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RESUMO

Nesta dissertacao, nés discutimos o Sistema de Transporte Urbano do Distrito Federal
utilizando a teoria de redes complexas, a partir da definicao de trés redes: rede-P, rede-L
e rede-B. Na rede-P, os pontos de parada de 6nibus representam os nés e as arestas sao
representadas pela existéncia de linhas de 6nibus que passam em dois pontos. Na rede-L, as
linhas de onibus representam os nés. Se duas linhas passam por, pelo menos, um ponto de
parada em comum, entao existe aresta nesse par de linhas de 6nibus. A rede-B é uma rede
bipartida, nesse caso, tanto os pontos de parada como as linhas de onibus representam
os nés da rede, onde as arestas ligam somente os nés de tipos diferentes. Geramos as
matrizes de adjacéncias Ap, AL, Mp e My, essas duas tltimas representam grafos de
multiplicidade de arestas (redes ponderadas) dos dois primeiros e a matriz de incidéncia
B representa a rede-B bipartida. Construimos a matriz-7', matriz de transbordo, para
analise do nimero de transbordos necessarios numa situacao em que nao exista conexao
direta entre dois nds. Obtivemos resultados de rede de mundos pequenos para a rede-
P nao ponderada, por meio da andlise do coeficiente de aglomeracao e do ntmero de
transbordos. Como resultados da analise do grau do né, encontramos a distribuicao do
grau do né das redes ponderadas e calculamos sua entropia, observamos que a rede-B
apresenta uma curva do tipo lei de poténcia para a distribuicao do grau do né. Além
disso, concluimos que a rede-P apresenta caracteristicas de rede de mundos pequenos.
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ABSTRACT

In this work, we studied Distrito Federal’s Urban transport System using complex network
theory, from the definition of three networks: the P-network, the L-network and the B-
network. On the P-network, every bus stop is represented by one node and the edge
represents the existence of a bus route between two bus stops. On the L-network, bus
routes are represented by a node. If two bus routes pass on at least one common bus
stop, there is a edge between this pair of routes. The network-B is a bipartite network,
in this case, both the bus stops as bus routes represent nodes network, where edges only
connect nodes of different type. Adjacency matrix Ap, Ay, Mp and My, are generated,
the last two ones representing graphs with multiedge (weighed network) from the first two
ones and the incident matrix B to represent the mixed B-network. Also is build the 7°
network, the bus transfer bus stop for analysis of the absence of direct connection between
bus stops. Results for a small-world network on the unweighted P-network were obtained
by means of clustering coefficient analysis and number of transfer bus stops. We found
degree distribution for the weighed networks and calculated it’s entropy, observed that
B-network shows a power law curve for the degree distribution. Also, we conclude that
the P-network shows small-world network features.
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1 INTRODUCAO

Diante de um cenério cercado de problemas no sistema de transportes ur-
banos do Distrito Federal, no qual as queixas mais frequentes sao relacionadas & inefi-
ciéncia desse servigo publico quanto a oferta de linhas de onibus, a falta de pontos de
paradas, a onibus lotados e em péssimas condicoes. Perguntas sobre como resolver esses
problemas surgem facilmente numa conversa de um grupo de pessoas. Elencar fatores

politico-adminstrativos como causa da maioria deles sao constantemente citados.

O Sistema de Transporte Urbano do Distrito Federal (STUDF) é um entre
varios exemplos de sistemas complexos. Atualmente, trabalhos relacionados a transportes
estao surgindo pelo mundo, seja no estudo de transporte ferrovidrio (SEN et al., 2003;
KURANT; THIRAN, 2006), aéreo (BARRAT et al., 2004), terrestre (SIENKIEWICZ; HOLYST,
2005). Dentre os vérios modais de transportes de massa, interessa nos, em especial, o
transporte urbano por 6nibus (CHEN et al., 2007; Zhu Zhen-Tao; XING-GUANG, 2008). Todos
esses trabalhos téem em comum a utilizacao da teoria de redes complexas para investigacao

das caracteristicas e propriedades do sistema.

Vemos no Capitulo 2 que a teoria de redes complexas teve inicio como uma
forma de solucionar o famoso problema das Sete Pontes de Konigsberg (1736) (GRIB-
KOVSKATA et al., 2007), quando surgem os primeiros conceitos de grafos. Somente dois
séculos mais tarde, surge a idéia de inserir elementos probabilisticos na abordagem de
redes (ERD&S; RENYI, 1960; ALBERT; BARABASI, 2002). Pesquisas recentes, no entanto,
mostram que sistemas reais possuem dinamicas muito mais complexas, na qual sua es-
trutura e evolugao nao parecem nem com grafos regulares nem com grafos puramente
aleatdrios, mas um meio termo entre essas duas teorias. Assim, as teorias de redes aleaté-
rias mais promissoras sao os modelos de: redes de mundos pequenos (WATTS; STROGATZ,
1998) e redes livres de escala (BARABASI et al., 2003). Ainda no Capitulo 2, apresentamos

alguns conceitos basicos de grafos e redes.

No Capitulo 3 descrevemos os trés principais modelos de redes complexas:
Rede Aleatorias, Redes de Mundos Pequenos e Redes sem Escala. O estudo de redes
aleatorias teve inicio na primeira metade do século XX com a publicagao do trabalho de
Erdés e Rényi (ER) (ERD6S; RENYT, 1960), em que se introduziram elementos estatisticos
para definir as conexoes entre os nés. Somente no final daquele século, a evolucao de redes
por meio de simulacao computacional tornou-se ferramenta poderosa para a investigagao e
modelagem de redes reais. Assim, no contexto das redes complexas, os modelos de Watts-
Strogatz (WS) (WATTS; STROGATZ, 1998) e Barabdsi-Albert (BA) (Albert-Laszlé Barabdsi,

1999) se destacam, sendos os mais importantes atualmente.
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Em seguida (Capitulo 4), detalhamos o método de construcao das redes
do sistema de transporte do DF, com a utilizagao de grafos e matrizes para a analise
matematica do sistema. Desse modo, criamos trés redes: a rede-P, a rede-L e a rede-B.
Primeiramente utilizamos o Google Earth 5.0 para a obtencao de dados, posteriormente,
trabalhamos com a extracao de dados e a montagem dessas redes. Na rede-P, os pontos
de parada de onibus representam os nos e as arestas sao representadas pela existéncia de
linhas de 6nibus que passa em dois pontos. Na rede-L, as linhas de 6nibus representam os
nos. Se duas linhas passam por pelo menos um ponto de parada em comum, entao existi
aresta entre esse par de linhas de onibus. A rede-B é uma rede bipartida, nesse caso, tanto
os pontos de parada como as linhas de onibus representam os nés da rede, onde as arestas
ligam somente os nos de tipo diferentes. Esses modelos de redes surgem num trabalho de
redes de transportes de onibus da China (Zhu Zhen-Tao; XING-GUANG, 2008; CHEN et al.,
2007). Criamos as matrizes nao ponderadas Ap e Ay, as matrizes ponderadas Mp e My,

e a matriz bipartida B.

No Capitulo 5 fizemos a andlise da distribuicao do grau das rede-P pon-
derada e rede-L ponderada e da rede-B bipartida, discutimos o resultado encontrado e
analisamos a entropia desses sistemas. Analisamos os parametros global e local de redes
de mundos pequenos, respectivamente, o nimero de transbordos médio 7 (comprimento
médio) e o coeficiente de aglomeracao C. E, ainda, encontramos a densidade de linhas de

onibus por ponto de parada.

E, finalmente, apresentamos as conclusoes e perspectivas desse trabalho.
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2 CONCEITOS BASICOS DE REDES COMPLEXAS

A teoria de redes complexas surge no final da década de 1990 com desta-
que para dois modelos: redes sem escala (Albert-Laszlé Barabési, 1999) e redes de mundos
pequenos (WATTS; STROGATZ, 1998). Antes disso, a modelagem de redes era baseada em
dois modelos principais: redes regulares e redes aleatérias (MELLO et al., ). Redes requlares
sao aquelas cujos nos possuem a mesma quantidade de arestas enquanto que em redes

aleatorias (ou puramente aleatérias) as conexoes distribuem-se aleatoriamente.

A idéia de explorar um modelo intermediario a esses dois modelos surge
com a finalidade de explicar as propriedades de redes reais que nao se enquadram nas

defini¢oes de redes regulares ou de redes aleatérias.

Essa teoria tem despertado interesse de cientistas das mais variadas areas do
conhecimento. Podem-se observar estudos da aplicacao do modelo de redes em transporte
ferrovidrio (SEN et al., 2003), metrovidrio (LATORA; MARCHIORI, 2002), multimodal urbano
(SIENKIEWICZ; HOLYST, 2005), em transporte por meio de 6nibus (CHEN et al., 2007; XU
et al., 2007; CHEN; LI, 2007; Zhu Zhen-Tao; XING-GUANG, 2008), na organizacao de cidades
(ROSVALL et al., 2005), na colaboracao cientifica (NEWMAN, 2001b; LI et al., 2007).

Apesar dos modelos de redes complexas serem bastante recentes, o forma-
lismo matematico tinha sido explorado ha mais de dois séculos, com os primeiros estudos

de grafos elaborados por Euler.
2.1 Introdugao histoérica

A teoria dos grafos teve origem no século XVIII com o trabalho de Leonhard
Euler, no qual ele resolve o famoso problema matematico das sete pontes de Konigsberg,
Figura 2.1. Naquela época, debatia-se possibilidade de existéncia de um percurso fechado,
no qual um andarilho pudesse sair de um local e voltar ao mesmo, passando uma unica
vez em cada uma das sete pontes sobre o rio Pregel (GRIBKOVSKAIA et al., 2007). Em 1736

Euler provou que esse caminho nao poderia existir.

Euler percebeu que as formas das ilhas e do rio nao influenciavam na res-
posta da questao, mas, tao somente, as conexoes entre um local e outro por meio de pontes.
Assim, desenhou um diagrama formado por pontos e linhas, Figura 2.1(b), a que denomi-
nou grafo. Cada ponto desse diagrama é chamado de vértice e cada linha é chamado de
aresta do grafo (BONA, 2006). Para resolver o problema, esbogcou um grafo formado por
quatro vértices — A, B, C e D —, que representam as porgoes de terra, e sete arestas,

que representam as sete pontes.
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(a) Desenho ilustrativo de Euler do problema das  (b) Grafo de Euler do problema das sete pontes de
sete pontes de Konigsberg. Konigsberg.

Figura 2.1 - Origem da Teoria de Grafos.(GRIBKOVSKAIA et al., 2007)

Somente no século XX a teoria dos grafos teve uma abordagem estatistica
e o uso de algoritmos foi introduzido. Surge o conceito de grafos aleatdrios (ALBERT;
BARABASI, 2002).

Em um trabalho de Erdés e Rényi (1959), cujo modelo serd apresentado mais
adiante, conexoes entre dois nés quaisquer sao realizadas aleatoriamente. Essas conexoes

equiprovaveis sao independentes da quantidade que os nds possuam.

O estudo da distribuicao do grau do né desse tipo de redes, todavia, nao
condiz com redes encontradas na natureza. Segundo o modelo de redes aleatorias, para
uma rede com N grande, o grau do né apresenta uma distribuigao de Poisson enquanto que
para algumas redes reais, essa distribuigao ¢ do tipo lei de poténcia. Em suma, essa ultima
teoria indica que a maioria dos nds da rede possuem um numero de arestas (conexoes)
proximo ao nimero médio de arestas da rede ao passo que em redes reais grandes existem

muitos ndés com baixo grau e poucos com alto.

Em 1969, Travers e Milgram publicaram um artigo com resultados empiricos
de um estudo experimental usando o método de pequeno mundo (TRAVERS; MILGRAM,
1969). Para o estudo foram selecionados aleatoriamente 296 pessoas de Nebraska e Bos-
ton para que, gerando uma “cadeia de conhecidos”, conseguissem atingir a pessoa alvo
em Massachusetts. Desse total, apenas 64 conseguiram chegar ao destino. Em resumo o
documento continha as regras do jogo, os dados da pessoa alvo, uma lista e um cartao mar-

cador. A lista era usada para evitar que o documento voltasse para as maos de uma pessoa

4



EB UnB

que ja tivesse sido atingida pelo mesmo. E o cartao marcador, para coletar as informagoes
sociais necessdarias ao estudo. O resultado disso, portanto, consiste de uma distribuicao do
comprimento da cadeia. Foram analisados apenas documentos que conseguiram chegar ao
destino. Nessa distribuicao, o nimero de intermediarios entre o remetente e o destinatario
foi chamado de comprimento da cadeia. Assim, o estudo mostra que o valor médio dessa
distribui¢@o fica em torno de 5,2 conexdes, Figura 2.2(a). Um segundo resultado desse
estudo foi a andalise das cadeias incompletas. Nessa cadeia, portanto, foram analisados
todos os documentos, tanto aqueles que completaram o destino, quanto aqueles que foram
abandonados no meio do caminho. A figura mostra o nimero de cadeias que sairam em
cada “etapa”’. A “etapa zero” corresponde a todos os voluntarios inicialmente recrutados.
A “etapa um” corresponde as pessoas que receberam o documento diretamente pela po-
pulacao inicial. A “etapa dois”, ao grupo de pessoas que receberam do grupo da “etapa
um”, e assim por diante. Nesse caso, foi observado que, quanto mais o comprimento das

etapas aumenta, o nimero de cadeias diminui, Figura 2.2(b).
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Figura 2.2 - Distribui¢ao da cadeia completa.(TRAVERS; MILGRAM, 1969)

Dessa forma, a grande contribuicao do trabalho de Milgram esté relacionada
ao numero médio de intermediarios observados, cujo valor é maior que cinco entre o
remetente e o destinatario. Dai o conceito de que qualquer pessoa estd a seis graus de

separacao de outra.

Portanto, as teorias de grafos regulares, grafos aleatérios juntamente com a
experiéncia de mundos pequenos serviram de base para o desenvolvimento da teoria de

redes complexas.
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2.2 Conceitos basicos

A rigor, um grafo é um par de conjuntos G = {V, E'}, onde V' é o conjunto

de N vértices e F é o conjunto de n arestas que conectam vértices dois a dois.

0 mm————
4 3

Figura 2.3 - Tlustragao de um grafo com 5 nds e 7 arestas. Onde temos P = {1,2,3,4,5} e

E ={{1,2},{1,3},{1,5},{2,3},{2,5},{3,4},{3,5}}.

A representacao ilustrativa de um grafo é feita geralmente por um conjunto

de pontos ligados um ao outro ou nao. Na Figura 2.3, temos V = {1,2,3,4,5} e F =

{{1,2}, {1, 3}, {1,5},{2,3},{2,5}, {3, 4}, {3, 5} }.

As redes podem ser classificadas conforme critérios estruturais (MELLO et

al., ), sendo as mais importantes para este trabalho as seguintes:

e Direcao: as redes podem ser direcionadas ou nao direcionadas. Se o sentido da
conexao representa alguma informagao relevante, entao ela é direcionada, caso
contrario, é nao direcionada. Em outras palavras, isso significa que existiram nés
origens e nés destinos, de forma que havera diferenca entre uma aresta do né
7 a0 no nd j e uma aresta do né j ao né i. No sistema de transporte urbano,
por exemplo, vemos que o sentido da aresta importa, mas neste trabalho, para

simplificar o problema, modelamos para uma rede nao direcionada.

e Peso: existem informagoes importantes que vai além da simples informacao da
existéncia de aresta entre dois nés. Uma conexao pode ser mais forte que outra,

por meio de algum parametro. Para o sistema de transporte urbano considera-
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(a) Grafo direcionado. (b) Grafo néo direcionado.

Figura 2.4 - Direcao de arestas, existéncia ou auséncia de né alvo e né fonte.

mos os pesos das conexoes. Uma vez que a quantidade de linhas de onibus que
conectam dois nés é importante (rede-P). Ou ainda, no caso da rede-L, quanto
mais pontos de o6nibus em comum duas linhas de 6nibus possuem, mais forte

sera essa conexao.

2 2
1 1
@3
5 .
[
4
(a) Grafo com multiplas arestas.  (b) Grafo ponderado, onde cada

nudmero vinculado a aresta repre-
senta o numero de arestas entre
néieondj.

Figura 2.5 - Grafo com multiplicidade de arestas pode ser representado por um grafo ponderado.

e Conexao: as redes podem ser ou nao conectadas. Se uma rede é conectada, entao
nao existem noés isolados, havendo apenas um tnico aglomerado. Se ela é nao
conectada, entao existem nos isolados, podendo exister mais de um aglomerado
na rede. Quando tratamos o rede-P para investigar as propriedades de mundos

pequenos, utilizamos o cluster gigante.
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Além das caracteristicas estruturais, outras propriedades de redes sao im-
portantes, tais como, o subgrafo, o grau do né, o comprimento médio e o coeficiente de

aglomeracao.

Um subgrafo de um grafo é definido da seguinte forma:
Definigao 2.2.1. Seja G’ formado por V' conjunto de nés e E' conjunto de arestas, G’
¢ um subgrafo de um grafo G = {V,E} se todos os nds em V' sao nés de' V- (V' C V) e

todas as arestas em E' sao também arestas de E (E' C E).

Sao tipos de subgrafos: ciclos, arvores e subgrafos completos. Um ciclo de
ordem k é um laco fechado de k arestas tal que o caminho comeca e acaba com o mesmo
vértice. Na Figura 2.6, temos um exemplo de um ciclo de ordem 3, Figura (2.6(a)) e uma
drvore, Figura (2.6(b)), que em contraste com o ciclo, nado pode ter lagos. J& um subgrafo
completo de ordem k é aquele que contém N vértices e todas as N(N — 1)/2 possiveis

arestas.

2 2
1 1
@3 3

5® 5@

o o

4 4
(a) Subgrafo do tipo ciclo (V =  (b) Subgrafo do tipo drvore (V =
{1,2,4}). {2,3,5}).

Figura 2.6 - Tipos de subgrafos.

O grau (ou valéncia) k; de um vértice i é o nimero arestas em i; pela
definicao de um grafico, este é igual ao nimero de vizinhos do né . Um vértice de grau
0 é um vértice isolado. Se todos os vértices do grafo G tém o mesmo grau k, entao G
é k-regular, ou simplesmente regular (DIESTEL, 2000). A distribui¢ao probabilistica do
grau do n6 é importante para a caracterizacao de uma rede real. Uma rede aleatoria, por
exemplo, apresenta uma distribuicao de Poisson. Por outro lado, uma rede sem escala

apresenta uma distribuicao do tipo lei de poténcia.
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Figura 2.7 - Grau do n6 de k5 = 2.

O comprimento médio e o coeficiente de aglomeracao sao propriedades im-
portantes na investigagao da conectividade de uma rede. O comprimento médio é um
parametro global da rede, que server para mostrar se dois nés quaisquer da rede sao
muito distantes um do outro. Ou seja, é o nimero médio de arestas no menor caminho

entre dois vértices.

Por fim, o coeficiente de aglomeracao é um parametro local da rede, que
revela a conectividade da vizinhaca de um certo né i. Essa vizinhanca de i é definida
como um subgrafo formado por todos os nés com os quais o né i é conectado. A partir

disso, é verificado o niimero de conexoes existentes entre os nés pertencentes a vizinhanca
de 1.
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3 MODELOS DE REDES COMPLEXAS

Neste capitulo sao abordados trés modelos de redes: redes aleatérias, redes
de mundos pequenos e redes sem escala. O estudo de redes aleatérias teve inicio na primeira
metade do século XX com a publica¢ao do trabalho de Erdés e Rényi (ER) (ERD6S; RENYI,
1960), em que se introduziram elementos estatisticos para definir as conexdes entre os nés.
Somente no final daquele século, a evolucao de redes por meio de simulagao computacional
tornou-se ferramenta poderosa para a investigacao e modelagem de redes reais. Assim, no
contexto das redes complexas, os modelos de Watts-Strogatz (WS) (WATTS; STROGATZ,
1998) e Barabdsi-Albert (BA) (Albert-Laszlé Barabasi, 1999) destacam-se sendo atualmente

os mais importantes.
3.1 Redes aleatérias

A teoria dos grafos aleatorios foi introduzida por Paul Erdds e Alfréd Rényi
que definiram um grafo aleatdrio como um conjunto de N nés (vértices) conectados por n
arestas escolhidas aleatoriamente dentre N (NN —1)/2 possibilidades. O ntimero de arestas
possiveis é igual ao arranjo simples de N elementos tomados dois a dois, pois, aresta é

definida como a ligagao entre dois vértices.

Para um grafo nao direcional, dividimos esse arranjo simples pela metade,
pois nao diferenciamos entre né fonte e né alvo, contrariamente ao grafo direcional ou
digrafo. Dessa forma, existem no total C}f,( N-1)/2 grafos com N nos e n arestas — que é a
combinagao de n arestas de um total de N (NN —1)/2 arestas possiveis. Consequentemente,
formam um espaco de probabilidades, no qual todas as realizagoes sao equiprovaveis.
Dito de outra maneira, qualquer que seja a forma desse grafo com N nds e n arestas, a

probabilidade de ocorréncia é a mesma.

Supondo um caso com N =5 e n = 4, temos C}, = 210 formas diferentes
de construir um grafo com 5 nods e 4 arestas, onde todas elas sao equiprovaveis, a Figura

3.1 apresenta 3 exemplos.

O seguinte algoritmo pode ser seguido para a construgao ou evolugao de

grafos:

a) gerar um grafo com N nds isolados;

b) acrescer sucessivas arestas aleatoriamente.

O grafo obtido em diferentes estagios desse processo corresponde a uma

10



Figura 3.1 - Tlustracao de grafos equiprovaveis com N = 5 nds e n = 4 arestas.

probabilidade de conexao p cada vez maior, até o limite de p = 1. Dessa forma, se p = 0,
temos um grafo com N nés isolados e, eventualmente, podemos obter um grafo totalmente

conectado, com o nimero méaximo de conexoes dado por n = N(N —1)/2, parap =1

A Figura 3.2 mostra um exemplo para o caso do grafo de N = 5.

. . el
>

/|

P=0 P=0.4 P=1

Figura 3.2 - Para um grafo com N=5 nds, temos: p=0, para o caso com nés isolados; p=0,4,
para o caso de 4 arestas e p=1, para o caso com todas as arestas possiveis.
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Portanto a probabilidade é dada por,

numero de arestas E(n)
1

b= — . = .
nimero de arestas possiveis =~ NYWV-1)

(3.1)

Uma definicao alternativa para grafos aleatérios é o Modelo Binomial. Se
iniciamos um grafo com N nés, com todos os pares de nés conectados com probabilidade
P, teremos — como consequéncia — que o numero total de arestas é uma variavel aleatoria
com valor esperado E(n) = p[N(N —1)/2]. Se G é um grafo com P = {P,, P, ..., Py} n6s
e n arestas, a probabilidade (P) de obté-lo por esse processo de construcao é dado pela
Equagao 3.2.

N(N—-1)

P(G) =p"(1—p) > (3.2)

O principal objetivo da teoria de grafos aleatérios consiste em determinar
em qual probabilidade de conexao p uma certa propriedade do grafo pode surgir. Diante
disso, Erdos e Rényi definiram, para quase todos os grafos, a existéncia uma propriedade
() cuja probabilidade de que seja apresentada se aproxima de 1 quanto maior for o valor
de N (N — o0). A maior descoberta de Erdés e Rényi indica que muitas propriedades de
grafos aleatorios aparecem repentinamente. Isso quer dizer que, dada uma probabilidade,
ou quase todos os grafos possuem a propriedade investigada, ou quase nenhum grafo a
possui; para uma propriedade deixar de ser muito provavel para ser muito improvavel, a

transicao geralmente é rapida.

Em grafos aleatorios, a probabilidade de ocupacao é definida como fungao
do tamanho do sistema, visto que p representa uma fracao das arestas que estao presentes
na rede de um total de N(N — 1)/2 possibilidades. Isso significa dizer que, para muitas
propriedades (), em muitos grafos aleatorios, nao existe um tnico N limite independente,

mas uma fungao limite que depende do tamanho do sistema, e p.(N — oo) — 0.

E essa teoria prevé que, para muitas propriedades, ha uma probabilidade
critica p.(IV). Se p(N) cresce mais lentamente que p.(N), com N — oo, entdo quase
todo o grafo com probabilidade de conex@o p(/N) nao possui a propriedade Q. E se p(N)
cresce mais rapido que p.(IV), entdo quase todo o grafo possui a propriedade ) (ALBERT;
BARABASI, 2002). Este assunto entra no campo da teoria de percolagao, que extrapola o

escopo deste trabalho.

Entretanto, o grau médio do grafo, conforme a Equacgao 3.3, tem um valor

critico dependente do tamanho do sistema, onde a soma dos graus de todos os noés ¢ da

12
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rede é duas vezes o nimero de arestas da rede, Z k; = 2n = 2[N(N — 1)/2], para o caso

(2

de N — oo (ALBERT; BARABASI, 2002).

(k) =~ =p(N-1)~pN, (3.3)

3.1.1 Distribuicao do grau do né

Uma propriedade bastante estudada em redes é o niimero de arestas que
conectam um vértice, chamado de grau do vértice ou grau do no. Em grafos aleatorios
com probabilidade de conexao p, o grau k; do no i segue uma distribuicao binomial com
parametros N — 1 e p, onde o primeiro parametro é o nimero total de nés do grafo com

excegao dele mesmo, ou seja, a probabilidade do né ¢ possuir k; = k arestas (ver a Equagao

(3.4)).

P(k; = k) = Cx_y p" (1 —p) ¥ D", (3.4)

Essa probabilidade representa o nimero de formas nas quais k arestas po-
dem ser tracadas a partir de um certo né. Onde p* ¢é a probabilidade de existirem k arestas,
(1 —p)N=1=k § a probabilidade de auséncia de aresta adicional e C%_, é a quantidade de
formas equivalentes de selecionar k£ nés finais para uma determinada aresta. Lembremos
que, dada probabilidade p, existem C% _, formas equiprovaveis de distribuicdo de arestas

do nd.

Para encontrar a distribuicao do grau de um grafo, estudamos o nimero de
nos com o mesmo grau k, representado por Xj. Entao, determinamos a probabilidade de
X5, ter um dado valor, P(Xy = r). Onde r é a quantidade de nés com um certo grau k.
Observando a Equagao (3.4), vemos que o valor esperado para o nimero de nds com o

grau k ¢ dado pela Equagao (3.5).

Para encontrar a distribuicao do grau de um grafo, estudamos o nimero de
nos com o mesmo grau k, representado por Xj. Entao, determinamos a probabilidade de
X5, ter um dado valor, P(Xy = r). Onde r é a quantidade de nés com um certo grau k.
Observando a Equagao (3.4), vemos que o valor esperado para o nimero de nds com o
grau k é

E(Xy)=NP(k=r) =\, (3.5)

13
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0.05
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Figura 3.3 - Distribuigdo do grau do né de uma rede aleatéria. Modelo de Erdds-Rényi (ER)
(ALBERT; BARABASI, 2002)

onde N\ é
A= NCy_ pF(1—pN ik, (3.6)

A distribui¢ao dos valores de Xy, P(X) = r), se aproxima de uma distri-

buicao de Poisson (ver Equacao (3.7)).

P(Xy=r)= e_’\’“% : (3.7)

Assim, o nimero de nés com grau k segue uma distribuicao de Poisson

com um valor médio A\x. Vemos que o valor esperado para a distribuicao, de acordo com a

Equagao (3.7), é uma fungao dada pela Equacao (3.6) e ndo uma constante. A distribuigao

de Poisson decai rapidamente para valores suficientemente grandes de r, sendo o desvio
padrao da distribuicao dado por o, = v/As.

Esse resultado pode ser simplificado para uma aproximagao resultante
Xy = N P(k; = k), se os nés forem considerados independentes. Assim, com uma boa
aproximacao, a distribuicao do grau de um grafo aleatério é uma distribuicao binomial

conforme a Equagao (3.8), que para N grande, pode ser substituida pela distribuigao de

14
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Poisson (Equagao (3.9)),

P(k) = Cly_yp" (1 —p)N 17k, (3.8)
P(k) ~ e—pN—@g)k — €_<k><lfz_>!k . (3.9)

Esse modelo é importante para a obtencao dos graus minimos e maximos
de um grafo aleatério. O resultado indica que, para uma grande variedade de valores
de p, tanto o grau méximo quanto o grau minimo sao determinaveis e finitos. Se, por
exemplo, p(N) ~ N~'=V/*quase nenhum grafo tem nés com grau maior que k. Ou ainda,
se p={In(N)+klIn[in(N)]+c}/N, quase todos os grafos aleatérios tém um grau minimo
de pelo menos k. Além disso, para um p suficientemente grande, com p N/In(N) — oo,
o grau maximo de quase todo o grafo aleatério tém a mesma ordem de magnitude que
o valor do grau médio. Embora a posicao das arestas seja aleatoéria, um grafo aleatorio
¢ bastante homogéneo, a maioria dos nés tem o mesmo numero de arestas (ALBERT;
BARABASI, 2002).

3.1.2 Grafos aleatdrios generalizados

Apesar de o modelo de redes aleatérias de Erdon-Renyi ser bastante simples
e importante para a verificacao da existéncia de uma propriedade do sistema, a observagao
dos sistemas reais mostra que essas diferem de grafos aleatorios, pois muitas vezes seguem

uma distribuigao de grau do né do tipo lei de poténcia,

P(k) ~ k7. (3.10)

Se a distribuicao do grau segue uma lei de poténcia, isso significa que temos
um sistema livre de escala caracteristica, chamados de redes livres de escala (scale-free
network). Entretanto, a teoria dos grafos aleatérios nao reproduz o carater livre de escala
apresentado pelas redes reais. Com essa motivacao, Barabési e outros tentaram desenvolver

um modelo que descrevesse melhor esses sistemas.

Eles generalizaram a teoria de grafos aleatérios para que o modelo tivesse
uma distribuicao do grau como valor inicial, mas que fosse aleatério em todos os outros
aspectos. Nesse caso, as arestas eram conectadas a nos selecionados aleatoriamente com a

restricao de que a distribuicao do grau seguisse uma funcao de lei de poténcia, nao mais

15
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uma funcgao distribuicao de Poisson para N grande como o modelo anterior.

Para essa finalidade, eles identificaram um parametro relevante que, jun-
tamente com o tamanho da rede, pudesse fornecer sua caracterizacao estatisticamente
completa. Para o caso de grafos aleatdrios esse parametro é a probabilidade de conexao.
Desde que a restricao seja apenas que a distribuicao do grau do grafo siga uma lei de
poténcia, o expoente v da distribuicao do grau poderia desempenhar o papel de parame-
tro de controle. Feita essa identificacao, eles estudaram redes aleatérias livres de escala
variando sistematicamente o valor de 7 e verificaram se existia algum valor limite para o

qual as propriedades importantes da rede variavam abruptamente.

Barabadsi considerou uma rede grande com distribuigao do grau P(k) ~ k™7,
na qual v decresce de infinito a 0. O grau médio da rede, ou equivalentemente o niimero
médio de arestas por né, aumenta conforme 7 decresce, desde que (k) ~ k72 onde
kmaz < N é o grau maximo do grafo. Esse processo é muito similar ao descrito por Erdén
e Rényi para o caso de evolucao de rede aleatoria. Consequentemente, enquanto para um
~ suficientemente grande a rede consiste de pequenos aglomerados em clusters isolados,
existe um valor critico de v no qual um agregado gigante se forma e com um ~ ainda

menor, a rede se torna totalmente conectada.

Um dos primeiros resultados mostrou que quase todos os grafos aleatérios
tém um tunico cluster gigante (LUCZAK, 1990) se a distribui¢do do grau seja fixa e se ne-
nhum né apresentar grau inferior a dois. Ademais, Molloy e Reed mostraram que para um
grafo aleatério com distribuigao de grau P(k), um aglomerado infinito emerge seguramente

quando

Q=) k(k—2)P(k)>0, (3.11)

provando que o grau méaximo é menor que N*/* (MOLLOY; REED, 1995; MOLLOY; REED,
1998).

3.2 Redes sem Escala

Por muitos anos, a ciéncia tratou todas as redes complexas como sendo
sistemas completamente aleatérios. Vimos que Erdds e Rényi (ER) sugeriram que tais
sistemas podiam ser eficientemente modelados conectando-se os nés de forma aleatoéria. E
a simplicidade matemética dessa teoria levou ao surgimento de um campo da matematica

focalizado em Redes Aleatodrias.

Vimos na Secao 3.1 que o sistema considerado ¢é fechado, ou seja, nao ha
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entrada de novos nds, e que a maioria desses tém aproximadamente o mesmo numero
de conextes. Além disso, vimos que a distribuicao do grau do né desse modelo segue
uma distribuicao de Poisson. Era extremamente raro encontrarmos nés que tivessem o
nimero de conexdes muito maior ou menor que a média. Assim, a probabilidade de um
no conectar-se a k outros nos decresce exponencialmente para k grande. Por isso, muitas

vezes, as redes aleatérias eram chamadas de exponenciais (BARABASI; BONABEAU, 2003).

Estas propriedades de redes aleatérias — a distribuicao de probabilidade de
conexao de vértices (arestas), P(k), ter um corte exponencial e um tamanho caracteristico
(k) dependente de p — contrastam com resultados empiricos encontrados na natureza.
Muitos sistemas reais apresentam uma propriedade em comum: P(k) é livre de escala. Ou
seja, a distribuicao do grau de redes aleatérias segue uma lei de poténcia, cujo expoente

é proporcional a (k) (ver a Equagao 3.9).

Em muitas redes reais, tais como na rede world wide web (www), na rede
celular, na rede de citacoes de artigos, a distribuicao do grau segue uma lei de poténcia para
k grande. Mesmo para as redes que tenham uma distribuicao P (k) que siga um decaimento
exponencial, essa distribuicao desvia-se muito da distribuicao de Poisson observada no
modelo de grafos aleatdrios em que é clara a presenga de um pico em (k). Na curva de
Poisson encontramos um pico em (k), que é ausente em distribuigdo do grau de curvas

reais.

Assim, foi verificado que o modelo de grafos aleatorios e o modelo de mundos
pequenos nao reproduziam o efeito de distribuicao de lei de poténcia observado em muitas

redes reais.

Embora seja simples construir um grafo aleatério que tenha uma distribui-
¢ao do grau do tipo lei de poténcia, como mencionado na Secao 3.1.2, a estrutura de uma
rede real nao parece ser tao simples assim. E preciso observar como a rede se desenvolveu
e quais os elementos que contribuiram para a formacao de uma rede real. Nesse sentido, o
modelo de redes sem escala — atribuido a Barabasi-Albert — tem sido muito bem cienti-
ficamente aceito. Esse modelo enfatiza as caracteristicas dinamicas da rede e nao aborda
o problema de forma topoldgica como dos seus antecessores. A idéia é que a compreensao
do processo de evolucao ou a dinamica da rede implica a compreensao correta da topolo-
gia da rede. A dinamica do sistema assume o papel principal e a topologia apenas uma

consequéncia desse processo.
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3.2.1 O modelo de Barabasi-Albert (BA)

A origem da distribuicao de lei de poténcia do grau do né foi discutido
pela primeira vez no trabalho de Barabéasi e Albert (Albert-Laszlé Barabasi, 1999). Eles
investigaram o comportamento de grandes redes complexas, tais como a rede de www ou
de citages de publicagoes cientificas e mostraram que a probabilidade P(k) de interagao
entre um vértice e k outros numa rede sofre decaimento na forma de uma lei de poténcia,

segundo
P(k) ~ k7. (3.12)

Esse resultado indica que grandes redes se organizam em um estado sem
escala. Para explicar isso, Barabasi e Albert incorporaram dois elementos chaves de redes
reais: crescimento e preferéncia de conexrao. Ficaram assim evidenciadas as falhas do

modelo de rede aleatéria.

Tanto o modelo de Erdés-Rényi quanto o modelo de Watts-Strogatz (de-
talhado no Capitulo 3.3) assumem que a rede comega com um nimero fixo de nés (NNV),
cujos vértices sao conectados (ER) ou reconectados (WS) aleatoriamente, mas ao final, o
nimero de nés continua o mesmo. Entretanto, ao contrario desses modelos, as redes reais
sao abertas, ou seja, o numero de nds nao € fixo, ha um crescimento no decorrer do tempo

pois novos nés sao introduzidos ao sistema.

Além disso, nos modelos discutidos até entao, a probabilidade de conexao
entre dois nos era independente do grau do né, ou seja, as arestas eram colocadas aleatéria
e uniformemente. Contudo, as redes reais exibem uma preferéncia de conexdo, ou seja,
um né muito conectado tem maior probabilidade de receber uma nova conexao do que
aquele pouco conectado. Por exemplo, nas redes da web, a probabilidade de um site muito

conhecido ser visitado é maior que de um site pouco conhecido (BARABASI et al., 2001).

Esse modelo com crescimento e preferéncia de conexao levou Barabdsi e
Albert a assumir que as redes continuamente expandem-se pela adi¢cao de novos nds que sao
conectados aos nods ja presentes no sistema e que a probabilidade de um novo né conectar
ao né ja existente nao é uniforme, mas existe uma probabilidade maior de conectar-se
ao no que ja tem um numero grande de conexoes. Esse modelo de redes livres de escala
incorpora esses dois elementos e naturalmente leva a observacao de distribuicao invariante

de escala. Abaixo, explicaremos sucintamente o algoritmo elaborado por eles:

a) crescimento: Iniciando o sistema com um numero pequeno de nés (mg), no qual

é adicionado um novo né com m < (mg) arestas que ligam o novo né a m
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diferentes nés ja existentes.

b) preferéncia de conexdo: apés escolher os ndés com os quais o0 novo né ird conectar,
assumimos que a probabilidade [] do novo né estar conectado ao i-ésimo no, é

tal que:

k;
[Tk = S (3.13)

Apoés t passos, este procedimento resulta numa rede com N =t 4+ mg nés e
mt arestas. Simulagoes numéricas indicam que esta rede evolui num estado invariante de
escala com probabilidade que o né tenha k arestas seguindo uma lei de poténcia e cujo
expoente seja ypa = 3. A escala do expoente é independente de m, o tinico parametro do
modelo. Por isso se chama Rede Livre de Escala (BARABASI et al., 1999).

Barabasi e Albert propuseram a teoria da continuidade como uma aproxi-
macao analitica para as propriedades dinamicas do modelo de rede livre de escala. Tal

aproximagcao é focada na dinamica do grau do né.

Na aproximagao da continuidade introduzida por Barabasi e Albert (Albert-
Lészl6 Barabési, 1999) e Barabdsi, Albert e Jeong (BARABASI et al., 1999) calcula-se a de-
pendéncia temporal do grau k; de um dado né i. Esse grau aumenta a cada vez que um
novo noé entra no sistema e se liga ao né 7, com a probabilidade desse processo dado por

[(k;). Assim, o k; satisfaz a equacao dinamica:

ok; k;
C=Al (k) = me——— . (3.14)
ot H Zj:ll kj
onde A = m. Entao,
ki ki (3.15)
ot Zj:l kj

A soma no denominador é sobre todos os nés do sistema, exceto sobre o

novo no introduzido na presente etapa. Portanto, seu valor é dado por

E kj =2mt —m, (3.16)
J
que leva ao resultado
ok;  k;
. 3.17
ot 2t ( )

Desde que seja respeitada a condicao inicial de que todo os nés i, quando
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introduzido ao sistema, tenham k;(t;) = m:

k() = m <i>ﬂ , (3.18)

com [ = %

A Equagao (3.18) indica que o grau de todos os nés evolui da mesma forma,
seguindo uma lei de poténcia, a tnica diferenca serd a interseccao da lei de poténcia.
Podemos escrever a probabilidade de que um né tenha o grau k;(t) menor que k, P[k;(t) <
k] da forma da Equacao (3.19),

Assumindo que os nos sao adicionados a rede em intervalos de tempo iguais,

o valor de t; serd uma constante da densidade de probabilidade

P(t;) = . (3.20)

Substituindo a Equagao (3.20) em (3.19), obtemos

mY/Pt mY/Pt
Plt,>—|=1——1———. 3.21
( RV ) B (LT o) (3.21)

A distribuicao do grau P(k) pode ser obtida usando

_ OP[ki(t) <k] 2mMPt 1
PO == T vtk (3:22)

prevendo que assintoticamente (t — o00)

P(k) ~ 2m'PE=7 (3.23)
com
L o3 (3.24)
v== =3J. .
g

sendo independente de m, em concordancia com os resultados numéricos.

Como a lei de poténcia observada para redes reais descreve sistemas de

diferentes tamanhos, isso prova que o distribuicao do grau é independente do tempo. A
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Equacao 3.22 prediz que, assintoticamente, a distribuicao do grau do modelo de Barabasi-
Albert é independente do tempo e, portanto, independente do tamanho do sistema N =
mg + t, indicando que a rede atinge um estado estacionario livre de escala apesar do
crescimento continuo. Indica também que o coeficiente da lei de poténcia da distribuicao

é proporcional a m?.

3.2.2 Casos limites do modelo de Barabasi-Albert

A lei de poténcia de escala no modelo de Barabasi-Albert indica que os dois
fatores — crescimento e preferéncia de conexao — sao importantes para o desenvolvimento
da rede. O que podemos indagar é se esses dois fatores sao simultaneamente essenciais
para a obtencao de uma curva de distribuicao de lei potencial. Barabasi, Albert e Jeong
mostraram que sim (BARABASI et al., 1999). Eles consideraram dois modelos: Modelo A e
Modelo B. O primeiro modelo mantém o carater de crescimento da rede, mas elimina a
preferéncia de conexao dos nds. O segundo, ao contrario, a quantidade de nés do sistema

¢ mantida constante e as conexoes sao feitas para um né aleatoriamente selecionado.

Assim, no Modelo A, o sistema inicialmente possui mg nés e em todos os
passos temporais é acrescido um novo né com m(< myg) arestas. E assumido que a proba-

bilidade de um novo né conectar com os nds existentes no sistema é igual para todos os

[Tk = N — (3.25)

m0+t—1’

nos, ou seja,

independentes de k;. A teoria da continuidade prediz que k;(t) segue muma dependéncia
logaritmica no tempo, e para t — oo a distribuicao do grau do né segue um decaimento
exponencial. Entao, substituindo o valor de [[(k;) na Equacao 3.14, e usando a Equagao

3.22, encontramos
e k
Pk)=— - . 3.26
(k) mexp( m) (3.26)

O carater exponencial da distribui¢ao indica que a auséncia da preferéncia de conexao

elimina o carater de rede sem escala.

No Modelo B, comegamos com um numero fixo de N nés e sem nenhuma

aresta. A cada passo de tempo um né aleatoriamente selecionado sera conectado com
probabilidade

[Tk = leikj (3.27)

ao noé 7 no sistema. Consequentemente, esse modelo elimina o processo de crescimento, o

nimero total de nds permanece constante durante todo o processo de evolucao da rede.
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Figura 3.4 - (a) Modelo A: com crescimento, sem preferéncia de conexdo. (b) Modelo B: sem
crescimento, com preferéncia de conexao. (BARABASI et al., 1999)

Simulagoes numéricas indicam que embora no inicio o modelo apresente uma escala de
lei de poténcias, P(k) ndo é estacionario. Visto que N é constante e o niimero de arestas
aumentam com o tempo, apés T' ~ N? passos o sistema atinge um estado na qual todos
os nos estao conectados com todos os outro nés. A evolucao temporal de cada grau pode
ser calculado analiticamente usando a teoria da continuidade. A taxa de variacao da
conectividade do né ¢ tem duas contribuicoes: a primeira descreve a probabilidade que um

no ¢ escolhido aleatoriamente para ser a origem dos links,
T k) =~ (3.28)
N
random

e a segunda é proporcional a Equacao 3.27, que descreve a probabilidade que uma aresta
originaria de um né aleatoriamente selecionado ¢ conectada ao né ¢. Entao, substituindo

essas duas contribuicoes na Equacao 3.14, temos:

(3.29)

Oki _ , k1
ot Zj‘vzlkj N

Levando em conta que ) i k; = 2t e que a alteracao na conectividade du-

rante um passo temporal é 0k = 2, e excluindo do somatério a aresta origindria e desti-
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natdria com o mesmo nd, obtemos A = N/(N — 1), que leva a

ok; ki ki 1
= — 4+ —. 3.30
o N_12t N (3:30)
A solugao de 3.30 tem a forma:
2(N —1
ki(t) = ﬁt + ctNAN-L) (3.31)
Desde que N > 1, podemos fazer a aproximagao de k; com
2 1/2
ki(t) = Nt +ct/e. (3.32)

Uma vez que o nimero de nés é contante, nao temos "tempo de introducao”t;
para o né. Existe, contudo, um tempo analogo a ¢;: o tempo quando o né ¢ foi selecionado
para o primeiro passo como a origem de uma aresta, e consequentemente sua conectividade
muda de 0 para 1. Entao, a Equacgao 3.31 é valida somente se t > ¢;, e todos os nds seguiram
esta dinamica somente apos t > N. A constante ¢ pode ser determinada da condicao que

Zj k; = 2t, e tem um valor ¢ = 0, assim,

2

(3.33)

Desde que a teoria da continuidade prediga que apds um periodo de transicao
o valor do grau médio de todos os nds seja o mesmo dado pela Equacao 3.33, é esperado

que a distribuicao do grau se torne uma Gaussiana em torno do valor médio de k.

A falha dos modelos sem crescimento ou sem preferéncia de conexao para
a obtencao de uma rede sem escala leva a conclusao que os dois elementos sao simultane-
amente necessarios para a producao de uma distribuicao de lei de poténcia estacionaria

que sao observados nas redes reais.

3.3 Redes de Mundos Pequenos

“Qual é o probabilidade de duas pessoas, selecionadas arbitrariamente entre
uma grande populagao, se conhecerem?” Essa foi basicamente a pergunta formulada por
Milgram (MILGRAM, 1967) num modelo de estudo de redes sociais, em que foi introduzido

o conceito de fenomeno de pequeno mundo.
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Em 1998, Duncan J. Watts e Steven H. Strogatz, observando redes de sis-
temas dinamicos acoplados, exploraram um modelo simples de redes, no qual uma rede
regular era reconectada com a finalidade de introduzir uma desordem, até a obtencao de
um grafo puramente aleatorio. Nesse experimento, eles encontraram sistemas altamente
agregados — caracteristica grafos aleatérios — e um reduzido comprimento de caminho
médio, que é caracteristica de um grafo puramente aleatorio. Em analogia ao fenomeno
de pequeno mundo de Milgram, Watts e Strogatz chamaram essa rede de rede de pequeno

mundo.
3.3.1 Modelo de Watts-Strogatz (WS)

O modelo de pequeno mundo mais conhecido em redes complexas foi pro-
posto por Watts e Strogatz. Consiste de um modelo de grafo de um parametro —p— no
qual temos uma interpola¢ao entre uma malha (rede) finita ordenada e um grafo pura-

mente aleatério.
3.3.2 Coeficiente de agregacao e comprimento médio

E sabido que redes reais tém carater de pequeno mundo como os grafos alea-
torios, mas raramente tém um coeficiente de agregacao grande. E conhecido também que o
coeficiente de agregagdo depende apenas do nimero de coordenadas (ALBERT; BARABASI,
2002).

O coeficiente de clustering ou coeficiente de agregacao é uma propriedade
que diz o quanto a vizinhanca desse n6 estd mutuamente conectada. Em redes sociais,
por exemplo, é um conceito relacionado a coesao de um grupo de pessoas. Ou seja, quao
amigos entre si sao os meus amigos? Essa pode ser uma pergunta a ser respondida por
esse tipo de analise. Assim, nés voltamos a atencao para um certo né i de uma rede, que
possui k; arestas que conectam a k; outros nés. Se os vizinhos mais préximos do né i —
ou seja, os nos que fazem parte do aglomerado de ¢ — sao ao todo k; nés, entao teremos
k;(k; — 1)/2 arestas possiveis. Assim, a razao entre o numero de arestas que realmente
existe entre os nds k; da vizinhanca, E; e ntumero total k;(k; — 1)/2 de arestas possiveis
para um total de k; nds, resulta no valor do coeficiente de agregagao do no 1,

2 F;
C; = k=) (3.34)
Como exemplo, temos a Figura 3.5 com N = 13 nds, vamos calcular o coeficiente de
agregagao do né ¢ = 13. Vemos que ki3 = 7 e F13 = 6, portanto, C13 = 2/7. O coeficiente

de agregagao da rede inteira é a média de todos os C;s individuais. Portanto, C = (C) =

24



Figura 3.5 - Calculo do Cy3: k13 = 7 e Ej3 = 6, portanto Ci13 = 2/7.

N
> Ci| /N =0,207.
i=1

Em grafos aleatorios, uma vez que as arestas sao assim distribuidas, o co-
eficiente de agregacao é C = p (comparar com a Equacao 3.1). Contudo, a maioria dos
coeficientes de agregacao de redes reais sao maiores em comparagao com o coeficiente de
redes aleatdrias (ALBERT; BARABASI, 2002). A construcao de uma rede aleatéria equiva-
lente a rede real pode ser feita por meio da fungao geratriz (NEWMAN et al., 2001). Assim,
a rede aleatoria possui o mesmo nimero de nés e o mesmo numero de arestas que a rede

real correspondente, mas com as arestas distribuidas aleatoriamente.

Levando-se em conta que a maioria das redes nao tem a topologia de co-
nexao nem completamente regular, nem completamente aleatéria, mas algo entre esses
dois extremos, Watts e Strogatz exploraram um modelo de rede que podia transitar entre
os extremos. De modo que, a rede regular era reconectada sucessivamente, conforme a
probabilidade p = (k)/N — onde (k) é o grau do né médio, que informa ao grau de
desordem da rede original. Eles observaram que esses sistemas podiam ser altamente clus-
terizados, como as estruturas regulares, mas que possuiam pequenos comprimentos de

caminho caracteristico, tais como as redes aleatorias.

Nesse modelo, Watts e Strogatz interpolam entre uma rede regular e aleato-
ria seguindo um processo de reconexao aleatério. Assim, uma rede em forma de anel com
N nos e k arestas por nod, que é conectado de forma regular, é sucessivamente reconectada
de forma aleatéria com probabilidade p. Por esse algoritmo é obtido um conjunto de grafos
que variam de grafos regulares (p = 0) a totalmente desordenados (p = 1). E portanto, é
possivel investigar a regiao intermediaria 0 < p < 1 de uma rede que pouco se conhece.

Podemos observar esse método na Figura 3.6.

Por esse método é possivel quantificar as propriedades estruturais desses

grafos por meio do comprimento de caminho caracteristico (caracteristica global), £(p),
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Regular Small-world

p=0 > p=1
Increasing randomness

Figura 3.6 - Procedimento aleatdrio de conexao para interpolagao entre uma rede em forma de
anel regular e uma rede aleatéria (WATTS; STROGATZ, 1998).

e do coeficiente de agregagao (caracteristica local), C(p), que sdo importantes para de-
terminacao de rede de pequeno mundo. Pela Figura 3.7, podemos observar que uma rede
regular apresenta L£(p)) e C(p) grandes, uma rede puramente aleatéria, todavia, apresenta
L(p) e C(p) pequenos. Entretanto, uma rede de pequeno mundo possui £(p) pequeno e

C(p) grande.

E interessante que a rede possua muitos nés e poucas conexoes, sem, no
entanto, que o grafo chegue a ser desconectado. Esse estudo requer que N > k > In(N) >
1, onde k > In(N) garante que o grafo aleatério seja conectado. Nesse regime, para p — 0,
L(0) ~ N/2k = 3,2 e C(0) ~ 3/4 (WATTS; STROGATZ, 1998). Assim, uma rede regular
de p = 0 ¢é altamente clusterizado e o L cresce linearmente com o N, enquanto que redes
puramente aleatérias de p = 1 é pouco agregado e L cresce somente logaritmicamente

com N.

Outro parametro importante para a caracterizacao de uma rede de pequeno
mundo é o comprimento médio, L(p). Em teoria de redes o conceito de comprimento médio
esta relacionado ao nimero médio de nés ao longo do caminho mais curto para todos os
pares possiveis de nés da rede. Assim, considere um grafo G com V' vértices, onde (i, j)
¢ o numero de nds entre o par de nds i e j. Definimos {(i, j) = 0 quando i = j e quando i

nao alcanga j. Dessa forma, temos a expressao

(L) = N(N#_l) %:l(z’,j), (3.35)
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Figura 3.7 - Gréfico de comprimento médio de caminho L(p)/L(0) e coeficiente de agregagao
C(p)/C(0): uma rede regular tem £ e C grandes; rede aleatéria tem £ e C pequenos;
rede de pequeno mundo tem £ pequeno e C grande.(Figura tirada de (WATTS;
STROGATZ, 1998))

Figura 3.8 - Comprimento médio de caminho [(8,3) entre i = 8 e j = 3, vemos que 0 menor
caminho ¢ [(8,3) = 1, passando pelo né 11.

para o comprimento médio. O termo N (N — 1)/2 é o total de arranjos possiveis 2 a 2 de
um grafo com N vértices. Ressaltamos que o somatorio deverd ser dividido por 2, pois
supomos um grafo nao direcional, ou seja, £ de ¢ a j é igual ao £ de j a i. Na Figura 3.8,

mostramos um exemplo.
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4 REDE DE TRANSPORTE URBANO DO DISTRITO FEDERAL
4.1 Transportes Urbanos do Distrito Federal - DFTRANS

DFTRANS - Transporte Urbano do Distrito Federal - é uma autarquia
criada pela Lei n® 241, de 28 de Fevereiro de 1992. E a entidade gestora do transporte
publico coletivo do Distrito Federal, dentre sua atribuicoes estao: o planejamento das
linhas, a avaliacao de desempenho, a caracterizacao da demanda e da oferta de servigos,
a elaboragao dos estudos dos custos de servigos e dos niveis tarifarios, a gestao, o controle

e a fiscalizagdo dos servigos ptblicos de passageiros(DFTRANS, 2008).

O Servigo de Transporte Piublico Coletivo (STPC) divide-se nos seguintes
servigos (DFTRANS, 2008):

Servigo Convencional (6nibus - STPC);

Servigo Especial Vizinhanca (zebrinha - STCEV);

Servigo Auténomo Rural (rural - STPC/TA);

Servico de Transporte Coletivo Privado (fretamento - STCP);

Servigo de Transporte Ptblico Bésico (Microonibus - STPB);

Servigo Préprio de Empregados (fretamento - STPE).

Em sintese, o Servico convencional é constituido por linhas de ligacao e
linhas circulares. As linhas de ligacao, fazem a ligacao entre as Regioes Administrativas
(RAs) do DF e possuem viagens de ida e de volta. Ja as linhas circulares fazem o itinerério
dentro de uma RA, ou entre as RAs diferentes, a caracteristica fundamental nas linhas de

ligacao é que elas sao linhas fechadas.

Este trabalho foi realizado através da analise de dados do Servico Conven-

cional de Transporte Publico, do qual constituem as linhas de ligagao e circulares.
4.2 Construcao das redes de transporte urbano

Para a analise de redes complexas do Sistema de Transportes Urbanos do
Distrito Federal (STUDF) sao necessérios dois tipos de dados: linhas de énibus e pontos
de onibus. As linhas de 6nibus foram fornecidas pela autarquia gestora DFTRANS —

Transportes Urbanos do Distrito Federal—por meio de arquivos em formato pdf, nos quais

28



N1 unB

haviam mapas de percursos dos itinerarios de linhas de 6nibus que operavam no Distrito
Federal (DF) em 2008 e 2009. Para transformar essas imagens em dados matemaéticos
tratdaveis para a pesquisa, foi utilizado o programa Google Earth 5.0 com o qual obtivemos

as coordenadas dos caminhos de cada linha de onibus.

O Google Earth 5.0 permite que o usuério visualize qualquer localidade da
superficie terrestre através de imagens de satélites, mapas, etc. Esse software possui fer-
ramentas que possibilitam o usuario a alimentar os arquivos desse programa com objetos,
cujas coordenadas das posi¢oes de cada objeto inserido no mapa (latitude, longitude e
altura) sdo gerados em formato xml. O formato xml dos arquivos de saida tem a vanta-
gem de nos fornecer os dados em formato do qual podemos extrair as informagoes fisicas

necessarias a criagao das redes.

Com esse recurso, portanto, iniciamos o mapeamento de todos os pontos
de parada de onibus do DF através da visualizagao de abrigos de passageiros do ponto
de onibus. Todavia, esse método é ineficaz para os casos em que nao existe abrigo de
passageiros. Entao, quando o ponto de parada estava sinalizado apenas com placa, o
mapeamento foi realizado com a consultoria de um técnico do DFTRANS. De modo que,
obtivemos um conjunto de objetos, representando os 3.438 pontos de parada de onibus.
Cada um desses objetos no Google Earth 5.0 possuia informagoes como latitude, longitude,

altura, entre outras que sao tuteis para o trabalho.

Figura 4.1 - Pontos de parada de 6nibus do Distrito Federal.
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Feito isso, mapeamos as linhas de onibus utilizando novamente o Google
Earth 5.0. Desta vez, os objetos do tipo caminho do Google Earth 5.0 foram usados
para desenhar a rota de viagem de uma linha de onibus. Cada objeto do tipo caminho
possui informacoes de posicionamento dos varios pontos que constituem esse caminho,
pois esse objeto é constituido por varios objetos pontuais ligados por retas. Ou seja,
os dados de posicionamento do caminho, na verdade, sao formados por um conjunto
de latitudes e longitudes dos objetos pontuais que compoem cada caminho.Apesar de o
Google Earth mostrar sem seu modo visual um objeto tipo caminho como um segmento de
reta, nos arquivos de saida em formato xml esse caminho apresenta apenas as coordenadas
(latitude e longitude) de pontos extremos do segmento de reta visualizado. De forma que,
quanto mais proximos sao inseridos os pontos do reta, melhor desenhado sera uma curva.
Apoés alimentar o programa com todos os objetos necessarios, caminhos representando as
linhas de 6nibus e objetos pontuais representando os pontos de onibus, implementamos

programas que extraem as coordenadas deles.

Figura 4.2 - Linhas de onibus do Distrito Federal.

Assim, criamos um arquivo em formato texto com 3.438 pontos de onibus,
caracterizados por nome, latitude e longitude, e 856 arquivos de linhas de onibus, cada
um contendo as latitudes e as longitudes de locais nos quais o caminho da linha de 6nibus

é tracado (rota de viagem ou itinerario).
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Apés a criacao de cada arquivo de linhas e do arquivo de pontos de parada
do DF como arquivos do tipo texto, fizemos um software para gerar os arquivos onde cada
linha de onibus é formada por um conjunto de pontos de 6nibus e cada ponto de parada
de 6nibus, por um conjunto de linhas de 6nibus. Esse recurso é necesséario para identificar
quais as linhas de onibus que passam em um ponto de parada de 6nibus e quais os pontos

de parada de onibus que pertencem a uma linha de onibus.

Ou seja, usamos a definicao de conjuntos para organizar cada linha e
cada ponto de parada. Assim, o ponto de onibus P;, por exemplo, é dado por P, =
[L1, Lo, Ly, L6, Lagg| € a linha Ly, por exemplo, é dada por Ly = [Py, P3, P35, Psg). Isso
significa que no ponto de parada P; passam as linhas Ly, Ly, Ly, L7 € L3gg € que a linha

L, atende os pontos de onibus Py, Ps, P35 e Psg.

A préxima etapa de construcao de uma rede é construir um grafo. Vimos
que grafos sao objetos matematicos formados por um conjunto de nés conectados por um

conjunto de arestas.

Dessa forma, observamos o conjunto interse¢ao entre cada dois conjuntos
para descobrirmos se existe uma aresta entre dois nds. Por outro lado, se o conjunto
intersecao nao é um conjunto vazio, entao existe uma aresta. Se esse conjunto intersegao

é um conjunto vazio, entao nao existe aresta. Com isso, criamos um grafo simples.

Além disso, podemos verificar a existéncia de multiplas arestas entre cada
par de nés. E a rede gerada com essa informagao adicional é conhecida como rede ponde-
rada, onde podemos trocar as multiplas arestas por uma tinica aresta com peso (NEWMAN,
2004).

Dessa forma, temos dois conjuntos: P — conjunto de pontos de
parada, que é formado por subconjunto, cujos elementos sao linhas de oOnibus
que atendem ao ponto P, — e L — conjunto de linhas—, ou seja, P =
{P; =[Ly,Ls,...,L;], Po = [Ly, Lo, ..., Lj|, ..., Py = [Ly, Ly, ..., Lj]} e, por analogia, L ¢é
constituido por subconjuntos L;, cujos elementos sao pontos de onibus, ou seja, L =
{L; =[P4, Ps,...,P;], Ly = [Py, Ps,...,Pi],..., L, = [Py, Ps, ..., P;]}. Vamos supor um sis-
tema de transporte formado por cinco pontos de énibus P = [P;, Py, P3, P;, P5| e quatro
linhas de 6nibus L = [L;, Lg, Lg, L;], Figura (4.3): Primeiramente definimos os pontos de
parada como noés e as linhas de 6nibus como arestas. Entao, cada n6é é um subconjunto P;
e as linhas que atendem ao ponto P; sao os elementos desses subconjunto. Comparamos
os elementos de dois subconjuntos, se existe um elemento em comum entre esses dois sub-

conjuntos, entao eles estarao conectados entre si, ou seja, havera uma aresta entre os nés.
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Figura 4.3 - Esquema de um sistema de transporte urbano.

Continuamos essa analise para todos os conjuntos de pontos do sistema, eventualmente
podemos encontrar a multiplicidade de aresta, definida como sendo a quantidade de ele-
mentos em comum entre dois subconjuntos, ou seja, a intersecao entre os dois subconjuntos

analisados.

A teoria de redes complexas é bastante versatil, pois pode ser usada para
explicar diversos sistemas. Mas ao mesmo tempo que isso parece ser uma vantagem, temos
que tomar muito cuidado com as definicoes dos elementos que as compoem. Observando
o STUDF vemos que existem algumas formas distintas de construir uma rede. Por isso,
nés estabelecemos trés tipos de redes: a rede-P, a rede-L e a rede-B (CHEN et al., 2007).

e Rede-P: A construcao dessa rede foi feita inicialmente para a rede de transporte
ferrovidrio da India (SEN et al., 2003), muito usado desde entdo para modelar
varios outros tipos de sistemas de transportes: metrovidrio (LATORA; MARCHI-
ORI, 2002), de 6nibus (CHEN et al., 2007; XU et al., 2007; CHEN; LI, 2007; Zhu
Zhen-Tao; XING-GUANG, 2008; SIENKIEWICZ; HOLYST, 2005), etc. Nessa rede os
pontos de parada de onibus representam os nds. As arestas sao representadas
pela existéncia de linhas de 6nibus que passa em dois pontos. A rede-P é uma
rede nao direcionada, por simplificacao. Além disso, nao é levando em considera-

¢ao a distancia geografica entre os nds, mas um né é vizinho de primeira ordem
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de outro se esse outro for atendido por pelo menos uma linha de 6nibus que passa
pelo primeiro né. Ou seja, tanto faz se o ponto de onibus é o seguinte na via ou
se é o dltimo ponto da linha (um terminal rodovidrio), ambos sao considerados
primeiros vizinhos do né analisado. Assim, todos os pontos de parada que sao
atendidas por uma determinada linha serao vizinhos de primeira ordem um do
outro. O grau do né leva a definicao padrao. De modo que, valor de k; é o nimero
de pontos de paradas conectados ao ponto de parada i. Esta rede é importante
para a andlise dos pontos de onibus centrais do sistema de transporte através
da analise da distribuicao do grau do nd. Além disso, podemos observar como se
distribui a quantidade de pontos de transbordo (pontos de énibus intermedié-
rios entre dois pontos de 6nibus quaisquer do DF), o niimero méximo de pontos
de transbordo é um dos resultados esperados. Na pratica, tais caracteristicas da
rede- P podem auxiliar em planejamentos de um sistema de transporte integrado

e de um sistema com tarifa Unica.

Rede-L: Para essa rede as defini¢oes sao ao contrario das definidas para a rede-
P. Nesse caso, as linhas de 6nibus representam os nés. Se duas linhas passam
por pelo menos um ponto de parada em comum, entao existe aresta entre esse
par de linhas de 6nibus (CHEN et al., 2007; Zhu Zhen-Tao; XING-GUANG, 2008).
A ideia é descobrir se existem linhas isoladas, ou ainda, se é possivel acessar
uma determinada regiao tomando a linha L e depois a linha Ls. O grau do né,
portanto, é o nimero de linhas de 6nibus com os quais a linha analisada pode
cruzar. Procedendo-se com a analise do grau do no6 dessa rede, podemos observar
se uma linha de 6nibus é muito parecida com outra, se o né dessa rede-L tem
um grau grande, sugere que essa linha conecta bastante com as outras linhas.
Assim, um passageiro que tenha que se decidir se utiliza uma linha L; ou uma
linha L, para tomar outra linha, ele pode se decidir em tomar aquela linha com
o grau maior, visto que a probabilidade desse passageiro conseguir tomar outra

linha é maior para o caso de linhas com maior grau.

Rede-B: essa é uma rede bipartida que foi concebida na analise de redes do
sistema de transportes da China (CHEN et al., 2007; Zhu Zhen-Tao; XING-GUANG,
2008). Da mesma forma, fizemos a rede-B do Sistema de Transportes Urbanos do
DEF'. Nesse caso, tanto os pontos de parada como as linhas de 6nibus representam
os n6s da rede Figura (4.4). As arestas ligam os nds tipo ponto de parada aos nés
tipo linha de 6nibus. Nao existe arestas entre dois nés de mesma natureza, que é
caracteristica de redes bipartidas. Para essa rede-B o grau do no segue o seguinte

algoritmo: seleciona-se um né tipo ponto de parada ¢, Figura (4.4(a)), seleciona-
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Figura 4.4 - Esquema de montagem da rede-B.

se todos pontos tipo linha de 6nibus do né 7,,, que formaram um subgrafo de 7, de
primeiros vizinhos Figura (4.4(b)). Agora, cada par de nés tipo linha de 6nibus
dessa vizinhancga deve ser investigada, de tal forma que se descubra quantos
pontos de 6nibus em comum existe entre eles Figura (4.4(c)), esse calculo é o
mesmo feito para saber se dois nés da rede-L tém ou nao aresta Figura (4.4(d)).
Sao realizadas todas combinagoes par a par dos elementos da vizinhanca de iy,
Figuras(4.4(e), 4.4(f) e 4.4(g)). Posteriormente, somam-se todas essas arestas da

vizinhanga.

4.3 Grafos e matrizes

Para a representagao numérica dos vértices e arestas de um grafo, podemos
utilizar como ferramenta matematica as matrizes bidimesionais. As matrizes mais conhe-
cidas sao a Matriz de Adjacéncias e a Matriz de Incidéncia. A primeira matriz é definida,
tal que:

Definicao 4.3.1. Seja G um grafo nao direcional de n vértices, e definindo uma matriz,
nxn, A= Ag como um conjunto de a;; igual ao nimero de arestas entre os vértices 1

e j. Entdo A € denominado de matriz de adjacéncias de G.

Assim, para o grafo da Figura 2.3, que representa a rede-P da Figura 4.3,
podemos construir a matriz de adjacéncias Ag, percebemos que ela é simétrica, pois

trabalhamos com uma rede nao direcionada. Isso, porque em um grafo nao direcionado a
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conexao de i para j é igual ao de j para .

01101
1 01 01
Ag=| 110 11
00100
11100

Podemos, portanto, escrever as matrizes Ap e A, para representar a rede-P
e a rede-L, respectivamente, do sistema ilustrado na Figura 4.3. Usando o mesmo método,

construimos as matrizes de adjacéncias do Sistema de Transporte Urbano do Distrito
Federal.

01 101

01 01
10101 L1011

Ap:11011 AL:

01 01
0 01 0O

1 110
1 1T 100

Posteriormente construimos outras matrizes levando-se em conta a multi-
plicidade de arestas da rede. A matriz Mp representa matematicamente o multigrafo da
rede-P ponderada e a M, representa o multigrafo da rede-L ponderada. Nas matrizes
adjacentes de multigrafos, o elemento da matriz nao se restringe ao valor binario 0 e 1,
mas ao valor do peso da conexao para cada par de nds. O peso equivale a quantidade de
arestas existentes na conexao de um par de nés (NEWMAN, 2004). Estudos de redes pon-
deradas sao bastante comuns na literatura, podendo abordar desde redes de colaboradores
(NEWMAN, 2001a; NEWMAN, 2001b) a redes world wide web (www) e transportes aéreos
(BARRAT et al., 2004).Uma rede real possui muito mais informagoes relevantes que apenas
suas conexoes, de modo que, a for¢a da conexao seja um parametro relevante (NEWMAN,
2004).

No caso das redes de transportes do DF, acreditamos que a quantidade de
maneiras diferentes de conectar dois nds seja um parametro importante para o usuario e
para o planejamento do transporte. Suponhamos, por exemplo, que ocorrera um Encontro
de Fisica de Sistemas Complexos na cidade e um estudante tenha que escolher onde se
hospedard durante o evento. Imaginando que o evento ocorra préximo ao P3 (Figura 4.3)
e ele encontre hotéis mais baratos proximos ao ponto P, e ao ponto Ps. Se ele tiver acesso
as informagoes da rede-P ponderada, certamente ele escolhera o hotel préximo ao ponto

P,, pois é mais facil sair de P, e chegar a P3 que sair de P5 e chegar em Pj, visto que
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entre P, e P3 existem duas linhas de onibus, Ly e L4, que atendem ambos os pontos.
Diferentemente da conexao entre Ps e Pj, onde passa apenas uma linha, Ly, que conecte

esses dois pontos.

02101
0201
20201 2 0 1 2
Mp=|12011 M, =
0101
00100
1210
11100

Com esta motivagao construimos as duas matrizes Mp e M, do transportes
do DF, da seguinte forma: na primeira matriz, que representa a rede- P ponderada, onde
cada ponto de o6nibus é definido como um né i, temos um conjunto de pontos de paradas
P ={P;, Py, ..., P, }. O elemento de matriz a;; representa a multiplicidade de aresta entre

o no ¢ e o nd j escolhido entre os pontos de paradas pertencentes ao conjunto P.

~
-~ N
-~~~- ~ 1
] -~ N
-~ ~
-~-~ @
~—

\

\

\ @

-

1 -7

1 ,f” . 1

1 P / 1
(a) Multigrafo da rede-P. (b) Grafo ponderado da rede-P.

Figura 4.5 - Rede-P ponderada.

Para melhor entendimento, ilustramos os grafos de cada rede nas figura
Figura 4.5 e Figura 4.6, com base no sistema da Figura 4.3. Vimos que, nessa rede-P
consideramos como aresta a existéncia de linha de 6nibus que atenda ambos os pontos de
parada (P; e P;) analisados. Ou seja, contamos quantas linha de énibus L,, atendem P; e
P; quaisquer. Portanto, o valor da aresta a;; serd a quantidade de linhas entre os nds ¢ e

J.

Na prética significa que, quando um passageiro estda num dado ponto da
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cidade (ponto de 6nibus) e quer chegar a outro, o que interessa é se existe ou nao a
possibilidade de isso ocorrer com apenas uma unica viagem. O interessante de considerar
as multiplas arestas, no entanto, é que podemos descobrir quao conectados se encontram
dois pontos do DF, pois o elemento de matriz a; nos fornece o nimero de linhas que

atendem tanto o ponto P; quanto o ponto P;.

Na segunda matriz, que representa a rede-L, cada linha de 6nibus é o n6 ¢
da rede, e assim, teremos um conjunto de L = {L;, Ly, ..., L, } nés que formam a rede,
e cujas arestas sao definidas como o ntimero de links entre as linhas L; e L; quaisquer.
O link é definido como a existéncia de um ponto de 6nibus qualquer, P,,, comum a duas
linhas de onibus. O valor da aresta a;; serd, entao, o quantitativo de links entre as linhas

L; e L;. Essa propriedade traz informagoes sobre quanto uma linha de 6nibus é parecida

Neel ] Ve
v

com outra.

< €
ST NG

™ €

(a) Multigrafo da rede-L. (b) Grafo ponderado da rede-L.

Figura 4.6 - Rede-L ponderada.

Além das redes nao ponderadas, representadas pelas matrizes bindrias Ap
e Ap, e das redes ponderadas, representadas pelas matrizes Mp e Mj, construimos a
rede-B, que é um misto das rede-P e rede-L. Essa rede-B é uma rede bipartida, na qual
existem dois tipos de nds: né-ponto, P;, e né-linha, L;. A definicao de rede bipartida é
tal que os nds de mesmo tipo nao se conectam entre si, existe, portanto, conexao direta
apenas entre nos de natureza diferente. A Figura 4.7 ilustra a rede bipartida criada para
o sistema de transporte exemplificado pela Figura 4.3. Alguns especialistas dizem que
as rede-Mp e a rede-M sao projegoes da rede-B (CHEN et al., 2007). Assim, geramos a
matriz de incidéncia B, onde cada coluna da matriz é um no-ponto e cada linha da matriz
¢ um no-linha. Teremos, portanto, uma matriz retangular m X n, com m ndés-ponto e n

nos-linha.
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Utilizando essa matriz-B, para um dado né-ponto ip, corremos todas as
linhas da matriz da coluna i, para aqueles elementos a;; iguais a 1, havera um link entre
ip e 0s Ljs. Assim, descobrimos quais os nés-linha sao conectados ao né-ponto ip. Feito
isso, tomamos, entao, cada né-linha dois a dois e calculamos a multiplicidade de aresta,
que serd facilmente encontrada, visto que essas multiplas arestas ja foram calculadas pela
matriz M. Desse modo, a cada combinacao dois a dois dessas linhas que pertencem ao
no-ponto ip, sao calculadas e somadas uma a outra. Essas redes estao bem definidas no
trabalho de Zhu e outros (Zhu Zhen-Tao; XING-GUANG, 2008).

e e » o

¢ OV v o 9

Figura 4.7 - Rede-B bipartida.

o O = o=
_ O = =
— = = O
o = O O
o O = O

Mostramos na se¢ao (3.1.1) e na segao (3.2.1) que a distribui¢ao do grau do

n6 ¢ um parametro importante para a caracterizacao de uma rede.

Em uma rede nao ponderada o grau do né k; expressa a quantidade de nés
com os quais o nd ¢ possui conexao. Nos caso da rede-P, é a quantidade de pontos de
onibus, usando uma tnica linha de 6nibus por viagem, onde o passageiro possa chegar a
partir do né i. No caso da rede-L, é a quantidade de linhas com as quais uma linha pode
cruzar, como definido anteriormente, cruzar significa ter pelo menos um ponto de parada

em comum a cada duas linhas. Na literatura, esse valor pode ser calculado por meio das
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matrizes adjacentes,
m

=Yy (1)

j=1

onde i é 0 i-ésimo né analisado e a;; 0 elemento de matriz (BOLLOBAS, 1998).

Além disso, algumas propriedades de redes nao ponderadas podem ser em-
pregadas no estudo de redes ponderadas, tais como o grau do né (NEWMAN, 2004). Que
recebe a denominacao de forca do né (strength), s; do né i (MELLO et al., ). Nesse sentido,

analisamos a distribuicao da forca do né das redes ponderadas do sistema de transportes.

Dessa forma, para cada rede ponderada, nds obtivemos a distribuicao da
forca do né s; da rede ponderada, utilizando as matrizes Mp, M. Também calculamos a
distribuicao da forga do né da rede bipartida B, onde sp; é a forca do né i do rede-P, sy,

é a forga do né i do rede-L.

O sp; é definido como a quantidade de conexoes que o no 7 possui, de forma
a permitir sair dele e chegar em outro ou vice-versa, visto que se trata de redes nao
direcionadas. Isso significa que hé sp, maneiras diferentes de se sair do né ¢ ou entrar
nele, por exemplo, usando, ainda, o sistema ficticio da Fig.4.3, o ponto de o6nibus Pj,
possui sps = 5. Um passageiro pode sair de P; pela linha L; ou Ly e chegar em P, pela
linha L3 e chegar em Py, pela linha Ly e chegar em P; e pela linha Ly e chegar em P;.

Essas sao as formas de sair de P5. O sp;, é andlogo a definicao de sp;.

Podemos representar a operagao dos nés sp; € sp; como a soma de todos os
elementos matriciais pertencentes a coluna 7, ou seja, a soma dos valores dos elementos

de cada coluna para encontrar a forca do né i, s;:

j=1

E finalmente, calculamos o grau do né i da rede bipartida rede-B, kg;. Um
pouco diferente dos cédlculos das forcas do né anteriores, a definicao do grau para o rede-B
segue o seguinte algoritmo: selecionamos um no-ponto e tomamos todos os né-linhas que
o atendem, formando um subgrafo do né-ponto ¢ e entao, fazemos uma anélise da conexao
a cada dois no-linhas desse subgrafo de ¢, como foi feito para o caso do sr;, mas desta vez,
apenas entre as linhas que pertencem ao no i e nao mais de toda a rede. Repetimos esse

procedimento para todos os outros nés tipo né-ponto.

Para o kp;, usando novamente o sistema da Figura (4.3), temos que para
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calcular, por exemplo, o grau do né P3, temos que selecionar todas as linhas que passam
por ele. Definimos o grau do né de rede-B, kp;, de forma analoga ao que Zhu Zhen-Tao e
outros (Zhu Zhen-Tao; XING-GUANG, 2008) definiram, ou seja, tomando como o né i apenas
os nds-ponto. Isso é facil observando a matriz B, onde tem as; = 1, tem uma linha j
que atende esse ponto. Assim, as linhas que pertencem a P3 sao {Ls, L3, Ly }. Calculamos,
entao, a forca do né entre LoLs, LoLy e L3Ly, que na verdade, pode ser retirado de um
subgrafo do grafo representado pela matriz M, no qual sao contados apenas as linhas

{Ls, L3, Ly}. Feito isso, somamos o valor de kjrg3 = wa3 + way + wsy.

40



N1 unB

5 RESULTADOS

5.1 Densidade de linhas de 6nibus por ponto de parada

-15.75

-15.8

-15.85

<158

Figura 5.1 - Densidade de linhas dos pontos de 6nibus do Distrito Federal.

O primeiro resultado do trabalho consiste no estudo da quantidade de pon-
tos de onibus e de linhas de 6nibus do Distrito Federal. Obtivemos a Densidade de linhas
de énibus de cada ponto de 6nibus. A Figura (5.1) descreve essa densidade. Na coluna
de cores na lateral do grafico mostramos, em escala logaritmica, a quantidade de linhas
de onibus por ponto de onibus. Nessa escala, quanto mais “quente”é a cor, maior é a
densidade de onibus, seja, a parte do Distrito Federal mais amarela possui maior aten-
dimento de linhas de onibus pelo sistema de transporte piblico coletivo. Para as cores
mais “frias”, entretanto, é observado pouca oferta de linhas e, portanto, de itinerarios para
0 passageiro que se encontra nesse pontos. E interessante notar, que, apesar da simetria
espacial do Plano Piloto, vemos que ha uma assimetria na oferta de tranporte urbano na
cidade. Vemos que a regiao sul (Asa Sul) do Plano Piloto recebe mais ofertas de linhas
de 6nibus que a regido norte (Asa Norte). Isso, se deve a forma como a populacao do
DF esta distribuida. A maior parte da populacdo do DF se encotra na regiao oeste do
DF, principalmente nas RAs de Taguatinga, Ceilandia e Samambaia. Diante disso, vemos
também, que, apesar do DF possuir cinco vias troncais que ligam a Capital a outras RAs,
a EPTG (Estrada Parque Taguatinga-Guard) recebe muita oferta de linhas de 6nibus,

que acessam o centro de Brasilia através da Asa Sul. Vemos que a maior densidade esta
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na Rodoviaria do Plano Piloto com um total de 333 linhas. Os pontos de parada do eixo
sul e da EPTG sao atendidos por aproximadamente 160 tipos de linhas diferentes. Nota-
mos, ainda, que existem pontos de parada no Plano Piloto que nao possui atendimento
de linhas, entretanto, temos que ressaltar que nesse trabalho foram analisadas apenas as
linhas do Servico de Transporte Piblico Coletivo Convencional, nao foram consideradas

para esse estudo as linhas Rurais e de Vizinhanga.

Para conclusoes mais detalhadas é necessario fazer o levantamento sobre o
carregamento, a velocidade da viagem ou tempo de viagem, a frequéncia da viagem, entre

outras caracteristicas do Sistema de Transporte Urbano.

Com o método criado para saber onde estao as conexoes da rede, em que
nos perguntamos quais pontos sao parte de uma linha ou quais linhas pertencem a um
ponto de parada, pudemos observar a densidade de linhas de onibus de cada ponto de
onibus do DF. Esse resultado pode ser conseguido através dos subgrafos dos nds-pontos
da matriz bipartida da rede-B. Esse resultado é importante, pois podemos observar quais

os pontos que possuem maior caréncia de linhas e tentar melhorar essa situagao.
5.2 Distribuicao do grau das redes de transporte urbano do DF

Fizemos o estudo da distribuicao do grau do n6 de trés das cinco redes

mencionadas acima: rede-Mp, rede-M|, e rede-B.

Apébs a obtencao do grau do né de cada né dessas redes, observamos a a
frequéncia com o qual cada valor de k; = k se repete, ou seja, contamos quantos nés
tém o mesmo grau k. Para tanto, foi feita uma contagem do numero de vezes que um
valor de k; se repetia. Para que fosse evitado flutuagao dos valores, usamos a contagem
de ks pertencentes a uma faixa de valores. Para o caso do rede-B, consideramos uma
faixa de Ak = 10.000, ou seja, contamos quantos nés tém o valor do grau do né entre
0 < k < 10.000, entre 10.000 < k& < 20.000 e assim por diante, até o valor de maximo,
kmaz = 1.760.270. Assim, distribuicao do grau para o Sistema de Transporte Urbano do

DF para esse espago pode ser observado na Figura (5.2):

Podemos observar que a distribuicao do grau do né do rede-B segue um
decaimento de Lei de poténcia. Que é um comportamento observado em muitas redes
reais. E Podemos dizer, portanto, que tem fortes indicios de que seja uma rede sem escala,

P(k) ~ kE~7. Assim, obtivemos uma curva de ajuste que obedece a equagao:

P(kg) =a(kg) ™", (5.1)

42



0.04

- unB
~~
»
é/ 0.02
o .
*
1
EVR 4
Ed
Za @ *
E L 4
* %“ .
* /I//"/////, * * .
° PN ’&uuuummuu iy Tm”,, < ‘Q’
0 < VQ& ‘? s oW @ g g
0.0 x 10° 6.0 x 10° 1.2x10°

1.8x 10°
Figura 5.2 - Distribuicao do Grau do né-ponto no rede-B. Cada ponto representa uma média

pondera da quantidade de k; contidos num intervalo Ak = 10.000 valores de k;.

onde a = 4.921,94+4.674 e —yp = —1,1440,08. O erro de v é de 7,438% nesse ajuste.
Todavia, o erro de a é bastante significativo, chegando a ser de 94, 96%. Dessa forma, maior

esclarecimento, fizemos o grafico da distribuicao em escala log-log e, portanto, sugere se
tratar de uma curva lei de poténcia.

A andlise da distribuicdo do grau no rede-Mp, entretanto, gerou um re-
sultado curioso. Para esse caso, usamos fatias com valor de 500. Ou seja, contamos a
quantidade de nés que tém o valor de s compreendido entre os intervals 0 < s < 500,

entre 500 < s < 1.000 e assim por diante, até o valor de $,,,, = 51.202. Que apresentou
uma curva de distribuigao ilustrada na Figura (5.4).

O melhor ajuste para esse caso foi feito através de uma curva de decaimento
exponencial,

P(s) = be ",

(5.2)
onde b =6,5x10724+3,8x 1073, com erro de 5,925%, e 3 = —1,47x107*+1,19 x 1075,

com erro de 8,137%. Pela andlise da curva de juste na escala monolog, vemos que a
aproximacao é razoavelmente boa, Figura (5.5).

Esse tipo de comportamento na distribuicao do grau sugere que estamos
diante de um dos casos limites da teoria de redes sem escala. Ou seja, parece tratar-se
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Figura 5.3 - Gréfico dilog da distribui¢ao do grau no rede-B por intervalo Ak = 10.000.

do Modelo A, referido na segao (3.2.2), no qual podemos sugerir que a propriedade de
rede sem escala falha devido a auséncia de preferéncia de conexao entre os nés da rede.
Isso quer dizer que os links entre os pontos de onibus sao feitas de forma aleatoria, e
nesse caso, link representa uma linha de 6nibus que liga dois pontos de onibus. E natural,
observando a rede real, que o segundo elemento de rede sem escala — crescimento —
esteja presente. Visto que ao longo do tempo, foram sendo acrescentados novos pontos de

parada de onibus no Distrito Federal.

Por fim, fizemos a distribuigao do grau do né do rede-My. Calculamos o
valor do (s) = 11.616,55 e o desvio padrdo igual a ¢ = 6.391,59. Encontramos uma
distribuicao muito diferente dos dois anteriores. Vemos que no caso do rede-B e do rede-
Mp, a distribuicao nao apresenta um pico, ou seja, nao temos um valor de k caracteristico
no sistema. Todavia, no caso da rede- M|, encontramos um pico em torno de (s). Ajustamos
os dados com uma curva gaussiana:

—(sny, —d)?

P(sp)=ce 7= | (5.3)

onde ¢ = —L = 0,0571686 £ 0,003016, d = (s) = 9.617,38 £ 524,5 e r = V20 =

10.960,9 + 838. Onde ¢ é o desvio padrao.
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Figura 5.4 - Distribuigdo do grau do né do rede-Mp ponderada. Foi utilizado para cada valor
no grafico, o total de As compreendido em intervalos de 500 em 500.

5.3 Entropia das redes de transporte urbano

Uma vez que temos a distribui¢do do grau — P(s) — de cada rede ante-
riormente mencionadas, podemos, calcular a entropia delas usando a Equacao A.4. Ver

apéndice A. Que se torna:

S(s) = —cZ Py(s)In Py(s) . (5.4)

Lembrando que ¢ é uma constante de medida de unidade, por hora assumiremos que ¢ = 1.

Na secao (5.2) encontramos a fungdo distribui¢ao para o rede-B, P(sg) =
apsy , tal que ap = 4.921,94 e 3 = —1, 14. Dessa forma, temos entdo que a entropia é

Sp = 2,492, para um distribuicao com intervalo As = 10.000

Pela construgao das 3 redes do sistema de transporte urbano do DF, rede-
Mp, rede-M;, e rede-B, podemos observar diferentes distribuigoes do grau do né. En-
contramos que na rede-B essa distribuicao seguia uma lei de poténcias, que evidencia a
auséncia de um grau caracteristico. A rede-Mp ponderada, por sua vez, apresentou uma
distribuicao do tipo decaimento exponencial e a rede-M; ponderada, uma distribuicao

gaussiana, sugerindo elementos de aleatoriedade nas conexoes entre os nés. Encontramos
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Figura 5.5 - Distribuicao do grau do né em escala monolog. Percebe-se que a curva de ajuste
atende bem os valores obtidos do sistema.

Tabela 5.1 - Entropia das redes do transporte do DF

a vy P(k) S(P)
rede-B ag = 4.921,94 v =—1,14 P(kp) = ap RYBB Sp = 2,492
rede-Mp ap =6,5x 1072 ~p = —1,47x 107* P(sp) = apersr Sp =3,325
—(s7,—9.617,38)2
rede-M;  ap = 0,057169 4z =10.960,9  P(s) =ape 2 Sp = 3,186

a entropia de cada uma das redes, vemos que essa grandeza é proporcional a P(k). A rede-
Mp, em especial, desperta-nos um interesse maior devido a sua distribuicao do grau do no,
seria interessante investigar outras propriedades de redes, tais como aquelas pertencentes

a redes de mundos pequenos.
5.4 Analise das propriedades de redes de mundos pequenos da Rede-P

No contexto de rede de mundo pequeno faremos uma analise das distancias
de um né a outro do sistema de transporte do Distrito Federal para a rede-P. Mais preci-
samente, a pergunta formulada aqui seria: Dois pontos do Distrito Federal sao conectados
diretamente por algum itinerario (linha) de énibus, se ndo, quantas baldeagoes serao ne-
cessarias? Levando-se em conta a mobilidade de pessoas dentro do territorio distrital, essa

pergunta parecer ser bastante relevante e pertinente. E ainda, esse sistema de transporte
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Figura 5.6 - Distribui¢do do grau do né da rede-M, ponderada. Onde o intervalo As = 300.

pode ser considerado rede de pequeno mundo?

Primeiramente veremos se a condigao k > In(N), que garante que o grafo
aleatério seja conectado, é correspondida. Temos & ~ 508,36 > In(3.272) ~ 8,09, por-
tanto, podemos fazer a andlise de rede de pequeno mundo na rede-P. Feito isso, vamos
calcular o nimero de transbordos médio e o coeficiente de aglomeragao, que, respecti-
vamente, caracterizam global e localmente a rede sob o aspecto de pequeno mundo. Ao
encontrar esse dados temos que normaliza-los pelos respectivos valores quando o parame-

tro p = 0 da rede regular.
5.4.1 Baldeagao no sistema de transporte urbano

A questao levantada aqui é semelhante ao conceito de rede de pequeno
mundo. Afinal, estando um individuo em uma localizacao do Distrito Federal, ele poderia
chegar a outro com uma conexao direta, se nao, quantas baldeagdes (transbordos) serao
necessarias nessa viagem? Essa é uma pergunta que podemos responder usando o método
de Watts-Strogatz, com a analise do coeficiente de agregacao e o comprimento médio da
rede. Inicialmente, os dados que precisamos sao: quais as linhas de 6nibus que passam
em um ponto de parada e em quais pontos de parada uma linha de 6nibus passa. Essas
perguntas parecem ser a mesma coisa, mas na verdade tem uma diferenca bastante sutil.

No primeiro caso, centralizamos a andlise nos pontos de 6nibus e no segundo, nas linhas
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de 6nibus.

Figura 5.7 - Exemplo de uma situagao em que um usudrio de transporte urbano necessite utilizar
um ponto de transbordo para chegar ao destino desejado, visto que nao hé linha de
onibus que ligue a origem ao destino diretamente.

Desse modo, para a analise de redes de mundos pequenos, usaremos a matriz
de adjacéncias Ap da rede-P, na qual os nés da rede sao os pontos de parada de 6nibus e as
arestas entre dois nds quaisquer serao as linhas de 6nibus. Essa rede-P é detalhadamente

descrita na Segao (4.2).

Vimos que a matriz de adjacéncias de uma rede contém as informagoes
sobre a conectividade de dois nés quaisquer. Ou seja, para saber se dois nés ¢ e j sao
conectados, basta observar o elemento de matriz a,;, se a;; = 1, os nés i e j sao conectados,
se a;; = 0, nao sao conectados. Desse modo, para o né ¢ podemos encontrar todos os
primeiros vizinhos, que sao aqueles ndés que possuem conexao direta com o né i. Para
sabermos quantos primeiros vizinhos o né ¢ possui, fazemos o somatorio dos elementos
> ; a;;. Entretanto, gostariamos de saber se, para aqueles nés que nao possuem conexao
direta um com o outro, sao conectados passando-se por um né intermediario ¢;, € o caso,
entao, de verificarmos a segundo vizinho de i. E, mesmo com um né intermediario ¢;, os
nos ¢ e J nao se conectam, sera necessario passar por um outro né intermediario ¢,, entre
t1 e j, que possa conectar i e j, se isso for verdadeiro, j sera o terceiro vizinho de i, e

assim sucessivamente. Ao final, podemos encontrar o comprimento maximo da rede. Para
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o calculo, da propriedade que chamamos de baldeacao do sistema de transporte urbano
a;; = 1 da matriz de adjacéncia Ap e preenchemos o elemento b;; = 0, significando que
nao ha necessidade de nés de baldeagao, pois ha conexao direta entre ¢ e j; feito isso,
somamos uma matriz identidade a matriz Ap, para que os elementos da diagonal tenham
o valor unitério, ndo mais nulo. Tomamos essa matriz A% e multiplicamos por ela mesma,
resultando na matriz A7, apresentara valores inteiros positivos, sendo que, para aqueles
elementos a;; = 0 da matriz Ap, com i # j, eventualmente, teremos, para o mesmo ¢ e
mesmo j, o elemento a;; = 1. Quando isso acontece, significa que os nés i e j, que nao
eram conectados diretamente, possuem um caminho, passando-se por um né intermediario
t1, cuja conexao entre ¢ e j é possivel, mas apenas através de uma baldeacao em t;. Isso
significa que ¢ e j sao conectados através de uma ponto de baldeacao. Assim, o elemento
da Matriz-B, referente aos nds i e j tera o valor de b;; = 1. Continuando, se ainda restarem
valores nulos na matriz A%, multiplicamos esta novamente com a matriz A, resultando

"

na matriz A%, se para aquele elementos a}; = 0, da matriz Ap, o elemento a;

]
0 mesmo ¢ e mesmo j, significa que os nés i e j sao conectados através de dois pontos de

=1, para

baldeacgao, t; e ty. Assim, teremos b;; = 2 na matriz-B. Esse algoritmo foi usado para o
analise de aglomerado gigante, isto é, foram desconsiderados os pontos isolados do sistema,
que, obviamente, teria o nimero de baldeacgoes igual a infinito. O aglomerado gigante da

rede-P ¢ formado por N, = 3.272 nés.

Com esse esquema, portanto, encontramos que o nimero maximo de bal-
deagbes entre um ponto de onibus a outro é igual a 3 (trés), ou seja, podemos sair de
qualquer lugar do Distrito Federal e chegar a outro tomando-se, no méximo, 4 (quatro)
linhas de 6nibus, Figura (5.8). Essa propriedade, que chamamos de baldeagao, na ver-
dade, é o comprimento de uma rede. Assim, podemos explorar esse resultado e encontrar

o comprimento médio da rede, (L).

Encontramos a distribuicao de numero de transbordos mostrado na Ta-
bela (5.2). Para a rede-P, encontramos o niimero de transbordos médio (equivalente ao
comprimento médio, (L), de um grafo) (') = > . T;/{N(N — 1)/2} = 0,75. Portanto,

normalizando pelo valor de 7'(0) = L(0), temos:

T 0,75
—— = —2—~0,23. 5.5
T(0) 3,2 (55)

Vimos que o esquema de rede de pequeno mundo de Watts e Strogatz con-
siste na evolugao de uma rede regular em forma de anel, com parametro p = 0, até uma

rede totalmente aleatoria, com p = 1. Que é o parametro que indica as reconexoes das
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Figura 5.8 - Quantidade de pontos de baldeacdo méximo entre quais quer lugares dentro do
Distrito Federal é igual a 3 (trés). Portanto, o nimero méximo de viagens realizadas
sao feitas por 4 (quatro) linhas diferentes.

Tabela 5.2 - Distribuicao de transbordos do espago-P

n° Transbordos (7;) n° de pares de nés (N)

T ng = 1.663.343
T ny = 3.356.848
15 ny = 331.046
T ny = 119
isolados 556.847

arestas ao nos da rede. Para encontrarmos uma resultado que possa ser comparado aos
resultados de Watts e Strogatz é necessario que consigamos calcular o ntimero de trans-
bordos de uma rede regular, formada pelo mesmo nimero de aresta por né (grau do nd)

(k;) e nés (V) que a rede real analisada. Temos que, N, = 3.272 e (k) = >, k/N, ~ 508.
5.4.2 Conexao entre os primeiros vizinhos

Novamente extrairemos informagoes da matriz de adjacéncias Ap para in-
vestigarmos quao conectado se apresenta a wvizinhanca do né ¢. Dessa forma, usaremos a
Eq. (3.34) para cada um dos 3.272 (trés mil duzentos e setenta e dois) ndés do aglomerado
gigante. Calculamos também o coeficiente de aglomeracao médio, C' = 0, 72. Da mesma

forma que para o nimero de transbordos médio, precisamos normalizar esse valor por
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= 2 = 0,96, (5.6)

c 0,72
c(0) 0,75

Analisamos as propriedades global e local de redes de mundos pequenos.
O comprimento médio, que renomeamos para nimero de transbordos médio (T), foi cal-
culado, o qual obtivemos um valor pequeno para a razao T/T(0) ~ 0,23. J& o coefi-
ciente de aglomeracao, que representa o parametro local, apresentou um valor grande
C'/C(0) ~= 0,96. Isso sugere que um passageiro que, estando em um né qualquer da
rede-P, tem facilidade de acessar um né distante e, ao mesmo tempo, os nés mais proxi-
mos sao bem conectados entre si. Portanto, a rede-P apresenta caracteristicas de redes de
mundos pequenos. Todavia, o nimero maximo de transbordos ¢ igual a T},,, = 3, apesar
de pequeno, nao podemos concluir que isso seja um indicio de rede de transporte eficiente,
pois o passageiro, eventualmente, precisaria tomar quatro linhas de 6nibus diferentes nesse

deslocamento.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Apos andlise das redes de Transporte Publico Urbano do Distrito Federal,
com a construcao da rede-P, da rede-L e da rede-B, para os quais utilizamos as matrizes
adjacentes binarias, Ap e Ay da rede nao ponderada, as matrizes adjacentes de multiplas
arestas, Mp e My, e a matriz bindria B, encontramos resultados interessantes acerca
de redes complexas. Pelo fato da teoria de redes ter uma abordagem bastante versatil,
podendo ser implementada em diversos sistemas, o fundamental é que se defina com muito

cuidado os elementos da grafo, quais sejam, vértices, arestas, peso, entre outros.

Encontramos diferentes distribui¢oes do grau do né para cada rede: a rede-
B apresentou uma distribuicao tipo lei de poténcias que sugere que seja uma rede livre
de escala; a rede-Mp apresentou uma distribuicao tipo decaimento exponencial, que pode
sugerir que se trata de uma dos modelos limites de redes de Barabasi, no qual a carac-
teristica de crescimento existe, mas a preferéncia de conexao parece estar ausente. Ja a
rede- M, apresentou um resultado que pode sugerir que se trate de uma rede aleatoria,
onde encontramos um grau do nds caracteristico, em torno do (k), podendo, ainda, se tra-
tar de segundo modelo limite de Barabasi, no qual a preferéncia de conexao é apresentada,

mas o crescimento é ausente.

Percebemos, desse modo, que a construcao da rede-P foi importante para
conseguirmos informacgoes sobre as caracteristicas de Rede de Pequeno Mundo, no qual
concluimos por meio dos resultados dos parametros global (comprimento médio (nimero
de transbordos médio)) e local (coeficiente de aglomeragao), que essa rede é de pequeno
mundo, visto que apresenta o coeficiente de aglomeragao grande, C'/C(0) ~= 0.96., e
nimero de transbordos médio pequeno, T/T(0) ~ 0.23.. Entretanto, o nimero de trans-
bordo méximo da rede igual a 03 (trés) pontos de parada de 6nibus nao parece, em termos
de eficiencia da mobilidade de pessoas, ser um resultado muito bom, pois isso indica que
ha duas localidades no DF em que sao necessérios a utilizagdo de 04 (quatro) linhas de

onibus para completar a viagem.

Para um primeiro estudo do sistema de transporte coletivo do DF, encon-
tramos resultados bastante interessantes, entretanto, temos a intengao de melhorar esse
estudo incluindo outras categorias de servigo de transportes, tais como, o servico rural e

o servico de transporte de vizinhanca.

Ademais, seguem como perspectivas a investigacao da eficiéncia do trans-
porte urbano do DF (LATORA; MARCHIORI, 2001). Onde se define uma relagao entre a

eficiencia global Egrop com o comprimento médio L e a eficiéncia local Eroc com o
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coeficiente de aglomeracao. Além disso, uma abordagem da acessibilidade da rede pode
fornecer resultados interessantes, uma vez que é possivel calcular a “entropia” de forma
mais geral, tomando nao apenas a distribuicao do grau do né de primeiro vizinho, mas de
vizinhos de vérias ordens (TRAVENCOLO; COSTA, 2008).

Muitos estudos de redes de mundos pequenos ponderadas tém sido realiza-
das pelo mundo (LI et al., 2007; BARRAT et al., 2004). Esperamos aplicar essas teorias no
sistema de transportes do DF, uma vez que temos ja estruturadas as matrizes ponderadas

do sistema.

Além disso, esperamos acrescentar mais parametros, tais como, tempo de
viagem, carregamento, frequéncia de viagens no modelo, através de colaboracao com o
DFTRANS. E implementar uma simulagao computacional da evolucao temporal das redes
de transporte com a finalidade modelar previsao um sistema transporte ptblico coletivo
mais eficiente. E, ainda, ha a possibilidade de comparar o sistema de transporte urbano
do DF com o sistema de outras cidades. Onde ja existe projetos de tarifa tinica, como o
transporte da cidade de Sao Paulo, onde o Bilhete Unico possibilita o usuério de transporte
publico fazer 4 viagens pelo custo de uma tnica tarifa e também possibilita a integracao
com o Metr6 e trem (SPTRANS, 2009).
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APENDICE - ENTROPIA

Ludwig Boltzmann descreveu a entropia do gés ideal como uma grandeza

proporcional ao logaritmo neperiano do nimero de microestados de um sistema.
S =kplnQ (A.1)

onde kg é a constante de Boltzmann e {2 é o numero de microestados de um sistema

microcanonico.

Em 1872, Boltzmann apresenta o teorema H,

1= [ & fp.0) s fp.1). (A.2)

onde f(p,t) é a fungao distribuicio (HUANG, 1987). Esse teorema foi muito importante
para o entendimento do mundo macroscopico abordando o problema através da teoria de
dindmica molecular,que leva a conexao do mundo microcdpico (mecéanica estatistica) com
o mundo macroscépico (termodinamica). Entretanto, Boltzmann sofreu muitas criticas
contréarias e a aceitagao dessa teoria sofre muita resisténcia dos seus conteporaneos, prin-
cipalmente devido ao comportamento irreversivel de sistemas fisicos. Somente anos mais
tarde, com o trabalho de Gibbs intitulado “Principios Elementares de Mecéanica Estatis-
tica’onde ele enfatiza o uso de ensembles generalizadas e desenvolve esquemas que, em
pricipio, permite calcular um conjunto completo de quantidades termodinamicas de um
sistema a partir das propriedades mecanicas dos constituintes microscépicos (PATHRIA,

1987). Dessa forma, temos a férmula da Entropia de Gibbs para sistemas canonicos,
S=—kp» pilnp, (A.3)

onde p; é probabilidade de cada estado.

Uma forma alternativa, todavia é a entropia de Shannon. Em 1948, o ma-
tematico e engenheiro eletricista Claude E. Shannon publicou o artigo intitulado A teoria

matemdtica da comunicagao (SHANNON, 2001), onde define a entropia na forma:

S = —chi log p; , (A4)
i=1

onde ¢ é uma constante positiva e p; é a probabilidade de um sistema que esta em uma

coordenada do espaco de fase.
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Quantidades da forma S = — > p; log p; desempenham um papel central na
teoria da informacao como medidas de informacao, de escolha e de incerteza. A constante
¢ equivale a uma mera escolha de uma unidade de medida. A forma de S sera reconhecida

como entropia, tal como definida em certas formulagoes de mecanica estatistica.

Uma fonte de informagao discreta pode ser representada como um processo
de Markoff, que consiste num conjunto de objetos e num conjunto de estados tais que,
em qualquer instante, cada objeto deve estar num estado e a probabilidade de que um
objeto passe de um estado para outro, num periodo de tempo, depende apenas desses dois
estados, ou seja, do estado atual e do estado seguinte. Dessa forma, é possivel definir uma
quantidade que medira, em algum sentido, quanta informagcao sera “produzida” por tal

Processo.

Supondo que temos um conjunto de eventos possiveis, cuja probabilidade
de ocorréncia é pq,po, ..., p,. Essas probabilidades sao conhecidas, mas isso é tudo que
pode ser conhecido desse evento. Se existe tal medida e S(p;, ps, ..., pn) POSsui as seguintes

propriedades:

a) S deve ser continuo em p;.

b) Se todos os p; sao iguais, p; = %, entao S serd uma funcao monotona crescente
de n. Com eventos igualmente provaveis, ha mais escolha, ou incerteza, quando

ha mais possiveis eventos.

c¢) Se a escolha fosse dividido em duas escolhas sucessivas, o S original deve ser a
soma ponderada dos valores individuais de S;. O significado disto é ilustrado na

Figura (A.1). A esquerda, temos trés possibilidades p; = %7 D2 = % e p3 = %. E

1/2 s 1/2
1/3
2/3
™ > 1/3
1/3>1/6

Figura A.1 - Decomposicao de escolhas de trés possibilidades.

a direita, temos que escolher primeiro entre duas possibilidades, cada um com
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probabilidade %, e se o segundo ocorrer, fazemos novamente uma escolha com %

e % O resultado final tem a mesma probabilidade que o anterior. Requeremos,

neste caso especial, que

111 11\ 1./21
o) =85(==2)+=5(%2). A.
S<2’3’6) S<2’2>+2S(3’3) (A-5)

O coeficiente % ¢é porque a segunda escolha somente ocorre na metade do tempo.

Entao, assumindo que S = — ) p;logp; é a entropia de um conjunto de

probabilidades py, ..., pg, sdo as probabilidades de um né i possuir grau do né p(k;). Temos:

== plk:)log(p(k:)) . (A.6)
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ANEXO A - A AUTARQUIA DFTRANS

DFTRANS - Transporte Urbano do Distrito Federal - é uma autarquia criada pela Lei n°
241, de 28 de Fevereiro de 1992, para fiscalizar especificamente a drea de transporte, com
o nome de DMTU tendo a alteracao de sua denominacao para DFTRANS ocorrida com
o Decreto 23.902 no dia 11 de Julho de 2003 (DFTRANS, 2008).

A alteracao de denominacao e o novo Regimento foram feitos considerando os estudos para
implantacao dos novos modelos de operacao e gestao do Sistema de Transporte Ptublico
Coletivo do DF, com o objetivo de estruturar uma entidade de geréncia dos transportes
publicos coletivos mais agil, capaz de acompanhar a nova dinamica operacional de um

sistema integrado e informatizados.

A responsabilidade da DFTRANS é garantir a populagao um transporte eficiente e seguro
por meio da fiscalizacao e do planejamento do transporte. Dentre sua atribuigoes estao: o
planejamento das linhas, a avaliacao de desempenho, a caracterizacao da demanda e da
oferta de servicos, a elaboracao dos estudos dos custos de servigos e dos niveis tarifarios,

a gestao, o controle e a fiscalizagao dos servigos publicos de passageiros(DFTRANS, 2008).

A Transporte Urbano do Distrito Federal - DFTRANS compete (EXECUTIVO, 2007a):

e [ —planejar, gerir, controlar e fiscalizar os servicos de transporte coletivo, publico

e privado;

e II — planejar, gerir, controlar e fiscalizar a infra-estrutura de apoio ao sistema

de transporte publico coletivo;

e [II — executar politicas, programas e estudos definidos pela Secretaria de Estado

de Transportes, referentes ao transporte publico coletivo do Distrito Federal;

e [V — cumprir e fazer cumprir a legislacao referente aos servigos de transporte pu-
blico coletivo do Distrito Federal, bem como supervisionar, controlar e fiscalizar

a sua prestacao;

e V — assegurar a estabilidade nas relagoes entre o Poder Piblico, concessionarios,

permissionarios e usuarios;

e VI — assegurar a prestacao adequada dos servicos de transporte publico cole-
tivo do Distrito Federal quanto a qualidade, regularidade, eficiéncia, seguranca,

conforto e modicidade da tarifa;

61



EB UnB

VII — exigir o cumprimento de critérios e parametros operacionais, tecnolégicos

e demais normas e instrumentos, legalmente estabelecidos;
VIII — assessorar a Secretaria de Estado de Transportes sempre que solicitada;

IX — elaborar e promover a aplicagao de normas e procedimentos operacionais
referentes ao funcionamento dos servigos de transporte ptublico coletivo do Dis-
trito Federal, da Camara de Compensagao de Receitas e Créditos e do Fundo do

Transporte Publico Coletivo do Distrito Federal,

X — gerir e operacionalizar o funcionamento da Camara de Compensagao de

Receitas e Créditos;
XTI - gerir o Fundo do Transporte Publico Coletivo do Distrito Federal;

XII — promover a eficiéncia técnica e economica dos servigos de transporte pu-
blico coletivo delegados, submetidos a sua competéncia de gestao, controle e

fiscalizacao;

XIIT — acompanhar o desempenho dos delegatarios e demais contratados, tor-

nando publicos os relatérios de atividades dos servigos prestados;

XIV — celebrar convénios e contratos com entidades publicas ou privadas des-
tinados a implemen- tacao de melhorias na prestagao de servigos de transporte

publico coletivo no Distrito Federal,

XV — analisar e se manifestar sobre propostas de legislacao e normas relativas
ao controle, fiscalizacao e gestao dos servigos de transporte ptblico coletivo do
Distrito Federal;

XVI — estabelecer critérios para obter informagcodes referentes aos delegatdrios e

prestadores de servicos terceirizados;

XVII - promover, quando necessario, a realizacao de auditoria técnico-

operacional e economico- financeira nos delegatarios;

XVIII - fixar normas complementares e disciplinares da prestacao e utilizacao
dos servicos de transporte publico coletivo, determinando, inclusive, prazos para

o cumprimento de obrigacoes;

XIX — definir procedimentos e rotinas de fiscalizagao dos elementos componentes

do sistema de transporte coletivo do Distrito Federal,

XX — propor alteracoes em seu regimento interno;
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e XXI — aplicar, na forma da lei, as sanc¢oes regulamentares ou penalidades para
infragoes previstas nos regulamentos e cédigos disciplinares do Sistema de Trans-
porte Publico Coletivo do Distrito Federal;

e XXII — elaborar sua proposta orcamentaria;

e XXIII — promover a integragao entre a DFTRANS, érgaos do Distrito Fede-
ral e entidades representativas da sociedade e empresarial, visando acoes que
promovam a melhoria do Sistema de Transporte Publico Coletivo do Distrito
Federal,

o XXIV — relacionar-se com outros organismos publicos federais ou distritais no
planejamento ou avaliacao de planos, programas ou projetos de interesse da

DFTRANS que envolvam participa- ¢cao comunitéria;

e XXV — promover a gestao da qualidade dos servicos de transporte publico cole-

tivo e do atendi- mento prestados pelos delegatéarios e pela DFTRANS;

o XXVI — exercer outras atribuicoes correlatas as suas finalidades.

Sendo algumas das fungoes da DETRANS(DFTRANS, 2008):

e Informar o usuario sobre os servicos;

e Manter dados estatisticos sobre o sistema de transportes;

e Administrar a comercializacao de vales-transporte;

e Buscar a melhoria de servigos, ganho de produtividade e minimizar os custos;
e Projetar e implantar, abrigos e pontos de parada;

e Estimar custos e tarifas;

e Aplicar sancoes ou penalidades por infracoes cometidas pelas empresas opera-
doras e demais permissionarios, de acordo com o Cdédigo Disciplinar Unificado
de Transporte Coletivo do DF.

O Servigo de Transporte Publico Coletivo (STPC) divide-se nos seguintes servigos (DF-
TRANS, 2008):

e Servigo Convencional (énibus - STPC);
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Servigo Especial Vizinhanga (zebrinha - STCEV);

Servigo Auténomo Rural (rural - STPC/TA);

Servigo de Transporte Coletivo Privado (fretamento - STCP);

Servigo de Transporte Publico Basico (Microonibus - STPB);

Servi¢o Préprio de Empregados (fretamento - STPE).

O Servigo Convencional é classificadas em:

e Metropolitana 1 (Ligagdo Curta): Cidade-Satélite / Plano Piloto.
e Metropolitana 2 (Ligagdo Longa): Cidade-Satélite / Plano Piloto.

e Metropolitana 3 (Ligacao Intermediaria): Cidade-Satélite / Cidade-Satélite;
Cidade-Satélite / Plano Piloto.

e Urbana 1 (Circular Curta): Cidade-Satélite e Plano Piloto.
e Urbana 2 (Circular Longa): Cidade-Satélite e Plano Piloto.

e Urbana 3 (Circular Interna): Cidade-Satélite.

No entanto, a Lei n° 4.011, de 12 de setembro de 2007, classifica os servigos de transporte

publico coletivo de que trata esta Lei em bdasico e complementar (EXECUTIVO, 2007b).

e Servigo Basico: que compreende linhas dos modos metroviario e rodoviario, que
poderao operar mediante integracao fisica, tarifaria e operacional, e que visem
proporcionar aos cidadaos o acesso universal, seguro e equanime ao espago ur-

bano.

e Servigco Complementar: que compreende linhas do modo rodoviario com carac-
teristicas diferenciadas do servigo bésico, que visem atender segmementos espe-

cificos de usuérios.
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