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O objetivo deste trabalho é investigar a construgdo de uma abordagem estatistica como recurso heuristico
de compreensao das relagoes entre mecanica e termodinamica no interior do programa de pesquisa de Ludwig
Boltzmann (1844-1906). Neste contexto, a funcdo de distribui¢do das velocidades moleculares de J.C. Maxwell
(1831-79), acerca da qual Boltzmann fara diferentes leituras, desempenhard um papel central na medida em que
é a partir dela que novos instrumentos heuristicos surgirao, tais como os conceitos de “ensemble estatistico” e
“probabilidade de estado”, que representam um esforgo conceitual no sentido de associar aos estados do fenémeno
sob andlise a probabilidade da sua realizagao.
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The purpose of this paper is to investigate the construction of a statistical approach as a heuristic tool to
understand the relations between mechanics and thermodynamics inside Ludwig Boltzmann ‘s (1844-1906) re-
search program. In this context, J.C Maxwell s (1831-79) distribution function of molecular velocities, which
Boltzmann interpreted in different ways, will have a central role for being the source of new heuristic tools, such
as the “statistical ensemble” and the “probability of state”. These represent a conceptual effort as they associate

the probability of its realization to the state of the phenomenon under analysis.
Keywords: statistical mechanics, Ludwig Boltzmann, heuristics.

1. Introdugao

O programa de pesquisa de Ludwig Boltzmann (1844-
1906) se insere no contexto do programa mecanicista
do século XIX comprometido em ampliar e colocar
em operagao os recursos da mecanica, tomada por ele
como uma representacdo adequada e unificadora dos
fenémenos da natureza, com vistas a resolugao de pro-
blemas no ambito da fisica teérica®. Assim é que,
em seu esforco por compreender e explicar, sob uma
perspectiva microscépica, as propriedades observaveis
da matéria, Boltzmann se viu diante do desafio de
definicao e explicagdo do equilibrio termodinamico.
Do ponto de vista macroscépico, os processos termo-
dindmicos sao extremamente estdaveis e regulares, o
que era de dificil reconciliagdo com o fato de que os
sistemas mecanicos sao compostos por uma enorme
quantidade de particulas que se movem com um mo-
vimento bastante irregular. Além do mais, os siste-
mas termodindmicos ndo sao unicamente estaveis, mas
também irreversiveis, embora a reversibilidade seja to-
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talmente apropriada ao comportamento individual das
particulas que compoem esses sistemas. Ao tentar ex-
plicar a irreversibilidade, Boltzmann foi levado a inves-
tigagao das propriedades moleculares dos estados ter-
modinamicos e a desenvolver um tratamento geral do
equilibrio térmico, ultrapassando assim, as abordagens
correntes em teoria cinética dos gases, desenvolvidas
por R. Clausius (1822-88) e J.C. Maxwell (1831-79).

A utilizagao das ferramentas da mecanica analitica,
guiadas por sua perspectiva atomista de entendimento
da estrutura da matéria, lhe possibilitou o tratamen-
to matematico do movimento microscopico e a conse-
qiiente construcao de uma abordagem estatistica como
recurso heuristico de compreensao das relacoes entre
mecanica e termodinamica no interior do seu programa
de pesquisa. Neste contexto, a funcao de distribuicao
das velocidades moleculares de Maxwell, acerca da qual
Boltzmann fard diferentes leituras, desempenhard um
papel central na medida em que é a partir dela que
novos instrumentos heuristicos surgirao, tais como os
conceitos de “ensemble estatistico” e “probabilidade

2Uma discussio mais ampla do Programa de Pesquisa de Boltzmann para a Mecanica Estatistica pode ser encontrada em [1].
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de estado”, que representam um esforco conceitual no
sentido de associar aos estados do fenémeno sob anélise
a probabilidade da sua realizagao. Neste sentido, iden-
tificamos em Boltzmann nao somente a construgao da-
quilo que, numa linguagem estatistica se conhece como
“espaco amostral”®, o espaco dos eventos, o conjunto
de todos os possiveis resultados de uma determinada
experiéncia, mas também o esforco em atribuir proba-
bilidades a esse espago, conduzindo-nos & nogao moder-
namente construida de “espacos de probabilidades™ . E
como elo de ligacao entre os dois que se pode identificar
a noc¢ao de “ensemble” no programa de Boltzmann.

2. A transicao de uma abordagem ciné-
tica para uma abordagem estatistica

O marco referencial da construcao do programa de pes-
quisa de Boltzmann foi a publicacao do artigo “Sobre
o significado mecénico da 2* lei da termodindmica” [2],
onde ele buscou, através de uma abordagem cinética,
compreender a irreversibilidade termodinamica no qua-
dro referencial da mecénica. Atacar o problema da ir-
reversibilidade significava conciliar o carater irregular,
reversivel do movimento dos elementos constituintes de
um dado sistema, com o cardter regular, irreversivel,
apresentado por esses mesmos sistemas quando vistos
de um ponto de vista macroscépico. Naquele momento,
os recursos de que Boltzmann dispunha eram, além dos
conceitos e leis da mecanica, dos conceitos e principios
da termodindmica estabelecidos por Clausius (1822-
88), aqueles gestados no interior do Programa Cinético-
Molecular, cujo niicleo central era a idéia de que o com-
portamento e a natureza das substancias resultam do
movimento de uma enorme quantidade de elementos
que, em ultima instancia, obedecem as leis da mecanica.
Do ponto de vista heuristico a estratégia de Boltzmann
neste momento era remeter os fen6menos macroscépicos
a estrutura da matéria e ao movimento individual dos
seus elementos constituintes (dtomos), através da apli-
cacao dos principios da mecanica ao comportamento
desses elementos. Desta forma ele se propos enfrentar
o problema da irreversibilidade, tendo conseguido esta-
belecer uma analogia mecanica para a entropia através
da prova de um teorema reconhecido como a forma ge-
neralizada do principio da minima acao®. Apesar disso,
a explicacao para o seu aumento irreversivel continuou
em aberto visto que em sua caracterizagao mecanica
do estado de equilibrio, Boltzmann se restringiu a sis-
temas estritamente periddicos e, portanto, reversiveis
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mecanicamente.

Foi no contato com a “funcao de distribuicao das ve-
locidades moleculares” de Maxwell (1831-79) que Boltz-
mann, através de diferentes leituras da mesma, encon-
trou novos elementos heuristicos para seus desenvolvi-
mentos posteriores.

A funcao de distribuicao de velocidades foi inicial-
mente derivada por Maxwell para o caso particular
de um gds monoatomico em equilibrio na auséncia
de forcas externas e posteriormente generalizada pelo
préprio Boltzmann numa série de artigos ([3], [5], [6]
e [4]) dedicados ao estudo do equilibrio térmico. Ne-
les, Boltzmann generaliza a fungao de distribuicao e es-
tende o teorema de eqiiiparticao de energia para o caso
de moléculas poliatomicas sob a acao de um potencial.

Diferente de 1866, quando o estado termodinamico
de um corpo foi definido microscopicamente por ele
através do movimento de um tunico atomo, cuja vali-
dade foi estendida para todos os demais (abordagem
cinética), a partir da fungdo de distribuicdo de veloci-
dades moleculares de Maxwell, Boltzmann vai falar do
estado termodinamico de um corpo em funcao dos limi-
tes das coordenadas dos atomos, estando estes limites
definidos em termos de probabilidades ([4], [6]).

Portanto, o contato de Boltzmann com os trabalhos
de Maxwell marca uma nova etapa no desenvolvimento
do seu programa de pesquisa, que serd marcada basica-
mente pelo uso de dois procedimentos:

1. Utilizagao da “funcdo de distribui¢ao” em substi-
tuicdo a um conjunto completo de varidveis mo-
leculares

2. Substituicao de argumentos de natureza cinética,
ligados a descrigao temporal do movimento irre-
gular das particulas, por argumentos de natureza
probabilistica, que vao estabelecer as relagoes
entre a evolugao do sistema no tempo e os limites
do movimento das particulas no espaco.

A partir desta nova abordagem comeca a se deli-
near no programa de Boltzmann um novo método de
tratamento do equilibrio termodinamico caracterizado,
de um lado pela criagdo do “ensemble estatistico” e,
por conseqiiéncia, pela adogao de um novo espaco, que
nao é mais o espago p das particulas individuais, mas
o espago de todo o gas, o espaco I', denominado de
“espaco de fase”, espaco de todos os estados acessiveis
ao sistema estudado; e de outro lado pela substituicao
da média temporal por uma média espacial, tomada so-
bre todo ensemble estatistico, na representacao de uma

3Na mecanica estatistica ele corresponde ao conjunto de todos os estados microscépicos (microestados) acessiveis ao sistema, o espago
no interior do qual os estados estarao distribuidos com suas respectivas probabilidades.

4Do ponto de vista moderno um “espago de probabilidades” é formado por um trio (Q, A, P), onde  é um conjunto nio vazio
representando o espago amostral. A é um subconjunto de Q (uma algebra de eventos) e P é uma probabilidade em A.

5Foi a partir da expressio: 7 7

S = —dk = 2Xlog

6Q
T

z t2 2
4t 4+ C (1)
t1 2

que Boltzmann estabeleceu formalmente as relagoes entre a quantidade de calor fornecida aos corpos e a variagdo do movimento de cada
atomo no espago, através da igualdade entre a variagdo da acado e a variagdo da energia cinética de cada dtomo.
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dada quantidade fisica macroscépica (varidvel termo-
dinamica).

Precisemos um pouco melhor este nivel heuristico
no pensamento de Boltzmann, construido ao longo do
ano de 1871, em cuja raiz se encontra uma importante
hipétese que os Ehrenfests posteriormente apelidaram
de “hipétese ergédica” ([6, p. 270], [12, p. 21]) e que
marca de uma maneira bastante peculiar a transigao, no
programa de Boltzmann, de uma abordagem cinética
para uma abordagem estatistica.

Para calcularmos a média temporal de uma dada
grandeza A no laboratério, normalmente tomamos a
média dos seus valores num tempo muito grande t. As-
sim, podemos escrever

T—00 T

1 T
< A >jpp= lim f/ A(t)dt. (2)
0

Por outro lado pode-se imaginar um conjunto de
sistemas distribuidos no espago de fase (“ensemble
estatistico”) de tal forma que a densidade destes siste-
mas seja dada por p(q,p). O valor médio da grandeza
A no ensemble é entao dado por

A dqd
A, L A@P)p(e p)dgdp 3

[ p(a, p)dadp

A hipdtese de Boltzmann consistiu em supor que
os valores médios definidos pelas Egs. (2) e (3) sao
idénticos, e igual ao valor termodinamico de A. Isto si-
gnifica assumir que a média de uma fun¢ao no tempo,
obtida seguindo os pontos da sua trajetéria, seria to-
mada sobre todos os pontos e, portanto, se igualaria a
média de fase.

E na base desta suposicio que vamos encontrar
aquilo que os Ehrenfests apresentaram em 1911 como
sendo a “justificativa de Boltzmann-Maxwell” [12}
p. 21], que ficou conhecida como “hipdtese ergddica”,
ou seja, a idéia de que a trajetéria de fase de um sis-
tema dinamico (dnico) é tal que esta passa por todos
os pontos compativeis com sua energia total g,

Na visdo de Von Plato [18], admitir esta idéia si-
gnifica adotar uma leitura pouco atenta do trabalho de
Boltzmann, para quem a idéia de uma trajetoria tinica
preenchendo o conjunto do espaco dos estados estava
bastante distante do seu horizonte. De fato, Boltzmann
admite a possibilidade de diferentes trajetérias (as fi-
guras de Lissajous sao o exemplo de movimento que
ele utiliza), formulando a ergodicidade como a condi¢ao
de existéncia de unicamente uma invariante do movi-
mento: a energia total. Portanto, na impossibilidade de
atribuir comportamento ergédico a um sistema tnico,
0 que significava admitir como possivel a dependéncia
tedrica as condigoes iniciais, Boltzmann vai utilizar o
que posteriormente ele caracterizou como sendo um tru-
que (“Kunstgriff”), “a ficcao de sistemas independentes
infinitamente congruentes” 8, p.123], “Inbergriff von

Systeme” (“a mais alta representacgao do sistema”), os
chamados “ensembles”, como ficaram conhecidos apods
Gibbs. Para o caso especifico aqui considerado, aqueles
onde todos os sistemas tém a mesma energia, Boltz-
mann utilizou a expressao “Ergoden”™ (“ensemble mi-
crocandénico” de Gibbs). Desta forma, os “ensembles”
sao introduzidos como recurso heuristico na solugcao do
problema de calcular as propriedades macroscopicas dos
gases independentemente de sua evolugdo microscopica.

Posteriormente, o “método de ensemble” se tornou
um instrumento fundamental para a fisica estatistica
através do trabalho de Willard Gibbs (1839-1903), que
cita Boltzmann em seu preficio de Principios Elemen-
tares de Mecdanica FEstatistica [15, p. viii] como o pio-
neiro no uso desse tipo de representagao.

Para justificar isto, Boltzmann considerou que du-
rante a evolucao do sistema, o tempo At gasto em um
dado elemento de volume AV do espago de fase (dis-
creto) é proporcional a este elemento de volume, ou
seja,

lim — = — (4)

onde V é o volume total da regiao considerada.

Suponha que um dado sistema S se encontre, du-
rante um periodo de tempo suficientemente longo, T,
no estado S; por um periodo de tempo 7;. Da mesma
forma que nés podemos definir a freqiiéncia relativa de
um dado evento, pode-se definir a proporcao relativa
de tempo no qual o gas permanece naquele estado (Z).
Esta foi a estratégia de Boltzmann ao identificar esta
fracdo de tempo (%) com a “probabilidade de estado”.

Pode-se, portanto, compreender este periodo do
trabalho de Boltzmann (1868-1871) como marcando
o inicio da construgao daquilo que, numa linguagem
estatistica, se conhece como “FEspaco Amostral”, o
espaco dos eventos, que na perspectiva da mecéanica
estatistica corresponde ao conjunto de todos os esta-
dos microscépicos (microestados) acessiveis ao sistema,
o espaco no interior do qual os estados estarao dis-
tribuidos com suas respectivas probabilidades. Neste
sentido, podemos visualizar no horizonte do programa
Boltzmanniano para a mecanica estatistica, cujo des-
dobramento reconhecemos no trabalho de Gibbs, o uso
de dois tipos de “espagos amostrais”, a saber:

Espaco Amostral I: aquele onde os estados estao
distribuidos com igual probabilidade e que sao re-
presentados pelos chamados “Ergoden” de Boltz-
mann( “ensemble microcandnico” de Gibbs.)

Espaco Amostral II: aquele onde os estados se
distribuem segundo diferentes pesos probabilisticos, da-
dos pela distribuigao de Maxwell-Boltzmann e represen-

6Esta posicdo tem sido motivo de controvérsias com importantes contribuicdes da parte de Brush [10], von Plato [18] e [13].
7A expressio foi introduzida explicitamente pela primeira vez por Boltzmann em 1884 [7].
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tados pelo que Boltzmann chamou de “Holode™ (“en-
semble candnico” de Gibbs.)

Os Ergoden de Boltzmann s@o caracterizados pela
condigao restritiva de que todos os sistemas pertencen-
tes ao ensemble tenham a mesma energia. Utilizando
este tipo de ensemble como método de analise para si-
tuagoes de equilibrio, Boltzmann procurou resolver o
problema da equiparticao da energia entre os varios
graus de liberdade do sistema, um resultado bem esta-
belecido por Clausius para o caso de um gas livre e por
ele préprio para o caso de particulas interagentes. Mas
a percepgao de Boltzmann transcendeu ao caso particu-
lar de Ergoden. Numa carta dirigida a Helmholtz, que
data de 27 de dezembro de 1844, ele reconhece a neces-
sidade de ampliar o seu conceito de Ergoden (ensemble
microcandnico) com o objetivo de encontrar uma classe
apropriada de sistemas mecanicos analogos ao compor-
tamento dos sistemas termodinamicos.

Em seu artigo de 1885 [8], utilizando o que ele chama
de truque (“Kunstgriff”),a fic¢do de sistemas indepen-
dentes infinitamente congruentes, apoiado em resulta-
dos obtidos em alguns de seus artigos anteriores [4, 5, 6],
Boltzmann vai estabelecer as propriedades essenciais de
um ensemble, um novo método de anélise alternativo ao
método de evolugao temporal que marcou o seu artigo
de 1872, mostrando que os ensembles podem represen-
tar um sistema real em equilibrio e que, portanto, po-
dem funcionar como um modelo mecanico para a ter-
modinamica. Em contraposi¢cao ao método de evolugao
temporal, que utilizava como recurso heuristico um
espago de 6 dimensoes, o espago u(x,v,t) (espago da
particula), Boltzmann poe em opera¢iao um novo espago
de caracteristicas mais amplas, que ao invés de olhar
unicamente uma particula, abrange agora o gds como
um todo, se mostrando, portanto, mais eficiente na re-
solugao de problemas no interior de sua teoria dos gases.
Inaugura-se assim um novo recurso heuristico, o espago
T (espaco do gds), um espago de 6n dimensodes, sendo
n o numero total de particulas no gds, onde se pode
representar H(q, p,t).

Ao longo do seu artigo, no contexto de andlise deste
novo método, o método de ensembles, Boltzmann in-
troduz a nocao de distribuicao de probabilidade esta-
ciondria” sobre o espaco de fase de N particulas in-
teragentes encerradas em um recipiente de volume V,
caracterizando um conjunto de tais probabilidades de
um “Momnode” (ensemble estaciondrio numa linguagem
moderna), uma generalizacdo do conceito de sistemas
monociclicos de Helmholtz.

Num primeiro momento Boltzmann utiliza a ex-
pressao “Monode” para se referir a um tnico sistema.
Outras vezes, como bem observa Giovanni Gallavotti
[13, p. 1572], implicita ou explicitamente, a mesma ex-
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pressao é usada para um conjunto de distribuigoes esta-
ciondrias. Com vistas a simplificar nossa discussao to-
maremos a liberdade, a exemplo de Gallavotti, de usar
a expressao “Monode” para representar um conjunto de
distribuigbes estacionérias, denominando cada um dos
sistemas individuais de “elemento de um monode” (u).

Trabalhando com a hipétese de que entre as
possiveis distribuicoes estacionérias, algumas podem
ser interpretadas como estados de equilibrio ma-
croscépico, ele introduz a nogado de “Orthode (en-
semble de equilibrio numa linguagem moderna)”, cu-
jas “equacoes sao completamente analogas aquelas da
teoria mecéanica do calor” [8 p. 130].

Indo mais além, ele admite a existéncia de no
minimo dois tipos de “Orthode”, parametrizados di-
ferentemente, mas ambos capazes de representar um
sistema em equilibrio térmico, a saber:

“Holode” (ensemble canoénico de Gibbs)

Pardmetros: [ (temperatura), N (n. de particulas).

pg,n: Elemento de um ensemble canoénico

dp1 e dpndql e dqn —B(K+¢)
dpdq) = .
ps,N (dpdq) comst, e (%)
“Ergode” (ensemble microcanénico de Gibbs)
Pardmetros: U (energia), N (n. de particulas).
py,n: Elemento de um ensemble microcanénico

dpy...dppdq ...dgy,
const.
6(K(p) +¢(q) —U).  (6)

Desta forma Boltzmann estabeleceu os ensem-
bles candnicos e microcanénicos como representantes
legitimos do equilibrio térmico de um dado sistema,
provendo desta forma modelos mecanicos para a ter-
modinamica.

Neste sentido, a tarefa da Mecanica Estatistica
nascente neste momento serd a de construir estratégias
para se atribuir probabilidades ao espaco dos estados.

Portanto, a emergéncia do Programa Mecanico-
Estatistico pode ser caracterizada, no programa de
Boltzmann, a partir da transicao de uma abordagem
cinética para uma abordagem estatistica, tendo como
instrumento heuristico de mediacao a fungao de distri-
buicao de velocidades de Maxwell. Numa linguagem
estatistica podemos dizer que na abordagem cinética
Boltzmann atribufa & amostra (molécula) a propriedade
média da populagao (gds). Na abordagem estatistica
a funcao de distribuicdo vai formar a base das argu-
mentagoes que lhe permitirao essa extrapolacao.

Para que possamos ter uma melhor clareza desse
processo de transigao, relaciono em seguida os elemen-
tos caracteristicos de cada uma dessas abordagens:

pu,n (dpdg) =

8No cap. 10, onde a construcio de uma “teoria de ensemble” no programa de Boltzmann é discutida, esta nocao aqui apenas citada,

serd apresentada.

9A nocio de estacionaridade é devida a Maxwell em [Maxwell, 1879, p. 715.]
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Abordagem cinética

i) Uso de argumentos de natureza cinética liga-
dos a descricao temporal do movimento irre-
gular das particulas que compoem o sistema
sob investigagao.

ii) A descrigdo matemética do estado S; de um
dado sistema S por um conjunto de pontos
(r1,72,...7,) em um espago euclidiano de 6
dimensoes (Espago-u), onde r; representa as
trés coordenadas de posicdo e momento da
particula 7.

iii) Uso de Médias Temporais no calculo das
grandezas termodinamicas

Abordagem estatistica

i) Uso de argumentos de natureza proba-
bilistica.

ii) A descrigdo matemética do estado S; de um
dado sistema S por um tnico ponto em um
espago de dimensao 6N, onde N é o ntimero
total de particulas no sistema (Espaco-T").
Para cada r1,7r2,...7, no espago p corres-
ponde um ponto no espago I'.

iii) A nogao de “ensemble estatistico”.

iv) Uso de médias espaciais calculadas no “en-

semble estatistico” para o calculo das gran-
dezas termodinamicas.

As segbes seguintes procuram abordar em maiores
detalhes a construcao dessa transicao para uma abor-
dagem mecanico-estatistica.

3. A distribuicao de Maxwell-Boltz-
mann: O método cinético e o método
combinatorial

Em 1868, com FEstudos Sobre o Equilibrio das Forc¢as
Vivas [Energia Cinética] entre Pontos Materiais em
Mowvimento ([3]), Boltzmann estendeu a distribuigao
de equilibrio para as velocidades moleculares de Max-
well num gas monoatomico, tratando o caso quando um
campo de forgas externo, como por exemplo o campo
gravitacional, estd presente (Distribuicdo de Mazwell-
Boltzmann). Nesta oportunidade ele nos apresentou
dois diferentes métodos para alcancar este objetivo: o
método cinético e o método combinatorial.

3.1. O método cinético

Neste método, Boltzmann parte das mesmas consi-
deragoes cinéticas de Maxwell em On the Dynamical
Theory of Gases [17], s6 que desta vez considerando
o caso quando um campo de forcas externo, como por
exemplo o campo gravitacional esta presente. Estas
consideragoes sao as seguintes:

1. O estado de equilibrio é resultado da colisao entre
as moléculas (argumento cinético).

2. As velocidades das moléculas em colisdo sdo esta-
tisticamente independentes, o que significa des-
considerar qualquer correlagao entre as moléculas
que colidem. Esta afirmacao recebeu por parte
de Boltzmann a denominacao de “Stosszahlan-
satz” (“caos molecular”).

3. Conservagao da energia.

Seu ponto de partida, explicitado logo na introdugao
do artigo de 1868, é um questionamento acerca do com-
portamento das moléculas, caracterizadas como pon-
tos materiais, quando deixadas sozinhas por um longo
tempo.

Todos os principios da mecanica analitica
até agora desenvolvidos limitam-se a pas-
sagem de um sistema de pontos materiais
de um certo estado a outro, a despeito das
leis de mudanca daquela situacao e da ve-
locidade de tais pontos materiais eles sao
deixados a si mesmos por um longo tempo
em movimento, com excecao da teoria dos
gases ideais com respeito a teoremas ainda
quase nada conhecidos. Da mesma forma os
teoremas da teoria mecanica do calor, que
se referem a tais movimentos, até agora per-
manecem incoerentes em seus fundamentos
analiticos. Fu quero em seguida dar vérios
exemplos e finalmente calcular um teorema
geral para a probabilidade das diferentes
posicoes e velocidades dos pontos materiais
em movimento. [3, p. 49]

Insatisfeito com a derivacao da funcao de distri-
buigao feita por Maxwell, que ele considerava dificil de
ser entendida devido a sua breve apresentacao, Boltz-
mann dedica a primeira segao (Reflexdes Sobre uma In-
finidade de Pontos Materiais) do seu artigo, para preen-
cher algumas lacunas e ilustrar com exemplos concretos
alguns aspectos que, segundo ele, Maxwell tinha enco-
berto, tal como a natureza da funcao de distribuicao.

E aqui que nés encontramos pela primeira vez a sua
primeira defini¢ao da nocao de probabilidade, concebida
como média temporal.

Se ¢(c)dc é a soma do tempo durante o qual
a velocidade de qualquer esfera, no curso de
um tempo muito grande, jaz entre c e c+dc
dividido por este tempo muito grande, por-
tanto a probabilidade de c estar entre c e
¢+ dc e N o numero de esferas, entao

Np(c)de

é o numero de esferas por unidade de su-
perficie cujas velocidades estdao entre c e
¢+ de. [3, p. 50]
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A probabilidade é aqui identificada com a fracdo de
um intervalo de tempo suficientemente longo, durante
o qual a velocidade de uma molécula especifica tem va-
lores dentro de um certo elemento de volume no espago
das velocidades. Posteriormente, como veremos mais
adiante em seu artigo de 1871, as probabilidades vao
aparecer de uma forma bem mais explicita, vinculadas
a nocao de estado de um sistema, que serd definido em
funcao dos limites das coodenadas dos dtomos.

A nogao de probabilidade concebida como média
temporal encontra sua origem ja no artigo de 1866,
quando Boltzmann trata a temperatura como fungao da
energia cinética média de cada molécula no tempo [2} p.
14]. Na ocasido, mesmo sem empregar a palavra pro-
babilidade Boltzmann fez uso de nogoes probabilisticas
em seus raciocinios.

Analisando o processo de colisdo de duas moléculas,
agora sob a acao de um potencial, ele se coloca o se-
guinte problema:

Ao longo de uma linha OX move-se uma es-
fera eldstica com massa M, que é atraida
para O por uma forca que é uma fungao
unicamente da distancia do seu centro a O.
Ela estd sendo continuamente bombardeada
por esferas elasticas de massa m com varias
velocidades em intervalos de tempo irregu-
lares, tal que se nds olhamos as esferas que
bombardeiam distante de O sobre a linha
OX, entao o numero de esferas com velo-
cidades entre ¢ e ¢ + dc encontradas em
médias sobre a unidade de comprimento é
uma funcdo definida de ¢, N¢(c)de. O po-
tencial da forca com que M é atraida para
O é x(x), entdo, contanto que o movimento
nao seja perturbado por colisoes, nds temos:

2
0 T =x@)+4
onde C ¢é a velocidade da esfera M e x a
distancia do seu centro a partir de O. A
natureza da colisdo é completamente deter-
minada por trés quantidades z, A e c. O
tempo durante o qual, no curso da unidade

de tempo a constante A da Eq. (9) jaz entre
os valores A e A+dA serd ¢(A)dA. 3 p. 61]

O problema aqui colocado era o de encontrar a
fracao de tempo durante a qual A estd entre A e A+dA
e x entre x e x+dz. Boltzmann concluiu que esta fracao
de tempo é proporcional a e " dAdz, ou seja:

10Esta condicdo é representada pela expressio:

1 2 1 2
—mi1vi + —mav
g LT T
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2

qS(A)oz(const.)eh[X(x)*MZc I, (7)

A condicao de conservagao da energia cinética na

derivacao de Maxwell!V é substituida pela condicao de

conservacao da energia total (cinética mais potencial)
na derivacao de Boltzmann, a saber:

1 1 1 o1 /
5m02+x(x1)+§MC’2 = gme 2+x(z2)+§MC’ 2.(9)

Com o estabelecimento dessa nova condigdo (a
existéncia de um campo de forgas externo) foi possivel
escrever a seguinte expressao para a funcgao de distri-

buicao:
f(e) = Be hlametex@), (10)

onde B e h sao constantes. A constante h estd relacio-
nada a temperatura absoluta e é modernamente equi-

valente a =, sendo K a constante de Boltzmann™'.

A funcao definida pela Eq. (10) é atualmente conhe-
cida como distribuicao de Mazwell-Boltzmann, e nos d&
a probabilidade de que uma molécula seja encontrada
em um lugar com uma dada energia E = imc? + y(z).
O fator e ¥ atualmente conhecido como “fator de
Boltzmann”, é agora amplamente utilizado em fisica
molecular, visto que y pode ser a funcao energia po-
tencial para todas as forcas atuando sobre a molécula,
incluindo aquelas de outras moléculas. Combinado com
a lei de distribuicao de Maxwell, o “fator de Boltzmann
(e~"F)” nos d4 a probabilidade de qualquer estado mo-
lecular com energia total E =3 imc? + 3" x.

Guttmann [19, p. 18] observa que em seus ultimos
escritos, Boltzmann se tornou cada vez mais consciente
do quéo problemética era a introdugao do termo “Stoss-
zahlansatz”, ou seja, a afirmacao de “caos molecular”.
Isso se depreende da cuidadosa exposi¢ao que Boltz-
mann faz das idéias de Maxwell em sua obra “Vorle-
sungen {iber Gastheorie” [9]. Esta sempre foi uma preo-
cupagao de Boltzmann, a ponto de, na segunda secao
do seu artigo (O Equilibrio das Forgas Vivas [Ener-
gia Cinética] entre um Nidmero Finito de Pontos Ma-
teriais), ele buscar um caminho diferente (ainda uti-
lizando o método cinético) para a derivagdo da distri-
buicao de Maxwell.

Num plano muito grande fechado por to-
dos os lados encontram-se n pontos mate-
riais de massas mqy,ms,...,m, e velocida-
des ci,ca,...,c,, Tespectivamente, e entre

1 1
5 = imlv%/ + img’vg/. (8)

g importante lembrar aqui que Boltzmann ndo deduziu o valor de K, que foi posteriormente introduzido por Planck em conexao

com sua lei da radiagéo (1900).
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0s quais atuam determinadas forcas... A
probabilidade de que a velocidade de um
ponto esteja entre determinados limites e
ao mesmo tempo a velocidade de um outro
se encontre entre outros limites, nao sera
de modo algum produto de cada uma das
probabilidades; a segunda dependera muito
mais do valor pressuposto para a velocidade
do primeiro ponto. A velocidade do 1ltimo
ponto é, enfim, completamente determinada
pelas velocidades dos n — 1 outros, ja que
em todo sistema a quantidade de forga viva
[energia cinética] se mantém constante. |3}
p. 80-81]

Trata-se, portanto, de um gas formado de moléculas
monoatdmicas [“pontos materiais”] em equilibrio
térmico num campo de forcas. Aqui, a hipdtese agora
utilizada é a de correlagao entre as moléculas que co-
lidem, o que fica evidenciado na sua afirmacao de que
a velocidade da segunda molécula dependera do valor
pressuposto para a velocidade da primeira.

Em seguida ele nos apresenta mais uma vez (ele j& o
tinha feito no infcio da primeira segao do artigo) sua de-
finicao da nocgao de probabilidade enquanto média tem-
poral, identificando-a com o tempo relativo que uma
molécula tem velocidade num dado intervalo no espago
das velocidades.

Eu quero, portanto, designar o tempo
durante o qual as velocidades estao dis-
tribuidas de tal maneira que no decorrer
do tempo, co estd entre cy e co + dco,
C3 entre c3 € c3 € c3 e c3+ ng e assim
por diante até c,, ou seja, a probabili-
dade da distribuigao das velocidades, como
o(ca,¢3...,¢p)deades ... de,. A probabili-
dade de que ¢y esteja entre ¢y e ¢1 +dcy e
as velocidades restantes, exceto cg, estejam
entre os limites andlogos, seria:

p(cr,c3,C4y ... cn)derdes . . dey,

e assim por diante. [3, p. 81]

Ainda no mesmo contexto de significados, ele assu-
me a existéncia de uma quantidade total fixa de energia
que sera distribuida entre as diversas moléculas, de tal
forma que as combinagbes de energia sao igualmente
provaveis.

Além disso, as forgas vivas [energias
cinéticas| seriam

e a probabilidade de que ky esteja entre ks €
ko + dks, k3 entre k3 e ks + dks ...k, entre

k, e k, + dk,, seria

1(kay ks .. ky)dkadks . .. dk,.

Seria  andloga a  interpretacao  de
a(k1, ks ... ky,) e assim por diante, de modo
que temos

mac3 maci mnci>
SR )
w1(cacs ... cn),

MoCe.M3C3 . . . mncnd)l(

ou

p1(ca,c3... ) = 2" Mams . .. My,
Vkoks .. kny (ke k3. .. ky),

e da mesma forma para os ¢ e 1 restantes.
13, p. 81]

Na seqiiéncia do seu raciocinio, ele passa a consi-
derar (a exemplo da primeira se¢do) uma colisdo entre
um par de moléculas m, e mgs, momento em que ele
propoe a substituicao da condicao de nao correlacao
entre as velocidades das moléculas (utilizada na pri-
meira segao) pela correlagao entre elas.

Vamos considerar uma colisao entre um par
qualquer de pontos [moléculas], por exem-
plo m,. e mg, que ocorre de maneira que ¢,
encontra-se entre ¢, e ¢, + dc, e ¢, entre
cs + dcs. Os limites das mesmas grandezas
depois da colisao seriam c;, e c;, + dc; e
c; e c; + dc;() A quantidade dos pon-
tos que se unem entre determinados limites
mais precisamente de modo que ao mesmo
tempo as velocidades dos pontos restan-
tes se encontrem entre cy € co + desy. ..
diferencia-se no entanto daquela do pro-
blema anterior pelo simples fato da funcao
p1(ca,c3,. .. cp)deades ... de, ser colocada
no lugar do produto ¢(c,)p(cs)drds. Pode-
se, portanto, no lugar da condigao colocada
anteriormente

w(c}/)-g(c;) 7

Cr.Cs C,.-Cq

W(CT)-W(CS) -

colocar a condigao

’

CgoenCp)

olea...cp ...

/
S

w1(ca,c3,...0n)

!
™
CrCy c.e

Naturalmente o mesmo também vale para
2,3 ... todas as vezes que

by + ks =k, + k.. 13, p. 82]
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Portanto, a hipotese de correlagao entre as molécu-
las estava, desde o principio, no horizonte de trabalho
de Boltzmann, que posteriormente vai perceber que ela
nao lhe permite o enfrentamento do problema da ir-
reversibilidade macroscépica, optando, portanto pela
hipétese de nao correlagao em seu artigo de 1872.

Mas Boltzmann sente ainda a necessidade de encon-
trar o tempo durante o qual a energia cinética de uma
dada molécula especifica encontra-se entre certos limi-
tes, k e k+ dk, sem levar em conta a energia das outras
moléculas. E neste momento que ele nos apresenta um
método novo, o método combinatorial.

3.2. O método combinatorial

O método combinatorial é independente de quaisquer
afirmacoes sobre colisoes entre as moléculas e nao se
baseia em nenhum argumento de natureza cinética. As-
sumindo que a probabilidade de que uma molécula seja
encontrada em uma dada regiao do espago é proporcio-
nal ao “tamanho” daquela regiao ele péde reconstruir
os resultados usuais do equilibrio térmico.

Embora este método nao tenha sido bem sucedido
na derivacao da distribuicao de Maxwell em trés di-
mensoes, ele é extremamente valioso para a teoria de
probabilidades e para a fisica estatistica [14, p. 486].

A idéia central por detras deste método é que a des-
cricdo macroscopica de um estado de equilibrio (ma-
croestado) nao distingue entre os muitos estados mi-
croscépicos (microestado) que sdo compativeis com ele.

O que Boltzmann fez foi considerar um sistema (um
gas composto de um nimero n muito grande, mas fi-
nito, de moléculas) com energia total E dividida em k
pedacos discretos x, de tal modo que E =), k; = nx,
onde k; é a energia da i-ésima moléculal?.

Em termos gerais, o problema com o qual Boltz-
mann se deparou foi o seguinte:

Qual é a probabilidade de que a energia de uma
molécula esteja entre k e k+ dk independente das
energias das outras moléculas do sistema?

Sua intencao era derivar uma expressao para o
ntmero dos diferentes caminhos possiveis de divi-
dir a quantidade total de energia entre as diferentes
moléculas.

Seu ponto de partida na busca de solugao do pro-
blema foi dividir a energia total nx do sistema em p
partes iguais, de modo que o continuo dos valores de
energia de cada uma das moléculas fosse dividido em
um ndmero finito de intervalos.

Para isso vamos dividir toda a forga viva nx
contida no sistema em infinitas partes iguais

p. [3, p. 84]
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Este procedimento estd em acordo com o vinculo
da energia que ele estabelece anteriormente, ou seja,
E=3 ki =nax

Na sequéncia do seu raciocinio, ele exemplifica esse
procedimento tratando o caso em que existem apenas
duas moléculas no sistema (n = 2), ocasido em que
existirao p possiveis maneiras de dividir a energia entre
elas.

E se no caso de existirem apenas dois pontos
materiais, ou seja, para n = 2, a probabili-
dade de kq estar dentro de qualquer um dos

p intervalos de 0 até 2?”’7 2?” até %7 % até

%’” e assim por diante, for igual, o problema

estard resolvido. [3, p. 84]

Neste caso, devido a restricao estabelecida pela
energia total, se a primeira molécula estd no p-ésimo
intervalo, a segunda molécula deve estar no primeiro
intervalo; se a primeira molécula estd no (p — 1)-ésimo
intervalo, a segunda molécula deve estar no segundo
intervalo; e assim por diante. Nesse contexto, Boltz-
mann supoe que todos esse possiveis casos tém a mesma
probabilidade (postulado de “igualdade de probabili-
dades a priori”). Portanto, Boltzmann constréi um
“espaco amostral dos estados” e utiliza como “argu-
mento heuristico” a “equiprobabilidade dos estados”.

Em seguida ele discute o caso em que o sistema é
composto de trés moléculas, ou seja, (n = 3).

Para n = 3, é necessario que, se kj estiver
entre (p — 1)3?” e p.%, tanto ko quanto ks
estejam dentro do primeiro dos p intervalos.
Se k1 estiver dentro do penultimo intervalo,
ou seja, para

3x 3x
p-2= <k <(p-1)>,
( )p 1< ( )p

h& dois casos possiveis; pode ser que ko caia
no primeiro ou no segundo dos p intervalos
e k3 serd sempre definido. Para

3x 3x
p_37§k Sp_277
( )p 1< ( )p

havera trés intervalos possiveis para ks e as-
sim por diante. Ora, ja que todos esses casos
sao provavelmente iguais e seu ntimero total

,

e

1
1+2+3...=%,

entao a probabilidade de k; estar entre
. . Y

(p—a)3F e (p— )% + 2 serd s, onde

uma vez que p € infinito, pode-se colocar

i—g. Vamos estabelecer (p — q):% =k e
%I = dk1, e a probabilidade de k; estar

entre k; e ki1+dk; seré 2(?“;%. [3, p. 84]

12Esta postura eminentemente finitista de Boltzmann sempre esteve em concordancia com a sua intuicdo fisica. Essa visdo serd
retomada em seu artigo de 1872, quando da construgao de um interessante método de trabalho baseado na discretizacao da energia.
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Neste caso, se uma molécula estd em um dado
estado s, onde s = 1,2,...,p, as outras duas moléculas
tém energia total igual a ¢ = p — s. Portanto, exis-
tem q possibilidades para a energia cinética da primeira
molécula estar no intervalo (estado) s = p — ¢. E neste
momento que Boltzmann nos apresenta uma segunda
concepgao da nocdao de probabilidade, concebida agora
como a razdo entre o numero de casos favordveis e
o numero de casos possiveis, ou seja, a probabilidade
de que uma dada molécula tenha energia “k;x” é de-
finida como o nimero de microestados para os quais
a particula ¢ tem esta quantidade de energia dividida
pelo ntiimero total de microestados™®. Esta é a chamada
média no ensemble de particulas. Consequentemente, a
probabilidade2 de que uma molécula esteja no s-ésimo

q

intervalo é TSI Como p é muito grande, esta proba-

bilidade pode ser escrita como 1273.

Fazendo (p — q)% =ke 3?”” = dk, a expressao para
a probabilidade de que uma molécula seja encontrada

com energia no intervalo entre k e k 4+ dk torna-se

2(3z — k)dk
Ps(k)dk = ———=—, 11
10 L (1)
como escreve Boltzmann.
Para o caso em que n = 4 (sistema composto de
quatro moléculas), ele diz:

Vamos supor n = 4 e, estando k1 no iltimo
intervalo, ou seja, (p — 1)%’3 < ky, s6 um
caso sera possivel, que ks e k3 estejam no
primeiro intervalo. Sendo

4x 4z
p-2)= <k <(p-1)-,
( )p 1< ( )p

trés casos serao possiveis, os intervalos 11,
12 e 21 para ks e k3; para:

4x 4z
P <h<(p-2),
( )p 1< ( )p

ja ha seis casos possiveis para ks e k3, os in-
tervalos 11, 12, 13, 21, 22 e 31; k4 é sempre
definido. Em geral, para

4x 4x
p—q¢g)— <ki<(p—q+1)—,
P P

serdo possiveis (p — q)% casos. E ficil se

convencer disso tomando-se, no lugar dos
intervalos para ko e k3, os intervalos para
ko e ko + k3; 0s mesmos seriam, no primeiro
caso, 11, no segundo, 11, 12, 22, mas no ter-
ceiro 11, 12, 13, 22, 23, 33, ou seja nada mais
que combinacao de ambos, com repeticao

dos elementos 1, 2, 3.... Para todos os va-
lores de k; resultam ao todo

1.2 23

2 T2 2

plp+1)  pp+1)(p+2)
2.3 ’

casos. Portanto, a probabilidade de ki
4z Az 4z
o Q)+

estar entre (p — q) e (p —
nao considerando o infini-

3q(g+1)
p(p+1)(p+2)°

2
tamente pequeno, temos 3;)%. Se colocarmos

sers,

novamente (p—q)% =kie % = dkq, para a
probabilidade de k; estar entre k1 e k1 +dkq

obteremos: W. [3, p. 84-85]

Aqui, Boltzmann nos apresenta o nimero de casos
possiveis como sendo

—1)(p+2
p(p 3)!(1? ), (12)

e o numero de casos favordveis como

q(g+1)

2 9

o que nos dé a seguinte expressao para a probabilidade
de encontramos k entre k k + dk

3q(g+1)

Pt D+ 2) (13)

que, a partir das mesmas substitui¢goes anteriores para
k e dk, nos da

3(4x — k)%dk
(4z)?
No caso mais geral, aquele em que se considera as n

moléculas, com energia total nx, a probabilidade de k
estar entre k e k + dk é dada por

Py(k)dk = (14)

P () = (n—1)(nz — k:)”_gdk‘. (15)

(na)n—1

Tomando o limite quando n — oo (limite termo-
dindmico), Boltzmann chega finalmente a

1 —k gk
—e sk, 16
e (16)

Colocando m2¢:2 no lugar de k, ele obteve exata-

mente a expressao para a distribuicao da energia de
uma molécula em duas dimensoes.

Com o argumento de “igualdade de probabilidades
a priori”, Boltzmann deixa claro por que um sistema
em equilibrio deveria obedecer a lei de distribuicao de
Maxwell. Simplesmente porque ela é a mais provavel

130s microestados sdo definidos pela designacao deﬂsl pedacos de energia para a particula 1, ko pedagos de energia para a particula

2 ... kn pedagos de energia para a particula n, onde , k; = k.
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de ser encontrada no equilibrio térmico, uma vez que
ela corresponde ao maior niimero de microestados.

A hipdtese de igualdade de probabilidades, uma
distribuigao uniforme de probabilidades no espago dos
estados, nos conduziu posteriormente, através dos
trabalhos de Gibbs a definicao de “ensemble micro-
candnico”, um conjunto de estados microscépicos, ca-
racterizados por um mesmo valor constante da energia,
a0s quais se associam iguais pesos probabilisticos.

4. A dupla interpretacao da funcao de
distribuicao de Maxwell e a nogao de
probabilidade de estado

Como observado por M.J. Klein [16, p. 62], e a dis-
cussao do método cinético e combinatorial no item an-
terior pode comprova-lo, em sua andlise da natureza
do equilibrio termodinamico, Boltzmann interpreta a
fungao de distribuicao de Maxwell em dois diferentes
caminhos, que ele parece considerar como equivalentes
e que estao diretamente associados a nogao mesma de
probabilidade, concebida como:

1. Média no tempo

Identificada como a fragao de um intervalo de tempo
suficientemente longo, durante o qual a velocidade de
uma molécula especifica tem valores dentro de um certo
elemento de volume no espago das velocidades.

2. Média no ensemble de particulas

Identificada como a fracdo do numero total de
moléculas que, num dado instante, tem velocidades
num dado elemento de volume.

Mas Boltzmann também usou o conceito de proba-
bilidade para se referir ao estado de um gas como um
todo, momento em que ele introduz o conceito de pro-
babilidade de estado de um gds.

Na terceira secao do seu artigo de 1868, onde ele
nos apresenta uma solucao geral para o problema do
equilibrio térmico, seu ponto de partida foi considerar
um sistema de n pontos materiais, representando suas
coordenadas e componentes das velocidades respectiva-
mente por (z;,y;, 2;) e (u;,v;,w;), onde i =1,2,...,n).

Se nds caracterizamos a posicao do ponto
my através de trés coordenadas retangu-
lares (z1,y1,21), do ponto mo através de
(z2,ya2, 22) etc... e as trés componentes das
velocidades ¢; do ponto m; pelas coordena-
das (u1,v1,w1), as correspondentes compo-
nentes do segundo ponto [mg] de (usg, va, we)
etc. [3, p. 92]

Em seguida, utilizando sua primeira definicao de
probabilidade como média temporal [inicialmente uti-
lizada no contexto de uma molécula], ele introduz a
probabilidade de um certo estado do sistema como a
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propor¢ao relativa de tempo no qual o gds permanece
numa dada regido do espaco, o que é feito através da
indicagao da probabilidade de que os parametros do gas
assumam valores em certos intervalos.

e marcamos o tempo, simultaneamente, no
curso de um tempo muito longo, segundo o
qual z1 estd entre 1 e 1 + dr1, y; entre
y1 e y1 + dy1, z1 entre z1 e z1 + dz1, por-
tanto, my estd dentro do elemento de vo-
lume ds; = dx1dyidz;, além disso ms da
mesma forma, dentro do elemento de vo-
lume dss = dzadysdzs ... m, dentro do
elemento de volume ds, = dzr,dy,dz,, e
ainda wuq dentro dos limites uy e u; + duq,
v1 dentro de vy e vy + dvy, w; dentro
de wy e wy + dwy; portanto, no final [no
equilibrio] ¢; estard dentro do elemento de
volume doiy = duidvidwy, co dentro do
elemento de volume dos = dusdvsedws. . .,
¢n—1 dentro do elemento de volume do,,_1 =
dun_1dv,_1dw,_1, e finalmente o ponto ¢,,
que estard dentro do elemento de volume
do, = duydv,dw,, dividido por um tempo
muito longo de forma que

f(x1,91,21 - Ty Yny Zny UL, V1, WT - ..
Up—1Vp—1 Wn—1, UpUp Wy, )dx1dyrd2y . . .
dzpduq .. . diuy,—1dv,_1dw,—1dw — n.
3, p. 92-93]

Portanto, a probabilidade de um certo estado do gas
em um instante de tempo t é representada por

F(@iy yi, 2i -5 s, v, wy ) da;dy;dzdudv;dw;,

onde f é uma funcao dos parametros do movimento e
dw é o produto da diferencial desses parametros.

Assim, diferente de 1866, Boltzmann néo fala mais
em trajetéria de uma particula, mas dos limites das
coordenadas de posicao e velocidade do conjunto delas.

As probabilidades, ensaiadas conceituamente na
abordagem cinética de 1866 e utilizadas implicitamente
em sua dupla significagao em 1868, vao aparecer
de maneira explicita em 1871 através da expressao
“a probabilidade dos diferentes estados dos corpos”
(“die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zusténde
des Korpers”), e estardo subentendidas na expressao
“distribuicao de estado” (“Zustandsverteilung”).

Em 1871, em Sobre o Equilibrio num Gds Compos-
to de Moléculas Poliatomicas [5], Boltzmann vai gene-
ralizar a funcdo de distribuicdo de velocidades mole-
culares de Maxwell, considerando agora o caso de um
gas em equilibrio termico'#, composto de moléculas po-
liatomicas sujeitas a um potencial. Seu ponto de par-
tida foi, naturalmente, consideracoes em torno da ex-
pressao da funcao de distribuicao derivada por Maxwell

4 Posteriormente, em seu artigo de 1872 Boltzmann colocara em questio o equilibrio térmico como ponto de partida e desenvolverd um
estudo da rota para o equilibrio, momento em que surgira a sua famosa equagao de transporte, conhecida como “equagao de Boltzmann”.
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em 1867. Como ponto de partida de sua andlise, Boltz-
mann reconhece que os gases encontrados na natureza
(gases reais) tém uma estrutura mais complexa do que
aquela até entdo consideradal®.

No entanto, os gases que se encontram na
natureza certamente nao sao pontos mate-
riais isolados. Nés chegaremos mais perto
da verdade se nds os compreendermos como
um sistema de diversos pontos materiais (os
assim chamados dtomos) que, através de
certas forcas, sao mantidos juntos. O estado
de uma molécula em um dado instante de
tempo, de modo algum depende de uma
Unica varigvel, mas de diversas varidveis. |5}
p. 238]

Ele entao nos apresenta a sua estratégia para a re-
solugdo do problema de caracterizacao do estado de
uma dada molécula num certo instante de tempo.

Para pensar o estado de uma molécula num
dado instante de tempo t, nds imagina-
mos trés diregoes perpendiculares uma a ou-
tra em cada regiao fixa considerada. Nos
tracamos trés eixos coordenados perpendi-
culares paralelos aquelas trés diregoes no
ponto no qual se encontra o centro de gravi-
dade de nossa molécula no tempo t, e faze-
mos as coordenadas dos seus pontos mate-
riais com relagao aqueles eixos no momento
t serem

§1,M1,61,82,M2,C2 - - §r—1, Mr—1, Gr—1-

O nimero de pontos materiais de nossa
molécula, que nds sempre queremos chamar
seus atomos, é r. As coordenadas do r-
ésimo atomo sao determinadas por meio das
r — 1 outras, uma vez que o centro de gravi-
dade é o ponto coordenado inicial. Além do
mais a velocidade do primeiro atomo é ¢y e
u1, V1, w1 suas componentes na direcao dos
eixos coordenados; o mesmo deve ser valido
para o segundo atomo, com cs,uUs, Vg, Wa;
para o terceiro &tomo, cs,us,vs, w3 € as-
sim por diante. Portanto, o estado de nossa
molécula, num dado instante t, € definido se
nos conhecemos os valores das 6r—3 quanti-
dades neste tempo. [5, p. 238, grifos nossos]

A nocgao de estado de uma molécula recebe de Boltz-
mann uma nova representacao, que na sequéncia do
seu raciocinio, ao considerar um conjunto de moléculas,
sera estendida para o gas como um todo, a partir da ca-
racterizacao do estado de uma fracao (dNN) do total de
moléculas (N).

As coordenadas do centro de gravidade de
nossa molécula com respeito aos eixos coor-
denados nao determinam assim os estados,
mas tao somente a sua localizagao. Nos
agora queremos dizer abreviadamente que
uma molécula estd em uma certa regiao se
seu centro de gravidade estd naquela regiao
e assumir que, em média, /N moléculas estao
no volume considerado. Destas N moléculas
somente uma pequena parte dN, num dado
instante de tempo t, terd simultaneamente
coordenadas do primeiro atomo entre:
§1e&+dé, men +dm, Ge G +dC,
do segundo atomo entre

§2 € §o + d&2, m2 € Mo+ dnz, (2 € G2 + dQa,
do r — 1-ésimo atomo entre

57“—1 € Er—l + d§T—17 Tr—1 € Mr—1 + dnr—la
C’r‘fl € Crfl + dCrfla

além disso as componentes da velocidade do
primeiro atomo entre

u1 e uy + duy, v1 e v1 + dvy, wy e wy e
wy + dwy,

do segundo atomo entre

Uy € Ug + dug, vy € v + dvy, wo e wy e
wa + dwa,

do r-ésimo atomo entre

Uy € Uyp + dUy, V. € U + dv,., W, e W, e
w, + dw,.

Eu quero chamar de (A4) o estado destas
moléculas que estao nos limites descritos
brevemente acima. Inicialmente ele é

dN = f(&,m - Gro1yur, 01 .. wy)
d§1d771 S dCr_lduldvl A dwr.
[5, p- 238-239]

Portanto, dN representa o estado das moléculas
num dado instante ¢, caracterizado pelo ntmero
delas que, no instante considerado, se encontram
em determinados limites. Neste sentido, a funcao
f&,m ... Go1,ur,v1 .. w,y) é utilizada como ferra-
menta heuristica na representagao da probabilidade de
um certo estado do gds em um dado instante de tempo.

A probabilidade dos diferentes estados
das moléculas seria conhecida se nos
soubéssemos que valores para cada gas esta
fungao assume se o mesmo estivesse com
temperatura e densidade constantes. [
p. 239]

Boltzmann compara, entao, seu trabalho com o
estudo de Maxwell, desenvolvido para um gas mo-
noatomico.

15 Aqui se incluem as anélise de Maxwell em 1867 e do préprio Boltzmannn em 1868.
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Para gases cujas moléculas tém um tnico
atomo, Maxwell encontrou que a funcao f
assume o valor:

2

4 h—Ne_hc202dc.

7r
A determinacao desta fungao para gases cu-
jas moléculas sao compostas por mais de um
atomo parece muito dificil, uma vez que nés
nao somos capazes de integrar as equagoes
de movimento para um complexo de trés
atomos. Contudo nés veremos que, a par-
tir das equagoes de movimento, sem sua in-
tegracao, nés podemos encontrar um valor
para a fungao f, que representa as moléculas
através do movimento destas. [9, p. 239-
240]

Na seqiiéncia do seu raciocinio, Boltzmann re-
conhece que, com o passar do tempo, em fungao
do processo de colisao entre as moléculas, a funcao
f assumird diferentes valores, de modo que ao fi-
nal de um certo intervalo de tempo t + dt ela de-
verd ser representada diferentemente, por exemplo por
fiEnmy .. o uy, vy w.).  Mas as atencdes de
Boltzmann estavam voltadas para o equilibrio térmico,
portanto, ele estava principalmente interessado no com-
portamento do gés que deixa a funcao f invariavel no
tempo. Assim ele estabelece como representacao da
condigao de equilibrio a situagao em que

’

f1(§/177ll1 N 'C;—hu/lavll c 'wr) =
f({l,nl...(r_l,ul,vl...wr). (17)

Na seqiiéncia do seu raciocinio, ele se detém na
analise da colisao entre moléculas de gases de dois ti-
pos diferentes, que ele caracteriza de G e G*. Ele as-
sume que num dado instante de tempo ¢ o nimero de
moléculas do gas G, que se encontram num dado ele-
mento de volume, anteriormente caracterizado, é

dN = f((pl,(pg,...)dfldnl ...dlU,«7 (18)

onde 1 é funcdo de (&1,m1...w,), w2 é funcdo de
(&1,m1 ... w,) e assim por diante.
Da mesma forma o nimero de moléculas do gas G*
pode ser escrito como
AN™ = f* (1,3, )d&rdny, .. dwy. (19)

Em cada um dos casos a fungao de distribuicao é
escrita respectivamente como

f=Ae ¥ (20)
fr=Are e (21)

autor no cabecalho

onde A, A* e h sdo constantes e ¢ representa a soma
das energias cinéticas das moléculas.

Assim, o numero de moléculas nos limites A do gés
G pode ser reescrita como

dN = Ae~"d¢ dn, ... dp_ydurdvy ... dw,,  (22)
onde:
_ N
o [ [ eheddn .. dw,”

Boltzmann chega entao ao ponto crucial da sua ge-
neralizagao, momento em que ele incorpora a funcgao
potencial.

A (23)

Né6s agora queremos olhar para a con-
seqiiéncia mais importante da distribuicao
encontrada. Se nés representamos a fungao
forca entre os atomos das moléculas, desde
que a mesma nao se choque com uma ou-
tra, por x e as massas dos atomos por
mi,Ma, ... M, suas respectivas velocidades

por c1,ca, ..., Cpr, entao
s mic?  mach my.c?
=X 5 5 T
portanto, a férmula 21 [aqui indicada na
Eq. (22)] fica
m C2 m C2
AN = Ae—h(x+ |
dgld’lh . d’LUT.
[5, p. 256]

Com esta expressao Boltzmann nos mostra que a
probabilidade dos diferentes estados de uma molécula
nao depende unicamente da natureza das outras
moléculas, com as quais aquela primeira interage, mas
também da temperatura e da constante h.

Em seguida ele conclui indicando-nos o caminho
para se calcular o valor médio de qualquer funcao das
coordenadas e velocidades das moléculas.

Por meio da férmula 23 [expressao para dN
na ultima citagdo apresentadal, nés imedia-
tamente podemos encontrar o valor médio
de cada uma das fungoes das coordenadas e
velocidades dos atomos de nossas moléculas
através do simples ajuste; seja X uma tal
funcdo, X seu valor médio, assim,

- 1
X=— [ XdN
] xan.

onde a integragao é feita sobre todos os valo-
res possiveis das varidveis contidas em dN.
[5, p. 256]

Como exemplo de utilizagdo do cdlculo do valor
médio, Boltzmann calcula a energia cinética média de
um atomo.
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Para a energia cinética média de um atomo,
por exemplo o primeiro, nés encontramos
através do calculo da integracao

mp 5 1 m

1y
—Ccl = = = —.
2 17N 2 2h

5, p. 257]

Em uma notacao moderna % é igual a %KT7 onde
T é a temperatura absoluta e K é a constante de Boltz-
mann.

Logo em seguida Boltzmann observa que a energia
cinética média é a mesma para todos os atomos, sendo
considerada como medida da temperatura dos mesmos.

A energia cinética média é a mesma para
todos os dtomos das moléculas em mitua
interagao. Nés chamamos o estado térmico,
que muitos dtomos assumem na interagao,
o estado de mesma temperatura; com
a mesma temperatura a energia cinética
média de cada dtomo é a mesma; ela pode
ser considerada a medida da temperatura.
[5, p. 257]

Neste sentido, o equilibrio termodinamico fica caracte-
rizado a partir da igualdade de temperatura.

A probabilidade, concebida como a fracdo de tempo
durante a qual o sistema permanece num dado estado,
aparece de maneira bastante explicita logo no inicio de
um outro artigo também publicado em 1871. Trata-
se de Demonstracio Analitica da 2% lei da Teo-
ria Mecanica do Calor a partir do Teorema sobre o
FEquilibrio da For¢a Viva [4]. Nele Boltzmann afirma:

Deixemos as condigbes exteriores (de tem-
peratura e da forga externa atuante), sob
as quais o corpo se encontra permanecerem
imutdveis durante um tempo T bastante
longo, de forma que nés designaremos por 7,
cada fracao de T durante a qual x1,y; - . . 2,;
u1, V1 ... W, estao simultaneamente contidos
na fronteira

(A) x1 e z1+dx,;1 e
y1+dy; ... w,. e w4 dw,.

A proporgao 7 ¢ por mim definida como

o tempo segundo o qual, em média, o
estado dos corpos permanecem encerrados
nas fronteiras de (A). [4, p.288]

E explicita nesta passagem de Boltzmann a caracte-
rizacao do estado dos corpos em funcao dos limites das
coordenadas dos dtomos, que sdo por sua vez caracte-
rizados em termos de probabilidades.

Na seqiiéncia da citagao acima, ele formaliza sua
defini¢ao de probabilidade como a fracao de tempo 7,
durante a qual r d4tomos em uma molécula tem coor-
denadas de posigao nos intervalos 1 e x1 4+ dx1, y1 €

y1+dyi ...z e z.+dz. com as componentes de veloci-
dade entre uy e uy +duq, v1 € v1+dvy .. ., Wy € wy+dw,,
ele diz:

Eu tenho encontrado em um tratado ante-
rior, utilizando uma hipétese bem segura,
que esta propor¢ao [a fracdo de tempo %],
no caso onde os corpos estao em contato
com um numero infinito de moléculas de um
gas, tem o seguinte valor

e"“"dmldyl ...dziduy ... dw,

dt =
[ ... [edaidy ... dzdu, ... dw,

» (24)

onde nés temos

2
o =x+ 2%. 4, p. 288-289]

Vé-se, portanto, que a fungao de probabilidades pre-
sente na distribuicao de velocidades de Maxwell, uti-
lizada aqui em sua versao mais geral, é agora utilizada
como recurso heuristico, nao unicamente para caracte-
rizar a fracao do numero total de moléculas que, num
dado instante, tém velocidades num dado elemento de
volume (probabilidade concebida como média no en-
semble de particulas), mas também para determinar a
fragdo de tempo segundo a qual o sistema permanece,
em média, em um dado estado.

Em Demonstracao Analitica da 2° lei da Teoria
Mecédnica do Calor a partir dos Teoremas sobre o
Equilibrio da For¢a Viva [4], ao definir esta fracdo de
tempo (), cuja derivacao formal ele remete a um ar-
tigo anterior (ele se refere a Algumas Consideragies Ge-
rais Sobre o Equilibrio Térmico [6]), Boltzmann pdde
relacionar formalmente a evolugao do sistema no tempo
com os limites do movimento das particulas no espago.

A estratégia foi associar as mudancas de estado as
colisoes entre as moléculas. Seu ponto de partida foi ca-
racterizar o estado, a partir da consideragao do ntimero
de atomos cujas coordenadas de posigao e velocidade
estao compreendidas em determinados limites. Em se-
guida ele escreve o nimero de particulas que entram em
um dado estado em funcao das coordenadas de estado
de onde elas saem. A idéia aqui é trabalhar sobre os vo-
lumes no espago, pois cada estado é representado pelos
limites de suas respectivas coordenadas. Para caracte-
rizar a evolugao dos estados no tempo ele busca estabe-
lecer uma equivaléncia entre os volumes infinitesimais
do espaco. Neste momento, a hipdtese fundamental de
Boltzmann é a de que o numero de particulas que en-
tram no estado é igual ao numero daquelas que saem
do mesmo estado, ou seja, a freqiiéncia das entradas
e das saldas num mesmo estado sao iguais. Com isso
ele pretende justificar a equiprobabilidade dos estados,
isto é, que a fungao que dé a fracao de tempo segundo
a qual as particulas permanecem em um estado é a
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mesma para todos os estados, dependendo unicamente
da energia (), como nos indica sua expressao para dt.

Nés assumiremos que as colisdes sao tao
frequentes que, no momento em que ter-
mina uma colisao, uma outra se produz
novamente.(...) Segundo esta suposigdo o
numero de colisdes para as quais as variaveis
estao nas fronteiras (E) é igual ao niimero de
colisoes para as quais as varidveis estao nas
fronteiras iniciais. O primeiro nimero é a
frequéncia com que as varidveis entram nes-
tas fronteiras, e o tltimo é a freqtiéncia com
que elas saem, visto que depois nds supo-
mos, o nimero de entradas e de saidas por
causa do movimento dos dtomos dos corpos
sem colisao entre as moléculas é negligen-
ciado. [4, p. 289-290]

Em seguida, Boltzmann mostra que a funcio e %
satisfaz a condigao de igualdade de frequéncias de en-
trada e saida dos estados, a partir da qual ele impoem
a equiprobabilidade dos diversos estados.

Portanto, as probabilidades aparecem agora como
uma nova representagao da evolugao do sistema, dadas
em funcao das coordenadas de posicao e velocidades
de cada particula. E como suporte dessa nova repre-
sentacao que o “espaco de fase” encontra seu lugar,
como o espacgo de todos 0s estados acessiveis ao sistema
estudado.

5. Uma abordagem a 22 lei baseada na
nocao de probabilidades de estado

Agora, de posse de novos recursos heuristicos, a funcdo
de distribuicdo e a nocgao de probabilidade de estado,
Boltzmann empreende uma nova tentativa de resolucao
do problema da irreversibilidade presente na 2% lei da
termodindmica. Desta vez ele o faz utilizando uma
nova concepgao de estado, construida a partir dos re-
sultados obtidos em torno da generalizagao da funcao
de distribuicao de velocidades moleculares de Maxwell.
Desta forma ele vai buscar fazer a distingao entre ca-
lor e trabalho, o que nao tinha sido possivel anterior-
mente, quando o sistema era descrito diretamente por
suas varidveis atomicas.

Da mesma forma que em 1866, ele parte da definigao
de temperatura como a média da energia cinética de um
atomo no tempo, que é suposta a mesma para todos os
dtomos. Em 1871 [5], como visto na sec¢ao anterior, ele
ja havia escrito a expressao para a média desta energia
cinética em fungao de h, como

2
moy_ [me 3
2 5 4= o (25)

onde m é massa de cada atomo e ¢ sua velocidade.

autor no cabecalho

Em conformidade com uma abordagem estatistica,
a idéia que se corporifica em Demonstracao Analitica da
2%lei da Teoria Mecanica do Calor a partir dos Teore-
mas sobre o Equilibrio da For¢a Viva [4] é a de tomar
a média sobre toda a distribuicao, portanto, sobre o
conjunto de r atomos. O valor médio para qualquer
fungdo X (X) do sistema é simplesmente a soma do
valor daquela fungao para cada elemento do espaco de
fase, multiplicado pela fracao de tempo que o sistema
permanece 14, ou seja,

X - / Xdt, (26)

onde dt é dado por:

e*h‘pdxldyl ...dziduy ... dw,

dt =
[ ... [edaidy ... dzdu, .. dw,’

(27)

sendo o numero de atomos do sistema.

A integral na Eq. (20) fica bastante simplificada
para aquelas funcgoes que dependem unicamente das
coordenadas de posigao ou velocidade, visto que os fato-
res que envolvem outras coordenadas se cancelam mu-
tuamente, ja que aparecem no numerador e no deno-
minador da expressdo. Portanto, a funcao forga (x),
que depende unicamente das coordenadas de posigao, é
omitida da integral para a energia cinética média de um
atomo (Eq. 25). Da mesma forma, as coordenadas de
velocidade, estando ausentes da funcgao forga, nao apa-
recem na expressao para o valor médio daquela fungao,
que é escrita como

X= / xdt (28)

onde dt’ é dado por

r e*hxdmldyl ... dz,
[ [eXdaydyy ... dz,

dt (29)

Assim é que a temperatura, energia cinética média
tomada sobre a distribuigao dos r dtomos, pode ser es-
crita como

mc? 3r
=12 -2
Z 2 2h (30)

Considerando agora as probabilidades das distri-
buicoes ele ataca novamente o problema da irreversi-
bilidade presente na entropia definida por Clausius.

Noés queremos agora proceder a prova de que
a diferencial do calor fornecido 6@, dividida
pela energia cinética média,

m —

T = 502,
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de um &atomo é sempre uma diferencial
exata, e o valor daquela diferencial é deter-
minado analiticamente. Em um artigo apre-
sentado a Academia em 1866, eu tenho ja
definido a quantidade cuja diferencial é %
para o caso de atomos movendo-se juntos
em trajetérias fechadas. Se as trajetérias
dos atomos nao sao fechadas, de qualquer
modo, é possivel encontrar casos especiais
para os quais, tanto quanto permitirmos
deixar a probabilidade das varias posicoes
atomicas indefinida, ‘%Q nao é uma diferen-
cial exata. Uma extensao exata da prova
para este caso € unicamente possivel através
da consideracao daquela probabilidade. [4,

p. 295]

Vemos, portanto, que Boltzmann considera a
existéncia de casos especiais nos quais a entropia (“a
quantidade cuja diferencial é %”) nao é uma dife-
rencial exata, ou seja, uma funcao dos parametros
gerais. No entanto, ele reconhece que uma deter-
minacao analitica da exatidao daquela diferencial sé
seria possivel introduzindo-se probabilidades, o que é
feito quando ele considera a “probabilidade das vdrias
posi¢coes” ao invés das posigoes em si mesmas.

Pode-se assim afirmar que as probabilidades, en-
quanto recurso heuristico, vao desempenhar aqui um
duplo papel:

1. Na descrigao do movimento dos atomos

O que lhe permitiu contornar a limitacao estabele-
cida pela periodicidade do movimento dos atomos, as-
sociada ao movimento reversivel e utilizada quando do
uso do seu método cinético de 1866.

2. Na vinculacao entre % e o movimento dos
atomos

O uso das probabilidades, que como vimos foram
construidas a partir da fungao de distribuigao, introduz
necessariamente em sua analise, como sublinha Daub
[11, p. 324], a funcao forga, o que o levou necessaria-
mente a tratar o problema proposto inicialmente por
Clausius, a saber, o do potencial mecanico.

Considerando a energia total (E) fornecida ao corpo
como a soma do trabalho necessario para aumentar a
energia cinética de cada atomo, mais o trabalho ne-
cessdrio ao deslocamento dos dtomos (x) ele escreve:

2
me
E = —_— . 31
D5 tx (31)
Desta forma a energia média fica sendo:
— mc?
ou seja,
—  3r
EF=—+YXx. 33
5, TX (33)

Como Boltzmann estd trabalhando no equilibrio ter-
modinamico, alteragoes infinitesimais na energia média
E, devidas a mudanca na distribuicdo, ndo afetam a
natureza do sistema. As alteragoes ocorrem através de
sucessivos estados de equilibrio, seja pela alteragao da
temperatura, que no caso significa alteracao da cons-
tante h, seja pela mudanca na energia potencial média
do sistema. Assim pode-se escrever

— 3r
E=0—+40x 4
5 62h + d%, (34)
ou seja,
— 3r .
ok = _W(Sh + 6%, (35)

onde § representa uma mudanga infinitesimal.

Representando o calor fornecido ao sistema em um
processo por § Q1Y diferenca entre a variacao de ener-
gia e o trabalho realizado sobre o sistema dx, podemos
escrever

, — 3 _
6Q:6E—y:—#6h+6y—6x. (36)

Portanto, o calor fornecido aos corpos é constituido

de trés partes, que nas palavras de Boltzmann sao:
A primeira, ) m202 representa o aumento
da forga viva [energia cinética] ou elevagao
da temperatura; a segunda, §, representa o
potencial de trabalho interno; e a terceira,
—dX, que se anula no momento em que a
funcao potencial de todas as forgcas atuan-
tes sobre os corpos nao mudam, representa
o calor empregado no potencial de trabalho
externo. [4, p. 306-307]

Reescrevendo a Eq. (36), tem-se que

[ oxe " do
[ e *do

B fe’hxdcr
[ewdo’

§Q = f?’—gah + 4]

o7 (37)

onde do é dxq,...dz,.

Como observado na nota de rodapé 15, a expressao
acima nao é uma diferencial exata, tendo em vista que
@ nao é uma funcao de estado. No entanto Boltz-
mann mostrou que dividindo esta expressao por T (que
é igual a %), noés obtemos uma diferencial exata de
uma funcao, que ele identificou como sendo a entropia
de Clausius.

Assim,
§Q _ roh %5[M] _
T~ n T3 e o
—hx
2h [ dxe da7 (38)
3 [eMdo

cuja integral,

160 sfmbolo ¢’ é usado aqui para representar uma diferencial inexata, visto que Q no é uma funcio de estado.
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2h [ xe~"xdo
Crlogh L I XC 790
rlogh+ 3 [eMXdo

gln(/ e~ "X do) + const. (39)

pode finalmente ser identificada com a entropia.

Desta forma Boltzmann obteve o contetido essencial
da segunda lei para processos reversiveis. Ele calcu-
lou ainda, explicitamente, a entropia para um gas mo-
noatémico ideal e para um modelo simples de um corpo
sélido. No primeiro caso ele chegou de fato ao resultado
conhecido da termodinamica. No segundo, ele mostrou
como a regra de Dulong-Petit poderia ser deduzida.

6. Conclusao

Ao longo deste trabalho foi possivel investigar alguns
instrumentos heuristicos utilizados por Boltzmann em
seu programa de pesquisa, desde os seus primeiros estu-
dos em teoria cinética dos gases, motivados pela ne-
cessidade de compreensao da irreversibilidade termo-
dindmica no quadro referencial da mecanica, até uma
abordagem dos fendmenos térmicos que caracteriza a
emergéncia de um programa mecanico-estatistico, ca-
racterizado pela adocao de determinados instrumentos
heuristicos especificos. Desta forma, Boltzmann esten-
deu e transformou o aparato conceitual e heuristico de-
senvolvido por seus predecessores em teoria cinética dos
gases, contribuindo assim, de forma significativa na im-
plantacao de um programa mecéanico-estatistico.

Fazendo uso da funcao de distribuicao de velocida-
des moleculares de Maxwell foi possivel a Boltzmann
construir, no interior do seu programa de pesquisa,
a transicao de uma “abordagem cinética”, de carater
mais propriamente mecanico e que caracterizou suas
primeiras tentativas de resolugao do problema da ir-
reversibilidade termodinamica, para uma “abordagem
estatistica”. Esta ultima caracterizada basicamente
pela utilizagao de novos elementos heuristicos tais como
a nocao de “ensemble estatistico” e o conceito de “pro-
babilidade de estado”.
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