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Resumo

Esta dissertagdo investiga o escoamento de Poiseuille estaciondrio e totalmente de-
senvolvido de um fluido newtoniano em dutos de secdo transversal semiparabdlica. O obje-
tivo principal € caracterizar a influéncia da geometria sobre o campo de velocidades, a vazao
volumétrica, o nimero de Poiseuille e a tensdo de cisalhamento na parede, bem como avaliar
a eficiéncia hidrdulica dessa geometria em comparagdo com secdes ndo circulares relacio-
nadas. Partindo das equacdes de Navier—Stokes sob as hipdteses de escoamento laminar,
incompressivel e unidirecional, o problema € reduzido a uma equacdo de Poisson sujeita a
condicdo de ndo deslizamento nas paredes. Inicialmente, a formulacdo é desenvolvida em
coordenadas cartesianas. Em seguida, para o caso particular da razdo de aspecto A = 1/2,
introduzem-se coordenadas parabdlicas que transformam o dominio semiparabdlico em um
triangulo retangulo isésceles no plano transformado, permitindo a obtencao de uma solucdo
analitica exata por meio da combinac¢do de uma solugdo particular com expansdes em séries
obtidas por separacdo de varidveis. Para pequenas razdes de aspecto, desenvolve-se uma ex-
pansdo assintética casada capaz de descrever a camada localizada na vizinhanga do canto de
angulo reto, fornecendo aproximacdes explicitas para a vazdo volumétrica e para o nimero
de Poiseuille. A andlise assintdtica recupera o limite Po — 140/9 quando A — 0. Para
A = 1/2, a solugdo exata fornece Po = 14,2508, enquanto a aproximagio assintética produz
Po = 14,3589, com erro inferior a 1%. A tensdo média de cisalhamento na parede para esse
caso é T = (,125891. Os resultados analiticos sdo validados por simula¢des numéricas de
alta ordem baseadas no método dos elementos finitos, apresentando excelente concordancia
com as solugdes exata e assintdtica. A andlise paramétrica mostra que o nimero de Poiseuille
apresenta comportamento suavemente ndo monotdnico, atingindo um minimo de aproxima-
damente Po = 14,2111 em A =~ 0,63. Além disso, os dutos semiparabdlicos apresentam
valores de nimero de Poiseuille e tensdo média de cisalhamento inferiores aos observados
em dutos quarto-elipticos de mesma razao de aspecto, indicando menor resisténcia hidrau-
lica. Os resultados obtidos ampliam o conjunto de solugdes analiticas disponiveis para esco-
amentos internos em geometrias ndo circulares e estabelecem o duto semiparabdlico como
um novo caso de referéncia para problemas governados pela equacdo de Poisson, incluindo

aplicacdes em mecanica dos fluidos, transferéncia de calor e tor¢ao de barras prismaticas.

Palavras-chave: escoamento de Poiseuille; duto semiparabdlico; coordenadas parabdlicas;
solucdo exata; métodos assintéticos; método dos elementos finitos; nimero de Poiseuille;

escoamentos internos; mecanica dos fluidos.
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Abstract

This dissertation investigates the steady, fully developed Poiseuille flow of a Newto-
nian fluid in ducts with a semi-parabolic cross-section. The main objective is to characterize
the influence of geometry on the velocity field, volumetric flow rate, Poiseuille number, and
wall shear stress, as well as to assess the hydraulic efficiency of this geometry in comparison
with related non-circular cross-sections. Starting from the Navier—Stokes equations under
the assumptions of laminar, incompressible, and unidirectional flow, the problem is reduced
to a Poisson equation subject to the no-slip condition at the walls. The formulation is first
developed in Cartesian coordinates. Then, for the particular aspect ratio A = 1/2, parabolic
coordinates are introduced to transform the semi-parabolic domain into an isosceles right tri-
angle in the transformed plane, allowing the derivation of an exact analytical solution through
the combination of a particular solution and series expansions obtained by separation of va-
riables. For small aspect ratios, a matched asymptotic expansion is developed to describe the
localized layer arising near the right-angle corner, yielding explicit approximations for the
volumetric flow rate and the Poiseuille number. The asymptotic analysis recovers the limit
Po — 140/9 as A — 0. For A = 1/2, the exact solution yields Po = 14.2508, whereas the
asymptotic approximation gives Po = 14.3589, with a relative error below 1%. The mean
wall shear stress for this case is 7 = 0.125891. The analytical results are validated through
high-order finite element simulations, showing excellent agreement with both the exact and
asymptotic solutions. The parametric analysis reveals that the Poiseuille number exhibits a
mildly non-monotonic behavior, reaching a minimum value of approximately Po = 14.2111
at A = 0.63. Furthermore, semi-parabolic ducts exhibit lower Poiseuille numbers and lower
mean wall shear stresses than quarter-elliptical ducts with the same aspect ratio, indicating
reduced hydraulic resistance. The results expand the catalog of analytical solutions avai-
lable for internal flows in non-circular geometries and establish the semi-parabolic duct as
a new benchmark configuration for problems governed by the Poisson equation, including

applications in fluid mechanics, heat transfer, and torsion of prismatic bars.

Keywords: Poiseuille flow; semi-parabolic duct; parabolic coordinates; exact solution;
asymptotic methods; finite element method; Poiseuille number; internal flows; fluid me-

chanics.
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Capitulo 1

Introducao

O escoamento de fluidos em dutos € um problema central na mecanica dos fluidos,
com aplicacdes em sistemas de ventilacdo e ar-condicionado [2], transporte de dgua, dleo
e gas [3, 4], escoamentos bioldgicos [, 6], trocadores de calor compactos [7] e dispositi-
vos microfluidicos [8]. Em muitos desses sistemas, o interesse principal nao estd apenas na
existéncia do escoamento, mas na forma como a geometria da secao transversal controla a
distribui¢do de velocidades, a vazdo volumétrica, a tensdo de cisalhamento nas paredes e a
resisténcia hidrdulica. Assim, mesmo no regime laminar, estaciondrio e totalmente desen-
volvido, em que as equagdes governantes se reduzem de forma significativa, a geometria

permanece como um ingrediente essencial do problema.

No caso do escoamento de Poiseuille de um fluido newtoniano incompressivel em um
duto retilineo, a hipdtese de escoamento unidirecional reduz as equagdes de Navier—Stokes
a uma equacdo de Poisson para a velocidade axial na se¢do transversal. A condi¢do de ndo
deslizamento nas paredes fecha o problema como uma condicdo de Dirichlet homogénea.
Essa formulag@o, embora simples em aparéncia, contém a dificuldade central dos escoamen-
tos internos em dutos ndo circulares: a solu¢do depende fortemente da geometria da secao.
Para sec¢des cléssicas, como o circulo, as placas paralelas, o retangulo e a elipse, hé solu-
coes analiticas ou resultados amplamente consolidados [9]. Para geometrias menos usuais,
entretanto, a obtenc@o de solugdes exatas exige uma combinagdo cuidadosa entre escolha
de coordenadas, constru¢do de solugdes particulares, separacdo de varidveis e, em alguns

regimes, métodos assintoticos.

A importancia desse problema vai além da mecanica dos fluidos. A mesma equa-
cdo de Poisson com termo fonte constante e condi¢do de Dirichlet homogénea aparece em
diferentes contextos da fisica matemdtica, como conducdo de calor com geragdo uniforme
[10], eletrostatica [[11], problemas de recarga em meios porosos [12] e tor¢dao de barras pris-
maticas [13]. Essa equivaléncia torna as solucdes exatas particularmente valiosas, pois um
resultado obtido para um escoamento viscoso pode ser reinterpretado, apds reescalonamento
adequado, em outros problemas governados pela mesma estrutura matemdatica. Uma dis-

cussao ampla dessas analogias ¢ apresentada por Bazant [[14]], que organiza problemas de



diferentes areas dentro de uma mesma estrutura matematica.

Historicamente, o desenvolvimento de solucdes exatas para escoamentos internos es-
teve associado a escolha de sistemas de coordenadas adaptados ao dominio. A secdo circular
conduz naturalmente a coordenadas polares, enquanto a secao eliptica pode ser tratada por
coordenadas elipticas. Esse principio também orienta estudos mais recentes em geometrias
semi-elipticas, quarto-elipticas, parabdlicas e em forma de lente. Quando as fronteiras do
dominio coincidem com curvas coordenadas ou podem ser transformadas em fronteiras sim-
ples, a equacdo governante se torna mais acessivel a métodos analiticos. Por outro lado,
pequenas alteracdes geométricas podem destruir a separabilidade direta e exigir estratégias

complementares.

Entre as geometrias ndo circulares (Figura[I.1)), as familias elipticas foram exploradas
de forma relativamente ampla. Desde o trabalho de Alassar e Abushoshah [15], houve um
crescimento significativo de estudos sobre dutos semi-elipticos e geometrias relacionadas.
Wang [16]] obteve solug¢des para escoamentos viscosos em dutos semi-elipticos, enquanto Lo-
pes e Siqueira [[17] analisaram escoamentos de Couette—Poiseuille em canais semi-elipticos.
Kundu e Sarkar [18]] estudaram o escoamento de Poiseuille em anéis semi-elipticos, e Ba-
celar et al. [I]] trataram o caso quarto-eliptico. Resultados associados a transferéncia de
calor em se¢des semi-elipticas também foram desenvolvidos por Wang [19]], Alassar [20],
Sarkar ¢ Kundu [21] € Su et al. [22]. Esses estudos fornecem referéncias importantes para
avaliar novas geometrias, pois permitem comparar vazao, nimero de Poiseuille, tensdo de

cisalhamento e distribui¢do de velocidades em familias préximas.

(W

Figura 1.1: Representacdo de dutos com se¢des ndo circulares

As geometrias parabolicas, por sua vez, formam uma familia menos explorada. Con-
tornos parabdlicos aparecem em aplicagdes ligadas a canais de radiadores [23]], escoamentos
gradualmente variados em canais abertos [24] e hidrdulica rotativa em canais parabdlicos
[25]. Do ponto de vista analitico, o interesse por essas geometrias remonta ao estudo de
Proudman [26] sobre escoamentos viscosos em canais e a formulagdes posteriores em co-
ordenadas parabdlicas para dominios delimitados por arcos parabdlicos [27]. Mais recente-
mente, solucdes exatas foram obtidas para dutos em forma de segmento parabdlico e lente

parabdlica [28]]. Ainda assim, o catdlogo de solu¢Ges para dominios parabdlicos permanece
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reduzido quando comparado ao caso eliptico.

A secdo semiparabdlica considerada nesta dissertacdo se insere nesse cendrio. Ela
combina uma parede curva parabdlica com duas paredes retas que se encontram em um
canto de angulo reto, criando uma geometria simples do ponto de vista construtivo, mas su-
ficientemente rica para revelar efeitos geométricos relevantes no escoamento. Além disso,
essa geometria permite uma comparacao natural com o duto quarto-eliptico, ja que ambas as
secdes possuem duas paredes retas e uma parede curva, diferindo principalmente na distri-

buic¢ao de curvatura ao longo da fronteira.

Nesta dissertagcdo, considera-se o escoamento de Poiseuille estaciondrio e totalmente
desenvolvido em um duto de secdo semiparabdlica. O problema € inicialmente formulado
em coordenadas cartesianas, nas quais a fronteira superior € descrita por uma pardbola. Em
um caso particular da razao de aspecto, introduzem-se coordenadas parabdlicas que transfor-
mam o dominio fisico curvilineo em um dominio triangular no plano transformado. Nessa
formulacdo, a equagdo de Poisson ndo deixa de ser uma equagdo de Poisson, mas assume
uma forma mais conveniente, com o termo fonte determinado pelo fator métrico do sistema
de coordenadas. Essa transformacdo permite construir uma solugdo exata por meio da soma

de uma solugdo particular com séries obtidas por separacao de varidveis.

Além da solugdo exata nesse caso particular, o trabalho também considera o limite de
pequenas razdes de aspecto. Nesse regime, a se¢do transversal torna-se esbelta e a solugdo
regular externa ndo satisfaz, em primeira aproximacao, a condi¢do de nao deslizamento na
parede vertical. Surge, entdo, uma camada localizada proxima ao canto de angulo reto. Para
descrever esse efeito, emprega-se uma expansao assintdtica casada, composta por uma solu-
cdo externa valida longe do canto e uma solugdo interna vdlida na vizinhanga do canto. Esse
tipo de construgdo € tipico de problemas de perturbagdo singular em dominios esbeltos [29]

e fornece aproximagdes explicitas para a vazdo volumétrica e para o nimero de Poiseuille.

A abordagem analitica e assintdtica € complementada por simula¢des numéricas ba-
seadas no método dos elementos finitos. Essas simulagdes permitem validar a solugdo exata
no caso particular, verificar a precisao das aproximacdes assintéticas e obter resultados para
razdes de aspecto fora dos limites em que as expressdes fechadas sdo diretamente dispo-
niveis. O método dos elementos finitos € uma ferramenta consolidada para problemas de
escoamentos internos e transferéncia de calor em dutos [30], e sua implementac¢ao em plata-
formas como o FreeFem++ permite avaliar a vazao e outras grandezas hidraulicas em geo-
metrias ndo triviais [31]. Dessa forma, a dissertacdo combina trés niveis de descricdo: uma
solucdo exata em coordenadas parabdlicas, uma solug@o assintética para se¢des achatadas e

uma solug@o numérica para a familia de geometrias semiparabdlicas.

O objetivo geral deste trabalho € caracterizar o escoamento de Poiseuille em dutos se-
miparabdlicos, destacando a influéncia da geometria sobre a vazao, o nimero de Poiseuille,
a distribuic@o de velocidades e a tensdo de cisalhamento nas paredes. Como objetivos espe-

cificos, busca-se formular o problema em coordenadas cartesianas e parabdlicas, obter uma



solucdo exata para um caso particular da razdo de aspecto, desenvolver uma expansao assin-
tética casada para o limite de se¢des esbeltas, validar os resultados por meio de simulacdes
numéricas de alta ordem e comparar a eficiéncia hidrdulica da se¢ao semiparabdlica com a

de geometrias proximas disponiveis na literatura, em especial o duto quarto-eliptico.

A principal contribuicdo da dissertacdo € mostrar que a se¢do semiparabdlica ofe-
rece um novo caso de referéncia para escoamentos internos em dutos ndo circulares. Além
de fornecer expressdes para grandezas hidrdulicas relevantes, o trabalho evidencia como a
combinacgdo entre geometria, coordenadas curvilineas, métodos assintéticos e simulagdo nu-
mérica pode produzir uma descri¢do coerente do problema. Os resultados também reforcam
a utilidade de solugdes exatas e assintdticas como ferramentas de validagdo para métodos
computacionais € como pontos de comparagcdo para estudos futuros em transferéncia de
calor, escoamentos ndo newtonianos, efeitos de deslizamento e otimizacdo geométrica de

dutos.

Os resultados desta dissertagdo estdo associados ao artigo Poiseuille flow through
a semi-parabolic duct| [32], publicado na revista Mechanics Research Communications. O
trabalho foi desenvolvido por Rodrigo Gomes de Souza, autor desta dissertacdo, em colabo-
racdo com o Prof. André von Borries Lopes, Vinicius Coutinho Silva e Guilherme Pinheiro
Tavares, da Universidade de Brasilia, e com Prof. Rajai Samih Mousa Alassar, da King Fahd
University of Petroleum & Minerals. Nesta dissertacdo, esses resultados sdo apresentados
de forma expandida, com maior detalhamento da formulagdo, da solucdo exata, da andlise

assintética e da validacdo numérica.

1.1 Estrutura da dissertacao

Esta dissertagdo estd organizada em sete capitulos. O formula o problema
em coordenadas cartesianas, define a geometria semiparabdlica, apresenta a equagdo go-
vernante, as condi¢des de contorno e as grandezas hidrdulicas de interesse. O
desenvolve a solucdo exata para um caso particular da razdo de aspecto, utilizando coor-
denadas parabdlicas para transformar o dominio fisico em um dominio triangular e aplicar
separacdo de varidveis. O apresenta a solucédo assintética por métodos de per-
turbagdo para pequenas razdes de aspecto, incluindo a construcdo da expansdo casada que
descreve a camada préxima ao canto de dngulo reto. O [Capitulo 5|descreve a solugdo numé-
rica pelo método dos elementos finitos e compara os resultados numéricos com as solucdes
analitica e assintética. O apresenta os principais resultados obtidos, integrando a

solugdo exata do[Capitulo 3] a aproximagio assintética do e os resultados numé-

ricos obtidos no [Capitulo 5 Por fim, o|Capitulo 7|retine as principais conclusdes, destaca as
contribui¢des do trabalho e indica possiveis extensoes.


https://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2026.104700
https://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2026.104700

Capitulo 2
Formulacao

Este capitulo apresenta a formulagcao do problema: o escoamento de Poiseuille, im-
pulsionado por um gradiente de pressdo constante, em um duto de secdo semiparabolica.
Definimos a geometria, as hipéteses e as condi¢des de contorno, introduzimos a adimensio-
nalizacdo e fixamos os pardmetros de interesse que serdo utilizados nas andlises subsequen-

tes.

2.1 Equacoes governantes e condicoes de contorno

Considere o escoamento de Poiseuille, laminar, permanente e totalmente desenvol-
vido, de um fluido newtoniano incompressivel de viscosidade 1, em um duto infinitamente
longo cuja secdo transversal € semiparabdlica, como mostrado na Fig. A secdo ocupa o

primeiro quadrante, sendo limitada pelos eixos x = 0 e y = 0 e pelo arco parabdlico

2
()]
de modo que a altura méxima é AL e o comprimento na dire¢do x € L, com )\ adimensional.
O parametro adimensional A representa a razdo de aspecto da secdo transversal, sendo defi-
nido como a razdo entre a altura maxima do duto e o comprimento caracteristico L. Assim,
valores pequenos de A correspondem a se¢des achatadas, enquanto valores maiores indicam
secOes mais altas. Ao longo deste trabalho, A serd utilizado como principal parametro geo-

métrico para caracterizar a familia de dutos semiparabdlicos. O escoamento € induzido por

um gradiente de pressdo uniforme G = — dp/dz > 0 ao longo do eixo axial z.

Supomos que o escoamento € laminar, permanente, unidirecional e totalmente desen-
volvido, com gravidade e demais forcas de corpo despreziveis. Nessas condicdes, a veloci-

dade possui apenas componente axial e depende somente das coordenadas transversais,

uw=(0,0, w(zy)). @2.1)



< L >!

Figura 2.1: Geometria do problema.

A equagdo da continuidade para fluido incompressivel,

V. -u=0,

(2.2)

¢ automaticamente satisfeita. As equacdes de Navier—Stokes (onde p representa a densidade

do fluido e y sua viscosidade dinamica),
p(u-V)u=—-Vp+uViu,

reduzem-se, componente a componente, a

Op
i
dp
oy

Pw  Pw

0=-2L gw, gw)
0z TH <8:1:2 * 8y2)
Das Eqgs. (2.4) e (2.5), conclui-se que a pressdo nio depende de = nem de y, isto &,
p=p(2).
Logo, a Eq. (2.6) torna-se

Pu w1 dp
0x2  0y?  pdz

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

Como o lado esquerdo depende apenas de (z, y), conclui-se que dp/dz é constante. Como o

escoamento ocorre no sentido positivo do eixo z, a pressao diminui ao longo dessa direcao.

Consequentemente,

dp
— < 0.
dz



Por conveniéncia, define-se a quantidade positiva

d
G=-L~y, (2.9)
dz
que representa a magnitude do gradiente de pressdo responsdvel por impulsionar o escoa-
mento. Entdo, as expressdes subsequentes podem ser escritas utilizando apenas grandezas

positivas. Dessa forma, obtemos a equagdo de Poisson para o perfil axial,

0w 3210_ G

— t = =—— 2.10
Ox? * oy? 1 (2.10)
As condi¢des de ndo deslizamento nas trés fronteiras da se¢do semiparabdlica sao
w (0,y) =0, (2.11)
w(x,0) =0, (2.12)

w (:c AL {1 _ (%)QD —0. 2.13)

2.2 Adimensionalizacao

Para adimensionalizar o problema, tomamos L como comprimento caracteristico e

G L?*/ i como velocidade caracteristica:

/ w

T r_ Y
e T e e (2.14)
Como 62 G 82 ! 82 G 82 !
gu_=gw 222 (2.15)
ox?  u Ox' ay?  p oy
a equacdo governante (2.8) torna-se
62 ! 62 !
gw.,ow g (2.16)

' oy’ 2

Abandonando as primas para nio sobrecarregar a notagdo, obtemos a equacao de Poisson
que governa o escoamento,
Viw = —1, (2.17)

no dominio
Q:{(x,y):0§x§1,0§y§)\(1—x2)}. (2.18)



As condicdes de ndo deslizamento nas trés paredes escrevem-se como

w (0,y) =0, (2.19)
w (z,0) =0, (2.20)
w (2, A (1—2%)) =0. (2.21)

2.3 Parametros de interesse

As grandezas geométricas adimensionais decorrem diretamente da defini¢do do do-

minio. A area é

1
A:/ A1 —2?) dz = ? (2.22)
0

O perimetro molhado resulta da soma da base 0 < x < 1, da parede lateral 0 < y < A em
x = 0 e do arco parabélico y = A (1 — z?):

1 d 2
P:1+/\+/ 1+{—)\(1—x2)] dz
0 dx

1 h (2
:1+/\+§\/1+4/\2+%)\()\). (2.23)

A vazdo adimensional é

o= [[waa= [ /0*<1‘“>w<x,y> ay de. 020

Com essas defini¢des, o nimero de Poiseuille Po, conforme Shah e London [9]], escreve-se,

de forma inteiramente adimensional, como

s
- 520

Po (2.25)
O numero de Poiseuille € uma medida adimensional da resisténcia hidraulica oferecida pela
secdo transversal ao escoamento. Para uma vazdo prescrita, valores maiores de Po indi-
cam maior perda de carga por atrito, enquanto valores menores correspondem a geometrias
hidraulicamente mais eficientes. Por esse motivo, o nimero de Poiseuille € amplamente uti-
lizado como parametro de comparacao entre diferentes se¢des transversais em problemas de

escoamento interno.



Capitulo 3
Solucao Exata

Neste capitulo, derivamos uma solucdo em série para o escoamento de Poiseuille
em um duto semiparabdlico no caso A = % Introduzimos coordenadas parabdlicas que
mapeiam o dominio fisico em um tridngulo no plano (o, 7). A solugdo é construida pela
decomposicao em uma parte particular e uma parte harmonica. Esta tltima € estendida para
um dominio quadrangular por reflexdo impar, permitindo o uso da separacdo de varidveis.
Em seguida, calculamos a vazao volumétrica e, a partir das grandezas geométricas, 0 nimero

de Poiseuille.

3.1 Coordenadas parabdlicas

Empregamos coordenadas parabdlicas bidimensionais (o, 7), um sistema curvilineo
ortogonal cujas linhas coordenadas formam duas familias de pardbolas confocais com foco

na origem, abrindo em sentidos opostos. O mapeamento para as coordenadas cartesianas

(z,y) ¢ X
rT=0T, y:§(7'2—02), 3.1

em que —o00 < 0 < oo e () < 7 < oco. Eliminando um dos parametros, verifica-se que

0 = 0y €T = Ty geram, respectivamente,

IQ O‘g CUQ 7_02
_ 0 _ T T 32
7 R A A = (32)

Assim, fronteiras parabdlicas do dominio podem ser alinhadas com linhas coordenadas, o
que facilita a imposicdo das condi¢des de contorno e o uso da separacdo de varidveis, con-
forme descrito em textos classicos de métodos matematicos, como Arfken, Weber e Har-
ris [133]].

A Figura[3.1]exibe as linhas coordenadas (o, 7). As curvas o = constante, em azul, e

T = constante, em vermelho, sdo parabolas confocais.



Figura 3.1: Linhas coordenadas parabdlicas: em azul, curvas o = constante, e em vermelho,
curvas T = constante.

A partir de
r(o,7)= (m’, % (r* - 02)) : (3.3)
segue que
or or or Or
%_(77_0)7 5_(077—)7 %5_07 (3.4)

Os vetores Jr/do e Or/0T sdo tangentes as curvas coordenadas ¢ = constante e
T = constante, respectivamente. Como o produto escalar entre eles é nulo, conclui-se que
o sistema de coordenadas parabdlicas € ortogonal. Os fatores de escala sdo definidos pelos

mobdulos desses vetores tangentes,

de modo que

he = hy = Vo2 + 72 (3.5

Consequentemente, o jacobiano da transformacao é

J = hoh, = 0 + 72, (3.6)

e o elemento diferencial de area assume a forma

dA = Jdodr = (0% + 7%) do dr. (3.7)

O Laplaciano, escrito em coordenadas ortogonais, ¢ dado por

oL [0 (DY, 0 (ki
v "~ hoh, {80 he 0o +07‘ h, ot )| (3-8)

10



Como h, = h., a expressdo anterior simplifica-se para

1 9?0
Vie o (602 + 372> _ (3.9)

Aplicando (3.9) a forma adimensional da equacéo de Poisson do escoamento de Poi-
seuille, dada por (2.17)), obtemos

0 o

5z T gE = (® +77). (3.10)

Essa forma € particularmente conveniente em dominios limitados por pardbolas confocais,
como ilustrado em aplicacdes recentes a dutos segmento-parabdlicos e lentes paraboli-
cas [28]].

3.2 Mapeamento do dominio

Para A = :, mostraremos que o dominio €2, descrito em (2.18), é mapeado, em

coordenadas parabdlicas (o, 7), no tridngulo retdngulo is6sceles

I'={(o,7):0< o <7<1}. (3.11)

De fato, como o dominio fisico estd no semiplano y > 0, a parte relevante da fronteira
x = 0 é dada por 0 = 0. Nessa reta, (3.1]) reduz-se a

1
o =0, z =0, y:§¢2, (3.12)

1
eosegmento 0 <y < 5 corresponde a0 < 7 < 1.

Da condigdo y = 0 e de (3.1)), segue
™ —0?=0, T=lo| (7>0). (3.13)

Além disso, como x = o7 > 0 no dominio fisico e 7 > 0, concluimos que o > 0. Assim,

sobre a base y = 0 no primeiro quadrante, vale simplesmente
T =0, T =07, 0<o< 1. (3.14)
Por fim, na pardbola y = 1 (1 — ), substituindo (3-1), obtemos

% (7 —0?) = = (1-o*?), (3.15)

N | —

11



isto €,
(1-7%) (14¢%) =0. (3.16)

Como 1 + 02 > 0, segue necessariamente que
T=1, T =0, 0<o<1. 3.17)

Portanto, as restricoes do dominio fisico no primeiro quadrante traduzem-se no dominio

descrito em (3.T1).
As condi¢des fisicas de ndo deslizamento descritas em (2.19)), (2.20) e (2.21)) tornam-

se
w (0,7) =0, (3.18)
w(r,7) =0, (3.19)
e
w(o,1) =0, (3.20)
parad <7<1e0 <o <1
Yy T
A
T 1
1
2
1 T v > O
I 1 i I 1 i
(a) (b)

Figura 3.2: Relagdo biunivoca entre o dominio semiparabdlico no plano cartesiano (z,y) e
o tridngulo retdngulo isésceles em coordenadas parabdlicas (o, 7), com fronteiras e regides
correspondentes indicadas pelas mesmas cores.

A Figura mostra o dominio semiparabdlico no plano fisico (x,y) e o tridngulo

correspondente no plano (o, 7), com fronteiras e regides sombreadas em cores correspon-

dentes para evidenciar a relacdo biunivoca entre as duas representacoes.

12



3.3 Solucao

Nesta secao, apresentamos a solucdo do problema de Dirichlet descrito pela equacao

de Poisson (3.10) e pelas condigdes de contorno (3.18)), (3.19) e (3.20).

Primeiramente, note que

2
v2 (—y—) T (3.21)

Portanto, —y?/2 é uma solugdo particular da equagdo de Poisson (2.17). Em coordenadas

parabdlicas (o, 7), usando (3.1)), obtemos

vyt (r* - 02)2_ (3.22)

Assim, propomos

w = —% (12— o®)* + W, (3.23)

em que W satisfaz a equacdo de Laplace no triangulo (3.11]),

O*W O*W

oo T =0 (3.24)

As condi¢oes homogéneas de Dirichlet em (3.18)), (3.19) e (3.20) tornam-se

W (0,7) = %74, (3.25)
W(r,7)=0, (3.26)

© 1
Wio.1) =g (1~ a?)?. (3.27)

Nao é possivel aplicar separacdo de varidveis diretamente em I'. No entanto, por
reflexdo impar através da diagonal ¢ = 7, que se torna uma linha nodal, o problema em
I' pode ser convertido em um problema de Dirichlet equivalente no quadrado 0 < o < 1
e 0 < 7 < 1. Assim, resolver (3.24)—(3.27) no tridngulo (3.11) é equivalente a resolver a

equacdo de Laplace (3.24) no quadrado, sujeita as condi¢des de contorno

W(0,7)= éf“, (3.28)

1 2
W(a,l):§(1—a) , (3.29)
W (0,0) = —%04, (3.30)

2

W(1,r)=—é(1—72) . (3.31)

13



A partir desse ponto, podemos adotar estratégias usuais para a solucdo do problema.

Pela linearidade da equacdo de Laplace, escrevemos W como a soma de quatro solucdes
harmonicas,

W =Wys+Wp+ We+ Wh, (3.32)

escolhidas de modo que cada parcela carregue dados nao homogéneos em apenas uma aresta
e permanega nula nas demais. Dessa forma, a superposi¢do (3.32) recupera as condi¢des
(3.28)—(3.31). Definimos, entdo, W4, Wy, W e W pelos quatro problemas a seguir.

O subproblema W4 € dado por

a;ng + a;ZA =0, (3.33)
WA (0,7) =0, (3.34)
Wa(l,7) =0, (3.35)
Wy (0,0) = —é04, (3.36)
Wa(o,1) =0. (3.37)
O subproblema W é dado por
8;323 + 8;‘;? =0, (3.38)
Wz (0,7) =0, (3.39)
Wg(1,7) =0, (3.40)
W (0,0) =0, (3.41)
W (0,1) = % (1-0%)°, (3.42)
O subproblema W € dado por
a;zvf + 8;?? =0, (3.43)
We (0,7) = %74, (3.44)
We (1,7) =0, (3.45)
We (0,0) = 0, (3.46)
We (0,1) = 0. (3.47)

14



O subproblema Wp, é dado por

8;3213 82174_;]3 =0, (3.48)
Wp (0,7) =0, (3.49)
Wp(1,7) = —é (1-72)7, (3.50)
Wp (a,0) =0, (3.51)

Wp (0,1) = 0. (3.52)

As solugdes de (3.33)—(3.32) sdo obtidas por separa¢do de varidveis e expansdo em
série de senos, como no tratamento padrdo do problema de Dirichlet em retangulos, ver, por

exemplo, Strauss [34]. Em particular, escrevemos

T) = ZA,L sen (nmo) senl;é:g((l _) T>>, (3.53)
R senh (nmT)

T) = Z B, sen (nmo) “senh (n7) (3.54)

Z Cy Senléezg p —9)) sen (nmT) , (3.55)

Z D, Ss:fh "nﬂ;f)) sen (n7r) . (3.56)

Os coeficientes sdo determinados pelas séries de senos dos dados de contorno. Pelas equa-

¢oes (3.36), (3.42)), (3.44) e (3.50), obtemos

!
A, = 2/ (——04) sen (nmo) do
0 8

(—=1)" (mtn* — 127°n2 4 24) — 24

47ond
12
- 5 I par,
1 n2m2
= I 19 48 ) (3.57)
—(1-— T ) n impar,
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1
1
B, = 2/ - (1- 02)2sen (nmo) do
0

8
a4 4nPn® 4+ 24 4 (—1)" (8n%n® — 24)
N 47ond
12
B 1 1+ W7 n par, (3 s
T dnmw 4 48 ) 38)
1-— s R g n impar,
'
C, = 2/ §7'4 sen (n77) dr = —A,, (3.59)
0
1 1 )
D, = 2/ <—§ (1-77) ) sen (nr7) dr = —B,, (3.60)
0

Finalmente, W ¢ recuperada por superposi¢do conforme (3.32). Usando (3.32) em
conjunto com (3.53)—([3.36) e as relagdes (3.39) e (3.60), obtemos

Wio,1)= Zl se%zmr) [sen (nmo) senh (nm (1 — 7)) — sen (nw7) senh (nm (1 — 0))]

oo

t Z Sen—f 7(1n7r) [sen (nmo) senh (n77) — sen (nm7) senh (n7o)], (3.61)

onde A, e B,, sdo dados por (3.57) e (3.58).

De (3.23) e (3.61)), obtemos a solugdo do escoamento de Poiseuille em um duto se-
miparabdlico para A = :

w(o,T) = —% (72 — 02)2

+ Z Sen}il?nﬂ') [sen (nmo) senh (nm (1 — 7)) — sen (n77) senh (n7w (1 — 0))]
+ Z —senfzmr) [sen (nmwo) senh (nw7) — sen (n77) senh (nwo)] . (3.62)

3.4 Vazao volumétrica
A vazido volumétrica, como visto no é dada por

1 1
Q= / / w(o,7) (0 + 2) dr do. (3.63)
0 o

Substituindo (3.62) em (3.63), permutamos soma e integral e integramos termo a
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termo. A contribui¢do polinomial é elementar e fornece —1/105. As integrais remanescen-
tes associadas as duas séries foram avaliadas e simplificadas simbolicamente no Wolfram
Mathematica 14.0 [35]]. Ao final, obtemos

71 1 <= tanh (nm) tanh (nm) = nm)
= — . (3.64
@ 20160 8w nz:l nd 87 Z 327T nz:l ( )

3.5 Numero de Poiseuille

O nimero de Poiseuille ¢ definido por (2.23). Para A\ = 1, substituindo em (2.22) e

(2.23), obtemos

A= (3.65)

1
3

arsenh (1)
2

:_+ f+ ln<1—|—\/_) (3.66)

11
P=1+5+5V2+

Além disso, a vazdo () é dada por (3.64)). Assim, de (2.23), resulta

Po ~ 14.2508. (3.67)

3.6 Convergéncia da série

Na expressao (3.64)), a vazao volumétrica () € escrita como uma série infinita. Na pra-
tica, essa série deve ser avaliada por truncamento. Denotamos por /V o nivel de truncamento,
isto €, o nimero de termos retidos na representagdo em série de (). A Tabela [3.1] mostra
a rdpida convergéncia do niimero de Poiseuille para A = % O valor limite foi calculado a
partir de (3.64), usando a expressdo (2.23). Observa-se que, com N = 16, o valor obtido ji
coincide com o valor limite quando arredondado a cinco casas decimais.

Tabela 3.1: Convergéncia do nimero de Poiseuille para A\ = % conforme o nivel de trunca-
mento N € dobrado.

N 1 2 4 8 16 o0
Po 14.17367 14.23935 14.24964 14.25071 14.25080 14.25080

3.7 Tensao média de cisalhamento na parede

Além da vazdo volumétrica e do nimero de Poiseuille, a solugdo exata permite cal-

cular a tensdo de cisalhamento na parede. Para um escoamento unidirecional, a tinica com-
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ponente ndo nula da tragdo viscosa na parede € a componente axial. Assim, definimos a

magnitude adimensional da tensdo de cisalhamento na parede por
Tw = —Vw-n >0, (3.68)
em que n é o vetor normal unitdrio exterior a fronteira da secdo. A tensao média de cisalha-

mento ao longo do perimetro molhado é

1 1
S Twds = —— Vw-nds. (3.69)
P Jsq P Jaq

ll

Em coordenadas parabdlicas (o, 7), tem-se

1 ow ow
Vw-n —— (8gng—l— 87”T) (3.70)

Para \ = %, a fronteira corresponde aos trés lados do tridngulo ) < o < 7 < 1,istoé, 0 = 0,
7 =1e 0 = 7. Usando o elemento de comprimento fisico nas coordenadas parabdlicas e os

vetores normais exteriores em cada lado, a expressao (3.69) reduz-se a soma de trés integrais

f—l{/la—w dT—/la—w
PlJ)y Oo|,_, o OT

Vriow  ow
[ (5-%)

Essa grandeza também pode ser obtida de forma direta, sem recorrer a série. Como a

unidimensionais:

do

=1

ds} . (3.71)

velocidade satisfaz V2w = —1, o teorema da divergéncia fornece
— Vw-nds:—//V%dA://MA:A. (3.72)
oQ Q Q
Portanto, A
=" 3.73
T=% (3.73)
Para \ = £, usando (3:63) e (3.66), obtemos
_ 2
T ~ (0.125891. (3.74)

T 3B+vV2+In(1+v2)]

A avaliacdo das trés contribui¢oes de fronteira em (3.71)), usando a solug¢do em série

(3.62)), fornece uma verificagio independente da expressao (3.73). Numericamente,

/%
o Oo

dr ~ 0.0615, (3.75)

o=0
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do ~ 0.1448, (3.76)

L ow
) #
[ Ge-5)
o \Or Oo
A soma dessas trés parcelas é igual a A = 1/3, dentro da precisdo numérica, recuperando a
relacdo (3.73).

ds = 0.1270. (3.77)

O=T=8

3.8 Analogias fisicas

Embora tenha sido obtida para o escoamento de Poiseuille, a solu¢do exata para
A= % tem alcance mais amplo. O ponto essencial é que w satisfaz um problema de Poisson
com termo fonte constante e condicao homogénea de Dirichlet. A mesma estrutura matema-
tica aparece em diferentes problemas da fisica matemética. Em particular, como discutido
por Bazant [[14], solu¢des de escoamentos unidirecionais podem ser reinterpretadas, apos
reescalonamento apropriado, em problemas de conducdo de calor, eletrostdtica, transporte
difusivo e tor¢do de barras prismaticas.

No caso da tor¢ao de Saint-Venant, a solu¢do aqui obtida pode ser interpretada como
a fun¢do de tensdo de Prandtl de uma barra prismatica com a mesma se¢ao semiparabodlica
(Apéndice[7). Assim, além de fornecer uma solugdo exata para um problema de mecanica
dos fluidos, o resultado também constitui uma solu¢do de referéncia para problemas analogos
em elasticidade.
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Capitulo 4

Solucao por Métodos de Perturbacao

No[Capitulo 3| obtivemos a solu¢do exata para o caso A = % Neste capitulo, conside-
ramos o regime A < 1 e derivamos aproximagdes assintéticas para o campo de velocidades

w (x,y) e para a vazdo volumétrica (). A andlise explora a separacdo natural do escoamento
em uma regido externa, na qual a variacdo longitudinal é suave, e uma camada localizada

junto a parede x = 0, na qual as variagdes em x € y ocorrem na mesma escala.

4.1 Analise assintotica

Assumimos A < 1 e introduzimos a variavel vertical esticada
Y
- < 4.1
=3 4.1)

A introducdo da varidvel esticada 7 permite descrever o dominio utilizando uma co-

ordenada vertical de ordem unitdria. Como a fronteira superior é dada por

Y= >\(]' - ‘7’2)7

segue que

0§77§1—x2.

Dessa forma, a dependéncia explicita de A é removida da descricdo geométrica do
dominio, o que facilita a constru¢c@o da expansdo assintética para A < 1. Na regido externa,
em que z = O (1), o dominio fica compreendido entre n = 0 e n = 1 — x2. O balango

dominante na equagio governante implica w = O (\?). Assim, escrevemos a expansao

w (z,m) = X [wo (z,1) + Nws (z,7) + O (X)]. 4.2)
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Como n = y/A, as derivadas em relagdo a coordenada fisica y podem ser reescritas
por meio da regra da cadeia. Em particular,

1
=17 _ = 4.3
oy Odyon Aon’ (4.3)
de onde resulta
07 1o
oy2  N2om?’
Além disso, , ) , ) )
o‘w 0w O*wy o [(07we 0wy 4
= N | —+ — A%, 4.4
8$2+8y2 8n2+ (an2+a$2>+0( ) (4.4)

Substituindo @.4) na equagdo de Poisson (2.17) e igualando poténcias de A, obtemos, na

ordem dominante,
(92'(1}0
on?
Das condi¢oes de contorno (2.20) e (2.21), segue que

=—1 4.5)

wo (z,0) =0, (4.6)
wo (2,1 —2%) =0. 4.7)
A solugdo de @.5)-(4.7) é
wo (x,m) = g (1 — 2 - 77) ) (4.8)
Na ordem seguinte, obtemos

8211}2 8211)0
= — =n. 4.9
on? oz 4.9)

As condi¢des de contorno correspondentes sao

wsy (x,0) =0, (4.10)
wy (2,1 —2*) =0. 4.11)

A solugdo de @.9)-E.11) é
wy () = 2 [ = (1-2%)°]. (4.12)

Assim, a aproximagdo externa, até O (\*), fica

(L=a? =2 2= (1=a?)| M40 (). @13

’LU(:L‘,?]): 6

N3
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A aproximacdo externa deixa de ser uniformemente vélida na vizinhanca de x = 0,
onde a condicdo de ndo deslizamento na parede vertical induz variacdes longitudinais na

mesma escala da altura do canal. Introduzimos, entdo, a varidvel esticada

£=7 (4.14)
mantendo 7 = y/\. Pela regra da cadeia,
0 10 0? 1 02
5= 3 pro perTs (4.15)
Buscamos uma expansao do tipo
wley) =MW Em+0(\), &= =% (4.16)

Na regido £ = O (1), a parede superior y = (1 — x?) escreve-se como 1 = 1 — \2¢2%
Portanto, na ordem dominante, o dominio torna-se a faixa semi-infinita 0 < n < 1, £ > 0.
Substituindo (4.16)) em (2.17) e usando (4.3)) e (4.13)), obtemos, na ordem dominante,

9*W, N 9*W,
0&? on?

——1, >0, O0<np<lL. 4.17)

As condi¢6es de contorno seguem de (2.19), (2.20) e (2.21). Na parede vertical x = 0, isto
€, =0,

Wo(0,7) =0, 0<n<L. (4.18)

Nabase y =0, isto é, n = 0,
Wo(€,0)=0,  &>0. (4.19)
Na parede superior y = A (1 — 22), isto €, 1 = 1 — A%£2, obtemos, na ordem dominante,
Wo(€,1)=0, &£>0. (4.20)

Resta impor a condi¢do de casamento com a expansdo externa quando & — oo. Como
r = A — 0, segue de (4.8) que

: . n
51520W0 (&m) :ilg(l)wo (z,n) = 5(1 —1)- (4.21)

Para resolver (4.17)), escrevemos

Wo(§m) =3 (1 =n)+U(En). (4.22)
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de modo que U satisfaz a equacdo de Laplace,

82U 82U
6&2

com condi¢des de contorno homogéneasemn =0en =1,
U (£ 0)=0, £20,

UE1)=0, £>0,

e decaimento quando £ — oo,
lim U (§,n) = 0.
£—o00

Assim, procuramos U na forma de série de senos em 7,

ZC’ e "™ sen (nmn),

=0, &> 0, 0<n<l,

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

4.27)

que satisfaz (4.23), @.24), @.25)) e (4.26). Impomos, entdo, a condi¢do em £ = 0. De (4.18))

e (4.22), segue que

> Cusen(nmn)=—Z(1—m), 0<g<L

Pela ortogonalidade das fungdes seno em [0, 1], obtemos

1
C, = —2/ g (1 —n)sen (nmwn) dn.
0

————, n impar,

Logo,
) 4
C, = _/ n(1—n)sen (nmy) dy = { 77
0 0, n par.
Substituindo (#.30) em (4.22)) e (4.27)), obtemos
n 4 > e—(2n—l)7r§
Wo(&,n)==(1—n)—— —— = sen((2n — 1) ).

Na forma original, a contribuicdo da camada juntoa x = 0 ¢

wla,y) = AW (5,5) +O(A).

(4.28)

(4.29)

(4.30)

4.31)

(4.32)

Para compor uma aproximagdo uniformemente valida, subtraimos a parte comum das expan-
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soes externa e de camada. Pela condi¢@o de casamento (4.21)), a parte comum ¢

Ui 2 Y
co=—4(1- =2 4,

Assim, a solu¢do composta resulta da soma de (@.13) e (4.32)), com subtragdo de (@.33).
Seguindo o procedimento cldssico das expansdes assintdticas casadas, define-se a solugdo

composta como

Weomp = Wext + Wint — Weomums

em que Weomum representa o comportamento assintético compartilhado pelas solucdes interna
e externa na regido de casamento. Essa constru¢do garante que a aproximacao resultante

permaneca vélida tanto proximo quanto longe do canto. Portanto,

n 4 > e—(Qn—l)w(x/)\)
w = 5(1—x —n)—;éwsen(@n—l)ﬁn) A
wa - =)Ao (). (4.34)

4.2 Vazao volumétrica

Pela equacdo (2.24)), a vazao volumétrica é

1—x2
Q= // w(z,y) dyde = A // w (x,n) dndz, (4.35)

onde usamos ¥y = An e dy = Adn. As escalas em mostram que a contribui¢ao
dominante da regidio externa é O (\3), a contribui¢do dominante da camada junto a z = 0 é
O (A\*) e a corregiio externa seguinte fornece O (\*). Mantendo apenas os termos necessarios
para reter Q até O (\%), obtemos, a partir de (#.34),

1—z2 77
// 5 1—x2—77)d17dx
o] 1
el _/ / ~Cn=17¢ gon ((2n — 1) 7n) dypd
7T3Z on — 1)3 ; € sen ((2n — 1) ) dndg
+>\5// ~ (1= a%)°] andz + 0 (X°). (4.36)

No termo de camada, fizemos x = A&, de modo que dz = Ad{. No nivel de precisio
requerido, substituimos a faixa & € [0,1/)] por £ € [0,00) e a faixan € [0,1 — A\2£?] por
n € [0,1].
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A primeira integral em ([#.36) é elementar. Com h = 1 — 22,

Portanto,

No termo de camada, usamos
e 1
/ e—(2n—1)7r§ dé- _ 7
0 2n—1)m

2
2n—1)7

/0 sen ((2n — 1)) dn =

Isso fornece

8 — 1 31¢(5)
_)\4 . — A4
e nz:; (2n —1)° 4> 7

pois
> iy = (172760 = 506,
com o
(B =

Por fim, o termo O (\°) da regido externa resulta de

h 4
ST N
/06@7 W) dn =~

4
2\° /1 _M dr = _E)ﬁ
0 24 945"

Reunindo @.38)), (4.41)) e (4.43)), obtemos

de modo que

4 ., 31¢(5) 16

Q=—XN——LN - —XN+0(\).

105 475 945

4.3 Numero de Poiseuille

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

O nitimero de Poiseuille Po é definido por (2.25). Pela equacao (2.22), segue que

22\° 64
AB=8(Z2) = )3
8 8(3) )
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Logo, usando (2.23)) e (4.46)), temos

64 M3
= — : 4.4
T =To) (445)
Para expandir P em (2.23) quando A — 0, usamos as expansdes de Taylor
VI+H4AN =1+2X2+0 (A, (4.49)
4.3 5
arsenh (2X) = 2A — A"+ O (A7), (4.50)
de modo que
arsenh (2\) 1 1, 4
— == — N+ 0(\). 4.51
4\ 2 3 * ( ) ( )
Substituindo em (2.23)), obtemos
2
P:2+)\+§)\2+O()\3). (4.52)
Além disso, por (#.46),
4 31¢(), 16
T D A= —XN10(\)]. 4.53
@ ALOES 47T5>\ 945 + () ( )
Inserindo @.52) e (#.53) em (4.48)) e expandindo em série de Taylor em A, resulta
140 140 37975 (5)
Po=— S T 2 A
=9t { o T T o ]
4.54
665 37975¢(5) , 4120875¢(5)°] 1, | o) (454)
81 1275 64710 '
Em particular,
. 140
lim Po = — = 15.5556. (4.55)
A—0 9

E interessante observar que o limite em (#.53)) também vale para dutos em segmento parabé-

lico e em forma de lente [28]].
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Capitulo 5

Solucao Numérica

5.1 Método numérico por elementos finitos

Neste capitulo, descrevemos a solu¢do numérica do problema de Poisson formulado
no O objetivo € obter valores de referéncia para a vazio volumétrica e para o
nimero de Poiseuille, permitindo validar a solugdo exata do e a aproximagdo
assintética do A resolugio numérica foi realizada em coordenadas cartesianas,
diretamente no dominio semiparabdlico definido em (2.18]), com as condigdes de ndo desli-

zamento dadas por (2.19)-(2.21).

5.2 Formulac¢ao variacional e discretizacao

A equacgdo governante € a equacao de Poisson adimensional (2.17)). Para aplicar o
método dos elementos finitos, consideramos a formulagdo variacional correspondente: en-

contrar w € H; () tal que

/Vw-chdA:/apdA, (5.1
Q Q

para toda fungdo teste ¢ € H} (2). A condigdo de Dirichlet homogénea €é incorporada ao

espaco funcional, representando a condic¢ao fisica de ndo deslizamento nas paredes do duto.

A discretizagdo foi feita com elementos finitos quadraticos, denotados por Ps, uti-
lizando o software FreeFem++ [31]]. Seja 7, uma triangulagdo do dominio 2. O espago

discreto € tomado como
Vi={v, €C°(Q): vp|ye € P2(K), KEeET,}. (5.2)

A escolha de elementos quadraticos melhora a aproximagdo do campo de velocidades e de

seus gradientes, o que € particularmente ttil no cédlculo da vazio volumétrica e da velocidade
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maxima.

5.3 Geracao da malha

A malha triangular foi gerada no proprio FreeFem++. A fronteira curva superior
do dominio € descrita por uma parametrizacio explicita da pardbola, enquanto as demais
fronteiras correspondem aos segmentos retilineos © = 0 e y = 0. A partir dessas trés bordas,

a funcdo buildmesh constréi uma triangulagdo nao estruturada do dominio.

O refinamento da malha € controlado por um parametro inteiro /N, que representa
o numero de subdivisdes adotadas em cada bordo do contorno. Esse parametro ndo deter-
mina diretamente o nimero total de elementos, pois a triangulacdo interna € gerada auto-
maticamente pelo algoritmo do FreeFem++. Ainda assim, o aumento de N produz um

refinamento global da malha e melhora a representacdo geométrica da parede parabdlica.

A Figura ilustra esse processo para quatro valores crescentes de /N. Observa-
se que, a medida que o contorno é mais bem discretizado, a malha representa com maior
fidelidade a fronteira semiparabdlica e fornece uma discretiza¢do mais regular do interior do

dominio.

Malhas mais refinadas foram utilizadas para a obtencao dos resultados finais, mas nao
sao mostradas aqui porque a densidade de elementos torna a visualiza¢do pouco informativa.
Nesses casos, a verificagdo da qualidade da solugdo € feita por meio da convergéncia das

grandezas integrais, e nio pela inspecdo visual da malha.

5.4 Poés-processamento

Apo6s a solugdo do sistema linear, a vazdo volumétrica € calculada por integracdo
numérica do campo de velocidades, conforme a definicdo (2.24). No FreeFem++, essa
integracdo € realizada pela funcdo int2d. A drea A e o perimetro molhado P sao avaliados
pelas expressodes analiticas (2.22) e (2.23). Em seguida, o nimero de Poiseuille é obtido pela
relacdo (2.25).

Essa estratégia evita calcular A e P a partir da malha, preservando a precisdo geomé-
trica dessas grandezas. Assim, o erro numérico fica essencialmente associado a aproximagao

do campo de velocidades e, consequentemente, da vazao volumétrica.

5.5 Convergéncia de malha

Foi realizado um estudo de refinamento de malha para o caso A = %, escolhido por

possuir a solugdo exata apresentada no|Capitulo 3| A comparacao foi feita a partir do nlimero
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Figura 5.1: Malhas triangulares geradas no dominio semiparabdlico para valores crescentes
do pardmetro de refinamento: (a) N = 10, (b) N = 30, (c) N = 50e (d) N = 70. Os
painéis mostram o refinamento progressivo da discretizacao e a melhora na representacio da
fronteira curva.

de Poiseuille, calculado com a vazdo numérica e com as expressoes analiticas da drea e do
perimetro.

Observou-se convergéncia rapida com o refinamento da malha. Para malhas com
aproximadamente 10° elementos triangulares, o erro relativo no ndmero de Poiseuille ja se
torna pequeno, e refinamentos adicionais produzem alteracdes cada vez menos significati-
vas. As malhas mais refinadas foram usadas nos resultados finais e podem ser consideradas
independentes da discretizacao dentro da tolerancia adotada.

Além da vazao, a velocidade maxima também foi monitorada como uma métrica local
da solucdo. A estabilizacdo simultanea da vazdo, do niimero de Poiseuille e da velocidade
maxima indica que a discretizacdo empregada € suficiente para capturar tanto as grandezas
integrais quanto as principais caracteristicas locais do campo de velocidades.
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Capitulo 6
Resultados

Este capitulo apresenta os principais resultados obtidos para o escoamento de Poi-
seuille em dutos semiparabdlicos. A andlise combina a solucdo exata do [Capitulo 3| a apro-
ximagdo assintética do e os resultados numéricos obtidos por elementos finitos
no Inicialmente, discutimos o campo de velocidades e a influéncia da razdo de
aspecto sobre as isovelocidades. Em seguida, comparamos a vazao volumétrica e o nimero
de Poiseuille obtidos pelas diferentes abordagens. Por fim, analisamos grandezas hidraulicas
complementares, como a razao entre velocidade méxima e velocidade média, a tensdao média

de cisalhamento na parede, a compacidade e o fator de correcao geométrica.

6.1 Campo de velocidades

A Figura 6.1/ mostra contornos normalizados de velocidade axial para diferentes va-
lores da razdo de aspecto A. Em todos os painéis, os niveis variam de 0,1w.x a 0,9wpax,

com incrementos de 0,2w,.x, €m que wyax € a velocidade méxima na secdo transversal.

Para A = 0,25, o duto € bastante achatado e os contornos refletem o forte confi-
namento imposto pela pequena altura da secdo. A variacdo dominante ocorre na direcao
transversal curta, de modo que a estrutura do escoamento se aproxima daquela tipica de do-
minios esbeltos. A medida que A\ aumenta, o nicleo de maior velocidade se expande e passa a
ocupar uma fracdo maior da secdo transversal. Os contornos também se aproximam progres-
sivamente da parede parabdlica, indicando uma redistribuicao mais ampla do escoamento no
interior do dominio. Esse comportamento mostra que o aumento da razdo de aspecto reduz

o confinamento vertical e altera a maneira como as paredes controlam a dissipacao viscosa.
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(a) (b)

8 &

(©) (d)

Figura 6.1: Contornos de isovelocidade normalizados para dutos semiparabdlicos: (a) A =
0,25, (b) A = 0,50, (c) A = 0,75 e (d) A = 1,00. Os niveis correspondem a 0,1wyax, 0,3Wiax,
075wmax’ Oa7wmax € Oagwmax-

6.2 Vazao volumétrica

A Figura[6.2) compara a vazdo volumétrica obtida numericamente com as aproxima-
coes assintéticas deduzidas no A aproximagio dominante, de ordem O ()\?),
captura a escala principal da vazao em dutos achatados. A inclusdo do termo de ordem
O ()\4), associado a camada localizada proxima ao canto de angulo reto, melhora de forma
significativa a aproximag¢do no regime de pequenas razdes de aspecto. O termo de ordem
O (\?) fornece a préxima corre¢do formal da expansio.
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Figura 6.2: Vazdo volumétrica () em func¢do da razao de aspecto A. A solucdo numérica é
comparada com aproximagdes assintoticas sucessivas obtidas no [Capitulo 4

Como esperado em expansoes assintoticas, a inclusdo de termos adicionais ndo deve
ser interpretada como uma sequéncia necessariamente convergente para todo o intervalo de
A. A expansdo descreve corretamente o comportamento para A < 1, mas sua precisao se
deteriora gradualmente a medida que a secdo deixa de ser esbelta. Ainda assim, a aproxima-
cdo permanece util em uma faixa moderada de razdes de aspecto, mostrando que a estrutura

assintética captura os mecanismos dominantes do escoamento.

6.3 Numero de Poiseuille

A Figura apresenta o nimero de Poiseuille Po em funcio da razdo de aspecto.
A curva numérica é comparada com a solucio assintética (4.54)), com os valores analiticos
obtidos para A =0e \ = %, e com os resultados correspondentes ao duto quarto-eliptico de
Bacelar et al. [1]].

No limite A — 0, o nimero de Poiseuille tende a 140/9, conforme obtido em (4.55).
Para \ = %, a solugdo exata em coordenadas parabolicas fornece Po ~ 14,2508, em excelente
concordancia com a solu¢@o numérica. A solucdo assintética acompanha a curva numérica
no regime de pequenas razdes de aspecto e, mesmo em \ = %, fornece Po = 14,3589, com
erro relativo inferior a 1%. Isso mostra que a expansdo perturbativa permanece quantitativa-

mente util além de sua faixa formal estrita.

A curva numérica apresenta uma variagdo suave € nao monotonica. O valor de Po
diminui inicialmente com o aumento de A, atinge um minimo raso em torno de A ~ 0,63,
com Po ~ 14,2111, e volta a crescer para razdes de aspecto maiores. Essa tendéncia resulta

do balanco entre o aumento da drea efetiva disponivel ao escoamento e a redistribui¢do das
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Figura 6.3: Nudmero de Poiseuille Po em fun¢do da razao de aspecto A\. A curva do duto
semiparabdlico € comparada com a aproximacgdo assintdtica, com os valores analiticos de
referéncia e com os resultados para o duto quarto-eliptico de Bacelar et al. [1]].

tensdes viscosas ao longo da fronteira.

A comparagdo com o duto quarto-eliptico € particularmente informativa, pois as duas
secdes possuem duas paredes retas e uma parede curva. Em todo o intervalo considerado,
o duto semiparabdlico apresenta menor nimero de Poiseuille do que o duto quarto-eliptico,

indicando menor resisténcia hidraulica para razdes de aspecto equivalentes.

Tabela 6.1: Nimero de Poiseuille Po e razdo wy,,,/w para dutos semiparabdlicos em fungio
da razdo de aspecto ). Os valores entre parénteses correspondem aos resultados de Bacelar
et al. [1] para o duto quarto-eliptico.

A Po Winax /W

0 15,5556 (19,7392) 2,1875 (2,0000)
0,1 15,1201 (18,6916) 2,2292 (2,0477)
0,2 14,7771 (17,6764) 2,2219 (2,0652)
0,3 14,5225 (16,3191) 2,206 (2,0755)
0,4 14,3501 (16,1413) 2,1917 (2,0834)
0,5 14,2508 (15,6318) 2,1790 (2,0898)
0,6 14,2126 (15,2672) 2,1689 (2,0948)
0,7 14,2228 (15,0214) 2,1612 (2,0984)
0,8 14,2695 (14,8700) 2,1556 (2,1007)
0,0 14,3422 (14,7916) 2,1517 (2,1020)
1 14,4325 (14,7687) 2,1492 (2,1023)

A 1azi0 Wyay /W, também apresentada na Tabela mede o grau de nio unifor-
midade do perfil de velocidades. Valores maiores indicam um perfil mais concentrado em

torno da regido de maior velocidade, enquanto valores préoximos de 1 indicam um perfil mais
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uniforme. Para a familia semiparabdlica, essa razdo diminui conforme \ se aproxima de
1, mostrando que o perfil se torna progressivamente menos concentrado. Em comparacgdo
com o duto quarto-eliptico, o duto semiparabdlico apresenta menor resisténcia hidraulica,
mas um perfil axial mais pronunciado, com valores maiores de wy,,x/w em todo o intervalo

analisado.

Observa-se que o nimero de Poiseuille ndo varia monotonicamente com a razao de
aspecto da se¢do transversal. Em vez disso, existe um valor intermedidrio de A para o qual a

resisténcia hidraulica € minimizada.

Esse comportamento pode ser interpretado como resultado da competi¢do entre dois
mecanismos distintos. Para valores muito pequenos de A, a se¢do torna-se excessivamente
achatada, fazendo com que uma parcela significativa do fluido permaneca sob forte influ-
éncia das condicdes de ndo deslizamento impostas pelas paredes. Como consequéncia, 0s
gradientes de velocidade aumentam e a dissipacao viscosa torna-se mais intensa, elevando o

numero de Poiseuille.

Por outro lado, quando A assume valores elevados, a secdo transversal torna-se pro-
gressivamente mais alta e parte da drea adicional passa a contribuir de forma menos eficiente
para o transporte de fluido. Nessa situagdo, surgem regides relativamente afastadas do nicleo
do escoamento principal, caracterizadas por velocidades menores € menor aproveitamento
hidrdulico da édrea disponivel. Esse efeito também conduz a um aumento da resisténcia hi-

draulica.

O minimo observado para o nimero de Poiseuille corresponde, portanto, a uma con-
figuracdo geométrica de compromisso, na qual o confinamento imposto pelas paredes e o
aproveitamento da drea transversal encontram-se balanceados. Essa geometria pode ser in-
terpretada como a mais eficiente da familia de se¢des semiparabdlicas analisadas, pois pro-

duz a menor perda de carga para uma mesma vazao volumétrica.

A existéncia de um valor 6timo da razdo de aspecto estd em concordancia com re-
sultados observados em outras familias de dutos nao circulares, nos quais a minimizacao da
resisténcia hidrdulica também decorre do balanco entre os efeitos de confinamento viscoso e

de distribuicdo espacial da drea transversal.

6.4 Correlacao para aplicacoes

Para facilitar o uso dos resultados em aplicagdes de engenharia, ajusta-se uma corre-

lacdo polinomial de quinto grau para o niimero de Poiseuille no intervalo 0 < A < 1:

140
Po = - (1 — 0,309\ + 0,2893A% + 0,0550A* — 0,1648\" + 0,0574X%) . 6.1)

Essa expressdo recupera exatamente o limite Po = 140/9 quando A — 0 e aproxima os resul-

tados numéricos com erro relativo méximo da ordem de 0,0030%. Na escala da Figura[6.3] a
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correlacdo é praticamente indistinguivel da curva numérica, tornando-se ttil para estimativas

rdpidas sem a necessidade de resolver novamente o problema de Poisson.

6.5 'Tensao de cisalhamento na parede

A distribuicao local da tensao de cisalhamento na parede também fornece uma leitura
fisica importante da resisténcia hidraulica. Para \ = %, a Figura|6.4] mostra a magnitude da
tensdo de cisalhamento ao longo das trés por¢des da fronteira. A largura das faixas representa

a intensidade local da tragdo viscosa axial sobre a parede.

=

Figura 6.4: Distribuicdo da tens@o de cisalhamento na parede para A = % A largura das
faixas indica a magnitude local da tensdo de cisalhamento axial.

A tensdo média de cisalhamento na parede pode ser obtida diretamente pela relacao
(3.73). A Figural6.5mostra a variacdo de 7 com a razdo de aspecto para o duto semiparabé-
lico e para o duto quarto-eliptico. Em ambos os casos, T cresce com A, mas os valores cor-
respondentes a secao semiparabdlica permanecem abaixo daqueles da secdo quarto-eliptica

em todo o intervalo considerado.

Esse comportamento € consistente com a comparagdo baseada no nimero de Poi-
seuille. A secdo semiparabolica apresenta menor resisténcia hidrdulica e, simultaneamente,
menor tensdo média de cisalhamento na parede quando comparada a se¢do quarto-eliptica

de mesma razao de aspecto.
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Figura 6.5: Tensao média de cisalhamento na parede 7 em fun¢@o da razdo de aspecto .
A curva do duto semiparabdlico é comparada com a do duto quarto-eliptico de Bacelar et
al. [1]].

6.6 Compacidade e fator de correcio geométrica

Duas grandezas geométricas e hidrdulicas tteis para comparar familias de dutos sdao

a compacidade C e o fator de corre¢do geométrica «, definidos por

P2
C=— 6.2
1 (6.2)
e 22
a=—. (6.3)
Q
Combinando essas defini¢gdes com a expressdo do nimero de Poiseuille, obtém-se a identi-
dade
C
o= §P0' (6.4)

Essarelag@o explica por que o e C tendem a apresentar comportamento quase linear dentro de
uma mesma familia geométrica: a compacidade captura a variagdo dominante do perimetro

em relacdo a drea, enquanto o nimero de Poiseuille varia de forma relativamente suave.
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Figura 6.6: Compacidade C em funcdo do fator de correcdo geométrica o. A curva do duto
semiparabdlico é comparada com a do duto quarto-eliptico de Bacelar et al. [[1].

No limite A — 0, tanto o duto semiparabdlico quanto o duto quarto-eliptico tornam-
se esbeltos. Nessa situacdo, a drea decresce linearmente com )\, enquanto o perimetro mo-
lhado permanece de ordem unitaria. Como consequéncia, a compacidade diverge como 1/\.

Para o duto semiparabdlico, a anélise assintética fornece

6 351
Logo,
35

A Figura [0.6] mostra que essa tendéncia assintdtica organiza bem os resultados ao longo de
uma ampla faixa de razdes de aspecto. Desse modo, a compacidade fornece uma forma
simples de relacionar a geometria da secdo transversal com a resisténcia hidrdulica, sem a

necessidade de resolver novamente o problema diferencial para cada nova configuragdo.
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Capitulo 7
Conclusao

Esta dissertagdo apresentou uma andlise do escoamento de Poiseuille estaciondrio e
totalmente desenvolvido de um fluido newtoniano em dutos de se¢do semiparabdlica. O pro-
blema foi formulado a partir das equacdes de Navier—Stokes, reduzindo-se, sob as hipéteses
de escoamento unidirecional e incompressivel, a uma equacido de Poisson para a veloci-
dade axial na secdo transversal. A geometria semiparabdlica foi entdo investigada por trés
abordagens complementares: uma solugdo exata em coordenadas parabdlicas para um caso
particular da razdo de aspecto, uma expansdo assintotica casada para secdes esbeltas e uma

solucdo numérica por elementos finitos para a familia completa de geometrias considerada.

A solugdo exata obtida para A = % mostrou o papel central da escolha adequada do
sistema de coordenadas. A transformacao para coordenadas parabdlicas converte o dominio
fisico curvilineo em um dominio triangular no plano transformado, preservando a natureza
de Poisson do problema, mas tornando sua estrutura mais adequada ao uso de técnicas ana-
liticas. A partir de uma solugdo particular, a correcao harmdnica foi construida por reflexdao
impar e separacdo de varidveis, resultando em uma representagdo em série para o campo de
velocidades. Essa solugdo permitiu calcular explicitamente a vazao volumétrica, o nimero
de Poiseuille e a tensdo média de cisalhamento na parede, além de fornecer uma verificagao

interna por meio do teorema da divergéncia.

No limite de pequenas razdes de aspecto, a andlise assintdtica revelou que a apro-
ximacgdo externa regular ndo € suficiente para satisfazer a condi¢do de ndo deslizamento na
parede vertical. Surge, nesse regime, uma camada localizada préxima ao canto de angulo
reto, na qual as variacdes nas direcdes longitudinal e transversal ocorrem na mesma escala.
A construcao da expansdo casada permitiu incorporar essa contribui¢do de canto e obter
expressoes assintdticas para a vazdo volumétrica e para o nimero de Poiseuille. O limite
Po — 140/9 foi recuperado quando A — 0, em concordancia com resultados conhecidos

para outras geometrias parabdlicas.

As simulagdes numéricas por elementos finitos forneceram uma validacao indepen-

dente das solucdes analitica e assintdtica. O estudo de convergéncia mostrou que os resul-
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tados para a vazdo e para o nimero de Poiseuille tornam-se estdveis com o refinamento da
malha. A solu¢do numérica reproduziu o valor exato obtido para A = % e permitiu descre-
ver o comportamento hidrdulico da secao semiparabdlica em todo o intervalo de razdes de
aspecto analisado. A comparag¢do com a aproximacao assintdtica mostrou que, embora sua
validade formal esteja restrita ao regime A < 1, ela permanece precisa em uma faixa mais

ampla, apresentando erro inferior a 1% mesmo para A = %

Os resultados também permitiram caracterizar a influéncia da geometria sobre o es-
coamento. A medida que a razdo de aspecto aumenta, o nicleo de maiores velocidades se
expande e o perfil axial torna-se menos concentrado. O nimero de Poiseuille apresenta uma
variacio suave e ndo monotdnica, com um minimo raso préximo de A = 0,63. Em com-
paracdo com o duto quarto-eliptico, a secao semiparabdlica apresentou menores valores do
nimero de Poiseuille e da tensdo média de cisalhamento na parede ao longo de todo o inter-
valo estudado, indicando menor resisténcia hidraulica para razdes de aspecto equivalentes.
Por outro lado, a razao wy,,x/w mostrou que o perfil de velocidades no duto semiparabdlico

¢ mais pronunciado que no caso quarto-eliptico.

Além das grandezas cléssicas, foram discutidas a compacidade e o fator de corre¢ao
geométrica, que fornecem uma leitura complementar da relacdo entre geometria e resisténcia
hidrdulica. A identidade entre essas grandezas e o numero de Poiseuille permitiu interpretar a
quase linearidade observada entre compacidade e fator de correcdo geométrica. Essa relagao
reforca a utilidade de descritores puramente geométricos na estimativa de perdas hidriulicas,

especialmente em estudos paramétricos de secdes ndo circulares.

De modo geral, a dissertacdo amplia o catdlogo de solu¢des para escoamentos inter-
nos em geometrias ndo convencionais € mostra que a secao semiparabdlica constitui um caso
de referéncia 1til para a mecanica dos fluidos. A combinag¢do entre solu¢do exata, andlise
assintética e simulagdo numérica oferece uma descri¢do coerente do problema e fornece re-
sultados que podem ser utilizados como base para validagcdo computacional e comparagao
com outras familias de dutos. Como extensdes naturais, destacam-se o estudo dos proble-
mas de transferéncia de calor associados, a inclusao de efeitos de entrada, a consideracio de
condicdes de deslizamento, a andlise de fluidos ndo newtonianos e a otimiza¢ao geométrica

de secdes transversais sob restri¢des de drea e perimetro.

Parte dos resultados aqui apresentados foi publicada na revista Mechanics Research
Communications [32]], em colaboracdo com pesquisadores da Universidade de Brasilia e
da King Fahd University of Petroleum & Minerals, refor¢cando a relevancia e a inserg¢ao
internacional do trabalho desenvolvido.
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Apéndice A

Torcao de uma Barra Prismatica por Analogia

A solugdo obtida para o escoamento de Poiseuille também pode ser reinterpretada em
outros problemas governados pela equacao de Poisson com termo fonte constante e condi¢ao
de Dirichlet homogénea. Neste apéndice, exploramos essa analogia no contexto da tor¢ao de

Saint-Venant de uma barra prismdtica com a mesma secao semiparabolica.

Considere uma barra prismatica homogénea e isotrépica, de médulo de cisalhamento
S, cuja secdo transversal coincide com o dominio semiparabdlico estudado nos capitulos
anteriores. A barra é submetida a uma taxa de tor¢do uniforme ¢ em torno do eixo axial z.
Adotamos a mesma escala de comprimento L utilizada na formula¢do do escoamento. As
tensOes de cisalhamento sdo adimensionalizadas por SOL, e a func¢do de tensdo de Prandtl é

adimensionalizada por S0L2.

Para A = £, usamos as coordenadas parabdlicas (o, 7) definidas em (3:I), de modo
que o dominio fisico é transformado no tridngulo (3.11). Seja 1) (o, 7) a fungdo de tensdo de
Prandtl adimensional. Na teoria de Saint-Venant, as inicas componentes ndo nulas da tensdo

de cisalhamento sao

L o __ 1 %
Vareor T e 200

A magnitude adimensional da tensdo de cisalhamento €, portanto,

- 1 AT
v | () () ”

A funcio de tensdao de Prandtl satisfaz

ey

Toz =

O Py

3oz ﬁ:—2(02+72), 3)
com condi¢des de contorno

wlo':[) - 1/)|a':7' = ¢|T:1 = O (4)
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Comparando (3)) e (@) com (3.10) e com as condi¢des de contorno do problema de Poiseuille,
conclui-se imediatamente que

s (5)

Assim, a solugdo exata para a funcio de tensdo de Prandtl € obtida diretamente da solu¢do
de Poiseuille dada em (3.62), bastando multiplicd-la por 2.

Também € util introduzir a fungdo de empenamento adimensional ¢ (o, 7), definida
de modo que o deslocamento axial seja u, = 6§ L?p. Em coordenadas parabdlicas, as relagdes

cinematicas de Saint-Venant fornecem

dp _ 0y Op 0 1.5
- == — =———+4+_(7"—07). 6
do Ot +ar, or Jo * 2 (7 =) ©
Substituindo (5)) em (6)) e usando a solu¢do em série (3.62), obtemos, por integragdo termo a
termo,
1 2 _ 2
p =0T (0 = 77)

o0

+2 Z_; senﬁlﬁ [cos (nma) cosh (nm (1 — 7)) + cosh (n7 (1 — o)) cos (n77)]

-2 Z; Senf% [cos (nmo) cosh (nT) + cosh (nwo) cos (nwT)| + o, (7

em que A, e B, sdo dados por (3.57) e (3.58). A constante ¢, € arbitraria e pode ser fixada,
por exemplo, pela condi¢do ¢ (0,0) = 0. Essa escolha ndo altera as tensdes, pois apenas as

derivadas de ¢ entram em ({6).

Finalmente, seja 1" o torque adimensional, escalado por SOL*. Em termos da fungio

de tensdo de Prandtl, tem-se

1yl
T:2/ / Y (o,7) (02+72) dr do. (8)
0 o
Usando () e a defini¢do da vazdo em coordenadas parabdlicas, dada por (3.63), segue que
T =4Q. )

Portanto, a partir de (3.64),

7 79 n9
n=1

71 1 = tanh (n7) 3 <= tanh (nn) 9 <= tanh (nn)
T = - - B e T
5040 275 nz:l nd 277 ; n (10)

A Figura mostra, para A = %, os contornos da magnitude da tensao de cisalhamento
7 e da func@o de empenamento .
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.

(a)

(b)

Figura 1: Grandezas associadas a tor¢do de Saint-Venant para A = %: (a) magnitude da
tensao de cisalhamento 7, com niveis 0,05, 0,10, 0,15, 0,20, 0,25 e 0,30, do contorno mais
interno para o mais externo; (b) funcdo de empenamento ¢, com niveis —0,10, —0,05, 0,
0,05, 0,10, 0,15 e 0,20, da esquerda para a direita.

45



20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

Apéndice B

Coédigo Numérico

Listagem 1: Simulagcdo em FreeFEM++

for (real alpha = 0.5; alpha <= 1; alpha += 1.005) {

// Parameters

cout.precision(9);
func £ = -1.;

// Mesh
border CO01 (t=0, 1) {x=t; y=(-t"2+1)~*alpha; label=1;}

border CO02 (t=0, alpha) {x=0; y=t; label=2;}
border C03(t=1,0) {x=t; y=0; label=3;}

int nll 100;

mesh Th buildmesh (C01 (-nll) + C02(-nll) + CO3(-nll=x2));
// Fespace

func Pk = P2;

fespace Uh(Th, Pk);

Uh u, uh;

// Macro
macro grad(A) [dx(A), dy(A)]

// Problem
problem vPoisson (u, uh, solver = sparsesolver)
= int2d (Th) (
grad(u)’ = grad(uh)
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51

52

53

+ int2d (Th) (
f x uh
)
+ on(l, 2, 3, u=0)
7

vPolisson;

// Plot

plot (u);

// Output

Uh ff = 1;
real areaf =

real Pf =
/ (4xalpha) ;

2xalpha/3;

real vaz = int2d(Th) (u);

real fre = 8xareaf”3/Pf"2/vaz;
real maxi = ul[] .max;

cout << alpha << " " << maxi <<

1 + alpha + sqgrt(l + 4xalphaxalpha)/2 + asinh(2+alpha)

<< vaz << " " << fre << endl;
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