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Resumo

Seja x um elemento de um grupo G. Denotamos por B(G) o conjunto de elementos da
forma a'x"'ab~'xb, e por K,(G) o conjunto de comutadores da forma x~'b~1xb, onde
a,b € G. Em particular, K(G) C B,(G). Sabe-se que B,(G) é um subconjunto normal de G,
enquanto K, (G), em geral, nao possui essa propriedade. O objetivo deste trabalho € investigar
a influéncia desses subconjuntos sobre a estrutura do grupo. Os principais resultados obtidos
estdo relacionados a solubilidade, a nilpoténcia, a propriedade da torre de Sylow e aos

p-grupos finitos.

Palavras-chave: Grupos finitos, comutadores, solubilidade, nilpoténcia, p-grupos, proprie-
dade da torre de Sylow.



Abstract

Let x be an element of a group G. We denote by B,(G) the set of elements of the form
a 'x'ab~'xb, and by K, (G) the set of commutators of the form x b~ 1xb, where a,b € G.
In particular, K,(G) C B,(G). It is known that B,(G) is a normal subset of G, while K,(G)
does not usually share this property. The purpose of this work is to investigate how these
subsets influence the structure of the group. The main results obtained concern solvability,
nilpotency, the Sylow tower property, and finite p-groups.

Keywords: Finite Groups, commutators, solvability, nilpotency, p-groups, Sylow tower
property.
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Notacoes

X,X,G,H,... Conjuntos, grupos, subgrupos, etc.

i,j,kl,... Numeros inteiros

g, h,x,y,... Elementos de um conjunto ou grupo

7(G) Conjunto de todos os primos que dividem a ordem do grupo finito G
x y~!xy, o conjugado de x por y

x¢ Classe de conjugacdo de x em G

[x,] x~ 'y~ lxy, o comutador dos elementos x e y

I'(G) Conjunto de todos os comutadores de G

S| Cardinalidade do conjunto S

|x| Ordem do elemento x

K(G) Conjunto {[x,a] | a € G}

B,(G) Conjunto {a 'x 'ab™'xb | a,b € G}

B(G) max{|Bx(G)| | x € G}

H=G H é isomorfo a G

H <G,H <G H ésubgrupo, ou subgrupo proprio de G, respectivamente
H<G H & subgrupo normal de G

H\H;---H, Produto de subconjuntos em um grupo

G| X ---x G,  Produto direto dos grupos Gy, ...,Gy,

d(G) Nimero minimo de geradores de G

|G: H| Indice do subgrupo H em G

(X) Subgrupo gerado por X

Cc(H),Ng(H) Centralizador e normalizador de H em G, respectivamente
H G,HG Fecho normal e nicleo normal de H em G, respectivamente
Aut(G) Grupo de automorfismos de um grupo G

G =[G,G] Subgrupo comutador de um grupo G
GV i-ésimo termo da série derivada de G

%(G), Zi(G) i-ésimos termos da série central inferior e superior de G, respectivamente
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xi

SL(n,q)
PSL(n,q)
Sz(q)
(i, 7)

Centro do grupo G

Subgrupo de Fitting de G

i-ésimo termo da série de Fitting superior

Subgrupo de Frattini de G

Residual nilpotente de G

i-ésimo termo da série de Fitting inferior de G

7-subgrupo normal maximal de G

Grupo simétrico de grau n

Grupo alternado de grau n

Grupo diedral de ordem 2n

Grupo dos quatérnios generalizado de ordem 2"

Grupo linear geral de grau n sobre um corpo finito com ¢ elementos
Grupo linear especial de grau n sobre um corpo finito com ¢ elementos
Grupo linear especial projetivo de grau n sobre um corpo finito com ¢ elementos
Grupo de Suzuki sobre um corpo finito com g elementos

Maéximo divisor comum dos inteiros i € j.
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Nosso objetivo € investigar certas familias de subconjuntos de comutadores, as quais serdo
definidas a seguir. O comportamento desses subconjuntos, bem como as restricdes que
podem ser impostas a eles, permitem obter critérios de nilpoténcia e de solubilidade, estudar
propriedades estruturais do subgrupo comutador e caracterizacdes da propriedade da torre de
Sylow.

Seja x um elemento de um grupo G, definimos o conjunto

B(G)={a'xlab™'xb | a,b € G}.

Denotamos por I'(G) o conjunto {[a,b] | a,b € G} de todos os comutadores de G. Em geral,
B,(G) nio precisa ser um subgrupo (veja Exemplo 3.2.2). Seja C a classe de conjugagao
de x em G. Entdo, B,(G) pode ser reescrito como C~'C. Este conjunto é normal e fechado
sob inversdo. Em 1976, Spiegel, em [56], mostrou que By(G) C I'(G) para qualquer x € G e
forneceu condigdes suficientes para garantir que a igualdade B (G) = I'(G) = G’ seja vilida.
A partir de restricdes impostas sobre os conjuntos By (G), para certos elementos x € G, é
possivel descrever a estrutura do grupo G. Os resultados a seguir nos fornece critérios de
solubilidade.

Teorema A. (de Souza, Bastos e de Melo, [20, Teorema 1.1]) Seja p o menor primo que
divide a ordem de um grupo finito G. Se |B,(G)

de classe no mdximo 2. Além disso, se G é ndo abeliano, entdo G é isomorfo a P X A, onde

< p, para todo x € G, entdo G é nilpotente

P'| = p, P/Z(P) é um p-grupo abeliano elementar e A é

P é um p-subgrupo de Sylow de G,
um p'-subgrupo de Hall abeliano de G.

Teorema B. (de Souza, Bastos e de Melo, [20, Teoremas 1.2 e 1.4]) Seja G um grupo finito.

(i) Se By(G) estd contido em um subgrupo ciclico, para cada x € G, entdo G' é abeliano.

Além disso, G é supersoliivel.

(ii) Se |Bx(G)| <59, para cada x € G, entdo G é solivel.
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O limite no item (ii) do Teorema B é o melhor possivel, no seguinte sentido, o grupo alter-
nado As, que ndo € soliivel, satisfaz [As| = |B(;, 2, 3)(As)| = 60. Além disso, a demonstragdo
baseia-se na classificagdao dos grupos simples minimais de Thompson [59].

No préximo resultado descrevemos um critério para que o subgrupo comutador de um
grupo seja um p-grupo. Na formulagio e em outras partes do trabalho, dado um grupo finito

G e um primo p, um elemento de G € dito um p-elemento se tem ordem poténcia de p.

Teorema C. (de Souza, Bastos e de Melo, [20, Teorema 1.3]) Seja G um grupo finito. Entdo,
G' é um p-grupo (para algum primo p) se, e somente se, para cada x € G existe um prino
q = q(x) tal que B,(G) consiste de q-elementos.

Note que o Teorema C, em particular, € um critério de solubilidade (na verdade G ¢é
metanilpotente).

Nos dois resultados seguintes, concentramos nossa aten¢cao em p-grupos finitos. Apre-
sentamos uma condi¢do aritmética que garante que B,(G) seja um subgrupo normal e,

adicionalmente, estabelecemos um limite para a classe de nilpoténcia de G.

Teorema D. (de Souza, Bastos e de Melo, [20, Teoremas 1.5 e 1.6]) Sejam G um p-grupo

finito e n um inteiro positivo.

(i) Se |By(G)| = p", para algum x € G, entdo B(G) é um subgrupo normal de G.

(ii) Se X é um conjunto de geradores de G tal que |Bx(G)| é um divisor de p", para cada

x € X, entdo G é nilpotente de classe, no mdaximo, n+ 1.

No item (i) do teorema anterior, a hipétese de G ser um p-grupo € essencial (veja
Exemplo 3.2.2). Adicionalmente, o limite estabelecido no item (ii) nao pode ser melhorado.
Por exemplo, podem-se considerar os p-grupos extraespeciais ou os p-grupos de classe
maximal (veja Corolério 3.3.7). Em geral, se G € um p-grupo de classe ¢, isso ndo implica
que |B(G)| < p~! (veja Coroldrio 3.3.10).

Recordemos que um p-grupo finito G é chamado de powerful se G’ < G” quando p for

fmpar, ou G’ < G* quando p = 2. Nesse contexto, obtemos o seguinte resultado.

Teorema E. (de Souza, Bastos e de Melo, [20, Teorema 1.7]) Sejam p um primo impar e
G um p-grupo finito gerado por X C G. Se Byx(G) estd contido em um subgrupo powerful

2-gerado, para cada x € X, entdo G' é powerful.

De acordo com [11, Teorema 1], se um p-grupo finito G possui subgrupo comutador G’
gerado por dois elementos, entdo G’ é powerful. Nio se sabe se a hipétese de que B, (G)

esteja contido em um subgrupo powerful 2-gerado, para cada x € X, pode ser enfraquecida,
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exigindo apenas que esteja contido em um subgrupo 2-gerado. A demonstracdo apresentada
utiliza essa suposi¢do de uma maneira essencial.

No que segue, deixaremos de lado os subconjuntos B,(G) e passaremos a considerar
outras familias de subconjuntos de comutadores.

Seja x um elemento de um grupo G, definimos o conjunto
K (G)={x"'a'xa|a e G}.

Em particular, K,(G) C Bx(G). No entanto, em geral, K,(G) nio é normal, ndo é fechado sob
inversdo e tampouco precisa ser um subgrupo (veja Exemplo 3.2.1). Apesar disso, a andlise
desses conjuntos fornece informagdes estruturais relevantes. O conjunto K, (G) possui o
mesmo tamanho que a classe de conjugacdo de x em G.

Em [33], Guralnick e Robinson mostram que, se P € um p-subgrupo, para algum primo
p, de um grupo finito G, tal que K,(G) consiste exclusivamente de p-elementos para cada
x € P,entio P < O p(G). Além disso, Ferndndez-Alcober e de las Heras [25] mostram que,
se G é um p-grupo finito cujo subgrupo comutador G’ pode ser gerado por dois elementos,
entdo existe x € G tal que G’ =I'(G) = K,(G) (veja também [18]).

Seja G um grupo finito (ndo trivial). Escreva o conjunto de todos os primos que dividem
a ordem de G como n(G) = {p1,p2,--.,pr}, onde p; > pp > ... > p,. Dizemos que o grupo
G satisfaz a propriedade da torre de Sylow se, e somente se, existem Pj, P, ..., P, tais que
cada P; ¢ um p;-subgrupo de Sylow de G e P...P,P; ¢ normal em G para 1 <k < r. Existem
caracterizacoes cldssicas de grupos que possuem a propriedade da torre de Sylow; veja, por
exemplo, [13, Cap. 6, Sec. 4]. A seguir, obtemos as seguintes caracterizagcdes para um grupo

G que possui a propriedade da torre de Sylow.

Teorema F. (de Souza, Bastos e Marion, [21, Teorema 1.1]) Seja G um grupo finito. As

seguintes propriedades sdao equivalentes:

(i) G satisfaz a propriedade da torre de Sylow.

(ii) Para cada grupo quociente G de G e cada p-elemento X € G, Kx(G) consiste de

p-elementos, onde p = max{n(G)}.
(iii) Para cada subgrupo H de G e cada p'-elemento x € H, K,(H) consiste de p'-elementos,

onde p =min{n(H)}.

Dado um grupo G, definimos abaixo algumas familias de comutadores de G e relembra-

mos os termos da série central inferior e da série derivada de G. Dado um inteiro positivo k e
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os elementos xp,...,x; € G, 0s Y-comutadores sao definidos indutivamente pelas férmulas

}/l(xl):xl e
Yi(X1y- -0 Xk) = [Yeo1 (X1, - -+, Xk—1), %] parak > 2.

O subgrupo de G gerado por todos os y,-comutadores € o k-€simo termo da série central
inferior de G e é denotado por ¥ (G). A intersec@o de todos os termos da série central inferior
de um grupo G é chamada de residual nilpotente de G que, geralmente, é denotado por Y. (G).
Lembre-se de que um grupo finito G € metanilpotente se, e somente se, ¥%.(G) for nilpotente.

Agora, dados os elementos xi,...,x; € G, 0s d-comutadores sao definidos indutiva-

mente pelas férmulas &p(x;) = xj e
5k(x1, N ,xzk) = [5/(_1 (xl, coe ,xzkfl), 6k_1 (x2k71+1 gooe ,xzk)] para k > 1.

O subgrupo de G gerado pelos §-comutadores coincide com o k-ésimo termo da série
derivada de G e é denotado por G,

Em [9], Baumslag e Wiegold mostraram que em um grupo finito G, se |ab| = |a||b| para
quaisquer elementos a,b € G de ordens coprimas, entdo G € nilpotente. A simplicidade do
enunciado contrasta com sua profundidade e impacto, motivou inimeras generalizacoes e
variacdes. Em 2016, Bastos e Shumyatsky em [8] mostraram que, ao restringir a hipdtese aos
comutadores, garante-se que o subgrupo comutador seja nilpotente, ou seja, em um grupo
finito G, se a propriedade |ab| = |a||b| vale para quaisquer comutadores a,b € G, entdo G’
€ nilpotente. Avancos posteriores ampliaram ainda mais essa perspectiva, considerando,
termos das séries derivada e central inferior [7, 5, 17, 47, 51]. Vale também mencionar que
existem outros resultados recentes relacionados ao teorema de Baumslag e Wiegold (veja
[2, 32, 15, 10]).

Introduzimos agora indutivamente a no¢do de um og-comutador em um grupo finito G,
onde k € um inteiro positivo. Inicialmente, um elemento x € G € dito elemento primério se
ele € um p-elemento para algum primo p. Equivalentemente, um elemento € um elemento
primdrio se pertence a um p-subgrupo de Sylow de G para o primo p. Assim, quando o primo
p € especificado, continuamos chamando tal elemento de p-elemento; caso contrario, nos
referimos ele apenas como elemento primério. Definimos que todo elemento primério de G é
um o-comutador. Para k > 2, seja X;_| o conjunto de todos os elementos primérios de G
que sdo og_j-comutadores. Um elemento x € G € definido como um oy-comutador se existir
um elemento a € ;1 e um elemento primdrio b € G tais que x = [a,b] e (|a|,|b]) = 1. O
subgrupo de G gerado por todos os og-comutadores é denotado por 0% (G) e é um subgrupo
caracteristico de G. Em particular, oy (G) < 1(G).

Em 2019, Monakhov [48], mostrou que um grupo solivel finito G é metanilpotente

se, e somente se, |ab| > |a||b| para quaisquer op-comutadores a,b € G de ordens coprimas
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(veja também [27] e [6]). Obtemos, assim, o seguinte critério para que um grupo finito seja
metanilpotente.

Teorema G. (de Souza, Bastos e Marion, [21, Teorema 1.2]) Sejam G um grupo finito e

k > 2 um inteiro. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(i) Y(G) € nilpotente.
(ii) 04(G) é nilpotente.

(iii) Para cada primo p e cada oy-comutador x de ordem poténcia de p, K,(G) consiste de

p-elementos.

A série de Fitting inferior de um grupo G € definida por
Dy(G) =G e Di11(G) = ¥ (Di(G)), para k > 0.

Agora introduzimos indutivamente a no¢do de um f;-comutador em um grupo fito G,
onde k > 0. Todo elemento primério de G € um fy-comutador. Para k > 1, seja T;_1 o
conjunto de todos os elementos priméarios de G que sdo f3;_j-comutadores. Um elemento x
de G é um P-comutador se existirem elementos a,b € T;_ tais que x = [a,b] e (|a|,|b|) = 1.
O subgrupo de G gerado por todos os Bi-comutadores é denotado por B¢ (G) e é um subgrupo
caracteristico de G. Em particular, B¢(G) < Di(G) (veja Lema 5.2.6). Obtemos para um
grupo soltvel finito G um critério para que Dy (G) seja nilpotente.

Teorema H. (de Souza, Bastos e Marion, [21, Teorema 1.3]) Sejam G um grupo soliivel

finito e k um inteiro. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(i) Dy(G) é nilpotente.
(ii) Br(G) € nilpotente.

(iii) Para cada primo p e cada By-comutador x de ordem poténcia de p, K(G) consiste de

p-elementos.

Dado um grupo finito G, observe que as familias de a-comutadores e f;-comutadores de
G definidas acima podem ser vistas como subfamilias da familia de comutadores coprimos
de G, conforme definido em [55].

Em resumo, os principais objetos de estudo deste trabalho, em um grupo finito G, sdo
os conjuntos de comutadores B,(G) e K,(G), bem como os 0g- e fBx-comutadores. Essas
familias de subconjuntos permitem investigar propriedades estruturais de G relacionadas a

nilpoténcia, solubilidade e a0 comportamento do subgrupo comutador.
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A tese estd organizada em cinco capitulos, seguidos das consideracgdes finais, conforme
descrito a seguir.

No Capitulo 1, apresentamos no¢des preliminares da teoria de grupos, abordando gru-
pos soluveis, supersoldveis, nilpotentes, p-nilpotentes, além de 7m-subgrupos de Hall, a
propriedade da torre de Sylow e grupos de matrizes.

No Capitulo 2, tratamos das defini¢des e propriedades de comutadores, séries deri-
vadas, séries centrais e de Fitting, palavras de grupo e comutadores coprimos (0y- e Bi-
comutadores).

No Capitulo 3, apresentamos um resultado de Spiegel e estudamos propriedades e
resultados bdsicos sobre os conjuntos de comutadores By(G) e K,(G), que servirdo de base
para os Capitulos subsequentes. Além disso, mostraremos que, se G € um grupo de ordem
no maximo 53, entdo existe um elemento x € G tal que By(G) =T'(G) =G'.

No Capitulo 4, investigamos grupos G com restricdes impostas sobre os subconjuntos
normais de comutadores B,(G). Obtemos critérios de solubilidade e propriedades de p-
grupos. Os Teoremas A, B, C, D e E sdo os resultados mais importantes do capitulo.

No Capitulo 5, desenvolvemos caracterizacdes de grupos finitos G em termos das propri-
edades de Ky (G) para elementos x € G de ordens especificas como a propriedade da torre
de Sylow e a nilpoténcia dos residuais nilpotentes. Revisitamos o teorema de Baumslag-
Wiegold, juntamente com algumas de suas generalizacdes e versdes. Os Teoremas F, G e H
sdo os resultados mais importantes do capitulo.

Por fim, nas Consideracdes finais destacamos as principais contribuicdes da tese e
apontamos possiveis linhas de investigacao futura.

De modo geral, os Capitulos 4 e 5 sdo independentes entre si. A leitura da tese pode ser
realizada de forma linear, acompanhando a ordem natural de exposi¢do, ou de acordo com as

relagdes de dependéncia entre os capitulos, representadas no diagrama a seguir:

[ Capitulo 1 ]—{ Capitulo 2 ]—{ Capitulo 3 ]

[ Capitulo 4 ] [ Capitulo 5 ]

~ 7

[Consideragées ﬁnais]




Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar notacoes, definicdes e alguns resultados basicos que
serdo utilizados ao longo deste trabalho. Assumimos que o leitor tem familiaridade com
os conceitos elementares da Teoria de Grupos. Resultados classicos, como o Teorema de
Lagrange, o Teorema da Correspondéncia e os Teoremas de Isomorfismo, também sao
considerados conhecidos e podem ser encontrados em diversas referéncias, em particular em
[29, 30]. A elaboragdo deste capitulo foi inspirada, em parte, nas referéncias [52, 58, 38, 31,
24].

1.1 Conceitos basicos

Dados um grupo G, elementos x,y de G e X um subconjunto nao vazio de G. O conjugado
de x por y é dado por x¥ = vy lxy, enquanto a conjugacdo de X poryé X” ={a’ |a € X}. A
classe de conjugacdo de x em G é o conjunto de todos os seus conjugados, x¥ = {x% | g € G}.
Denotamos o centralizador de x em G por Cg(x) = {g € G | xg = gx}; de forma similar, o
centralizador de X em G por Cg(X) = {g € G | ag = ga, paratodo a € X }; o centro de G
é denotado por Z(G) = {z € G | zg = gz, paratodo g € G}. O normalizador de X em G é
o conjunto Ng(X) = {g € G | X = X}; o fecho normal de X em G é o subgrupo normal
X% = (X% | g € G); se H é um subgrupo de G, o niicleo normal de H em G é o subgrupo
Hg = NgegH®.

Os resultados a seguir sdo conhecidos e serdo usados repetidamente ao longo do trabalho.

Veja as demonstragdes, por exemplo, em [52, 1.5.5, 1.5.6, 1.6.13 e p. 38].
Proposicao 1.1.1. Seja G um grupo. Entdo

(i) Se H é subgrupo de G, entdo Cg(H) é um subgrupo normal em Ng(H) e Ng(H) /Cc(H)
é isomorfo a um subgrupo de Aut (H ).
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(ii) Dado x € G, o niimero de conjugados de x em G é igual ao indice do seu centralizador

em G, isto é,
X =1G: Co(x)|.

(iii) Se G é ciclico, entdo Aut(G) é abeliano.

(iv) Se N é um subgrupo normal de G e K é um subgrupo caracteristico de N, entdo K é

normal em G.

Dado um inteiro positivo n, denotamos por S, e A, 0s grupos simétrico e alternado de

grau n, respectivamente.

Proposicao 1.1.2. Sejam n um inteiro positivo e H um subgrupo de um grupo G tal que

|G : H| = n. Entdo, G/Hg é isomorfo a um subgrupo de S,,.

Para a demonstracdo do fato acima, veja, por exemplo, [52, 1.6.6, p. 34].

Subgrupos de Sylow do grupo simétrico
Aqui e subsequentemente, W (p, r) denota o produto entrelacado
(... (CLICYH) .. )Cy,

onde o nimero de fatores r.
O produto entrelacado pode ser utilizado para descrever os subgrupos de Sylow do grupo
simétrico S,. Tal descri¢do é dada no resultado a seguir, extraido de [52, 1.6.19, p. 41]. Para

mais detalhes sobre produtos entrelagcados, veja [52, p. 41, 58 e 60].
Teorema 1.1.3 (KaluZnin). Seja p um niimero primo.

(i) Um p-subgrupo de Sylow de S, é isomorfo a W (p,r).

(ii) Se o inteiro positivo n é escrito na forma

n=ap+aip+--+aip,

onde 0 < a; < p, entdo um p-subgrupo de Sylow de S, é isomorfo ao produto direto

de a) copias de W (p,1),a, copias de W (p,2),..., e a;—1 copias de W (p,i—1).
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Acoes de grupos

Uma acdo de um grupo G sobre um conjunto X € uma aplicacao
XxG—X, (xgr—x-g,

com as seguintes propriedades:

* x-1=ux, para todo x € X;

* (x-g)-h=ux-(gh), paratodos g,h€ Gex € X.
Seja x € X, o estabilizador de x é um subgrupo de G dado por G, ={g € G |x-g =x}

Chamamos de niicleo da a¢do o subgrupo normal de G,

M G

xeX
dado pela interse¢do de todos os estabilizadores, o qual denotamos por C(X ). Nessa notagao
notagdo, em principio, ndo estamos supondo que o conjunto X estd dentro de G.

A seguinte acdo de grupo serd util.

Exemplo 1.1.4. Sejam N e M subgrupos normais de um grupo G tais que N < M. Defina a

aplicacdo
o:M/NxG— M/N, (mN,g)—> m°N.
Entdo a é uma agdo de G sobre M /N, cujo niicleo é
K=CsM/N)={geG|g 'm 'gmeN, para todo m € M}.
Além disso, G/K é isomorfo a um subgrupo de Aut(M/N).
Demonstragdo. Em principio vamos mostrar que a aplicacdo o é bem definida. Sejam
(mN,g),(myN,h) € M/N x G com (mN,g) = (myN,h). Entdo, m; = mpn, para algum
n € N, e g = h. Portanto,
o(miN,g) = miN = (man)SN = m§N = mhN = a(maN, h).
Em seguida, vamos mostrar que de fato, & é uma acao e concluir a demonstragdo. Dados

meMeg,he G, temos:
« a(mN,1)=m'N =mN;

e a(mN,gh) =m@N = (m®)"N = a(m®N,h) = a(a(mN,g),h).

O estabilizador de mN € M/N é G,y = {g € G | g~ 'm~'gm € N}. Consequentemente, o
niicleo de tal acio é Cg(M/N) = {g € G| g 'm 'gm € N, para todo m € M}. O

Essa acdo serd essencial, no Capitulo 4, para o estudo de p-grupos powerful, em particular

na demonstrac¢do do Teorema E.
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1.2 Classes de grupos

Nesta secdo, introduzimos algumas classes de grupos e destacamos resultados que servirdo
de base para os capitulos posteriores.

Grupos nilpotentes
Um grupo G € nilpotente se existe uma série de subgrupos
1=G6o<G1 <G, < <G, =G

tal que G; <G, 1 <i < n e cada quociente G / G| esta contido no centro de G/ Gj,
0 < j<n—1. Uma série com essa descri¢do ¢ chamada de série central.

Apresentamos a seguir algumas caracterizacdes cldssicas da nilpoténcia de grupos finitos,
as quais serdo empregadas nos capitulos subsequentes, ainda que sem citacao explicita. As

respectivas demonstra¢des podem ser encontrada em [53, Teorema 10.9].
Teorema 1.2.1. Para um grupo finito G, as seguintes condicoes sdo equivalentes:
(i) G é nilpotente.
(ii) Se H < G, entdo H < Ng(H).
(iii) Todos os subgrupos de G sdo subnormais em G.
(iv) Todos os subgrupos maximais de G sdo normais em G.
(v) Todos os subgrupos de Sylow de G sdo normais em G.

O subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de um grupo G € denomi-
nado subgrupo de Fitting de G e sera denotado por F(G). O préximo resultado mostra que o
subgrupo de Fitting de um grupo finito € nilpotente. A demonstra¢do pode ser encontrada em
[52,5.2.8].

Lema 1.2.2 (Teorema de Fitting). Sejam M e N dois subgrupos normais nilpotente de um

grupo G. Entdo, MN é um subgrupo normal nilpotente de G.

Grupos supersoliveis

Um grupo G é chamado de supersoliivel se existe uma série de subgrupo

1=Gp<G <G, < <G, =G,
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tal que G; < G, 1 <i < necadaquociente G /G j €ciclico, 0 < j <n—1. Uma série com
essa descri¢do € chamada de série ciclica.

Passamos agora a recordar algumas propriedades de grupos supersoliveis. As demons-
tragdes dos dois resultados a seguir podem ser encontradas em [13, Teoremas 1.1 e 1.2,

respectivamente].

Teorema 1.2.3. (i) Todo subgrupo de um grupo supersoliivel é supersoliivel.
(ii) Toda imagem homomorfica de um grupo supersoliivel é supersoliivel.
(iii) O produto direto de dois grupos supersoliiveis é supersoliivel.

(iv) Se um grupo G possui subgrupos normais H e K tais que G/H e G /K sdo supersoliiveis,
entdo G/(HNK) é supersolivel.

Teorema 1.2.4. Seja G um grupo com um subgrupo ciclico normal N tal que G/N superso-

liivel. Entdo G é supersoliivel.

O subgrupo de Frattini de um grupo G, denotado por ®(G), é definido como a intersecdo
de todos os subgrupos maximais de G. Caso G nao possua subgrupos maximais, define-se
®(G) = G. Uma caracterizagdo importante de grupos supersoliveis é dada pelo seguinte

resultado, que pode ser encontrado em [13, Corolario 3.2].

Teorema 1.2.5. Um grupo G é supersoliivel se, e somente se, G/®(G) é supersoliivel.

Grupos soluveis
Um grupo G € chamado de soliivel se existe uma série de subgrupos
1=Gp<G1 <G, <. <G, =G,

tal que G; < G e cada quociente G;11/G; é abeliano, 0 <i < n— 1. Uma série com essa
descri¢do é chamada de série abeliana.

A seguir, apresentamos um conjunto de resultados cldssicos sobre grupos soluveis, cujas
demonstracdes podem ser encontradas em [31, Teorema 4.1, Cap. 2, Se¢. 4]. Antes de
enunciar os resultados, recordamos que um subgrupo normal N de um grupo G € dito normal
minimal em G se N # 1 e ndo existe subgrupo normal M de G tal que 1 <M < N.

Teorema 1.2.6. (i) Subgrupos e imagens homomorficas de grupos soliiveis sdo soliiveis.

(ii) Se H e N sdo subgrupos soliiveis de um grupo G, onde N é normal em G, entdo HN é

soluvel.
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(iii) Se H é um subgrupo normal de um grupo G e tanto H quanto G/H sdo soliiveis, entdo

G é solivel.
(iv) Produtos diretos de grupos soliiveis sdo soliveis.
(v) Grupos nilpotentes sdo soliiveis.

(vi) Um subgrupo normal minimal de um grupo solivel finito é um p-grupo abeliano

elementar, para algum primo p.

A partir do item (ii) do resultado acima, para um grupo finito G, podemos definir o
radical soliivel de G como o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais soldveis de G.

p-Grupos finitos

Um caso importante de grupos nilpotentes € dado pelos p-grupos finitos. Recordemos que,
em um p-grupo finito G, se N é um subgrupo normal nao trivial de G, entdo NNZ(G) # 1.
Em particular, Z(G) # 1. Além disso, se M é um subgrupo maximal de G, entdo |G : M| = p
e M é normal em G. Outro fato relevante € que o subgrupo de Frattini determina o nimero

minimo de geradores de G, denotado por d(G), conforme enunciado a seguir:
Teorema 1.2.7 (Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito. Entdo:

(i) G/P(G) é um p-grupo abeliano elementar e, consequentemente, pode ser visto como

um espago vetorial sobre IF, (corpo com p elementos).

(ii) O conjunto {xi,...,x;} é um conjunto gerador minimal de G se, e somente se,
{x12(G), ..., x4P(G)}
é uma base de G/®(G).

(iii) A dimensdo de G/®(G) éd(G). Em outras palavras, |G : ®(G)| = p©).

A demonstracdo do resultado acima pode ser encontrada, por exemplo, em [24, Teorema
1.6]

Um p-grupo finito G é chamado extraespecial se seu centro Z(G) é ciclico de ordem p e
o quociente G/Z(G) é um p-grupo abeliano elementar nao trivial.

Exemplo 1.2.8. Os seguintes grupos sdo extraespecial: Dy, o grupo diedral de ordem 8; Qsg,

o grupo dos quatérnios; e, de fato, todo grupo ndo abeliano de ordem p3.
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Um p-grupo finito de ordem p" > p? é dito de classe maximal se possui classe de

nilpoténcia n — 1.

Exemplo 1.2.9. Os p-grupos ndo abelianos de ordem p3 sdo de classe maximal. Além disso,

os seguintes sdo os unicos 2-grupos de classe maximal (veja [24, Teorema 5.1]) :

* O grupo diedral:

Dym-1 = {a,b | A" =p = lL,ad=aYy, m>3.

* O grupo semidiedral:

SDyw 1 = (a,b|a®  =b*=1,a"=a"""7), m>4.

* O grupo dos quatérnios generalizado:

—1 -2
O =(a,b|ad® =1, =b*,d"=a"), m>3.

Um elemento x de um p-grupo finito G é chamado de uniforme se |Cg(x)| = p>. O

seguinte resultado foi retirado de [24, Teoremas 4.6 e 4.10, respectivamente].

Teorema 1.2.10. Se G é um p-grupo finito de classe maximal, entdo G possui elementos

uniformes.

Para mais informagdes sobre p-grupos finitos veja [24, 39, 40].

Grupos p-nilpotentes

Seja 7 um conjunto de nimeros primos. Denotamos por 7’ o conjunto de todos os niimeros
primos que ndo estdo em 7. Seja G um grupo finito, e denotamos por 7(G) o conjunto de
fatores primos da ordem de G. Dizemos, entdo, que G é um 7-grupo se 7(G) C 7. Podemos
verificar que o produto de dois 7-subgrupos normais de G é também um 7-subgrupo normal
de G. Podemos, portanto, definir Oz(G) como sendo o subgrupo gerado por todos 7-
subgrupo normal de G. No caso em que 7 = {p} contém um tnico primo, escrevemos O,,(G)
e Oy (G) para Oz(G) e Oy (G), respectivamente.

Dado um grupo finito G e um primo p € 7(G), diz-se que G admite um p-complemento
se G tem um p-subgrupo de Sylow P e um subgrupo H talque G=PH e PNH =1. O
subgrupo H € entdo chamado de p-complemento de G. Se, além disso, H € normal em G,

entdo H € dito um p-complemento normal de G. Um grupo G € dito p-nilpotente se ele
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possui um p-complemento normal. Em particular, O,/(G) é um p-complemento normal de
G.

Exemplo 1.2.11 (Exemplos e ndo exemplos).
* Um grupo finito nilpotente G é p-nilpotente para cada p € 7(G).
* O grupo S3 é 2-nilpotente, mas ndo é 3-nilpotente.
* O grupo G = C7 X As é T-nilpotente, mas ndo é soliivel.
* Grupos 2-nilpontentes sdo soluveis, pelo Teorema de Feit-Thompson [23].

O resultado a seguir e conhecido como teorema do complemento de Frobenius. Veja a
demonstracdo, por exemplo, em [38, Teorema 5.26, p. 171].

Teorema 1.2.12 (Frobenius). Seja G um grupo finito ndo trivial. Seja p € n(G). Entdo, as

seguintes propriedades sdo equivalentes.
(i) G tem um p-complemento normal.
(ii) Ng(H) tem um p-complemento normal para todo p-subgrupo H ndo trivial de G.
(iii) Ng(H)/Cg(H) é um p-grupo para todo p-subgrupo H ndo trivial de G.

Esse resultado serd utilizado nas demonstracdes dos Teoremas F e G.

Subgrupos de Hall

Seja 7 um conjunto ndo vazio de primos. Um 7-niimero € um inteiro positivo cujos divisores
primos pertencem a 7. Um elemento de um grupo € chamado de 7-elemento se sua ordem €
um 7-nimero. No caso em que 7 = {p} contém um tnico primo, escrevemos p-elemento e
p’-elemento para m-elemento e 7’-elemento, respectivamente. Um subgrupo H de um grupo

é um 7r’-ndmero.

finito G é chamado de 7-subgrupo de Hall se |H| é um w-nimero e |G : H

Exemplo 1.2.13. Se G é um grupo finito nilpotente, entdo para todo conjunto de primos
7t C 7t(G), existe um m-subgrupo de Hall de G. Considere D1s, o grupo diedral de ordem 30.
O subgrupo ciclico de ordem 15 é um {3,5}-subgrupo de Hall de D1s, enquanto as cdpias
de S3 em D5 constituem {2,3}-subgrupos de Hall.

Em geral, um grupo finito G pode ndo possuir 7-subgrupos de Hall, isto €, a existéncia

de um m-subgrupo de Hall em G ndo € garantida.
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Exemplo 1.2.14. O grupo alternado As ndo possui rt-subgrupos de Hall quando m = {2,5}
oum={3,5}

Em 1928, P. Hall demonstrou que 7-subgrupos de Hall sempre existem em grupos

solaveis finitos:

Teorema 1.2.15 (Hall, [34]). Sejam 7 um conjunto de primos e G um grupo soliivel finito com
n C n(G). Entdo, existe m-subgrupo de Hall de G. Além disso, quaisquer dois 1t-subgrupos

de Hall sdo conjugados.
Em 1937, P. Hall estabeleceu a seguinte caracterizacdo para grupos soluveis finitos:

Teorema 1.2.16 (Hall, [35]). Seja G um grupo finito. Entdo, G é soliivel se, e somente se,
existem p'-subgrupo de Hall de G para todo p € n(G).

Propriedade da torre de Sylow

Seja G um grupo finito (ndo trivial). Escreva n(G) = {p1,p2,...,pr}, onde p; > py >
... > pr. O grupo G satisfaz a propriedade da torre de Sylow se, e somente se, existem
P, P, ..., P tais que cada P, € um p;-subgrupo de Sylow de G e FPy...P,P; € normal em G
paral <k <r.

A propriedade da torre de Sylow € preservada ao se tomar subgrupos e quocientes (veja
[13, Cap. 6, Sec. 4]).

Exemplo 1.2.17 (Exemplos e ndo exemplos).

* Em um grupo nilpotente finito, todos os seus subgrupos de Sylow sdo normais. Conse-
quentemente, qualquer grupo nilpotente finito satisfaz, em particular, a propriedade
da torre de Sylow.

* O grupo simétrico S3 satisfaz a propriedade da torre de Sylow: um 3-subgrupo de
Sylow (gerado por um 3-ciclo) é normal em S3, e 0 2-subgrupo de Sylow completa a

torre.

* O grupo alternado A4 ndo satisfaz a propriedade da torre de Sylow, pois seus 3-

subgrupos de Sylow ndo sdo normais.
Teorema 1.2.18. Grupos supersoliiveis finitos satisfazem a propriedade da torre de Sylow.

A demonstracdo do resultado acima pode ser encontrada em [13, Teorema 1.8]. Note-se

que a reciproca ndo € verdadeira.
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Exemplo 1.2.19. O seguinte grupo
G=(a,b,c| a®=b=c*=1,ab=ba, c 'bc=ab, c lac=a"'b)

de ordem 36 satisfaz a propriedade da torre de Sylow, mas ndo é supersoliivel. De fato,
A = (a,b) é um subgrupo normal em G, de ordem 9 e expoente 3. Além disso, nenhum

subgrupo de ordem 3 de A é normal em G.

As seguintes caracterizagdes para um grupo soluvel G satisfazendo a propriedade da torre
de Sylow podem ser encontradas em [13, Teorema 4.2].

Teorema 1.2.20. Seja G um grupo soliivel finito. Entdo as seguintes propriedades sdo

equivalente:
(i) G satisfaz a propriedade da torre de Sylow.
(ii) Todo quociente G de G tem um p-subgrupo de Sylow normal, onde p = max{n(G)}.
(iii) Todo subgrupo H de G é p-nilpotente, onde p = min{n(H)}.

(iv) Para todos os p-subgrupos maximais M de G, M /Mg é um m-grupo, onde todos os

primos de T sdo menores que p.

Para mais informagdes sobre grupos que possuem a propriedade da torre de Sylow, veja,
por exemplo [13, Cap. 6, Sec. 4].

CLT-grupos

Pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados [58, Teorema 5.2],
sabemos que todo grupo abeliano finito possui subgrupos de todas as ordens que dividem
a sua ordem. Ja pela caracterizacdo de Holmes [37], um grupo finito G € nilpotente se, e
somente se, para cada divisor positivo d de |G| existe um subgrupo normal H < G com
|H| = d. Assim, tanto os grupos abelianos finitos quanto, de forma mais geral, todos os
grupos nilpotentes finitos satisfazem a reciproca do Teorema de Lagrange. Um Grupo com

essa propriedade é chamado de CLT-grupo. Mais precisamente,

Definicao 1.2.21. Seja G um grupo finito. Dizemos que G é um CLT-grupo se para cada
inteiro positivo d que divide |G| existe um subgrupo H < G tal que |H| = d.

O préximo resultado, retirado de [13, Teorema 1.1, p. 72], mostra que todo grupo finito

supersoluvel é CLT-grupo.
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Teorema 1.2.22. Seja G um grupo finito. Entdo, G é supersoliivel se, e somente se, cada

subgrupo de G (incluindo o proprio G) é CLT-grupo.
Como consequéncia imediata do Teorema 1.2.16, temos:
Corolario 1.2.23. Todo CLT-grupo é soliivel.

Sabemos que as classes dos grupos abelianos, nilpotentes, supersoltveis e soliveis sao
fechadas tanto por subgrupos quanto por quocientes. Entretanto, a classe dos CLT-grupos nao
apresenta essa estabilidade: ela ndo €, em geral, fechada por subgrupos, nem por quocientes,

e tampouco € preservada por extensoes.
Exemplo 1.2.24 (Contra-exemplos).

* Um grupo soluvel que nao é CLT-grupo. O grupo alternado A4 ndo é um CLT-grupo,
pois ndo possui subgrupo de ordem 6. SejaV = Cy x Cy em A4. Entdo, V e A4V = C3

sdo CLT-grupo. Ou seja, a classe dos CLT-grupos ndo é fechada por extensdo.

* Um CLT-grupo que ndo possui a propriedade da torre de Sylow. O grupo C, x Ay
é CLT-grupo, mas os 3-subgrupos de Sylow ndo sdo normais. Além disso, Cy X A4
contém uma copia do subgrupo A4, que ndo é CLT-grupo. Em particular, a classe dos

CLT-grupos ndo é, em geral, fechada por subgrupos nem por quocientes.

Reticulado de subgrupos obtido com auxilio do GAP [28]:

LT

CzXCzXCz

O\ A

{1}
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* Um grupo que satisfaz a propriedade da torre de Sylow, mas nao é CLT-grupo. O
grupos G do Exemplo 1.2.19 possui a propriedade da torre de Sylow, mas ndo possui

subgrupo de ordem 12.
Reticulado de subgrupos obtido com auxilio do GAP [28]:
G

N\

C3>45g

</ N\
/

G 3

Para mais detalhes sobre CLT-grupos, veja, por exemplo, [13, Cap. 3 e 6, respectiva-

mente].

Encerramos esta se¢do destacando que diversas condi¢des estruturais impostas a grupos

soluveis finitos dao origem a subclasses de grande relevancia, como os grupos supersoliveis,
nilpotentes e abelianos. Além dessas, também temos os CLT-grupos e grupos que satisfazem
propriedade da torre de Sylow. O reticulado abaixo sintetiza as relagdes de inclusio (préprias)
discutidas ao longo da sec¢do, situando cada uma dessas classes dentro do “universo” dos

grupos soldveis finitos.
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[ Soluvel ]
[ CLT-grupo ] [Propriedade da torre de Sylow]
[ Supersolivel ]
[ Nilpotente ]
[ Abeliano ]

1.3 Grupos de matrizes

Sejam p um primo e n um inteiro positivo. Seja F, o corpo finito com g = p™ elementos,
onde m € um inteiro positivo (todos os corpos finitos com mesmo niimero de elementos sdo
isomorfos [43, Teorema 2.5]). Denote por Mn(IFq) o conjunto de todas as matrizes n X n
sobre [F;; e por I, sua matriz identidade; e se A € M, (F,), denote por det(A) o determinante
da matriz A.

O grupo linear geral de grau n sobre I, € definido como
GL(n,q) = {A € M,(IFy) | det(A) # 0}

A operacgdo do grupo € a multiplicagdo usual de matrizes. A sua ordem € dada por

|GL(n,q)| H ¢"—4q") (ver[58,9.11, p. 81)).
i=0

O grupo linear especial é o subgrupo de GL(n,q) constituido pelas matrizes com determinante
1:

SL(n,q) = {A € GL(n,q) | det(A) = 1}.
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Ele é um subgrupo normal de GL(n, g), pois o determinante ¢ um homomorfismo
det: GL(n,q) — Fy.

Aqui F, =TF,\{0} é o grupo ciclico de ordem g — 1, munido da multiplicagdo usual do corpo.

Pelo Teorema do Isomorfismo obtemos:

GL(n.q)|

SLing)l ==

O grupo linear especial projetivo é definido como
PSL(n,q) = SL(n,q)/Z(SL(n.q)),

onde Z(SL(n,q)) = SL(n,q) NZ(GL(n,q)). Para mais detalhes sobre os fatos acima, veja,
por exemplo, [58, Cap. 1, Se¢. 9, p. 73-85].

A seguir apresentamos um resultado classico sobre o grupo de automorfismos de um
p-grupo abeliano elementar; sua demonstracdo pode ser encontrada em [31, Teorema 6.1,
Cap. 2, Seg. 6].

Lema 1.3.1. Sejam n um inteiro positivo e p um niimero primo. Se G é um p-grupo abelino

elementar de ordem p", entdo Aut(G) é isomorfo GL(n, p). Em particular,

—

n—

Aut (G)| = [T (p" - P")

i=0

Os subgrupos de PSL(2,¢) foram estudamos por Dickson em seu livro [22]. Retiramos
os seguintes resultados do livro de Suzuki [58, Teoremas 6.25 e 6.26, respectivamente]:

Teorema 1.3.2. Seja g um poténcia de um primo p. Entdo, um subgrupo de PSL(2,q) é

isomorfo a um dos seguintes grupos:
(a) O subgrupo diedral de ordem 2(q—1)/d e seus subgrupos (d = (2,q—1)).

(b) Um grupo H de ordem q(q—1)/d e seus subgrupos. Um p-subgrupo de Sylow Q de
H é abeliano elementar, Q <{H, e o quociente H/Q é ciclico de ordem (q¢—1)/d.

(c) A4, Sy, ou As.
Teorema 1.3.3. Seja L =PSL(2,q9) e ¢ = p".

(i) O grupo L sempre contém subgrupos dos tipos (a) e (b) do Teorema 1.3.2.
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(ii) O grupo L ndo contém um subgrupo isomorfo ao A4 se, e somente se, p=2en é

impar.
(iii) O grupo L contém um subgrupo isomorfo ao Sy se, e somente se, q2 = 1 (mod 16).

(iv) Uma condigdo necessdria e suficiente para que L contenha um subgrupo isomorfo ao

S5 € que
*(¢*>—1)= 0 (mod 5).

O resultado a seguir foi retirado de [12, Teorema 7.1(2)].
Lema 1.3.4. O grupo PSL(3,3) contém um subgrupo isomorfo ao Ay.

Outra familia importante de grupos de matrizes sdo os grupos de Suzuki, denotados por

Sz(q), onde g = 2271 onde n > 0. Uma construcdo desses grupos pode ser encontrada em

[57, Secdo 13, p. 133].
O seguinte resultado foi retirado de [57, Teorema 9]:

Teorema 1.3.5 (Suzuki). O grupo de Suzuki Sz(q) contém os seguintes subgrupo:

(i) Um grupo de Frobenius Q X K, onde Q é um 2-subgrupo de Sylow de ordem q2 eKeé

um subgrupo ciclico de ordem (g —1).
(ii)) Um grupo diedral de ordem 2(q—1).

Os resultados desta subsecdo serdo usados com frequéncia nos capitulos subsequentes.

Em particular, eles serdo utilizados nas demonstragdes dos Teoremas B, E e G.

Grupos simples minimais

Um grupo simples minimal ¢ um grupo simples finito nao ciclico cujos subgrupos proprios
sdo todos soluveis. Em [59, Corolério 1], Thompson classificou todos os grupos simples

minimais:

Teorema 1.3.6 (Thompson). Todo grupo simples minimal é isomorfo a um dos seguintes

grupos:
(i) PSL(2,27), onde p é qualquer primo;
(ii) PSL(2,37), onde p é qualquer primo impar;

(iii) PSL(2,p), onde p >3 é um primo tal que p*>+1= 0 (mod 5);
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(iv) Sz(2P), onde p é qualquer primo impar;
(v) PSL(3,3).

O Teorema acima € central na teoria de grupos e fornece uma ferramenta fundamental no
estudo dos grupos finitos. Usaremos esse resultado nos Capitulos 4 e 5. Em particular, ele

serd utilizado nas demonstragdes dos Teoremas B, C e F.



Capitulo 2

Comutadores e séries de subgrupos em
grupos

Neste capitulo, apresentamos as principais defini¢des e propriedades de comutadores e dos
subgrupos a eles associados. Em seguida, discutimos a série derivada, as séries centrais e as
séries de Fitting, a torre de Turull [60] e palavras de grupo, com destaque para as palavras
derivadas e para palavras centrais inferiores. Abordamos também o Teorema do Subgrupo
Focal e suas generalizacdes recentes para palavras derivadas no caso soluvel [17]. Por
fim, introduzimos os comutadores coprimos, definidos originalmente por Shumyatsky em
[55], a partir dos quais propomos variagdes denominadas a-comutadores e f;-comutadores,

construidas a partir de elementos primarios.

2.1 Definicoes e propriedades

Comutadores

Sejam G um grupo e x1,x2,...,X, elementos de G. O comutador de x| e x; é o elemento
_o—1.-1
[X1,X%0] = x| x5 x1x0.
Mais geralmente, um comutador de comprimento n > 2 € definido indutivamente por

[X] 3 X2y 7xn] = H-xl 3 X2y 7xn—1]7xn]7
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onde, por convengdo, [x;] = x;. Uma notagdo abreviada e til é
[x1,nx2] = [x1,%2,...,%2].
H/_/
n

A partir da definicdo de comutadores, verificam-se as seguintes identidades, cujas de-

monstragdes podem ser encontradas, por exemplo, em [52, 5.1.5, p. 123].

Proposicao 2.1.1. Sejam x, y e z elementos de um grupo G. Entdo

(i) [ry] =[] ™

(it) [x,yz] = [x,2)[x,y]* = [x,2][x,y][x, ,2);
(iii) [xy,z] = [x,2][y,2] = [x,2][x,2,y][y, 2]

() ey =l ) e oy = (e )

) e,y Lz af [z, 27 L y]F = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Subgrupos comutadores

E itil formar subgrupos a partir de elementos e subconjuntos. Dados os subconjuntos ndo

vazios X1, X, ...,X, de um grupo G, definimos o subgrupo comutador de X, e X, como:
(X1, Xa] = ([x1,%2] | xi € X;).

De forma mais geral, seja
X1, Xa) = (X, X 1], X,

onde n > 2. Observe que [X;, X»] = [X2, X1], pela Proposicdo 2.1.1 (i). As vezes, é
conveniente denotar [X;, Xp,...,X] por [X], ,X»]. Escreva [X, ,y| quando X, = {y}. Ento,
———

n
assumindo que o conjunto X; € normalizado pelo elemento y, podemos verificar que

[Xl,n)’] = [Xl ;n<y>]’

para algumn > 1.
Aqui e, subsequentemente, denotaremos por I'(G) o conjunto de todos os comutadores
de um grupo G, e definimos o subgrupo comutador (ou subgrupo derivado) de G, denotado

por G’, como sendo o subgrupo de G gerado por I'(G), isto &,

G = (['(G)) =G, G].
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O seguinte resultado pode ser encontrado em [31, Teorema 2.1, Seg. 2, p. 18].
Proposicao 2.1.2. Sejam H,K,L subgrupos de um grupo G. Entdo
(i) [H, K] é subgrupo normal em (H,K);
(ii) H normaliza K se, e somente se, [H, K| <K;

(iii) Se H e K sdo normais (resp., caracteristicos) em G, entdo [H, K| é subgrupo normal

(resp., caracteristico) em G;
(iv) Se H é um subgrupo normal em G, entdo G/H é abeliano se, e somente se, G <H.
(v) Se H,K,L sdo normais em G, entdo [HK, L] = [H, L|[K, L].

O préximo resultado € um exercicio retirado de [52, 5.1.16]. Por comodidade ao leitor,

apresentamos a demonstragéo.

Proposicao 2.1.3. Seja k um inteiro positivo. Seja G um grupo gerado por k elementos
X1,...,Xx € G. Entdo
G ={(x,xj¥|1<i<j<k, g€q).

Demonstragdo. Defina H = ([x;,xj]* | 1 <i< j <k, g € G). Como H < G, basta mostrar
que G’ < H. Por defini¢do, H é subgrupo normal em G. Considere o quociente G/H. Para
quaisquer 1 <i < j <k temos

xixjH = xjxi[x,-,xj]H = )ij,'H,
pois [x;,x;] € H. Portanto, G/H ¢ abeliano, o que implica G’ < H, como queriamos. 0
Para a demonstracdo do resultado a seguir, veja, por exemplo, [31, Lema 2.2, p. 19].

Proposicao 2.1.4. Sejam x, y, 7 elementos de um grupo G e suponhamos que G' < Z(G).

Entao
(@) [xy,2] =[x, 2][y.2);
(b) [x,yz] = [x,y]lx,2);
(c) [x',¥/] = [x,y]Y, para todos os inteiro i, j;
i(i~1)

(d) (xy) =x'y'[y,x] 2, para todo inteiro i.

O préximo resultado, devido a Baer e Suzuki, pode ser encontrado em [31, Teorema 2.12]:
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Teorema 2.1.5 (Baer, Suzuki). Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entdo, H < F(G)

se, e somente se, (H,H®) é nilpotente para todo g € G.
Como consequéncia imediata do Teorema anterior, temos o seguinte resultado.

Lema 2.1.6. Seja G um grupo finito simples ndo abeliano. Se x € G é um elemento de ordem

2, entdo existe g € G tal que o comutador [x,g| tem ordem p, para algum primo impar p.

Demonstragdo. Seja x € G um elemento de ordem 2. Como G € simples ndo abeliano,
tem-se que F(G) = 1 e G = (x%). Pelo Teorema 2.1.5, existe y € G tal que H = (x,x*) ndo é
nilpotente. Assim, H € um grupo diedral de ordem 2n, onde n € divisivel por algum primo
fmpar p. Seja g € H de ordem p. Portanto, (x,g) é um grupo diedral de ordem 2p, e o

comutador [x, g| tem ordem p, como queriamos. O

O seguinte resultado € conhecido como Lema dos Trés Subgrupos, e sua demonstracao
pode ser encontrada, por exemplo, em [52, 5.1.10, p. 126]

Lema 2.1.7. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se dois dos subgrupos [H, K, L],

L, H, K] e [K, L, H|] estdo contidos em N, entdo, o outro também estd contido em N.

Generalizacoes de subgrupos comutadores

Recordamos alguns fatos sobre generalizacdes de subgrupos comutadores em um grupo;
veja, por exemplo, [38, Capitulo 4]. Sejam G um grupo e A um subgrupo do grupo de
automorfismos Aut(G) de G. Seja K um subgrupo A-invariante de G, isto é, k€ € K para
cada k € K e para cada a € A. Defina

K, Al = (k" 'k* | k e K,a € A).

O grupo [K, A] é um subgrupo A-invariante de K. Defina [K, A, A] = [[K, A], A] e para um
inteiro i > 3, definimos

i vezes

de forma andloga e indutiva. Obtemos, dessa forma, uma cadeia descendente de subgrupos
A-invariantes
K>[K,Al>[K,A Al>...>[K,A,..., Al > ...
——

i vezes

Dados os elementos ay,...,a; € A, escrevemos
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K, a1] = (k"' | k€ K) < [K, A,
e também
K, ai, a] = [[K, a1], a2] < [K, A, A].
Para um inteiro i > 3, definimos

K, ai,...,aj| <K, A,...,A]
———

i vezes
de forma andloga e indutiva.
O seguinte lema foi retirado de [54, Lema 2.2].

Lema 2.1.8. Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G com (|A|,|G|) = 1.
Suponha que B seja um subconjunto normal de A tal que A = (B). Sejai > 1. Entdo |G, A] é
gerado pelos subgrupos da forma |G, by,...,b;], onde by,...,b; €B.

Para a demonstra¢ao do resultado a seguir, veja, por exemplo, [38, Lema 4.29, p. 138].

Lema 2.1.9. Sejam p um primo e P um p-subgrupo de um grupo finito G. Suponha que P é

normalizado por um p'-elemento x € G. Entdo,
[P, x] = [P, x, x|.

Esses resultados serdo fundamentais para o Capitulo 5.

2.2 Séries

Série derivada

Seja G um grupo. Considere GO =g 6" =¢= [G, G] e, para cadan > 1, defina
G — [G(n—l)’ G("—l)].
Tais subgrupos sdo caracteristicos em G e formam uma série

G=G9 > >G? > ...

b

chamada de série derivada de G. Embora a série derivada ndo precise necessariamente atingir
o subgrupo trivial, como todos os fatores G /G"*1) sdo abelianos, um grupo G é soliivel
se, e somente se, sua série derivada atinge o subgrupo trivial apds um nimero finito de etapas
(veja, por exemplo, [52, 5.1.8, p. 124]). O menor inteiro » tal que G = 1 é denominado o

comprimento derivado de G.
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Séries centrais

Seja G um grupo. Considere ¥ (G) = G e, para cada n > 1, defina

%+1(G) = [%(G), GI.
Tais subgrupos sdo caracteristicos em G e formam uma série

G=n(G)z2n(G) = =2nG) =,

na qual se tem %,(G)/%+1(G) < Z(G/¥,+1(G)). Essa série é chamada de série central
inferior. A interse¢do de todos os termos ¥,(G) é chamada de residual nilpotente de G e é

é
denotada por 7.(G). Se G é finito, entdo ¥.(G) é

o menor subgrupo normal de G tal que o
quociente correspondente € nilpotente.

Agora, consideremos Zy(G) = 1, Z1(G) = Z(G) e, para cada n > 0, definamos
Z011(G)/Zn(G) = Z(G/ Zx(G))
Novamente, tais subgrupos sao caracteristicos em G e formam uma série
1=2)(G) <Z1(G) < Z(G) < -+ < Zy(G) < -+ -,

chamada de série central superior.

Um grupo G € nilpotente se, € somente se, a série central inferior atinge o subgrupo
identidade apds um ndmero finito de passos, ou de forma equivalente, se a série central
superior atinge o préprio grupo em um nimero finito de etapas (veja, por exemplo, [52, 5.1.9,
p- 125]) . O menor inteiro n > 1 tal que ¥,+1(G) = 1, ou, equivalentemente, Z,(G) = G, é
chamada de classe de nilpoténcia de G.

Para mais detalhes sobre a série derivada e as séries centrais inferior e superior, veja [52,

Cap. 5].

Séries de Fitting

Outras séries importantes para o desenvolvimento do trabalho sdo as séries de Fitting.
Relembre que o subgrupo de Fitting F(G) de um grupo G é o subgrupo gerado por todos os
subgrupos normais nilpotentes de G. O subgrupo de Fitting de um grupo finito € nilpotente

(veja [52, 5.2.8]). A série de Fitting superior de um grupo G € a série

1=F(G) <RA(G) <,
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onde F1(G) = F(G) e F;+1(G)/Fi(G) = F(G/F;(G)) para cada i > 1. De modo semelhante,
definimos a série de Fitting inferior de um grupo G como a série

G =Dy(G) > D(G) > ---,

onde D;(G) = Y(D;—1(G)) para cada i > 1. Note que F;(G) e D;(G) sao subgrupos caracte-
risticos de G, para cada i > 1 (veja, por exemplo, [52, 5.4.5, p. 149]).

No caso de um grupo finito G, as séries de Fitting superior e inferior tém fatores nilpo-
tentes. Além disso, se o grupo G for soldvel, existem inteiros i > 0 tais que F;(G) =G e
D;(G) = 1. O menor inteiro i que satisfaz essas condi¢des é chamado de altura de Fitting do
grupo e é denotado por ~(G). Assim, o subgrupo trivial tem altura de Fitting O e qualquer
grupo nilpotente nao trivial tem altura de Fitting 1. Um grupo com altura de Fitting, no
maximo, 2 € chamado de metanilpotente. De forma mais geral, a altura de Fitting de um

grupo G mede o qudo longe G esta de ser nilpotente.
Exemplo 2.2.1. Veja que:
* h(S3) =2, pois F(S3) = ¥(S3) = C3 e F>(S3) = Do(S3) = S3;
o n(Ag) =2, pois F(Ag) = Yu(Ag) = Co X Cy e F3(Ag) = Do(Ag) = Ay;

* h(S4) =3, pois F(S4) =D3(S4) =C X Cy, F3(S4) = ¥ (Sa) =Ag e F3(S4) =Dy (S4) =
Ss.

2.3 Torre de Turull

Para estudar a altura de Fitting de um grupo soldvel finito, o conceito de torre introduzido
por Turull [60] pode ser util. Dizemos que um subgrupo H de um grupo finito G € uma forre

de altura h se H pode ser escrito como um produto H = P; ... P, onde
(1) P; € pi-grupo (p; um primo) para 1 <i < h;
(i1) P, normaliza Pjparal <i< j<h;
(iii) [P, P—1] =P para2 <i < h.

Segue de (iii) que p; # p;y1 para 1 <i < h—1. O seguinte resultado é uma consequéncia
imediata de [60, Lema 1.9].

Lema 2.3.1. Um grupo soliivel finito G tem altura de Fitting pelo menos h, se, e somente se,

tem uma torre de altura h.
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Essa ferramenta seré utilizada nas demonstracdes dos Teoremas G e H.

Observacao 2.3.2. A propriedade da torre de Sylow e a torre de Turull ndo sdo compardveis.
Por exemplo, A4 tem altura de Fitting igual a 2, mas ndo satisfaz a propriedade da torre de

Sylow.

2.4 Palavras do tipo comutador

Uma palavra de grupo, ou simplesmente palavra, ¢ um elemento ndo trivial do grupo livre
F =F(X), onde X € o conjunto de geradores livres {x;,x,...}. Considere w = w(xy,...,x;)

uma palavra. Podemos escrever
] g

w = Xll * ‘Xlk 5
onde n; é um ndmero inteiro e i; € {1,...,s}, j=1,...,k. A partir de agora, todas as
palavras serdo tomadas em sua forma reduzida.
Sejam G um grupo e w = w(xy,...,x;) uma palavra. Podemos associar a seguinte

aplicacdo de G X --- X G (s vezes) para G:

CI)W:GX"'XG—>G7 (g17'~'7gs)'—>W(g17'~'7gs)7

§ VE€ZES

ou seja, dados os elementos gi,...,gs € G e uma palavra w = w(xy,...,x;), a imagem de
(g1,---,8s) via P, é dada por

w(gi,...,8s) €G.
Sejam G um grupo e w = w(xy,...,xs) uma palavra:

* Dizemos que um elemento 4 € G € um w-valor (em G) se existem gy,...,gs € G de tal

sorte que & possa ser escrito como:

h=w(gi,...,8s)-

Denotamos por G,, o conjunto dos w-valores em G, ou seja, G, = Im(®P,,).

* O subgrupo verbal associado a palavra w em G € definido como sendo o subgrupo

gerado por todos os w-valores em G. Denotamos tal subgrupo por w(G), ou seja:

w(G) = (w(g1,.--,85) | &1,---,8s € G) = (G).
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Para informagdes sobre subgrupos verbais e palavras de grupo, veja, por exemplo, [52,
Cap. 2, Seg. 2.3]

Proposicao 2.4.1. Sejam G um grupo e w uma palavra de grupo. Entdo, o subgrupo verbal

w(G) € um subgrupo caracteristico de G.
Para uma demonstracao desse fato, veja [52, p. 56].

Definicio 2.4.2. Dizemos que uma palavra de grupo w = w(xy,...,xs) é uma palavra do
tipo comutador, se a soma dos expoentes de cada varidvel envolvida em w é zero. Quando

uma palavra ndo é do tipo comutador, dizemos que ela é ndo-comutador.
Exemplo 2.4.3. Sejam G um grupo e k um inteiro positivo.
« v=v(x1) =X éapalavra "poténcia"(k-ésima poténcia).

o w=w(x,x2,x3) = [x] ,xz]x;1 é um exemplo de uma palavra ndo-comutador que ndo é

uma poténcia.

Nas palavras do tipo comutador hd uma familia muito importante que sdo os comutadores
multilineares, explicitamente:

Definicao 2.4.4. Sejam {x,x2,...} um conjunto de geradores livres. Entendemos por
comutador multilinear de peso 1, simplesmente as palavras da forma w = x;, para algum i.
Dizemos que uma palavra w é um comutador multilinear (de peso k > 1) se ela tem a forma
w = [wy,ws], onde wi e wy sdo comutadores multilineares em varidveis distintas, de pesos s

e t, respectivamente, com s+t = k.
Seguem exemplos de palavras do tipo comutador.
Exemplo 2.4.5. Seja G um grupo. Sejam x1,x2, ... geradores livres.

* Sek>1, = Y(x1,...,x) é chamado de k-ésima palavra central inferior, e definimos

da seguinte forma y;(x;) = x| e

V(X105 X1, %) = [Ye—1 (X1, Xk—1), %]  parak >2.

O subgrupo de G gerado por todos os Y-valores é Y.(G), o k-ésimo termo da série

central inferior de G.

* Se k>0, & = &(x1,...,x) € chamada de k-ésima palavra derivada e é definida

indutivamente pela formula 8(x;) = x| e
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Sk(xl,...,xzk) = [5k_1(x1,...,xzkfl),('sk_l(xzkfl“,...,xzk)] para k > 1.

O subgrupo de G gerado por todos os O-valores é G®), o k-ésimo termo da série
derivada de G.

As palavras ¥ e § sdo comutadores multilineares. No entanto, a k-ésima palavra do tipo
Engel ndo é uma palavra comutador multilinear para cada k > 2. Na sequéncia os valores
das palavras ¥, e O em um grupo G serdo chamados de y-comutadores e Oy-comutadores,
respectivamente.

Sejam n,k > 1 e w=w(xy,...,x;) uma palavra. Dizemos que w é uma palavra do tipo

comutador simples se
W= [Xi,..,Xi,],

onde i; #ipeij € {l,...,k} paracada j € {1,...,n}. Observe que se x; # x;, para cada
r,s € {1,...,n}, entdo w ndo € nada além de um 7;-comutador, enquanto se x;, = --- = X;,,

entdo w € uma palavra do tipo Engel.

Subgrupo Focal

Se G é um grupo finito e P é um p-subgrupo de Sylow de G, o subgrupo PN G’ é chamado
de subgrupo focal de P. Nao nos deteremos em mais informacdes sobre subgrupo focal. Mas
esse € um objeto geralmente estudado no contexto do homomorfismo transfer. O préximo
resultado é o famoso Teorema do Subgrupo Focal de Higman, que mostra que o subgrupo

focal de P em G’ pode ser gerado por comutadores contidos em P.
Teorema 2.4.6 (Higman). Se G é um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de G, entdo
PNG = {[x,g] | x,x* € P, g € G).

A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [31, Teorema 3.4,
Cap. 7, p. 250]. Usaremos esse resultado na demonstra¢do do Teorema C.

Convém mencionar que, em 2012, Acciarri, Alcober e Shumyatsky [1] estabeleceram
uma versao do Teorema do Subgrupo Focal de Higman para comutadores multilineares. E
mais recentemente, Alves e Shumyatsky [17] obtiveram um analogo para os &;-comutadores

em grupos soliveis.
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2.5 Comutadores coprimos

Os comutadores coprimos ¥; e &; foram introduzidos por Shumyatsky em [55]. Seja G
um grupo finito. Cada elemento de G € tanto um ¥} -comutador quanto um &;-comutador.
Agora, sejam k > 2 e X o conjunto de todos os elementos de G que séo poténcias de ¥;_ -
comutadores. Um elemento g € G é um ¥} -comutador se existem a € X e b € G tais que
g=la,b] e (|a|,|b|) = 1. Parak > 1, seja ¥ o conjunto de todos os elementos de G que sdo
poténcias de §;_,-comutadores. Um elemento g € G é um §; -comutador se existem a,b € Y
tais que g = [a,b] e (]al,|b|) = 1. Os subgrupos de G gerados por todos os ¥; -comutadores e
todos os §; -comutadores sdo denotados por ¥; (G) e &; (G), respectivamente. Em particular,
0s 75 - e O; -comutadores coincidem.

Um elemento x de um grupo finito G é chamado de primdrio se pertence a um p-subgrupo

de Sylow de G para algum primo p, ou equivalentemente, se |x

p-

¢ uma poténcia de um primo

Introduzimos, de forma indutiva, a no¢ao de um og-comutador:

Definicao 2.5.1. Sejam G um grupo e k um inteiro. Todo elemento primdrio de G é um
ai-comutador. Para k > 2, seja ¥ o conjunto de todos os elementos primdrios de G que
sdo oy_1-comutadores. Um elemento x € G ¢é definido como um oy-comutador se existem
um elemento a € Xy_1 e um elemento primdrio b € G tais que x = [a,b] e (|al,|b|) = 1. O

subgrupo de G gerado por todos os oy.-comutadores é denotado por oy (G).
Em seguida, introduzimos, também de forma indutiva, a no¢ao de um f;-comutador:

Definicao 2.5.2. Sejam G um grupo e k um inteiro. Todo elemento primdrio de G é um -
comutador. Para k > 1, seja Ty, o conjunto de todos os elementos primdrios de G que sdo
Bi_1-comutadores. Um elemento x de G é um By-comutador se existem elementos a,b € Tj,_4
tais que x = |a,b] e (|al,|b|) = 1. O subgrupo de G gerado por todos os PBy-comutadores é
denotado por Bi(G).

Observacao 2.5.3. Seja G um grupo finito. Em particular, temos que 0(G) < ¥%(G)
e Br(G) < G®). Mais ainda, os oy- e Pi-comutadores sdo subfamilias dos Yi- e O -
comutadores, respectivamente. Como a ordem de um elemento de G ¢é preservada por
conjugacdo (resp., automorfismo), o conjugado de quaisquer oy- e Bi-comutadores tam-
bém é um oy- e PBr-comutador; portanto, o (G) e Pr(G) sdo subgrupos normais (resp.,
caracteristicos) em G. Segue da defini¢do que o inverso de um By-comutador também é um
Br-comutador. Além disso, observa-se que, pelas definicdes, cada 0 -comutador também é

um By-comutador; portanto, 0p(G) = B (G).
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Nos trés exemplos a seguir, iremos ilustrar, em um grupo G, diferentes relagdes entre os
subgrupos: o (G), Bc(G), ¥ (G) e %(G). O primeiro exemplo mostra uma situagéo em que
os subgrupos 04 (G), Br(G) e ¥ (G) podem ser estritamente menores do que ¥(G).

Exemplo 2.5.4. Seja G um p-grupo finito de classe de nilpoténcia k > 2. Entdo,

I = (G) = i1(G) = % (G) = %+1(G) < %(G) < G

No préximo exemplo, mostramos que o conjunto de todos os ay-comutadores (resp.,
Br-comutadores) podem ser estritamente menores do que o conjunto dos ¥ -comutadores
resp., 8, -comutadores) de G. Em particular, eles também podem ser estritamente menores
P-» O Y |y

do que o conjunto de todos os Y,-comutadores de G. Por outro lado, temos as seguintes
igualdades: 1 # 04 (G) = B1(G) = % (G) = %(G) e Br(G) = 1, para k > 2.

Exemplo 2.5.5. Seja
G={(a,b| ab=p"=1,4 :afl)

o grupo diedral de ordem 30. Note que todos os elementos de ordem 3, 5 e 15 pertencem ao
subgrupo comutador G' = (a).

Assim, para 1 < i, j < 15, temos (|a'b|,|a’|) = 1, e portanto,
[a'b,a’) = ba 'a d'ba’ = a¥ .

Segue que o conjunto de todos os Y;-comutadores de G coincide com G'. Repetindo o
processo, obtemos que o conjunto de todos os ', -comutadores, para k > 2, é também igual a
Gl

Por outro lado, os elementos de ordem 3 sdo precisamente

@ e alo,

isto é, a’ com 1 < j < 2. Enquanto os elementos de ordem 5 sdo
a3, a6, & e alz,

isto é, a* com 1 <k<d4,

Para esses casos, temos

la'b,a>] = ba 'a > a'ba® = a'%

[aib,a3k] = ba ‘a *a'ba** = o,
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Assim, o conjunto de todos os Qy-comutadores de G é
X={1,d’,a°,a%a’,a'° a'?}.

De modo andlogo, verifica-se que o conjunto de todos os oy-comutadores, com k > 2,
coincide com X. Além disso, o conjunto de todos os Bi-comutadores, com k > 2, é trivial.
Em resumo, (a) = o4.(G) = B1(G) = % (G) = %(G), k > 2.

Reticulado:

Agora, o exemplo a seguir ilustra uma situagdo em que 1 # o (G) < 1% (G) e também
1 # B1(G) < %(G), para algum k.

Exemplo 2.5.6. Considere o grupo
G=(ab|a®=b*=1,a" =a*).

Os elementos de ordem 3 sdo precisamente

Os 2-elementos fora de (a) sdo da forma a'b. Assim,
[a16,aib] _ a16 e [a32,aib] _ 6132.

Entdo, 03(G) = B1(G) = (a'®).

Em resumo:

* 04(G) < %(G), para2 <k < 4;
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* 4 (G) = %(G) = %(G), para k > 5;
* B1(G) = o4(G), para k > 2;

s B(G)=1, para k > 2.

Reticulado:
G
(a)
G = (a®)

%(G) = (a*)

1(G) = ()

(G) = (a'°)

\ (b)

{1}

Proposicao 2.5.7. Sejam k um inteiro e G um grupo finito.
(i) Se k>3 e x € G é um oy-comutador, entdo x é um 0y_1-comutador.
(ii) Se k> 2 e x € G é um By-comutador, entdo x é um Bj_1-comutador.

Demonstragdo. Vamos demonstrar o item (i); a demonstracdo do item (ii) € andloga. Vamos
argumentar por inducao sobre k > 3. Se x é um a3z-comutador, entdo existem elementos
coprimos a,b € G, onde a é um o-comutador, que € primério, e b € um elemento primario
tais que x = [a,b]. Como a é um elemento primdrio, temos, em particular, que a é um

o -comutador. Entdo, x € um o-comutador.
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Seja k > 3 e suponha que, para cada 3 < ¢ < k, todo a-comutador € um ¢ -comutador.
Seja x um oy -comutador. Entdo existem elementos primdrios a,b € G, de ordens coprimas,
tais que x = [a, b], onde a é um oy-comutador. Pela hipétese indug@o, a € um @ ;-comutador.
Portanto, x € um ay-comutador e o resultado segue. O

Proposicao 2.5.8. Seja N um subgrupo normal de um grupo finito G. Se x € G é um elemento
cuja imagem em G /N é um oy-comutador (ou PBy-comutador), entdo existe um Q-comutador

(ou Br-comutador) y € G tal que x € yN.

Demonstragdo. Para os o-comutadores, suponha que k > 2, pois o caso k = 1 é imediado.
Como xN é um og-comutador de G/N, existem um o _j-comutador aN € G/N com |aN| =

p" e um elemento bN € G/N com |bN| = ¢*, onde p e ¢ sdo primos distintos, tais que
xN = [aN,bN] = [a,b]N.

Entdo, existem um p-subgrupo de Sylow P e um g-subgrupo de Sylow Q de G tais que
aN € PN/N e bN € QN /N. Logo, podemos escolher elementos a; € P e by € Q satisfazendo
aN = a|N e bN = b N. Por indu¢do, podemos supor que a; € um oy_|-comutador; portanto,
la1,b1] é um o-comutador em G. Tomando y = [ay,b;], temos que yN = xN.

O caso dos f-comutadores ¢ demonstrado de forma andloga. 0
Observacao 2.5.9. Convém mencionar que:

1. Existem diversas variagoes do Teorema de Baer-Suzuki (Teorema 2.1.5) na literatura;

veja, por exemplo, [33, 4].

2. Os comutadores coprimos tém sido amplamente estudados, veja, por exemplo, [55, 3,
27,6, 19].



Capitulo 3
Subconjuntos de Spiegel em grupos

Neste capitulo, desenvolvem-se conceitos, propriedades e resultados basicos sobre certos
subconjuntos de comutadores. Eles serdo essenciais para o entendimento dos capitulos

subsequentes.

3.1 Subconjuntos de comutadores

Definicao 3.1.1. Seja H um subgrupo de um grupo G. Para cada x € G, definimos os

conjuntos
B.(H)={a xlab~'xb|a,bc H} e K.(H)={[x,a]|acH)}.

Observacdo 3.1.2. Seja x um elemento de um grupo G. Temos que B,(G) = (x 1)%xC e
K(G) = x'x8. Em particular, K.(G) C B,(G).

Um resultado de Spiegel

Para estudar propriedades dos subconjuntos B, (G), toma-se como ponto de partida o trabalho
de Spiegel. Em seu artigo [56] de 1976, foi apresentado os seguintes fatos envolvendo esses

subconjuntos:
Teorema 3.1.3 (Spiegel, [56]). Seja G um grupo.

(i) Se x,a,b € G, entdo
a w7 lab~'xb = [x,ba 1" = [ab~ !, x]’;

(ii) T(G) = | Bx(G):

xeG
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(iii) Se x € G, entdo By(G) é um subconjunto normal em G. Em particular, (By(G)) é um

subgrupo normal de G;
(iv) Sex € Gey € B,(G), entdo y ' € B(G);
(v) Sex,y € Gey=xc, onde c € Z(G), entdo B(G) = By(G);

(vi) Seja A um subgrupo normal abeliano de G. Se G /A é um grupo ciclico gerado por xA,

entdo

A Conjetura de Ore foi demonstrada por Liebeck, O’Brien, Shalev e Tiep [44] e podemos

enunciar o seguinte resultado, como consequéncia imediata desse resultado profundo:
Corolario 3.1.4. Se G é um grupo finito simples ndo abeliano, entdo

G=G =T(G) = | B.(G).
xeG
Observacao 3.1.5. O teorema acima mostra que, para cada elemento x de um grupo G, o
subconjunto By(G) é um conjunto normal de comutadores, invariante por inversdo e que
contém o elemento neutro. Por outro lado, o subconjunto K(G) também contém o elemento

neutro, mas em geral ndo é normal nem invariante por inversdo (veja Exemplo 3.2.1).

Para fins de conhecimento, veja [25, Teorema A], um resultado de Ferndndez-Alcober
e de las Heras, que demonstraram que, se G € um p-grupo finito cujo subgrupo comutador
G’ pode ser gerado por dois elementos, entdo existe x € G tal que K (G) =I'(G) = G’ (veja
também [18]).

Um resultado de Guralnick e Robinson

O resultado a seguir é uma extensdo do Teorema de Baer-Suzuki (Teorema 2.1.5), devido a

Guralnick e Robinson [33, Teorema A].

Teorema 3.1.6 (Guralnick, Robinson). Sejam p um niimero primo e G um grupo finito. Se
P é um p-subgrupo de G tal que K,(G) consiste em p-elementos para cada x € P, entdo
P < 0,(G).

O resultado acima serd fundamental no Capitulo 5, em particular na demonstragdo do

Teorema F.
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3.2 Exemplos

Nesta sec¢ao, apresentamos alguns exemplos de grupos finitos G em relagao aos conjuntos
By(G) (e K((G)), os quais serdo utilizados no desenvolvimento deste e dos préximos capitulos.
Todos os exemplos aqui listados serdo devidamente justificados ao longo do trabalho.
Comegamos com um exemplo que mostra que, em geral, o conjunto Ky(G) ndo é neces-
sariamente um subgrupo. Além disso, como vimos no Teorema 3.1.3, o conjunto B,(G) é
normal e fechado sob inversdo. Por outro lado, tais propriedades em geral ndo sdo verificadas

para K,(G).

Exemplo 3.2.1. Considere G = {1,(1, 2),(1, 3),(2, 3),(1, 2, 3),(1, 3, 2)}, 0 grupo simé-
trico de grau 3. Como (1, 2)° ={(1, 2),(1, 3),(2, 3)}e (1, 2,3)° ={(1, 2, 3),(1, 3, 2)},
temos que K(; 2)(G) = (1, 2)7'(1, 2)9 ={1,(1, 2, 3),(1, 3, 2)} =G e K1 2, 3(G) =
(1,2,3)711, 2,39 ={1,(1, 2, 3)}.

Agora, passamos a estudar o subconjunto By (D,,), para cada x € D,,.

Exemplo 3.2.2. Considere D, := (a,b|d" =b*=1,a" =a '), comn>3. Seja 1 <i<n.

Entdo

(a) B,(D,) = {1,a*,a *}. Em particular, B,(Dy) = {1,a°} e B,(D,) = {1,a*,a"" %},
quando n # 4;

(b) Bi,(Dy) = D), = (a*);

(¢) Bx(Dy) < D,, para todo x € Dy, se, e somente se, n € {3,4,6}.
Demonstracdo. Considere G = D,,. Os elementos de G sdo da forma a' ou a'b. Para provar
o item (a), note que

ba"'bad' = a* e a 'ba'b = a .
Deduzimos que B,i(G) = {1,a*,a~*'}. Vamos provar agora o item (b). Seja 1 < j < n.
Assim,
(a'b)'a™/(d'b)a’ = ba'a I a'ba’ = ba~'ba’ = a* € B,,(G).

2, concluimos que B, (G) = G'. Resta provar o item (c). Como os

Como G’ é gerado por a
elementos de G sdo da forma a' ou a'b, entio pelo item (b) é suficiente calcular apenas o

conjunto B,i(G), paracadai=1,...,n:

« Se n=>5o0un>7, entio B,(G) = {1,a*,a" >} ndo é subgrupo de G, visto que
(a*)* = a* ¢ Ba(G).
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* Se n =3, entio B,(G) = B2(G) = {1,a,a*} é subgrupo de G.
* Sen =4, entio B,(G) = Bs(G) = {1,a°} e B,2(G) = 1 sdo subgrupos de G.

* Se n =6, entdo B,(G) = B(G) = B,+(G) = B,s(G) = {1,a*,a*} e B3(G) = 1 sdo
subgrupo de G.

A prova estd completa. ]

Observacao 3.2.3. Como mencionado na Introducdo, o Teorema D (i) afirma que, se x é
um elemento de um p-grupo finito G tal que |By(G)| é uma poténcia de p, entdo By(G) é um
subgrupo normal de G. A hipo’tese de G ser um p-grupo é essencial. De fato, no grupo diedral
Di={(a,bla?>=b*=1,d" =a "), temos, pelo exemplo acima, que B,(D1») = {1,a*,a'°},
de modo que |B,(D12)| = 3 divide |Dy2| = 24, mas B,(D12) ndo é um subgrupo de D».

Nos exemplos a seguir estudamos os grupos: Ag4,S4, As e Ss.
Exemplo 3.2.4. Sejam (1, 2) € Sy e a permutagdo (1, 2, 3) € A4. Entdo
(a) B1,2)(S4) = As;
(b) B1, 2, 3)(A4) = {1,(1, 2)(3, 4),(1, 3)(2, 4),(1, 4)(2, 3)} = A},

Demonstragdo. Sabemos que A4 tem quatro classes de conjugacdo cujos representantes sao
1, (1, 3)(2, 4), (1, 2, 3) e (1, 3, 2). Como By, 2)(S4) € um conjunto normal (Teorema
3.1.3 (iii)), € suficiente que cada representante esteja contido em Bj ) (S4). Note que:

* 1€ B, 2)(S4);

(1, 3)(2, 4) = (1, 4)(1, 2)(1, 4)(1, 2, 3)(1, 2)(1, 3, 2) € By, 2)(S4);
* (1,2,3)=(1, 3)(1, 2)(1, 3)(3, 4)(1, 2)(3, 4) € B(1, 2)(S4);
* (1,3,2)=(3,4)(1, 2)(3, 4)(1, 3)(1, 2)(1, 3) € By, 2)(S4)-

Portanto, B(;, 2)(S4) = Aas.
Agora, vamos verificar que B(; 5 3)(A4) = {1,(1, 2)(3, 4),(1, 3)(2, 4),(1, 4)(2, 3)}.
De fato,

* LE€B( 2 3)(A1);
* (17 2)(37 4) = (17 27 4)(17 37 2)(17 47 2)(27 37 4)(17 27 3)(27 47 3) GB(I, 2, 3)(A4>’

* (1,3)(2,4)=(1, 2, 4)(1, 3, 2)(1, 4, 2)(1, 4, 3)(1, 2, 3)(1, 3, 4) € B(y, 2, 3)(A4);
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¢ (17 4)(27 3) = (17 4, 3)(17 3, 2)(17 3, 4)(27 3, 4)(17 2, 3)(27 4, 3) GB(L 2, 3)(A4)
A prova estd completa. ]

Exemplo 3.2.5. Seja a permutagdo (1, 2, 3) € As. Entdo B(; 5 3)(As) = As. Além disso,
By, 2,3)(Ss) = As.

Demonstracdo. O grupo As tem cinco classes de conjugacdo cujos representantes sio:
1,(1,2)(3, 4),(1, 2, 3),(1,2,3,4,5)e (1, 5, 2, 3, 4) (veja [29, V.10.26, p. 234]). Temos

que todos os elementos abaixo pertencem a B(j 3 3) (As):
e (1,2)(3,4)=(3,5,4)(1, 3,2)(3,4,5)(1, 5,4, 3,2)(1, 2, 3)(1, 2, 3,4, 5);
e (1,2,3)=(1, 3, 5)(1, 3, 2)(1, 5, 3)(2, 4, 5)(1, 2, 3)(2, 5, 4);

e (1,2,3,4,5)=(1,2,5,3,4)(1, 3, 2)(1, 4, 3,5, 2)(1, 5, 4, 2, 3)(1, 2, 3)
(17 37 27 47 5);

e (1,5,2,3,4)=(1,2,4,3,5)(1, 3,2)1, 5, 3, 4, 2)(1, 5, 4, 2, 3)(1, 2, 3)
(1,3, 2, 4, 5).

A prova estd completa. 0

Observacao 3.2.6. Como mencionado na Introdugdo, o Teorema B (i) afirma que, se G é
um grupo finito tal que |B,(G)| < 59 para todo x € G, entdo G é solivel. O Exemplo 3.2.5
mostra que essa estimativa é a melhor possivel, pois As é ndo soliivel e ocorre a igualdade
1B(1.2,3)(As)| = 60.

Precisamos dos proximos exemplos para demonstracdo de um resultado no final deste

capitulo.

Exemplo 3.2.7. Seja G o 3° grupo de ordem 243 (= 3%) na Small Groups Library do GAP
[28]. Entao, |B,(G)| < |G’

, para cada x € G

Exemplo 3.2.8. Seja G = H x K, onde K é um grupo de ordem 2 agindo por inversdo no
grupo Heisenberg H de ordem 27 (65° grupo de ordem 54 na Small Groups Library do GAP
[28]). Podemos verificar que B,(G) # I'(G) = G’ para todo x € G.

Exemplo 3.2.9. (Spiegel) Seja G um grupo de ordem pgq, pzq ou pqr, onde p,q e r sdo
primos distintos. Entdo, existe x € G tal que By(G) =T(G) =G'.

Exemplo 3.2.10. Seja
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G=SL(2,3)=(a,b,c|a*=c=1,a* =1, b"=b"", b° = a, abc = cb).

Entdo, B,(G) =T'(G) =G'.
Demonstragdo. Temos que G' = (a,b) = {1,a,a*,a>,b,ab,a’b,a’b} = Qg. Note que

e c b lec™b® =ala® = a € By (G);

e a b lab=bb=b* = a® € B,(G);

e c bt be=ata=a" =d® € B,(G);

« b e ?h? =b'a® = b7 'h? = b € B,(G);

e ¢ 3baba} =a v =’ = ab € B, (G);

e ¢ 27 '?b=a"%b=d’b € B,(G);

e c b leb=a"'b=d’h € B,(G).

A prova estd completa. ]

Ao final deste capitulo, demonstraremos que, em um grupo G, existe um elemento x € G
tal que By(G) = I'(G) = G’ quando G for um p-grupo de ordem no méximo p*; ou quando G
for um 2-grupo de ordem 32 (= 23) ou, ainda quando G for um grupo (ndo necessariamente

um p-grupo) de ordem no maximo 53.

3.3 Resultados basicos

Este trabalho pode ser visto como uma continuacdo dos resultados de Spiegel. Alguns
resultados obtidos serdo utilizados no Capitulo 4.

A proposi¢@o a seguir nos ajudard a compreender melhor a estrutura do conjunto By(G).
Proposicao 3.3.1. Sejam x e y elementos de um grupo G. Entdo
(i) Bw(G) = Bx(G);
(ii) B,-1(G) = Bx(G);
(iii) Byy(G) C Bx(G)By(G);
(iv) Bx(G)B,(G) = By(G)B.(G);

(v) B[x7y](G) C BX(G>B)’(G)'
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Demonstragdo. Sejam a,b € G. Provaremos cada item separadamente:

(i) Sejam o = a 'x 'ab'xb € B,(G) e B =a ' (¥*) " lab~(x*)b € Bp(G). Por um
lado,

o

a 'y x oy Dab ™ oy Hx(yy b
6 ') ) o a) ) T (@) (v b)) € Bo(G).

Por outro lado,

B =aly 'x lyab~ 1y lxyb
=(ya)~'x"! (ya)(yb)~'x(yb) € B«(G).

(i) Seja @ =a 'x 'ab~'xb € B,(G). Podemos escrever

a=a 'xlab~'xb(a xaa 'x " a)
—=(ba 'xa)'x(ba"'xa)a 'x"'a € B..1(G).
A inclusdo inversa segue de maneira andloga.
(ili) Para o =a ' (xy) 'ab~!(xy)b € B,y(G), temos
lx*labflxyb
za_1y_1a(a_lx_lab_lxb)b_lyb.

o :afly*

1

Denotando 8 :=a~'x 'ab~'xb e usando a normalidade de B(G) (Teorema 3.1.3),

segue que
o= (a 'ya) 'B(aya)a 'y tab~ yb € BL(G)By(G).
(iv) Sejam & € B(G) e B € B,(G). Usando a normalidade novamente temos que
aB =B(B~'aB) € B,(G)Bx(G).
Portanto, B,(G)By(G) C By(G)B«(G), e a inclusdo contrdria é andloga.
(v) Para oo =a [x,y] tab~x,y]b € By, (G), temos
1

x Yyx)ab ™ (xly " txy)b
= (a~'y"'a(xa) " y(xa)) (6™ X" b(yb) ' x(yb)).

oc:afl(y*



3.3 Resultados basicos 45

Portanto, & € By(G)Bx(G) = B«(G)B,(G).
A demonstracdo estd completa. 0

O préximo lema serd ttil no Capitulo 4, em particular, nas demostracdes dos Teoremas
B,DeE.

Lema 3.3.2. Seja G um grupo. Suponha que G = (xi,...,x;). Entdo
G' = (By,(G)) ... (B (G)).
Demonstragdo. Podemos assumir que k > 1. Pela Proposicao 2.1.3, temos que
G = ([xi,xj]¥|1<i<j<k,g€Qq).

Pelo Teorema 3.1.3 (iii), o subconjunto By,(G) é normal, e, assim, [x;,x;|® € By,(G), para
cada g € G. Portanto,

G =([xi,xj]f|1<i<j<kgeG)<(By(G)|1<i<k) <G
Como (By,(G)) é um subgrupo normal em G, segue que

(By(G) |1 <i<k)= (B, (G))...(By(G)).

A prova estd completa. 0
Corolario 3.3.3. Seja X um conjunto finito de geradores de um grupo G. Entdo, By(G) estd

contido em um subgrupo nilpotente (resp., soliivel) de G, para todo x € X, se, e somente se,

G' é nilpotente (resp., soliivel).

Demonstracdo. Considere o conjunto de geradores X = {x1,...,x;}. Pelo Lema 3.3.2, temos
G' = (By,(G)) - (Bx,(G)). Se G’ € nilpotente (resp., soliivel), entdo cada subgrupo (B, (G))
é nilpotente (resp., solivel). Portanto B, (G) estd contido em um subgrupo nilpotente (resp.,
solivel) de G, para todo 1 <i < k. Isso estabelece uma das implicacoes.

Para a reciproca, suponha que, para cada i, o conjunto B, (G) estd contido em um
subgrupo nilpotente. Assim, (By,(G)) é normal nilpotente em G. Como o produto de
subgrupos normais nilpotentes é também nilpotente, pelo Teorema de Fitting (Lema 1.2.2),
concluimos que G’ € nilpotente. De modo andlogo, se cada B, (G) estd contido em um
subgrupo soltvel, entdo cada (By,(G)) é normal solivel em G, e portanto G’ € soltivel, pelo

Teorema 1.2.6 (i1). Isso completa a demonstracao. 0
Definicao 3.3.4. Para cada subgrupo H de um grupo finito G, definimos a fungdo

B(H) =max{|B:(H)| | x € G}.
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Observacio 3.3.5. Seja G um grupo finito. Para cada x € G, tem-se que B,(G) C G'. Além
disso, 1 < B(G) < |G|

O proximo lema serd amplamente utilizado nos resultados que seguem, em particular nas
demonstra¢des dos Teoremas A, B e C.

Lema 3.3.6. Seja G um grupo finito.
(i) Se H < G ex € G, entdo By(H) C By(G). Em particular, B(H) < B(G);
(ii) Se N < G, entdo Byy(G/N) = Bx(G)N. Além disso, B(G/N) < B(G);
(iii) x| = [Kx(G)| < |B«(G)| < B(G).

Demonstragdo. (i) Se h € By(H), entdo, por defini¢do, existem elementos a,b € H tal
que h =a 'x"lab~'xb. Assim, h € B,(G), e portanto, B,(H) C B(G).

(ii) Seja m: G — G/N a proje¢do natural m(g) = gN. Observemos que 7 envia B,(G)
sobre B,y (G/N), pois

w(a'xtab~xb) =a 'xlab~'xbN € By (G/N),
e todo elemento de B,y (G/N) tem, por defini¢do, a forma
(aN) " (xN) "1 (aN)(bN) "1 (xN)(bN) = a~ 'x Yab™'xbN = w(a~'x1ab™ xb)

para cada a,b € G. Portanto, m(Bx(G)) = B.y(G/N), ou seja, a projecdo restrita
7 : By(G) — B (G/N) é sobrejetora.

Assim, para todo x € G,
[Buv(G/N)| < [Bx(G)]-
(iii) Fixe x € G. Temos que K,(G) C By(G). Além disso,

Xl ={x* | g€ G} = {x~ s | g€ G}|.

Consequentemente, x| = |K,(G)| < |B:(G)| < B(G).

A demonstracdo estd completa. O

Seja G um p-grupo finito. Se G é um p-grupo extraespecial, entdo G' = Z(G) é ciclico
de ordem p. Recorde que um elemento x € G € chamado de elemento uniforme de G se
Co(x)| = p.
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Corolario 3.3.7. Seja G um p-grupo finito.

(i) Se G é extraespecial, entdo By(G) =T'(G) = G/, para todo x € G\ Z(G).

(ii) Se G é de classe maximal e x é um elemento uniforme em G, entdo B,(G) =T(G) =G
Demonstragdo. Vamos provar cada item separadamente:

(i) Sejaxe G\Z(G). Como |G'| = p, pelo Lema 3.3.6 (iii), temos que
p <9 < |B«(G)| < B(G) < |G| = p.

Portanto, B,(G) =T'(G) =G'.

(ii) Suponha que G tem ordem p", para algum inteiro n. Assim, |G'| = p" 2, pois G é
Cg(x)| = p?. Entio, pelo Lema 3.3.6 (iii)

de classe maximal. Se x € uniforme de G,

temos que
P2 =1G:Co(x)| = k9 < B(G) < |G| =p" 2.

Portanto, B,(G) =I'(G) =G,
A prova esta completa. [

A préxima proposi¢do serd ttil para os resultados seguintes e, em particular, serd utilizada
na demonstrac¢do do Teorema D.

Proposicao 3.3.8. Seja G um grupo. Entdo:
(i) By(G)NZ(G) é um subgrupo de G.

(ii) Se G é nilpotente de classe, no mdximo, 2, entdo B,(G) é subgrupo de G, para todo

xeG.
(iii) Se Z(G) < Z»(G), entdo By(G) < Z(G), para todo x € Z,(G)\ Z(G).

Demonstragdo. Inicialmente vamos provar o item (i). Como o subconjunto By(G) contém 1
e é fechado para inversdo, é suficiente provar que B(G) NZ(G) é fechado para o produto.
Sejam o =a 'x'ab 'xbe B = ¢ 'x'ed xd em B,(G) N Z(G). Pelo Teorema 3.1.3 (i),

podemos escrever o = [ab~ !, x] e B = [cd ™", x]. Assim,

af = lab~ ' x|[cd " x] = [ab'cd™ " x] € B{(G)NZ(G).
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Portanto, By(G) NZ(G) é subgrupo de G.

Agora, se G ¢ nilpotente de classe 2, entdo B,(G) C Z(G). Consequentemente B, (G) é
subgrupo de G e o item (ii) estd provado.

Resta agora mostrar o item (iii). Como Z(G) < Z»(G), podemos tomar um elemento
x € Z(G)\ Z(G). Por defini¢do, Z,(G)/Z(G) = Z(G/Z(G)), entdo dado g € G, temos que
xZ(G)gZ(G) = gZ(G)xZ(G), ou seja, [x,g] € Z(G) paratodo g € G. Sejaax =a~'x 'ab~'xb
um elemento arbitrario de By(G). Entéo,

o= (a 'xtax) (x"'b7'xb) = [a,x][x, b] € Z(G).
Portanto, B,(G) C Z(G) e o resultado segue. A demonstragdo estd completa. O

A partir do item (i) da Proposi¢do 3.3.8, podemos pensar na seguinte questio: Sejam G
um grupo e X um subconjunto normal (possivelmente composto por comutadores), contendo
1 e fechado por inversdo em G. E verdade que X N Z(G) é subgrupo de G?

Em geral, essa questio, ndo € verdadeira. Por exemplo, MacDonald em [46], para cada
inteiro n > 2 e cada primo p, construiu uma familia de p-grupos nilpotentes de classe 2,
na qual o conjunto de todos os comutadores desses grupos é diferente do seu subgrupo
comutador. Seja X o conjunto de todos os comutadores do grupo (de MacDonald) G. Como
G é de classe 2, G' < Z(G), isso significa que X é préprio em G’ e X NZ(G) = X ndo é um
subgrupo. Esses grupos tem as seguintes propriedades:

Teorema 3.3.9 (MacDonald, [46]). Para cada niimero inteiro n > 2 e cada primo p, existe

um p-grupo finito n-gerado G := G(n, p) de classe 2 com as seguintes propriedades:

(i) G/Z(G) é um p-grupo abeliano elementar de ordem p";

(ii) G' é um p-grupo abeliano elementar de ordem p”(”_l)/z;

(iii) G' = Z(G).
Além disso, se n > 6, entdo G' contém elementos que ndo sdo comutadores.

Como G(n, p) é nilpotente de classe 2, pela Proposi¢do 3.3.8, B,(G(n, p)) é um subgrupo
para qualquer x € G(n, p). Paran =2, G(2, p) é ndo abeliano de ordem p> e parax € G(n, p),
temos By(G(n,p)) = G(n,p)’ = Cp. Para n > 3, vamos mostrar que By(G(n, p)) # G(n, p)’,
para cada x € G(n, p). Além disso, se n > 6, temos para o grupo G = G(n, p), que |By(G)| <
IT(G)| < |G'], para todo x € G.

Corolario 3.3.10. Seja G = G(n,p) com n > 3. Entdo, B,(G) # G, para todo x € G. Em
particular;, se n > 6, entdo |Bx(G)| < |T(G)| < |G'].
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Demonstragdo. Sejax € G\ Z(G). Como G é de classe 2, B(G) é subgrupo de G. Considere
o subgrupo A = (x,Z(G)). Assim,

Z(G)<A<Csx) <G e |[Cs(x):AllA:Z(G)| > p.
Pelo Teorema 3.3.9, temos que |G| = p""1)/2 ¢ |G'| = p""~1)/2, consequentemente
P2 =G| =[G : Co(x)||Ca(x) : AllA: Z(G)||G'] 2 |G : Co(x)|p" 12,

Logo, |G:Cg(x)| < p"!. Sendo G de classe 2, temos que B, (G) = K, (G) (Teorema 3.1.3 (i)).
Como n > 3, pelo Lema 3.3.6 (ii1), temos

B:(G)] = [K«(G)| = x| = G : Calw)| < p" ' < p"" V2 = |G,
A prova estd completa. 0

Pelo Teorema 3.3.9 e o Corolario 3.3.10, temos que G = G(3,2) é um 2-grupo de ordem
64 = 2° no qual ocorre a situacio |B,(G)| < |I'(G)| < |G’

conforme observado no Exemplo 3.2.8, existe um grupo de ordem 54 em que a mesma

, para todo x € G. Além disso,

situacdo se verifica. Com base nesses fatos, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.11. Seja G um grupo finito. Suponha que uma das seguintes condi¢des seja

satisfeita:

(i) (de Melo, de Souza, Hipdlito) |G| = p", onde p é um primo en >0, comn <4 se p é
impar,en <5 sep=2.

(ii) |G| <53.
Entdo, existe um elemento x € G tal que B,(G) =T'(G) =G
Demonstragdo. Vamos provar cada item separadamente:
(i) E bem conhecido que todos os p-grupos de ordem no maximo p2 sdo abelianos.

Portanto, podemos considerar os p-grupos ndo abelianos G tais que |G| € {p°, p*, p°}.

Suponha que |G| = p3 . Neste caso, o subgrupo comutador G’ tem ordem p e ji

provameos.

Agora, suponha que |G| = p4. Em virtude do Teorema 3.1.3, basta mostrar que G
contém um subgrupo abeliano de ordem . Seja A um subgrupo normal de G de ordem
p?. Se A éum subgrupo central, entdo qualquer subgrupo maximal que contenha A é
abeliano. Podemos assumir que A é ndo central. Considere K = C;(A). Em particular,
A <Z(K) e K < G. Provaremos que K ¢ abeliano. De fato, G/K é isomorfo a um
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(ii)

subgrupo de Aut(A). Em todo caso, |G/K| = p e entdo, K é um subgrupo maximal de

G. Consequentemente, K € abeliano, o que completa a prova.

Agora, tratamos do caso p = 2, isto é, |G| = 2°. Sabemos que |G| € {2,4,8}. Se
|G'| =2 exe G\ Z(G), entdo B,(G) # 1. No caso |G| = 8, temos que G € de classe
maximal (veja, por exemplo, [24, 4.6, p. 215])) e segue pelo Corolério 3.3.7 (ii). Resta

apenas o caso |G'| = 4. Neste caso, [x°| =2 ou [x¥| = 4, para todo x € G\ Z(G).

Suponha, por contradi¢io, que [x®| = 2, para todo x € G\ Z(G). Assim, |G : Cg(x)| =
x| = 2, ou seja, G’ < Cg(x). Portanto, G' < Z(G) e G é nilpotente de classe 2.
Considere x° = {x,x} para algum a € G. Deduzimos que, B,(G) = {1,[x,d], [a,x]}.
Pela Proposicao 3.3.8, B, (G) é um subgrupo de G de ordem 3, uma contradigdo.

Y =4. Sejam a, b, ¢ € G tais que x = {x,x“,xb,xc}. Note
b

Entio, existe x € G tal que |x

que, x taxa=x""p""xb se, e somente se, x¢ = x

que By(G) = {1, [x,dl, [x,b], [x,c]} = G

, uma contradi¢do. Deduzimos

Em principio, pelo item anterior, podemos eliminar os casos em que |G| é uma potencia
de primo: 1, 2, 3,4,5,7,8,9, 11, 13, 16, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 32, 37, 41, 43, 47,
49, 53.

Em seguida, pelo Exemplo 3.2.9, também podemos eliminar os casos em que |G| sdo
da forma pgq, pzq e prq, onde p,q e r sdo primos distintos: 6, 10, 12, 14, 15, 18, 20,
21, 22, 26, 28, 30, 33, 34, 35, 38, 39, 42, 44, 45, 46, 50, 51, 52.

Agora restam apenas os casos em que |G| € {24,36,40,48}. Nestes casos, vamos usar
a classificac@o dos "pequenos"grupos finitos. A classificagdo completa desses grupos é

conhecida e pode ser obtida por meio da Small Groups Library do GAP [28].

Suponha que |G| = 24. Temos que G é isomorfo a um dos seguintes 15 grupos: C3 x Cg,
Co4, C3 X Qg = (a,b | a? =1, b>* =ab, bab~' = a_l), Cy4 X 83, D12, Cg X Cy, (Cy X
Co) X1C, (Cy x Cg) X2 Cp, Cy X C12, C3 X Q8, Ag X Ca, (Cy X Cp) X 83, (C2 X C3) X Cg,
S4 e SL(2,3). Observe que para os grupos S4 e SL(2,3) jé foi provado nos Exemplos
3.2.4e3.2.10 . Os demais grupos tém um subgrupo normal abeliano cujo quociente é

ciclico e podemos aplicar o Teorema 3.1.3.

Suponha que |G| = 36. Temos que G € isomorfo a um dos 14 grupos: Cy x Cy, Csg,
(Cy X Cy) X Cy, D1, Cy X Ci8, C3 X Ca, (C3 X C3) X1 Cy, (C3 X C3) X Cy, C3 X Cp2,
C3 X Ayg, S3 X Cg, (C3 X Cg) X Cy, Cg x Cg 0u S3 X S3. Todos esses grupos com excegio
do grupo §3 x S3 contém subgrupo normal abeliano cujo quociente € ciclico e segue
pelo Teorema 3.1.3. Para o grupo S3 X S3, existe x = (1 2 3) x (1 2 3) € S3 x S5 tal
que B(G) = Az x As.
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Suponha que |G| = 40. Temos que G é isomorfo a um dos 14 grupos: Cy, Cs x| Cs,
Cs x2Cg, Csx Qg = (a,b | a® =1, b* =a'®, bab™' = a™ '), C5 x Qg Ca9 X C3, Doy,
(C2 x Ci1p) X1 Ca, (C2 x C1p) X2 Ca, (C2 X Crg) X3 Ca, Cy X Cap, Crg X1 C4, Cro X2 Cy,
Cy X Cy x Cyo. Todos esses subgrupos contém um subgrupo normal abeliano cujo

quociente € ciclico, e o resultado segue do Teorema 3.1.3.

Para caso o |G| = 48, podemos verificar usando o GAP [28].
A prova estd completa. [

Observacao 3.3.12. O tema relacionado ao conjunto B (G) jd havia sido investigado na dis-
sertagdo do colega Miguel Neto Hipdlito [36]. A demonstracdo do item (i) do Teorema 3.3.11
aparece parcialmente em seu trabalho, especificamente nos casos dos p-grupos de ordens
até p4, utilizando um argumento sugerido pelo Prof. Emerson de Melo. Agradeco a ambos
pelas contribuicoes que motivaram esta parte do trabalho.

Nossa contribuigcdo consiste em estender o resultado para os 2-grupos de ordem 25, de-
monstrando que o resultado permanece vdlido, e em verificar que ele falha no grupo G(3,2),
de ordem 2° (Coroldrio 3.3.10), bem como em um 3-grupo de ordem 37 (Exemplo 3.2.7). A
partir desses casos, investigamos qual seria o menor grupo em que essa igualdade ndo se

verificar (Exemplo 3.2.8), estabelecendo, assim, o item (ii).

Os objetos de estudo deste trabalho sao os conjuntos de comutadores: By(G), Ky(G) e os
conjuntos formados pelos o- ¢ Br-comutadores. Nos capitulos seguintes, cada secdo tera
como foco principal um desses conjuntos em determinadas classes de grupos. Em particular,
no Capitulo 4 tratamos de B,(G), enquanto no Capitulo 5 o estudo concentra-se em K,(G) e
nos ay- e PBr-comutadores. Todos esses conjuntos contém a identidade e, com excecdo de

K,(G) sdo, em geral, conjuntos normais no grupo G.



Capitulo 4

Grupos finitos com restricoes em
subconjuntos de comutadores

O objetivo deste capitulo é investigar como restri¢des impostas ao conjunto B, (G) influenciam
a estrutura de um grupo finito G. Os resultados obtidos fornecem critérios de nilpoténcia,
supersolubidade e solubilidade, bem como consequéncias estruturais no contexto dos p-
grupos finitos. Todos os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos em colaboracao

com Raimundo Bastos e Emerson de Melo em [20].

4.1 Motivacao e resultados principais

4.1.1 Critérios de solubilidade

Ao restringirmos uniformemente o tamanho dos conjuntos B, (G), impomos fortes limitacdes
a estrutura do grupo. Em particular, quando tal restri¢do é dada em termos do menor primo
que divide a ordem de G, o comportamento dos comutadores for¢a o grupo a apresentar
classe de nilpoténcia pequena. O resultado a seguir formaliza esse fendmeno, descrevendo
nao apenas a classe de nilpoténcia obtida, mas também a decomposi¢do estrutural do grupo

no caso nao abeliano.

Teorema A. Seja p o menor primo que divide a ordem de um grupo finito G. Se |B,(G)| < p,
para todo x € G, entdo G ¢ nilpotente de classe no madaximo 2. Além disso, se G é ndo
P =p,
P/Z(P) é um p-grupo abeliano elementar e A é um p'-subgrupo de Hall abeliano de G.

abeliano, entdo G ¢é isomorfo a P X A, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G,

Mantendo o carater uniforme das hip6teses e considerando condi¢des adicionais sobre os
conjuntos By(G), obtemos consequéncias estruturais de natureza distinta da nilpoténcia. Em
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particular, tais condi¢cdes conduzem a critérios de supersolubilidade e solubilidade, os quais

sdo estabelecidos a seguir.

Teorema B. Seja G um grupo finito.

(i) Se Byx(G) estd contido em um subgrupo ciclico, para cada x € G, entdo G' é abeliano.

Além disso, G é supersoliivel.

(ii) Se |Bx(G)| <59, para cada x € G, entdo G é soliivel.

No teorema acima, a hipétese de finitude do item (i) € essencial. Seja P o conjunto de
todos os primos. Para cada p € IP, tome D), o grupo diedral de ordem 2p e considere a soma

direta

G=p D,.
peP
Para cada x € G, B,(G) estd contido em um subgrupo ciclico e G’ é abeliano. Como G ndo é
finitamente gerado, segue que G nao € supersoluvel.
O limite obtido € o melhor possivel. Mais precisamente, o grupo alternado As nao é
solivel e satisfaz [B(; o 3)(As)| = |As| = 60. A demonstragio desse critério baseia-se na
classificagdo dos grupos simples minimais de Thompson [59]. Além disso, no resultado a

seguir, mostramos que o critério permanece valido para grupos infinitos.
Corolario 4.1.1. Seja G um grupo tal que |B,(G)| <59, para cada x € G. Entdo G € solivel.

Demonstragcdo. Para mostrar que G € solivel, é suficiente demonstrar que o subgrupo
comutador G’ é solivel. Pelo Lema 3.3.6, [x®| < |B((G)| < 59, para todo x € G. Pelo Teorema
de Neumann ([52, 15.5.11]), segue que G’ ¢ finito. Além disso, |B:(G')| < |B:(G)| < 59,
para todo x € G'. Assim, pelo Teorema B (ii), concluimos que G’ é soltivel. O resultado

segue. 0

Recentemente, Figueiredo e Shumyatsky estudaram grupos em que todos os comutadores
tem ordem poténcia de primo (veja [26] e referéncias 14 mencionadas). Muitos grupos
possuem essa propriedade. Por exemplo, grupos abelianos, p-grupos finitos, grupos diedrais
de ordem 2p, onde p é um primo. Além disso, o grupo simétrico S4 t&€m comutadores nao
triviais de ordens poténcia de 2 e 3 é A5 tem comutadores de ordem poténcia de 2, 3 e 5.

Nesta parte do trabalho, investigamos grupos finitos G com a seguinte propriedade:
para cada x € G existe um primo p, dependente de x, tal que o conjunto B,(G) consiste,

exclusivamente, de p-elementos. Pelo Teorema 3.1.3 (ii), essa propriedade implica que todos
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os comutadores de G t€ém ordem poténcia de primo. Mostraremos, que na verdade, essa

propriedade acarreta que o subgrupo comutador G’ é um p-grupo para algum primo p.

Teorema C. Seja G um grupo finito. Entdo, G' é um p-grupo (para algum primo p) se, e

somente se, para cada x € G existe um primo q = q(x) tal que B,(G) consiste de g-elementos.

O resultado acima é um critério de solubilidade. Em particular, G € metanilpotente e,

além disso, € nilpotente por abeliano.

4.1.2 p-Grupos finitos

Em grupos finitos gerais, pode ocorrer que |B(G)| divide |G| sem que By(G) seja um
subgrupo (Exemplo 3.2.2). Por outro lado, no caso dos p-grupos finitos, essa propriedade
implica que B,(G) é sempre um subgrupo. Além disso, quando essa condigdo se verifica
para elementos de um conjunto gerador de G, € possivel obter limites superiores para a classe

de nilpoténcia de G. Mais precisamente:

Teorema D. Sejam G um p-grupo finito e n um inteiro positivo.
(i) Se |B:(G)|=p", entdo By(G) é um subgrupo normal de G.

(ii) Se X € um conjunto de geradores de G tal que |Bx(G)| é um divisor de p", para cada

x € X, entdo G é nilpotente de classe, no mdaximo, n+ 1.

O limite obtido no resultado anterior ndo pode ser melhorado. Por exemplo, considere
p-grupos extraespeciais ou p-grupos de classe maximal (ver Corolério 3.3.7). Vale também
ressaltar que, em geral, a reciproca do Teorema D (ii) ndo € vélida, isto &, se G € um p-grupo
nilpotente da classe c, isso ndo implica que |B,(G)| < p~! (ver Corolario 3.3.10).

Lembre-se de que um p-grupo finito G é chamado de powerful se G' < GP quando p é

fmpar, ou G’ < G* quando p = 2. Nesse contexto, obtemos o seguinte resultado.

Teorema E. Sejam p um primo impar e G um p-grupo finito gerado por X C G. Se By(G)

estd contido em um subgrupo powerful 2-gerado, para cada x € X, entdo G' é powerful.

De acordo com [11, Teorema 1], se um p-grupo finito G possui um subgrupo comutador
G’ gerado por dois elementos, entdo G’ é powerful. Ndo sabemos, no entanto, se a hipétese
de que B, (G) esta contido em um subgrupo powerful 2-gerado, para qualquer x € X, pode ser
enfraquecida para exigir apenas a contencao em um subgrupo 2-gerado. A prova apresentada

utiliza essa suposicao de uma forma essencial.
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4.2 Demonstracoes dos resultados

Prova do Teorema A

Consideremos a seguinte proposi¢io. Primeiro, recorde que 3(H) = max{|B,(H)| | x € G}

e que niicleo normal de H em G € o subgrupo Hg = NgegH®.

Proposicao 4.2.1. Seja G um grupo finito com B(G) = n. Entdo, existem um inteiro positivo
d e subgrupos Hy,...,H; <S, com B(H;) <n, 1 <i<d, tal que G/Z(G) é isomorfo ao
G/Z(G)| < (n))?

subgrupo Hy X --- x Hy. Em particular,

Demonstracdo. SejaX = {xi,...,x;} um conjunto de geradores de G. Pelo Lema 3.3.6 (iii),
G : Cg(x))| = |x°| < |Br.(G)| < B(G) =n. Paracadai € {1,...,d}, defina K; = (C6(x;))G»
o nicleo normal de C(x;) em G. Pela Proposicdo 1.1.2, G/K; é isomorfo a um subgrupo de
S, para cada i. Além disso, pelo Lema 3.3.6 (ii), B(G/K;) < B(G) = n. Agora, considere o

seguinte homomorfismo:

y:G — G/Kix---xG/Ky
§ — (gKla"'7ng)'

Em particular, o nucleo é

d
ker(y) = () Ki = Z(G),
i=1
e a prova estd completa. [
Como consequéncia do resultado acima, temos o seguinte coroldrio.
Corolario 4.2.2. Seja G um grupo finito.
(i) Se B(G) = 1, entdo G é abeliano.
(ii) Se B(G) =2, entdo G € nilpotente de classe 2.
(iii) Se B(G) < 3, entdo G é supersolivel.

Demonstracdo. Vamos fazer apenas a prova do item (iii). Pela Proposic¢do 4.2.1, o quociente
G/Z(G) é isomorfo a um subgrupo de S3 x --- x S3, que € supersolivel. Em particular,
G/Z(G) é supersolivel e, portanto, G é supersolivel. O

Observacio 4.2.3. O limite do item (iii) resultado anterior é o melhor possivel. Por exemplo,

A4 € soliivel e ndo supersoliivel com B(G) = 4.
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Corolario 4.2.4. Seja p o menor primo que divide a ordem de um grupo finito G. Se
B(G) = p, entdo G/Z(G) é p-grupo abeliano elementar.

Demonstragdo. Pela proposicao 4.2.1, existe um inteiro positivo d e existem subgrupos, que
podemos assumir ndo triviais, Hy,...,Hy de S, 1 <i <d, tais que G/Z(G) é isomorfo ao
subgrupo H; X --+ X H;. Mostraremos que |H;| = p, para cada 1 <i < d. Suponha, por
contradi¢@o, que para algum j, H; ndo tenha ordem p. Como H; < S, existe um primo
g < p tal que g que divide |H|| e, portanto, ¢ divide |G|. Isso ¢ uma contradigdo, pois p € o

menor primo que divide a ordem de G. A demonstragdo estd completa. [l

Em seguida, precisamos do seguinte resultado de J. Wiegold de 1956 retirado de [61,
Teorema 5.6]. Recordamos que um grupo G é chamado de n-BFC-grupo, para algum inteiro
positivo n, se |xG| < n para todo x € G e existe pelo menos um elemento y € G tal que
Yol =n.

Teorema 4.2.5 (Wiegold, [61]). Seja p um niimero primo. Seja G um p-BFC-grupo. Entdo,

o subgrupo comutador G' é ciclico de ordem p.

Podemos agora demonstrar o Teorema A.

Teorema A. Seja p o menor primo que divide a ordem de um grupo finito G. Se |B(G)| < p,
para todo x € G, entdo G é nilpotente de classe, no mdximo, 2. Além disso, se G é ndo
P =p,
P/Z(P) é um p-grupo abeliano elementar e A é um p'-subgrupo de Hall abeliano de G.

abeliano, entdo G é isomorfo a P X A, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G,

Demonstragdo. Suponha que o grupo G ndo seja abeliano. Pelo Lema 3.3.6 (ii1), temos que
|G : Cs(x)| < B(G) < p, para todo x € G. Como p é o menor primo que divide a ordem de
G, temos que B(G) = p. Pelo Corolério 4.2.4, o quociente G/Z(G) é um p-grupo abeliano
elementar. Portanto, G’ < Z(G) e G ¢ nilpotente de classe 2.

Sejam P o p-subgrupo de Sylow e A o p’-subgrupo de Hall de G. Como G/Z(G) um
p-grupo abeliano elementar, todo g-subgrupo de Sylow de G, para cada primo g # p, esta
contido em Z(G). Logo, A esta contido em Z(G). Portanto, podemos escrever

G=PxA.

Como G € ndo abeliano e A ¢é abeliano, segue que P é ndo abeliano. Usando o fato de que
p € o menor primo que divide |G| e o Lema 3.3.6, temos que 3(P) = p. Novamente, pelo
Coroldrio 4.2.4, o quociente P/Z(P) é um p-grupo abeliano elementar. Agora, para cada
elemento x € G\ Z(G), temos

X =1G: Cox)| = p.
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Entio, pelo Teorema 4.2.5, temos que o subgrupo comutador P’ é isomorfo a C »- A demons-

tracdo estd completa. 0

Prova do Teorema B

A demonstracdo do Teorema B (ii) baseia-se na classificacio de Thompson [59]; para
conveniéncia, consulte a lista apresentada no Teorema 1.3.6. Utilizamos informacdes sobre
as classes de conjugacao de grupos simples ndo abelianos contidas em [62], bem como
resultados de Suzuki [57, 58], complementados por calculos realizados no GAP [28]. Além
disso, recorremos ao Lema 3.3.6, utilizando o fato de que B(H) é uma aplicagdo mondtona.

Comegamos pelo caso em que G € um grupo simples minimal. Esta parte esta dividida

em uma sequéncia de cinco lemas.

Lema 4.2.6. Se G = PSL(2,2?), onde p é um primo, entdo B(G) > 60. Além disso,
B(PSL(2,27)) = 60 se, e somente se, p = 2.

Demonstragcdo. Suponha que p > 5. Pelo Teorema 1.3.3, existe um subgrupo diedral D de
ordem 2k, onde k € {27 — 1,2” + 1}. Em particular, B(Dy) = k. Entdo, pelo Lema 3.3.6 (iii),

B(G) = B(Dy) = k = 63.

Se G = PSL(2,4) = As, entdo B(G) = 60. Agora, resta considerar p =3 e 5. Por [62],
se G = PSL(2,8), entdo hd uma classe de conjugacdo em G com exatamente 72 elementos.
Pelo Lema 3.3.6 (iii), B(G) > 72. Agora, se G = PSL(2,32), entdo existe uma classe de
conjugagdo com 1056 elementos e, entdo, B(G) > 1056. O

Lema 4.2.7. Se p é um primo impar, entdo 3(PSL(2,37)) > 60.

Demonstracdo. Defina G = PSL(2,3”). Suponha que p > 5. Argumentando como na prova
do Lema 4.2.6, temos que $(G) > 121. Resta analisar o caso p = 3. Se G = PSL(2,27),
existe uma classe de conjugacdo com 756 elementos, retirado de [62]. Entdo, B(G) >
756. O

Lema 4.2.8. Se G = PSL(2,p), onde p > 3 é um primo tal que p* +1= 0 (mod 5), entdo
B(G) > 60.

Demonstracdo. Defina G = PSL(2,p). Pelo Teorema 1.3.3, G contém um subgrupo H
isomorfo a um produto semidireto nio abeliano C;, x Q, onde Q € ciclico. Combinando
o Teorema 3.1.3 (vi) e o Lema 3.3.6 (ii), deduzimos que B(G) > B(H) = p. Entdo, basta
considerar p < 53. Mais precisamente, os casos em que p € {7,13,17,23,37,43,47,53}.
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Esses casos restantes podem ser verificados diretamente usando [28]. Completamos a

demonstracao. 0
Lema 4.2.9. Se G = Sz(2”), onde p é um primo impar, entdo (G) > 60.

Demonstracdo. Suponha que p > 7. Pelo Lema 1.3.5, existe um grupo diedral H de ordem
2(27 — 1) como um subgrupo de G. Consequentemente,

B(G)>B(H)>2"—1>127.

Agora, basta considerar p € {3,5}. Suponha que G = Sz(8). Por [62], existe uma classe
de conjugagdo com 26.7.13 elementos em G. Suponha que G = Sz(32). Por [62], existe

uma classe de conjugacdo com 210.31.41 elementos. Em ambos os casos, B(G)>60. O
Lema 4.2.10. Se G = PSL(3,3), entdo B(G) > 60.

Demonstracdo. Ha uma classe de conjugacao com 432 elementos (usando GAP [28]). Argu-
mentando como no resultado anterior, deduzimos 3(G) > 432. O

Combinando os Lemas 4.2.6-4.2.10, obtém-se:

Proposicao 4.2.11. Seja G um grupo simples minimal. Entdo B(G) > 60. Além disso,
B(G) = 60 se, e somente se, G = PSL(2,4) = As.

Podemos agora demonstrar o Teorema B.

Teorema B. Seja G um grupo finito.

(i) Se By(G) estd contido em um subgrupo ciclico, para cada x € G, entdo G' é abeliano.

Além disso, G é supersoliivel.

(i) Se |Bx(G)| <59, para cada x € G, entdo G é soliivel.
Demonstragdo. Vamos fazer a demonstra¢do separadamente:

(i) Suponha que B,(G) esteja contido em um subgrupo ciclico para cada x € G. Inicial-
mente, vamos mostrar que o subgrupo comutador G’ é abeliano. Seja x € G. Pelo Teo-
rema 3.1.3 (iii) temos que (B,(G)) é um subgrupo ciclico e normal em G. Além disso,
pela Proposi¢do 1.1.1, C({Bx(G))) é um subgrupo normal em G e G/Cg({B:(G)))
isomorfo a um subgrupo de Aut({B,(G))), que é abeliano. Entido, G’ < Cs({B,(G))),

para cada x € G. Como o I'(G) = U B,(G), segue que todo comutador de G comuta

xeG
com todos os elementos de G'. Consequentemente, G’ é abeliano.

Agora, vamos obter uma série normal ciclica para o grupo G. Suponha que os elementos

X1,...,X; geram o grupo G. Defina
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Ni = (By,(G))...(Bx(G)),i=1,... k.
Pelo Lema 3.3.2, temos que Ny = (By,(G)) ... (By,(G)) = G, e assim,
I1<N; <...<N,=G

€ uma série ciclica em que cada termo € normal em G. Além disso, como G € finito,

G /G’ possui série (normal) de subgrupos
G =H <..<H =G,

onde cada quociente H;/H; é ciclico para cada j = 1,...,/ — 1. Portanto, G ¢é

supersoluvel.

(ii) Suponha que B(G) <59, mas G ndo é solivel. Considere G um contraexemplo de
ordem minimal. Se existir N um subgrupo normal préprio nao trivial de G, decorre do
Lema 3.3.6 (i) que B(N), B(G/N) <59. Como |N|,|G/N| < |G
e G/N s@o soliveis e, entdo, G seria soluvel. Portanto, G é um grupo simples em que

, 1sso implica que N

cada subgrupo proprio € soltivel. Entdo, G é um grupo da lista de Thompson (Teorema
1.3.6). Pela Proposi¢do 4.2.11, B(G) > 59, uma contradicao.

A demonstracdo estd completa. [

Prova do Teorema C

Nesta secdo, investigamos grupos finitos G que satisfazem a seguinte propriedade: para
cada x € G, existe um primo g = g(x) tal que o conjunto By(G) é constituido apenas por
g-elementos. Pelo Teorema 3.1.3, essa propriedade implica que todos os comutadores de G
tém ordem poténcia de primo.

Para avancar na prova do Teorema C, € necessario compreender quais grupos simples nao
abelianos podem satisfazer a propriedade de que todos os comutadores t€ém ordem poténcia

de primo. Essa classificacio € devida a [26, Proposi¢cdo 4.5] e é recordada a seguir.

Lema 4.2.12. Se G é um grupo simples ndo abeliano tal que todo comutador tem ordem po-
téncia de primo, entdo G é isomorfo a um dos seguintes grupos: PSL(2,q), g € {4,7,8,9,17},
Sz(8) ou Sz(32).

O lema a seguir € utilizado para excluir os grupos simples minimais listados acima,

mostrando que eles ndo satisfazem a propriedade considerada (do enunciada do Teorema C).
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Lema 4.2.13. Seja G um dos seguintes grupos: PSL(2,q), g € {4,7,8,17}, Sz(8) ou Sz(32).
Entdo, existe x € G tal que os comutadores em Byx(G) ndo sdo, exclusivamente, poténcias de

um mesmo primo.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.3.6 (1), basta mostrar que existe um subgrupo H de G e um
elemento x € H tal que os comutadores em B, (H) ndo sdo, exclusivamente, poténcia de um
mesmo primo.

Primeiro, suponha que G = PSL(2,4). Em particular, G = As. No Exemplo 3.2.5, vimos
que para (123) € As, B(123)(As) = As contém elementos de ordem 2,3 € 5.

Agora, considere G = PSL(2,7) ou PSL(2,17). Pelo Teorema 1.3.3, G contém uma cépia
de S4. Usando o Exemplo 3.2.4, para (1 2) € Sy, B(1 9 (S4) = A4 possui elementos de ordens
2e3.

Assuma, em seguida, que G = PSL(2,8). Por [28], existe x € G tal que Bx(G) =G
contém elementos de ordens poténciade 2,3 e 7.

Passemos agora ao caso G = Sz(8). Por [62], temos que
G=(a,b | a* =b* = (ab)’ = (ab®)” = (abab*ab*ab®)® = (abab’ab*)’ = 1).

Mostraremos que os comutadores [a,b?] e [a,b*ab’] que estdo em B,(G) tém ordens 7 e 5,
respectivamente. Note que,

[a,b*] = ab*ab® = (ab®)* € (ab?)

la,b*ab®] = a~ ' (b*ab®) La(b*ab®) = abab*ab*ab’.

Entio, pelas relagdes acima, |[a,b?]| =7 e |[a,b*ab’]| = 5.
Para finalizar, suponha que G = Sz(32). Novamente por [62], os geradores padrio a e b

de G satisfazem:
la| =2, |b| =4, |ab| = 5 e |ab?®| = |abab*ab’| = 25

Mostraremos que os comutadores [a,b?] e [b*,abab*abab] que estio em By»(G) tém ordens

25 e 31, respectivamente. De fato,

la,b*] = ab*ab® € (ab?),
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la,b*]| = 25. Em [62], o subgrupo H = (b* abab*abab) de G é isomorfo a um
grupo diedral de ordem 62. Entao,

€ assim,

1 # [b*,abab*abab) € H' = Cy,

e portanto, |[b?, abab®abab)| = 31. Completemos a demonstrago. O
Em seguida, provamos uma proposi¢ao que fornece um critério de solubilidade.

Proposicao 4.2.14. Seja G um grupo finito em que, para cada x € G, existe um primo
p = p(x) tal que B, (G) consiste de p-elementos. Entdo G é soliivel.

Demonstragdo. Suponha que o resultado seja falso e seja G um contraexemplo de ordem
minimal. Em principio, provaremos que G € um grupo simples minimal. Suponha que N

seja um subgrupo normal nao trivial préprio de G. Pelo Lema 3.3.6 (ii), a hipdtese € valida

para subgrupos e quocientes. Como |G/N| e |[N| < |G|, segue-se que N e G/N sdo soliveis e,
portanto, G seria solivel. Em particular, G € simples e todo subgrupo proprio € solivel. Além
disso, pelo Teorema 3.1.3 (ii), todo comutador tem ordem poténcia de primo. De acordo com
o Lema 4.2.12 e o Teorema 1.3.6, deduzimos que G € isomorfo a um dos seguintes grupos:
PSL(2,q9), q € {4,7,8,17}, Sz(8) ou Sz(32). Entdo, pelo Lema 4.2.13, existe um elemento
x € G tal que os comutadores em B, (G) ndo sdo, exclusivamente, poténcias de um mesmo

primo. Essa contradi¢do completa a demonstracdo. U
Agora estamos prontos para demonstrar o resultado.

Teorema C. Seja G um grupo finito. Entdo, G' é um p-grupo (para algum primo p) se, e

somente se, para cada x € G existe um primo q = q(x) tal que B(G) consiste de g-elementos.

Demonstracdo. Se G' é um p-grupo, entdo todos os elementos em B,(G) C G’ sdo, exclusi-
vamente, p-elementos, para cada x € G.

Resta provar a implicacao inversa. Suponhamos, por contradi¢do, que a afirmagdo seja
falsa. Considere G um contraexemplo de ordem minimal, ou seja, G € um grupo finito tal
que, para cada x € G, existe um primo g = g(x) com B,(G) consistindo, exclusivamente,
de g-elementos, mas G’ niio é um p-grupo, para algum primo p. Em virtude da Proposicio
4.2.14, temos que G é solivel. Seja Q um subgrupo normal minimal de G contido em G'.
Por G ser soldvel, Q é um g-grupo abeliano elementar para algum primo ¢ € (G’). Devido
a minimalidade de G, o quociente G’ /Q é um p-grupo para algum p € 7(G’). Note que, se
g = p, entdo G’ seria um g-grupo, o que contradiz nossa suposicdo. Portanto, g # p.

Assim, temos que G’ = PQ, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G’. Pelo Teorema do

Subgrupo Focal (Teorema 2.4.6), existem elementos x,y,a,b € G tais que 1 # [x,a] € Pe 1 #
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[v,b] € Q. Em particular, [x,a] € Bx(G) NB,(G) e [y,b] € B,(G) NB,(G). Consequentemente,
todos os elementos de B,(G) e B,(G) sdo p-elementos; e todos os elementos de B, (G) e
By (G) sdo g-elementos. Com isso, [x,b] € By(G) NBy(G) =1 ¢ [y,a] € By(G) NB,(G) = 1.

Assim:
* [xy,a| = [x,a)’[y,a] = [x,a]’ # 1 é um p-elemento;
* [xy,b] = [x,b)[y,b] = [y,b] # 1 é um g-elemento.

Como os comutadores [xy,a] e [xy,b] estdo em B,,(G). Essa contradi¢do final completa a

demonstracao. 0

Prova do Teorema D

Comecamos com o seguinte lema, que € uma consequéncia (ou escélio) da Equagdo das
Classes.

Lema 4.2.15. Seja G um p-grupo finito e x € G\ Z(G). Suponha que |B,(G)| é uma poténcia
de p. Entdo 1 # B,(G)NZ(G) <G.

Demonstracdo. Pela Proposicao 3.3.8, By(G) NZ(G) é um subgrupo de G. O que resta é
provar que esse subgrupo € ndo trivial, ou seja, By(G) NZ(G) # 1. Para isso, suponhamos,
por contradi¢do, que By(G) NZ(G) = 1. Considerando que |B,(G)| é uma poténcia de p,
digamos |By(G)| = p" para algum inteiro positivo n. Como o conjunto By(G) é normal
(Teorema 3.1.3 (iii)), existem elementos yy,...,y; tais que B,(G) pode ser escrito como a

seguinte unido disjunta
B(G) =y{ UyF U... Uy,

onde sem perda de generalidade podemos assumir que y; = 1.
Argumentando como na prova da Equagao das Classes [52, p. 38], deduzimos que

~

[Bx(G)| =, ][G - Co(vi)],

onde [y’| = [G : C5(y;)] é uma poténcia de p. Como assumimos que B,(G)NZ(G) = 1,
entdo apenas [y¢| = 1e

p'=1mod p,

o que € impossivel. Completamos a demonstracao. [
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Observacao 4.2.16. Seja G 0 65° grupo de ordem 729 (= 36) na Small Groups Library do
GAP [28]. Nesse grupo, existe y € G tal que |By(G)| =6 e 1 # By(G)NZ(G), o que ndo
contradiz o lema anterior, pois 6 ndo é uma poténcia de 3. Além disso, hd um elemento x € G
tal que |Bx(G)| =7 e Bx(G)NZ(G) = 1. Esses exemplos mostram que, em um p-grupo finito,
quando |By(G)| ndo é uma poténcia de p, o comportamento de B,(G) NZ(G) pode variar:

pode ser trivial ou ndo trivial. Assim, o Lema 4.2.15 ndo se aplica nesse caso.

A seguir, ® denota a classe de nilpoténcia de W (p,n) = (...(C»2Cp)?...)2C, com n
fatores de C),.

Proposicio 4.2.17. Seja n um inteiro positivo. Se G é um p-grupo tal que B(G) < p", entdo

G é nilpotente de classe, no mdximo, ® + 1.

Demonstracdo. Considere (G) = m. De acordo com a Proposi¢do 4.2.1, deduzimos que
G/Z(G) é isomorfo a H| X ... x H,, onde H; é um subgrupo de S,,, i € {1,...,r}. Como
m < p", podemos identifica S,, como um subgrupo de S,». Além disso, pelo Teorema 1.1.3,
todo H; pode ser visto como um subgrupo de W (p,n). Portanto, G é nilpotente de classe, no
maximo, @ + 1. ]

Teorema D. Sejam G um p-grupo finito e n um inteiro positivo.

(i) Se |Bx(G)|=p", para algum x € G, entdo By(G) é um subgrupo normal de G.

(ii) Se X é um conjunto de geradores de G tal que |Bx(G)| é um divisor de p", para cada

x € X, entdo G é nilpotente de classe, no mdaximo, n+ 1.

Demonstragdo. Faremos a demonstracio separadamente:

(i) Temos que |B,(G)| = p", para algum inteiro positivo n. Assim, o conjunto B,(G) é
ndo trivial. Entéo, pelo Lema 4.2.15, N := B,(G) NZ(G) é um subgrupo normal nio
trivial de G. Vamos provar que B,(G) é um subgrupo normal de G por indugdo sobre

n.
Para o caso n = 1, temos |B(G)| = p e, portanto, By(G) = N é um subgrupo central.
Suponha agora que n > 2. Considerando G = G/N e X = xN, obtemos que Bz(G) é o

conjunto das classes laterais yN, onde y € B,(G). Logo,

B:(G) _ »

B:(G)| = <p".
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Pela hipétese de indugdo, Bz(G) é um subgrupo normal de G.

Sejam o = a 'x"lab~'xb e B = ¢ 'x 'cd 'xd em B,(G). Para concluir que B,(G)
¢ um subgrupo normal, basta mostrar que a3 € B,(G), pois esse conjunto ja contém
o elemento neutro, é fechado por inversdo e normal. Como Bx(G) é subgrupo de G,

existem elementos u,v € G tais que

aBN = (u 'xtuw )N € Bi(G).

1,-1

Entdo, aff = (u~'x 'uv~lav)z, para algum z := x g7 lxg € N (Teorema 3.1.3 (i)).

Portanto,

af = (u ' 'x tw o) (g xg) = u v tu(ve) T Ix(vg) € Bi(G).

(ii) Suponha que G é um grupo ndo abeliano. Temos que |B,(G)| divide p", para cada
x € X, ou seja, pelo item (i), o conjunto By(G) é um subgrupo normal de G de ordem,
no maximo, p”, para cada x € X. Vamos provar, por inducéo sobre n, que G € nilpotente
de classe, no maximo, n + 1.

Se n =1, entdo B,(G) C Z(G), para todo x € X. Pelo Lema 3.3.2, temos G’ < Z(G) e,
portanto G € nilpotente de classe 2.

Suponha agora que n > 2. Considere G = G/Z(G). Para concluir, € suficiente mostrar

que Gé nilpotente de classe, no maximo, n. Seja x € X, podemos escrever

5y BO)Z()

onde ¥ = xZ(G). Entdo, pelo Lema 4.2.15, temos que

B.(G)Z(G) ’ _B(©)
2G) |~ BG)Nz(0)] =

n—1

Portanto, |Bz(G)| divide p" !, para cada x € X. Pela hipétese de indugdo, G é nilpo-

tente de classe, no maximo, 7.

A demonstracdo estd completa. [

Prova do Teorema E

Para a demonstracdo do Teorema E, utilizaremos dois resultados fundamentais sobre p-grupos

powerful, que enunciaremos a seguir. Recordamos que um p-grupo finito G € chamado de



4.2 Demonstragdes dos resultados 65

powerful se G’ < G? quando p é fmpar, ou G’ < G* quando p = 2. O primeiro resultado foi
retirado de [25, Lema 2.2 (ii)].

Lema 4.2.18. Seja G um p-grupo finito powerful 2-gerado. Entdo todo subgrupo de G

também é powerful.

O segundo resultado a seguir foi retirado de [45, Teorema 1.12, p. 490]. Recordamos que

o nimero minimo de geradores de um p-grupo finito G é denotado por d(G).
Lema 4.2.19. Seja H um subgrupo de um p-grupo finito powerful G. Entdo d(H) < d(G).
Estamos agora em condi¢des de demonstrar o resultado.

Teorema E. Sejam p um primo impar e G um p-grupo finito gerado por X C G. Se By(G)

estd contido em um subgrupo powerful 2-gerado, para cada x € X, entdo G' é powerful.

Demonstracdo. Considere o conjunto de geradores X = {xi,...,x;} e defina
N; = (By,(G)), 1 <i<k.
Pelo Lema 3.3.2, temos que
G =Nj...N,.

Por hipétese, cada subconjunto B, (G) estd contido em um subgrupo powerful 2-gerado.

Pelo Lema 4.2.18, segue que cada N; é também um subgrupo powerful, ou seja, Nlp =d(N;).

Além disso, pelo Lema 4.2.19, cada N; é gerado por, no mdximo, dois elementos. Assim, 0

quociente N;/ Nip € também 2-gerado e, portanto, isomorfo a um dos grupos, C, ou Cp, X C,,.
Agora, mostraremos que [G', N;] < Nip . Para isso, consideremos o subgrupo

M;:=Cg(Ni/N) ={g € G|[g,N] <N/},
isto é, o nucleo da acdo de G sobre N; /Nlp induzida pela conjugagdo. Assim, G/M; é
isomorfo a um subgrupo de Aut(N;/N?) e, portanto, pelo Lema 1.3.1, |Aut(N;/NF)| = p—1
ou p(p*—1)(p—1). Como G/M; é um p-grupo, |G/M;| = 1 ou |G/M;| = p. Logo, M; = G
ou M; é maximal em G. Em ambos os casos, G’ < M;. Pela definicdao de M; concluimos que
|G',N;] <NP.

Por fim, temos:

G"=[G,G =[G Ni...NJ =[G ,Ni]...[G',Ny] <NI'...N! < (G)?,

pois cada N; é normal em G e N estd contido em (G')”. Isso mostra que G’ é powerful, o

que completa a demonstragao. [



Capitulo 5

Caracterizacoes de grupos finitos por
subconjuntos de comutadores

Neste capitulo, provamos que vdrias propriedades tedricas de um grupo finito G podem ser
detectadas considerando os conjuntos K, (G) quando x varia em subconjuntos de elementos
de ordens especificas em G. Todos os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos

em colabora¢do com Raimundo Bastos e Claude Marion em [21].

5.1 Motivacao e resultados principais

Estudaremos duas classes de exemplos. A primeira diz respeito a grupos que satisfazem a
propriedade da torre de Sylow, analisados em termos dos conjuntos Ky(G), nos quais x varia
entre elementos de ordens especificas. A segunda classe aborda critérios de nilpoténcia para
os subgrupos o4 (G) e Br(G), considerando o comportamento dos conjuntos K, (G) quando x

é um - ou fB;-comutador cuja ordem é uma poténcia de primo.

5.1.1 Propriedade da torre de Sylow

Seja G um grupo finito (ndo trivial). Escreva o conjunto de primos 7(G) = {p1,p2,---,Pr}>
onde p; > p» > ... > p,. Recorde que o grupo G satisfaz a propriedade da torre de Sylow
se, e somente se, existem Py, P, ..., P, tais que cada P; ¢ um p;-subgrupo de Sylow de G e
Py...P,P é normal em G para 1 < k < r. A propriedade da torre de Sylow & preservada ao
considerar subgrupos e quocientes (veja, por exemplo, [13, Cap. 6, Sec. 4]). Recordamos
que K¢(G) ={[r.g] | g € G}.

Obtemos as seguintes caracterizacdes de um grupo que satisfaz a propriedade da torre de
Sylow.
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Teorema K. Seja G um grupo finito. As seguintes propriedades sdo equivalentes:

(i) G satisfaz a propriedade da torre de Sylow.

(ii) Para cada grupo quociente G de G e cada p-elemento X de G, Kx(G) consiste de

p-elementos, onde p = max{n(G)}.

(iii) Para cada subgrupo H de G e cada p'-elemento x de H, K.(H) consiste de p'-

elementos, onde p = min{w(H)}.

5.1.2 Critérios de nilpoténcia para residuais nilpotentes

A nilpoténcia em grupos finitos admite diversas caracterizacdes. Uma das mais conhecidas é
que um grupo finito G € nilpotente se, e somente se, pode ser escrito como o produto direto
de seus subgrupos de Sylow. Dessa caracteriza¢do decorre a importante consequéncia de
que quaisquer dois elementos com ordens coprimas em G comutam; em particular, tem-se
lab| = |a||b| para quaisquer elementos a,b € G cujas ordens sejam coprimas. Um resultado
elementar (e notdvel) de Baumslag e Wiegold [9] mostra que essa propriedade que, a priori,
parece apenas uma consequéncia da nilpoténcia € de fato suficiente para caracteriza-la:

Teorema 5.1.1 (Baumslag, Wiegold, [9]). Seja G um grupo finito. Suponha que |ab| = |a||b|

para quaisquer elementos a,b € G de ordens coprimas. Entdo G é nilpotente.

Desde entdo, diversas extensdes e variantes t€ém surgido em artigos e teses de doutorado.
Neste contexto, Bastos e Shumyatsky [8] demonstraram o seguinte resultado.

Teorema 5.1.2 (Bastos, Shumyatsky, [8]). Seja G um grupo finito. Suponha que |ab| = |a||b|

para quaisquer comutadores a,b de ordens coprimas. Entdo G' é nilpotente.
No mesmo trabalho, os autores fizeram a seguinte conjectura, que permanece em aberto.

Conjectura 5.1.3. Sejam w uma palavra comutador multilinear e G um grupo finito tal que
|ab| =
w(G) € nilpotente.

a||b| para todos w-valores a e b de ordens coprimas em G. Entdo, o subgrupo verbal

De uma perspectiva diferente, Monakhov [49] introduziu novos critérios de nilpoténcia

baseados em elementos primérios.
Teorema 5.1.4 (Monakhov, [49]). Seja G um grupo finito.

(i) Suponha que |ab| > |a||b| para quaisquer elementos primdrios a,b € G de ordens

coprimas. Entdo G é nilpotente.
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(ii) Suponha que |ab| > |a||b| para quaisquer comutadores primdrios a,b € G de ordens

coprimas. Entdo G' é nilpotente.

Com relacdo a Conjectura 5.1.3, Bastos, Monetta e Shumyatsky [7] mostraram que
a resposta € positiva para a palavra y,-comutador. Mais precisamente, demonstraram o
resultado a seguir (que, em particular € uma extensao dos Teoremas 5.1.1 e 5.1.2).

Teorema 5.1.5 (Bastos, Monetta, Shumyatsky, [7]). Sejam G um grupo finito e k um in-
teiro positivo. Entdo, Y.(G) € nilpotente se, e somente se, |ab| = |a||b| para quaisquer

Yc-comutadores a,b de ordens coprimas.

Andrade e Dantas [27] obtiveram uma condicdo de nilpoténcia para o residual nilpotente
de um grupo finito. Para relembrar a defini¢do de comutadores coprimos, consulte o Capitulo
3, Se¢do 2.5.

Teorema 5.1.6 (Andrade, Dantas, [27]). Seja G um grupo finito. Suponha que |ab| = |a||b|

para poténcia de 8; -comutadores a,b de ordens coprimas. Entdo Y¥.(G) € nilpotente.

No mesmo artigo, os autores fizeram o seguinte questionamento. Recorde que Di(G) é o

k-ésimo termo da série de Fitting inferior de G.

Questao 5.1.7. Seja k um inteiro ndo negativo. Seja G um grupo finito em que |ab| = |a||b|
quando os elementos a,b sdo (poténcias de) & -comutadores de ordens coprimas. E verdade

que o subgrupo Dy(G) é nilpotente?

Veja que a resposta da questdo acima € afirmativa para k = 0, pelo Teorema 5.1.1; e para
k =1, pelo Teorema 5.1.6 ("com as poténcias"). Ainda, para k = 1, Bastos e Monetta em
[6] obtiveram uma resposta positiva a Questdo 5.1.7 ("sem as poténcias"), aprimorando o

Teorema 5.1.6.

Teorema 5.1.8 (Bastos, Monetta, [6]). Seja G um grupo finito. Entdo, Y(G) é nilpotente se,

e somente se, |ab| = |al||b

, quando a e b sdo 8; -comutadores de ordens coprimas.

Em [51], Monetta e Tortora estenderam o Teorema 5.1.5 e contribuiram para a Conjectura
5.1.3 para uma familia de palavras do tipo comutador.

Teorema 5.1.9 (Monetta, Tortora, [51]). Seja w = [x;,,...,x;] uma palavra comutador

simples com iy # ij para cada j € {2,...,k}. Seja G um grupo finito. Entdo, w(G) é

nilpotente se, e somente se, |ab| = |a||b| para todos w-valores a,b € G de ordens coprimas.

Em 2020, Alves e Shumyatsky [17] obtiveram o seguinte resultado para grupos soliveis

finitos, que também contribui para a Conjectura 5.1.3.
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Teorema 5.1.10 (Alves, Shumyatsky, [17]). Seja G um grupo soliivel finito. Entdo, G»
ab| =

é nilpotente se, e somente se, a||b| para quaisquer &-comutadores a,b de ordens

coprimas.

Vale mencionar as seguintes teses de doutorado relacionadas ao Teorema de Baums-
lag e Wiegold: em [50], Monetta explorou o conceito em termos de subgrupos verbais e
comutadores coprimos; em [14], Cocke estudou algumas classes de problemas numa pers-
pectiva complementar; e, mais recentemente, em [16], Alves investigou os termos da série

derivada de grupos soluveis. Além disso, para outras versoes, veja, entre outros, os artigos
[50, 16, 2,42, 41, 14, 47, 6, 48, 5].

Obtemos um critério para que um grupo finito seja metanilpotente.

Teorema G. Sejam G um grupo finito e k > 2 um inteiro. As seguintes propriedades sdo

equivalentes:
(i) 1(G) é nilpotente.
(ii) oy (G) é nilpotente.

(iii) Para cada primo p e cada oy-comutador x de ordem poténcia de p, K.(G) consiste de

p-elementos.

Esse resultado, em principio, leva em conta menos comutadores (ndo € necessario verificar
todos os }/,f -comutadores). Além disso, leva em conta apenas comutadores de elementos
primaérios.

Em seguida, obtemos um critério para que o k-ésimo termo da série de Fitting inferior
Dy (G) seja nilpotente quando o grupo G é soldvel.

Teorema H. Seja G um grupo soliivel finito. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(i) Dy(G) é nilpotente.
(ii) Bk(G) é nilpotente.

(iii) Para cada primo p e cada By-comutador x de ordem poténcia de p, K(G) consiste de

p-elementos.

5.2 Demonstracoes dos resultados

Prova do Teorema F

Comecgamos com o seguinte critério para que um grupo finito seja p-nilpotente.
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Proposicao 5.2.1. Sejam G um grupo finito ndo trivial e p € nt(G). Entdo, G é p-nilpotente

se, e somente se, para todo p/-elemento x € G, K(G) consiste de p/—elementos.

Demonstracdo. Suponha que G seja p-nilpotente. Seja x € G um p’-elemento. Como G é
p-nilpotente, cada p'-elemento de G estd contido em O,/(G). Em particular, x € 0,/(G).
Como O,/(G) é normal em G, segue que K,(G) C 0,(G).

Por outro lado, suponha que para cada p’-elemento x € G, Ky(G) consiste em p'-
elementos. Suponha, por contradi¢do, que G nado € p-nilpotente, entdo G ndao possui um
p-complemento normal. Pelo teorema do complemento de Frobenius, existe um p-subgrupo
ndo trivial H tal que Ng(H)/Cg(H) ndo é um p-grupo. Podemos, portanto, escolher um
p'-elemento x € Ng(H) e um elemento h € H tal que 1 # [x,h] € H. No entanto, por
defini¢do, [x,h] € K;(G) deveria ser um p’-elemento, uma contradi¢do. O resultado estd

demonstrado. L]

O corolério a seguir € uma consequéncia imediata do Teorema 3.1.6 e da Proposi¢ao
5.2.1.

Corolario 5.2.2. Seja G um grupo finito. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(i) G é nilpotente.
(ii) Para qualquer primo p e p-elemento x € G, K(G) consiste de p-elementos.
(iii) Para qualquer primo p e p'-elemento x € G, K,(G) consiste de p'-elementos.

Demonstracdo. Se a condi¢do (i) for valida, entdo os subgrupos de Sylow de G sdo normais,
e as condicdes (ii) e (iii) sdo satisfeitas. Suponha que a condi¢do (ii) seja valida. Pelo
Teorema 3.1.6, todo subgrupo de Sylow de G € normal. A condig¢do (1) € entdo satisfeita.
Suponha, finalmente, que a condicao (ii1) seja vélida. Pela Proposi¢do 5.2.1, G é p-nilpotente

para todo primo p. Em particular, G € nilpotente e a condi¢do (i) € satisfeita. [

Dado um primo p, um grupo finito G é chamado de p-decomponivel se G pode ser escrito
como G = P x O,(G), onde P é um p-subgrupo Sylow de G.

Corolario 5.2.3. Sejam G um grupo finito néo trivial e p € n(G). As seguintes propriedades

sdo equivalentes:
(i) G é p-decomponivel.

(ii) Para todo p-elemento x € G e todo p'-elemento y € G, K,(G) consiste em p-elementos

e Ky(G) consiste em p'-elementos.
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Demonstragdo. Suponha que G seja p-decomponivel. Entdo G = P x O,y(G), onde P é um
p-subgrupo Sylow de G. Seja x um p-elemento de G e y um p’-elemento de G. Como P é
subgrupo normal em G, K,(G) C P. Da mesma forma, K,(G) C O,/(G). O resultado segue
nessa direcao.

Suponha agora que para cada p-elemento x de G, Ky(G) consiste em p-elementos e, para
cada p’-elemento y de G, K,(G) consiste em p'-elementos. Seja P um p-subgrupo de Sylow
de G. Pelo Teorema 3.1.6, P = O,(G). Além disso, pela Proposi¢do 5.2.1, G é p-nilpotente.
Portanto, G = P x 0,/(G) e G é p-decomponivel. O

Agora estamos em condic¢des de provar o resultado.

Teorema F. Seja G um grupo finito. As seguintes propriedades sdo equivalentes:

(1) G satisfaz a propriedade da torre de Sylow.

(ii) Para cada grupo quociente G de G e cada p-elemento x de G, Kx(G) consiste de

p-elementos, onde p = max{n(G)}.

(iii) Para cada subgrupo H de G e cada p'-elemento x de H, K.(H) consiste de p'-

elementos, onde p = min{m(H)}.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, G ndo € trivial, caso contrario o resultado €
imediato. Sejam n(G) = {p1,p2,...,pr}, onde p; > pr > ... > p, e P,um p;-subgrupo de
Sylow de G, parai=1,2,...,r.

Inicialmente mostraremos que a condic¢do (i) implica a condic¢do (ii). Suponha que G
satisfaca a propriedade da torre de Sylow. Seja N um subgrupo normal de G e, defina
G = G/N. Sejam p o maior primo que divide |G| e X um p-elemento de G. Como G satisfaz
a propriedade da torre de Sylow, G também satisfaz, G tem um p-subgrupo de Sylow normal,
digamos P. Pela normalidade de P, X € P e Kx(G) C P. A condigdo (ii) € portanto satisfeita.

Agora mostraremos que a condi¢do (i1) implica a condicdo (i). Suponha que (ii) seja
vélida. Argumentaremos por indug@o em r. Como p; = max{w(G)}, pela propriedade (ii),
para cada x € P}, o conjunto Ky(G) consiste em pj-elementos. Pelo Teorema 3.1.6, temos
que P; € normal em G.

Suponha agora que 1 <i < r e que a propriedade (1) seja vélida para grupos de ordens
com i fatores primos e que satisfacam a hipétese (ii). Observe que G = G/P; tem ordem com
r — 1 fatores primos e satisfaz a propriedade (ii). Por induc¢do, G satisfaz a propriedade da
torre de Sylow e, portanto, G também satisfaz a propriedade da torre de Sylow. A propriedade

(i) é, portanto, satisfeita.
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A seguir mostraremos que a condi¢do (i) implica a condi¢do (ii1). Suponha que G satisfaz
a propriedade da torre de Sylow. Seja H um subgrupo de G. Como G satisfaz a propriedade
da torre de Sylow, H também satisfaz e, entdo H é p-nilpotente, onde p € o menor primo
divisor de |[H|. Segue pela Proposi¢do 5.2.1 que para cada p’-elemento x € H, K,(H) consiste
de p’-elementos. A propriedade (iii) é, portanto, satisfeita.

Finalmente mostraremos que a condi¢do (iii) implica a condi¢do (i). Suponha que
para cada subgrupo H de G e cada p’-elemento x de H, o conjunto K,(H) consiste em
p'-elementos, onde p = min{n(H)}. Queremos mostrar que G satisfaz a propriedade da torre
de Sylow. Vamos argumentar por inducédo sobre |G|. Temos que p, = min{m(G)} e pela
propriedade (iii) para cada p)-elemento x € G, o conjunto K,(G) consiste em p/-elementos.
Pela Proposi¢do 5.2.1, G é p,-nilpotente. Seja N um p,-complemento normal de G. Como
N satisfaz a propriedade (iii) e |N| < |G|, por hipétese de indugdo, N satisfaz a propriedade
da torre de Sylow. Assim, N tem subgrupos de Sylow Pj,P,,...,P._; que também sao
subgrupos de Sylow G tais que P;... PP, € normal em N para 1 < j <r—1. Em particular,
paral < j<r—1, P;... PP € caracteristico em N, e como N € normal em G, P;...P,P; €
de fato normal em G. Segue que G satisfaz a propriedade da torre de Sylow e a condicao (i)
¢ satisfeita. A demonstracdo estd completa. [

Prova do Teorema G

Pelo p®qP-Teorema de Burnside (veja, por exemplo, [38, Teorema 7.8]), dado um grupo finito
ndo trivial G com subgrupo comutador G’ igual a G, conclui-se que |G| € divisivel por, pelo
menos, trés primos distintos. Recordemos que todo elemento primério de um grupo finito G
€ um a-comutador. Para k > 2, seja X;_1 o conjunto de todos os elementos primarios de
G que sao ay_-comutadores. Um elemento x € G € um og-comutador se existem a € X
e um elemento primdrio b € G tais que x = [a,b] e (|a|,|b|) = 1. Definimos oy (G) como
o subgrupo de G gerado por todos os o-comutadores. O resultado abaixo é andlogo a [7,
Lema 4].

Lema 5.2.4. Seja G um grupo finito ndo trivial tal que G = G'. Seja k um inteiro positivo.
Fixe q € n(G). Entdo, G é gerado pelos oy-comutadores de ordem poténcia de p, para

primos p # q.

Demonstragdo. Para cada primo p € w(G) \ {¢q}, seja N, o subgrupo gerado por todos
os og-comutadores de ordens poténcia p. Em principio, vamos mostrar que para cada
p € ©(G) \ {q}, cada p-subgrupo de Sylow de G estd contido em N,. Se k = 1, entdo, por
defini¢do, cada elemento primdrio de G é um ;-comutador, e entdo cada p-subgrupo de

Sylow de G esté contido em N,. Suponha agora que k > 2. Assuma, por contradi¢do, que
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existe um p-subgrupo de Sylow de G que ndo esta contido em N,. Como N, € normal em G,
podemos passar para o quociente G/N, e assumir que N, = 1. Agora, como G = G, temos
que G ndo possui um p-complemento normal. Pelo teorema do complemento de Frobenius,
G contém um p-subgrupo H e um r-elemento a € Ng(H ), para algum primo r # p, tal que
[H,a] # 1. Pelo Lema 2.1.9,

1 #[H,al=[H, a,...,a] <N,
——
(k—1)vezes
uma contradi¢do. Portanto, N, contém todos os p-subgrupos de Sylow de G. Seja T o
produto de todos os N, para p variando no conjunto 7(G) \ {¢}. Entdo, G/T é um g-grupo,
e portanto G = T, pois G = G'. Concluimos que G é gerado por todos os 0g-comutadores

primdrios de ordem poténcia p para p # q. [

Lema 5.2.5. Seja G um grupo tal que G/Z(G) é um grupo simples minimal. Seja k > 2.
Entdo, existe um oy-comutador x de ordem poténcia de 2 tal que a ordem de x médulo Z(G)
é?2.

Demonstragéo. Seja G = G/Z(G). Pelo Teorema 1.3.6, temos que analisar cinco casos.
Inicialmente mostraremos que em todos o0s casos, o quociente G contém um subgrupo H tal
que H =A x T, onde A é 2-grupo abeliano elementar e 7 é um grupo de ordem fmpar tal
que Cx(A) = 1.

Suponha primeiro que G é como no caso (i) do Teorema 1.3.6. Pelo Teorema 1.3.2, G
contém um subgrupo Q x K que € o produto semidireto de um 2-subgrupo de Sylow abeliano
elementar Q de ordem 27 e um subgrupo ciclico K de ordem 27 — 1.

Suponha agora que G é um dos casos (ii), (iii) ou (v) do Teorema 1.3.6. Entdio, G contém
uma copia do grupo alternado A4, pelo Teorema 1.3.3 e o Lema 1.3.4.

Suponha finalmente, que G é como no caso (iv) do Teorema 1.3.6. Pelo Teorema 1.3.5,
G contém um grupo de Frobenius Q x K, onde Q é um 2-subgrupo de Sylow de ordem 2% ¢
K é um subgrupo ciclico de ordem (2” — 1). Seja N um subgrupo normal minimal de Q x K
contido em Q. Como Q € solivel, N € um 2-grupo abeliano elementar.

Portanto, em todos os casos, G/Z(G) contém um subgrupo da forma

H/Z(G) =A/Z(G) x T /Z(G),

onde A/Z(G) é um 2-grupo abeliano elementar ¢ 7 /Z(G) é um grupo de ordem fmpar tal
que Cr/z(6)(A/Z(G)) = 1.

Agora, como T /Z(G) é um grupo de ordem impar, existe um primo ¢ dividindo |T'|
e um g-elemento t € T\ Z(G). Como A é um subgrupo normal nilpotente de H, A tem
um 2-subgrupo Sylow normal em H, digamos P. Pelo Lema 2.1.9 e usando o fato de que
Cr/z(6) (A/Z(G)) = 1 obtemos
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L# [Pt] = [Prt].

Podemos entdo escolher um elemento a € P tal que o ay-comutador [a, ;1] seja ndo trivial.
Consequentemente, [a,x_1t] € P e [a,;—1t]Z(G) tem ordem 2. O

Agora, estamos em condi¢des de provar o resultado.

Teorema G. Sejam G um grupo finito e k > 2 um inteiro. As seguintes propriedades sdo

equivalentes:
() ¥(G) é nilpotente.
(ii) oy (G) é nilpotente.

(iii) Para cada primo p e cada oy-comutador x de ordem poténcia de p, K(G) consiste de

p-elementos.

Demonstracdo. Inicialmente, mostraremos que a propriedade (i) implica a propriedade (ii).
Suponha que 7. (G) € nilpotente. Precisamos mostrar que o4 (G) € nilpotente e, portanto,
¢ suficiente mostrar que 0% (G) < %(G). Seja x um og-comutador de G. Existe um o _ -
comutador a e um elemento b de G tais que a e b sdo primdrios com ordens coprimas e
x = |a,b]. Como o quociente G/7¥.(G) é nilpotente e as ordens dos elementos a}.(G) e

bY¥-(G) sdo coprimas, segue que

a%eo(G) DYoo (G) = b¥eo(G)aYeo(G),

ou seja, x = [a,b] € 1w (G). Portanto, 0y (G) < 1w (G).

Mostraremos, agora, que a propriedade (ii) implica a propriedade (iii). Suponha, portanto,
que oy (G) seja nilpotente. Sem perda de generalidade, oy (G) ndo € trivial, caso contrario o
resultado é imediato. Sejam p € (0% (G)) e x um og-comutador de G de ordem poténcia
de p. Seja P o p-subgrupo de Sylow de 04 (G). Entdo, x € P. Como P € caracteristico em
04(G) e 0y (G) é normal em G, segue que P é normal em G. Portanto, Ky(G) C P consiste
em p-elementos.

Finalmente, mostraremos que a propriedade (iii) implica a propriedade (i). Em principio,
consideremos o caso em que G ¢ solivel. Seja i = h(G) a altura de Fitting de G. Iremos
mostrar que 7 < 2, o que implica que Y- (G) € nilpotente. Suponhamos, por contradi¢do, que
h > 3. Pelo Lema 2.3.1, existe uma torre Py P, Ps ... P, de altura h em G. Como P, = [P, P},

segue que

P, =[P, Py,...,P]
——

(k—1) vezes
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€ gerado por oi-comutadores de G que sdo pp-elementos. Sejam x um o -comutador em P e
y um elemento em P3. Como P, normaliza P3 ¢ K,(G) consiste em p;-elementos, segue que
[x,y] € K:(G) NP3 = 1. Deduzimos que P, comuta com P;. Entretanto, [P3, P;] = P3, pois
P P>P;5 ... P, € uma torre. Isto € uma contradi¢@o, portanto k < 2 e o resultado € provado para
o caso em que G € soluvel.

Agora mostraremos que G é, de fato, soluvel. Suponha, por contradi¢cdo, que ndo seja
o caso e assuma que G € um contraexemplo de ordem minimal, ou seja, para cada primo
p e para cada og-comutador x de ordem poténcia de p, o conjunto K,(G) consiste apenas
de p-elementos. Além disso, todos os subgrupos préprios de G sdo soliveis, mas G nao
é soliivel. Em particular, tem-se que G = G'. Seja R o radical soldvel de G. Entdo G/R é
simples ndo abeliano, e Y. (R) € nilpotente, pelo caso soldvel ja tratado.

Seja F(G) o subgrupo de Fitting de G. Agora, precisamos mostrar que G/Z(G) é
simples, ou seja, que Z(G) = R. Isso é imediato se R = 1. Suponha que R # 1. Em particular,
F # 1. Escolha g € m(F(G)). Pelo Lema 5.2.4, G é gerado pelos a-comutadores de ordem
de poténcia p para primos p # g. Sejam Q o g-subgrupo de Sylow de F(G) e x um oy-
comutador de ordem poténcia p para algum primo p # g. Note que Q € caracteristico em
F(G) e F(G) é normal em G, e assim Q é normal em G. Ento, [x,y] € K,(G) NQ = 1, para
caday € Q. Segue que, Q < Z(G). Isso acontece para cada escolha de g € n(F(G)), e assim
F(G) =Z(G). Como ¥%(R) < F(G) = Z(G), temos que R € nilpotente e R < F(G) = Z(G).
Portanto, R = Z(G).

Como G/Z(G) é um grupo simples minimal, pelo Lema 5.2.5, existe um o-comutador
x de ordem de poténcia de 2 tal que a imagem de x em G/Z(G) tem ordem 2. Além disso,
pelo Lema 2.1.6, existe um elemento g € G tal que a imagem do elemento [x, g] € K;(G) em
G/Z(G) tem ordem um primo impar. Isto € uma contradi¢do. Concluimos que, se G satisfaz

a propriedade (iii), entdo G € solivel. A prova agora estd completa. [

Prova do Teorema H

Antes de apresentarmos os lemas a seguir, recorde que Dy (G) é o k-ésimo termo da série de
Fitting inferior de G. Lembramos também que todo elemento primério de um grupo finito G é
um fy-comutador. Para k > 1, seja T;_; o conjunto de todos os elementos primdrios de G que
sd0 fi_1-comutadores. Um elemento x € G € dito um f;-comutador se existem a,b € Tj_;

tais que x = [a,b] e (]a|,|p|) = 1. O subgrupo de G gerado por todos os fB-comutadores é

B (G).

Lema 5.2.6. Sejam G um grupo finito e i um inteiro positivo. Entdo, B;(G) < D;(G).
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Demonstra¢do. Argumentaremos por indug@o sobre i. Seja x um f;-comutador de G. Entao,
existem elementos primérios a,b € G tais que (|a|,|b|) =1 e x = [a,b]. Como G/D;(G)
¢ nilpotente [aD;(G),bD1(G)] =1 e x € Di(G). Entdo, B;(G) < Di(G). Suponhamos
que i >2 e que Bi—1(G) < D;—1(G). Vamos mostrar que 3;(G) < D;(G) . Sejay um f;-
comutador de G. Entdo, existem elementos primdrios c¢,d € G de ordens coprimas que
sdo fB;_j-comutadores tais que y = [c,d]. Novamente, como D;_(G)/D;(G) é nilpotente,
[cDi(G),dD;(G)] = 1 ey € D;(G). Portanto, B3;(G) < D;(G). O

Lema 5.2.7. Sejam G um grupo finito ndo trivial, p € ©(G) e k um inteiro positivo. Sejam
0s Px—1-comutadores y1,...,yx € G. Suponha que yi,...,yx sdo elementos primdrios e
normalizam um p-subgrupo P de G com (ly;|,|P|) = 1 para cada 1 < i < k. Entdo, para

todo x € P, o elemento [x,y1,...,yk] é um By-comutador.

Demonstracdo. Dados x € P e 1 < ¢ < k, note que um elemento da forma [x,y;,...,ys] € P
e tem ordem coprima com a |y, 1|. Como (|yi|,|P|) = 1 e y; é um elemento primdrio que

normaliza P, temos que [x,y;] é um f;-comutador de ordem poténcia de p. Argumentando

por indugéo sobre k, suponha que 1 < ¢ <k—1e que [x,y1,...,y] é um By-comutador (de
ordem poténcia de p). Procedendo por indugéo em k, suponha que k > 1 e que [x,y1,..., V|-
Entao

[Xa)’l»- . 7yf7yf+l] = Hxayla cee 7}’£],)’€+1]

¢ um B, -comutador. O

Lema 5.2.8. Seja P, ...P, uma torre de um grupo solivel finito G. Para cada 1l <i < h, o

subgrupo P; é gerado por B;_-comutadores contidos em P,.

Demonstragdo. Se i = 1, entdo o resultado segue. Seja i > 2. Argumentando por indugao
sobre i, podemos assumir que P;,_; é gerado por fB;_»-comutadores contidos em P;_;. Seja B
o conjunto de todos os fB;_>-comutadores contidos em P;_j. Combinando o Lema 2.1.8 com o
fato de que P, = [P, P,_1|, deduzimos que P; é gerado por subgrupos da forma [P,, by, ...,b;_1],

onde by,...,b;—1 € B. O resultado agora segue imediatamente pelo Lema 5.2.7. U
O préximo resultado pode ser entendido como uma extensao de [55, Teorema 2.6].

Proposicao 5.2.9. Seja G um grupo soliivel e k um inteiro positivo. A altura de Fitting de G

é, no mdximo, k se, e somente se, Bi(G) = 1.

Demonstragcdo. Por um lado, suponha que a altura de Fitting de G €, no mdximo, k. Entao
Di(G) = 1. Pelo Lema 5.2.6, B;(G) < Di(G). Portanto, B (G) = 1.

Por outro lado, assuma que f;(G) = 1. Suponha, por contradi¢io, que 4(G) = ¢, onde
¢ > k. Pelo Lema 2.3.1, existe uma torre P P> ... P, de altura / em G. Pelo Lema 5.2.8, o
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subgrupo P, de G € gerado pelos fy_i-comutadores contidos em Py. Como ¢ > k, temos
que Br—1(G) < Bi(G) =1, e segue que P, = 1, uma contradigdo, pois PP, ... P, é uma torre.
Portanto, #(G) < k. A demonstracéo estd completa. O

Teorema H. Seja G um grupo soliivel finito e k um inteiro. As seguintes propriedades sdo

equivalentes:
(i) Dy(G) é nilpotente.
(i) Bk(G) é nilpotente.

(iii) Para cada primo p e cada B-comutador x de ordem poténcia de p, K,(G) consiste de

p-elementos.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, G € ndo trivial, caso contrario o resultado €
imediato. Primeiro, mostramos que a propriedade (i) implica a propriedade (ii). Suponhamos,
portanto, que Di(G) € nilpotente. Pelo Lema 5.2.6, temos que f;(G) < Di(G) é nilpotente e
assim B (G) € nilpotente.

Agora mostraremos que a propriedade (ii) implica a propriedade (iii). Se Bi(G) é
trivial, a propriedade (iii) € imediata. Suponha que f;(G) é ndo trivial e nilpotente. Sejam
p € n(Br(G)) e x um PBy-comutador de ordem de poténcia p. Seja P o tnico p-subgrupo de
Sylow de B;(G). Entdo, x € P. Como o subgrupo P é caracteristico em B(G) e Br(G) é
normal em G, segue que P é normal em G. Portanto, K,(G) C P consiste de p-elementos.

Finalmente mostraremos que a propriedade (iii) implica a propriedade (i). Suponha
que, para cada primo p e cada By-comutador x de ordem de poténcia p, K(G) consiste de
p-elementos. Queremos mostrar que Dy (G) € nilpotente. Como G é solivel, é suficiente
demonstrar que a altura de Fitting 4(G) de G é, no méximo, k+ 1. Na verdade, isso implicaria
que Dy 1(G) é trivial e Di(G) é nilpotente. Argumentaremos por indugéo sobre ordem de G.
Como G é solivel, G’ < G e podemos, portanto, assumir que Dk(G’ ) € nilpotente. Assim,
Di+1(G') = 1 e a altura de Fitting 2(G) de G’ satisfaz h(G') < k+ 1. Isso nos permite
concluir que 7(G) < k+2.

Resta mostrar que 4(G) # k+ 2. Suponha, por contradi¢do, que h(G) = k + 2. Entao,
pelo Lema 2.3.1, existe uma torre P{PPs ... Py, de altura k42 em G. Pelo Lema 5.2.8, o
subgrupo Py 1 é gerado pelos f;-comutadores contidos em Py 1. Seja x um f;-comutador
em Py 1. Como P,y normaliza P, e K,(G) consiste em p; j-elementos, segue que [x, y]
pertence a K,(G) N Pyyp = 1 para cada y € P, 5. Isso implica que P, comuta com P ».
Por outro lado, Py 5 = [Pii1,Pis2], pois PLPyPs ... Py, é uma torre. Isso é uma contradig@o.
Portanto, #(G) < k+ 1. A demonstragdo estd completa. O



Consideracoes finais

Ao longo deste trabalho, observamos que propriedades dos conjuntos de comutadores B, (G)
e K(G) exercem forte influéncia sobre a estrutura de um grupo finito G. A andlise desses
conjuntos mostrou-se uma ferramenta eficaz para detectar propriedades estruturais relevantes,

como nilpoténcia, solubilidade e a propriedade da torre de Sylow.

No Capitulo 4, estudamos de forma sistemdtica o conjunto B,(G). A partir de restri¢oes
impostas a esses conjuntos em grupos finitos, estabelecemos critérios de nilpoténcia e
solubilidade (Teoremas A e B), bem como um critério para que o subgrupo comutador seja
um p-grupo (Teorema C). No caso particular de p-grupos finitos, verificamos que By(G) é
um subgrupo sempre que sua cardinalidade € uma poténcia de p, obtendo ainda limites para a
classe de nilpoténcia (Teorema D) e uma condicao suficiente para que o subgrupo comutador
seja powerful (Teorema E).

O estudo do conjunto B, (G) revelou vantagens significativas, uma vez que esse conjunto
¢ normal, contém seus inversos e a interse¢do B,(G) NZ(G) constitui sempre um subgrupo.
Essas propriedades foram fundamentais para a obten¢do dos principais resultados apresen-
tados. Uma dificuldade encontrada foi verificar, no Teorema E, se o resultado permanece

valido para 2-grupos e se é possivel enfraquecer ainda mais as hipéteses assumidas.

Além dos resultados obtidos, podemos introduzir a no¢ao de Q(G), definida como a
cardinalidade do conjunto { B;(G) | x € G} \ {1}, e discutir sua relagdo com propriedades
estruturais do grupo. Observe que G é abeliano se, e somente se, Q(G) = 0. Além disso,
podemos verificar que Q(S3) = Q(A4) = 1, Q(S4) =2 e que, se G é um monstro de Tarski,
entdo Q(G) = 1. Esses exemplos motivam questdes naturais, tais como: é possivel encontrar,
para cada inteiro n, uma familia de grupos G tais que Q(G) = n? Assumindo que G é um
grupo solivel (nilpontente) e que Q(G) é finito, podemos limitar o comprimento derivado

(classe de nilpoténcia) e a altura de Fitting de G em fung¢do de Q(G)?

Um trabalho atualmente em desenvolvimento consiste em investigar uma extensao do
conjunto B, (G), definida por

BA(G)={(x"1)"®)’ | w.¢ € Aut(G)}.
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O objetivo é compreender se, nesse contexto mais geral, podem ser obtidas outras proprieda-

des estruturais além daquelas estudadas neste texto.

Aspectos computacionais. Parte dos exemplos e observacdes apresentados ao longo deste
trabalho foi obtida com o auxilio das ferramentas computacionais do sistema GAP e da
SmallGroups Library. Esses recursos foram utilizados principalmente para testar exemplos
concretos de grupos finitos de pequena ordem, verificar o comportamento dos conjuntos

B,(G). Utilizamos a seguinte rotina:

Bx:= function (x, G)
local comms;
comms := Set(List(Cartesian(G, G),
p-> pl1]l~-1*x"~-1xp[1]1*p[2] ~-1*x*p[2]));
return comms;

end; ;

Essa rotina recebe um grupo finito G, uma elemento fixo x de G e devolve o conjunto de
comutadores B,(G) = {a~'x 'ab~'xb | a,b € G}, percorrendo todos os pares (a,b) € G x G
e calculando os correspondentes comutadores. A utilizagdo do comando Set garante que
o conjunto retornado ndo contenha repeticdes. Ressaltamos que o uso do sistema GAP
neste trabalho ficou restrito ao estudo dos conjuntos By (G). Por outro lado, os resultados
relativos aos conjuntos K, (G) foram obtidos por métodos puramente tedricos, consistindo em
caracterizacdes por meio de condi¢des necessdrias e suficientes, sem o auxilio de ferramentas

computacionais.

No Capitulo 5, estudamos o conjunto K, (G) e obtivemos caracterizacdes relevantes de
grupos finitos, incluindo caracterizagdes da propriedade da torre de Sylow (Teorema F). Uma

questao natural que surge desse estudo € a seguinte:

Questdo 5.2.10. E possivel caracterizar um CLT-grupo G em termos dos conjuntos K(G)

para alguns elementos x € G?

Em combina¢@o com os og-comutadores, estabelecemos critérios para que um grupo
finito seja metanilpotente (Teorema G). Por sua vez, a partir dos f;-comutadores, obtivemos
critérios para que termos da série de Fitting inferior sejam nilpotentes em grupos soluveis

(Teorema H).

O desenvolvimento deste estudo permitiu estabelecer conexdes entre o Teorema de
Baumslag e Wiegold e novas abordagens baseadas nos oy- e f;-comutadores. Uma dificul-
dade relevante consistiu em determinar se a hip6tese de solubilidade no Teorema H pode ser

removida.
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Por fim, Vale ressaltar que os principais resultados obtidos permanecem validos quando
se substitui K,(G) por B,(G), o que reforca a generalidade das propriedades estruturais

analisadas neste trabalho.
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