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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar o n-ésimo produto tensorial nao abeliano
de um grupo G e estudar o grupo de comutatividade fraca de um grupo G. Estaremos
interessados em apresentar algumas propriedades de finitude de cada um deles. Além
disso, serao exibidas propriedades de fechamento do n-ésimo produto tensorial nao abe-
liano. Sobre o grupo de comutatividade fraca, apresentaremos também descri¢oes das

series central inferior e derivada do mesmo.

Palavras-chave: Produto tensorial nao abeliano de grupos, subgrupo comutador,

grupo finitamente gerado, grupo finitamente apresentado, grupo de comutatividade fraca.



ABSTRACT

This work aims to study the n-th non-abelian tensor product of a group GG and to
study the weak commutativity group of a group G. We will be interested in presenting
some finiteness properties of each of them. In addition, closure properties of the n-th
non-abelian tensor product will be exhibited. Regarding the weak commutativity group,

we will also present descriptions of its lower central and derived series.

Key words: Non-abelian tensor product of groups, commutator subgroup, finitely

generated group, finitely presented group, weak commutativity group.
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INTRODUCAO

O produto tensorial nao abeliano de grupos foi proposto por Brown e Loday em [19]
e [20] dentro da teoria de homotopia e, de certa forma, generaliza o produto tensorial de
Z-modulos, também vale destacar as contribuigoes de Miller ([49]) e Dennis (|23]) que,
trabalharam com construgoes similares ao produto tensorial nao abeliano. O estudo de
produtos tensoriais nao abelianos nao se limitou apenas a area de topologia, pois muitos
matemaéticos tém investigado este assunto sob um ponto de vista puramente algébrico
(veja [21], [30], [61], [62], [29], [17], [50], [8]). Sejam G e H grupos que agem sobre si
mesmos por conjugacao, e que agem um sobre o outro através de agoes que satisfazem as

seguintes condigoes:

g"" = (g% )™, (1)
oy, @)
com g,g1 € G e h,hy € H. Quando isso ocorre dizemos que os grupos G ¢ H agem
compativelmente um sobre o outro. Nesta situagao, o produto tensorial nao abeliano de

G e H, o qual é denotado por G ® H, é o grupo gerado por todos os simbolos g ® h, com

g € G e h € H, satisfazendo as relagoes:

g1 @h = (9" @h")(g1 ® h),
gRhhi = (9@ hi)(g" ®@h™M),

para todos g,91 € G e h,hy € H. Quando G = H e as ag0es sao por conjugacao, as
condigoes (1) e (2) sao satisfeitas, e assim o o quadrado tensorial nao abeliano G ® G é

bem definido.

Em [63] Rocco introduziu uma construc¢ao de grupo que esta relacionado ao produto
tensorial nao abeliano de grupos e é definido como segue: sejam G e H grupos agindo

compativelmente um sobre o outro, H¥ uma coépia de H isomorfo por ¢ : H — H? onde
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escrevemos (h)p = h¥ para qualquer h € H. Definimos 1(G, H) como sendo o grupo

(G, H) = (G, H?|[g, h?)" = [¢*, (h*)?], [g, h¥)'T = [g", (W")?], 9,91 € G, h,ha € H).

Gx* H?
em outras palavras, n(G, H) = (S)*w , onde

S = {[g, B (g, (h)?) 7, g, hE)ME g, (W7)?] 7" Vg, 91 € G e b,y € HY,

com (S)“*H? sendo o fecho normal de R em G x H?. A relagdo entre os grupos n(G, H)
e G ® H esta no fato de que existe um isomorfismo « : [G,H?] — G ® H tal que
(lg, h*])ac = g ® h, para todos g € G e h € H. Por tal motivo, dedicaremos uma parte
deste trabalho a n(G, H). Quando G = H e as agdes sao por conjugacao, n(G,G) é o
grupo v(G) introduzido em [61] e [56].

Outra estrutura, de certa forma associada ao produto tensorial nao abeliano de grupos,
é o grupo de comutatividade fraca introduzido por Sidki em [66]. Seja G um grupo e
¢ : G — G¥ um isomorfismo de G tal que GNGY = (. O grupo de comutatividade fraca

de G é dado pela seguinte apresentacao:
X(G) ==(G,G¥ | [9.9"] =1,9 € G).

Tal construgao foi introduzida em 1980 e preconizou os grupos n(G, H) e v(G) definidos
por Rocco em [63], [62], [61] e [56]. O estudo do grupo de comutatividade fraca continuou
com outros autores. Vale citar alguns trabalhos, como [60], [37], [45], [18], [7], [48], [41],
[42], entre outros. O estudo das propriedades do grupo de comutatividade fraca ainda
¢é objeto de pesquisa, devido a sua importancia e correlagao com a teoria de homologia,
e, recentemente, com a Algebra de Lie (explorada inicialmente por Mendonga em [48]) e

com a teoria de grupos profinitos (veja [41]).

Neste Trabalho, abordaremos um caso especial do produto tensorial nao abeliano
de grupos, tomando uma construcao do produto tensorial nao abeliano de n copias de
um grupo G. Além de definir o n-ésimo produto tensorial nao abeliano de um grupo
G, exploraremos algumas propriedades de fechamento e de finitude do mesmo. Além
disso, serao exploradas algumas propriedades de finitude de um subgrupo importante de
X(G), bem como uma descrigdo da série derivada e da série central inferior do grupo de

comutatividade fraca de um grupo G.

Nossa pesquisa envolveré dois objetos principais: o estudo de um certo tipo de produtos
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tensoriais nao abelianos e uma construgao relacionada ao grupo de comutatividade fraca.

Os resultados aqui apresentados foram obtidos em dois trabalhos: [15] e [14].

A tese tera a seguinte estrutura: O primeiro capitulo seré destinado as propriedades
bésicas necessarias para o entendimento deste trabalho. O segundo capitulo definira as
construcoes do produto tensorial nao abeliano de grupos, bem como expora os resultados

(relevantes para as nossas consideragoes) referentes ao grupo de comutatividade fraca
X(G).

No terceiro capitulo, exibiremos os resultados de |[15] feitos com a colaboracao de Bas-
tos. Exploraremos o n-ésimo produto tensorial nao abeliano de um grupo G®". Teremos

como objetivo principal, enunciar e demonstrar os seguintes resultados:

Teorema A (|15]). Seja G um grupo finitamente apresentado. Entdo, o n-ésimo produto
tensorial de G € finitamente apresentado se, e somente se, v,(G) € finitamente apresen-

tado.

Teorema B ([15]). Seja G um grupo finitamente gerado.

1. O n-ésimo produto tensorial de um grupo G € finito se, e somente se, G € finito.

2. O n-ésimo produto tensorial de um grupo G € policiclico se, e somente se, G €

policiclico.

Concluiremos o capitulo 3 mostrando algumas propriedades de fechamento de G

usando o n-ésimo produto tensorial de G.

Teorema C ([15]). Seja X uma das sequintes classes de grupos:

(i) A classe dos grupos perfeitos finitamente apresentados;
(1) A classe dos grupos nilpotentes finitamente gerados;

(111) A classe dos grupos finitamente apresentados nos quais todo subgrupo € finitamente

apresentado.
Entao G/Z;(G) € X implica em ~;41(G) € X.

O capitulo 4 sera destinado ao estudo do grupo de comutatividade fraca de um grupo

G. Estaremos trabalhando com o subgrupo normal R(G) que, dentre outras maneiras de
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ser exposto, ele pode ser expresso da seguinte maneira:
R(G) = (g, h¥) [g%, (W71, g, h¥)"E (g™, (W™)°) 7 g, g1, b I € G).

Observe que a estrutura de R(G) é muito parecida com as relagoes definidoras de v(G),
e de fato, Rocco mostrou em [61] que existe um epimorfismo de v(G) em x(G)/R(G).

Outros subgrupos em x(G) que valem ser mencionados sao,

D(G) =[G, G7];

L(G) =(g7'¢9* | g € G);
Li(G) =[L(G), G};
Ly(G) =[L(G), G¥].

Estaremos interessados em enunciar e demostrar algumas propriedades de finitude de
R(G) e também, a obten¢ao de uma descrigao da série central inferior e da série derivada

de x(G) em funcao de D(G), L1(G) e La(G). Os resultados principais deste capitulo sao:
Teorema D ([14]). Seja G um grupo.

(i) Se G € periddico, entao R(G) também é periddico.

(1) Se G tem expoente finito, entio R(G) tem expoente que divide exp(G) - exp(G').

Tal estudo foi possivel gragas ao estudo do subgrupo [L;(G), L2(G)]. Ainda nessa
perspectiva, motivado por um trabalho de Bastos, de Oliveira, Monetta e Rocco ([12]),

conseguimos apresentar uma descrigao da série derivada e da série central inferior de x(G).

Teorema E ([14]). Seja G um grupo.
(i) O subgrupo derivado x(G) € o produto central entre D(G) e L1(G)Ly(G).
(ii) O sequndo termo da série derivada x(G)? ¢ dado pelo produto
D(G) Ly (GY Lo(GY [L4(G), Lo(G).
(i4i) Se k > 2, entdo x(G)*+Y ¢ o produto central de D(G)®), Li(G)* e Ly(G)™R).

Em relacao aos termos da serie central inferior de x(G), temos
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Teorema F ([14]). Seja G um grupo. Entao, para n > 3 vale que
Yn(X(Q)) = [D(G)n—2 GI[L1(G) n—2 Gl[L2(G) 2 G¥].

O ultimo capitulo sera direcionado pelas consideragoes finais. Estaremos interessados

em expor possiveis avancos a partir do que foi apresentado.



CAriTULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos, resultados e notagoes necessarios
para as conclusoes desejadas desta tese. Os resultados desta secao terao suas demonstra-

¢oes omitidas.

1.1 CaAlculo com Comutadores

Os resultados a seguir podem ser encontrados em [64] e [59]. Seguiremos usando as
notagoes de [59], isto é, dados elementos g e h de um grupo G, o conjugado de g por h é
o elemento g" = h='gh. Usaremos a expressao "[g, h]" para indicar o elemento g~ *h~'gh,
como sendo o comutador de g e h. Sejam agora g, h,l € G, a notagao "[g, h,(]" indicara o
elemento [[g, h],]. Para subgrupos comutadores, se A, B,C < G, entao o subgrupo [A, B
sera dado por:

[A, B] :==([g,h]|g € A, h € B).

Analogamente para trés subgrupos em um comutador, o subgrupo [A, B, C] denotara o
subgrupo [[4, B], C].
Os resultados a seguir nos mostram algumas propriedades bésicas do célculo de comu-

tadores e podem ser encontrados em [59].

Proposicao 1.1 (|59, 5.1.5]). Sejam x,y, z elementos de um grupo G. Entao:
(i) [z, y) = [y, 2]\
(1i) vy, 2] = [x,2]"]y, 2] e [x,yz] = [, 2][2, y]*;

(i) [y ) = (lel™) " e lool = (lonl™)
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Lema 1.2 (|59, 5.1.5]). (Identidade de Hall-Witt) Sejam G um grupo e z,y,z € G.

Entao vale a sequinte identidade:
[,y 2y, 27 a2 eyt =

Lema 1.3 (|59, 5.1.10]). (Lema dos Trés Subgrupos) Sejam A, B, C' subgrupos de G. Se
N<GelAB,C,[B,C, Al C N, entao [C, A, B] C N.

1.2 Solubilidade e Nilpoténcia de Grupos

Agora, queremos expor algumas propriedades relacionadas as séries normais de gru-
pos. Veremos um pouco sobre grupos nilpotentes, soltiveis e policiclicos. Seguiremos nos

baseando em [64] e [28].

Definicao 1.4. Seja G um grupo. Diremos que uma sequéncia finita de subgrupos

¢ uma série subnormal (respectivamente, série normal) de G se H;11 < H; (respectiva-
mente, H; < G) para qualquer i € {0, ... ;n—1}. Os grupos quocientes H;/H; 1, com

i€{0, ... ,n—1}, sdo chamados de fatores da série.

Definigao 1.5. Seja G um grupo. A série central inferior de G serd definida pelos sub-

grupos v;(G), com i € N, onde cada v;(G) € dado pela sequinte lei de formagao:
1(G) =G ; 7in(G) = [(G), Gl
onde i € N.

Vale observar que o subgrupo 7;(G) é caracteristico em G.

Lema 1.6 ([59, 5.1.11]). Seja G um grupo. Entao, vale que [v:(G),7;(G)] < 7it;(G) e
7i(7(@)) < 7i;(G) para quaisquer i,j > 0.

Defini¢ao 1.7. Seja G um grupo. Se para algum n € N tivermos v,(G) = {1}, o
grupo G € chamado de nilpotente. Ainda, se ¢ € o menor inteiro nao negativo tal que

Yer1(G) = {1}, entao a classe de nilpoténcia de G € c e serd denotada por cl(G).

Vejamos agora uma definicao de grupo solavel.
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Definicao 1.8. Um grupo G é dito ser soluvel se podemos construir uma série subnormal

de ¢

onde H;/H,; . é abeliano para qualquer i =0, ... ,n — 1.

Podemos associar o conceito de solubilidade a uma série normal de GG definida da

seguinte maneira:

Definicao 1.9. Dado um grupo G, defina os subgrupos de G conforme a seguinte lei de
formacao:

GO =G; G =(GYY sei>0.
Chamamos a série

G=0G0>aq0>ag? > ... >qgrt)

Vv

de série derivada de G.

Proposigao 1.10 ([64, Teorema 5.23]). Um grupo G € solivel se, e somente se, G =
{1} para algum n € N,

Um grupo G seré dito ser solivel de comprimento derivado [ se for o menor inteiro nao
negativo tal que G = 1. Além disso, denotaremos como d(G) o comprimento derivado

de G.

Definicao 1.11. Um grupo G € dito ser policiclico se existe uma série subnormal de G
G=Hy>H > - >H,={1},

onde H;/H; 1 € ciclico para qualqueri =20, ... ,n — 1.

Observe que todos os grupos policiclicos sao, em particular, finitamente gerados.

Vejamos agora algumas propriedades de grupos soltveis e nilpotentes.

Proposicao 1.12. Sejam G um grupo, H, N subgrupos de G, com N normal em G.

Nestas condigoes,

(i) Se G € nilpotente de classe ¢, entao H e G/N sao nilpotentes de classe no mdzximo

C;
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(1) Se G € solivel de comprimento derivado |, entao H e G/N sao soliveis de compri-

mento derivado no mazimo .

Proposicao 1.13. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Se H e G/H sdo

soliveis, entao G € soluvel.

Proposicao 1.14. Seja H < Z(G) e suponha que G/H ¢é nilpotente de classe c. Entdo

G € nilpotente de classe no minimo ¢ e no mdximo ¢ + 1.

1.3 Produto Tensorial de Mdodulos

Sejam (M, +) um grupo abeliano e A um anel com unidade. Nomearemos as fungoes
de dominio M x A e contra-dominio M, como multiplicacdo por escalar & direita. Se
f for uma multiplica¢do por escalar a direita, a € A e m € M, escreveremos ((m,a))f

simplesmente como m - a ou ainda ma quando nao houver falta de clareza.

Definicao 1.15. Seja A um anel com unidade. Um A-mddulo a direita € um grupo
abeliano (M, +) junto com uma multiplica¢ao por escalar a direita f: M x A — M que

satisfaz as sequintes condi¢coes para quaisquer a,b € A e m,n € M:
(i) m-(a+b)=m-a+m-b;
(it) (m+n)-a=m-a+n-a;
(111) m - (ab) = (m-a)-b;
(iv) m- 14 =m.

Observemos que poderiamos definir multiplicacao por escalar a esquerda e modulo &
esquerda da mesma forma que definimos acima. Também vale destacarmos que podemos

"olhar" qualquer grupo abeliano como um Z-modulo.

Exemplo 1.16. Seja (G,+) um grupo abeliano e defina uma multiplicacao por escalar

- G X Z — G tal que:
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para quaisquer g € G e n € Z. Com essa multiplicagao por escalar é facil ver que G' é um

Z-mobdulo.

Definigao 1.17. Sejam M e¢ N A-moédulos e g : M — N um homomorfismo de grupos.

Se para quaisquer a € A e m € M valer que
(ma)g = (m)g - a,
dizemos que g é um homomorfismo de A-mddulos.

Definigao 1.18. Sejam A um anel comutativo com unidade, M, N e P A-mé6dulos. Se

uma aplicacao f: M x N — P satisfaz:

(m+m/>n)f = <m7n>f+ (m/an)f;
(m7 n+ n/>f = (m’ n)f + (m’ n,)f;
(ma,n)f = (m,na)f = (m,n)fa;

para quaisquer m,m’ € M, n,n’ € N e a € A, dizemos que f é uma aplicacao A-bilinear.
Queremos agora definir o produto tensorial de modulos. Para mais detalhes, veja [65].

Definicao 1.19. Sejam A um anel comutativo com unidade e M e N A-mddulos. O
produto tensorial de M e N € o par (T,h), onde T é um grupo abeliano e h € uma
aplicacao A-bilinear h : M x N — T tal que, para quaisquer A-mddulo G e aplicacao
A-bilinear f : M x N — G, existe um tnico A-homomorfismo f : T — G que faz o

diagrama comutar

A seguir apresentamos algumas propriedades de produtos tensoriais de modulos.
Proposigao 1.20. Sejam M, P, N e Q A-mddulos. Entao
(i) MR@saA=ZMeARsN=N;
(i) M@(NeQ)=(MeN)e(MeQ) e (MeP)@N=(MoN)&(PN);

(iti) M @4 N =N @y M.
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1.4 Sequéncias Exatas

Agora, estaremos interessados em mostrar o conceito de sequéncias exatas, a fim de

concluir algumas propriedades nos Capitulos 2 e 3. Para mais detalhes, veja [59].

Definigao 1.21. Sejam i € Z, G; grupos e f; : G; — G;_1 homomorfismos. Diremos que

a sequéncia

fite Gi+1 fit1 Gz fi Gi—l fiz1
¢ exata se Im(f;) = ker(fi_1) para todo i € Z.
Uma sequéncia exata ¢ dita ser curta, se existir ¢« € Z tal que G; = 1 para todo

j#{i+1,i1,1 — 1}. Neste caso, podemos reescrever a sequéncia exata como:

1 fi+2Gi+1 fit1 G fi G fie1 1

Uma propriedade importante dessas sequéncias exatas é que f;11 é injetora e f; é sobre-

jetora. Por isso, é comum vermos a seguinte notacao:
Giyr — G — Gy
Nao é dificil ver que o seguinte lema é véalido.
Lema 1.22 (|58]). Sejam A, B,C grupos tais que vale a sequinte sequéncia exata:

A—-B—-(C—=1.

Nessas condigoes, se A e C' forem finitamente gerados (respectivamente finitos), entio B

também serd finitamente gerado (respectivamente finito).

Note que o mesmo ocorre para a propriedade de solubilidade, mas nao, para a propri-

edade de nilpotencia de grupos.



CAPITULO 2

CONSTRUCOES RELACIONADAS AO
PRODUTO TENSORIAL NAO ABELIANO

DE (GRUPOS

Neste capitulo, estamos interessados em construir e apresentar os resultados que con-
sideramos relevantes para os proximos capitulos. Para tanto, dividiremos em duas secoes.
Na primeira parte falaremos sobre o produto tensorial nao abeliano de dois grupos bem
como os grupos 1n(G, H) e v(G) se relacionam ao mesmo. Na outra parte deste capitulo,
mostraremos a constru¢ao do grupo de comutatividade fraca x(G). Tentaremos abordar
tais temas trazendo resultados de tal forma que este trabalho seja auto suficiente para o
entendimento dos resultados esperados. Os resultados sao mencionados sem as provas e

com suas devidas referéncias.

2.1 Sobre O Produto Tensorial Nao Abeliano de Dois

Grupos

O produto tensorial nao abeliano de grupos foi introduzido por Brown e Loday
em [19] e [20] dentro do contexto da teoria de homotopia de grupos. Apos isso, Ellis
estudou alguns casos em que o produto tensorial nao abeliano de grupos ¢ finito ([30]).
Outros autores como Rocco, Nakaoka e Guin deram continuidade no estudo do produto
tensorial nao abeliano de grupos sem o contexto geométrico, mas sim, buscando encontrar
propriedades algébricas sobre o mesmo (veja [61], [56] e [35]). Vale citar também os
trabalhos de Blyth, Morse e Redden em [17]| e de Eick e Nickel em [29], que buscaram

classificar o produto tensorial e realizar calculos computacionais de um grupo com ele
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mesmo quando for 2-Engel ou policiclico.

Sejam GG e H grupos e agoes de GG sobre H e de H sobre G. Suponha que G age em si
mesmo por conjugacao. Nessas condig¢oes, diremos que a agao de G sobre H é compativel,

se para quaisquer ¢,g; € G, h € H valer que,

9" = (gl ")’ (2.1)

Com a definicao de agao compativel, é possivel construir o produto tensorial entre dois
grupos. Dessa forma, sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro
e que agem entre si por conjugacao. Entao, o Produto Tensorial nao Abeliano G ® H é
definido como um grupo gerado pelas expressoes formais g ® h , com g € G e h € H, sob

as seguintes relagoes:

991 @ h = (¢” @ h")(g1 @ h) (2.2)

g ®hhy = (9@ hy)(g" @ h"™). (2:3)

Nesta secao estamos interessados em descrever algumas propriedades pertinentes ao
produto tensorial nao abeliano de grupos. Observe que eventualmente omitiremos alguns
resultados importantes, uma vez que nos ateremos ao necessario para a conclusao dos

resultados dos Capitulos 3 e 4.

Teorema 2.1. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Entao

vale que:

1. (Ellis, [30]) Se G e H sao finitos, entao G @ H € finito.
2. (Moravec, [50]) Se G e H sao policiclicos, entao G ® H € policiclico.

3. (Visscher, [69, Teorema 3.4 (i)]) Se G e H sao nilpotentes, entao GRH € nilpotente.

O proximo resultado é de Inassaridze, onde conseguiu estender uma sequéncia exata

de grupos a uma sequéncia exata de produtos tensoriais.

Proposigao 2.2 (]38, Teorema 1]). Sejam A, B,C, D grupos. Suponha que vale a sequinte

sequéncia exata curta:
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Suponha que D age compativelmente sobre os grupos A,B e C e que A, B e¢ C' agem
compativelmente sobre D. Além disso, se f e g preservam as agoes, entao vale a sequinte

sequéncia exata:

A9D-LBoDL-CoD—1,

onde f'=f®1leg =g®1.

Para o proximo resultado relembremos que um A é dito ser um G-modulo se é Z[G]-

modulo. Além disso, existe um homomorfismo de anéis de Z[G] em Z dado por:

AN:Z|G] = Z

Z Zig; — Z Zj.

j=1 j=1

O nicleo de A é chamado de Ideal de Aumento de G e sera denotado por I(G). Claramente

I(G) também é um G-modulo.

Proposigao 2.3 (|35, Proposicao 3.2|). Sejam G um grupo e A um G-mddulo. Se G age
trivialmente sobre A, entao

G A=I(G)®q A.

Brown e Loday também mostraram em [20], um isomorfismo para G ® H levando em
consideracao agoes triviais. No caso deles, pediram que as duas agoes envolvidas fossem
triviais.

Proposicao 2.4 (|20, Proposigao 2.4|). Sejam G e H grupos que agem trivialmente um

sobre o outro. Entao,

G®HX=G"®, H®.

Se G e H agem compativelmente um sobre o outro, entao o derivativo de G sobre H

é o subgrupo normal de G definido como:
Du(G):=(9'g" | g€ G,h e H).

Donadze, Ladra e Thomas conseguiram relacionar a propriedade de G® H ser finitamente

gerado com a propriedade de Dy(G) e Dg(H) serem finitamente gerados.

Proposigao 2.5 (|28, Proposigao 5.1|). Sejam G e H grupos que agem compativelmente
um sobre o outro. Se G e H sao finitamente gerados, entao G ® H ¢é finitamente gerado

se, e somente se, Dy (G) e Dg(H) sao finitamente gerados.
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2.1.1 Sobre Modbdulos Cruzados

Associado ao produto tensorial, os médulos cruzados sao homomorfismos muito im-

portantes na construg¢ao do mesmo.

Definigao 2.6. Sejam G e H grupos. Um mddulo cruzado é definido como um homo-

morfismo u: G — H com uma agao de grupo de H em G satisfazendo:

1. (g"p=h""(g)uh

9 g§g)u _ g_lglg

para todos g,q1 € G e h € H.

Observacgao 2.7. Nao € dificil ver que o nicleo de um modulo cruzado é um subgrupo
central. De fato, se g,q1 € G tal que g € Ker(u), pelo item 2 da defini¢ao anterior, temos
que:

¢ =g g9 =g = g1.

Observe que a partir da definicao de moédulos cruzados, é possivel construir agoes
compativeis entre dois grupos da seguinte maneira:

Sejam G, H, M grupos. Se u: G — M e 0 : H — M sao moédulos cruzados, entao
podemos definir acoes de G em H e de H em G dadas por b9 = h@r ¢ g = g7 ge
g€ Gehe H. Comisso, G e Hagem compativelmente um sobre o outro. De fato, se

9,91 € G e h € h, entao,

h9 (h(Q)M)O—
1 =5

= gig)u_l(h)g(g)“ (item 1 da Definigao 2.6 )
= gf_l(h)gg (item 2 da Defini¢ao 2.6 )

-1
_ .9 "hg
=0 .

O mesmo segue para o caso de H, isto é,se g € G e h,h; € H, entao

h —1
he = nle

Com isso, podemos definir o produto tensorial G ® H.

Reciprocamente, dadas agoes compativeis de G' e H, é possivel definir moédulos cruza-

dos da seguinte forma:
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Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro e agindo sobre si

mesmos por conjugacao. Defina o seguinte grupo:

G+ H

M= RG*H’

onde R é dado por

R={(¢")""(h™"gh), (W) (g 'hg) | g€ G,h € H).

Note que estamos usando a notacdo "¢"" para indicar o elemento de G em que h esta

agindo sobre g. Agora, defina os seguintes homomorfismos:

w:G—M
g9,
e
o H—-M
h i h.

Além disso, tomemos as ac¢oes de M sobre G e H induzidas das a¢bes compativeis dadas,

isto é,
MxG—G
(@ 91) = 9" g
(h,g) = ¢",
€
MxH—H

(h,h1) — h™'hih
(g, h) — hY.

Vale observar que essas agoes s6 estao bem definidas porque G e H agem compativelmente
um sobre o outro. Note que u e o sao modulos cruzados. De fato, se g, g1 € Gem € GxH,

entao

(g™ =g™=m " gm=m"(g)um,
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g = g7 = g7 g1g.

Analogamente, é possivel concluir que o é médulo cruzado. Dessa forma, podemos definir

acoes compativeis a partir de médulos cruzados ou vice-versa.

Brown e Loday mostraram em |20, Proposigao 2.3, além de outros fatos, que existem

dois modulos cruzados:

ANMGRH -G

g@h— g 'g",

N:GeoH—H

g&h— h9h,

Ainda por |20, Proposigao 2.15|, se tomarmos 1 : G — M e 0 : H — M mddulos cruzados

induzidos das agoes compativeis de G e H, entao o seguinte diagrama comuta:

GoH—2 G
N H
H M

(e

Existe uma construgao relacionada diretamente ao produto tensorial nao abeliano de
grupos, que é o produto exterior nao abeliano de grupos, que também foi introduzido em

20].

Definicao 2.8. Sejam G, H, M grupos, p: G — M e o : H— M moddulos cruzados. O
produto exterior nao-abeliano G N H € definido como o grupo gerado pelos simbolos g @ h

para g € G e h € H, sujeito as relagoes:
® 991 ®h = (9" ®h")(g1 ®h)
o g®hhi=(g®hi)(g" @h")

e g@h=1se(g)p=(h)o,
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para todos g,q1 € G e h,hy € H. Em particular,

G H
(g @ h|(g,h) € G x,y H)G2H’

onde G xy H :={(g9,h) € Gx H|(g)p = (h)o}.

GNH=

Quando G' = H e as agoes sao por conjugacao, podemos construir a diagonal de G ® G

da seguinte forma:

Definigao 2.9. Seja G um grupo. Entao a diagonal A(G) é dada por
AG)=(g®g|geG)aGRAG.

Observe que por [62], temos que

Goda

GNG = AG)

Proposigao 2.10 ([62, Proposicao 3.3|). Seja X = {z;}ic; um conjunto de geradores de

G, onde I é um conjunto totalmente ordenado. Entao A(G) € gerado pelo conjunto
A= {(z; @), (r; @) (v @5) | i,5,k €1, j <k}

A partir do produto exterior G A H, podemos também definir médulos cruzados como

Ae N, isto é,
o:GNH — G
gAhg7lgh,
e
¢ :GANH — H
gAh+ h7'hI.

2.2 Sobre n(G,H) e v(G)

Seja HY uma copia extra de H, isomorfa via ¢ : H — H¥ h — h¥, para todo h € H.
Considere o grupo 7(G, H) definido em [56] como,
n(Gv H) = <G U HY | [ga hga]gl = [gg17 (hgl)(p]v [97 h(p]hf = [ghlv (hhl)w]’
v.gvgl S G7 h7h1 € H>

No mesmo artigo, Nakaoka mostrou como n(G, H) se relaciona ao produto tensorial G® H.
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Proposigao 2.11 ([56, Proposicao 2.2|). Sejam G e H grupos que agem compativelmente

um sobre o outro e por conjugacao entre si. Entao,
G®H=[G,H?] <n(G, H).
Quando estivermos trabalhando em 7(G, H), denotaremos os subgrupos derivativos
Dy (G) e Dg(H), respectivamente como [G, H| e [H, G].
Teorema 2.12 (|56, Teorema A|). Para qualquer inteiro i > 2 vale que

%(G ® H) = [Vi—l([Gv HD? [H7 G](’D]u

(G o m)® =[G, H), ((1,6))7).

Observe que o Teorema anterior nos garante que GG ® H é fechado em relagao as classes

de nilpoténcia e de solubilidade de grupos.

Agora, suponha H = G e as agoes entre um e outro por conjugagao. O grupo v(G)
é definido por:
v(G)=(GUG? | [g.h¢]" = [, (h)?], [9,h?]"T = [g", (R"1)%],
Vg, g1, h, by € G).

Observe que a estrutura de v é um caso particular de 7. Tal grupo foi apresentado
pela primeira vez por Rocco em [61]. Outros autores como Nakaoka, Bastos, Monetta,
Oliveira, de Melo, Gongalves, Moravec, Morse, Eick e Nickel (veja [56], [54], [55], [29], [5],
[12]) investigaram propriedades relacionadas a essa construgao, bem como seus subgrupos

e segoes. Considere os seguintes homomorfismos:

p:v(G)—G
g—9g
9° =9,
e p' = plig,ee- Temos que o nicleo de p serd denotado por 6(G) e o nicleo de p' por

1(G). Temos alguns subgrupos importantes que devem ser considerados:

T, =[G, G¥);
Ty = [0(G),Gl;
15 = [0(G),G¥);

A(G) = (g, 9%1 | g € G).
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Podemos escrever o seguinte diagrama:

v(G)
TIG‘(G)
/ o
N
T T Ts
\ //
(@)
A(‘G)
|

A respeito de (@), Rocco mostrou em [62] uma importante propriedade que relaciona

uma sec¢ao de u(G) com o Multiplicador de Schur de G.
Proposicao 2.13 (|62, Proposicao 2.8|). A secao u(G)/A € isomorfa ao Multiplicador

de Schur M(G) = Hy(G).

Relembramos que H3(G) é o segundo grupo de homologia de G. Relacionado aos
grupos de Homologia de G, veja [44] para mais detalhes. Além disso, vale mencionar que

a Proposigao 2.13 decorre do fato de que
G®G=[G,G%.

Tal isomorfismo foi provado primeiramente em [61, Proposic¢ao 2.6] e também foi inspiragao

para a Proposi¢ao 2.11 e do Teorema 2.16 que veremos a seguir.

Proposigao 2.14 (|30, Teorema 7|). Sejam N, G, Q grupos tais que a sequinte sequéncia
exata vale:

l1->N—-G—0Q—1

Nessas condigoes temos a sequinte sequéncia exata:
H3(Q) — ker(¢' : GAN — N) — Hy(G).

Onde H3(Q) € o terceiro grupo de homologia de Q.
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Definicao 2.15. Sejam G um grupo e Ky, Ko, - - - , K; subgrupos normais de G. Diremos
que G € produto central de K1, Ky, -+, K| se:

(i) G =K\ Ky Ky;
(it) [K;, Kj] =1 para quaisquer i,j € {1,--- I} ei #j;
(iii) K;N ]l K; < Z(G) para qualquer i € {1,--- ,1}.

Em relacao as propriedades estruturais das séries central inferior e série derivada de

v(G), temos os seguintes resultados.
Teorema 2.16 (|12, Teorema A, Teorema BJ). Seja G um grupo. Entao,
(i) Os subgrupos Y; sao isomorfos a G @ G, com i =1,2,3;
(11) o subgrupo derivado V' (G) € o produto central dos subgrupos Y1, To e T3;
(iii) v(G)F+) = EYEYE §op,
Além disso, V'(G) € isomorfo a G' x G' x G' mddulo u(G).
Teorema 2.17 (|12, Teorema C|). Sejam G um grupo e k > 2. Entao,

’Yk(V(G)) = [T17k—2 G] [Tz,k—z G] [Tg,k_g ch].

Além disso, Rocco também construiu as séries central inferior e série derivada de v(G)

em [61] de uma maneira diferente. Como segue:
Teorema 2.18. Sejam G um grupo e i um inteiro positivo. Entao,
1. ([61, Teorema 3.1]) %(v(G)) = 7%(G)7:(G?)[i-1(G), GANG, i1 (G7)];

2. ([61, Teorema 3.3]) v(G)® = GO (GW)?[GEY (GUE-D)#].

2.3 Sobre O Grupo de Comutatividade Fraca

Sejam GG um grupo e G¥ uma copia isomorfa de G. O Grupo de Comutatividade Fraca
X(G) é definido como
X(G) = (GUG” | [g,9%],9 € G).
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Sidki introduziu o grupo de comutatividade fraca x(G) em [66]. Tal grupo chamou
atengao por possuir boas propriedades de finitude (mais precisamente, Sidki mostrou que
se G ¢é finito, entdo x(G) também &) e foi estudado por diversos autores ( veja [60], [37],
[45], [18], [7] ). No estudo da x(G) aparecem alguns subgrupos normais importantes para

o estudo do mesmo, sendo eles:
o L(G) = (g9""g*|g € G);

e D(G) =[G, G7;

o Ly(G) = [L(G), G7];

o W(G) = L(G) N D(G) = Ly(G) N Ly(G);
o R(G) = [L(G),G¥] = [La(G). G.

o L15(G) = [L1(G), L2(G)]

Para simplificar a escrita, denotaremos g~'g¥ como [g, p] e g~¥g como [p, g], onde g € G.
Além disso, omitiremos as indexacoes de G nos subgrupos quando nao houver perda de

generalidade, isto é

Proposigao 2.19 ([66, Proposi¢ao 4.1.7]). Seja G um grupo. Valem as sequintes propri-

edades:
(i) ¢ centraliza D;
(11) D centraliza L;

(ii1) W consiste em todos os elementos da forma

n

H[giu hf],

tal que

Onde g;,h; € G, comi € {1,... ,n}.
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Proposigao 2.20 (|66, Proposigao 4.1.4]). Seja G um grupo. Entao, em x(G) vale
DNG=LNnG=1 e x(G)=LG

Devido a construcgao da x(G), é possivel construir os seguintes homomorfismos sobre-

jetores:

a:x(G) - G
g — g
g* = q.

Com isso, temos que Ker(a) = L. Outro epimorfismo importante dessa construgao é:

B:x(@) = GxG
g = (g,1)
97 = (1,9).

Temos que Ker(f) = D. Ainda, consideremos o epimorfismo:

v:D — &

[9,h¥] = [g,h].

Onde Ker(y) = W. Por fim, podemos relacionar também x(G) com o grupo abelianizado

de G com o seguinte epimorfismo:

Temos que Ker(#) = DL. Esses homomorfismos sdo os relacionados a G, entretanto,
existem outras se¢oes de x(G) que se relacionam com outras construgoes relevantes na
teoria de grupos. Sidki demonstrou em [66] um resultado que relaciona uma segao de

X(G) com o Multiplicador de Schur M (G) (veja também [60]).

Teorema 2.21 (|66, Teorema C|). Seja G um Grupo. Entao os subgrupos normais W e

R de x(G) que possuem fator isomorfo ao Multiplicador de Schur M(G), isto €,

W ~Y
& = M(G).
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O estudo das segoes de x(G) continuou com Rocco [60] que concluiu que

V(@) L x(G)
AG) ~ R

e para o quadrado exterior nao abeliano G A GG vale que
G, G?] ~ D

GNG = AG) R

Aqui vale relembrar os primeiros trabalhos feitos sobre x(G), sendo eles [66], [60] e [37].

Estaremos focados em explorar possiveis generalizagoes de alguns resultados destes.

Podemos expressar essas construgoes no seguinte diagrama:

— x(G) ’
(’mb \\\\
o)

D(G)L(G) %
L(G)
Li(G) L:(G)

W(G)
N M(G)
e
> R(G)

O grupo x(G) possui 6timas propriedades de célculo. Segue um lema importante que

mostra algumas propriedades de identidade de comutadores presentes em [37] e em [66].

Lema 2.22 ([37, Lema 2.1]). As sequintes relagoes valem em x(G), para todos x,y, y;, z, z; €
G.

(i) [z, y%] = [2%,y];
(ii) [, y?]*" = [z,y%]?;

(1i1) [m,y”]‘”(zil"“’z%") = [z, y#]*E2) para e; € {1, 0} e qualquer elemento w(z1,. .., z,)

de G;
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(iv) [2%,y, 2] = [v,y,2%];

(U) [xcp’yl’ e 7yn7x] = [xvylv s 7?Jm$“0]~

Lema 2.23 (|66, Lema 4.1.6]). Sejam g,h € G. As seguintes identidades valem em x(G).
(i) e, 9,0l = lg, hllh, 9°] = [h, 9119, h];
(1) g, . 0] = [97, h¥1[h, g%] = [h, g*][g7, h¥].

Demonstragao. Sejam g, h € G, entao

lp.9.h] =1[97%9,h]
=[977,h)?[g, h]
= [g7%,h]%"[g, h] (Lemma 2.22)
= [g%.h]""[g, 1]
= [h, g%][g, n],

1, %)[g, h] = (g, hllg, h] R, g°][g, k]
= [g. ][h, g7
= [g, h][h, g¥)9" M (Lemma 2.22)
= [g, bR, g7].
Agora, para o item (i), teremos que
l9, 0,17 = 97" 9%, 1¥]
= [g7", h¥]7" (g%, 7]
= [g7", h¥)9[g%, h¥] (Lemma 2.22)
= (9. 17 [g%. 1¥]

= (1. gl 7).

(1%, g][9%, h¥] = (9%, h*][g?, h¥]) (1, g]lg¥, h¥]
= [¢%, h7][h?, g] l9%,h%]
= [¢%, h?][h?, 9|9 (Lemma 2.22)

= g%, h7h%, g]. O



2.3 Sobre O Grupo de Comutatividade Fraca 26

Outro fato importante a ser destacado é que o grupo x(G) preserva algumas propri-
edades do grupo G. Em verdade, nosso objetivo geral é encontrar propriedades que sao

preservadas quando "estendemos" um grupo através do grupo de comutatividade fraca.

Teorema 2.24 (|66, Teorema C|). Seja P uma das propriedades a sequir: finito, w-grupo

finito (onde m é um conjunto de primos), nilpotente finito, solivel, perfeito. Entao,
G € um P-grupo = x(G) € um P-grupo.

Resultados associados & busca de propriedades de fecho de x(G) foram abordados por

vérios outros autores. Como exemplo disso, vejamos algumas das propriedades estudadas

em [13], [45] e [42].

Teorema 2.25 ([45, Teorema 1|). Seja G um grupo policiclico por finito. Entao, x(G) e
G ® G sao policiclicos por finito.

Teorema 2.26 (|13, Teorema B|). Suponha que P é uma propriedade de grupos que

satisfaz as sequintes condicoes:
(1) P é fechado em relagdo a subgrupos e imagens homomdrficas;
(2) P € preservado por X.
Nessas condigoes, se G € localmente P, entao x(G) é também localmente P.

Proposigao 2.27 ([66, Corolario 4.1.8|). Seja G um grupo solivel de comprimento deri-

vado d. Entao x(G) serd solivel de comprimento derivado no mdzimo d + 1.

O grupo x(G) também é muito estudado no contexto de seus subgrupos e quocientes.

Como descrito anteriormente, Rocco demonstrou em [62, Teorema 2.11| que

x(0) ., ¥(G)
R AG)

Com isso, podemos observar que a estrutura de x(G)/R ficou bem conhecida, enquanto
que a estrutura de R, nem tanto assim. Podemos citar alguns trabalhos como [45] e
[41], onde encontraram condi¢oes para G em que R se torna trivial. Assim, focamos
nossos esfor¢os para entender melhor as propriedades do mesmo. Para tanto, consideremos
primeiramente G um grupo abeliano. Nessas condigoes, Sidki mostrou o seguinte resultado

estrutural.
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Teorema 2.28 (|66, Teorema 4.2.1]). Seja G um grupo abeliano. Entao vale que
(i) D=W =Ly = Ly;
(it) R =[D,G| = [L,Gl;

(111) L € nilpotente de classe <2, L' < D < Z(L) e L' < Z(x(G));

(iv) L' = D* = [G?* G¥], R* = 1.

Continuando com a descri¢ao de propriedades do grupo de comutatividade fraca, Ko-
chloukova e Bridson mostraram em [18] uma condi¢do necessaria e suficiente para x(G)

ser finitamente apresentado.

Teorema 2.29 (|18, Teorema A|). Seja G um grupo. Entao x(G) € finitamente apresen-

tado se, e somente se, G também for.

Nosso objetivo no capitulo 4 serd encontrar propriedades de finitude para os subgrupos
R e Ly 2, bem como propriedades da série central inferior e série derivada de x(G). Veremos

também como essas séries se relacionam com R e L; 5 em alguns de seus termos.



CAPITULO 3

n-ESIMO PRODUTO TENSORIAL NAO

ABELIANO DE UM GRUPO

Nesta secao estamos interessados em construir e expor algumas propriedades para

o n-ésimo produto tensorial nao abeliano de grupos. Para tal, consideremos uma agao

definida de G em G ® G dada por

(91 ® g2)* = 91" ® g5’
onde g; € G. Além disso, ha uma agao natural de G ® G em G dada por

ggz ®g3 __ gggz ,93]

Lema 3.1. Estas acgoes de G sobre G @ G e de G ® G sobre G sao compativers.

Demonstracao. Sejam g1, g, g3, g4, g5 € G. Entao,

94®95 94 951

(91 ® g2)% = (g1 ® g2)% = (g ® 92)[94,95]_193[94,95]
( (94,951 ' g3]g94,95] ® g[g4,g5] 93[94,95])

= (g}

= (

g (94®95) "L g3(94®gs) ® g(g4®95) gs(g4®gs))

G ® 92)(94®g5) 193(94®9o)

e
e _ g§9§4®9§ ) 9[9347954}
gggzvgs] 4 g%; [92793194.

O

Com isso, o produto tensorial (G ® G)® G esta bem definido e denotaremos tal grupo

como G®3. Além disso, dados g1, ¢2,95 € G, escreveremos o elemento (g; ® g2) @ g3
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simplesmente como g1 ® g» ® g3. Vale ressaltar que poderiamos fazer uma construgao da
forma G ® (G ® G). Nao é dificil ver que existe um anti-isomorfismo entre G ® (G @ G)

e (G® G)®G. Logo, existe uma certa forma de associatividade entre tais construgoes.

Indutivamente, seja n > 2, defina a acao de G em G®" e a acao de G®" em G

respectivamente como

((10p® @) =g ege g,

RG22 @gn) __ s92,79n
(91®g2 gn) — plo1:92..9 }7

onde 91?92"'gn7h €.

Lema 3.2. Estas acoes sao compativeis.

Demonstragao. Sejam g1, g2 -+ gn, h1,ha -+, hp,a,b € G. Entao, paraz = (g1 ® g2 ®- - ®

)a(h1®h2®'”®hn)
n ?

a(h1®ho®--®hn)

RGP R R gy)

)a[hl,hz,‘“,hn]

= (

(91@92@ - ® gn
_ a1,k
= (
=(

91 ® gg[hl ,ho et hn] Q- ® gg[hl,h%.“’hn])
g[lhl,h27 Jhn] " talhe,ha, ) X g[h1,h2, hn]"Lalh1,ha, b Q- ® g[h17h2 n}fla[hhhm'--,hn})

N RPR-® gn)(h1®h2®...®hn)—1a(h1®h2®...®hn)7

(918928 ®gn)" (b ®g5®--®45)

=a

_ a[ghgg,m,gn]”

— ab_1[917927“' 7gn}b.

Portanto, o n + 1-ésimo produto tensorial G®"*! esta bem definido.

Seguindo no estudo dos n-ésimos produtos tensoriais de GG, é possivel encontrar apli-
cagoes induzidas dos modulos cruzados mostrados por Brown e Loday em [20, Proposigao

2.3] da seguinte maneira:
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AC: GEM s 7,(G)

(1 ®GP® @ Gn1) @ gn > (91,92, , Gnl-
Lema 3.3. Para qualquer n > 2, vale que S é homomorfismo.
Demonstragao. De fato, por [20, Proposi¢ao 2.3|, temos o seguinte homomorfismo:

A G¥" @ G — Dgen-1(G)

(91 RGR-- & gn,l) R gn — g;1g1(191®92®"'®9”—1)_

com n > 2. Agora, observe que o subgrupo derivativo Dgen-1(G) coincide com 7, (G).

De fato, se g1,--- , 9, € G, entao

-1 _(91®92®®gn—1) _ ,—1_[91,92," ,gn—1
g ) =g, gk ]

= [g'flv [gla g2, 79%—1]]

= [917927 e 79n71,9n]71-

Portanto, os geradores de Dgen-1(G) € 7,(G) sdo os mesmos elementos. Dessa forma,

segue que A = A% o que conclui a demonstracao. O
De acordo com a Proposigao 2.13 (veja também [49, Teorema 3|), a sequéncia
1 — A(G) = ker(\S) — Hy(G) — 1

¢ exata, onde A(G) ¢é a diagonal de G da Definigao 2.9 e Hy(G) é o segundo grupo de
homologia do grupo G. Ao decorrer deste capitulo, estaremos interessados em trabalhar

com sequéncias exatas para a obtencao dos resultados esperados.

Estamos interessados em explorar condigoes de finitude do n-ésimo produto tensorial
de GG. Nesse contexto, muitos autores estudaram as propriedades de finitude do produto
tensorial ndo abeliano de grupos. De maneira geral, deve-se a Ellis em [30] (veja Teorema
2.1) o inicio do estudo das propriedades de finitude. Apos isso, outros autores em [68],

[52], [8] e |28] (veja Proposi¢ao 2.5) deram continuidade ao mesmo.

Nossa intencao ¢ definir alguns parametros para G®" levando em consideragao os

resultados existentes do produto tensorial.
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Lembremos que segundo a Proposicao 2.5, Donadze, Ladra e Thomas provaram que
se G, H sao finitamente gerados, vale que G ® H é finitamente gerado se, e somente se,
Dy (G) e Dg(H) sao finitamente gerados. Com isso, Donadze e Garcia-Martinez provaram

o seguinte resultado relacionado a tal fato:

Teorema 3.4 ([26]). Seja G um grupo finitamente gerado. Entio G®™ é finitamente

gerado se e somente se o subgrupo v,(G) € finitamente gerado.

Os resultados obtidos nesse capitulo estao publicados em colaboracao com Raimundo
Bastos em [15]. O Teorema a seguir foi proposto, originalmente, pelo Professor Doutor

Guram Donadze.

Teorema 3.5. Seja G um grupo finitamente apresentado. Entdo, o n-ésimo produto ten-

sorial G®™ € finitamente apresentado se, e somente se, v,(G) € finitamente apresentado.

Observe que, no caso de n = 2, Brown, Johnson e Robertson mostraram em |21,
Proposigao 6| que, se um grupo G é livre de ranque m, entdo o quadrado tensorial G ® G
¢ isomorfo ao produto direto G’ x Z™™+1)/2 " Se tomarmos m > 2, entdo G’ nao é
finitamente apresentado, o que implica que G ® G nao ¢ finitamente gerado, em particular,

nao é finitamente apresentado.

Prosseguindo com o estudo das propriedades de finitude, podemos observar que um
grupo G ser finito implica em G®" ser finito. Entretanto a finitude de G®™ nao implica

na finitude de G'. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.6. Se G = Cp~ € 0 grupo de Priifer, entao G®" € trivial, para qualquern > 2.

De fato, como G é um grupo divisivel de tor¢cao, vale que para quaisquer g,h € G en € Z,
" Rh=(gRh)" =g h".
Agora, suponha que h tenha ordem m. Temos que existe g1 € G tal que g = g7*. Portanto,
gRh=g"®@h =g ®h™ = 1.
Assim, G @ G = 1.

Observe que no exemplo anterior, o quadrado tensorial é trivial por conta de G ser um
grupo divisivel de tor¢cao. Dessa forma, devemos impor outras condi¢oes para um grupo

G a fim de conseguir propriedades de finitude de G®™.
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Teorema 3.7. Seja G um grupo finitamente gerado.

1. O n-ésimo produto tensorial G®" € finito se, e somente se, G € finito.

2. O n-ésimo produto tensorial G®™ é policiclico se, e somente se, G € policiclico.

Esta secao serd dividida na seguinte maneira. Primeiramente, construiremos homo-
morfismos de G®™ a partir de médulos cruzados. Além disso, construiremos uma sequéncia
exata que sera utilizada posteriormente. A seguir, estudaremos algumas propriedades de
fecho para o n-ésimo produto tensorial de G. Apoés isso, demonstraremos os resultados
expostos sobre condicoes de finitude de G®". Na tultima parte, focaremos em explorar

resultados a partir de algumas classes de grupos.

3.1 Produto Tensorial Nao-Abeliano de Grupos

Podemos fazer uma construgao de modulos cruzados para o n-ésimo produto tensorial
G®" que segue diretamente de Brown e Loday [20]. Seja G um grupo. A aplicagio
identidade Idg: G — G é um moédulo cruzado com G agindo por conjugagao. Tomemos
o homomorfismo \§: G®? — G, dado por g ® h — g~ '¢g" que é um modulo cruzado. As
acoes induzidas dos modulos cruzados sao compativeis, o que implica na existéncia do

produto tensorial (G ® G) ® G.

Defini¢ao 3.8. O produto tensorial (G ® G) @ G como definido anteriormente serd de-

notado como G%3.

O seguinte diagrama é comutativo:

G®3 G®2
A§ A
G i G.
Onde A3 é dado como
/\32 G®3 — G®2

(91 ® g2 ® g3) — (91 @ g2) (¢ @ 95°),



3.1 Produto Tensorial Nao-Abeliano de Grupos 33

e \§ é como definido na secio anterior. Note que por [20, Proposigao 2.3|, A3 e A
sao modulos cruzados. Dessa forma, podemos definir indutivamente o n-ésimo produto

tensorial nao abeliano de G, isto é,

Defini¢ao 3.9. O n-ésimo produto tensorial nao abeliano G®", n > 3 € definido como

Ge" = G 1 @ G, onde
ghe Bt = gl e (g @ s @) =gl @ - @40,
para cada g,q1,- - ,gn-1 € G.
Além disso, temos os modulos cruzados A¢: G®™ — G, dados por

/\S(gl X ... & Gn-1 ®gn) = [gla S 7gn—17gn]-

Portanto, podemos escrever o diagrama comutativo anterior da seguinte maneira:

>\n+2 G®n+1 >\n+1 G®n )\n G®n_1 >\n71
Afi AG AL
Idg G Idg G Idg G Idg

Em particular, podemos reescrever A& : G — ~, (G). Além disso, como A é um modulo

cruzado, segue da Observagao 2.7 que ker(\) é um subgrupo central de G®".
Em termos da Definicao 2.8, podemos definir o n-ésimo produto exterior G e simi-

larmente, um moédulo cruzado, dado por

of: G — 4, (G
(1A Agna) Agn = 9155 Gn1s Gnl.

Precisamos expor o conceito de Functor quadratico de Whitehead, definido em [72]
Definicao 3.10. Seja A um grupo abeliano. O Functor Quadrdtico de Whitehead é de-
finido como o grupo abeliano T'(A) gerado pelas letras da forma w(a) e w(—b), onde
a,b € A, sob as sequintes relagoes:

w(—a) = w(a);

w(a+b+c)—wb+c) —w(c+a) —w(a+b) +w(a)+ wbd) +w(c) =0,

para quaisquer a,b,c € A.
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Se A é um grupo finitamente gerado, entdo, pelas rela¢oes definidoras de I'(A), é
possivel concluir que I'(A) também é finitamente gerado. Com isso, faz sentido pensarmos
em estudar sequéncias exatas em que I'(G) aparece em um dos termos da sequéncia.

Vejamos o resultado a seguir.

Proposicao 3.11. Sejam G, H e M grupos. Suponha que p : G — M ev: H — M sao

modulos cruzados.
1. (Brown and Loday, [20, Teorema 2.12]) Existe uma sequéncia exata:
I'((Gxy H)/{G,H}) > G®H - GANH — 1,
onde {G,H} € a imagem de A\ x N e Gxyy H={g9gxheGxH | u(g) =v(h)}.

2. Seja G um grupo e n um inteiro positivo. Entao a sequinte sequéncia € exata:

L((@)/31(@) = ker ([ Jo 2 G ©7(6) = 10a(@)) =

= ker ([ G AT(G) = %H(G)> 1

Onde, [, |lg : G V(G) = 11 (G) e[, Jan: GAY(G) = Yu11(G) sao homomor-
ﬁsmos dados por (g® [917 s 7gn])[ ) ]® = [gv [gla' . agn]] € (g/\ [gla s 7971])[ ) ]/\ =

l9, 91, - -, gnl]], respectivamente.

Demonstragao. (2) Considere a inclusao ¢: 7,(G) — G e a identidade Idg: G — G. Por

definigao, ¢ e Idg sdao modulos cruzados. Além disso, pelo item (1),
m(G) xa G={(g,h) € Gxm(G) | g=h}=m(G),
e para qualquer h € v,(G), g € G, temos
(A xX)(g@h) = (g7"'¢" h"h) = ([g, 1], [9, h]).

Portanto, Im(A x X') = (([g,h],[g,h]) | g € G, h € 7,(G)) = Yn+1(G). Finalmente,

G ®7(G)
(9 ® hlg = h)ym(@e

a G/\’YTL(G)

Consequentemente, o Teorema 2.12 de [20] (veja o item 1) nos fornece a seguinte sequéncia

exata:

L'(7(G)/1m41(G)) — G @ 70 (G)— G A7, (G) — 1. (3.4)
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Novamente pelo item 1, Im(a) < ker ([ et GRY(G) — fynH(G)). Agora, restringimos
f ao nucleo ker ([ s et G®m(G) — %H(G)) e, portanto, podemos reescrever a

sequéncia exata (3.4) como segue

P(10(G)/341(G) = ker ([, ] G ©7(G) = 70a(E) ) =

= ker ([ n G AT(G) — %H(G)) 1,

conforme desejado. |

3.1.1 Propriedades de Fechamento de G®"

Vale ressaltar que o n-ésimo produto tensorial nao abeliano de um grupo é um caso
especial do produto tensorial nao abeliano. Neste contexto, podemos deduzir o seguinte

fato sobre o n-ésimo produto tensorial.

Lema 3.12. Seja P uma propriedade de grupos que € fechada sob a formagao do produto
tensorial nao-abeliano. Se G € um P-grupo, entio para qualquer n > 2, G®™ também serd

um P-grupo.

Demonstracao. De fato, vamos prosseguir por indugao sobre n. Para n = 2, por hipétese,
o quadrado tensorial G ® G = G®? & um P-grupo. Suponha que vale para n — 1, vamos
provar para n. Como G®" = G®""! @ G e ambos os grupos G~ ! e G sao P-grupos,

temos que G®™ é um P-grupo. O
O proximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 2.1 e do lema anterior.

Corolario 3.13. Sejan > 2. Seja P uma das sequintes propriedades de grupos: finito,

policiclico ou nilpotente. Se G é um P-grupo, entao G também o é.

O proximo resultado é uma consequéncia imediata de [21, Corolario 1].
Lema 3.14 (|21, Corolario 1]). Se G ¢ perfeito, entio G ® G também o é.

Lema 3.15. Se G € um grupo perfeito, entao G®" também o é.

Demonstracao. Provemos por inducao sobre n. Se n = 2, segue pelo Lema 3.14, o qua-

drado tensorial nao-abeliano G®? ¢ perfeito. Agora, suponha que G®"~! ¢ perfeito. De
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acordo com o Teorema 2.12, o subgrupo derivado [G®"~!, G¥|' = [[G®"~ 1, G], [G, G®"1]7].
Onde,
G 1 Gl=(a"a’ | a€ G ge Q) <G,

GG =(g% | ae G, geG) <G
Dessa forma, podemos concluir que [G, G®"7!] = 7,(G) = G. Como G®"~! & perfeito,
segue que
G®n—1 — [G®n—17 G®n—1] — [G®n_1,%_1(G)] g [G®n_1,G] < G®n—1‘
Portanto, [G®"~! G| nao ¢ trivial e consequentemente,

GG = [[6°",G). [G, G 1] = (65", 6]

Como queriamos. O

3.2 O n-ésimo produto tensorial nao abeliano de grupos

Seja H um subgrupo normal de G. Entao, os seguintes homomorfismos GRH — |G, H]
eGNH — [G,H|, g® h v |g,h], g N h+ |[g,h], para cada g € G, h € H, denotaremos
por [, |g e[, |a, respectivamente.

Lembremos que o homomorfismo A9: G*" — G é um moédulo cruzado. Consequente-
mente, ker(\S) < Z(G®") e, portanto, o grupo G®" é uma extensao central de ker(\%)
por v,(G).

Vejamos o seguinte resultado de Baumslag, Cannonito e Miller.

Proposicao 3.16 (|16, Coroléario 5.5| ). Seja G um grupo policiclico por finito. Se M
€ um ZG-mdodulo finitamente gerado, entdao para qualquer inteiro positivo n, vale que o

n-ésimo grupo de homologia de G sobre M, H,(G, M) € abeliano finitamente gerado.

De acordo com Hall, o multiplicador de Schur de um grupo finitamente apresentado

G, é finitamente gerado. Isto é,

Proposigao 3.17 (|59, 14.1.5]). Se G € um grupo finitamente apresentado, entao o Mul-
tiplicador de Schur M (G) € finitamente gerado.
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Estamos aptos para demonstrar o seguinte resultado sobre G®".

Lema 3.18. Seja G um grupo finitamente apresentado. Entdo para cada n > 2, ker(\S)

€ finitamente gerado.

Demonstracao. Provaremos por indugao sobre n. Se n = 2, é bem sabido que ker ([ s A
GNG — |G, G}) ¢ isomorfo a Hy(G), que é finitamente gerado uma vez que G é finitamente
apresentado (Proposi¢ao 3.17). Por outro lado, pela Proposigao 2.13, temos a sequéncia

exata curta:
1 = A(G) — ker (A2G GG -G, G]) s Ha(G) — 1.

Como G é finitamente gerado, entdao A(G) também é finitamente gerado pela Proposicao
2.10, o que implica que ker <)\2G GG — G, G]> ¢ finitamente gerado.
Agora, assuma que o resultado vale para \Y. Provemos que o mesmo vale para )\SH.

Considere a extensao central de grupos
1 — ker (AS) — G = 4,(G) = 1.
Pela Proposigao 2.2, teremos que
ker(AS) GGG = 1(G)RG —1

¢ uma sequéncia exata. Vamos denotar o homomorfismo ker (Af) ®G — G ® G como

o. Entao, o seguinte diagrama comuta:

1— (ker (Ag) ®G)a—>G®"+1—>%(G) ©G——1

l XSH[ Lm

1 1 Vn+1(G) T>7n+1(G) —1

o que implica na seguinte sequéncia exata:

(ker (AS) ® G)O‘ — ker ()\SH) — ker ([ ] (G) @ G — %H(G)).

Mostremos que o primeiro e o ultimo termos desta sequéncia exata sao finitamente gerados.
Como ker (AS) ¢ um grupo abeliano que age trivialmente sobre GG, temos pela Proposigao
2.3 que

ker (AS) ® G = ker (AS) 26 1(Q),
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onde I(G) denota o ideal de aumento de G (veja [59, 11.3]). Como G ¢é finitamente gerado,
I(G) é um G-modulo finitamente gerado. Por hipotese de indugéo, temos que ker <Ag) é
finitamente gerado, e pela igualdade acima, é possivel concluir também que ker <)\§ > ®G
¢ um grupo finitamente gerado. Portanto, (ker ()\S > ® G)a ¢ finitamente gerado. Além

disso, pela Proposicao 3.11, existe a sequéncia exata:

L ((G)/7n1(G)) = ker ([ Js 2 G 7(G) = 701(G) ) =
= ker ([ Cn i G A(G) — %H(G)) 1

Como I'(1,(G)/¥n+1(G)) ¢é finitamente gerado, é suficiente mostrar que ker ([ A
GAY(G) — %H(G)) ¢ finitamente gerado. Para tal, observe que pela Proposicao 2.14,

vale a seguinte sequéncia exata:
Hy(G/1(@)) = ker ([, 11 G A(G) = 1 (G) ) = Ha(G).

Ja destacamos que Hy(G) € finitamente gerado. Além disso, como G/, (G) é policiclico,
pela Proposigao 3.16, o terceiro grupo de homologia H3(G/7,(G)) é finitamente gerado,

o que completa a prova. O
Estamos agora em condigoes de provar o Teorema 3.5.

Prova do Teorema 3.5. Suponha que G é finitamente apresentado. Precisamos mostrar
que o n-ésimo termo da série central inferior 7, (G) é finitamente apresentado se, e somente

se, G®™ ¢ finitamente apresentado.

Observemos que ker ()\g GO — fyn(G)> ¢ um subgrupo central de G®" e, pelo Lema
3.18, é finitamente gerado, com isso, ker ()\,Cf GO — %(G)> é finitamente apresentado.

Portanto, pela seguinte sequéncia exata,
1 — ker <)\f GO %(G)) = G = 7, (G) — 1,

Assim, se o n-ésimo produto tensorial G®™ é finitamente apresentado, entdo v,(G) é
finitamente apresentado. Reciprocamente, se 7,(G) é finitamente apresentado, entao
a segdo G®"/ker (AS GO — %(G)> e ker ()\S GO — %(G)> sdo finitamente

apresentados. Dessa forma, G®™ é finitamente apresentado. O

O grupo Multiplicador de Schur M (G) é uma construgao que aparece como uma se¢ao

em construcgoes relacionadas ao quadrado tensorial, bem como o Grupo de Comutatividade
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Fraca (que nos aprofundaremos no proximo capitulo). Neste contexto, mostraremos uma
definicao para uma extensao do Multiplicador de Schur associado a série central inferior

de seus elementos geradores, que pode ser encontrada em [4].

Definigao 3.19. Seja G um grupo e seja F um grupo livre tal que G = F/R, com R F.
O n-ésimo multiplicador nilpotente M, (G) é definido por

RN, (F)
ST ¥

onde 71(R,F) = R e v1 (R, F) = [w(R, F), F|. Em particular, My(G) = M(G) =
Hy(G) € o multiplicador de Schur de G.

Tal construgao foi abordada por Baer em [4] e estudada por Frohlich, MacDonald,
Burns e Ellis (veja [33], [47] e [22]). Faremos uso de um resultado referente a Burns e

Ellis, [22].

Proposigao 3.20 (|22, Teorema 2.6]). Seja o homomorfismo 05 : G' — ~,(G) como

definido em (3.3). Entdo, eziste a sequinte sequéncia exata:

ker(9S,, : GM = 4,11(G)) = M, (G) — 1

n

Relembremos a Proposi¢ao 3.17 em que é possivel garantir que, quando um grupo
G ¢ finitamente apresentado, o grupo M(G) é finitamente gerado. Obtemos o seguinte

resultado relacionado ao Multiplicador nilpotente.

Corolario 3.21. Seja G um grupo finitamente apresentado. Entao o n-ésimo multiplica-

dor nilpotente M, (G) € finitamente gerado para todo n > 1.

Demonstra¢ao. Se n = 1, entao M;(G) ¢é finitamente gerado. Agora, podemos assumir
n > 2. Pela Proposigao 3.20, M, (G) é isomorfo a uma segao de ker (87?“ : GAL
%H(G)). Consequentemente, M, (G) é também isomorfo a uma segao de ker ()\g+1 ;

Gontl — 'yn+1(G)>. Pelo Lema 3.18, M,,(G) é finitamente gerado. O

Prosseguindo com o estudo de propriedades provenientes do Lema 3.18, segue o se-

guinte resultado relacionado ao v(G) definido na Secao 2.2.

Corolario 3.22. Seja G um grupo finitamente apresentado tal que seu subgrupo derivado
G’ seja também finitamente apresentado. Entao v(G) e v(G)' sao finitamente apresenta-

dos.



3.2 O n-ésimo produto tensorial nao abeliano de grupos 40

Demonstra¢ao. Como vimos na Segao 2.2, o subgrupo [G,G¥] é normal em v(G). Ainda,

v(G) /|G, G¥] & isomorfo a G x G, o que implica na existéncia da sequéncia exata curta:

1 -GG —-v(GE) -GxG—1.

Agora, pela Proposicao 2.16, existe a seguinte sequéncia exata curta:
1 = ker(\S) = v(G) - G x G x G — 1.

Aplicando o Lema 3.18 e o Teorema 3.5 para n = 2, obtemos que ker(A5) e G ® G sao
finitamente apresentados. Portanto, v(G)" e v(G) também sao finitamente apresentados,

como queriamos. d

Vale ressaltar que parte do resultado anterior ja é conhecido. Mais precisamente,

Kochloukova e Sidki provaram que

Teorema 3.23 (|42, Teorema E|). Seja G um grupo. Se G € finitamente apresentado,

entio v(G) também € finitamente apresentado.

Além disso, em [12] apresentaram a estrutura de v(G)" quando G ¢ livre de posto m.

Proposicao 3.24 ([12, Corolario 4.2|). Seja G um grupo livre de posto m, entao

m(m+1)
2

v(G) 27 xG xG xG.

Seja G um grupo livre de posto m. O subgrupo derivado de G, G’ nao é finitamente
gerado, o que implica em v(G)’ também nao ser finitamente gerado. Vamos agora abordar

o Teorema 3.7. Por conveniéncia para o leitor, enunciaremos novamente o resultado.

Teorema 3.25. Sejam G um grupo finitamente gerado e n > 2.

1. O n-ésimo produto tensorial G € finito se, e somente se, G € finito.

2. 0 n-ésimo produto tensorial G™ € policiclico se, e somente se, G € policiclico.

Demonstragao. (1) Suponha que G seja finito. Pelo Corolario 3.13, o n-ésimo produto
tensorial G®" ¢ finito.
Reciprocamente, tome G®" finito. Provemos primeiramente que G ¢ finito. Como G

¢ finitamente gerado, segue que G ¢ finitamente gerado e por G® ser isomorfo a T’ x F,
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onde T ¢ a parte de torcao e F a parte livre de G%, temos que T ¢ finito. Observemos
também que existe um epimorfismo G®" — (G®)®". Além disso, pela Proposicao 2.4
temos (G%)®" = (G®)®z" onde “®z” denota o produto tensorial usual de Z-modulos.

Qzn

Suponha que F seja infinito, entdao (G%)®2" também &, o que implica que G®™ ¢ infinito,

uma contradicdo. Portanto F' = 1, o que implica em G ser finito.

Nos falta mostrar que o subgrupo derivado G’ é finito. Como \¢: G*" — ~,(G) ¢é
um epimorfismo, segue que v,(G) € finito. Se provarmos que se para n < k < 2 valer
que Y,(G) ser finito implica em ~y,_1(G) também ser finito, seguira indutivamente que G’
¢ finito. Assim, suponha 7;(G) finito. Para mostrar a finitude de v,_1(G) é suficiente
ver que Yx—1(G) /7 (G) € finito. Como Yx—1(G)/7(G) ¢ um grupo abeliano finitamente
gerado, ¢é suficiente mostrar que todos seus elementos sao de torcao. De fato, sejam

91,92, -, gu—1 € G e m € Z; entao

[917 g2, ... 791?—1]7]6(G) = [917 g2, ... 7gk71]m7k’<G)

Procedendo por inducao sobre m segue que vale para m = 1. Suponha que vale para

m — 1; vamos prova-la para m.

91 0] = o gellon, g 1

= [917 s agkfl][gla s 79]?—711][5717 B 79121—7117gk71]

= [91,---, 961" mod (G)

Agora, tome |G®| = m, entdo qualquer poténcia m-ésima de um elemento de G' ¢ um

elemento de G'. Ou seja,

(9155 gria] € [Me—2(G), 72(G)] < w(G),

para quaisquer gi, ..., gr_1 € G. Com isso, segue que o elemento [g1, ..., gr_1]7(G) é de
torgao, o que implica em ~y;_1(G) /7% (G) ser finito e, portanto, vx_1(G) também ser finito.

Indutivamente segue a finitude de G’, o que completa a demonstragao.

(2). Suponha G policiclico. Pelo Corolario 3.13, o n-ésimo produto tensorial G®" é
policiclico.
Reciprocamente, seja G®™ policiclico. Logo, v,(G) é policiclico. Como a classe dos

grupos policiclicos é fechada para extensao, é suficiente provar que G/, (G) é policiclico.
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Para isso basta observar que G/v,(G) é um grupo nilpotente finitamente gerado, em

particular, policiclico, como queriamos. O

Observacgao 3.26. Vale mencionar que o item (1) do Teorema 3.7 é conhecido paran = 2
e foi provado primeiro por Parvizi e Niroomand em [57, Teorema 3.1]. Em relagao ao

item (2) do mesmo Teorema, Moravec também mostrou em [50] o caso de n = 2.

3.3 Teorema do tipo Schur-Baer para grupos finita-

mente apresentados
Nesta se¢ao estaremos empenhados em provar um teorema do tipo Schur-Baer para
grupos finitamente apresentados.

Definicao 3.27. Uma classe de grupos X é chamada de classe de Schur se valer que se

G é um grupo tal que G/Z(G) pertence a X, entao G’ também pertence a X.

Podemos citar como exemplos de Classes de Schur, a classe dos grupos nilpotentes
e a classe dos grupos policiclicos-por-finito. Um exemplo de classe que nao é de Schur
é a classe dos grupos de posto finito. O nome de classe de Schur se deve ao conhecido
Teorema de Schur que mostrou que a classe dos grupos finitos obedecem a defini¢ao. Para

mais detalhes, veja [25] e [58].

Teorema 3.28 ([59, 10.1.4]). Se G é um grupo tal que G/Z(G) € finito, entao G’ € finito.

Este Teorema admite uma generalizacao que demonstra uma relagao entre a série

central superior e a série central inferior. Mais precisamente,

Teorema 3.29 (Baer, [59, 14.5.1]). Sejam G um grupo e i € Z% . Se G/Z;(G) € finito,
entio v;+1(G) € finito.

O estudo de propriedades da forma G/Z;(G) € X implica em v;(G) € X pode ser

estudado através da ferramenta do n-ésimo produto tensorial nao abeliano de G.

Definicao 3.30. Sejam N, H e G grupos. Uma sequéncia exata
1 N—->H->G—1

¢ dita ser n-central se N < Z,(H), para algum n € 7.
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O proximo lema é de Donadze e Garcia-Martinez, [26].

Lema 3.31 (Donadze, Garcia-Martinez, [26]). Seja 1l - N — H — G — 1 uma extensdo
n-central para um inteiro positivo n. Entdo, existe um epimorfismo 7: G — ~, 1 (H)

que faz o sequinte diagrama comutar

Gen+l Id Gentl
T )\§+1
Vi1 (H) Ynr1(G)

onde a seta Ypi1(H) = Yp11(G) € 0 homomorfismo induzido de H — G.

Teorema 3.32. Sejam G um grupo finitamente apresentado e n € Z . Entao, as sequin-

tes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Yni1(G) € finitamente apresentado;

-

(i) Dada uma extensio n-central 1 — N — H — G — 1 seque que v,11(H) €

finitamente apresentado.

Demonstrag¢ao. Seja uma extensdo n-central 1 - N — H — G — 1 tal que ~,,11(H) seja
finitamente apresentado. Pelo Lema 3.31, existe um epimorfismo 7 : G — ~, . (H)

tal que o diagrama comuta:

Goent+l Id Goent+l

G
T A1

7n+1(H) AL Yn+1 (G)

Chamamos a seta v,11(H) — Y,21(G) por a,41. Logo, vale que >‘§+1 = Qpypq 0 7. Além

disso, restringindo 7 a ker(AS,,), teremos que se a € ker(\S, ), entdao
ans1(T(a)) = Ay (a) =1
n+1\T n+1 )
isto é, existe um epimorfismo

ker(\S.)) — ker(ani1).
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Pelo Lema 3.18, ker()\SH) ¢ um grupo abeliano finitamente gerado. Com isso, segue que

ker(ay,41) € finitamente apresentado. Portanto, a sequencia exata
1 — ker(api1) = Y1 (H) = Y1 (G) — 1

implica que ~,41(H) ¢é finitamente apresentado se, e somente se, v,.1(G) ¢é finitamente

apresentado. O

Proposicao 3.33. Seja X uma das sequintes classes de grupos:
(i) A classe dos grupos perfeitos finitamente apresentados;
(1) A classe dos grupos nilpotentes finitamente gerados;

(111) A classe dos grupos finitamente apresentados nos quais todo subgrupo € finitamente

apresentado.

Sejam G € X en > 1. FEntao, para cada extensao n-central 1 - N — H — G — 1,

temos vn11(H) € X.

Demonstragao. Seja 7 : G®"*1 — ~, .1 (H) o homomorfismo do diagrama dado no Lema

3.31.

(i) Como 7,,41(G) = G, segue do Teorema 3.32 que 7,1 (H) é finitamente apresentado.
Pelo Lema 3.15, G®"! & perfeito. Como 7,,+1(H) = Im(7), obtemos que 7,11(H) € X.

(ii) Pelo Corolério 3.13, o n-ésimo produto tensorial G®"**1 ¢ nilpotente. Consequen-
temente, 7,,1(H) é nilpotente. Além disso, como G ¢é nilpotente finitamente gerado,
~k(G) sera nilpotente finitamente gerado para todo k£ > 1. Portanto, pelo Teorema 3.32,
Ynt1(H) € um grupo nilpotente finitamente gerado.

(iii) Seja Hy < 74,41 (H) e suponha que 7,41 (H) ¢ finitamente apresentado. Precisamos
mostrar que H; é finitamente apresentado. Seja o : H — G o epimorfismo dado na
proposigao. Como a(H;) é um subgrupo de G, segue por hipotese que a( Hy) € finitamente
apresentado. Portanto, basta mostrar que ker(a|y,) é finitamente apresentado. Temos o
seguinte diagrama comutativo:

le}
>‘n+l“r*1(H1)
_——

T 1(Hy) a(Hy)
T|,—71(H1) Id
H1 O‘|H1 OL(HI)
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Isso implica no epimorfismo
ker()\§+1|771(H1)) — ker(alg,)-

Como ker(AS, || ,-1(m,)) € ker(AS,,), segue do Lema 3.18 que ker(AS, ;| ,-1(z,)) ¢ um grupo

abeliano finitamente gerado. Portanto, ker(a|py,) é finitamente apresentado. O

Observagao 3.34. Seja X como na Proposicao 3.33. Entao X é uma classe de Schur.

A Proposicao 3.33 é um tipo de generalizacao dos resultados de Schur-Baer. Isto é,

segue diretamente o seguinte resultado:

Corolario 3.35. Seja X uma das sequintes classes de grupos:

(i) A classe dos grupos perfeitos finitamente apresentados;
(1) A classe dos grupos nilpotentes finitamente gerados;

(111) A classe dos grupos finitamente apresentados nos quais todo subgrupo € finitamente

apresentado.
Entao G/Z;(G) € X implica em ~;41(G) € X.

Observe que as classes apresentadas anteriormente nao sao vazias. De fato, tomando
G = Ay X Z, segue que G/Z(G) é um grupo perfeito. Para os grupos nilpotentes finita-
mente gerados e finitamente apresentados com todos subgrupos finitamente apresentados,
podemos tomar como exemplo Dan. Isto é Dan/Z(Dgn) atende aos itens (ii) e (izi) do

corolario anterior.



CAPITULO 4

RESULTADOS ESTRUTURAIS DO GRUPO

DE COMUTATIVIDADE FRACA

Neste capitulo estamos interessados em explorar algumas propriedades do grupo de
comutatividade fraca x(G), bem como de alguns subgrupos e se¢oes do mesmo. Estu-
daremos primeiramente algumas condic¢oes de finitude de R, em particular, mostraremos
que, se um grupo G tem expoente finito (respectivamente, periodico), entdo R também
tem expoente (respectivamente, periodico). Na segunda parte do capitulo, abordaremos

construgoes da série derivada e da série central inferior de x(G).

4.1 Expoente de R(G)

Os resultados deste capitulo foram feitos em parceria com Bastos e Oliveira [14].

Recentemente, o estudo do expoente de R quando G ¢é finito foi abordado por alguns
autores como em [13], [11], [6], [7] e [12]. Nosso objetivo é estudar R tomando G periddico

tendo expoente ou nao.

O estudo de R se deu, de forma geral, vendo a se¢do R/Ly9 € L1y. Assim, nos
focamos em R/L; 5 e em L; 5 para concluir as propriedades desejadas. Estaremos focados
em continuar os resultados de Sidki, Gupta e Rocco tentando utilizar e generalizar algumas
propriedades e estratégias de demonstragao de [66], [37] e [60]. Vamos comegar expondo
alguns lemas importantes que nos mostram algumas caracteristicas desses dois grupos.

Como Ly 5 = [Ly, Ls] & subgrupo de W = L; N L, entdo,

Lema 4.1. Sejam aq, a0 € Ly e By, B2 € Ly. Entao vale que

[041062,5152} = [0517ﬁl][alaﬁQ][a27ﬁl][a2>ﬁ2]'
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Demonstragao. Como L 5 centraliza L; e Lo, temos que,

[z, Brfo] =[ov, B152]** [z, B152)]
=[ay, Bifo][0a, 152
=[a1, Bol[an, Bi)2 [, Bo] (2, 1]
=[a1, Bo][an, Bu] [z, Ballv2, Bi]
=[ay, Bi][an, Bo] [z, Bl Ba]. O

O proximo lema tem como objetivo mostrar algumas propriedades de R/ Ly 5.

Lema 4.2. Sejam g, h,a,b,c € G. Entao as sequintes propriedades valem:

(Z) [ [gp, g] [90, h]> a, bcp] = H‘Pa 9]7 a, bw][[gp, h]v a, blp] mod (L1,2)7'
(ii) ([, g, alle, b, b], ] = [, g, a,¢?][p, h, b, c?]

Demonstrag¢ao. Sejam g, h,a,b,c € G. Para (i) considere x = [[g, 9]¢, hl, a, b¥]. Entao,

modulo L 5, temos que:

v = [lle,g) a*"[lp, ] al, )
= (g, o], "), 911 [, 1] 0, 7]
= lllg. o1, %", ¥llle, .0, 57]  ((lle.g)all*", 7] € )
= (ol ), (6247 2 g, ] 0, )
e, o1, al, 0215 Lo, B[, ), a7
(1te- 1. al. %, [ 11l g1, .61 47) [, 1)
[, 91, @, b1 [0, B, 0,67 ([[[i0, 9l a], [b7, [, A7) € L1 )

= [[(p,g],a, bw][[gah]aa?bw] ([[(p,g},a, b%’] € R)

Agora, para (ii), observe que

[l g1. alll, h], B], ¢*] = [[, g), @, 1" (o, 1] b, ]

= [[907 g]’ a, CL‘D] [[90’ h]a b, Ccp]a
uma vez que [[p, g, a,c?] € R. a

Lema 4.3. Seja G um grupo. Entao L2 < R.
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Demonstra¢ao. Temos que pela Proposigao 2.16, [Y5, T3] = 1. Com isso, temos que

(L1, Lo]R/R =1, ou seja, Lo < R. O
Podemos estabelecer o seguinte lema.

Lema 4.4. Seja G um grupo. Entao,

R

7 =p.9.0.0IL12 | g0, € G).
1,2

Demonstra¢ao. Sejam g,a,b,g1,...,9, € G e aq,...,a, € Ly. Entao, pelo item (ii) do

Lema 4.2,

r

= H[ai,bw].

i=1

[f[ Qay, b?
i=1

Além disso, modulo L » temos que, pelo Lema 4.2 item (i),

[H[Spa gi]; a, b(p] = H [(,0, g;,a, b%’] .

i=1 =1

Portanto, todos os elementos de R/L; 5 se separam em produtos de elementos da forma

[@7976%6@][/1727 com g, a,b e G. 0

As construgoes v(G) e x(G) compartilham algumas caracteristicas entre si, uma vez
que v(G)/A(G) ¢é isomorfo a x(G)/R. Com isso, podemos concluir diretamente da Pro-

posigao 2.16 o seguinte resultado.

Lema 4.5. Seja G um grupo. Entao,

Dngngg
E_R_R_G/\G.

Mais precisamente, existem isomorfismos dados da sequinte forma:
a;:D/R— Ly/R

l9, he] = [g, h][h, g¢],

as:D/R — Ly/R

[9, he] = [h, g?][g%, he].

O proéximo lema, nos fornece uma descrigao dos termos geradores de L; » em fungao

dos termos geradores de D/R.
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Lema 4.6. Seja G um grupo. Suponha que D/R seja gerado por {[g1, h{]R, ..., [gn, Y] R},

onde g1,...Gn, h1,...,hy € G. Entao L,y pode ser expresso da sequinte maneira:

L1,2:<|:[9079iah'] [9]7907 j } ‘ 1<Z J <TL>

Demonstragao. Tome D/R = ([g1,h{]R, ... ,[gn, h¢]R). Segundo o Lema 4.5, temos
que

D L L

R R R’

Assim, pelo Lema 2.23 e pelos isomorfismos do Lema 4.5, podemos escrever

Ly = ([gi, hallhi, g7] | 1 < i <m)R

Ly = (g7, h{)[Rf g1 | 1 <i<n)R.

Ainda, o Lema 4.1 nos fornece que

gi hillhi, g1 11 <@ <n) R, ([g], h7][h7, g;] | 1 < j < n) R]
gis h

ki o] |1 <i < ><[;",h;"}[h“",gj]!1§jsn>}

([
[l
<[<ﬁ,gz, 1, 195, @, jH|1<Z]<TL>

como requerido. O

Estamos aptos a demonstrar os teoremas principais desta se¢ao.

Teorema 4.7. Sejam G e G' grupos finitamente gerados tais que G é d(G)-gerado, G’
¢ d(G")-gerado e d = max(d(G),d(G")). Entao Ly € finitamente gerado com nimero de

geradores d-limitado.

Demonstracao. Sejam G e G’ finitamente gerados, disso segue que o quadrado tensorial
nao abeliano de grupos é também finitamente gerado (Proposigao 2.5). Logo, segue que
D/R é também finitamente gerado. Ainda, segundo a prova da Proposi¢ao 2.5, o nimero
de geradores de D/R é limitado em termos do namero de geradores de G e G'. Assim,
tomando g1, ...9n, h1,...,h, € G tal que D/R = ([g1,h{]R, ... ,[gn, hZ]R) , teremos

pelo Lema 4.6 que

L1,2:<H()Ougiah'] [gJ7907 j } ‘ ]'<Z J <TL>

Como queriamos. O
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Voltemos nossa atencao para o Lema 4.6. Observe que na demonstragao dos geradores
de L2 ndo usamos a finitude do conjunto gerador de D/R para encontrar os geradores
de L;o. Isto ¢, se

D
E = <[g7 hlp]R | gah € G>7

entao L, 5 pode ser expresso da seguinte forma:

Lis = ([l¢,a,b], (9,0, h¥]] | g,h 0,0 € G).
Com isso, fica provado o seguinte resultado:

Lema 4.8. Seja G um grupo. Temos que vale
L1,2 = <[[907 a, b]7 [97 P th ’ g, h7 a, be G> .

Agora, vamos estudar algumas propriedades de finitude de R. Com isso em mente,
vale ressaltar que Lima e Oliveira mostraram algumas condi¢oes dentro da classe dos

grupos policiclicos em que R trivializa.

Proposicao 4.9 (|45, Proposigao 6]). Seja G um grupo policiclico. Temos que R = 1

quando G satisfaz alguma das sequintes condigoes:
(i) G for um p-grupo abeliano finito, com p impar;
(11) G for 2-gerado nilpotente livre de classe 2;

(11i) G for um grupo metaciclico.

Observe que nem sempre R ¢ trivial e, para esses casos, faz sentido buscar propriedades
de finitude para o mesmo. Quando G é finito, é sabido que R também ¢é finito (Teorema
2.24). Agora vejamos algumas propriedades gerais de R a respeito de seu expoente e

periodicidade de seus elementos.

Teorema 4.10. Seja G um grupo.

(i) Suponha que para cada x,y € G exista um inteiro positivo m = m(x,y) tal que

[z,y|™ = 1. Entao L, € periddico.

(11) Suponha que exista wm inteiro positivo m tal que [x,y]™ = 1 para quaisquer z,y € G.

Entao exp(Ly2) divide m.
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Demonstracao. Sejam a,b,g,h € G. Pelo Lema 4.8, tome um elemento gerador de L
dado como z = [[gp,a,b], l9, ¢, h‘PH. Primeiro, provaremos que z" = [[go,a, b], (9%, h“’]”}
para qualquer inteiro positivo n. Para tal, seguiremos por inducao sobre n. Para n = 1,

temos que

Suponha que essa identidade vale para n. Entao,

n n+1
1= [[¢,a,0],[g, 0, h]]""

[p.a,b],[g, 0. h]]" [[¢,a,b], [g. 0, h]]

z [
[
[lp. a,0], [g. ¢, 1" [[w. a, 0], [g, @, 1]
[
[

[p,a,b], g%, h?]"[g?, h“”]] (Lemma 4.1)

[p, a,b], [g%, h¥)" ]

Portanto, a ordem de z divide a ordem do comutador [g, h].

(i) Suponha que para cada x,y € G exista um inteiro positivo m = m(z,y) tal que
[z,y]™ = 1. Como L, ¢ abeliano e como a, b, g, h foram escolhidos de forma arbitraria,
podemos concluir que L, 5 ¢ periddico.

ii) Suponha que |z, y|™ = 1 para quaisquer x,y € G. De forma aniloga ao item

(i) Sup que [z,y para quaisq y g

anterior podemos concluir que exp(L;2) divide m. O

Note que o item (i¢) do teorema anterior nos garante que exp(L; ) divide o expoente

de G’, e essa cota é uma cota boa conforme podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 4.11. Seja G = [C5 x ((C3 x C3) x C3)] x C3 o grupo expresso como "Small-
Group(237,37)" na biblioteca do programa GAP. Com auxilio do mesmo programa € pos-

sivel concluir que exp(Li2) = exp(G’) = 3.

A partir do Teorema anterior, podemos também concluir uma propriedade de finitude

do subgrupo L s.
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Corolario 4.12. Seja G um grupo finitamente gerado e periodico. Entao Lo € finito.

Demonstra¢ao. Como G é periddico, teremos que G/G’ é finito. Disto, podemos deduzir
que o subgrupo derivado G’ também ¢ finitamente gerado. Consequentemente, o item (ii)
do Teorema 4.7 nos garante que L; o ¢ finitamente gerado. Agora, o Teorema 4.10 nos
mostra que L; » tem expoente finito. Uma vez que L, 5 é abeliano, podemos concluir que

L, 5 é finito, como requerido. O

Observe que existem grupos periddicos finitamente gerados que sao infinitos. Alguns
exemplos de grupos com essa propriedade foram construidos em [3], [34], [36] ¢ [67]. Com
isso, o corolario anterior mostra a existéncia de um subgrupo finito abeliano dentro de um
grupo infinito (ndo necessariamente abeliano). Nesse mesmo sentido, vejamos um caso

especial para G tomando-o como sendo um Grupo de Burnside.

Sejam m, n inteiros positivos e F;,, um grupo livre de posto m. O Grupo de Burnside

B(m,n) é definido como

F,

B(m,n) = —.
( Y ) FTT)}L

Tal grupo é m-gerado com expoente n. Em [2]|, Adjan e Novikov mostraram que quando

m > 1, n é impar e maior ou igual a 4381, entdo B(m,n) seré infinito. Podemos aplicar

o Corolario 4.12 e concluir que:

Corolario 4.13. Se G = B(m,n), entdo Ly € finito.

Ainda sobre o Teorema 4.10, observe que as hipoteses dos itens pedem a periodicidade
dos elementos de G’, mas sim apenas de seus elementos geradores. Isso nos possibilita
concluir que Lj o possui expoente finito mesmo que G nao possua. Em [24] Deryabina
e Kozevnikov provaram que existe um inteiro n e um grupo K tal que para quaisquer
z,y € K vale [z,y]" = 1 com K’ nao sendo periddico. Neste caso, ainda podemos aplicar

o item (4i) do Teorema 4.10 e concluir que exp(L;2(K)) divide n.
Teorema 4.14. Seja G um grupo.
(i) Se G € periddico, entdo R/L; o também é periodico.

(ii) Se G tem expoente, entio R/L; o tem expoente que divide exp(G).
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Demonstragao. Pelo Lema 4.4, o grupo quociente R/L; 5 é gerado por
<[90,g,a, bw]Ll,Q | g,a,b S G>

Com isso, é suficiente considerar os elementos [p, g,a,b?|L; 5, com g,a,b € G. Observe

que pelo Lema 4.2 item (i),
[907 g, a, bw]nLl,2 = H‘pa g]na a, bcp]Ll,? = [gna ¥, a, b(’p]Ll,%

para qualquer inteiro positivo n.

(1), (ii). Assumamos G periddico (resp., com expoente m). Argumentando de forma
analoga ao mostrado, podemos concluir que R/L; 5 é também periddico (resp., exp(R/L; 2)

divide m) como querfamos demostrar. a

Observe que, no item (i) do Teorema 4.14, usamos fortemente a periodicidade de G
para concluir o requerido. Entretanto, existem exemplos de grupos nao periédicos em
que R é periodico, como o caso de GG, um grupo abeliano (basta observar o item (iv) do
Teorema 2.28). Vale mencionar também que a cota expressa no item (ii) do Teorema 4.14

nao pode ser melhorada. Para mostrar isso, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.15. Seja G = C3x((C3 x C3) x C3) o grupo expresso como SmallGroup(81,12)
na biblioteca do programa GAP (que corresponde ao décimo sequndo grupo de ordem 81
sequndo a ordenagdo do programa GAP). Com auxilio desse programa, concluimos que
exp(R/L12) = exp(G) = 3. Vale ressaltar que neste caso, por G' ser ciclico, seque que

Lo € trivial.
Portanto, podemos concluir o seguinte resultado a respeito do subgrupo R.
Teorema 4.16. Seja G um grupo.
(i) Se G € periddico, entao R também € periddico.
(1) Se G tem expoente, entio R tem expoente que divide exp(G) - exp(G’).

Demonstragao. (i) Suponha G periodico. Pelo item (i) do Teorema 4.14 e item (i) do
Teorema 4.10, teremos que R/L; 5 e Ly 2 s@o perioédicos. Portanto, R é periddico.
(ii) Pelo Teorema 4.14, exp(R/L; ) divide exp(G). Agora, o item (ii) do Teorema 4.10

nos garante que exp(Lj 2) divide exp(G’). Portanto exp(R) divide exp(G) - exp(G’). O
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Atualmente, ndo conhecemos exemplos em que exp(R) > exp(G), enquanto nosso re-
sultado (Teorema 4.16) fornece a limitagao uniforme exp(R) < exp(G) exp(G’) < exp(G)2.
No entanto, os exemplos conhecidos sugerem que um limitante substancialmente menor
pode ser valido; de fato, no Exemplo 4.11 obtemos exp(R) = exp(G’) = 3, o que indica
que o expoente de G pode ser um candidato a limitante superior para exp(R). Com isso

em mente, ¢ importante ressaltar o seguinte resultado para o caso de p-grupos.

Teorema 4.17 (|7, Teorema 1.6]). Sejam p um primo e G um p-grupo solivel de com-

primento derivado d. Entao,

24 exp(G)71 p=2;

exp(R(G)) | ]
exp(G")41 p>2.

Adicionando nossa cota, temos o seguinte corolario:

Corolario 4.18. Sejam p um primo e G um p-grupo solivel de comprimento derivado d.
Entao,
min{exp(G’) - exp(G), 2¢-exp(G)¥ 1} p=2;

exp(R(C) | )
min{exp(G’) - exp(G), exp(G" )1} p>2.

No Exemplo 4.11, G ¢é soltvel de comprimento derivado 2, logo a cota de exp(G’)*!
se mostra melhor que a que encontramos. Entretanto, vale destacar que para p-grupos
de comprimento derivado superior a 3, conseguimos diminuir consideravelmente o teto do

expoente de R.

4.2 Termos da Série Derivada de x(G)

Nesta segao, estamos interessados em descrever os termos da série derivada de x(G)
em fungao dos subgrupos D, L; e Ly. Vale observar que Sidki mostrou uma cota muito
boa para o comprimento derivado de x(G) se G for soluvel (Proposi¢ao 2.27). Nossa
intengao é construir a série derivada de x(G) de uma forma analoga ao feito por Bastos,

Monetta, Oliveira e Rocco em [12, Teorema A] (veja o Teorema 2.16).

Teorema 4.19. Seja G um grupo.

(i) O subgrupo derivado x(G)' € um produto central entre D e Ly L.
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(ii) O sequndo termo da série derivada x(G)? ¢ dado pelo produto D'L|L}yL, 5.
(iii) Se k > 2, entdo x(G)* 1) € o produto central de D®, L(lk) e Lék).
Demonstragao. (i) Pela Proposigao 2.20, temos que x(G) = GL, logo

X(G) = [GL, G7L]
=[G, G¥)[G, L[, G¥][L, L]

= DL, L, L.

Observe agora que L' é gerado por elementos da forma [a, [g, ¢]]?, onde g € G e

a, f € L. Entao,

[, [g, ¢])” = [, g 'g%)°
= ([a, g*)[e, g7 ')77)°

= ([ev, 1) ([ev, g7')""7) € Ly L.

Com isso, segue que x(G)" = DL;Ly. Ainda, DNL1Ly < DNL =W < Cyq)(x(G)').
Assim, x(G)’ é produto central de D e L L.

(ii) Pelas propriedades de calculo teremos que

x(G)® = [DL,Ly, DLy Ly) = D'L, L4y Ly ».

(iii) Vamos prosseguir por indugao sobre k > 3. Pelas propriedades de calculo de comu-

tador, temos que

x(G)®) = [D'L,LyLy 5, D'L\LyLy 5] = [D'L} LYy, D' L L]
= DALY LYL), Ly).

Pelo Lema 4.1 teremos que [L}, L] = 1. Ainda,
DENLY, DO LY, LY 015 < W < Cyo((G)).

Com isso vale que x(G)® é produto central de D@, LgQ) e Lg). Suponha agora que

vale para k > 3, isto é,

(@) = DEDLEILE.
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Novamente usando propriedades de calculo de comutadores, teremos que,
X(@)F = DO LV L LY LY.
Observe que [Lgkil),Lgﬁl)} <[L),Li=1e
D® A Lk

DEALE L AL < W < Oy (x(@)FH).

k—l)’ L(kfl) e Lé’ffl)

Portanto, segue que x(G)® ¢é produto central de D! i

, COMO

queriamos. d

4.3 Termos da Série Central Inferior de x(G)

Seguindo o estudo da estrutura de x(G), conseguimos encontrar um resultado anélogo
ao Teorema 2.17 em que é possivel associar a série central inferior de x(G) a subgrupos

de D, L e Ly, da seguinte maneira:

Proposicao 4.20. Seja G um grupo. Entao, para n > 3 vale que
’Yn(X(G)) = [Dm—? G] [le—Q G] [L2>n—2 G(p]

Sabemos que Rocco descreveu em [61], a série central inferior de uma maneira diferente
(veja Teorema 2.18). Para demonstrar a Proposigao 4.20 precisaremos dos seguintes

resultados auxiliares.

Lema 4.21. Sejam g,a,b € G e o € L. Entao,
(Z) I:a7 a’ g? bso:l = [a7 a? bw?g]}.
(ZZ) I:a7 a‘F”g@’b] = [a7 a’(P7 bagg}]'

Demonstragao. Provaremos somente o primeiro item, uma vez que o segundo item segue
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de forma analoga. Se g,a,b € G e a € L, entao temos que

[, a,g,0%] = ([, a] e, @]9, 7]
= ([, a7, 0%)* [[a, ]9, 7]
= [la, a7 07 [, a)?, b7] ([, a] 7}, 0] € R)
= [, a, 0] o, a, (07)0)
= [, a, 0] o, a, (09) ) ([0, 0,077 € R)
= [a, a,b¥] e, a, b2[b7, g ]]¢
= [0, 0,677 ([ 0, [b7, g ][, a,%]P70 7T
= [a,a,b?] ta,a,b¢)? (o, a,[b?, 97" € [L, D)]; [, a,b7] € R)
= [a, a,b*] ], a, b¥][a, a, b%, g]

= |, a,b%, g]. 0
Segue diretamente do Lema 4.21 que:
Lema 4.22. Sejam G um grupo e n um inteiro positivo. Entdo vale que
(i) [L1,, G,G¥] = [L1,G%,, G|;
(ii) [Layw G?,G] = [Lg, G, G¥).

Demonstra¢ao. Demonstraremos somente o item (i) uma vez que o item (i7) segue de

forma anéloga.

Sejam ¢1, -+ ,gnt1 € G e a € L. Entdo, por [, g1, , gn-1] € L, segue do item (7)
do Lema 4.21,
[aa g1, y9n-1,9n, g;f-s-l] :[OZ, g1, ,9n-1, grf—}—la gn]
:[(1/7 g1, 9n—2, gi—i—h 9n—-1, gn]
:[Oéaglag;:-&-l?gQ to 7gn]

Isso implica que os geradores de [L4,, G, G¥] geram [L,, G¥,,, G| e vice-versa. Isso conclui

a demonstracao. O

O proximo resultado nos garante a normalidade dos subgrupos relacionados & cons-

trugao de v,(x(Q)).
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Lema 4.23. Sejam G um grupo e n um inteiro positivo. Entao os subgrupos [D,, G],

[L1,n G| [La,, G¥] sao normais em x(G).
Demonstra¢ao. Demonstraremos por indugao sobre n. Se n = 1, vale que

[Lh G]X(G) — [ng G]DGG"P
= [L1,G]"
< [L1,G][L1, G, G¥]
< [0, Gl[L1,G%,C]  (Lema 4.22)
< [L1,G][R, G]
< [Ly, Gl

Portanto, [L;, G] <t x(G). Suponha agora que [L,, G] <t x(G). E suficiente mostrar
que (L1 G)%° < [L1,n1 G]. Pelo item (i) do Lema 4.22, vale que

[leJrl G]Gw S [LlanJrl G] [[le G]7 G7 GSD]
< [Lint1 Gl[[L1,n G], G%, G

S [le+1 G] .

Similarmente, é possivel mostrar que [Ls,, G¥] < x(G).

Agora, provemos que [D,, G| é normal em x(G). Novamente por inducdo sobre n,

observe que por [66, Lemma 4.1.3], D é normal em x(G). Logo,
[D,G¥9 = [D,G]*Y = [D,G]Y = [D¥,G] < [D,G].
Suponha que vale para n. Assim,
D G = [Dois GI° = [[D GI°, G = (D11 G,
Como queriamos demonstrar. O

E sabido que R = [L;, G¥] = [L,, G], mas nem sempre podemos dizer que R = [Ly, G|
ou a R = [Ly,G¥]. Como exemplo tome G = (a,b,c) um grupo livre de ranque 3. Se

[L1,G] = R, entdo,

Haa bso] [b> a]> C] = [[CL, bcp]» C] el [b> a, 0]7
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logo,
b, a,c] = ([[a,b¢], ] [[a, b?][b, a],c] € DR = D.

Mas GN D = 1. Assim, [b,a,c] = 1, o que é uma contradigdo. O proéximo resultado
nos mostra que R é subgrupo de [Lq, G| e de [Ly, G¥]. O que nos habilita a investigar
casos onde ocorre a igualdade. Em verdade, se G ¢ abeliano, Sidki mostrou em [66] que

R = [D,G] = [L1,G] = [Ly, G¥] (Teorema 2.28).
Lema 4.24. Sejam G um grupo e n um inteiro positivo. Entao,
(R, G] < [Dyns1 G N [Lisnia G N [L2yi1 G7).
Demonstracao. Observe que ¢é suficiente provar que
R < [D,G|N[Ly,G] N [Ly, G¥].

Seja g, h,a € G. Queremos mostrar que [p, g, h, a¥] pertence aos subgrupos [D, G|, [L1, G]
e [La, G¥]. De fato,

[QO, ga ha aSO] = [[97 h%o] [h’ g]’ aSO]
= [g,h?,a?)"9[h, g, a”]

= [g.h*.a]"9h, g, a”].

Temos que [D, G] é um subgrupo normal de x(G) (Lema 4.23). Ainda, pela Identidade
de Hall-Witt (Proposigao 1.2), temos que [h, g,a¥] € [D,G]. Portanto, R < [D,G].
Agora, sem perda de generalidade, mostraremos que vale para [L1,G] e o resultado

seguira de forma analoga para Lo, G¥]. Assim,

[p. 9. h,a?] = g, h*][h, g],a%]

lg, h¥][h. g) " (g, ][R, g))*"

g, h¥1[h, g]) '[9, B¥)*" [h, )"

9, h€1[h, g]) " g, h?)[h, g )
)"
)"
)"

lg, h¥][h., g) " g, 91 (R, g]° R, 9)°, (a7 a?)]
g, h¥][h, 9) " (g, ][R, g])* R, 9], (™ a?)]
g, h¥][h, g]) 7 (g, 7] (R, g])* [[R, 9], (™ a?)]
= [p,g,h,d][n%, g% (a™"a®)].

(
(
(
(
(
(
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Novamente, pela Identidade de Hall-Witt (Proposi¢ao 1.2) e pelo Lema 4.23, segue
que [h“,g“, (a_la“’)] € [L1, G]. Consequentemente, R < [D,G|N[Ly, G] N [Lg, G¥]. O

Estamos agora em condigoes de demonstrar a Proposicao 4.20.

Demonstracao da Proposicao 4.20. Demonstraremos por inducao sobre n > 3. Se n = 3,

13(X(G)) = [DLy1 Ly, GL]
= [D,G][L1, G][L2, G][L1, L][Lo, L]
= [D,Gl[Ly, G]R[Ly, L][ Ly, L].
Note que [Lq, L] < [Ly, G][L1,G¥] e [La, L] < [La, G|[Lo, G¥]. Entao,
13(x(G)) = [D, G|[L1, G|R[L, L|[L», L]
< [D, G][L1, G]R[L1, G][L1, G*][Ls, G][L2, G¥]
< [D,G][Ly,G][Ls, G*]R
< [D,G|[L1,G][Ls, G¥] (Lema 4.24).
Isso ¢ suficiente para concluir que v3(x(G)) = [D, G][L1, G][La, G¥].

Agora se o resultado vale para n > 3, entao

'7n+1(X(G)) - HDm—l G] [le—l G] [LQWL—I G(p]v GL]
:[Dm G] [le G] [[L2m71 G@]a G]
Hlefl G]? L] [[L%nfl ch]? L]'

Pelo Lema 4.22, [Ly,,-1 G,G¥] e [La,,—1 G¥,G] sdo subgrupos de [R,, 1 G]. Ainda, o
Lema 4.24 nos garante que [R,,—1 G] < [D,, G|. Por fim, note que

[le—l G7 L] S [le G] Hle—l G]? G@] S [le G] [Dm G])

[LQ;n—l G‘P’ L] S [L27n Glp] [[LQWL—I G(p]a G} S [L27n Glp] [Dm G]

Portanto, teremos que
Yrt+1(X(G)) = [Dn-1 G][L1,n-1 G][La,n—1 G¥]. O

Agora, estudaremos os casos em que (G € um grupo nilpotente de classe c. Vale observar

que Gupta, Rocco e Sidki estudaram esse caso em [37].
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Teorema 4.25 ([37]). Seja G um grupo m-gerado nilpotente de classe c. Se m > 2 e
¢ > 1, entao x(G) € nilpotente de classe no mdzimo max{m,c+ 2}. Adicionalmente, se

m > c+ 3, entdo Ye+3(X(G)) € um 2-grupo abeliano elementar de posto no mdzrimo

> ()

Proposigao 4.26. Seja G um grupo nilpotente de classe c. Entao, [Ly1,.G], [La,. G¥],
[Dac G] S [Rac—l G]

Demonstragao. Provemos que [L1,. G| < [R,._1 G|. De fato, sejam g, h,ay,...,a.1 € G

ex=[p,g,hai,...,a) € [L1,G]. Entao,

[lg, )R, gl, an, - . ac]
[[g, h?, a)"9h, g, a4], ag, . . . ,ac)

[ Hga hcp’ al][h,g]’ a2][h7g,a1} [h’7 g,ai, a2]7 ag, ..., ac:| .

X

Indutivamente segue que

Tr = H s [[gv h‘%” al][hkq]? a?][h7g7a1]7 ey ac—l][h7g7a1’m7a672]a a’c} og.01, el
[h,g,a1, ... 4. 1,acl.
Note que [h, g,a1,...,6.-1] € Ye+1(G) = 1, o que implica em podermos reescrever
[h,g,a1,...,0.-1,ac como [h,g,ay,...,a._1,a?]. Ademais, uma vez que [g, h?] € D entao

podemos reescrever

[[ N [[97 he. al][h7g]’ QQ] [h,g,aﬂ’ o ’ac_l][h,g,al,...,ac—z]’ ac] [h,g,m,...,acfl]’
como
[l ), oo ] Fon],
Portanto,
v =[ - llg B, ], e, g, o] gg]lotanee]
[h,g, A1,y ...,0c-1, (Zf]

=lp,g,h,a1,...,a.1,a7]

=lp,g,h,af a1,as,...,a._1] (Lema 4.21).

Dessa forma [Li,. G| < [R,._1 G]. O caso de [Lg,. G¥| segue de forma anéloga.
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Seja agora y = [g¥, h,ay,...,a.] € [D,.G]. Entao,

) :[[907 hvg][gv h]7a1> . aac]

:[[907 h7g7a1][g,h][97 h7a1]7a27 s ,CLC]

:[[[907 ha g, al][g’h]7 a’2] lg.r01] [g7 h7 ay, a2]7 as, ..., CLC].
Uma vez que [g, h,aq,...,a;] = 1, indutivamente, segue que
y = H - [[90’ h,g, al][g’h]; (lg] [g,h,al}’ o 7ac_1][g,h,a1,...,ac,2]7 ac} lg,h,a1,....ac—1]
lg,h,aq,...,a.
= |:[ L [[907 h7 g, al][%h]? a?] [g,h,al]’ sy a071][g,h,a1,...,ac_2]’ ac:| Lq,h,al,m,acjl].
Portanto, [D,. G| < [L1,.G] < [R,.—1 G]. Como queriamos demonstrar. O

Segue diretamente o seguinte corolario:

Corolario 4.27. Se G € um grupo nilpotente de classe c, entao
’7n+2<X(G)) = [Rm—l G} = [Dm G] = [le G] = [LQm th]a
para qualquer n > c.

Demonstra¢ao. Combinando o Lema 4.24, a Proposigao 4.20 e a Proposic¢ao 4.26 conclui-

mos a prova. O

Observagao 4.28. Observe que podemos deduzir do Teorema 4.25, que Yeir3(x(G)) € um

2-grupo abeliano elementar. Ademais, o Coroldrio 4.27 nos garante que
Yers(X(G))* = [R..G]* = 1.

O corolario anterior ndo nos garante que x(G) é nilpotente se G for nilpotente.
Em verdade, nao conseguimos estabelecer uma condi¢ao melhor ao que Gupta, Rocco
e Sidki fizeram no Teorema 4.25. Entretanto, conseguimos mostrar uma condigao em que
[R,, G] = [D,n41 G| e que a série central inferior possui uma identifica¢do razoavelmente

simples e comportada.



CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

A primeira parte desse trabalho estava conectado com condig¢oes de finitude para o
n-ésimo produto tensorial nao abeliano de grupos. Tal estudo foi motivado pelo Professor

Guram Donadze que nos sugeriu o tema, e levou em conta trabalhos anteriores de Donadze

e Garcia-Martinez (|26]) e de Kochloukova e Sidki [42].

Para um trabalho futuro parece natural estudar questoes de expoente para o n-ésimo
produto tensorial G®™ quando G é um p-grupo finito. Tal questao foi considerada no caso
particular de n = 3 (veja [40]). Tal estudo parece natural e temos expectativas que tais

cotas possam ajudar na questao do expoente do quadrado tensorial nao abeliano G ® G.

Na segunda parte do trabalho, investigamos alguns subgrupos de R(G) dentro do
grupo de comutatividade fraca x(G). Tal estudo extrapolou nossos objetivos iniciais visto
que a abordagem escolhida usando o subgrupo L; 3(G) nos permitiu entender e limitar o
expoente do subgrupo R(G). Além disso, o estudo de L; »(G) nos possibilitou dar uma

descri¢ao para os termos da série derivada e da série central inferior do x(G).

Nessa segunda parte ha duas questoes que parecem naturais para serem exploradas:

Problema 1. Seja G um grupo com expoente finito. Entao exp(R(G)) < exp(G)?

Podemos reescrever este problema da seguinte maneira:

Problema 2. Seja G um grupo com expoente finito. Entio Li(G) =1 em quais condi-

coes para G ?

Até o momento, nao dispomos de exemplos que contradigam o Problema 1, em verdade,
podemos mencionar a Proposicao 4.9 que garante condigoes para G de tal forma que os
problemas 1 e 2 ocorram. Entretanto, cabe destacar, que métodos computacionais que

envolvem a biblioteca do SMALLGROUPS do programa GAP tem algumas limitagoes de
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finitude. Além disso, o proprio crescimento da construgao para grupos de ordem pequena,
se torna uma dificuldade adicional na obtencao de exemplos. Outra dificuldade encontrada
na obtengao de exemplos ¢ notorio o crescimento rapido da construgao de x(G) quando

G é, por exemplo, um 2-grupo veja |66, Teorema 4.2.1] e |37, Teorema 3.3].

Neste mesmo contexto, observe que no item (i) do Teorema 4.14, temos que existem
casos de um grupo G nao periodico, G’ peridédico com R periédico. Assim, podemos

mudar a hipotese do Problema 1 para a seguinte maneira:

Problema 3. Seja G um grupo.

(i) Se G' ¢é periddico, seque que R também é periddico? Caso contrdrio, sob quais

condicoes adicionais sobre G essa implicacao € vdlida?

(11) Se G' tem expoente finito, é verdade que exp(R) < exp(G')? Caso contrdrio, sob

quais hipdteses adicionais essa desigualdade pode ser garantida?

Numa dire¢ao analoga ao Teorema 4.10, temos o seguinte problema:

Problema 4. Sejam n um nimero natural e G um grupo finitamente gerado no qual
todos os comutadores de peso 3 tem ordem dividindo n. Entao L, o tem expoente limitado

em termos de n?
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