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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo de sélitons de translacio para o fluxo do inverso
da curvatura média dados por superficies regradas e superficies ciclicas, isto €, superficies
folheadas por retas e circunferéncias, respectivamente. Com base no artigo [Kim-Pyo, Results
Math (2019) 74:64], apresentamos a prova do teorema que estabelece que um soliton de
translacao regrado para o fluxo do inverso da curvatura média € um cilindro sobre uma
cicloide reescalada. Na sequéncia, € apresentada a prova de que todo soliton de translagdo
ciclico é dado por uma superficie de revolucao cujo eixo de revolugdo € paralelo a direcdo de
translacdo.

Palavras-Chave: Fluxo do inverso da curvatura média, sélitons de translacdo, superficie

regradas, superficies ciclicas.



Abstract

In this work, we present a study of translating solitons for the inverse mean curvature
flow given by ruled surfaces and cyclic surfaces, that is, surfaces foliated by straight lines and
circles, respectively. Based on the article [Kim-Pyo, Results Math (2019) 74:64], we present
the proof of the theorem that establishes that a ruled translational soliton for the inverse mean
curvature flow is a cylinder over a rescaled cycloid. Subsequently, we present the proof that
every cyclic translational soliton is given by a surface of revolution whose axis of revolution
is parallel to the direction of translation.

Keywords: Inverse mean curvature flow, translating solitons, ruled surfaces, cyclic
surfaces.
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Introducao

Se £ C R? é uma superficie orientada e F : £ x [0,T) — R uma aplicacio suave, com
F(X,0) = £, dizemos que a familia de superficies {F;(X) },c[o,) evolui pelo Fluxo do Inverso

da Curvatura Média (FICM) se existe um campo normal unitdrio N; ao longo de F; tal que

SR =~ sN(), peTreloD) m
em que F;(-) := F(-,t), H/(p) denota a curvatura média de F; no ponto p, calculada em
relac@o a orientacao determinada por N;.

De acordo com Kim e Pyo [18], o FICM tem sido amplamente estudado nao apenas
como um tipo de fluxo geométrico, mas também como uma ferramenta importante na
obtencdo de desigualdades geométricas. Na perspectiva de fluxos geométricos, considerando-
se existéncia de solucdes suaves, comportamento assintético e singularidades, temos os
trabalhos [10, 24, 23, 15]. Do ponto de vista das aplicagdes, temos vdrias desigualdades
geométricas Otimas e significativas que foram obtidas usando o FICM. Kim e Pyo mencionam
algumas delas em seu trabalho: a desigualdade de Penrose Riemanniana estabelecida por
Huisken e Ilmanen [13, 14]; desigualdades integrais do tipo Alexandrov-Fenchel obtidas
por Guan e Li [11]; uma desigualdade para hipersuperficies na variedade anti-de Sitter—
Schwarzschild n-dimensional, obtida por Brendle ef al. [4], generalizando a desigualdade
classica de Minkowski para superficies no espago euclidiano tridimensional. Outra aplicacao
importante € a obtida por Bray e Neves [3], que usaram o FICM para computar o invariante
de Yamabe e provaram a conjectura de Poincaré para 3-variedades com invariante de Yamabe
maior do que o de RP3.

Uma classe de solugdes especiais do FICM € constituida pelos sdlitons de translagdo,
que descrevem evolugdes de superficies por translagdes ao longo de uma direcao fixa.
Especificamente, tais solu¢des da Equagdo (1) sdo dadas por F(p,t) = F(p) +1tT, em que
T € R? é um vetor constante. Tal solucgdo fica determinada pela condicao inicial £ quando
esta satisfaz a equacao

(H,T) =1,
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em que H é o vetor curvatura média de Y, isto é, H=HN ,onde H e N denotam a curvatura
média e o campo normal unitdrio de X, respectivamente. Uma vez que tais superficies
determinam as solucdes dadas por sélitons de translagdo, uma superficie ¥ C R? é também
chamada séliton de translacdo. Drugan et al. [9] introduziram a cicloide gerada por um
circulo de raio }l como o exemplo mais simples de séliton de translagdo. Eles também
introduziram como séliton de translacdo o produto euclidiano entre a cicloide e R, chamado
de cilindro sobre uma cicloide.

Evolugdes geométricas como a descrita por solitons de translacio constituem solugdes
importantes no contexto dos fluxos geométricos. Um dos fluxos geométricos mais importantes
na literatura é o Fluxo da Curvatura Média FCM, em que superficies evoluem na direcao
normal com velocidade dada pela curvatura média. Solitons de translacdo sdo solucoes
especiais do FCM e também representam singularidades do Tipo II [16]. No caso do FCM, a
condigdo inicial X do séliton é determinada pela equacdo H = (N, T'). Na literatura podemos
encontrar abordagens que envolvem estruturas geométricas especificas para a construcio e
classificacdo de solitons de translacdo para o FCM. Por exemplo, solitons rotacionalmente
simétricos sao abordados em [2] e [7].

Considerando-se solitons de transla¢do para o fluxo da curvatura média dados por superti-
cies regradas e ciclicas, isto €, superficies que possuem a propriedade de serem folheadas por
retas e por circunferéncias, respectivamente, temos os artigos [12, 17] (veja também [20]).
Dentre as solucdes descritas em [12], temos uma reparametriza¢io do cilindro Grim-Reaper,
ou seja um cilindro sobre a curva Grim-Reaper a(x) = (x,—log|cos(x)|). Jd em [17], é
mostrado que um séliton de translacao ciclico para o FCM € uma superficie de revolucao
cujo eixo € paralelo a e3. Em comparacdo com os sélitons de translacdo para o FCM, temos
muito poucos exemplos de sélitons de translacio para o FICM.

Esta dissertacdo apresenta um estudo de sélitons de translagao para o fluxo do inverso
da curvatura média em R> baseado no artigo de Kim e Pyo [18]. Sao consideradas duas
classes de superficies como sélitons de translagdo: as superficies regradas e as superficies
ciclicas. Como resultados principais, serdo apresentados o teorema que estabelece que um
soliton de translacdo regrado para o fluxo do inverso da curvatura média é um cilindro sobre
uma curva cicloide reescalada, e o teorema de que todo séliton de translagdo ciclico € dado
por uma superficie de revolugdo cujo eixo de revolugdo € paralelo a direcdo de translagao.
Além disso, mostra-se que superficies de translagdo com geratrizes o (u) = (1,0, f(u)) e
B(v) = (0,v,g(v)) que sdo sdlitons de translagdo para o fluxo do inverso da curvatura média
também sdo os cilindros sobre uma cicloide reescalada.

O trabalho € organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, vamos reunir as defini¢oes,

notacdes e resultados preliminares que serdo usados ao longo do trabalho. O Capitulo 2 é
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dedicado ao estudo das superficies ciclicas, em que apresentamos a prova da rigidez dos
solitons de translagdo como cilindros sobre cicloides reescaladas e o teorema da unicidade
para superficies de translacdo na classe mencionada acima. No Capitulo 3, estudamos as
superficies ciclicas. Inicialmente, é apresentado um lema fundamental que mostra que os
circulos da folheac@o estdo em planos paralelos e, em seguida, apresentamos a prova do
teorema principal, estabelecendo os solitons de translacio ciclicos como superficies de

revolugdo.



Capitulo 1

Conceitos e resultados preliminares

O presente capitulo tem como objetivo apresentar defini¢des e resultados que serdo impor-
tantes para a leitura e compreensao dos proximos capitulos, além de estabelecer a nota¢do que
serd utilizada ao longo do texto. Inicialmente, vamos expor conceitos fundamentais de curvas
e superficies que serdo utilizados neste trabalho. Na sec@o 1.2, apresentaremos o chamado
Fluxo do Inverso da Curvatura Média para superficies e uma solugdo especial do mesmo.
Em seguida, na secdo 1.3, vamos abordar alguns resultados e identidades trigonométricas
necessarios em demonstracdes futuras. Finalmente, na se¢do 1.4, definiremos alguns casos
particulares de superficies que serdo estudados nos capitulos seguintes no contexto do Fluxo
citado.

As referéncias bibliogréficas para este capitulo sdo [5, 6, 8, 9, 18, 21], onde informacdes

adicionais podem ser encontradas.

1.1 Conceitos basicos de curvas e superficies

Nesta se¢do, apresentamos nocdes e resultados basicos da teoria de curvas e superficies.
Os resultados apresentados aqui serdo apresentados sem demonstracdo, pois a se¢ao trata
apenas de uma recapitulacdo cujo objetivo principal € estabelecer notacdo. A referéncia

principal desta secdo € [8].

1.1.1 Geometria de Curvas em R>

Apresentaremos abaixo conceitos e resultados fundamentais da teoria local das curvas
em R>. Uma defini¢do de curva, suficiente para os propdsitos dos capitulos seguintes, segue

abaixo:
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Definicao 1.1. Uma curva diferencidvel parametrizada € uma aplicacdo diferencidvel o :
I — R? de um intervalo aberto / = (a,b) da reta real R em R>.

Diremos que uma curva diferencidvel parametrizada € plana se existe um plano 7 em R’
tal que (1) C 7.

/

Definiciio 1.2. O vetor o' () = (x'(¢),y'(1),Z/(t)) € R é chamado o vetor tangente (ou vetor

)
velocidade) da curva o(¢) em t, onde x'(¢), y'(¢) e Z'(¢) sdo a primeira derivada de x(t), y(t)

3«

'
(

e z(t) respectivamente. A imagem (/) C R’ é chamada o traco da curva c.

Quando nao ha prejuizo no entendimento, € comum identificarmos a curva com o seu

traco.

Definicao 1.3. Uma curva diferencidvel parametrizada o : [ — R’ é chamada regular se
a/(t) # 0 para todo ¢ € 1. Pontos em que ¢'(t) = 0 serdo chamados pontos singulares.

Exemplo 1.1. Uma cicloide é uma curva plana descrita ao rolar um ponto fixo de uma
circunferéncia de raio r > 0 sem escorregar ao longo de uma reta (veja Capitulo 1 em [1]).
Em RR?, escolhendo eixos cartesianos de modo que a reta de rolamento seja o eixo x, que o
movimento da circunferéncia aconte¢a no plano xz e que o ponto gerador esteja na origem

no instante inicial, temos parametrizacao candnica da cicloide no plano xz (Figura 1.1):

o(p)=r(p—senp,0,1—cosp), pER, (1.1)

Observe que para p = 2km, k € Z temos pontos singulares na cicloide. Tal curva serd
importante no capitulo 2.

=1
2 —
g
(=23
(=)

10 12

Figura 1.1 Cicloide com r=1e¢ p € [0,47]

A seguir apresentamos conceitos e resultados bdsicos para compreender a geometria local

de curvas parametrizadas regulares.
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Definicao 1.4. Dado ty € I, o comprimento de arco de uma curva parametrizada regular
a:I—R3a partir do ponto 7y, € por defini¢ao

)= [ ()] de,

onde ||o/(t)|| = \/(x’(t))2 +(/(t))2+ (7 (t))? é o comprimento do vetor o (z).

Definicdio 1.5. Uma curva regular o : I — R? & dita parametrizada pelo comprimento de

arco s se, paratodo t € I,

t
o (u) || due = t =19,
Ty

onde 1y € I € fixo.

Pode-se mostrar que uma curva regular sempre admite reparametrizagdo pelo compri-

mento de arco. Neste caso, tem-se que ||a/(s)|| = 1 para todo s € I.

Definicao 1.6. Seja o : I — R> uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I. O

namero
k(s) = [l (s)]]

chama-se curvatura de o em s.

Definicdo 1.7. Seja 5o € I tal que k(sg) # 0. O vetor

n(so) =
€ denominado vetor normal de o« em sg. O vetor binormal a &t em sg € 0 vetor
b(so) =1(so) An(sp).
Tomando ¢(s) = o' (so), temos que #(sg) € n(sg) sdo vetores ortonormais e
t'(s0) = k(so) n(sg).

Defini¢do 1.8. O nimero 7(s) definido por
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¢ denominado for¢cdo de o em s.

A torcdo indica qudo rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhancga de s, do plano
determinado por #(s) e n(s). Para uma curva plana, o plano da curva coincide com o plano
determinado por ¢(s) e n(s) e, consequentemente, a tor¢do é nula.

Em suma, para cada pardmetro s, existe um referencial ortonormal {(s),n(s),b(s)}, o

qual é chamado referencial de Frenet em s. Vale destacar as equacdes abaixo:

t'(s) = k(s)n(s),
n'(s) = —k(s)t(s) = 7(s) b(s),
b (s) = t(s)n(s),

que sdo chamadas Formulas de Frenet.
O comportamento local de uma curva pode ser descrito completamente por k e 7. Este é

o conteudo do teorema fundamental das curvas:

Teorema 1.1 (Teorema fundamental das curvas). Dadas fun¢des diferencidveis k(s) > 0 e
17(s), existe uma curva regular o : I — R?, parametrizada pelo comprimento de arco s, tal
que k(s) é a curvatura e 7(s) é a torcdo de o.. Além disso, se o : 1 — R> e B :1— R sdo
curvas parametrizadas pelo comprimento de arco com a mesma curvatura k e torcao 7 (a
menos de sinal), entdo a e B sdo congruentes, isto €, existe um movimento rigido de R’ que

leva a imagem de o na imagem de f3.

1.1.2 Geometria de Superficies em R3

Nesta subsecao, introduzimos a nocao e resultados fundamentais de superficies regulares
em R>.

Definicao 1.9. Uma superficie regular X € um subconjunto de R tal que, para todo ponto
p € X, existe uma vizinhanca V de p em R’ e uma aplicacdo X : U — V NZX, definida em um
aberto U C Rz, satisfazendo: X é diferenciavel, X é um homeomorfismo sobre VNX C R3 ,
e sua diferencial dX,, : R? — R3 ¢ injetiva para todo g € U (condigdo de regularidade).

Neste caso, chamamos X de uma parametrizagdo de X e a vizinhanca V NX de p em
Y € chamada de vizinhanca coordenada. A defini¢do anterior é adequada se queremos
considerar tanto propriedades locais quanto globais de uma superficie. Porém, podemos
definir superficie como uma aplicagcdo, como no caso das curvas, desde que apenas questoes

locais sejam consideradas. Segue abaixo a nocdo de Superficie Parametrizada:
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Definicao 1.10. Uma superficie parametrizada X : U C R?> — R? é uma aplicacdo diferenci-
4vel X de um conjunto aberto U C R? em R?. O conjunto X (U) C R? é chamado o traco de
X. Dizemos que X € regular se a diferencial dX, : R? 5 R ¢ injetiva para todo g € U (isto
€, 0s vetores % e % sdo linearmente independentes para todo g € U). Um ponto p € U onde

dX,, ndo € injetiva € chamado um ponto singular de x.

As defini¢Oes dadas acima ndo dependem do sistema de coordenadas/parametrizacao
escolhido. A condicdo de regularidade na defini¢do de uma superficie regular X garante que,
para cada p € ¥, o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas de ¥, passando
por p, constituem um plano. Entendemos por vetor tangente a ¥, em um ponto p € ¥, o vetor

tangente ' (0) de uma curva parametrizada diferencidvel o : (—€,€) — X, com ¢ (0) = p.

Proposicio 1.1. Seja X : U C R?> — S uma parametrizacio de uma superficie regular ¥ e

seja g € U. O subespaco vetorial de dimensao 2,
dX,(R?) c R?,
coincide com o conjunto de vetores tangentes a ¥ em X (q).

Definiciio 1.11. O plano tangente a £ em p, denotado por T,Z, é o plano qu(Rz) que passa
por X(q) = p.

Podemos provar que esse plano ndo depende da parametrizacdo X. A escolha de uma

parametrizacdo X determina uma base {X,,X,} de T,X, chamada de base associada a X,

0X 0X
onde X, =—eX, = —.

u v

Dado um ponto p em uma superficie regular X, existem dois vetores unitarios em R3 que
sdo normais ao plano tangente 7,X; cada um deles € chamado de vetor normal unitdrio em p.
Uma vez fixada uma parametrizagdo, X : U C R?> — £ em p € X, podemos definir a escolha
de um vetor normal unitdrio em cada ponto g € x(U), pela seguinte regra

XuNX,

N(p) = 422v
P)= A%

(q)-

Assim, obtemos uma aplica¢ao diferenciavel N : X (U) — R3. Se pudermos estender essa
aplicacdo de maneira diferencidvel a X, ou seja, existir um campo diferencidvel de vetores
normais N : £ — R>, dizemos que tal superficie é orientdvel. Ao longo deste trabalho, ¥
denotard uma superficie orientavel, onde foi escolhida uma orientacdo N.

Agora, nosso objetivo € estender o conceito de curvatura para superficies regulares.
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Definicao 1.12. Seja C uma curva regular em X passando por p € X, k a curvatura de C em
p,ecosO = (n,N), onde n é o vetor normal a C e N é o vetor normal a £ em p. O niimero

k,, = kcos 8 é chamado a curvatura normal de C C X em p.

Podemos pensar em curvatura normal ao longo de uma dada direcdo em p. Vale o

seguinte resultado:

Proposicao 1.2. Todas as curvas de uma superficie ¥ que t€m, em um ponto p € ¥, a mesma

reta tangente possuem, neste ponto, a mesma curvatura normal.

Definicao 1.13. O maximo da curvatura normal k; € o minimo da curvatura normal k3, sdo
chamados curvaturas principais em p; as direcdes correspondentes, isto é, as dire¢des dadas

pelos autovetores e e e; sdo chamadas diregoes principais em p.

Segue da Defini¢cdo 1.12 que as curvaturas principais mudam de sinal quando mudamos a

orientagdo da superficie.

Definicao 1.14. Em termos das curvaturas principais k| e kp, definimos a curvatura Gaussi-

ana K e a curvatura média H de ¥ como
K =kk, H=ki +k.

Tais curvaturas sdo quantidades geométricas importantes para entender o comportamento
de uma superficie. Nos capitulos seguintes, vamos utilizar com frequéncia a Curvatura Média
H. Convém introduzir o vetor curvatura média para uma superficie, definido por H = HN.
Também, vamos definir uma expressao de H, que serd utilizada mais adiante, usando um

sistema de coordenadas locais

¢G —2fF +gE

H =
EG—F?

onde
E=(X,X,) F=(X,X,) G=({X,X))
sao chamados coeficiente da 1?* forma fundamental e

e=—(Ny,xy) = (N,Xu),
f = _<NV7XM> = <N7xuv> = <N7xvu> = _<Nuaxv>7
g=—(Ny,xy) = (N,x).
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sdo os coeficientes da 2* forma fundamental. Para mais informacdes sobre as formas funda-

mentais para superficies, ver [8].

1.2 Fluxo do inverso da curvatura média

Nesta secdo apresentamos conceitos basicos do Fluxo do Inverso da Curvatura Média
para superficies, adaptados dos artigos [6, 9, 18]. Apresentaremos uma solugdo especial

desse fluxo, a saber, os sélitons de translac@o, que serdo estudados nos capitulos seguintes.

Definicdio 1.15. Seja £ uma superficie e seja F : £ x [0, T) — R> uma aplicacdo suave, com
F(-) :=F(,t) e F(X,0) = X. Dizemos que a familia de superficies {F;(X)}c[o r) evolui
pelo Fluxo do Inverso da Curvatura Média (FICM) se existe um campo normal unitario N;

ao longo de F; tal que

d 1

EFt(p):_MNt(p), peX, tel0,7T).

Aqui H,(p) denota a curvatura média de F; no ponto p, calculada em relag¢@o a orientago

determinada por N;. Em particular, para que 7 esteja bem definido, usualmente se assume
t
H; > 0.

O fluxo do inverso da curvatura média admite algumas solugdes especiais, chamadas
solitons, que desempenham um papel central na compreensdo do comportamento do fluxo.
De maneira informal, um sdliton € uma solucdo que evolui preservando a sua forma, isto €, a
geometria essencial da superficie ndo muda ao longo do tempo. Uma classe relevante desse
tipo de solugdo sdo os sdlitons de translagdo, que apenas se deslocam com velocidade cons-
tante ao longo do fluxo. Pode-se mostrar que tais solu¢des ficam inteiramente determinadas
pelas superficies dadas como condicdes iniciais, que também chamaremos sélitons e estdo

definidas abaixo.

Definicdo 1.16. Seja X C R3 uma superficie com curvatura média H e campo normal unitario
N. Dizemos que X € um sdliton de translac¢do para o fluxo de curvatura média inversa (FICM)

se existe um vetor constante ndo nulo T € R? tal que
1 i
——N=T em X, (1.2)
H

onde T denota a componente normal do vetor constante 7 ao longo de . Dizemos que T é
a direcdo de translagdo do séliton X. Neste caso, a evolucdo é dada por F(p,t) = p+1tT, em

que p € X.
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A proposicdo a seguir nos apresenta uma equagdo alternativa para definir séliton de
translacdo que serd usada mais adiante:

Proposicao 1.3. Seja X C R> uma superficie com H = 0 e seja N um campo normal unitario
global. Entdo X é um séliton de translagio do FICM com direcio T € R*\ {0} se, e somente

se,
(HT)=—-1 emZX. (1.3)

Demonstracdo. Como T+ = (N, T)N, a Equacio (1.2) equivale a

= N.T).

Multiplicando por H e usando H = HN, obtemos
—1=H(N,T)=(HN,T) = (H,T).

_ 1
Reciprocamente, se (H,T) = —1, entdo H(N,T) = —1. Assim, (N,T) = g © portanto,
1
T+ = (N,T)N = _EN’ como querfamos. O
Observacdo 1.1. Podemos reescrever a Equagdo (1.3) como:

1
(N.T)+ 2 =0 (1.4)

Essa versao da equacgdo serd usada no Capitulo 2.

1.3 Alguns resultados e identidades trigonométricas

Nesta secdo, abordamos alguns resultados e identidades trigonométricas que serdo utili-
zados no Capitulo 3. Mostraremos as manipula¢des necessdrias para obtermos identidades
empregadas mais adiante, além da defini¢do e dos resultados de polindmios trigonométricos,
que serdo uteis no capitulo mencionado. Estes foram adaptados do Capitulo 2 e Apén-
dice B de [5], e do Capitulo 1 de [22], que trabalham o caso mais geral de polindmios
trigonométricos no espago complexo.

Primeiramente, vamos definir um polindémio trigonométrico real.
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Definicao 1.17. Seja n € N um niimero natural e A, ...,A, € By, ..., B, nimeros reais. Um

polinémio trigonométrico real ¢ uma funcio P : R — R da forma:
n
P(x) =Aop+ Z (Am cos(mx) + By, sen(mx)) )
m=1

Os valores m em cada termo trigonométrico sao chamados de frequéncia.

Definicao 1.18. A ordem do polindmio trigonométrico € o maior valor de m para qual a soma
|Amm| + |Bm| > 0. Quando A,, = B, = 0 para todo 1 < m < n, a ordem do polindmio ¢ 0.

~ 1—cos(2 1 2 ~
As expressdes sen’x = %(x), cos?x = +C+(X) € Senx cosx = % sen(2x) sdo bem

conhecidas e se tratam de polindmios trigonométricos de ordem 2. Também valem as

3(y) = Bl sen(v) ¢ o3 (y) — 3easllteas) gue sio polindmios de ordem

férmulas sen
3, expressoes essas que serdo usadas posteriormente no Capitulo 3. Nesses exemplos, vemos
que produtos de sen(v) e cos(v) com 2 e 3 fatores geram polimonios trigonométricos de
ordem 2 e 3 respectivamente. Esse padrdao ndo € uma coincidéncia e podemos mostrar que
tal resultado continua valido para um produto de n fatores. Para isso, precisamos do lema e

proposicao a seguir:

Lema 1.1. Sejam a, b e x nimeros reais. Valem as seguintes identidades:

sen(ax + bx) + sen(ax — bx)
2 2

cos(ax + bx) + cos(ax — bx)
2 b

i) sen(ax)cos(bx) =

i) cos(ax)cos(bx) =

cos(ax — bx) — cos(ax + bx)
5 :

Demonstragdo. i) Utilizando as férmulas do seno da soma e da diferenca:

iii) sen(ax)sen(bx) =

[sen(ax+ bx) + sen(ax — bx)| =

| =

= % [sen(ax) cos(bx) + sen(bx) cos(ax) + sen(ax) cos(bx) — sen(bx) cos(ax)}
= % [2sen(ax) cos(bx)]

= sen(ax) cos(bx).
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ii) Aplicando as férmulas do cosseno da soma e da diferenga:

% [ cos(ax + bx) +cos(ax — bx)| =
= % [COS(ax) cos(bx) — sen(ax) sen(bx) + cos(ax) cos(bx) + sen(ax) sen(bx)}
= % [2cos(ax) cos(bx)]

= cos(ax) cos(bx).
iif) Por fim, novamente usando as férmulas do cosseno da soma e da diferenca:

[ cos(ax — bx) + cos(ax+ bx)|

_ ] [ cos(ax) cos(bx) + sen(ax) sen(bx) — cos(ax) cos(bx) 4 sen(ax) sen(bx)]

2
1
2

| =

[2sen(ax) sen(bx)]

= sen(ax) sen(bx).

O
Aplicando o lema anterior recursivamente, € possivel provar a proposicdo seguinte,
adaptada do Capitulo 1 de [22].

Proposic¢io 1.4. O produto de dois polindmios trigonométricos P(x) e Q(x) com ordem m e

n, respectivamente, ¢ um polindmio trigonométrico R(x) de ordem m + n.
Agora ja conseguimos provar o resultado motivado anteriormente:

Proposicao 1.5. Sejap e Ne
p
P(x):ng(x), xR,
j=1

onde, para cada j € {1,...,p}, tem-se g;(x) € {senx,cosx}. Entdo P é um polindmio

trigonométrico real de ordem p.
Demonstragdo. A demonstracdo € por inducio em p.
Caso base (p = 1). Se p = 1, entdo P(x) = senx ou P(x) = cosx, e a ordem € 1.

Passo indutivo. Suponha que, para algum p > 1, o produto de p fatores pode ser escrito

como

Py(x) = Ao+ i (A cos(mx) + By, sen(mx)),
m=1
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com ordem p, isto &, |A,| 4 |B,| > 0. Considere g,1(x) € {senx,cosx}, um polindmio de

ordem 1 e defina
Pp—H <x> = Pp(x)gp-i-l (x)

Pela proposicao anterior, P, 1(x) tem grau p + 1 e, por indugdo, o resultado vale para todo
peN. [

Nosso préximo objetivo € provar que os termos de um polimonio trigonométrico real,
como dado na Definicdo 1.17, sdo linearmente independentes. Comecemos demonstrando o

lema abaixo:

Lema 1.2. Sejam a e b nimeros inteiros positivos € x um ndmero real. Valem as seguintes

identidades:

T
i) / sen(ax) cos(bx) dx =0,
—7T
T
ii) / cos(ax)cos(bx) dx = 0 quando a # b,
]

T
iii) / sen(ax) sen(bx) dx = 0, quando a # b,
—T

/ T
iv) / cos(ax)cos(bx) dx = / sen(ax)sen(bx) dx = m, quando a = b # 0,
-

-7

V) /_ﬂ cos(0x)cos(0x) dx =2me /7r sen(Ox) sen(Ox) dx = 0.

-7

Demonstragdo. i) Usando a 1* identidade do Lema 1.1, temos:

T 1 T 1 T
/ sen(ax)cos(bx) dx = = / sen((a+b)x) dx+ —/ sen((a—b)x) dx =0,
-7 2)-n 2)-n

pois a integral definida de fun¢do impar em intervalo simétrico € nula.
ii) Usando a 2* identidade do Lema 1.1 e considerando a e b inteiros positivos distintos,

encontramos

/7r cos(ax)cos(bx) dx = %/n cos((a+Db)x) dx+ % /_ﬂ cos((a—b)x) dx

h _ senz(a +Db)m) sen((a—b)7)
a a+b * a—b

=0
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jd a+b e a— b sdo inteiros ndo nulos.
iii) Usando a 3* identidade do Lema 1.1, e considerando a e b inteiros positivos distintos,

obtemos:

T 1 T 1 T
/ sen(ax) sen(bx) dx = 5/ cos(a—b)x dx — 3 / cos(a+b)x dx

) _ senE(a—b)n) B sen((a—I—l;)n) _o
a—>b a+b

pois a+ b e a — b sdo inteiros ndo nulos.

iv) Do desenvolvimento das integrais usado nas demonstracdes dos itens ii) e iii) do
atual lema, concluimos que quando a = b inteiros positivos, a integral de cos(a + b)x € nula.
Porém, a integral de cos(a — b)x é igual a 27 e, quando multiplicada pelo fato 1/2, resulta
em 7.

v) Trivial. ]

Agora, podemos provar o resultado mais importante dessa se¢ado:

Teorema 1.2. Se um polindmio trigonométrico € identicamente nulo, isto &,
n
=Ao+ Z (A cos(mx) + By, sen(mx)) =0,

entdo A,;, = B, =0 paratodo 1 <m<neAg=0.

Demonstracdo. Seja 1 < m* < n um indice de frequéncia do polindmio trigonométrico.
Multiplicando o polindmio P(x) por cos(m*x) e integrando na varidvel x de —7 até 7, temos:

T
/ COS m )C
-7

Dai, por propriedades de somatdrio, vale:

-

n T
Ap+ Z (A cos(mx) + By, sen(mx)) ] dx:/ cos(m*x)-0dx =0

T
AO/ cos(m™*x)dx + Z A / cos(mx) cos(m*x) dx+ Z Bm/ sen(mx) cos(m*x) dx = 0.
m=1 T

Temos, pelo Lema 1.2, que as integrais definidas de cos(m*x) e de sen(mx) cos(m*x) acima
sdo nulas; ja as de cos(mx) cos(m*x) sdo nulas, com a exce¢do do caso em que m = m*. Logo
a expressao anterior pode € simplificada para:

T
Ap | cos?(m*x) dx = 0.

—T
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Sabemos que a integral de cosz(m*x) ¢ ndo nula, de modo que concluimos que A,,+ = 0.
De modo anédlogo, vamos multiplicar o polindmio por sen(m*x) e integrar na varidvel x

de —m até 7:

T
/ sen m x
—T

Isso implica:

—T

n T
) |Aog+ Z Ay cos(mx) + By, sen(mx)) ] dx:/ sen(m*x)-0dx =0

T n / n T
AO/ sen(m*x)dx+ Z Am/ cos(mx) sen(m*x) dx+ Z Bm/ sen(mx) sen(m*x) dx = 0.
-7 m=1 -z me1 ]

Novamente, pelo Lema 1.2, temos que as integrais de sen(m™x) e cos(mx) sen(m*x) anteriores
sdo nulas; ja as de sen(mx) sen(m™x) sdo nulas, com a excegéo do caso em que m = m”*. Assim,

a expressao anterior pode ser escrita como:
o2
Bm*/ sen”(m*x) dx =0.
—7T

Como a integral de sen2(m*x) € ndo nula, obtemos B, = 0. Finalmente, sabendo que
Ap = By =0 paratodo 1 <m <ne P(x) =0 concluimos que Ay = 0. O

1.4 Superficies regradas, ciclicas e de translacao

Nesta secao, introduzimos os conceitos de superficies regradas, ciclicas e de translacao.

As referéncias para essa se¢do sao [8, 18, 21].

Definiciio 1.19. Uma superficie S C R é chamada superficie de translagdo se é dada em sua

forma paramétrica como
X(s,1) = afs) +B(2),

em que o : [ — R3 e B : J — R? sdo duas curvas regulares tais que o' (s) A B(¢) # 0, para
todo (s,t) € I x J.

A defini¢do acima foi elaborada tendo como base o artigo [21]. Um caso particular de
superficie de transla¢do é dado quando & e 3 sdo curvas planas dadas por a(u) = (u,0, f(u))

e B(v) =(0,v,g(v)), em que f e g sdo fungdes diferenciaveis. Neste caso, a parametrizagao
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da superficie é dada como o grafico

X(u,v) = (u,, f(u) +8(v)).

Um exemplo cldssico de superficie de translagdo dada dessa forma € a superficie minima de
Scherk, em que f(u) = —log(|cos(u)|) e g(v) = log(|cos(v)|. Recomendamos a referéncia
[21] para mais detalhes sobre superficies de translacao.

As proximas defini¢Oes foram elaboradas a partir das referéncias [8, 18] e serdo funda-

mentais para os préximos capitulos.

Definiciio 1.20. Dizemos que uma superficie ¥ C R® é uma superficie regrada se X é

parametrizada localmente por
X(u,v) =a(u)+vp(u) (1.5)

onde o(u) é uma curva parametrizada chamada de diretriz da superficie X, B(u) estd na

esfera unitdria e é perpendicular a o (1), ou seja, (o, B) = 0.

Se a(u) é uma curva plana e 3 (u) for constante, dizemos que X é uma superficie cilindrica.
Além disso, quando 3 é constante, temos que ¥ também pode ser vista como uma superficie

de translagdo.

Definiciio 1.21. Seja eo(x) um campo vetorial unitdrio de R*, u € I C R, e seja I'(«) uma
curva integral de e(. Para cada u considere o plano IT(u) ortogonal a eg(u). Em cada plano
II(u), tome uma circunferéncia de raio r(u) > 0 e centro c(u),em que r: I - Rec: I — R
sdo aplicacdes diferencidveis. A unido dessas circunferéncias forma um conjunto ¥ chamado

superficie ciclica.

A partir do referencial de Frenet, dado na secdo 1.1, para a curva I" a superficie ciclica

pode ser parametrizada por

X :1x(0,2m) = R3,

(1.6)
(u,v) — c(u) + r(u) (cos(v)n+sen(v)b),

em que r(u) € o raio da circunferéncia e c(u) € o centro da circunferéncia.
Um caso particular de superficies ciclicas é dado pelas superficies de revolugdo, que
ocorrem quando os planos I1(u) sdo paralelos e o conjunto ¢(I) é uma reta perpendicular a

esses planos. A seguir apresentamos a defini¢ao de superficie de revolucao.

Definicdo 1.22. Seja ¥ C R o conjunto obtido ao girarmos uma curva regular plana C em

torno de um eixo no plano que nio encontra a curva. A menos de movimento rigido, vamos
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considerar o plano xz como o plano da curva e o eixo Oz como o eixo de rotacdo. Seja
Xzf(V), Z:g(v)a a<v<b, f(V)>O,

uma parametrizacdo para C e denote por u o angulo de rotacdo em torno do eixo Oz. Assim,
obtemos a aplicacao

X(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)),

do conjunto aberto U = {(u,v) € R? 0 < u < 2m,a < v < b} em S. S é uma superficie
regular chamada superficie de revolucdo. A curva C é chamada curva geratriz ou curva
perfil de S, e o eixo Oz € o eixo de rotagdo de S. Os circulos descritos pelos pontos de C sdo
chamados de paralelos de S, e as vérias posi¢des de C sobre S sdo os chamados meridianos
de X.



Capitulo 2

Solitons de Translacao Regrados para o
FICM em R’

Neste capitulo abordaremos sdlitons de translacdo para o Fluxo do Inverso da Curvatura
Média dados por superficies regradas. O teorema principal do capitulo é um resultado de
rigidez que estabelece que os tnicos sélitons de translagdo para o fluxo inverso da curvatura
média, dados por superficies regradas, sao cilindros sobre uma curva cicloide reescalada. Serd
abordada também a caracterizacio dos sélitons de translacdo em uma classe de superficie de
translacdo, em que as curvas geratrizes sao curvas planas, dadas por graficos e contidas em

planos ortogonais. A referéncia para este capitulo € o artigo [18].

2.1 Rigidez de solitons de translacao regrados

Nesta secdo apresentamos a prova da rigidez de sdlitons de translac@o para o fluxo do
inverso da curvatura média que sdo dados por superficies regradas. A rigidez é dada em

termos de cilindros sobre uma curva cicloide reescalada.

Teorema 2.1. Os tnicos sdlitons de translacdo dados por superficies regradas para o fluxo

do inverso da curvatura média sao os cilindros sobre curvas cicloides reescaladas.

Demonstragdo. Seja ¥ um soliton de translacdo regrado, que € gerado por uma reta com

uma direcao 7" de translacdo. Essa superficie € expressa localmente por:
X(u,v) = a(u) +vpu), 2.1

onde o(u) € a curva diretriz, parametrizada pelo comprimento de arco em £, e f(u) estd

na esfera unitdria e € perpendicular a @' (u), ou seja, (&' (u),B(u)) = 0. De (2.1), temos



2.1 Rigidez de sdlitons de translacdo regrados 20

X, =o' +vB', X, =B, X =0a"+vB', X,, =B’ e X,, = 0. Com isso, podemos calcular
os coeficientes da 1? forma fundamental:

E={(ad"+vB' o +vB")
=1+2v(a/,p") +v*|B'f,

F= <alaﬁ> =0,

G=(B,p)=1.

Calculemos agora o normal N para, em seguida, obter os coeficientes da 2° forma fundamental

e a curvatura média H:

X, AX, (a'+vB")AB

CXAxl VE

e=(N,Xu) = (N, O‘l/+Vﬁ//>7
f: <N7Xuv> = <N,ﬁ/>,
8= <N>va> =0,
eG—-2fF+gE e
H: = —
EG—F? E

B <N, (X”—f—vﬁ”>
-~ 1+2v(al, B + v B2

onde (') indica derivada em relagdo a u. Definimos P(u,v) = 0 como uma equagdo auxiliar

pela qual a superficie regrada € um séliton de translacao para o FICM, onde

1
P(u,v) =E*H ((N, T)+ H)
= E’H (N,T)+E*

=Ee(N,T)+E>.

(2.2)

Perceba que multiplicamos a Equacgdo (1.4) por E ’H para simplificar as contas. Vamos
assumir que 3 ndo é um vetor constante. Assim, como 3 é uma aplicagio diferencidvel,
existe pelo menos um u = ug tal que T e fB(up) sdo linearmente independentes. Assumiremos,
sem perda de generalidade, que o plano gerado por T e 3(ug) é o plano yz e que T é um vetor

unitério paralelo ao eixo z a menos de reescala, isto é, T = e3.Vamos substituir os termos
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encontrados acima em (2.2):

P(u,v) =E (N,a” +vB") (N,e3) + E?

—E <—(a’+\\g) AL3 a”+v[3”> <—<a/ +\Vg)/\ﬁ,e3> +E?

= (o +vB') AB, & +vB") (o +VB) A B, e3) + (1+2v(c,B) +22|B' )

= (@ AB, o+ vB') +v (B AB, o +vB")| [((of +vB) AB, e)| +1+
2o, B')? + v B+ av(a!, B) +4v? B +4v (o ') B

= [(/ A B @) v (o AB B +v (BB, o) 4B AR, B (0 A B es)+
V(B AR, €3)] + 1+ aval, B2+ 0B + dv(ed, B) + 47 B+
4 (o', B) 1B

Assim, vemos que P(u,v) = 0 pode ser escrita na forma:

4
ZA,-(u) V= P(u,v) =0,
i=0
em que A;(u) é uma fungdo de u para cada i =0,...,4. Portanto, P(u,v) é polindmio

em relacdo a v e, neste caso, temos A;(u) = 0. No entanto, A4 = |B’|* # 0, 0 que leva a
uma contradi¢do. Portanto, B é um vetor constante, o que implica que X é uma superficie
cilindrica.

Continuemos assumindo 7 = e3 e tomemos 3 = (0,cos @, sen ¢) a menos de rotagdo em
R3. Com 1SS0, temos:

P(u,v) = (' AB,a"V (o' AB,e3) +1=0.
Definamos a = (x(u),y(u),z(u)). Da dltima equagdo obtemos:

P(u,v)

(o AB,cos(¢)x' a”)+1
(o AB,cos(¢)x'a”)+ (' AB, &' \B)
(o AB,cos(¢)x'a” +o'AB) =0,
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ou seja, &' A B é perpendicular a cos(¢)x’'a” +a’ A B. Isso implica que o vetor cos(¢) x" o +

o A B estd no plano gerado por &’ e 8. Consequentemente, existem m e n tais que:

! 11

cos(¢)X'a”" +a' A =ma' +np.

Fazendo o produto interno desta equagio com o’ e 8 obtemos m e n respectivamente como
abaixo:

!~

m= (cos(¢)x'o" +a' \B,a’),

n={cos(¢p)x'a" + o' AB,B).

Derivando (o, ) = 0 em relagdo a u, encontramos (o, ) = 0. Pela bilinearidade dos

produtos internos acima, chegamos a m = n = 0. Assim, obtemos:
cos(p) X" +a’' AB =0. (2.3)

Como o' AB = (y'sen¢ —7'cos ¢, —x'sen¢,x’ cos ¢), a Equacio (2.3) gera:

cos()xx'+ (¥ sen(¢) — 7' cos(¢)) =0, (2.4)
x'(cos(¢)y” —sen¢) =0, (2.5)
¥ cosp (" +1)=0. (2.6)

Note que x" ndo pode ser identicamente nulo. De fato, temos (&', B) =)' cos¢ +7'sen¢p = Oe,
se x' = 0, terfamos também y’ sen(¢) — 7’ cos(¢) = 0 pela Equacio (2.4) e, consequentemente,
y =0e 7 = 0. Contradicdo, pois o é parametrizada pelo comprimento de arco. Além disso,
cos ¢ nado € zero, pois caso fosse, chegariamos a sen¢ = 0 por (2.5) e (2.6), o que ndo
pode acontecer, pois 3 é um vetor constante unitdrio. Assim, podemos reescrever o sistema

anterior:

cos(¢)xx'+ (¥ sen(¢) — ' cos(¢)) =0, 2.7)
cos(¢)y” —sen¢ =0, (2.8)
Z41=0. 2.9)
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Agora vamos assumir os valores iniciais y(0) = e z(0) = 0 a menos de translagdo no R>. Das
equacoes (2.8) e (2.9) encontramos:

y =tan(¢)u+Cy, 7 =—u+GCy, (2.10)
1 1
y= 5tan(<z>)u2+clu, 7= —§u2+C2u. (2.11)

Substituindo as derivadas de y e z em (2.7), temos:

sen’(¢)

cos(¢)x'x" + c0s(0)

u+sen(9)Cy +cos(¢)u—cos(¢)Cr| =0. (2.12)

Multiplicando por cos(¢), chegamos a:
nglx” + [Lt + k()] =0,

em que C3 = cos ¢ e ko = sen(¢) cos(9)Cy — cos®(¢)C,. Assim:

!
i = (xl)z __u @
2 G G

Integrando em relagdo a u, temos:

2
" us  2kou
=—| =+ +A 2.13

em que A = (x'(0))?. Por outro lado, de (2.10), resulta y'(0) = C; e 7 (0) = C,. Como o é
PCA, vale (x')?+ (y/)? + ()% = 1, que implica (x'(0))?> = 1 — C? — C3. Logo

A=1-C-(C3.

Completando quadrado no lado direito da Equacao (2.13), encontramos:

(X')? =— +A

( u +&)2_’<_3
VG VG G3

u—l—k0)2 k3
=— + 2 +A
(\/C_'3 G
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+ ko 2 k2
Y 0 44
' \/ (\/C3 +C3+

Integrando em ambos os lados:

2
x::t/\/B2— (”\;%ko) du. (2.14)
3
2

k . - . .
em que B’ = CTO + A. Vamos resolver a integral por substituicao trigonométrica.
3

Entao:

Tomemos
= Bsen(¢). (2.15)

Assim, u = By/Cs sen(¢) — ko e du = B+/C3 cos(¢)d¢. Simplifiquemos a raiz em (2.14):

\/32 — (M%O)Z = \/BZ—sten2(¢)

B2cos?(9)
= Bcos(¢).

Substituindo as informagdes acima na integral, obtemos:

/\/32— (ujcé())zdu:/Bz\/acosngd(P
:BZ\/a/coschdq)
Bz\/_/ (1+cos29)d¢
L P

2
BZ/

[q) + sen ¢ cos q)} + ko.

Da Equagao (2.15), tiramos as relagdes trigonométricas abaixo em fungdo de u:

seng = u+ ko cosd = V/B2C3 — (u+ko)? tang — u— ko
B\C3’ B\/GC; ’ V/B2C3 — (u+ko)

Assim,
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2 2 A
/ B2 — ut ko a’u:B G arctg utko +u+k0\/BzC3—(u+k0)2
VG 2 VBG; —(utko)? ) BCs
B*\/C k ki
3 arctg “t ko ~|—u+ O\/BZC3— (u+ko)?
2 \/BZC3 — (u—l—k0)2
1 u+ko
= B*Csarct ko)\/B2C3 — (u+ko)? | .
g ome s ) o)
Portanto,
x(u) =+ ! (ko + u)\/BZC — (ko 4 u)? + B*Cz arctan kot u
2cos(p) \ 30 : VB*C3 — (ko +u)? ) |
k2
onde B> = C—O +1—C?—C3, C3 =cos? ¢ e ko = cos(¢)(sen(¢)C; — cos(¢)C,). Podemos
3
k
reparametrizar o por i = arctan ( N 0 +(b;< )2> . Dai, valem as relagdes trigonométri-
—(k+u
cas ’
k k B2C3 — (k 2
tan (i) = otu , sen(id) = 0+u7 os(ﬂ):\/ 3= (o tu)
\/BZC3 —(k0+u)2 B\/C3 B\/C3
Logo
BC
x(i) = i4c0s3;b <2ﬂ+2senﬂcos ﬂ)
BZ
=+ cos¢ <2ﬁ+ sen(2ﬁ)).

Também, temos u = Br/Cssenii —kpe v/ C3z =

y(ir) =
1 sen¢g

B?cos? ¢ sen
~ 2cos [ (P

+cos¢. Dai,de ye zem (2.11), vale:

1
Etanq) <B2C3 sen’ ii — 2koB+/Cs senﬁ—i—k%) +C1(B+/Cssenii — ko)

i+ Bseniicos ¢ (C; —kotan@) +Cy

= _B? sen @ cos @ sen2ﬁ:|:Bsenﬁcosz¢)(cos¢C1 —|—sen¢C2) +Cy

B
= j:E cos ¢ senﬁ(Zcos

¢ (cos@Cy +sen¢ C,) +Bsen ¢ senﬁ) +Cy,
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Z(@)=—=(B C3senu—ko) +C2(B\/asenu ko)

,_[\)|,_

= —§< 2C3, senzﬁ—ZkoB\/Cg senﬁ+k(2)) + C,B\/Cssenii — Crky

1

= —EBZC3 sen® i+ Bcos ¢ senii (Cy+kg) +Cs
1

= _EBZQ senzﬁchosq) senii (Cz—f—cosq) sen @ C; —cos2¢C2) +Cs
1

= _EBZQ senzﬁj:Bcos(]) senii (sen2¢C2+cos¢>sen¢>C1) +Cs,

j:B\/C3 senﬁ(
—t———

2sen@ (send Cy +cos ¢ Cy) FBcos(¢) senﬂ) +Cs

1 1
em que Cy = ztan¢k(2) —Cikge C5 = —Ek(z) — Coky.
Vamos desconsiderar as constantes acima, ja que estamos trabalhando a menos de translagao.
Dessa forma, uma parametrizacao para X € dada por:

X(@,v) = a(i)+v(0,cos(¢),sen(¢)).

Tomando vcos (¢) = v, chegamos a:

X (@,7) = a(@) +7(0,1,tan(¢))
= (%(a),y(&t) + v,Z(if) + vtan(¢)).

Reparametrizemos X, tomando s = 2ii e t = §(ii) + V e vamos obter:
S(Qat) = (Sl(CI7I)7SZ(CI7I)7S3(q7t)>'

1
Claramente, Si(q,t) = j:Z cos (@) (sen(q) +q) e S»(g,t) =t. Vamos mostrar agora que

BZ
Sz = - cos (q) +tan(@)z, a menos de constantes. De fato, temos:
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B? 2 -
:—700s¢) sen“i+tan (@)t
B2 1— 20l
-~ (%) +tan (¢) 1
B
- C:S¢(c052ﬁ—1)+tan(¢)t
B
— Zcos(q) +tan(9)r+Ce

B%cos ¢

em que Cg = — . Portanto, por uma reparametrizacdo e a menos de translacao, X é

expressa como:

S(g,t) = (:EBZTS(P (sen(q)+q), t, tang 1+ ?cos(q))

= Zz(iCOW(SGn(CI) +q), 0, cos(q)) +(0, ¢, tan¢1).

BZ 2
Temos que a(q) = "y (£cos¢(sen(q) +q), 0, cos(g)) é uma cicloide de raio - menos

de uma mudancga de escala na primeira coordenada. De fato, consideremos a parametri¢ao

2
canodnica da cicldide no plano xz, definida no exemplo 1.1, com r = T
Fazendo a mudanca de varidveis p = g+ &, chegamos a:
B? B? B?
0(g) = =-(g+m-+sen(q), 1+cos () = —(sen () +g,cos(q)) + —-(, 1)

Reescalonando a coordenada x por cos (@), e desprezando a parcela constante acima, obtemos
a. Consequentemente, o soliton de translacdo regrado X para o FICM € um cilindro sobre

uma curva cicloide, possivelmente reescalada em uma direcao. [

Observagdo 2.1. No teorema anterior, chegamos ao cilindro sobre uma cicloide (a menos de
reescala) como sdliton de translacdo regrado com a dire¢do de translacdo e3 para o FICM. Por

uma rotacao no R?, temos o s6liton com uma direcdo de translagdo arbitraria. Se assumirmos
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¢ = 0, o fator de escala cos (@) é igual a 1. Assim, obtemos o cilindro sobre a cicloide
2

B
canonica, dada em (1.1), gerada por um circulo de raio r = T (Veja Figuras 2.1 e 2.2).

Figura 2.1 Cilindro cicloide com B=2¢ ¢ = %

Figura 2.2 Cilindro cicloide com B =2¢ ¢ =0.
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2.2 Unicidade de sdlitons de translacao como superficies de

translacao

Nesta secdo, apresentamos a prova de que um sdliton de translacao para o fluxo do inverso
da curvatura média, dado por uma superficie de translacdo, gerada pelas curvas o/(u) =
(1,0, f(u)) e B(v) = (0,v,g(v)), em que f e g sdo fungdes diferencidveis, é necessariamente
um cilindro sobre uma cicloide reescalada.

Teorema 2.2. As tnicas superficies de translacdo, com geratrizes o (u) = (u,0, f(u)) e
B(v) =(0,v,g(v)), em que f e g sdo fun¢des diferencidveis, que sdo sdlitons de translacdo
para o fluxo do inverso da curvatura média sdo os cilindros sobre uma curva cicloide

reescalada.

Demonstragdo. Seja X uma superficie de translacdo com parametrizacao local dada como

abaixo:
X(u,v)=a(u)+p(v)

= (v, f () +&(v))-

onde o (u) = (u,0, f(u)) e B(v) = (0,v,g(v)) sdo curvas planas para fun¢des diferencidveis

(2.16)

f(u) e g(v) que serdo denotadas abaixo simplesmente por f e g, respectivamente.

Definimos P(u,v) = 0 como a Equagdo Diferencial Ordinéria de 2* ordem seguinte em

que a superficie de translacdo € um soéliton de translacdo para o FICM, em que

P(u,v) =H(EG — F?)? ((N, T)+ %) : (2.17)

Note que multiplicamos a Equacéo (1.4) por H(EG — F 2)2 # 0 para facilitar os calculos.
Partindo de (2.16), temos X, = (1,0, f'), X, = (0,1,¢"), X\, = (0,0, 1), X\ = (0,0,0) e
X,v = (0,0,g"). Dai, os coeficientes da 1* forma fundamental so:

E == <XM7XM> = 1+ (f/)27 F - <XM7XV> - f/g/7 G - <XV7XV> - 1+ (g/)z
Como X, AX, = (—f',—¢’,1), chegamos a :

EG—F? =X AX|1? = (') +(8)? +1,
o Xu /\Xv o (_f/7_g/’1>
[1Xu A X \/1+(f/)2+(g/)2.
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Com isso, podemos calcular os coeficientes da 2* forma fundamental e a curvatura média H:

f//

- viuu - )
= W) = G e
f: <N7Xuv> = 07

g//
- N,XW = )
¢ = S T
eG—2fF +gE
H =
EG—F?

_ U+ U+ E@A S
VIH()P @2 (1+ ()2 +(g)?)

Substituindo as informagdes anteriores em (2.17), obtemos a equacao seguinte, conside-

rando a diregdo de translagdo 7' = (cos 0,0,sen 0):

) — 1+ ()N g+ +(8)*) f" N2 L sen® —cos 6 f'
PW,%—( 7@ )“*%f)*%g))<vﬂ+«ﬂy+mgy>

(L ()2 +(87)?
= (14 (F)? + ()2 + (sen @ —cos 0. 1) (g (14 (f)) + (1 +(s)D))- 218)

Z . ! ~ z s . ey
Se n6s assumirmos f'f”g'g” = 0, entdo X é uma superficie regrada, logo um cilindro

sobre uma cicloide pelo Teorema 2.1. De fato, analisemos as possibilidades:

A. Se f' =0, entdo f = constante = ¢y e temos X regrada dada abaixo:

X(u,v) = (u,v,co+g(v))
=u(1,0,0) + (0,v,co+ g(v)).

B. Se f’ #0, vale f'(f) # 0 para algum 7o no dominio de f. Daf, f’|, # 0, onde I é um

intervalo contido no Dom(f) e ty € I. Isso implica g’ ¢’ f = 0 em I, o que nos leva as

seguintes opgdes:

(a) Se f' =0, f(u) = au+b e temos:

X(u,v) = (u,v,au+b+g(v))
— u(1,0,a) + (v,0,g(v) +b),



2.2 Unicidade de sélitons de translacdo como superficies de translacao 31

que € regrada.

(b) Se f"#0, temos |,  #0. Dai g’ ¢’ =0emJ, o que gera duas possibilidades:

e

i. Se ¢’ =0 entdo g = constante = ¢;. Isso implica na superficie regrada a
seguir:

= (u,0, f(u) +c1) +v(0,1,0).
ii. Se g’ # 0 temos g’]h <; #0. Assim, g’ =0 em J; e vale:

X(u,v) = (u,v, f(u) +cov+c3)
= (4,0, f(u) +c3)+v(0,1,¢3).

Assim, em todos os casos acima, a superficie X € regrada.
Vamos assumir agora que f' f”'¢’g"” # 0, ou seja, f e g ndo sdo funcdes afins ou constantes.
Encontremos a derivada parcial mista P,, de P(u,v). Como

Pe=2((f)+ (&P 1)2F' "+ (—cos 8 £") (8" (1+ (£)?) + /(14 (8)?)) + (sen 6~
COS@f’) <2g"f'f"+f'" (1 + (g/>2>),
entao:
Py =8g¢"f'f —cos0 f" (g’"(l + (M%) +2f”g'g"> + (sen@ —cos 6 ') (2f’f”g’”+
2f///glg//> — 0
Podemos reescrever essa igualdade como:
2g’g”(f”(4f’—cos¢f”)—l—f’”(sen@ —cost’)) =g" (f”(3cos9 (f')?>—2sen¢ f'+cos 9))
Dai, obtemos:

g/// B f///(sene —COSQf/) +f”(4f/ —COS(Pf”)
2¢'g" f"(3cos 6 (f')>—2seng f'+cosB)




2.2 Unicidade de sélitons de translacdo como superficies de translacao 32

Como o lado esquerdo da equacdo estd em fungdo de v e o direito em fun¢do de u, constatamos

que ha uma constante c tal que:

"

=5 (2.19)
2¢'g
_ f"(senB —cosO f') + f"(4f" —cos¢ f)

f"(3cos 6 (f')> —2sen@ f'+cosH) (2.20)

Existem 2 possibilidades de acordo com o valor de c.

Caso 1: ¢ # 0.
Integrando (2.19), chegamos a:

g// = C(g,)z +Ci,

em que C; € uma constante.

Substituindo a equacgdo acima em (2.18), temos:

Pluv) = (1+ (F)2+ (&) + (sen® —cos 0 1) (8" (1+ (£)?) + /(14 (8)7))
=1+ () (@) 20 +2(e) +2(f)(€)* +sen b (c(¢)* +C1)+
sen® (c(g')? +C1)(f')* +sen 8 f” +sen6 £ (g')> —cos O f'(c(g')> +C1)—
cos 6 f'(c(g')?+C1)(f")> —cos 6 f'f" —cos b f'f"(g)?.
Assim:

2
Pu,v) =Y Ag(u) (g
k=0

em que Ay (u) sdo fungdes de u. Como P(u,v) = 0, isso implica que Ay (u) = 0 para cada
k=0,1,2. Mas A4(u) = 1. Contradigao.
Caso2: c=0.

Da Equacio (2.19), tiramos g”’ = 0. Entdo teremos:
g= C1v2 +Cv+Cs
em que C1,(; e C3 s@o constantes. Substituindo em (2.18), obtemos

P(u,v) =1+ (f)*+2Cv+C)* +2(f) +22C1v+C) 2 +2(f)* (2C1v + G ) 2+
senf (2C1) +2senOC (f')* +sen 6 f” +sen B f(2C,v+ C2)* — cos 6 f/(2C; ) —
cos 0 f'Cy (f')* —cos @ ff" —cos O f' " (2C1v+C2)?,
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ou seja,

4
P(u,v) = ZBk(u) vk
k=0

em que By (u) sdo fungdes de u. Como By (u) = 0 para cadak =0,...,4 e B4(u) = 16CY, a
constante C; é zero. Contradi¢do jd que estamos considerando g” # 0. Assim, ' f"¢'¢"" =0
e X precisa ser uma superficie regrada. Portanto, concluimos que se X € uma superficie de
translacdo, como no enunciado, que também € um séliton de translacdo para o FICM, X é um

cilindro cicloide. L]



Capitulo 3

Solitons de Translacao Ciclicos para o
FICM em R’

Neste capitulo consideraremos sélitons de translacdo para o fluxo do inverso da curvatura
média dados por superficies folheadas por circunferéncias, isto €, as superficies ciclicas. O
teorema principal do capitulo, apresentado na Se¢do 3.3, consiste em demonstrar que um
sOliton de translagdo para o fluxo do inverso da curvatura média dado por uma superficie
ciclica é necessariamente uma superficie de revolugdo, em que o eixo de rotacdo € paralelo
a direcao de translagdo. Para isso, necessitaremos de um lema fundamental, demonstrado
na Secdo 3.2, que estabelece que os planos que contém as circunferéncias da folheacdo sao
paralelos. Na se¢do a seguir, serdo estabelecidas parametrizag¢des e estruturas de superficies
ciclicas, que serdo importantes para o restante do capitulo. Como no Capitulo 2, a referéncia
para este capitulo € o artigo [18].

3.1 Parametrizacio e estrutura de superficies ciclicas

Seja ep um campo vetorial unitdrio normal aos planos que contém as circunferéncias da
folheagdo e I'(u) uma curva integral de eg. Supomos que as circunferéncias da folheagdo ndo
estdo em planos paralelos, isto é, a curvatura k de I'(u) é diferente de 0. Neste caso, podemos
parametrizar a superficie ciclica, o centro das circunferéncias e o seu vetor tangente como
segue:

Observamos inicialmente que a curvatura de I'(#) ndo se anula, exceto em um conjunto
discreto de pontos. De fato, caso isso ocorresse, teriamos um segmento de reta contido em
I'(u), o que ndo acontece, ja que os planos ndo sio paralelos. Fora desses pontos, podemos
tomar o referencial de Frenet {¢(u),n(u),b(u)} de I'(u), em que t(u), n(u) e b(u) denotam,
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respectivamente, os vetores tangente, normal e binormal. Nos pontos em que k = 0, basta
estender continuamente essas fungdes.

Lembremos que esse referencial satisfaz as formulas de Frenet:

em que k(u) e T(u) sdo, respectivamente, a curvatura e a tor¢do de I'(u#). Usaremos a notagao
k,T,t,n e bem lugar de k(u),t(u),t(u),n(u) e b(u), respectivamente, isto é, omitiremos o

parametro u. Como vimos na Secdo 1.4, a superficie ciclica pode ser parametrizada por

X :1x(0,2m) = R3,

3.1)
(u,v) — c(u) + r(u) (cos(v)n+sen(v) b),

em que r(u) é o raio da circunferéncia e c(u) é o centro da circunferéncia cujo vetor tangente,

escrito como combina¢io do referencial de Frenet da curva I', € dado por
¢'(u) = a(u)t + B (u)n+y(u)b, (3.2)

em que o (u), B(u) e y(u) sdo fungdes, que denotaremos simplesmente por o, 3 e ¥, respec-
tivamente. Utilizaremos essa parametriza¢do na prova do Lema 3.1.

No caso em que os planos que contém as circunferéncias sao paralelos, podemos parame-
trizar uma superficie ciclica e o centro das circunferéncias da seguinte forma:

Como, neste caso, ey € um campo vetorial constante perpendicular aos planos, podemos
considerar um referencial ortonormal constante {E|, E,>, E3} de R3 tal que E3 = eg, e cada
plano paralelo é gerado por {Ej, E, }. Representamos a superficie e o centro da circunferéncia
por

X (u,v) =c(u)+r(u)(cosvE; +senvE), (3.3)

c(u) =a(u)E; +b(u)Er + ukEs, (3.4)

em que r(u) € o raio da circunferéncia e a(u) e b(u) sdo fungdes de u, que denotaremos por
a e b. De fato, sendo os planos paralelos e ortogonais a E3 = e, a projecdo do vetor tangente
¢’ () na direcdo de E3 deve ser sempre diferente de zero. Sendo assim, parametrizamos
c(u) como um gréfico com relagdo ao pardmetro na dire¢do de E3. Consideraremos essa

parametriza¢do no Teorema 3.1.
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Definimos P(u,v) como uma fung@o nos parametros (u,v), que determina a superficie
ciclica como um sdliton de translac¢io para o fluxo do inverso da curvatura média através da
equacao:

P(u,v) = (EG—F*)?*((H,T)+1), (3.5)

em que 7 € um vetor constante ndo nulo. Note que multiplicamos a Equacao (1.3) por
EG—F>+#0 para simplificar contas posteriormente. Veremos na préxima se¢io que P(u,v)

€ um polindmio trigonométrico real na variavel v como definido na Sec¢ao 1.3.

3.2 Lema chave

Nesta secao apresentamos um lema fundamental para a prova do teorema principal. Neste
lema, mostraremos que os planos contendo cada circunferéncia de uma superficie ciclica

dada por um séliton de translagc@o para o fluxo do inverso da curvatura média sao paralelos.

Lema 3.1. Seja X um séliton de translacdo para o fluxo do inverso da curvatura média, dado

por uma superficie ciclica. Entdo os planos que contém cada circunferéncia sao paralelos.

Demonstragdo. Seja X definida na Equagdo (3.1) uma parametrizacio de X. Suponha que os
circulos do folheacdo ndo sejam paralelos. Podemos considerar que a dire¢do de translacdo
T é ez =(0,0,1), amenos de rotacdo e reescala, ja que ela € fixa, ou seja, independente da

direcdo da folheacdo. Vamos mostrar que podemos escrever a Equacao (3.5) na forma
5
P(u,v) =Ao+ Z ) cos(mv) + By, (u) sen(mv)) = 0, (3.6)

em que A, (u) e By(u) sdo fungdes de u, que denotaremos simplesmente por A,, e By,
respectivamente. Usando o Teorema 1.2, os coeficientes A,, e B, precisam ser identicamente
nulos. Abaixo, mostraremos que a Equacao (3.6) €, de fato, um polindmio trigonométrico de
ordem 5. No que segue, omitiremos o parametro u para uma melhor leitura. Além disso, o
apostrofo (') denotard a derivada com relagio a u.

Partindo das Equacdes (3.1) e (3.2), temos:

X, = (0t —rkcosv)t+ (B +r cosv+rrsenv)n+ (y+7r senv—rtcosv)b
— Gt + o+ Cyb,

X, = —rsenvn+rcosvb,
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em que C; = o — rkcosv, C, = B +r cosv+rtsenve C, = Y+ senv — rtcosv. Com essa
notacdo, os coeficientes da primeira forma fundamental de X sdo:

E=C'+C}+C}, F=r(Cycosv—Cysenv), G=r% (3.7)
e o produto vetorial X, A X,, € dado por:

XuNX, = (rcosvC, +rsenvCy)t — rcosvGn — rsenvCb.
Sendo assim, obtemos que:

EG—F? =X, X,
=2 (cosvC, + senva)2 +r2C?,
Para calcular a segunda forma fundamental, encontremos agora as derivadas de segunda
ordem de X:
Xy = Cjt +Con+Cpb + Cikn + Cy(—kt — tb) + Cpn
= (C, —kCy)t + (C,, + Cik + Cpt)n + (C,, — CT)b,
X = rksenvt + (rtcosv —r' senv)n+ (rtsenv +r cosv)b,
= rksenvt + (y—Cp)n+ (C, — B)b,

X,y = —rcosvn—rsenvb.

X, N X
“ Vz,obtemoqu/\XV: EG—F?N.

VEG—F

Sendo o normal unitario de X dado por N =

Assim, valem as seguintes relagdes:

(Xw, Xu NX) = VEG—F2 f, (3.8)

Xy, Xy NX,) =VEG—F?g,
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com e, f e g os coeficientes da segunda forma fundamental. Calculemos os produtos internos

nas equagdes acima:

(Xuu, Xu NXy) = reosv[Cp(Cl — kCy) — G (Cp, + Cik + Cp )| + rsenv[Cy(C] — kCp)—
G(C, _Cnf)}a

Xy, Xu NXy) = rksenv (rcosvCy, +rsenvCp) — (Y —Cp)rcosvCy — (C, — B)rsenv(y,

(X, Xu NX,)) = PG

Substituindo esses resultados nas equagdes em (3.8), chegamos a:

VEG —F?
—————e=cosv [Ca(C, — kC,) — C(C;, + Cik + CyT) | + senv [Cy(C; — kC) —
G (C,— Ca1)], (3.9)
VEG—F?
~  — f=rksenvcosvC, + rksen*vC, — [(y—Cp)cosv+ (C, — B) senv]Cy, (3.10)
-
VEG —F?
S ¢=rC,. (3.11)
"
Agora defina
D:=r 'WEG—F2(Eg—2fF +Ge). (3.12)

Substituindo as equagdes (3.7), (3.9), (3.10) e (3.11) em D, obtemos:

D= (C?4+C2+C)rC, — Z{rksenvcostn + rksen®vCj, — [(y—Cp) cosv+
(G, — B)senv] C,}r(Cb cosv—Cysenv) + rz{cosv [Ca(C —kC,) — G (C)+
Cik+CyT)] +senv[Cy(CL — kCy) — G (C) — Cu1)] }

D =D;rC;—2DyrD3+r’Da, (3.13)

com

D, =C}+C; +Cj,
D, = rksenvcosvC, + rksen?vC, — [(y— Cp) cosv + (C, — B) senv] Gy,
D3 =Cpcosv—Cy,senv,

Dy = cosv[Cy(C, — kC,) — Ci(C;, + Crk + CpT) | + senv [Cy(C] — kC,) — G (T, — Cy 7).
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Eg—2fF +Ge

5 e o vetor curvatura média H € definido como HN.
(EG—F?)

Sabemos que H =

Isso implica

_, Eg—2fF 4+ Ge
HT)= XuNXy)3.
< ) > (EG_F2)3/2 ( )3

onde (X, AN X,)3 = (Xy A Xy, e3).

Utilizando (3.12) na equag@o anterior, temos

rD

H.T) = EG o

(Xu AN Xv)g, .
Portanto:
P(u,v) = (EG—F*?((H,T)+1) = rD (X, A X,)3 + (EG — F*)?.

Para mostrar que P(u,v) é um polindmio trigonométrico em v de grau no maximo 5, vamos
analisar os termos D, (X, AX,)3 e (EG — F?)? que compdem P. Comecemos calculando
D1,D;, D3 € Dy.

Dy =C}+C:+C3,

= a® —2arkcosv+ r*k*cos? v+ B2 + 2B (r cosv+ rrsenv)

+ (') cos® v+ 2/ resenveosv + (rt)? sen’ v 4 1 + 2y(r' senv — rrcosv)
+ (r)*sen?v — 2r'resenveosv + (r7)% cos?v

=0’ + B2+ 7+ () + (r0)?
+ (2B —2ark — 2rt) cosv+ 2Brrsenv + 27 senv + r’k? cos? v,

D> = rksenvcosvC, + rksen®vCj, — (ycosv — Bsenv)(a — rkcosv) — [Cysenv—
Cpcosv] (o — rkcosv)

2y — rTsenvcosy)

= rksenv(cosvf +r cos’v+rrcosvsenv+senvy+r'sen
— (ycosv — Bsenv) (ot — rkcosv) — [(B +r' cosv+ rrsenv)senv — (y+
r'senv — rrcosv)cosv] (a0 — rkcosv)

= rksenv(r' + B cosv+ ysenv) — (ycosv — B senv) (ot — rkcosv) — (B senv—
ycosv+rt)(o —rkcosv)

= rksenv(r' 4+ B cosv+ysenv) — rt(ct — rkcosv),
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D3 =Cpcosv—C,senv
= (y+ 7 senv—rtcosv)cosv— (B +r cosv+rrsenv)senv

= ycosv— fBsenv—rt,

Dy = cosv[Cy(C — kCp) — Gi(C;, + Gk +CpT) | + senv Gy (C] — kCpy) — G (Cp — G, T)]
= (C, — kCy,)(Cycosv+ Cpsenv) — C;(C,,cosv + Cp senv) — C,T(Cpcos v

—C,senv) — C2kcosv.
Como

Cpcosv+Cysenv = (B + 1 cosv+rrsenv)cosv+ (y+r senv—rtcosv)senv

= Bcosv+ysenv+7r/,

temos

Dy = (C, —kC,)(Bcosv+ysenv+71") —Ci(B cosv+7y senv+7")—
—Ct(ycosv— Bsenv—rt) — C2kcosvy
= (o — (rk) cosv — kB — ki cosv — krtsenv)(B cosv+ ysenv +r')—
— (ot —rkcosv)(B'cosv+  ¥Ysenv+r")—
— (a—rkcosv) [Tycosv — B senv — rt* + (& — rkcosv)kcosv]
= [o/ —kB — ((rk)" +r'k) cosv — krTsenv] (r' + B cosv + ysenv)—
— (ot —rkcosv)(r" + B’ cosv+ ¥ senv)—

)
— (a—rkcosv)[— rt% + (17 + ak) cosv — T senv — rk* cos> v].
Substituindo os célculos anteriores em (3.13) chegamos a

D= [az + B2+ Y+ (Y)* + (r1)* + (2BF —2ark — 2yrt) cosv+2Brsenv +

2k cos? v} r(a—rkcosv) —2r [rksenv (¥ 4+ B cosv+ysenv)—

2yr senv+r
rr(a—rkcosv)] (ycosv—Bsenv—rt) —l—rz{ (o —kB — ((rk)"+kr") cosv—
krrsenv|(r' 4+ B cosv+ysenv) — (a0 — (rk) cosv)(r" + B’ cosv+ ¢ senv)—

(0 — rkcosv) [—r7* + (Ty + k) cos v — rk* cos v — ﬁfsenv]}
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Logo D é uma combinagao linear de produtos de sen (v) e cos (v) com no maximo 3 fatores.
Segue da Proposicao 1.5 que D gera termos de no mdximo ordem 3 para o polindmio
trigonométrico.

Calculamos agora a terceira coordenada de X, A X, isto é,

(Xu NX,)3 = (rcosvCy, +rsenvCyp)ts — rcosvCinz — rsenvCibs
= r[cosv(B 4 cosv+rtsenv) + senv(y+r'senv—rrcosv)|—
r(a —rkcosv)(cosvnz +senvbs3)

= r(¥' + B cosv+ ysenv)tz — r(a — rkcosv)(cosvns +senvbs),

onde n3 e b3 sdo (n,e3) e (b,e3), respectivamente. Segue que essa expressdo é uma combina-
¢do linear de produtos de sen(v) e cos(v) com no maximo 2 fatores, que gera termos de no

maximo ordem 2 para P.

Finalmente,

EG—F? = | X, AX,|* = r*(cosvC, +senvC,)? 4 r*C?

=72 (Bcosv—l—}/senv—l—r’)z—l—(Oc—rkcosv)2 , (3.14)

e assim (EG — F?)? gerara termos de no maximo ordem 4.

Logo, pela proposicdo 1.4, P(u,v) tem ordem no méaximo 5 como polindmio trigonomé-
trico em v. Para mostrar que a ordem ¢é exatamente 5, vamos encontrar os termos de ordem 5
de P. Estes virdo do termo rD (X, A X, )3.

Abaixo escrevemos os termos de D que envolvem produtos de sen(v) e cos(v) com 3

fatores.

D3for = —r* k3 cos®y — 2r(rkp ysenvcos? v — rkf?sen? vcos v+ rky? sen®vcosv — rkyp sen v)

—r*KPcos’v
= —2r*K cos’ v — 2%k [[33/senv(cos2 v—sen’v) +sen’vcosv (Y — [32)]

= —2r2k[(r2k2 + B2 — ) cos®v—2Bysen’ v+ Bysenv + (Y — B?) cosv] .

Usando as identidades trigonométricas

3 cos(3v)+3cosv 3 3senv—sen(3v)

COS™ v = c sen” v —
4 4 ’
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podemos reescrever D3 r, como:

3v)+3 3v)-3
Dsju = —2r2k[(r2k2-|-ﬁ2 B YZ)COS( v)4 cosv +'Bysen( v)2 senv 4 Bysenvt
-I-(}/z—ﬁz)cosv}
212 0 R2_ A2 212 0.2 B2
— _2r2k[mCos(3v)+ﬁ2—ysen(3v)—|— Srk +4'}’ P cosy — [;—}/SGHV .

Por outro lado, os termos de (X, A X,)3 que possuem produtos de sen (v) e cos(v) com

dois fatores sao:

(Xu AXo)3027ar) = r°k (cos? vz + cosvsenvb3)

_ 2 [005(2;) +1 ns senéZv) b3} .

(3.15)

Fazendo o produto rD3 g (Xy A Xy)3(2far)> Obtemos

212 P2 a2
k _
—2P°K? [w (cos3vcos2vns + cos3vsen2vb3)

By

+ 7 (sen 3vcos2vnsz +sen3vsen2v b3)

+ (termos com apenas cos(3v), sen(3v), cosv, senv).

Pelo Lema 1.1, vale:

cos(5v) +cosv CosV — cosSv
cos3vcos2y = I S— sen3vsen2y = —

senSv 4 senv senS5v —senv
sen3vcos2y = ——, cos3vsen2y = ———

2 2
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Segue que:

(r2k2 Y L
8

— 2r5k2[ ) (cos 3vcos2vnsz +cos3v sen2vb3)

+ %/(sen 3vcos2vns +sen3v sen2vb3) =

212 L B2 _ 2 2121 B2 _ 42
:—2r5k2[(rk+ﬁ y)n3cos5v+(rk+ﬁ r)

By
T 6 by senSv+ 2 n3senSvy

— %}/lg cosSv} +

(termos que so envolvemcosv ou sen v)
k2

= _T{ (2K + B2 — ¥*) n3 — 2Byb3] cos(5v)+

[(r2k2 +B2— yz) bz +2p }/nﬂ sen(5v)}+

(termos con apenas COSvy, s€n V) .

Assim P(u,v) tem ordem 5 com os coeficientes de sen5v e cos 5v, sendo respectivamente:

Asz—%r K* (=2b3By+n3(B* — ¥ +7K7)), (3.16)

Bs = —ér K2 (2m3By+b3 (B — v +17k?)). (3.17)

Ja sabemos que A5 = Bs = 0. Vamos assumir que b% + n% ndo se anula em nenhum
ponto, pois se ambos 73 € b3 se anulassem identicamente nas expressdes anteriores, ¢ seria
paralelo a e3 — o que contradiz a hipdtese da curvatura ndo identicamente nula. Da equacdo
Bsns — Asbsz = 0, tiramos:

1
1 (b2 +n3) PK*By=0.

Como r e k ndo sdo nulos, distinguimos duas possibilidades de acordo com os valores de 3 e
Y:
Caso 1. B =0. Obtemos k> — y* = 0 a partir de

1 1
As = —37 Siby (P — ), Bs = —§r5K2n3(r K2 — 7).
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A partir dessas hipdteses, vamos encontrar A4, By, A3z € B3. Comegando com os coeficientes
de ordem 4. De (3.14), assumindo que § = 0, temos

EG—F*=/ <y2 sen’ v+ 27 ysenv+ ()2 + a* — 2arkcos v+ (rk)? cos? v) :

Assumindo agora que rk? = }/2 acima, vale
EG—F? =/ (72 +2/ ysenv+ ()? 4+ a® — 2arkcosv> :

Logo, (EG — F?)? gera termos de ordem no méximo 2 para P(u,v). Segue que 0s termos
de ordem 4 virdo de rD (X, A X,)3.
Sob as condi¢des do caso 1, D34 € nulo. Precisamos entdo olhar para os termos de D

que envolvem produtos de sen(v) e cos(v) com 2 fatores, que gerardo termos de ordem 2:

Dotor =7 [2r2(ak + y7)kcos? v+ ar’k? cos? v — 2yr senv rk cos v] —2r [r'rk}/senvcos v—
r2kytsen® v+ r’kytcos? v] +r? [—y((rk)’ +kr') cosvsenv — krtysen® v+

(rk)y cosvsenv+ ark®cos® v+ rk(ty+ otk) cos? v]

= 37%k(otk + 1) cos? v+ 20 k? cos? v — 3r2r kysenvcos v + rPkytsen® v—

2rkytcos®v+ 2 [(rk)y — y(rk)'] cosvsenv — 2yr' senvrikcosv.

Como r?k* — }/2 =0, segue ’—7’/‘ = £1. Derivando em u, obtemos (rk)lyy;z(rk)y =0. Assim:

Dyju =1k [3(ak+y7) + 20k — 277] cos?v —5r2F kysenvcosv+ rkyTsen’ v
= rk(5ak+ yt)cos’v — 5r2F kysenvcosv + rkytsen®v
=5k occos v — 5r2F kysenvcos v + r3k}/1'

3126, 5% 2v+1 sen2y

5 — 5r2r'k}/

=5r

3k 2
= % [5ka(cos2v—|— 1) —5r’}/Sen V].
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Fazendo o produto de D, 7, com re (X, AX,)3 (2far)> dado em (3.15), encontramos

r6k2 ) 5’,,/,}/
T{Ska (cos”2v+2cos2v+ 1) n3 + Skot(cos2v + 1) sen2v b3 — sen2v(cos2v+ 1) n3—

/

51’_3/ sen’ 2vb3} =

r

67,2 / /

k 5

= rT [Ska cos?(2v) n3 + Skotcos(2v) sen(2v) by — d Ysen(Zv) cos(2v)nz — "7 sen? (2v) b3
r r

+ (termos em cos2v e sen2v).

Como ,
4 1 1— 4
cos?ay = SS@+ T sen?ay = LS04
2 2
temos
612 54/ /
rT [Sk(x cosdvns + Skasendvbs — ! sendvns + ! ycos4vb3} +
(termos em cos2v e sen2v)
67,2 / /
k 5 5
= rT [<5kan3 + r ybg) cosdv+ <5kocb3 2 yn3> sen4v]
r r

+ (termos em cos2v e sen2v).

De forma que:

5193 510Ky
Ag = r n3 -+ rEr yb3
8 8r
5193 o 510Ky
By = r by — rEr yng,
8 8r

Das equagdes
Agbsz — Bynzy =0, Ayqnsz + Byby = 0.

Obtém-se 612 63
5rPker'y 5rk’a
g =0 T

(n3+b3) =0,
212 _ - Y _ N .
De r°k” = 72, tiramos — = =k e podemos reescrever as expressdes acima:
r

5r0K3 1
8

5r%%3a
(n5+b3) =0, g (m+b3) =0,

+
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que implicam em o =’ = 0.
Vamos olhar agora para os termos de ordem 3 usando a hipétese f = a = = rk? — v
Sob essas hipdteses, vale:

* (EG — F?)? 56 gera termos de ordem 0;

* D3s4 ndo gera termos de ordem 3 ou 2 para P, mas gera um termo de 1 que €
—2r*K3 cosv;

* D)fq se anula;

(Xy A X,)3 gera termos de ordem 1 e 2

Precisamos entdo fazer o produto entre D37, unido a Dy s com (X, /\Xv)3(2 fat)-

Difa+Difar = — (7 + (r7)?) rPkcosv + 2r*kt? cos v + r? [ —r?kt? cosv] — 2r*kcos v

= —}/Zrzkcos y—2r*kcosv
r’k
(Xu AX)32far) = > [(cos 2v+1)ns+ sen2vb3] .

Multiplicando, obtemos:

30k L
— (cos vcos2vns +cosvsen2y b3> + (termos de ordem mferzor) .
Como
cos3v+cosv sen3v+senv
COSVCOoS2v = — sen2vcosy = —

Os termos de ordem 3 nesse caso serao

3r5k*
4
Logo devemos ter

(cos(3v)n3 +sen(3v)b3) + (termos com apenas cosv, senv)

3
— %' =0 e — Zr6k4b3 =0,

o que leva a uma contradicao.
Caso 2. y=0. De (3.16) e (3.17), chegamos em:

1 1
A5:_§r51€2b3(7’21(2—|—[32), BSZ—gl’SKZI’B(I”ZKZ—i-ﬁZ).

levando a uma contradi¢do, ja4 que nenhum dos coeficientes se anula.
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Como consequéncia, a curvatura kK de I'(«) é identicamente nula. Isso implica que I'(«)
¢ uma reta com a direcdo de e, isto €, ey = e3, e os planos contendo cada circunferéncia sao

paralelos.
O

Segue abaixo um resumo da demonstragdo do lema anterior com o objetivo de evidenciar

0s passos necessdrios para a prova.

Resumo da demonstragdo. Seja X definida por

X:IxS' 5 R,
(3.18)
(u,v) > c(u) + r(u)(cos(v)n+sen(v) b),

uma parametrizagdo de X, supondo que os circulos do folheag@o nao sejam paralelos. Po-
demos considerar que a dire¢do de translagdo T é e3 = (0,0, 1). A ideia da demonstracdo

consiste em mostrar que podemos escrever a Equacao (3.5) na forma
5
P(u,v) =Ao+ Z ) cos(mv) + By, (u) sen(mv)) = 0,
e extrair informacdes do fato de os coeficientes A,, € B, serem identicamente nulos (uma

consequéncia do Teorema 1.2). Procedemos da seguinte forma:

* Primeiramente encontramos as derivadas de primeira e segunda ordem de X e calcula-

mos os coeficientes da 1% e 2* forma fundamental.

* Agora definimos

D:=r 'WEG—F2(Eg—2fF +Ge) (3.19)
Eg—-2fF+G _
» Sabemos que H = g —2fF + Ge e o vetor curvatura média H € definido como HN.
(EG—F?)
Isso implica
_, _ Eg—2fF +Ge
(H,T) = (EG— F2)i2 (Xu N X))s3.
onde (X, AX,)3 = (X, AX,,e3)
 Utilizando (3.19) na equacgdo anterior, temos
s rD
(H,T) = (XuNX))3.

(EG—F2)?
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¢ Portanto:

P(u,v) = (EG—F*)?((H,T)+1) = rD (X, AX,)3 + (EG — F*)%.
* Para mostrar que P(u,v) é um polindmio trigonométrico em v de grau no maximo 5,
analisamos os termos D, (X, AX,)3 e (EG — F?)? que compdem P.

* Obtemos da Proposi¢do 1.5 que D gera termos de no maximo ordem 3 para o polindmio

trigonométrico.
* Também encontramos que (X, A X, )3 gera termos de no maximo ordem 2 para P.
* Finalmente, temos que (EG — F 2)2 gerard termos de no maximo ordem 4.

* Logo, P(u,v) tem ordem no maximo 5 como polindmio trigonométrico em v. Para mos-
trar que a ordem € exatamente 5, explicitamos os termos de ordem 5 de P, mostrando

que eles nao sao nulos a principio. Estes virdo do termo rD (X, A X, )3.

* Assim, encontramos que os coeficientes de sen5v e cos Sv sdo respectivamente:

1
As = 3 Pk (=2b3By+n3 (B> =V + k7)),
1
Bs = ~3 K’ (2713[3’}/-1— b3(l32 — ’}’2 + I”ZKZ)).
* Devemos ter As = Bs = 0. Vamos assumir que b% + n% ndo se anula em nenhum ponto,

pois se ambos n3 e b3 se anulassem identicamente nas expressdes anteriores, ¢ seria

paralelo a e3. Da equagdo Bsny — Asbs = 0, tiramos:

1
2 (b3 +n3) rP*By=0.
Distinguimos duas possibilidades de acordo com os valores de 3 € ¥:

* Caso 1. B =0. Obtemos r* k> — > = 0 a partir de

1 1
A5:_§FSK2b3(r2K’2—’}/2), BSZ_§r5K2n3<r2K2_,y2)‘
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A partir dessas hipéteses, vamos encontrar A4, B4, A3 € B3. Assim encontramos:

B 53 o 5r9k%ry

A - ¢
4=y g b
5%, 502y
By = 3 —— N3
8 8r

Das equacgdes
Aygbz — Bynsz =0, Agnz + Bybz = 0.

Obtém-se
53 o

L 5r0K3 1
8

8

que implicam em o = r’ = 0.

(n3+b3) =0, (n3+b3) =0,

Ao olharmos agora para os termos de ordem 3 usando a hipétese f = o =¥ =

2k — yz =0, encontramos:

3 3
A3 = —Zr6k4n3 € B3 = —Zr6k4b3,

o que leva a uma contradi¢io.

* Caso 2. Chegamos a:
1 1
As :_§r5K2b3(}”2K2—|—ﬁ2), BSZ—§F5K2H3(I”2K2—|—[32).
levando a uma contradicao.

Como consequéncia, a curvatura k de I'(«) é identicamente nula. Isso implica que I'(u) é
uma reta com a direcdo de e3, isto é, eg = e3, € os planos contendo cada circunferéncia sao

paralelos.

3.3 Teorema Principal

Nesta secdo apresentamos a prova do Teorema Principal deste capitulo. Utilizando o
lema chave, iremos mostrar que um séliton de translacdo para o fluxo do inverso da curvatura

média, dado por uma superficie ciclica, ¢ uma superficie de revolugao.

Teorema 3.1. Seja X um sdliton de translacdo para o fluxo do do inverso da curvatura
média, dado por uma superficie ciclica. Entdo X € uma superficie de revolugdo cujo eixo de

revolugdo € paralelo a dire¢do de translagao 7.
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Demonstragdo. PeloLema 3.1, os circulos da folheag@o do séliton de translagdo para o FICM
devem estar em planos paralelos e perpendiculares a direcao de translacdo T = e3. Assim,
podemos tomar o referencial ortonormal constante {E}, E;, E3} e obter a parametrizagdo X
para X como em (3.3). Partindo da Equag@o (3.5), vamos obter um polindmio trigonométrico

de ordem 4, com termos linearmente independentes em coskv e senkv:
4
P(u,v) = Ao+ Y (Am(u)cos(mv)+ By, (u)sen(mv)) =0, (3.20)
m=1

em que A, (u) e By, (u) sdo fungdes de u, que denotaremos simplesmente por A, € By,.
Novamente, pelo Teorema 1.2, os A,, e By, sdo identicamente nulos. Provaremos, entao,
que a Equacdo (3.6) é, de fato, um polindmio trigonométrico de ordem 4. Comecemos

calculando as derivadas de X:

Xy = S:E1+SyEr + E3,

X, = —rsenvE| +rcosvEy,

/ / / /
onde S; =a +rcosveS,=>b"+r senv.

Os coeficientes da primeira forma fundamental seguem abaixo:
E=85+8+1, F = —r(S;senv—S,cosv), G=r.
De X, A X, = r(S;cosv+S,senv) Es — rsenvE; — rcosvE], segue

EG—F?= || X, X,

2
=24/ (Sicosv+S,senv)”.
Quanto as derivadas de segunda ordem de X, temos
X = SE1 +S)E, Xy = —7' senvE| + 7 cosvE,, X,, = —rcosvE| —rsenvE,.

onde (') indica derivada em relagdo a u.
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X, N X )
Como N = ——_ vale X, AX, = VEG — F2 N. Dai, tiramos

VEG—F?

X, Xu N X)) = VEG—F2 f,

(X, Xy NX,) = VEG—F2g.
. Vamos calcular os produtos internos acima:

(X, Xu NXy) = —r(S;cosv+ S, senv),
(Xuy, Xu NX,) = rr’ senvcosv —rr’ senvcosy = 0,

Xy, Xy NX,)) = 12

Com isso obtemos:

r'VEG—F2e=—S|cosv— S, senv,
f=0,
ro! EG-Flg=r.

Definamos
D:=r '\EG—F2(Eg+eG),

3.21)
= r(S}+S2+1) —r*(S,cosv+ S, senv).

Eg+Ge

—— 7 ¢ 0 vetor curvatura média H é HN encontramos:
(EG—F?)

Como H =

Eg+Ge

A1) =Gy

<Xu /\X,,,e3).

Da Equacgdo (3.21), podemos reescrever a equacao acima:

- rD

(H,T) = (EG—F?2 (Xu N X, e3)

. Assim,

P(u,v) = (EG—F*)?*((H,T)+1) =rD (X, AX,,e3) + (EG — F*)*.
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Para mostrar que P(u,v) é um polindmio trigonométrico em v de ordem no maximo
4, vamos analisar os termos D, (X, A X,,e3) e (EG — F?)? que compdem P. Comecemos

calculando D:

D=r((d)+ )+ (") +1+2/d cosv+2/rb senv) — r*(d”" cosv+b" senv+r")

rl(a)+ )+ () + 1] ="+ (2rr'd — r*a”) cosv+ (2rr'b — r*b") senv.

Segue que D gera termos de no maximo ordem 1 para o polindmio trigonométrico. Além

disso,

(Xu AXy,e3) =r[(d' 4+ cosv)cosv+ (b'+ ' senv)senv] (E3, e3)
—r[senv(Ey,e3) +cosv(Ey,e3)]

=r(d cosv+b'senv+r)(Es,e3) — r[senv(Ey,e3) +cosv(Ey,e3)].
também gera termos de no maximo ordem 1 para P. Por fim,

EG—F? = r2+r2(Stcosv+Snsenv)2

/

=r’ |1+ (a cosv—i—b/senv—i—r/)z]
=1+ (a'cosv+/ senv)2 +2/(d' cosv+b'senv) + (1')?
=21+ (a')*cos?v+2d'b' cosvsenv + (b')*sen’ v+ 2/ (a’ cosv + b’ senv)

_}_(}2/)2}

AV b 2 AV b 2
=7 [1 + % - ( 2) + ()2 42/ (d' cosv+b' senv) + wcos(b)
+d'b SGH(ZV)} :

o que implica

N2 2
_p2\2 4 (a) (b')
(EG— F?) _r[1+—2 +5
N2 2
+2r4[1+%+%+(r')2+2r’(a'cosv+b'senv)}

alZ_ \2
[( ) 2(’9)

2
+(F)*+2/ (a'cosv+/ senv)]

cos2v+a'b’' sen 2v]

2
AV N2 11,/
o (207 g Y s
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Segue que (EG — F?)? é uma combinacdo linear de produtos de sen (v) e cos (v) com no
maximo 4 fatores. Segue da Proposicdo 1.5 que (EG — F 2)2 gera termos de no maximo
ordem 4 para o polindmio trigonométrico. Logo, concluimos que P(u,v) tem ordem no
maximo 4 em v. Para mostrar que a ordem é exatamente 4, vamos encontrar os termos de
ordem 4 de P. Estes virdo do termo (EG — F?)?.

Os termos de (EG — F?)? que envolvem produtos de sen(v) e cos(v) com 4 fatores

seguem:

(EG—FZ)%ZUPM) = 7 cost—l—TsenZv

'(al)z_(b/)z ab ]2

AV b 2.2
_ 4 (M) cos?2v+ ((d')? — (b')?)d'b' cos 2vsen2v

+(d'b')? sen? 2v]

_ ((a’)z—(b’)z)z cosdv+1 (d')? — (b')*d'b sendv
- () 2=

+(a'b')2(1 —c20s4v>]

y [((a/)z _ (b/)Z)z o 4(a’)2(b/)2 a/)z _ (b/)zalb/

cos4dv+ ( sen4v

_|_

8

(termos de ordem 0).

Portanto, P(u,v) tem ordem 4 e os coeficientes de sen4v e cos4v sdo:

A, = ] (2= @) —4<a'>2<b'>2]
i 8
[ N2 lza' ,

By—r* (d) éb) b]’

De A4 = B4 = 0, implica
((a/)Z_(b/)2>2_4(a/)2<b/)2 -0 e ((al)Z_(b/)Z)alb/ —0.

A partir dessas duas equacdes obtemos (a'b’)* = 0. Logo a’ = 0 ou b’ = 0. Substituindo a’ =0
na primeira equacdo, obtemos b’ = 0; substituindo b’ = 0 na primeira equagio, chegamos a
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a = 0. Logo, a’ = b’ = 0 (ou seja, a e b sdo constantes). Dai segue

D= r[(r’)2 + 1} —
<Xu /\Xv,e3> = rr/<E3,e3> - r[senv(Eg,eg,) +COSV<E1,€3>}
(EG—F2)? =r*(1+(r)?)%.

Os termos de ordem 1 de P vém do produto rD (X, AX,,e3) e os coeficientes desses
termos sao

0
By = (Ey, e3) (r”r2 — () - 1)=0
Podemos distinguir, entdo, duas possibilidades: 7’ — (+')> — 1 =0¢ (Ey,e3) (Ey, E3) =0.

Se rr”" — (r')* — 1 =0temos D =0 e resta(EG — F?)? = r* (1 + (r’)z)2 # 0. Contradicdo,
pois P = 0. Portanto, devemos ter (E|,e3) = (E»,e3) =0, o que implica ey = E3 = e3.
Neste caso (X, AX,,e3) = rr'e a equacdo final fica:

r [r'3 +7 (2 - 4 1)] =0, (3.22)

Portanto, para X, temos exatamente a geometria de uma superficie de revolugdo cujo
eixo € paralelo a direcdo de translacdo 7' = e3. De fato, as circunferéncias estdo em planos
perpendiculares a e3 e, como a e b sdo constantes, o centro ¢(u) dos circulos é uma reta com
a mesma dire¢do de e3. A funcdo r(¢) definida em (3.22) é a curva perfil (ou geratriz) dessa
superficie.

O

A seguir, temos um resumo da demonstragdo do teorema anterior com o objetivo de
destacar os passos utilizados.

Resumo da demonstragdo. Pelo Lema 3.1, os circulos da folheacdo do séliton de translagio
para o FICM devem ser paralelos e perpendiculares a dire¢do de translacdo 7 = e3. Assim,

podemos tomar o referencial ortonormal constante {E},E,, E3} e obter a parametrizagdo X
para X:

X (u,v) = c(u) +r(u)(cosvE| +senvE),

c(u) =a(u)E; +b(u)Er + ukEs,
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A ideia da demonstracdo consiste em mostrar que podemos escrever a Equacao (3.5) na
forma

4
P(u,v) =Ap+ z_:l (Am(u) cos(mv) + By, (u) sen(mv)) = 0,

e extrair informagdes do fato de os coeficientes A,, e B,, serem identicamente nulos. As

etapas sdo as seguintes:

* De maneira andloga a demonstragdo do lema anterior, encontramos que P pode ser
escrito como:
P(u,v) =rD (X, NX,,e3) + (EG — F?)2.

e Para mostrar que P(u,v) é um polindmio trigonométrico em v de ordem no méximo 4,

analisamos os termos que compdem P.

« Temos que D e (X, AX,,e3) geram termos de no maximo ordem 1 e (EG — F?)? gera

termos de no maximo ordem 4

* Logo, P(u,v) tem ordem no maximo 4 como polindmio trigonométrico em v. Para mos-
trar que a ordem é exatamente 4, encontramos os termos de ordem 4 de P, mostrando

que eles ndo se anulam. Estes virdo do termo (EG — F 2)2.
* Ao igualar os coeficientes de ordem 4 a 0, nés encontramos que a e b constantes.
* Ao igualar os coeficientes de ordem 1 a 0, encontramos ey = E3 = e3

» Usando essas informagdes, a equacdo final dos sélitons de translacdo fica:

r [r/3 +r (Pt 27—+ 1)] =0, (3.23)

* Portanto, para ¥, temos exatamente a geometria de uma superficie de revolucao cujo
eixo € paralelo a dire¢do de translacdo 7 = e3. A fungdo r(¢) definida em (3.23)

descreve a curva perfil (ou geratriz) dessa superficie.

3.4 Observacoes

Sélitons de translacdo para o fluxo do inverso da curvatura média dados por superficies
de rotagcdo também foram considerados no artigo [18]. Como um dos resultados principais,
os autores demonstram que ndo existem superficies de rotagao completas que descrevam tais
solitons.
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De modo mais especifico, através da anélise do retrato de fase da equacgdo diferencial
ordindria associada a curva perfil da superficie, além da conclusdo da nao existéncia de
superficies completas, os autores também descrevem o comportamento da curva perfil da
superficie de rotacdo. A saber, denotando por Y tal curva, entdo Y possui uma quantidade
infinita de pontos singulares. Além disso, o comportamento assintético de ¥y também € dado.
Neste caso, existem para Y dois tipos de comportamento assintético:

1. 7y se aproxima do eixo y ortogonalmente;
2. ytem o comportamento assintético da curva y = —log(x).

A auséncia desta propriedade geométrica, isto é, da completude geodésica, ndo €, no
entanto, uma especificidade das superficies de rotagdo. Ja vimos no Capitulo 2 que as
superficies regradas sdo cilindros sobre cicloides, e sabemos que a cicloide possui um
nimero infinito de pontos singulares. De modo mais geral, os mesmos autores provam no
artigo [19] que ndo existem soélitons de translacdo completos para o inverso da curvatura
média.

Finalmente, podemos definir de maneira inteiramente andloga o fluxo do inverso da
curvatura média para hipersuperficies em R”, bem como os seus sélitons de transla¢do. No
contexto das ciclicas, sdo consideradas hipersuperficies folheadas por esferas contidas em
hiperplanos paralelos também no artigo [18]. A conclusdo € que tais sélitons devem ser
hipersuperficies de revolucio. A prova, no entanto, baseia-se no principio do maximo para

equagoes diferenciais parciais elipticas e no método da reflexdo de Alexandrov.
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