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Resumo

Neste trabalho estudaremos existência e multiplicidade de soluções para equação semi-

linear

(Pλ)


−∆u = λu+ |u|2∗−2u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado, N ≥ 4 e 2∗ = 2N/(N − 2) é o expoente cŕıtico de

Sobolev. Para apropriados valores de λ > 0, nós aplicaremos Métodos Variacionais para

provar a existência de soluções e a Teoria de Ljusternik-Schnirelmann para relacionar o

número de soluções com a topologia de Ω.
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Abstract

In this work we study the existence and multiplicity of positive solutions for the semi-

linear equation

(Pλ)


−∆u = λu+ |u|2∗−2u in Ω,

u > 0 in Ω,

u = 0 in ∂Ω,

where Ω ⊂ RN is a bounded domain, N ≥ 4 and 2∗ = 2N/(N − 2) is the critical Sobolev

exponent. For suitable values of λ > 0, we apply Variational Methods to prove existence

of solution and Ljusternik-Schnirelmann Theory to relate the number of solutions with the

topology of Ω.
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Introdução

Um dos vários métodos pelos quais podemos resolver uma equação diferencial são os chama-

dos métodos variacionais, que consistem em obter pontos cŕıticos de certos funcionais, que

estão associados ao problema em questão. Este método é empregado em uma importante

classe de problemas não-lineares que podem ser resolvidos por técnicas relativamente simples

de análise funcional não linear. De um modo geral, esses problemas são da forma

Lu = 0,

onde o operador não linear L é a derivada de um apropriado funcional de energia ϕ. Sim-

bolicamente escrevemos

L = ϕ
′
.

A teoria se consolidou no ińıcio do último século, mas vale destacar que suas bases são antigas.

Os primeiros trabalhos estavam relacionados com problemas f́ısicos que eram modelados

por equações diferencias parciais. A energia desenvolvida no processo estava associada ao

funcional que mencionamos anteriormente. Na resolução destes problemas, partia-se do

prinćıpio de que a natureza faz um esforço mı́nimo na realização deste fenômeno, dáı então

buscava-se pontos (funções) que minimizavam estes funcionais.

Para exemplificar, consideremos o seguinte problema

(∗)


−∆u = |u|p−2u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado, N ≥ 3 e 2 < p ≤ 2∗ = 2N/(N − 2). Seja

u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) uma solução clássica do problema (∗), isto é, uma função positiva que

se anula em ∂Ω, e que satisfaz a equação em todo ponto x ∈ Ω. Dada φ ∈ C∞c (Ω), após
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integrarmos sobre Ω, temos ∫
Ω

−∆uφdx =

∫
Ω

|u|p−2uφdx.

Aplicando o Teorema do Divergente obtemos∫
Ω

∇u · ∇φdx =

∫
Ω

|u|p−1φdx. (1)

Por passagem ao limite, este resultado é válido para toda φ ∈ H1
0 (Ω). Vamos trabalhar num

espaço maior, para assim aumentar nossas chances de encontrar solução para o problema

(∗). Diremos que u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraca do problema se ela satisfaz a equação (1)

para toda φ ∈ H1
0 (Ω). Conforme visto anteriormente, uma solução clássica é uma solução

fraca, entretanto não é imediato que soluções fracas sejam soluções clássicas. Argumentos de

regularidade eĺıpticas (veja [23]) mostram, que sob certas condições, a rećıproca é verdadeira.

Considere o seguinte funcional definido em H1
0 (Ω)

ϕp(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

p

∫
Ω

(u+)pdx,

onde u+ = max{u, 0}. Devido a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), para 2 < p ≤ 2∗, este funcional

está bem definido e é diferenciável, com

〈ϕ′p(u), φ〉 =

∫
Ω

∇u · ∇φdx−
∫

Ω

(u+)p−1φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Fazendo φ = u− = max{−u, 0}, obtemos

∫
Ω

|∇u−|dx = 0 e portanto u− = 0, donde segue

que u ≥ 0. Argumentos de regularidade eĺıpitica monstram que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), pelo

Prinćıpio do Máximo Forte u > 0. Assim os pontos cŕıticos de ϕp são precisamente as soluções

de (∗). Diferentemente dos problemas originais do cálculo das variações, este funcional não

é limitado inferiormente. Para ver isto basta tomar u > 0 não nula e observar que

ϕp(tu) =
t2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− tp

p

∫
Ω

updx→ −∞.

Verifica-se também que este funcional não é limitado superiormente. Portanto não temos

pontos cŕıticos de máximo ou mı́nimo global. O Teorema do Passo da Montanha, garante

que sob certas condições de compacidade é posśıvel obter pontos cŕıticos para este funcional.

Este teorema é devido à Ambrosetti e Rabinowitz [2]. A condição de compacidade requerida

no teorema é relativamente fácil de ser provada quando 2 < p < 2∗, pois a imersão H1
0 (Ω) ↪→
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Lp(Ω) é compacta. Entretanto, o caso cŕıtico p = 2∗ é delicado. De fato quando Ω é estrelado,

usamos uma identidade devida a Pohozaev ( veja Apêndice A.1), para mostra que o problema

(∗) não tem solução quando p = 2∗. No entanto, em um celebrado artigo, Brezis e Nirenberg

[8] mostram que o problema muda de figura se acrescentarmos uma pertubação subcŕıtica

do lado direito. Mais especificamente, entre outras coisas, eles consideram o problema

(Pλ)


−∆u = λu+ |u|2∗−2u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e N ≥ 4. O funcional associado é

ϕλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2

∫
Ω

|u|2dx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗−1,

seus ponto cŕıticos são precisamente as soluções fracas do problema (Pλ), pois

〈ϕ′λ(u), φ〉 =

∫
Ω

∇u∇φdx− λ
∫

Ω

uφdx−
∫

Ω

(u+)2∗−2uφdx , para toda φ ∈ H1
0 (Ω).

Entre outras coisas, apresentamos a demonstração do principal resultado do artigo de Brezis-

Nirenberg, a saber

Teorema 0.1 (Brézis-Niremberg). Seja Ω um domı́nio limitado suave de RN , N ≥ 4. Se

0 < λ < λ1(Ω), então o problema (Pλ) tem solução.

No teorema acima λ1(Ω) denota o primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)) com condições de

Dirichlet.

Depois do artigo de Brezis-Nirenberg muitos outros autores estudaram o problema de

existência de soluções para equações com crescimento cŕıtico. A lista de referências é ex-

tensa, citamos os trabalhos de J.G. Azorero-P. Alonso [12, 13] e M.Gueda-L. Veron [15] que

extenderam o problema para o operador p-Laplaciano.

Na segunda parte do trabalho estaremos interessados em estudar a questão de multipli-

cidade de soluções de (Pλ). Mais especificamente, relacionaremos o número de soluções com

a topologia de Ω. Utilizaremos um conceito topológico que chamamos categoria. Sejam A

e B subconjuntos fechados de uma espaço de Banach E, tais que A ⊂ B. Intuitivamente A

é contrátil em B, se ele pode ser reduzido , de maneira cont́ınua e sem sair de B, em um

único ponto. A categoria de A em B, que denotaremos por catB(A) é o menor número de

conjuntos contráteis e fechados em B, pelos quais A pode ser coberto. Um exemplo bem

3



intuivo é a categoria de ∂B1(0) em ∂B1(0). A esfera não é contrátil na esfera, pois ela

não pode ser reduzida, continuamente e sem sair da esfera, em um único ponto, entretanto

tirando-se uma vizinhaça de um pólo da esfera este fato é posśıvel, de modo que podemos

cobrir a esfera por dois conjuntos, por exemplo um sem uma vizinhança do polo norte e o

outro sem a do polo sul, portanto a categoria da esfera na esfera é 2. Quando escrevermos

catΩ(Ω) estaremos nos referindo a categoria de Ω̄ em Ω̄. Com respeito a multiplicidade, o

teorema de maior importância é

Teorema 0.2. Existe λ∗ ∈ (0, λ1(Ω)) tal que, para todo λ ∈ (0, λ∗) o problema (Pλ) tem

pelo menos catΩ(Ω) soluções positivas.

O teorema acima foi provado por Rey [22] para N ≥ 5 e M. Lazzo [17] para N = 4 .

Nossa demonstração está baseada no artigo de Lazzo e a técnica é devida a Benci e Cerami

[4], que consideraram o problema (∗) e mostraram que o mesmo tem catΩ(Ω) soluções se p

é subcŕıtico e está próximo de 2∗. Esta técnica consiste em relacionar a topologia de Ω com

a topologia de certos conjuntos de ńıvel do funcional ϕ associado, em seguida utiliza-se um

resultado abstrato, envolvendo o conceito de categoria, que fornece múltiplos pontos cŕıticos.

Existem outros resultados de multiplicidade que extendem o problema (Pλ) para o operador

p-Laplaciano, dentre os quais citamos Alves-Ding [1].

O Caṕıtulo 1, está dividido em duas seções, na primeira provamos o Teorema do Passo

da Montanha, introduzimos o conceito de categoria e provamos o teorema que relaciona

a categoria de certos conjuntos de ńıvel do funcional com o número de pontos cŕıticos do

funcional restrito a uma variedade. No Caṕıtulo 2, provamos o Teorema 0.1. A parte mais

complicada é mostrar que existe v ∈ H1
0 (Ω) \ {0} não-negativa, tal que

∫
Ω

|∇v|2dx− λ
∫

Ω

|v|2dx∫
Ω

|v|2∗dx
< S,

onde

0 < S = inf

{∫
Ω

|∇u|2dx :

∫
Ω

|u|2∗dx = 1

}
,

é a melhor constante para imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω). É neste ponto que aparece o motivo

pelo qual resolvemos o problema apenas para N ≥ 4. Na prova deste resultado aparecem

igualdades que só valem se N ≥ 4. Quando N = 3 surgem complicações ainda maiores,
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o caso também foi tratado por Brezis-Nirenberg. Quando Ω = B1(0) e N = 3, os autores

mostraram que o problema tem solução apenas se λ1(Ω)
4

< λ < λ1(Ω).

No caṕıtulo 3, provamos o Teorema 0.2. Na primeira seção mostramos um resultado

de concentração de compacidade, na segunda seção mostramos que todas as hipóteses do

teorema abstrato a ser utilizado são satisfeitas.

Finalizamos nosso trabalho com um Apêndice, contendo resultados que usamos no decor-

rer dos outros caṕıtulos, bem como as enfadonhas contas para provar o teorema de existência.
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