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Resumo

Distribuicdes bivariadas de valores extremos surgem como a distribui¢ao limite de estatisticas
extremais (maximo ou minimo) normalizadas. Sua aplicabilidade € bem conhecida na mode-
lagem de eventos extremos naturais. No entanto, a modelagem de eventos extremos bivaria-
dos que apresentam comportamento heterogéneo com mais de uma moda ainda € um desafio.
Nessa dissertagcdo, é proposta uma nova classe de distribui¢des bivariadas denominada distri-
bui¢do Gumbel bivariada multimodal, cujas distribui¢des marginais sao distribui¢des de valores
extremos generalizadas bimodais. A flexibilidade da nova distribuicao € ilustrada graficamente
e algumas propriedades estatisticas sdao derivadas. A técnica de mdxima verossimilhancga € uti-
lizada para estimar os parametros do modelo. Experimentos de Monte Carlo foram realizados
para examinar, atavés do erro quadritico médio e erro padrdo, o comportamento das estimati-
vas de maxima verossimilhanca. Finalmente, para ilustrar a aplicabilidade do nosso modelo,
usamos conjuntos de dados climéticos de estagdes meteoroldgicas do Brasil e do canada.
Palavras-chave: Eventos extremos, dados bivariados, multimodal, Simulacdo Monte Carlo,

andlise de dados climaticos, distribuicao flexivel.



Abstract

Bivariate extreme value distributions arise as the limiting distribution of normalized extreme sta-
tistics (maximum or minimum). Their applicability is well known in modeling natural extreme
events. However, modeling bivariate extreme events that exhibit heterogeneous behavior with
more than one mode is still a challenge. In this dissertation, a new class of bivariate distributi-
ons called multimodal bivariate Gumbel distribution is proposed, whose marginal distributions
are bimodal generalized extreme value distributions. The flexibility of the new distribution is
illustrated graphically and some statistical properties are derived. The maximum likelihood
technique is used to estimate the parameters of the model. Monte Carlo experiments were con-
ducted to examine the behavior of the maximum likelihood estimates through mean squared
error and standard error. Finally, to illustrate the applicability of our model, we use climatic
data sets from meteorological stations in Brazil and Canada.

Keywords: Extreme events, bivariate data, multimodal, Monte Carlo simulation, climatic

data analysis, flexible distribution.
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Introducao

A Teoria de valores extremos (TVE) surgiu a partir da necessidade de astronomos de lidar
com observagdes destoantes. Os primeiros artigos sobre o tema apareceram entre 1914 e 1920
(Pinto, 2002). Na década de 1920, pesquisadores como Bortkiewicz (1922), Mises (1923), Fré-
chet (1927), Fisher e Tippett (1928) identificaram distribui¢des assintdticas para as estatisticas
de ordem extremas, que referem-se aos valores miaximos em um conjunto de dados. Essas
distribui¢des, conhecidas como distribui¢des extremais univariadas, tiveram suas propriedades
detalhadas por Gnedenko (1943).

A TVE se concentra no estudo das distribuicdes extremais. Elas foram resumidas por Jen-
kinson (1955), na classe de distribui¢des de probabilidade chamada de distribuicao de valores
extremos generalizada, denotada por GEV, do inglés Generalized Extreme Value distribution.
Essa classe contempla as trés classes de distribuicdes extremais Fréchet, Weibull, e Gumbel.
Além disso, mostra-se que ha uma estreita realagcao entre a distribui¢do GEV e a distribuicao de
Pareto generalizada (GPD), do inglé€s Generalized Pareto Distribution. Devido a essa relacdo, o
uso da distribui¢do GEV € crucial em varios campos de aplicacdo como finangas (Diebold et al.,
1998), seguros (Embrechts et al., 1997), hidrologia (Maposa et al., 2016), engenharia (Castillo,
1988), entre outras.

Dados de eventos extremos multivariados correlacionados ocorrem frequentemente em areas
como seguros, financas, economia, confiabilidade, meio ambiente, etc. Portanto, o uso de mo-
delos de probabilidade bivariados e multivariados sdo necessdrios. A Teoria de valores extre-

mos multivariada tem sido desenvolvida desde 1962. Os primeiros trabalhos relativos a esse

1
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assunto sdo de Oliveira (1962, 1963) e de Gumbel (1962). Na década de 90 surgiram vérias
caracterizacoes da distribui¢cdo de valor extremo multivariada. Entre elas pode-se destacar a de
Pickands (1981). No caso bivariado, alguns modelos particulares se devem a Tawn (1988) com
a distribuicao Logistica que contempla a distribui¢io de Gumbel, Joe (1990) com a distribui-
cdo logistica negativa, Joe et al. (1992) com a distribuicdo bilogistica, Coles e Tawn (1994)
com a distribui¢do bilogistica negativa, Coles e Walshaw (1994) com a distribui¢do circular,
Hiisler e Reiss (1994) com a distribui¢do que leva seu nome, e Kluppelberg e May (1999) com
a distribuicdo polinomial. O uso dessas distribuicdes podem ser encontrados em uma enorme
quantidade de trabalhos em diversas areas, por esse motivo, ndo sao mencionados aqui.

Com a proposta de fornecer modelos mais flexiveis, que os citados acima, uma outra abor-
dagem para ajustar dados de eventos extremos bivariados é a baseada em uma fungdo cépula
extremal. Livros classicos dessa teoria sao os de Nelsen (2006) e de Joe (2014). Essa aborda-
gem tem seus proprios problemas que vao desde a selecdo da cpula apropriada aos dados até a
inferéncia dos seus parametros. Aqui nao serd estudada essa abordagem.

No contexto de modelos paramétricos bivariados para dados extremos percebe-se que ainda
h4 uma busca por generalizar os modelos extremais bivariados conhecidos, em particular a dis-
tribuicao logistica simétrica bivariada ou Gumbel bivariada. Entre as recentes generalizagdes
podemos citar a G-Gumbel de Eliwa e El-Morshedy (2019) obtida ao reproduzir, para o caso
bivariado, a mesma metodologia empregada por Al-Aqtash et al. (2015) para gerar a familia
de distribuicdes G- Gumbel univariada. Eles ilustraram sua aplicacdo para dados de resultados
esportivos. Baseados no mesmo principio das distribui¢des univariadas que € de capturar cau-
das pesadas e assimetria, Badea et al. (2022) obtiveram a distribui¢do composta Gumbel-Pareto
bivariada. Esse modelo foi aplicado a dados da drea de seguros. Outro modelo recente € o expo-
nencial Gumbel bivariado de Sevil e Yildiz (2022). Todos esses novos modelos sdo unimodais
com alguma maior flexibilidade do que o modelo Gumbel bivariado (logistica simétrica).

Por outro lado, diversos dados ambientais e de financas apresentam comportamento hetero-

géneo combinando eventos raros com eventos extremos. Isto €, o modelo de probabilidade que

2
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deve-se ajustar a esses dados € uma densidade extremal bimodal. Exemplos de dados climéticos
com essas caracteristicas sdo de velocidade de vento (Kollu et al., 2012) e precipitagao (Wouter
et al., 2018). Nesse contexto, mistura de distribui¢des univariadas GEV s@o uma alternativa. O
problema de misturas finita de GEV € que a inferéncia sobre seus parametros ndo € simples,
isso pode ser visto nos trabalhos de Escalante-Sandoval (2007) e de Otiniano e Teixeira (2014).
Recentemente, Otiniano et al. (2023) propuseram uma distribui¢do bimodal para modelar dados
extremais heterogéneos univariados e a chamaram de GEV bimodal. Para dados bivariados, as
distribui¢des extremais bivariadas como Gumbel e suas generalizacdes ndo sdo capazes de aco-
modar dados de eventos extremos bivariados heterogéneos correlacionados, isto € dados bivari-
ados extremais com mais de uma moda ou mais de um cluster. Novamente, mistura de distribui-
cOes extremais bivariadas poderiam ser utilizadas desde que as distribui¢des marginais também
sejam misturas finitas univariadas. Um relato abrangente dos principais problemas nos modelos
de misturas finitas é dado no livro de McLachlan e Peel (2000). Os principais temas discuti-
dos neste livro incluem problemas de identificabilidade, estimac¢do dos parametros mediante o
uso do algoritmo EM, propriedades de estimadores de maxima verossimilhanca, avaliacdo do
nimero de componentes da mistura. As distribui¢des bivariadas consideradas no livro sdo as
mais conhecidas como Gaussiana e t-student, distribuicdes extremais ndo sao consideradas. Por
outro lado, misturas de distribui¢des bivariadas obtidas através de mistura de cépulas também
podem ser uma alternativa para modelar dados extremais com mais de um agrupamento. Al-
guns trabalhos com foco na constru¢do de mistura finita de cépulas sao de Hu (2006) (mistura
de copulas com componentes empiricas), Arakelian e Karlis (2014) (mistura de copulas com
componentes unimodais), Kauermann e Meyer (2014) (mistura de copulas Arquimedianas), Qu
e Lu (2021) (mistura de Arquimedianas, t-student e Gaussiana e marginais empiricas). Nesses
modelos, quando as distribuicdes marginais nao sdo empiricas essas distribui¢des paramétricas
marginais sao unimodais. O que ndo permite distintas formas de agrupamentos, pois para ter

vdrios grupos € necessdrio que as distribui¢des marginais sejam multimodais.

Neste trabalho propomos uma nova generalizacdo da distribuicio Gumbel bivariada que
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pode acomodar um, dois, trés ou quatro modas. Mostramos que as distribuicdes marginais do
novo modelo sdo distribuicdes GEV bimodais.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1, s@o apresentados os conceitos
e resultados conhecidos na literatura, que s@o uteis nos capitulos seguintes. Eles se referem a
distribuicao GEV, distribui¢do GEV bimodal e distribui¢des extremais bivariadas.Nos Capitu-
los seguintes estdo os principais resultados deste estudo. No Capitulo 2 € apresentada a nova
distribuicdo Gumbel bivariada multimodal e algumas de suas propriedades, além de ilustracdes
graficas do novo modelo. O Capitulo 3 inicia com o procedimento de estimac¢do de médxima
verossimilhanga dos parametros da distribuicdo Gumbel bivariada multimodal e em seguida
sdo mostrados os resultados de erro quadritico médio e erro padrdo das estimativas obtidas
via simulacdo Monte Carlo. No Capitulo 4 apresenta-se a aplicacdo da distribuicdo Gumbel
bivariada multimodal a dados de estacdes meteoroldgicas do Brasil (Brasilia e Goiania) e do
Canada (Cap-Madeleine, Montreal e Kuujjuarapik). Para as aplica¢Ges foi empregada a técnica
de blocos méximos (ou minimos) para extrair sub-amostras de méximos (ou minimos) a fim de
verificar a independéncia serial dos dados das sub-amostras. Em seguida, estimamos as distri-
bui¢cdes marginais pela distribui¢do GEV bimodal e os pares de dados extremos foram ajustados

pela distribuicdo Gumbel bivariada multimodal.




Capitulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Distribuicoes de valores extremos univariadas

A teoria de valores extremos trata do estudo da distribui¢do limite das estatisticas do maximo ou
minimo normalizadas de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).
Isto é, se Xi,..., X, é uma sequéncia de v.a’s i.i.d. com func¢do de distribui¢io acumulada
(f.d.a) E M, = max{X;, Xy,..., X,,} e existem as constantes normalizadoras a, > 0 e b,,
Gnedenko (1943), mostrou que a distribui¢do limite de M,, normalizada € uma distribui¢do nao

degenerada (&, chamada de distribuicdo extremal, obtida por:

n—00 an, n—oo

lim P (M < x) = lim F"(a,x +b,) = G(z). (1.1)

A fun¢do G € uma funcdo de distribui¢do ndo degenerada e deve ser de uma das distribuicdes
de valores extremos identificadas pela primeira vez por Fisher & Tippett (1928). Os trés tipos

da distribuicdo G, sao:
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TipoI: £ <0
exp| — (52)7¢], = >p,
Fréchet : G(x) = : } (1.2)
0, r < p
TipoII: £ > 0
exp| — (1)), =< p,
Weibull :  G(z) = : } (1.3)
1, T >
TipolIl: £ =0
Gumbel :  G(z) = exp[ — e_(%)},—oo <z <00, (1.4)

onde 1 € R, 0 > 0 e £ sdo parametros.

Essas trés distribui¢des podem ser unificadas em uma tnica distribui¢do chamada GEV
(Generalized Extreme Value distribution). A Funcdo de distribuicdo acumulada (FDA) da dis-

tribuicdo GEV, proposta por Jenkinson (1955), é dada por

o [ o] ) o

G(x; €, p1,0) = (1.5)

vl o[- (5]} eno

definida para z > p — o/ no caso em que £ > 0, e para v < u — o/& quando & < 0,

e em todos os reais para £ = 0. Uma varidvel aleatéria X com distribuicao dada por (1.5),

X ~ G(+;¢, p,0), com pardmetro de forma £, pardmetro de locagdo ;1 € R e pardmetro de

6
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escala o > 0 tem fun¢do de densidade de probabilidade (FDP)

| O G I AL I
soo{ (51 oo [ (5]}

As relagdes entre as funcdes de distribui¢ao extremais e a distribuicao GEV, conforme Em-

g(x; &, pn,0) =

brechets et al.(1997), sdo dadas por:

& >0 corresponde a distribui¢do Fréchet (1.2)

€ <0 corresponde a distribuicdo Weibull(1.3)

& =0 corresponde a distribui¢do Gumbel(1.4)

05
I

04

02
I

01

Figura 1.1: Func@o de distribui¢do da GEV para § € (—0.5,0,0.5)compu=0e o0 = 1.

1.2 Distribuicio GEV bimodal

Com base na distribuicao GEV, Otiniano et al. (2023), propuseram uma distribui¢do bimodal

GEV (BGEV). A metodologia utilizada para obter a distribui¢io BGEV, cuja distribui¢do acu-

7
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mulada € denotada por G gy, consiste em compor a distribui¢do GEV (1.5) com parametro
de locagdo p, escala 0 = 1 e forma &, denotada por (G, com uma transformada inversivel
T(x) = ox|z|°. O vetor de pardmetros do modelo BGEV ¢ (£, o, 1, §). Otiniano et al. (2023)
mostra que os parametros &, 4, ¢ sdo de forma e o de escala. A fim do modelo bimodal possuir
parametro de locag@o, aqui se compds a distribui¢do GEV (G) com pardmetros i = 0, o, £ com

a transformada

T(x) = (z = p)le —pl°, peR, §>0. (1.7)

Entdo, uma variavel aleatéria X tem distribuicio BGEV com pardmetros de forma &, , escala
o, elocagdo p; X ~ Gparv(.; €, 1, 0,0), se sua fungdo de distribui¢do acumulada (FDA) e sua

funcado de densidade de probabilidade (FDP) sdo dadas, respectivamente, por:

Gparv(z; &, pn,0,0) = G(T(x);€,0) (1.8)

Onde G € dada pela equagdo (1.5) com u=0e

! [1+§T<x) exp{ L } }T’(w» £40,
g o g
gpaev(T) = LT T( (1.9)
exp{——{ (x)]—exp[ $]}T() £=0,
g o
cujo suporte € o conjunto
TRz >sng (~F) 27T+, €40,
D = (1.10)
r eR, §=
As fungdes inversa e derivada de 1" sdo, respectivamente, dadas por:
TY(z) = sng(z)|z|7 + (1.11)

8
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T'(z) = (6 + )|z — pl’. (1.12)

De (1.8) e (1.11), tem-se que a fun¢do quantile da distribui¢io GEV bimodal € dada por

1

sgn (£ (10g(1/9)79) ) |2 (1og(1/) )0+ 1+, se €40,
1

Qy) (1.13)

sgn (o log (log (™)) |0 log (log (NI O T D) 44, se ¢ =0.

Ilustracoes graficas

A flexibilidade do modelo BGEV ¢€ ilustrada nas Figuras (1.2) e (1.3). Na Figura 1.2 se variam
os parametros de forma & e 6 enquanto ;1 = 0 e o = 1. Jd na Figura 1.3 se variam os parametros
(e o para g e £ fixos, ilustrando o papel de 1 como pardmetro de locacdo e o0 como pardmetro

de escala.

Vale ressaltar que o modelo BGEV descrito em (1.9) se diferencia do modelo BGEV pro-
posto por Otiniano et al. (2023) no parametro de locagdo. Além disso, em relac@o as funcdes
(1.8), (1.9), nota-se que o procedimento de simulacdo de X com essa distribui¢do e a estimagao
de seus parametros foram implementados no pacote bgev inserido no cran do R-project,Otiniano
e Lirio (2024), de modo a oferecer uma maior aplicabilidade do desenvolvimento do contetido

da dissertacao.
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1.5

1.0

05

0.0

15

1.0

0.5
|

0.0
|

Figura 1.2: Func¢ao de distribui¢do da GEV Bimodal variando § para £ € (—0.5, 0, 0.5) com
p=0eoc=1.
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12
1.2

o p=-1

—_— =0

0.8
0.8

—_— =1

0.4
|

0.0
| |

0.0 0.4
| | |

1.2

- p=-1

—_— =0

0.8

— =1

0.4

|

Figura 1.3: Funcdo de distribui¢do da GEV Bimodal variando p para ¢ € (1, 2, 5) com
E=05ed0=1

Ao analisar as figuras que mostram a func¢do de distribuicdo da GEV bimodal variando os
valores dos parametros, Observamos que o parametro £ controla a assimetria da distribuicdo
BGEY, quando £ € positivo a moda da esquerda € mais alta, enquanto que quando & € negativo,
a moda da direita é mais alta. Quando ¢ = 0 a altura das duas modas é bem semelhante. O
parametro 0 influencia a forma da distribuicdo deixando ambas as modas mais concentradas

conforme o valor de § aumenta.

Os parametros j e o representam a localizacdo e escala da distribuic@o, respectivamente.

Onde 1 indica o ponto de separagcao das duas modas e o representa a dispersao da distribuicao.

11



cap. 1. Conceitos preliminares

1.3 Distribuicao de valor extremo bivariada

Nesta secdo descreve-se a distribuicao de valor extremos bivariada conforme o livro de Kotz e
Nadarajah (2000) que fez uma revisdo da TVE baseado nos trabalhos de Oliveira (1962, 1963,
1981), Galambos (2000), De Haan e Resnick (1987) e Pickands (1981), entre outros. Eles apre-
sentam a TVE multivariada, porém aqui concentra-se o estudo ao caso bivariado. A extensao da
TVE univariada para o caso bivariado ndo € imediata e requer consideracdes adicionais como
a dependéncia entre as duas varidveis e a modelagem da distribuicao conjunta para lidar com
essa dependéncia.

Sejam Z; = (X, Y;), i = 1, ..., n vetores aleatdrios i.i.d. com fung¢do de distribui¢do comum

Fe

Hla,XZi = <M1n7M2n)7 (114)

1<i<n

o vetor de estatisticas do mdximo, onde M;,, = max {X;} e My, = max{Y;}. Assim como
1<i<n 1<i<n
no caso univariado, suponha que exista uma sequéncia de constantes normalizadoras a;, > 0 e

bin € R (i = 1,2), tais que

My, — bin, My, — bay, .
lim P (—1 ! <z, e an < y) = lim F"(a1,x + bip, a2,y + bay)
= G(z,y), (1.15)

sendo G uma fung¢ao de distribui¢do prépria ndo degenerada em cada marginal. Assim como no
caso univariado, mostra-se que G satisfaz a relacdo de estabilidade maxima que consiste em:

Para todo n > 1 existem «;, > 0e §3;, € R, 7 = 1,2 tais que

Gn(alnx + ﬁln; Qony + ﬁQn) - G(ﬂf, y) (116)

E importante observar que as distribuicdes marginais da distribui¢do de valor extremal biva-

12
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riada G sdo distribuicdes univariadas GEV conforme definidas em (1.5), pois a partir de (1.15)
tem-se que

lim  F"(a1,x 4 bip, agny + b)) = lim F*(ay,z + b1,) = Gi(x) (1.17)
n—oo

Y—+00,N—+00

lim  F"(a1,2 + bin, a2,y + boy) = li_)m F (asny + ban) = Ga(y). (1.18)

T—00,N—00

onde F; e G sdo a j-ésima distribui¢do marginal de F e G, respectivamente.

Entdo, ao comparar (1.17), (1.18) com (1.1), conclui-se que GG; e G5 sdo distribuicdes ex-
tremais que podem ser de uma dos trés tipos: Fréchet ou Weibull ou Gumbel (ou, de forma
mais geral, GEV (1.5)). A escolha da distribui¢ao marginal € arbitraria. Oliveira (1962, 1963,
1981) e Galambos (2000) assumem que as marginais sdo Gumbel, enquanto De Haan e Resnick

(1987) assumem distribui¢des marginais Fréchet.

Uma das caraterizacdes da distribuicdo G foi dada por Pickands (1981). A distribuicao de

valor extremo bivariada G é expressa em termos da funcio de Pickands A. Ela é dada por

G(z,y) = exp {— In (G4 (x)) + In (Ga(z))] A (m (Gl(lar:l)()G;(i)()GQ(x))) } (1.19)

e a funcao de Pickands

Afw) = / max{(1 — w)g, w(l — )}dH(q), (1.20)

depende da medida finita positiva H definida em [0, 1]. A fun¢éo A(.) é uma fun¢io de depen-
déncia de (X,Y’) que ndo deve ser confundida com fung¢des de dependéncia introduzidas por

outros autores. Algumas propriedades de A sdo:

13
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c 0<A(1) <1 Aw) > 0emax(w,l —w) < A(w) <1,0<w < 1;

* A(w) = 1 implica que Y] e Y; sdo totalmente independentes, isto é, o conhecimento do

valor de uma varidvel nao fornece nenhuma informacao sobre o valor da outra varidvel;

* A(w) = max(w,l — w) implica que X e Y sdo totalmente dependentes, ou seja, o
conhecimento do valor de uma varidvel permite prever com precisao o valor da outra

variavel, e vice-versa;
o A éconvexa, isto €, A[Ay; + (1 — N)ya] < MA(y1) + (1 — M) A(y2) VA € [0,1];

* Se Ay forem funcdes de dependéncia, entdo Z;”Zl oAy, também é, onde o, > 0 e

D per o =1

Para simplificar a notagdo, neste trabalho, a distribui¢do (1.19) € escrita pela equacao

G(z,y) = exp {—(u(:c) +o(y)A (%) } , (1.21)

u(z) + v(y)
com
£ —1/& & —1/&
u(z) = {1 + U—lx] , u(y) = {1 + 0—23/1 , se &,6 #0 (1.22)
e
u(z) = exp [—Uﬁl] , v(y) = exp {—JEJ , se &,& =0, (1.23)
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A importancia da fung@o de Pickands (A) reside em sua capacidade de capturar a estrutura
de dependéncia entre extremos, o que € fundamental para a tomada de decisdes em contextos
onde eventos extremos tém impactos significativos. Aqui citamos alguns dos modelos mais
conhecidos da distribui¢do G.

Exemplo 1: Modelo Misto

O modelo misto tem fun¢do de dependéncia

Alw) =0uw? —w+1, (0<60<1), (1.24)

Figura 1.4: Funcao de dependéncia para w = u(z)/(u(x) + v(y)) do modelo misto com 6 =
0.5 e marginais GEV com parametros j; = o = 0,01 =0, =1e& =& = 0.1.

\/

A linha horizontal da Figura (1.4) corresponde a independéncia e as duas que formam um
"V"correspondem a dependéncia total.

Com a funcgdo de distribuicdo G da forma

G(z,y) = exp{—(u(:l:) +o(y)) + (M)} (1.25)

u(z) +v(y)

Independéncia corresponde a # = 0, mas ndo podemos ter dependéncia total. Com este modelo

15
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as varidveis (X, Y') sdo intercambidveis, isto é, G(z,y) = G(y, z).

Exemplo 2: Modelo logistico

A funcao de distribui¢do G do modelo logistico é da forma:

oo [-igp - {() ¢ ()} oo

onde 0 < 91,9 < ler > 1.

Um caso especial onde 11 = 15 = 1 € a distribuicdo logistica simétrica (Gumbel), onde G

¢ dada por:

G (a,y) = exp { — (u(z)" +v(y)")7} (1.27)

e funcao de dependéncia para r > 1

Aw) = {(1 = w)" +w"}r, (1.28)

com u(z) e v(y) dadas em (1.23), cujas distribui¢des marginais G; e G sdo distribuigdes

GEYV como definidas em (1.5) e (1.22) ou (1.23).

A independéncia e dependéncia total da distribui¢do G, correspondemar = 1er = +oo,

respectivamente. Isto &,

lim G, (z,y) = Gi(2:6,0,01)G2(y: &, 0,02) e lim G2, y) = min{G(2;&,0,01), Ga(y: &, 0, 02) ).

16
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Figura 1.5: Fungdo de dependéncia para w = wu(z)/(u(z) + v(y)) do modelo Gumbel com
r = 2 e marginais GEV com parAmetros j1; = s = 0,00 =0 =1e & =& =0.1.

Para valores de r proximos a 1, a curva da funcdo de dependéncia se aproxima de uma linha
horizontal. A medida que os valores de » aumentam, essa curva comega a se assemelhar a um
funil, uma vez que, a independéncia e dependéncia total correspondem a » = 1 e r = +o0,

respectivamente. Isto €,

Gi(z,y) = e @)

devido as expressoes em (1.22) e (1.23).

Exemplo 3: Distribuicao logistica Assimétrica

A fun¢do de dependéncia A € dada por:

A(w) = {07(1 —w)" + ¢"w'} + (0 — p)w+1—0, (1.30)

onde0 <60, o<1, r>1

17
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Figura 1.6: Fungio de dependéncia para w = u(z)/(u(x) + v(y)) do modelo logistico assimé-
trico com r = 2, § = ¢ = 0.5 e marginais GEV com pardmetros j1;,= muy = 0,07 = 09 =1

(& 51, = IL’iQ =0.1.

Para valores de r proximos a 1, a curva da funcao de dependéncia se aproxima de uma linha
horizontal. A medida que os valores de 7 aumentam, essa curva comega a se assemelhar a um

funil.

A funcdo de distribui¢cdo G do modelo logistico assimétrico é da forma:

G(z,y) = exp | — (1 — Ou(z) — (1 — ¢)o(y) — (ula) 0" +v(y)¢)r|.  (1.31)

Quando ¢ = 6 = 1, o modelo logistico assimétrico é equivalente ao modelo logistico
simétrico, mas este modelo contém outros modelos existentes. Se ¢ = ), obtemos uma mistura

de logistica e independéncia.

18
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L N

7.57

. -100_»
25 00 25 5.0 75 0 4 8

Figura 1.7: Gréfico de dispersdo de dez mil dados simulados do modelo logistico simétrico
(1.27) com r € {1,2,10,100} e marginais GEV com pardmetros p; = ps = 0,01 = 09 =
1,& = 0e & = —0.8, da esquerda para a direita e de cima para baixo, respectivamente.

Figura 1.8: Funcdo de distribuicdo do modelo logistico simétrico (1.27) com r €
{1,2,10,100} e marginais GEV com pardmetros p; = py = 0,01 = 05 = 1,§ = 0e
&, = —0.8, da esquerda para a direita e de cima para baixo, respectivamente.
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Figura 1.9: Grafico de dispersdao de dez mil dados simulados do modelo logistico assimétrico
(1.31) com r € {1,2,10,100}, ¢ = 0.5, 8 = 0.5 e marginais GEV com parimetros p; =
o = 0,00 = 09 = 1,& = 0e & = —0.8, da esquerda para a direita e de cima para baixo,
respectivamente.

Figura 1.10: Funcdo de distribuicio do modelo logistico assimétrico (1.31) com r €
{1,2,10,100}, ¢ = 0.5, # = 0.5 e marginais GEV com pardmetros p; = puy = 0,09 =
oy =1,& = 0e & = —0.8, da esquerda para a direita e de cima para baixo, respectivamente.
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Capitulo 2

Distribuicao Gumbel bivariada

multimodal

2.1 Introducao

Neste capitulo estdo os principais resultados deste trabalho. Como uma generalizag¢do da distri-
buicao Gumbel bivariada ou Logistica simétrica, aqui € definida uma nova distribuicdo Gumbel
bivariada multimodal por um método de composi¢ao. Mostramos algumas de suas proprieda-
des e em seguida, para ilustrar a flexibilidade do novo modelo, foram gerados vérios gréificos da

densidade e de suas curvas de nivel.

2.2 Principais resultados

A metodologia aqui utilizada para definir uma nova distribui¢do de valores extremos multimo-
dal segue a mesma estratégia usada, no caso univariado, para obter a distribui¢io GEV bimodal
descrita na Secdo 1.2. Essa metodologia consiste em compor a distribui¢do de valores extre-
mos G, definida em (1.21), com um vetor (77,75). Para ilustrar melhor a metodologia aqui
considera-se a distribuicdo logistica simétrica (conhecida como distribuicio de Gumbel), dada

em (1.27).



cap. 2. Distribuicao Gumbel bivariada multimodal

Seja G, a fungdo de distribui¢do logistica bivariada com marginais GEV G(.; &, 01,0) e

Gz(-;§270270) € sejam
Ti(z) = (. — )|z — |, e To(y) = (y — pa)|ly — 2|, 6 >0ep € Ryi=1,2, (2.1)

transformacoes inversiveis com fung¢des inversa e derivadas, respectivamente, dadas por:

_1 _ 1
Ty (@) = sng(x)|x| ™7 + pa, Ty (y) = sng(y)lyl™= + pe (2.2)

T{(x) = (61 + D)z — pa|™, Ty(y) = (62 + 1)y — p2| . (2.3)

Entdo, dizemos que um vetor aleatério (X, Y') tem distribuicdo Gumbel bivariada multimodal
(GBM) G com vetor de pardmetros © = (r, &y, 01, p1, 01, &2, 02, iz, d2), se suas funcdes de

distribuicdo acumulada conjunta e de densidade conjunta, sdo respectivamente, definidas por:

Go(r,y) = Gr(u(Ti(z)),v(Ta(y)))

= exp {— {[u(Ti@)] + PTE)I 2.4)

go(z.y) = gr(w(Ti(z)),v(T2(y)w'(T1(x))T1(2)v' (T2(y))T5(y)
- o {0+ B -1 0+

< I (B3(0) + o7 (T Ty (o)) o(Ty () 2 20

(2.5)
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com
PG, (z,y)

g-(z,y) = 910y

epara&; # 0, j = 1,2, as fungdes u e v sdo definidas por

3 —1/& & —1/&
u(z) = [1 + 0_14 , v(y) = {1 + 0_24 . (2.6)

Japara&; =0, j = 1,2 elas sdo dadas pelas fun¢des exponencias

T Y

u(z)=e 1, v(y)=e °z. 2.7)

Como os parametros &; e & podem ser ndo-nulos ou nulos. Tem-se trés possiveis formas

para a densidade gg.

Caso 1 (& #0e& # 0):

golw,y) = exp{~[u (T1(@) + " (W) }{r =1+ [ (7)) + " () |

X[ (Ty(@)) + 0" (Tey)] [T (@) ()] T (@) Ty),  (28)

com suporte

D* = {(x,y) eR?: x> sng (—2) 2 ey > sng (—@> |22 |5 +M2}<2-9)
&) & &) &

Caso2(( =0e& =0):

Sl=

gole,y) = exp{ [ (T1(@) + " (W)} {r =1+ [ (7i(@) + " (L) |

X[ (Ty(@)) + 0" (To(y)] [T (@)) [o(To(y))] T (2) T3 (), (2.10)
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com suporte

D* = {(z,y) € R*}. (2.11)

Caso3 (&, #0e & = 0):

3=

golw,y) = exp{—[u (Ti(w) +v" (L)} {r =1+ W (Ti(@) +v" (T(y)))

}

X [u” (Ty(w)) + 0" (Ta()] 2 [w( T3 ()] [o(Ta(y)] T} (2) T (y), (2.12)
com suporte
DQ:{(x,y)eRzzyZSng <—g>\g|52+1+u2}. (2.13)

Note que

/D /D go(x,y)dzdy = /_ Q /_ , 9r(Ti(@), To(y))dTi (2)dTa(y) = 1. (2.14)

Desta forma, gg € a funcdo de densidade de probabilidade do novo modelo Gumbel bivariado

multimodal (X,Y) ~ Ge.

Proposicdo 1. Se (X,Y’) possuem distribui¢io Gumbel bivariada multimodal ((X,Y") ~
Go(x,y)) dada pela equagdo (2.4), entdo suas marginais sio GEV bimodais (X ~ Gpgry ()

e Y ~ Gperyv(y)) dadas pela equacdo (1.8).

Prova.
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A prova € direta. Como 7} e T5 sdo fungdes continuas e crescentes, basta calcular os limites

Jm Ge(z,y) = Jim G (Ti(z), Tr(y))
= Gi(Ti(z))
= GBGEV1 (l’) (215)
€
xgriloo G@(CL’, y) = o (;§I_I>1+oo GT’ (Tl (ZL’), T2 (y))
= Ga(Ta(y))
= GYBGEV2 (y) (216)

Proposicao 2. Seja (X,Y) ~ Gg. A distribui¢do condicional F'(z|y) = P(X < z|Y < y)é

dada por:
Pty exp{—w(w»+vT<T2<y>>]Z+v<T2< )} et
exp { ~[u" (Ti(x)) + " (D))" +exp [-22] L, & =0
Prova.

A prova € direta ao usar as equacdes (2.4) e (1.8).
A expressdo (2.17) pode ser titil para calcular dependéncia caudal e medidas de risco como
periodo de retorno condicional em hidrologia e valor em risco ( value at risk) condicional em

financgas. Esses topicos serdo tratados em trabalhos futuros.

2.2.1 Ilustracoes graficas

O comportamento do modelo GBM definido em (2.5) € ilustrado graficamente nas Figuras 2.1-

2.6. Os vetores de parametros utilizados nessas ilustracdes estdo descritos na Tabela 2.1. Esses
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cap. 2. Distribuicao Gumbel bivariada multimodal

vetores de parametros foram especificados a fim de considerar diversas configuragdes dos nove

pardmetros. As possiveis configuracdes incluem casos com uma, duas, trés e quatro modas.

Na Figura 2.1 temos o modelo basico Gumbel simétrico ja conhecido com §; = & = 0,
& =& =0.5,00 =09 =1¢e pu; = ue = 0, em que existe apenas uma moda. Para todos os

casos ambas as marginais seguem distribuicdes logisticas simétricas (Gumbel).

Tabela 2.1: Combinacdes de parametros do modelo multimodal extremal bivariado.

Pardmetros | 7 (u1,01,&1,01) (o, 09,&,02) Resultado
0, 1 (0,1,0.5,0) 0,1,0.5,0) 1 moda
0, 1 (0,1,0.5,0) 0,1,0.5, 1) 2 modas
05 2 (0,1,1,0) 0,1,0, 1) 2 modas
0, 1 (O,1,-1,1) 0,1,-1,2) 3 modas
05 1 (0,1,05,1) (0,1,0.5, 1) 4 modas
2

6 0,1,0, 1) 0,1,0, 1) 4 modas

Figura 2.1: Densidade bivariada (esquerda) e curvas de nivel (direita) da funcao de distribui¢ao
do modelo (2.8) com parametros ¢; da Tabela 2.1.
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Figura 2.2: Densidade bivariada (esquerda) e curvas de nivel (direita) da fun¢do de distribui¢ao

do modelo (2.8) com parametros 0, da Tabela 2.1.

Figura 2.3: Densidade bivariada (esquerda) e curvas de nivel (direita) da funcao de distribui¢ao

do modelo (2.12) com parametros #3 da Tabela 2.1.
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cap. 2. Distribuicao Gumbel bivariada multimodal

Figura 2.4: Densidade bivariada (esquerda) e curvas de nivel (direita) da fun¢do de distribui¢ao
do modelo (2.8) com parametros 6, da Tabela 2.1.

Figura 2.5: Densidade bivariada (esquerda) e curvas de nivel (direita) da funcao de distribui¢ao
do modelo (2.8) com parametros 65 da Tabela 2.1.
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Figura 2.6: Densidade bivariada (esquerda) e curvas de nivel (direita) da funcao de distribui¢ao
do modelo (2.10) com parametros g da Tabela 2.1.

Das Figuras 2.1 - 2.6, podemos concluir que a distribuicio Gumbel bivariado multimodal,
aqui proposto, € mais flexivel do que distribuicio Gumbel bivariada conhecida, pois ela pode
ser utilizado para ajustar dados extremais bivariados heterogéneos com diversas modas. Sua
aplicag@o em hidrologia e financas é promissora devido ao possivel cdlculo de medidas de risco
dessas areas. Além disso, suas distribuicdes marginais (BGEV’s) possuem boas propriedades
(Otiniano e Teixeira, 2014) e sdo mais flexiveis que a distribuicdo GEV.

Uma andlise gréfica da funcio de densidade de probabilidade (FDP) dessas figuras nos leva a
concluir que no nimero de modas da distribuicio GBM € regida pelos valores dos parametros d;
e 0o das distribui¢des marginais. Quando ¢; = 5 = 0 as distribui¢des marginais sdo unimodais
e em consequéncia a FDP do modelo GBM ¢€ unimodal, Figura 2.1. No caso em que §; # 0 e
0o = 0oud; = 0edy # 0, isto é, uma das distribuicdes marginais € unimodal e a outra bimodal,
entdo a funcio de densidade do modelo GBM € bimodal, Figuras 2.2 e 2.3. A FDP do modelo

GBM apresenta trés ou quatro modas se §; > 0 e d; > 0, Figuras 2.4, 2.5 ¢ 2.6.
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Capitulo 3

Desempenho dos estimadores de maxima
verossimilhanca via simulacao Monte

Carlo

3.1 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Nesta secdo apresentamos as expressoes a serem calculadas para obter os estimadores de mé-

xima verossimilhanca (ML) dos parametros de uma distribuicio Gumbel bivariada multimodal.

Seja (X,Y") o vetor aleatério Gumbel bivariado multimodal; (X,Y") ~ G, como definido
em (2.4) com sua respectiva FDP gg dada em (2.5), em que © = (7, &1, 01, 1, 01, &2, 02, 2, 02).
Para os valores amostrais (z1,¥1),- .-, (Zn,yn) de (X,Y), a fungdo de verossimilhanga da

amostra é dada por

LO) = H ge (7, i)

= HQT(U(Tl(xi)%U(Tz(yi)))U’(Tl(ffii))T{(Ii)v’(TQ(yi))Té(yi)



§3.2. Simulagées e Estimagdo

e sua funcdo de log-verossimilhanca conforme

(n(©) = Z gr(Ta (1), Ta(ya)) T () T3 ()

= Y {-w @)+ (@) |+ Zln{r—u " (Ty(@) + o (Ta(y1)

=1

+ Zln[ (T3 () + " (Ta()) +Zln (Ta(z)o(Ta(ya)] ™!

S 1=
—

n

n Zlnau T1 (x;)) Zl ov Tg yl 3.1)

3.2 Simulacoes e Estimacao

Para simular uma amostra aleatéria do vetor (X,Y) ~ Gg, definida em (2.4) utilizamos o0 mé-
todo da transformada inversa juntamente com o pacote evd do software R. O algoritimo envolve
os quantis de y; e ¥ de X e Y, respectivamente, conforme (1.13). O procedimento de estimacgdo
por médxima verossimilhanga consiste em otimizar a funcdo (3.1) em dois passos. Inicialmente
estimam-se os parametros das distribui¢des marginais Gy = Gpgggryvi, Go = Gpgrye € em

seguida o parametro r da distribuicio Gumbel bivariada multimodal.

No passo 1, foi utilizado o Algoritmo 1 e no passo 2 o Algoritmo 2, ambos mostrados

abaixo.
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cap. 3. Desempenho dos estimadores de mdxima verossimilhanca via simulagdo Monte Carlo

Algoritmo 1: Caso Univariado

1 determine o nimero de amostras simuladas (N) e o tamanho de cada amostra (n);

2 Simule uma amostra de tamanho n

gbgev <- function(p, mu = 1, sigma = 1, xi = 0.3, delta = 2){
quantile <- sign(ggev(p, 0, sigma, xi))*
(abs (ggev (p, 0, sigma, xi)))"(1/(delta + 1)) + mu
return (quantile) }
rbgev <- function(n, mu = 1, sigma = 1, xi = 0.3, delta = 2){
U <— runif (n)
rnumber <- gbgev (U, mu, sigma, xi, delta)
return (rnumber) }

Z <- rbgev(n, mu, sigma, xi, delta)
Calcule a fung@o logaritmo da verossimilhanga ¢,,(©)

likbgev <- function(y, theta = c(1, 2, 0.3, 2)){

mu <- thetal[l]; sigma <- ifelse(theta[2]1>0, theta[2], 0.00001)
xi <- thetal[3]; delta <— thetal4]
T <- (y-mu) * (abs (y-mu) “"delta)

derivate_T <- (delta + 1)« (abs(y-mu)“delta)
dbgevd <- dgev (T, mu, sigma, xi)=*derivate_T

return (sum(log (dbgevd))) }

Maximize ¢, (©) utilizando a fung¢do bgev.mle do pacote bgev e obtenha os pardmetros

estimados:
esti <- bgev.mle(Z)Spar

e calcule a média de cada um dos vetores de parametros estimados.
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Algoritmo 2: Caso Bivariado

1 Gerar uma amostra do modelo GBM com parametros

© = (u1, p2, 01, 02, 01, 09, &1, &, ) utilizando a biblioteca evd e bgev do R:

rgbm <- function (n=200,M1=0,M2=0,D=c(0,0),sigmal=1,sigma2=1,
x11=0.5,x12=.5, modelo= ) {
z <— evd::rbvevd(n=n, dep=1/r, model =modelo,
marl = c¢(0,sigmal, xil),
mar2 = c(0, sigmaz2, xi2))
T_inv_x <- sign(z[,1])*abs(z[,1])"(1/(D[1]1+1)) + M1
T_inv_y <- sign(z[,2])=*abs(z[,2])"(1/(D[2]+1)) + M2
xy <- matrix(c(T_inv_x,T_inv_y), ncol= 2, nrow =n,
dimnames=1ist (c (), c( , )))

return (xy) }

Com N amostras de tamanho n estimar O :
com uma amostra de tamanho n:

Estimacdo dos parametros das marginais, pelo Algoritmo 1.

A<-matrix( ncol=9,byrow=T)
while (nrow (A) <N) {
Zz <- rgbm(n,M1,M2,D=c(D1,D2),sigmal,sigma2,xil,xiz2,
modelo= )
z1=210,11; 272=21[,2]
estil <- bgev.mle(Z1l,itermax=20) Spar
esti2 <- bgev.mle (Z2,itermax=20) $par
r<-optim(par = thetaalfa, fn=likgumb,Y=Z,
lower=c (0.001), upper=c(l),
method= ) $par

A<-rbind (A, c(estil,esti2, r))}
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3.2.1 Resultados

Seis configuracdes diferentes de vetores de pardmetros © = (7, &1, 01, i1, 01, £, 02, iz, d2) fo-
ram desenhados para o procedimento de simulagdo e estimagdo. Esses vetores de parametros
estdo na primeira coluna das Tabelas 3.1, 3.2, e 3.3. O desempenho de © é avaliado pelo Erro

quadratico médio (EQM) e erro padrao (EP) das estimativas médias. Eles sdo obtidos por:

N N A
1 G 1 >0 —0)
EFEOM = — 0.2 EP = i=1
Q N - (@'L @7,) ) \/N\/ N . 1 9

onde N é o nimero de réplicas, O; sdo os valores dos pardmetros dos vetores simulados, ©; sao
as estimativas médias dos parametros. Cada O, é estimado para tamanhos de amostras n = 50,

100, 500.

Os resultados das Tabelas 3.1, 3.2, e 3.3 indicam que, em quase todos os casos, as estimati-
vas médias dos parametros tendem a se aproximar cada vez mais do valor real dos parametros
conforme o tamanho da amostra aumenta. Tanto o EQM quanto o EP ficam mais préximos de
zero para maiores tamanhos de amostra. No entanto, em alguns casos, as estimativas de ji; € 0;
para j = 1,2 apresentaram pouca melhora a medida que o tamanho da amostra aumenta. Dos
seis vetores de parametros,0 EQM da componente d; do vetor O, oscila em torno do valor 4.2.
No geral, pode-se concluir que as estimativas de maxima verossimilhanca de © apresentam um

bom comportamento.
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50
O©(EQM; EP)

100
©(EQM; EP)

500
O©(EQM: EP)

p1 =10
0'1_]_
& =05
5120
©1 =0
oy =1
& =05
52:
r=1
p1 =10
0'1:]_
& =05
01=0
©y =0
o9 =1
& =05
(52:]_
r=1

0.0294 (0.0149 ; 0.0053)
1.122 (0.0937 ; 0.0126 )
0.5773 (0.07 ;0.0113)

0.0667 (0.0477 ; 0.0093 )

0.0235 (0.0146 ; 0.0053 )
1.1252 (0.0995 ; 0.013)

0.5856 ( 0.2354; 0.0109 )

0.0799 (0.0149 ; 0.0094 )

1.0398 ( 0.0065 ; 0.0031 )

0.0274 (0.0141 ; 0.0052 )
1.1078 (0.0768 ; 0.0114 )
0.5943 (0.0663 ; 0.0107 )
0.0975 (0.0589 ; 0.0099 )
0.0017 ( 0.0045 ; 0.003 )
1.0686 ( 0.0578 ; 0.0103 )
0.5768 ( 0.2368 ; 0.0121 )
1.1239 (0.9594 ; 0.0169 )
0.9667 (0.004 ; 0.0024 )

0.0245 (0.0103 ; 0.0044 )
1.1127 (0.0686 ; 0.0106 )
0.5518 (0.0357 ; 0.0081 )
0.0575 (0.0272 ; 0.0069 )
0.0202 ( 0.0102 ; 0.0044 )
1.1114 (0.068 ; 0.0106 )
0.5595 (0.2359; 0.0077 )
0.0459 (0.0103 ; 0.0072 )
1.0271 ( 0.0025 ; 0.0019 )

0.0285 (0.0125 ; 0.0048 )
1.1293 (0.0789 ; 0.0112)
0.5621 ( 0.0388 ; 0.0084 )
0.0431 (0.0242 ; 0.0067 )
0.0011 (0.0036 ; 0.0027 )
1.0704 ( 0.0437 ; 0.0088 )
0.535 (0.234; 0.0096 )
1.0322 (0.9556; 0.014 )
0.9743 (0.0024 ; 0.0018 )

0.0133 (0.013; 0.0037 )
1.1082 ( 0.0609 ; 0.0088 )
0.5378 (0.0281 ; 0.0064 )
0.023 ( 0.0322 ; 0.0064 )
0.0066 ( 0.007 ; 0.0045 )
1.0716 (0.0412 ; 0.0086 )
0.4982 ( 0.2227 ; 0.0059 )
0.0246 (0.013 ; 0.0067 )
1.0127 ( 6e-04 ; 9e-04 )

0.0134 (0.013;0.0051 )

1.1207 (0.0619 ; 0.0097 )
0.5402 (0.0292 ; 0.0074 )
0.0325 (0.0356 ; 0.0083 )
-0.0052 ( 0.0027 ; 0.0023 )
1.0542 (0.0334 ; 0.0078 )
0.533 (0.2497 ; 0.0068 )
0.9871 (0.9863 ; 0.0111)

0.9875 ( 6e-04 ; 9e-04 )

Tabela 3.1: Estimativas de ©; e O,, seu respectivo EQM e EP para n = 50, 100 e 500 e

N = 500.
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50
O©(EQM; EP)

100
O©(EQM:; EP)

500
O(EQM: EP)

pr =20
oy =1
Gi=1
01 =
O3 =0
o9 =
£ =0
do =1
r=
pur =20
op =1
fr=-1
=1
Oy pp=0
oy =
b= -1
0y =2
r=1

0.0435 (0.0205 ; 0.0061 )
1.1582 (0.1763 ;0.0174 )
1.0667 (0.1084 ; 0.0144 )
0.0911 (0.0735;0.0114)
-0.0016 ( 0.0051 ; 0.0032 )
1.0153 (0.0385 ; 0.0088 )
0.0159 (0.0205 ; 0.0098 )
1.1234 (0.9334 ;0.0181 )
1.7625 (0.0829 ; 0.0073 )

-0.0719 ( 0.0125 ; 0.0038 )
1.2504 (0.2019 ; 0.0167 )
-0.9467 (0.0785; 0.0123)
1.1673 (0.3195; 0.0242)
-0.0524 ( 0.0066 ; 0.0028 )
1.2489 (0.1894 ; 0.016 )
-0.9617 ( 0.8686 ; 0.0132)
1.9368 ( 1.1563 ; 0.0253 )
1.1317 (0.0449 ; 0.0074 )

0.0322 (0.0111 ;0.0045 )
1.1085(0.1114;0.0141 )
1.0085 (0.0627 ; 0.0112)
0.0412 (0.0344 ; 0.0081 )
-0.0066 ( 0.0044 ; 0.003 )
1.0277 ( 0.0259 ; 0.0071 )
0.0091 (0.0111; 0.0074 )
1.0391 (0.9466 ; 0.0149 )
1.8111 (0.0519 ; 0.0057 )

-0.066 ( 0.0101 ; 0.0034 )
1.2661 ( 0.2001 ; 0.0161 )
-0.9651 (0.0767 ; 0.0123 )
1.119 (0.2339;0.021 )
-0.0503 ( 0.006 ; 0.0026 )
1.2654 (0.1874 ;0.0153 )
-0.9706 ( 0.8781 ; 0.0127 )
1.9191 (1.1422;0.0241 )
1.1402 ( 0.0462 ; 0.0073 )

0.0279 (0.01 ; 0.0043 )
1.1101 (0.1015; 0.0134 )
0.9669 (0.0396 ; 0.0088 )
0.0182 (0.0194 ; 0.0062 )
-0.0131 (0.0043 ; 0.0029 )
1.0585 (0.0369 ; 0.0082 )

0.0345 (0.01 ; 0.006 )

0.998 (0.9542;0.0141)
1.8582 (0.0331; 0.0051 )

-0.0703 ( 0.0113 ; 0.0036 )
1.297 (0.2067 ; 0.0154 )
-0.9836 (0.0632;0.0112)
1.0413 (0.1855;0.0192)
-0.0492 ( 0.0059 ; 0.0027 )
1.2532 (0.1756 ; 0.0149 )
-0.9523 (0.8706 ; 0.0123)
1.8717 ( 1.152;0.0238 )
1.1479 ( 0.0431 ; 0.0065 )

Tabela 3.2: Estimativas de ©3 e 0,4, seu respectivo EQM e EP para n = 50, 100 e 500 e

N = 500.
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50
O(EQM:; EP)

100
O©(EQM; EP)

500
O©(EQM:; EP)

pr =0
op=1
& =05
01 =
Os =0
oy =1
& =05
0o =1
r=1
pr =0
o =1
&1=0
01 =1
O =0
oy =1
§=0
09 =

r =

0.0037 ( 0.0049 ; 0.0031 )
1.0659 ( 0.0601 ; 0.0106 )
0.5632 (0.0801 ; 0.0123 )
1.1041 (0.1752;0.0181)
0.0016 ( 0.005 ; 0.0032 )
1.0552 ( 0.0495 ; 0.0097 )
0.5678 (0.2512;0.0111)
1.0994 (0.9975 ; 0.0172)
1.0429 ( 0.0062 ; 0.003 )

0.001 ( 0.0054 ; 0.0033)

1.0107 (0.0375 ; 0.0087 )
0.0054 ( 0.0453 ; 0.0095 )
1.077 (0.1779 ; 0.0186 )
-0.0033 ( 0.0056 ; 0.0034 )
1.0151 (0.0365 ; 0.0085 )
0.0215 (0.0054 ; 0.0092 )
1.1075 ( 1.0035 ; 0.0171 )
1.7564 ( 0.0864 ; 0.0074 )

Ie-04 ( 0.0035 ; 0.0026 )
1.0616 ( 0.0377 ; 0.0082 )
0.5519 (0.048 ; 0.0095 )
1.043 (0.1028 ; 0.0142)
2e-04 ( 0.0036 ; 0.0027 )
1.0809 (0.0447 ; 0.0087 )
0.5605 (0.2534 ; 0.0093 )
1.0458 ( 1.0033;0.0139)
1.0245 ( 0.0023 ; 0.0018 )

-0.01 ( 0.0041 ; 0.0028 )
1.023 (0.0292 ; 0.0076 )
0.021 ( 0.0259 ; 0.0071 )
1.0717 (0.1112;0.0146 )
-0.0101 ( 0.0043 ; 0.0029 )
1.0267 (0.032 ; 0.0079 )
0.0023 (0.0041 ; 0.0072 )
1.0351 ( 1.0241 ; 0.0164 )
1.8038 ( 0.0602 ; 0.0066 )

0(0.0023 ;0.0021 )
1.0692 ( 0.0308 ; 0.0072 )
0.5227 (0.026 ; 0.0071 )
0.9969 ( 0.0665 ; 0.0115)
0.0014 ( 0.0023 ; 0.0021 )
1.077 ( 0.0344 ; 0.0076 )
0.5157 (0.2522 ; 0.0068 )
0.9835 (1.0022 ; 0.0114)

1.0121 ( 6e-04 ; 9e-04 )

-0.0145 (0.0042 ; 0.0028 )
1.0405 ( 0.0289 ; 0.0074 )
0.0337 (0.0187 ; 0.0059 )
1.0056 (0.0937 ; 0.0137)
-0.0168 ( 0.0038 ; 0.0027 )
1.0507 (0.0294 ; 0.0073 )
0.036 ( 0.0042 ; 0.0062 )
1.0141 (1.0333;0.0141)
1.8587 (0.0334 ; 0.0052 )

Tabela 3.3: Estimativas de ©5 e Og, seu respectivo EQM e EP para n =50, 100 e 500 e

N = 500.

O comportamento das estimativas médias das componentes de ©; € mostrado na Figura 3.1.

A curva preta corresponde ao verdadeiro valor do parametro, ©1, e a curva laranja corresponde

a estimativa ©; em fun¢do do tamanho da amostra n. Este € um dos casos em que a estimativa

de o1 ndo apresenta melhora conforme o tamanho da amostra n aumenta.
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Figura 3.1: Componentes de ©; (em preto) e componentes de ©; (em laranja).
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Figura 3.2: Valores do Erro Quadratico Médio para os parametros dos ©’s simulados para
tamanhos de amostra de n = 50, 100 e 500 e N = 500.
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Figura 3.3: Valores do Erro Padrdo para os parimetros dos ©’s simulados para tamanhos de
amostra de n = 50, 100 e 500 e N = 500.

O vetor de pardmetros que apresentou os resultados mais discrepantes foi o ©4, o tinico em
que os parametros d; e do eram negativos e iguais a -1. Entretanto, para todos os vetores, 0s
valores do erro quadritico médio e do erro padrdo foram proéximos de zero e, a medida que o
tamanho da amostra aumentava, esses valores diminuiam. Essa diferenca nos valores do erro
quadratico médio e do erro padrdo para o O, pode ser devido a problemas de convergéncia da
funcao utilizada, uma vez que o nimero maximo de iteragdes foi limitado a 20.

O tempo computacional para estimar os nove parametros utilizando 500 réplicas foi de
aproximadamente 7 minutos para amostras de tamanho 50, cerca de 12 minutos para amostras

de tamanho 100 e aproximadamente 50 minutos para amostras de tamanho 500.
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Capitulo 4

Aplicacoes

A aplicabilidade do modelo Gumbel bivariado multimodal, descrito no Capitulo 3, € ilustrada
nesse capitulo para varios conjuntos de dados climaticos. Esses dados correspondem a duas
estagcdes climaticas do Brasil (Brasilia e Goiania) e trés estacOes climaticas de Quebec - Ca-
nad4 (Cap-Madeleine, Montreal e Kuujjuarapik). Um total de 12 conjuntos de dados de varié-
veis climdticas foram analisados e ajustados de forma univariada pelo modelo GEV bimodal
e de forma bivariada pela distribuicdo Gumbel Bivariada Multimodal, proposta nesse trabalho.
Inicialmente, foram analisados e modelados os dados de Brasilia, em seguida de Goiania e fi-
nalmente das estacdes climaticas de Quebec. Todas as andlises foram realizadas utilizando o
Software Estatistico R (R Core Team, 2022).

Para garantir a independéncia temporal dos dados, utilizamos a técnica do bloco maximo
(minimo) ao extrair sub-amostras de maximos (ou minimos) com tamanhos de bloco N de tal
forma que o teste Ljung-Box’s (Trapletti, 2016) verifique a hipétese nula de independéncia
serial dos dados da sub-amostra. A técnica de blocos maximos foi aplicada a todas as varidveis,
exceto para a umidade de todas as estagcdes, onde foi utilizada a técnica de blocos minimos. Em
todos os casos, a estatistica de teste ndo rejeitou a hipotese nula a um nivel de significincia de

5%.

Assuma que os dados originais possuem 7 observagdes; { X;}7_;. A técnica de bloco mé-
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ximo, descrita em Jondeau, Poon e Rockinger (2007), consiste em extrair n sub-amostras nao
sobrepostas de tamanho IV, com n = [£] ( [.] denota a parte inteira). Assim, os dados originais

podem ser re-escritos como

Xy N XNg1, 2N ;X(n—l)N+1, o XN

Agora € considerado o maximo de cada bloco, definido por

Mz‘ :maX{X(i,l)NH,... XiN}7 1= 1,...,7’L. (41)

Isso fornece a nova amostra de maximos {M;}? ;. As sub-amostras de blocos minimos sdo

obtidas trocando max por min na expressao (4.1).

Ao combinar o teste Ljung-Box com a técnica de bloco méximo, descrita acima, foram

obtidas sub-amostras de tamanho N de cada conjunto de dados analisados.

4.1 Modelagem de dados de Brasilia e Goiania

Neste estudo foram considerados os dados de duas estacdes climdticas proximas, Brasilia e
Goiania. Brasilia é a capital federal do Brasil e a sede de governo do Distrito Federal. Goiania
€ a capital do estado de Goids e fica a 209 km da capital do Brasil, Brasilia. Ambas as cidades
estdo localizadas na regido Centro-Oeste do pais, ao longo da regido geogréfica conhecida como

Planalto Central.
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Figura 4.1: Distribuicdo espacial das estacdes meteoroldgicas de Brasilia e Goiania.

Nesta secdo sdo descritas e ajustadas, pelo modelo Gumbel bivariado multimodal, os dados
das estacOes automaticas de AOO1 (Brasilia) e AOO2 (Goiania). Os dados correspondem ao pe-
riodo de janeiro de 2000 a dezembro de 2022, e estdo disponiveis no banco de dados meteorold-
gicos do Instituto Nacional de Meteorologia (INMET), no endereco https://tempo.inmet.gov.br/.
Ambos os bancos de dados possuem mais de 160 mil observagdes provenientes de atualizagdes
obtidas de forma automatica a cada hora através de uma mensagem de dados. Os dados anali-

sados foram:

precipitacio(mm) (PRECIP): todas as formas de dgua, liquida ou sélida, que caem das

nuvens alcang¢ando o solo.

* rajada do vento (m/s) (GW): alteracdes bruscas na velocidade do vento em um curto
intervalo de tempo. Segundo a Escala Beaufort, as rajadas de vento ocorrem quando essa
variagdo € superior a 10 km/h ou 3,6 m/s. Podem causar desde uma simples agitacao das

folhas das arvores até a queda delas e o destelhamento de imdveis.

* Umidade minima (%) (Hum): a menor umidade relativa do ar registrada durante a tltima

hora antes de cada mensagem de dados.

* Temperatura maxima (°C)(T): a temperatura méxima do ar registrada durante a ultima
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hora.

* Temperatura maxima no ponto de orvalho (°C) (DPT): a temperatura que o ar deveria ter
para que ele se tornasse saturado e produzisse orvalho. Este parametro € calculado a partir

dos valores maximos de temperatura do ar e da umidade relativa ocorridos na tltima hora.

* Velocidade do vento (Km/h) (WS): a quantificagdo do movimento do ar numa unidade
de tempo. Este valor € a média dos ultimos 10 minutos antes de cada hora de envio da

mensagem de dados.

4.1.1 Anadlise exploratoéria e ajuste dos dados de Brasilia.

Dos dados originais { X; }7_, de cada varidvel, descrita na primeira coluna da Tabela 4.1, foram
extraidas sub-amostras de extremos {M;}! |, conforme (4.1), de blocos de tamanho N. O
tamanho do bloco varia para cada varidvel. Na Tabela 4.1, o tamanho do bloco para cada

varidvel € apresentado de maneira que os dados de cada subamostra sejam independentes.

Tabela 4.1: N e p-valor para varidveis de Brasilia.

Varidveis | Tamanho do bloco  p-valor
(i) PRECIP 720 (30 dias) 0.21511
(i) GW 701(29,2 dias)  0.1886721
(i) HUM | 1010(42,1 dias)  0.0967131
(iv) T 1232(51,3 dias)  0.0699230
(v) DTP | 846(35,25 dias)  0.109982
(vi) WS 600(25 dias) 0.144448

Nas Figuras 4.2 e 4.3 estdo representados os histogramas dos dados originais (a esquerda)

e das sub-amostras de extremos (a direita) para as varidveis (i) - (iii) e (iv)-(vi) da Tabela 4.1.
Alguns dos subconjuntos de dados méximos dessas varidveis, como umidade minima (iii), tem-
peratura maxima (iv) e velocidade maxima do vento (vi), exibem um comportamento bimodal.

Conforme mostrado na Proposicao 1 do Capitulo 2, as distribui¢des marginais da distribuicao
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Gumbel bivariada multimodal sdo distribuicdes GEV bimodal. Isso nos leva a acreditar que
esses novos dados extremos univariados podem ser bem ajustados por uma distribuicio GEV
bimodal, enquanto os pares de dados extremos podem ser ajustados pela distribuicdo Gumbel

bivariada multimodal, descrita na Secdo 2.1.
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Figura 4.2: Histograma do dados originais (esquerda) e blocos maximos (direita) da precipita-
¢do (i), rajada (ii) e umidade (iii).
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Figura 4.3: Histograma do dados originais (esquerda) e blocos médximos (direita) da tempera-
tura (iv), temperatura no ponto de orvalho (v) e velocidade do vento (vi).

Na Figura 4.4 estao os scatterplots e os contornos de pares do dados extremos da Tabela 4.1.
Foram considerados seis pares de vetores. Eles sdo: (a) (HUM, PRECIP); (b) (GW, HUM); (¢)
(T, PRECIP); (d) (T, HUM); (e) (DTP, HUM ); (f) (WS, HUM). Os scatterplots e os contornos
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mostram que os extremos bivariados formaram dois clusters indicando a necessidade do uso de

um modelo bivariado multimodal.

(b)

2.5 15 20 25 30 35
x
(e) (U]

Figura 4.4: Gréfico de dispersdo de (a) (HUM, PRECIP); (b) (GW, U); (c¢) (T, PRECIP); (d)
(T, HUM); (e) (DPT, HUM ); (f) (WS, HUM).

Ap6s essa andlise exploratéria dos dados, prosseguimos a estimar os parametros do vetor
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(X,Y) ~ Go de (2.4), cuja respectiva FDP go ¢ dada em (2.5), com © = (r, &, 01, 1,
01, &2, 09, 12, 02). Para estimar os pardmetros de go, a fungdo logaritmo da verossimilhanca, de
(1.31), foi implementada e otimizada no software R (R Core Team, 2022). O procedimento de
estimacao estd descrito no Algoritmo 2 do Capitulo 3. Nesse procedimento foram utilizadas os
pacotes bgev (Otiniano e Lirio, 2024) e evd (Stephenson, 2002).

Na Tabela 4.2 estdo as estimativas de maxima verossimilhanca dos nove parametros para
os seis vetores de extremos. Essas estimativas © foram utilizadas para gerar as curvas de ni-
vel da densidade bimodal ajustada e suas respectivas densidades marginais. Nas Figuras 4.5 -
4.10 estdo os histogramas dos dados univariados versus densidades marginais ajustadas (pai-
néis superiores) e contorno dos dados bivariados originais em preto versus curvas de nivel da

densidade bivariada ajustada gg em laranja.

Tabela 4.2: Estimativas de O para pares de varidveis extremais dos dados de Brasilia.

(X,Y) PG e i b & 6
(HUM, PRECIP) | 143 024 1045 22.18 0.15 -0.2 19.87 15.08 0.057
(GW, HUM) 1.06 004 172 119 -0.11 -0.06 19.26 21.47 0.36
(T, PRECIP) 122 04 49 3027 06 -0.14 11.39 20.65 0.005
(T, HUM) 1 -0.15 1.89 2929 0.05 024 1045 22.18 0.15
(DTP, HUM) 1.22 -033 7.07 1734 0.82 -0.06 19.26 21.47 0.36
(WS, HUM) 1 -0.06 279 2273 0.03 -0.06 19.26 2147 0.36

Os resultados dos testes de adequacdo de modelo baseados no critério de informacgdo de
Akaike (AIC) e no critério de informacao bayesiano (BIC) indicam que a distribuicdo Gumbel
bivariada multimodal € melhor que a distribuicdo Gumbel bivariada cldssica, em 5 dos 6 casos,
com base no valor mais baixo do AIC e BIC, ver Tabela 4.3. Nessa tabela, o "Modelo base"é
a distribuicdo Gumbel bivariada clédssica definida em (1.31) cujas distribui¢des marginais sao
distribui¢des GEV, ja o "Modelo proposto"é a distribuicio Gumbel bivariada multimodal cu-
jas distribui¢des marginais sdo GEV bimodais. Valores menores desses critérios indicam uma
maior qualidade e simplicidade do modelo. Ambos AIC e BIC incluem um termo para penali-

zar a complexidade dos modelos com base no nimero de parametros. As férmulas do AIC e do
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BIC sao:

AIC = —21n(L) + 2k 4.2)

BIC = —21In(L) + k1n(n), 4.3)

em que L € a funcdo de verossimilhanca maximizada, k£ € o nimero de parametros do modelo e
n € o tamanho da amostra.

Tabela 4.3: Valores de AIC e BIC para os modelos Gumbel bivariada multimodal (proposto) e
Gumbel bivariada cldssico (base) para os seis pares de vetores da Tabela 4.2

Modelo proposto  Modelo base
Varidvel AIC BIC AIC BIC
(HUM, PRECIP) | 358.05 3569  2341.1 23339
(GW, HUM) 572.8 5717 1854.7 1847.6
(T, PRECIP) 191.1 190.0 1611.3 1604.2
* (T, HUM) 18983.7 18982.6 1455.1 1448
(DTP, HUM) 526.7 525.6  1660.1 16529
(WS, HUM) 567.3 566.2 1933.2 1926.1

Na Tabela 4.3, pode-se observar que o AIC e o BIC do modelo Gumbel bivariado mul-
timodal s@o significativamente menores do que do Gumbel cléssico, exceto para o vetor (T,
HUM). As Figuras 4.5 - 4.10 confirman o bom ajuste dos dados extremais pelo modelo Gumbel
bivariado multimodal, exeto no caso (T, HUM) da Figura 4.8.

Da Figura 4.5, tem-se que embora tenha sido alcancado um ajuste satisfatério dos dados
de (HUM, PRECIP), curvas de nivel proximas do contorno dos dados, hd margem para me-
lhorias adicionais comecando pelas distribuigdes marginais. O ajuste dos dados dos vetores (T,
PRECIP), (T, HUM) e (DTP, HUM) mostrados nas Figuras 4.7, 4.8, e 4.9, respectivamente,

apresentam uma situacao semelhante ao primeiro cendrio. Isto se devido 4 necessidade de apri-
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morar o ajuste da temperatura e (ou) umidade. Por outro lado, ao examinar resultados de (GW,
HUM) e (WS, HUM) das Figuras 4.6 e 4.10, respectivamente, nota-se uma alta qualidade no

ajuste. Isso é também notado no ajuste das densidades marginais.
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Figura 4.5: Densidade marginal ajustadas gpcry; de X =HUM e gpgry, de Y =PRECIP
(painéis superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y’) e em laranja as curvas de nivel de
Jo (painel inferior).
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Figura 4.6: Densidade marginal ajustadas gpcry, de X =GW e gpapy, de Y =HUM (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y') e em laranja as curvas de nivel de gg (painel
inferior).
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Figura 4.7: Densidade marginal ajustadas gpcry, de X =T e gpcry, de Y =PRECIP (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y) e em laranja as curvas de nivel de g¢ (painel
inferior).
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Figura 4.8: Densidade marginal ajustadas gpgey; de X =T e gpgry, de Y =HUM (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y) e em laranja as curvas de nivel de g¢ (painel
inferior).
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Figura 4.9: Densidade marginal ajustadas gpcry; de X =DPT e gpgry, de Y =HUM (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y) e em laranja as curvas de nivel de g¢ (painel
inferior).
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Figura 4.10: Densidade marginal ajustadas gpcry, de X =WS e gpary, de Y =HUM (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y) e em laranja as curvas de nivel de g (painel
inferior).

Dado que as curvas de nivel da distribuicio Gumbel Bivariada Multimodal, ajustadas aos
dados extremos de Brasilia, estdo proximas das curvas de nivel dos dados extremos, pode-se
concluir que o modelo proposto representa uma alternativa vidvel para a modelagem de dados
climdticos extremos bivariados.

Na pratica, um modelo melhor pode ser crucial para aplicagdes no mundo real. Por exem-
plo, prever a umidade e a precipitacdo com maior precisao pode ajudar a preparar melhor as
comunidades para eventos de chuvas intensas ou secas. Na andlise da velocidade do vento e da
umidade, um modelo mais adequado pode fornecer previsdes mais confidveis para setores como

a agricultura, onde o planejamento das atividades depende das condi¢des climaticas extremas.
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Com previsdes mais precisas para a temperatura e umidade, é possivel antecipar ondas de calor
e umidade muito baixa, o que € comum em brasilia, auxiliando na preparacao e resposta a essas
condigdes. E importante notar que os ajustes das distribui¢des marginais da temperatura e umi-
dade tendem a ser melhores para tamanhos menores de N. No entanto, esses ajustes ndo foram

incluidos neste estudo, pois a subamostra consistia em dados com dependéncia temporal.

4.1.2 Analise exploratdria e ajuste dos dados de Goiania.

Nesta subsecao sao analisadas e ajustadas as varidveis climdticas de Goiania: umidade (HUM),
temperatura (T) e velocidade do vento (WS) . O objetivo € ajustar os pares de dados de (T,
HUM) e (T, WS).

Para atingir o objetivo utilizou-se o mesmo procedimento da sub-secao anterior. Iniciamos
selecionando as sub-amostras de extremos dos dados iniciais de foma que as sub-amostras dos
extremos sdo independentes. O tamanho do bloco N das sub-amostras de extremos (maximos
para T, WS e minimos para HUM) dos dados de Goinia estd documentado na Tabela 4.4 para

cada variavel.

Tabela 4.4: N e p-valor para varidveis de Goiania.

Varidveis | Tamanho do bloco  p-valor
(i) HUM | 1374 (57,25 dias)  0.05863
g) T 1440( 60 dias) 0.057179
(iii)) WS | 1391 (58 dias)  0.121232

Uma andlise exploratoria grifica dos dados € apresentado nas Figuras 4.11 e 4.12. Na
Figura 4.11 mostram-se os histogramas dos dados originais (a esquerda) e das sub-amostras (a
direita) para as varidveis (i), (ii) e (iii) da Tabela 4.4. Observamos que as sub-amostras de (i)
e (i1) exibem comportamento bimodal, ja (iii) apresenta comportamento unimodal. Isso leva a
pressupor que distribui¢do GEV bimodal pode ser um bom modelo para ajustar esses dados.

Além disso, os scatterplots e os contornos dos pares de dados extremos (a) (T, HUM); (b) (T,

56



§4.1. Modelagem de dados de Brasilia e Goidnia

WS), mostrados na Figura 4.12, indicam que os extremos bivariados se agruparam em dois

clusters distintos, o que € uma caracteristica da distribuicio Gumbel bivariada multimodal.
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Figura 4.11: Histograma do dados originais (esquerda) e blocos maximos (direita) da umidade
minima (i), temperatura maxima (ii) e velocidade do vento (iii).
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(a) (b)

Figura 4.12: Gréfico de dispersdo de (a) (T, HUM); (b) (T, WS).

Ap6s a andlise exploratoria dos dados, procedemos a estimag¢do dos parametros do vetor
(X,Y) ~ Gg conforme definido em (2.4), cuja fung¢do densidade de probabilidade correspon-
dente go € descrita em (2.5), onde © = (7, &1, 01, 11, 01, £2, 02, 112, 02).

Na Tabela 4.5 estao as estimativas de maxima verossimilhanca dos cendrios (a) e (b).

Tabela 4.5: Estimativas de O para pares de varidveis extremais dos dados de Goiania.

(XY) | 7 & 6 & & 6y fla 0
(THUM) | 1 0.1 192 3367 015 022 17 1581 044
(TLWS) |1.16 0.1 192 33.67 0.5 0.015 4.94 2091 0.02

Pelos valores do AIC e BIC dos modelos proposto e base, registrados na Tabela 4.6, pode-
mos concluir que o modelo Gumbel bivariado multimodal é adequado para modelar os dados
de (T, WS), ja para (T, HUM) héa necessidade de melhoria no ajuste bivariado e das marginais

pois a densidade ajustada conseguiu comportar apenas uma moda corretamente.

Tabela 4.6: Valores de AIC e BIC para os modelos Gumbel bivariada multimodal (proposto) e
Gumbel bivariada cldssico (base) para os seis pares de vetores da Tabela 4.5.

Modelo proposto ~ Modelo base
Varidvel AIC BIC AIC BIC
(T, HUM) | 23057.7 23056.6 1516.9 1509.8
(T, WS) | 5755.8 57547 1351.0 1343.9
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As Figuras 4.13 e 4.14, confirmam e ilustram nossa conclusdo anterior com respeito a ade-

quacao do modelo Gumbel bivariado multimodal para os dados (a) (T, HUM) e (b) (T, WS).
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Figura 4.13: Densidade marginal ajustadas gpgry, de X =T e gpgry, de Y =HUM (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y') e em laranja as curvas de nivel de gg (painel
inferior).
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Figura 4.14: Densidade marginal ajustadas gpcry, de X =T e gpgry, de Y =WS (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y) e em laranja as curvas de nivel de g¢ (painel
inferior).

Considerando que as curvas de nivel da distribuicio Gumbel Bivariada Multimodal, ajus-
tadas aos dados extremos de Goidnia, estdo proximas das curvas de nivel dos dados extremos,
podemos concluir que o modelo proposto representa uma alternativa vidvel para a modelagem
de dados climdticos extremos bivariados. E possivel observar que os ajustes das distribuicdes
marginais da temperatura e umidade foram muito proximos aos histogramas da densidade. Com
previsdes mais precisas, € possivel antecipar periodos de calor extremo com baixa umidade, que

podem impactar a satide publica e a agricultura. Além disso, prever a combinagao de tempera-
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tura maxima e alta velocidade do vento pode ajudar na preven¢ao de incéndios florestais e na

gestao de energia, devido ao aumento da demanda de eletricidade em dias quentes e ventosos.

4.2 Conjunto de dados Quebec

Os dados aqui utilizados estdo disponiveis gratuitamente em http://climate.weather.gc.ca. Cor-
respondem ao Ministério Federal do Ambiente do Canada disponiveis através do site do "Meio
Ambiente e Mudancas Climaticas do Canada" (Environment and Climate Change Canada). As
varidveis climdticas analisadas e ajustadas sdo: temperatura (T), umidade (HUM), e velocidade
do vento (WS). A temperatura do ar € em graus Celsius (°C), a umidade relativa em porcenta-
gem (%), que € a propor¢ao entre a quantidade de vapor d’agua que o ar contém em comparagao
com a quantidade méaxima que ele pode reter naquela temperatura especifica, e a velocidade do
vento € a média por hora em metros por segundo a uma altura de 10 metros do solo. Esses dados
foram coletados das estagdes meteoroldgicas de Montreal (MTL), Cap-Madeleine (Cap-M) e
Kuujjuarapik (KJ), da provincia de Quebec. A localizagdo geografica das estacdes selecionadas

¢ ilustrada no mapa de Quebec (Figura 4.15).

O periodo de coleta dos dados para Montreal foi de janeiro de 1953 até outubro de 2017,
para Cap-Madeleine de janeiro de 1994 até outubro de 2017 e Kuujjuarapik de janeiro de 1957

até outubro de 2017.
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Figura 4.15: Distribuicdo espacial de 83 estagdes meteoroldgicas na provincia de Quebec. Com
as estacdes de Montreal, Cap-Madeleine e Kuujjuarapik representadas por pontos vermelhos
numerados por 1, 2 e 3, respectivamente.

4.2.1 Modelagem da velocidade do vento

Os dados iniciais da velocidade do vento, descritos acima, foram estudados por Ouarda e Char-
ron (2018). Como esses dados mostram comportamento bimodal, eles investigaram o potencial
de misturas finitas de distribui¢cdes para o ajuste desses dados (com o pressuposto de inde-
pendéncia dos dados). Um total de dez modelos de mistura de duas componentes, incluindo
misturas de Gamma, Weibull, Gumbel, e normal truncada foram avaliados no estudo. Os mode-
los de mistura incluem problemas de identificabilidade, estimagdo dos parametros, e avaliagdao
do nimero de componentes da mistura. Nesta subsecdo, com 0 mesmo pressuposto da indepen-
déncia de Ouarda e Charron (2018), foram estimados os pardmetros distribuicio GEV bimodal
para as estacOes meteoroldgicas de Montreal, Cap-Madeleine e Kuujjuarapik. As estimativas
de méxima verossimilhanca dos pardmetros (¢, o, i1, 6) da densidade da GEV bimodal, gpcrv,

definida em (1.9), para os trés conjuntos de dados da velocidade do vento ( Montreal, Cap-
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Madeleine e Kuujjuarapi) foram obtidos pelo pacote bgev alocado no CRAN do R STUDIO. O
potencial do modelo GEV bimodal € ilustrado nas Figura 4.16. As densidades da distribui¢ao
GEV bimodal ajustada aos histogramas dos dados foi gerada com os parametros estimados, eles

sao:

(a)(2.85,3.7,0.278,0.33), (b)(2.46,2.57,—0.15,0.17), e (c)(2.7,4.7,—0.13,0.42)

onde (a) corresponde a Cap Madeleine, (b) a Montreal, e (c¢) a Kuujjuarapik.
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Figura 4.16: Histograma e densidade ajustada gpgpy da velocidade do vento (WS) em metros
por segundo. (a) Cap madeleine, (b) Montreal, (c) Kuujjuarapik.

Previsdes mais precisas da velocidade do vento podem auxiliar na preparacdo e reducao
de impactos em setores como aviagdo, construcao e planejamento urbano, garantindo maior

seguranca e eficiéncia, a utilizacdo do modelo GEV bimodal deixa a obten¢ao dessas previsoes
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mais simplificada com apenas 4 parametros para serem estimados.

4.2.2 Dados Extremais

Nesta subsecdo utiliza-se a mesma metodologia aplicada na Segdo 4.1 para ajustar pares de
dados de sub-amostras extremais dos dados da temperatura, umidade e velocidade do vento. O
tamanho do bloco N das sub-amostras de extremos para os dados de Quebec, que garante que

essas sub-amostras sio independentes, esta na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: N e p-valor para varidveis de Quebec.

Varidveis Tamanho do bloco  p-valor
(i) T (Cap-M) 1634 (68,08 dias)  0.05260
(i)) HUM (Cap-M) | 1210 (50,4 dias)  0.075975
(i) T (MTL) 1859 (77,45 dias)  0.06334
(ivy HUM (MTL) | 1813 (75,54 dias) 0.134854
(v) TKJ) 1938 ( 80,7 dias)  0.1013221
(vi) HUM (KJ) 1767 (73,7 dias)  0.0831317
(vii) WS (KJ) 2434 (101,4 dias)  0.078259

Nas Figuras 4.17, 4.18 e 4.19, apresentamos os histogramas dos dados originais (a esquerda)
e das sub-amostras (a direita) para as varidveis de Cap-Madeleine, Montreal e Kuujjuarapik da
Tabela 4.7. Observamos que as sub-amostras da temperatura maxima (i) e umidade minima (i)
para as trés estacoes climatolégicas exibem comportamento bimodal. Isso nos leva a crer que
esses novos dados extremos podem ser adequadamente ajustados por uma distribuicio GEV
bimodal univariada e os pares de varidveis ajustados pela distribuicdo Gumbel bivariada multi-

modal.
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Figura 4.17: Histograma do dados originais (esquerda) e blocos maximos (direita) da tempe-
ratura mdxima (i) e umidade minima (ii) de Cap-Madeleine.
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Figura 4.18: Histograma do dados originais (esquerda) e blocos maximos (direita) da tempe-
ratura maxima (i) e umidade minima (ii) de Montreal.
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Figura 4.19: Histograma do dados originais (esquerda) e blocos méximos (direita) da tempe-
ratura maxima (i), umidade minima (ii) e velocidade do vento (iii) de Kuujjuarapik.

Na Figura 4.20, sdo apresentados os scatterplots e os contornos dos pares de dados ex-
tremos da Tabela 4.7. Foram considerados quatro pares de vetores, a saber: (a) (T, HUM) -

Cap-Madeleine; (b) (T, HUM) - Montreal; (c) (T, HUM) - Kuujjuarapik; e (d) (VWS, T) - Ku-
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ujjuarapik. Com excecdo do caso (a), os graficos de dispersdo e os contornos mostram que 0s

extremos bivariados formaram dois clusters.

Figura 4.20: Gréfico de dispersao de (a) (T, HUM) Cap-M; (b) (T, HUM) MTL; (c) (T, HUM)
KIJ; (d) (WS, T) KIJ.

ApOs a andlise exploratoria dos dados, procedemos a estimagdo dos parametros do vetor
(X,Y) ~ Gg conforme definido em (2.4), cuja fun¢do densidade de probabilidade correspon-

dente g € descrita em (2.5), onde © = (7, &y, 01, i1, 01, &2, 02, in, 92).

As estimativas dos nove parametros para os vetores de extremos de Cap-Madeleine, Mon-

treal e Kuujjuarapik estdo na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Estimativas de O para pares de varidveis extremais dos dados de Quebec.

(X,Y) & 01 fia 01 3 02 i 02
(T, HUM) Cap-M |1 -0.38 19.02 1594 035 -0.09 933 29.09 0.11
(T, HUM) MTL |1 -041 1613 20.19 1.14 -021 93 2534 0.1
1
1

(T, HUM) KJ -0.38 8 16.76 0.73 -0.01 9.88 2536 0.1
(WS, T)KJ -0.16 814 5515 0 -0.38 68.8 16.76 0.73

Para avaliar a qualidade da adequag@o do modelo proposto (Gumbel bivariado multimodal)

com marginais BGEV e do modelo base (Gumbel bivariado cldssico) com marginais GEV foram
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calculados o AIC e BIC respectivos. Esses resultados estdo registrados na Tabela 4.9. Exceto
para a varidvel marginal HUM de Cap Madeleine, o resultados do AIC e BIC s@o notoriamente
menores para o modelo proposto incluindo para suas componentes marginais BGEV. Isso indica

que o modelo proposto apresenta um desempenho significativamente melhor que o modelo base.

Tabela 4.9: Comparacdo dos Valores de AIC e BIC para os Modelos BGEV e Gumbel Bivari-
ada Multimodal em Contraste com a Distribuicio GEV e GEV Bivariada para as varidveis de
Quebec.

Modelo proposto  Modelo base
Varidvel AIC BIC AIC BIC
T ( Cap-M) 907.5 9123 9159 916.8
HUM (Cap-M) | 908.5 9134 9023 903.3
(T, HUM) Cap-M | 1145.5 11504 1818.7 1819.6
T (MTL) 21272 2132.2  2207.5 2208.4
HUM (MTL) | 2147.5 21524 21634 21643
(T, HUM) MTL | 511.2  516.2 4550.5 45434
T (KJ) 1517.2 1530.6 15789 1578.3
HUM (KJ) 1555.6 1559 15643 1563.7
(T, HUM) KJ 520.6  524.1 31523 3143.7
WS (KJ) 1536.7 1560.1 1555.6 1555
T (KJ) 15172 1530.6 15789 1578.3
(WS, T)KJ 340.2  363.6 3140.2 3131.5

O gréfico das densidades ajustadas aos quatro pares de dados da Tablela 4.8 sao mostrados
nas Figuras 4.21 - 4.24. A densidades marginais ajustada com a distribuicao GEV bimodal estao
nos painéis superiores, enquanto no painel inferior € exibida a comparagdo entre os contornos
dos dados originais (em preto) e as curvas de nivel da densidade bivariada ajustada gg (em

laranja).
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Figura 4.21: Cap Madeleine: densidade gpgpy, de X =T e gpgry, de Y =HUM (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y') e em laranja as curvas de nivel de gg (painel
inferior).
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Figura 4.22: Montreal: densidade gpgpy, de X =T e gpgrv, de Y =HUM (painéis supe-
riores). Em preto as curvas de nivel de (X,Y’) e em laranja as curvas de nivel de g, (painel

inferior).
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Figura 4.23: Kuujjuarapik: densidade gpgpy,; de X =T e gpgry, de Y =HUM (painéis
superiores). Em preto as curvas de nivel de (X, Y") e em laranja as curvas de nivel de gg (painel

inferior).
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Figura 4.24: Kuujjuarapik : densidade gpgpy, de X =WS e gpgrv, de Y =T (painéis supe-
riores). Em preto as curvas de nivel de (X,Y’) e em laranja as curvas de nivel de g, (painel
inferior).

Dado que as curvas de nivel da distribui¢do Gumbel Bivariada Multimodal, ajustadas aos
dados extremos de Quebec, estdo muito proximas da densidade dos dados extremos, pode-
se concluir que o modelo proposto € uma Gtima alternativa para a modelagem desses dados
climaticos extremos bivariados. Previsdes mais precisas desses extremos climdticos podem
auxiliar na gestao de recursos hidricos, na agricultura e na saide publica, auxiliando na redugdo

dos impactos das condicdes climaticas severas em Quebec.
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4.2.3 Anadlise da temperatura e Umidade relativa de Kuujjuarapik divididos de 15 em 15

anos.

Para avaliar a mudanga climdtica de 15 em 15 anos, nesta subsecao, usamos o scatterplot e os

contornos da distribui¢do da temperatura maxima e umidade de Kuujjuarapik em 4 intervalos

de tempo ([1957-1972], [1973-1987], [1988-2002] e [2003-2017]).

O tamanho do bloco N das sub-amostras de extremos para os dados de Kuujjuarapik estd na
Tabela 4.10, para cada periodo. Para produzir os graficos da Figura 4.25 foi escolhido o maior

tamanho do bloco entre cada par de varidveis de cada periodo.

Tabela 4.10: Tamanho do bloco para varidveis de Kuujjuarapik de 15 em 15 anos

[1957-1972] [1973-1987] [1988-2002] [2003-2017]
Temperatura | 1754 (73 dias) 1773 (74 dias) 1839 (77 dias) 1800 (75 dias)
Umidade 1992 (83 dias) 2160 (90 dias) 3000 (125 dias) 1002 (42 dias)
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Figura 4.25: Scatterplot da temperatura (eixo horizontal) e Umidade relativa (eixo vertical) de
Kuujjuarapik e suas respectivas distribui¢des marginais de intervalos de 15 anos para blocos de
maximos. (a) [1957-1972]; (b) [1973-1987]; (c) [1988-2002]; (d) [2003-2017].

Cada um dos quatro graficos mostra a formacgado de dois clusters, indicando que a densidade

bivariada deve ser bimodal. Note que esses grificos apresentam uma certa semelhanga com o

gréfico bivariado do periodo 1957 a 2017, dada na Figura 4.23. Identificamos as coordenadas

das modas desses 4 periodos e as descrevemos na Tabela 4.11.

Tabela 4.11: Valores aproximados das modas da densidade empirica de (T; HUM) para os

quatro periodos.

[1957-1972] [1973-1987]

[1988-2002] [2003-2017]

Moda 1
Moda 2

(11; 41) (3.7; 39.2)
(26.4;25.5) (26.4;24.5)

(28.5; 23)

(4; 38)
(29.5;22.7)

A partir da Tabela 4.11, observa-se que, na moda 1, a temperatura e a umidade diminuiram
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ao longo do tempo. J4 na moda 2, a temperatura aumentou com o tempo, enquanto a umidade
diminuiu. Nota-se também que a umidade € maior para temperaturas mais baixas € menor para
temperaturas mais altas.

Ao avaliar os ajustes realizados para todas as estacdes meteoroldgicas, constatou-se que
o modelo Gumbel Bivariado Multimodal (GBM) apresentou desempenho superior ao modelo
bivariado GEV (base) na maioria dos casos, conforme os critérios de informagdo de Akaike
(AIC) e Bayesiano (BIC). Esses critérios indicaram que o modelo GBM proporciona uma me-
lhor adequacdo aos dados climdticos extremos analisados e sugere que ele € uma alternativa
eficiente para a modelagem de dados climdticos extremos, capturando com maior precisdo a
complexidade e a multimodalidade dos dados.

Para os conjuntos de dados extremais que nao foram bem modelados pela distribui¢do Gum-
bel bivariada multimodal pode- se pensar em duas alternativas de solucdo. Manter a mesma
metodologia de sub-amostras de extremos por blocos mdximos (minimos) € mudar o modelo
bivariado ao trocar a distribuicdo base por outra distribuicao extremal ou manter a mesma dis-

tribuicdo Gumbel bivariada multimodal para vetores de séries temporais.
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Conclusao

5.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho é proposta uma nova distribui¢do bivariada que generaliza a distribui¢do Lo-
gistica simétrica (Gumbel) bivariada a qual foi denominada de distribui¢do Gumbel bivariada
multimodal (GBM). A distribui¢do Gumbel bivariada multimodal € mais flexivel que a dis-
tribuicdo Gumbel bivariada conhecida, pois ela é capaz de ajustar dados extremais bivariados
heterogéneos com diversas modas.

Da nova distribuicdo, foram obtidas vdrias propriedades, como as distribuicdes marginais,
as fung¢des de distribuicdo acumulada conjunta e de densidade conjunta, e a distribui¢do condi-
cional F'(z|y), que é dtil para calcular dependéncia caudal e medidas de risco, como o periodo
de retorno condicional em hidrologia e o valor em risco (value at risk) condicional em finangas.
O comportamento do modelo GBM sob diversas configuracdes dos nove parametros foi ana-
lisado por meio de gréaficos, e os estimadores de médxima verossimilhanca dos parametros via
simulagdo Monte Carlo.

A flexibilidade do novo modelo foi avaliada com a aplicacdo a vérios conjuntos de dados
climéticos extremos. A motivacao para escolher aplicacdes no contexto de dados climaticos ad-

vém da observacao de que esses dados sdo, frequentemente, bivariados e apresentam variacoes
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multimodais devido as fases climéticas e as mudangas sazonais. Os resultados obtidos indicam
que a distribuicdo Gumbel Bivariada Multimodal € particularmente eficaz na modelagem de
dados climaticos, onde a presenca de multiplos picos modais é comum. Comparagdes com a
distribuicdo GEV Bivariada mostraram que a nova distribuicdo proposta oferece uma melhor
adequacao aos dados reais, uma vez que consegue capturar com maior precisao a complexidade
e a multimodalidade inerentes a esses conjuntos de dados.

Considerando a constante busca pelo melhor modelo para adequacdo de dados reais, a dis-
tribuicio Gumbel Bivariada Multimodal se mostra uma ferramenta valiosa. A capacidade de
modelar dados bivariados e multimodais de eventos extremos de maneira eficaz abre novas
possibilidades para a andlise e previsao de eventos extremos, que sao de grande relevincia em
estudos climdticos e em outras dreas onde as varidveis estdo correlacionadas e a presenca de
multiplas modas ocorrem.

A metodologia utilizada para gerar o novo modelo também pode ser aplicada a outras dis-
tribui¢des bivariadas ou multivariadas, ndo necessariamente extremais. Neste trabalho a distri-
bui¢ao Gumbel foi escolhida como modelo base por ser uma das mais simples dentre a familia
das distribui¢des extremais. Isto €, é possivel obter uma diversidade maior de novos modelos
de distribui¢des que sejam mais flexiveis do que a distribuicdo Gumbel bivariada multimodal.

Em resumo, este trabalho contribui significativamente para o campo da estatistica ao apre-
sentar uma nova distribui¢do bivariada capaz de captar multiplas modas, ampliando o arsenal
de técnicas disponiveis para a modelagem de dados extremos. Esperamos que as metodologias
desenvolvidas aqui inspirem futuras pesquisas e aplicacdes em diversas dreas que lidam com

dados bivariados e multimodais.
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