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Resumo
Regressao Beta Ampliada

A distribui¢d@o beta € frequentemente utilizada para modelar dados continuos limitados ao
intervalo unitdrio (0, 1), como taxas e proporgdes, e isto se deve ao fato de ser um modelo
flexivel capaz de acomodar diferentes formas, incluindo formatos unimodais, de J e J invertido,
e de U. No entanto, sua aplicacdo em situagdes em que os dados apresentam bimodalidade
¢ limitada, pois a distribui¢cdo beta ndo acomoda formas bimodais. Sendo assim, a presente
dissertacdo de mestrado propde uma nova distribuicdo de probabilidade denominada de beta
ampliada com o objetivo de acomodar a modelagem de fendomenos aleatérios bimodais que
permitam interpretacdo simples. Propde-se uma nova classe de modelos de regressao baseada na
nova distribui¢c@o. A estrutura de regressao € construida de tal forma que se garanta interpretagao
simples da relag@o entre resposta e covaridveis, no tocante a mediana da varidvel resposta. A
inferéncia dos parametros sob o novo modelo foi desenvolvida com base no método de maxima
verossimilhanga. O novo modelo foi implementado utilizando a estrutura dos Modelos Aditivos
Generalizados para Localizacdo, Escala e Forma - GAMLSS, via pacote gamlss do software
R. Por fim, ilustrou-se a aplicabilidade do novo modelo de regressao através de dados climéticos
reais, nos quais a umidade relativa do ar foi modelada e verificou-se que o novo modelo de

regressao apresentou um ajuste aos dados superior ao tradicional modelo de regressao beta.

Palavras-chave: Bimodalidade; Distribui¢do beta ampliada; Estimador de maxima verossimi-

lhanca; GAMLSS; Regressao beta ampliada; Umidade relativa do ar.
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Abstract
Extended Beta Regression

The beta distribution is frequently used for continuous data restricted to the unit interval (0,
1), such as rates and proportions, due to its high flexibility in accommodating different shapes,
including unimodal, J-shaped, reverse J-shaped, and U-shaped forms. However, its application
is limited in situations where the data exhibit bimodality, since the beta distribution does not
accommodate bimodal shapes. Therefore, this master’s dissertation proposes a new probability
distribution, called the extended beta distribution, with the aim of accommodating the modeling
of bimodal random phenomena in a way that allows for simple interpretation. A new class
of regression models based on this new distribution is proposed. The regression structure is
constructed in such a way as to ensure a simple interpretation of the relationship between the
response and the covariates, with regard to the median of the response variable. Parameter
inference under the new model was developed using the maximum likelihood method. The
new model was implemented using the Generalized Additive Models for Location, Scale, and
Shape (GAMLSS) framework, through the gamlss package of the R software. Finally, the
applicability of the new regression model was illustrated using real climatic data, in which
relative air humidity was modeled, and it was found that the new regression model showed a

better fit to the data than the traditional beta regression model.

Keywords: Bimodality; Extended beta distribution; Maximum likelihood estimator; GAMLSS;

Extended beta regression; Relative Humidity.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

A distribui¢do beta ¢ um modelo probabilistico associado a varidveis aleatdrias continuas
definidas no intervalo continuo unitério (0, 1), sendo particularmente util para modelar taxas e
propor¢des (Gupta e Nadarajah, 2004). Este modelo se mostra bastante flexivel, pois a com-
binacdo de seus pardmetros permite acomodar diversos comportamentos da distribuicdo, tais
como formas unimodais, J, J invertido e U (Ferrari e Cribari-Neto, 2004). Tal caracteristica

favorece a andlise de diferentes fendmenos aleatdrios por meio da distribui¢cdo beta.

A aplicabilidade da distribuicdo beta pode ser encontrada em diversas dreas do conheci-
mento desde estudos cldssicos até desenvolvimentos recentes. A titulo de exemplo, Ji et al.
(2005) dividiram as correlagdes de niveis de expressdao génica em vdrias populagdes por meio
de um modelo de mistura de distribui¢des beta. Leite e Virgens Filho (2013) ajustaram adequa-
damente a velocidade média de ventos através da distribuicdo beta. Schmidt, Moraes e Migon
(2015) utilizaram um modelo de regressao beta para estudar o desempenho padronizado das
escolas nas Olimpiadas Brasileiras de Matemdtica para Escolas Publicas, entre 2006 e 2013.
Bernardo, Almeida e Nascimento (2020) utilizaram um modelo de regressdo beta inflacionada

para o Indice de Qualidade Geral da Educagao Municipal (IQGEM), considerando como varia-
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veis explicativas o orcamento educacional e fatores sociais. Ribeiro e Ferrari (2023) modelaram
a propor¢ao de atum tropical pescado em fun¢do da temperatura da superficie do mar por meio
de um modelo de regressao beta robusto. Ainda, Majumdar et al. (2024) propuseram uma nova
familia de misturas de distribuicao beta para modelar a propor¢cdo de metilacio do DNA, que
permite identificar limites objetivos para classificagdo dos estados de metilacdo em hipometila-
dos, intermedidrios e hipermetilados, bem como identificar sitios CpG com graus de metilagao
distintos entre amostras benignas e tumorais.

No tocante a modelos estatisticos que se baseiam na distribui¢do beta, destaca-se o trabalho
de Ferrari e Cribari-Neto (2004) por meio do desenvolvimento dos modelos de regressao beta,
permitindo estabelecer relagdes entre uma varidvel dependente (resposta) e varidveis indepen-
dentes (covaridveis) por meio de uma estrutura de regressao para modelar a média da distribui-
cdo beta. Nesse contexto, Smithson e Verkuilen (2006) estenderam o modelo de regressao beta,
propondo uma estrutura de regressao linear para o parametro de precisdo ¢, permitindo, por-
tanto, sua modelagem em fungdo das covaridveis. Também evidencia-se o trabalho de Simas,
Barreto-Souza e Rocha (2010), no qual propuseram uma extensdo dos modelos de regressao
beta de Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Smithson e Verkuilen (2006), permitindo estruturas de
regressao ndo lineares para ambos os parametros de média e de precisao.

Observa-se, porém, que, apesar da flexibilidade da distribui¢do beta, sua aplicagcdo direta
para modelar fendmenos bimodais ainda € incipiente na literatura, uma vez que a distribui-
¢ao0 beta ndo comporta bimodalidade. O comportamento bimodal de dados pode ser originado
por diferentes fatores, dentre eles Vila e Niyazi Cankaya (2021) destacam que podem advir de
caracteristicas proprias dos fendmenos; erros de medicao; e questdes no delineamento experi-
mental. Nesse sentido, torna-se importante estudar e desenvolver formas de analisar fendmenos
que possuem essa caracteristica por natureza.

Para lidar com a modelagem de dados bimodais que variam no intervalo (0, 1) diversos tra-
balhos tém recorrido a modelos de misturas de distribui¢des beta, devido a sua flexibilidade para

capturar assimetria, heterogeneidade e multimodalidade. A esse respeito, destacam-se Heis-
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terkamp e Pennings (2004), que aplicaram misturas finitas de betas a andlise de microarrays
relacionados a genes, e Migliorati, Di Brisco e Ongaro (2018), que propuseram uma nova dis-
tribui¢do de probabilidades denominada de beta flexivel a partir da mistura de duas distribuicdes
beta com médias diferentes, que, segundo os autores, € capaz de lidar com caudas pesadas, assi-
metria e bimodalidade. Contudo, o uso de modelos de mistura usualmente esta associado com a
adicao de muitos parametros ao modelo, o que exige maior trabalho computacional e pode ge-
rar problemas de identificabilidade. Nesse contexto, Schroder e Rahmann (2017) destacam que,
em se tratando de distribuicdes beta, a estimacdo dos parametros por maxima verossimilhanca
€ prejudicada pela singularidade do logaritmo da func@o de verossimilhanca quando algumas
observacdes assumem valores 0 ou 1. Quanto a misturas de distribui¢des beta, Schroder e Rah-
mann (2017) destacam, ainda, os seguintes problemas do algoritmo Expectation-Maximization
(EM): os pesos da mistura ndo estdo bem definidos e a etapa de maximiza¢do ndo pode ser
realizada para observacgdes iguais a 0 ou 1; as misturas sdo sensiveis a perturbagdes nos dados;
e, elevada carga computacional para indmeras iteracoes.

Com relag@o aos modelos para dados continuos unitarios que acomodam bimodalidade, Vila
et al. (2024) propuseram uma distribui¢dao beta bimodal, sob a qual propuseram uma estrutura
de regressdao. No entanto, os parametros associados a distribui¢do proposta ndo possuem inter-
pretacdo simples e, portanto, o trabalho ndo inclui a interpretacdo clara para os coeficientes da
regressdo envolvidos, o que dificulta a compreensdo dos efeitos das varidveis explicativas na
resposta, limitando sua aplicabilidade prética.

Nesse contexto, com o intuito de propor uma alternativa ao modelo de regressao beta que
comporte bimodalidade e possua interpretacdo simples, nesta dissertacdo propde-se o desen-
volvimento de uma nova distribuicdo de probabilidades denominada de beta ampliada (BA), na
qual ao se aplicar a reparametrizagao de Ferrari e Cribari-Neto (2004), obtém-se a distribui¢ao
beta ampliada reparametrizada (BAR). Para construir uma nova distribui¢cdo de probabilidades
que comporte bimodalidade, partiu-se da transformacio 7'(x) = (z — m)|z — m/|® avaliada

na fun¢do de distribuicdo acumulada da varidvel aleatéria ¥ = X + ¢, em que X segue uma
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distribui¢do beta e c uma constante. O método utilizado aqui para gerar a nova distribui¢ao de
probabilidades se assemelha as ideias propostas por Otiniano et al. (2023) e Silva, Otiniano e
Nakano (2024) que estendem a distribuicdo generalizada de valores extremos e a distribui¢dao
Weibull, respectivamente, de tal modo que comportassem bimodalidade.

A nova distribui¢do generaliza a distribui¢do beta tradicional e acomoda a modelagem de
fendmenos que possuam duas modas em um determinado intervalo continuo. Ressalta-se que
a distribuicao também acomoda dados unimodais e o suporte pode ir além do intervalo (0,1),
acomodando, inclusive, os valores O e 1. Adicionalmente, desenvolve-se uma estrutura de re-
gressdo sob esta nova distribui¢do e, consequentemente, propde-se a inferéncia dos pardmetros,
por meio do método de médxima verossimilhanca. Uma importante caracteristica do modelo
proposto aqui consiste no fato de que a interpretagdo dos parametros de regressdo permite ma-
pear as relagdes entre varidvel resposta e covaridveis de forma simples, em termos de variacdes
na mediana da distribui¢do beta ampliada.

Para viabilizar o ajuste do novo modelo, a implementacdo foi realizada utilizando a estru-
tura dos Modelos Aditivos Generalizados para Localizagcdo, Escala e Forma - GAMLSS, pro-
posta por Rigby e Stasinopoulos (2005), por meio do pacote gamlss disponivel no software R
(Rigby e Stasinopoulos, 2005), que oferece uma interface amigavel para implementacao de no-
vas distribui¢des. Para avaliar a qualidade do ajuste sob 0 novo modelo de regressdo, propoe-se
a utilizacdo dos residuos quantilicos, cuja vantagem reside no fato de estes residuos seguirem
uma distribui¢do normal padrdo, independentemente da distribuicao da varidvel resposta, desde
que o modelo postulado esteja especificado corretamente (Dunn e Smyth, 1996).

Para ilustrar a utilidade da distribui¢io BAR, bem como do modelo de regressao associado,
¢ apresentada uma aplicacdo a dados climaticos reais do estado de Goids, sendo a umidade
relativa minima do ar (URA) a varidvel resposta estudada. O primeiro resultado observado
refere-se ao ajuste considerando os dados como independentes e identicamente distribuidos da
variavel URA. O segundo ajuste considera covaridveis disponiveis.

Esta dissertacdo estd dividida em cinco capitulos, sendo o primeiro deles correspondente a
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esta introducd@o e aos objetivos do trabalho. No Capitulo 2 sdo apresentadas as distribuicdes
beta tradicional, beta deslocada, beta bimodal proposta por Vila et al. (2024) e misturas de dis-
tribuicdes beta. No Capitulo 3 € introduzida a generalizagdo da distribui¢@o beta, a distribui¢io
beta ampliada, proposta neste trabalho. No Capitulo 4 sdo apresentadas as estruturas de regres-
sdo baseadas na nova distribuicdo e a respectiva inferéncia com base no método de maxima
verossimilhanca. No Capitulo 5 € realizada uma aplicag@o a dados reais dos modelos propostos
e dos modelos de regressao beta tradicional, incluindo a comparagdo dos ajustes de ambos. Por

fim, o Capitulo 6 compreende as consideragdes finais.
1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivo geral

Propor uma nova distribui¢cdo com base na distribui¢do beta, que acomode dados que apre-

sentam bimodalidade, e desenvolver uma estrutura de regressao a partir da nova distribuicao.

1.2.2 Objetivos especificos

* Desenvolver uma nova distribui¢do baseada no modelo beta que acomode bimodalidade;
* identificar como os parametros da nova distribuicao podem ser interpretados;
* definir uma classe de modelos de regressdao sob a nova distribuicao;

* desenvolver o procedimento inferencial para os parametros do modelo com base no mé-

todo de médxima verossimilhanga;
* realizar a implementacdo do modelo por meio do pacote gamlss do software R;
* aplicar o modelo proposto a dados reais;

* disponibilizar um repositério github com os cddigos.




Capitulo 2

Modelos Beta

Este capitulo apresenta uma explanacio das distribui¢des beta tradicional e beta deslocada,
bem como destaca o modelo de regressdo associado a distribuicdo beta. Essas distribuicdes
serdo essenciais para a compreensao do desenvolvimento da nova distribui¢ao de probabilidades
denominada de beta ampliada, no capitulo seguinte. No que se refere a outras abordagens para
lidar com a bimodalidade, serdo brevemente mencionadas a distribui¢do beta bimodal proposta
por Vila et al. (2024) e a mistura de distribuicdes beta. Entretanto, essas metodologias nao
serdo empregadas neste trabalho, uma vez que o propdsito consiste no desenvolvimento de um
modelo de regressao com facil interpretacdo, restringindo-se, portanto, a distribuicdo beta e

distribui¢do beta ampliada reparametrizada (BAR).
2.1 Distribuicao beta com dois parametros

Considerando o objetivo de obter uma nova distribui¢ido de probabilidades baseada na dis-
tribuicdo beta, inicia-se pela defini¢do: uma varidvel aleatdria continua X tem distribui¢do beta
com parametros a > 0 e b > 0, se sua fun¢ao de densidade de probabilidade (FDP) e sua funcao

de distribuicao acumulada (FDA) sao dadas, respectivamente, por

f(z;a,b) = (1 —2)"t 2€(0,1), 2.1)

B(a,b)
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(2.2)

em que B(a, b) denota a fungdo beta definida por

T'(a)0(b)

—_— b
Tlatb) a>0,06>0,

1
Bla,b) / 11— )l =
0

em que B, (a, b) denota a beta incompleta, dada por
B.(a,b) = /f 27 H1 = 2)P e,
0
com I'(+) denotando a fun¢do gama, definida por
['(z) = /00 u” e du, z > 0.
0

Denota-se por X ~ B(a,b), quando X segue uma distribui¢do beta de pardmetros a e b. O

k-ésimo momento de X é dado por

E(Xk:) _ B(Cll b) /01 Jf(a+k)_1(1 _ ZL’)b_l dx
1 T(a+E)I(b)
- B(a,b)T(a+b+k)
~ T(a+b) T(a+k)
 I(a) T(a+b+k)

(2.3)

O primeiro e o segundo momento de X ~ B(a,b) sdo obtidos ao substituir k£ em (2.3) por 1 e

2, respectivamente. Segue que a esperanca e a variancia de X sdo dadas, respectivamente, por

[(a+b) T'(a+1) a
BX) = T(a) T(a+b+1) (a+b)
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Var(X) = E(X?) — E*(X)
ab
(a+b)2(a+b+1)

Convém destacar a existéncia de reparametrizacdes da distribui¢do beta que facilitam a in-
terpretacdo dos coeficientes no contexto de modelos de regressdo. A esse respeito, destaca-se o
trabalho de Ferrari e Cribari-Neto (2004), no qual consideram a reparametrizacio da distribui-
¢do beta, de modo que ;1 = a/(a + b) representa a média da distribui¢do, enquanto ¢ = a + b é

um parametro de precisdo. Portanto, tem-se que

a=pp e b=(1-p)o. 2.4)

A titulo de exemplo, pode-se ainda mencionar a reparametrizacdo proposta por Rigby et al.
(2019), a qual considera a média y = a/(a + b) e um pardmetro de escala o = (a + b+ 1)7/2
da distribui¢io, com 0 < u < 1e 0 < ¢ < 1. Isso implicaem a = u(l — 0?)/o? e b =
(1 — u)(1 — 0%)/o*. Essa reparametriza¢do serd objeto de estudo no Capitulo 5, referente a
aplicagdo desenvolvida neste trabalho.

A reparametrizacdo proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004) serd utilizada para a obtengao
da nova distribuicdo proposta neste trabalho. Deste modo, ao substituir (2.4) em (2.1) e (2.2),

obtém-se a FDP e FDA da distribuicdo beta reparametrizada dadas, respectivamente, por

o - '(¢) He=1(1 — ) Aol
7 X (R R A )

B(ug, (1= p)¢)

F(x; p, 9)
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Denota-se por X ~ Beta(u, ¢). Neste caso, tem-se

R e it
B pp(l — p)o
VarlX) = T A= ol e+ [ = a4 1)
()
(0+1)

2.2 Distribuicao beta com trés parametros

Seja X uma varidvel aleatéria beta com FDP (2.1); X ~ B(a,b), e seja, por conveniéncia,
¢ € (—1,0] uma constante. Entdo, a varidvel aleatéria Y = X + ¢ segue uma distribui¢do beta
"deslocada" (BD) com pardmetros a > 0, b > 0, e parametro de localiza¢do ¢ com FDP e FDA

de Y dadas, respectivamente, por

fy(ya (I,b,C) - fX(y_Ca avb)

= (y - C>a_1(1 —y+ C)b_17 Yy € (Cv I+ C), (25)

Fy(y;a,b,¢c) = Fx(y—ca,b)
By—0<a7 b)
B(a,b)

_ 1 yoe a—1 o b—1
- /0 (1 = ), (2.6)

Note que o x na distribuic@o beta original, de parametros a e b, apenas foi substituido por

x =y — c¢. Denota-se por Y ~ BD(a, b, c).
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A func¢@o quantilica de X ~ BD(a, b, ¢) é obtida a partir de

Q(p;a,b,c) = Fgl(y —c;a,b)

= c+ F ' (p;a,b), 2.7)

emque () <p<1.
Considerando a reparametrizacao da distribuicdo beta de Ferrari e Cribari-Neto (2004) (em
2.4) e aplicando-a em (2.5) e (2.6), a FDP e FDA da distribui¢io BD tornam-se, respectiva-

mente,

frim b,¢) = fx(y—cp, )
_ 1 _ yuo—1(q _ (1-)¢—1
Bluo (1 — ey~ Ty

comy € (¢,1+¢), e

Fy(y;p,0,¢) = Fx(y—cip, o)
By_(p¢, (1 — 1)o)

B(ug, (1 =)o)

_ 1 T e (1-p)p—1
— 1— dz.
s, 20 ’

2.3 Regressao beta tradicional

Ferrari e Cribari-Neto (2004) introduziram a classe de modelos de regressao beta cuja pa-
rametrizacdo do modelo é dada pela média p; e precisdo ¢ da distribuicdo. Posteriormente,
Smithson e Verkuilen (2006) propuseram uma extensao da regressdo beta, contemplando a mo-
delagem tanto da média quanto da precisao da distribuigdo.

Os modelos de regressdo beta a serem considerados neste trabalho sdo definidos por

(i) Y; '™ Beta(u;, ¢7), i = 1,...,m;

10
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(i) g.(1m) = =] B 1 = g, (=, B),

(i) go(¢r) = 2/ v & ¢ = g, (2 7).,

ind . .
em que ~ denota "se distribuem de forma independente", 3 = (f,..., 5p1)T e Rt e
v = (V1,---,7) € RP?2 sdo vetores de parAmetros de regressdo desconhecidos, x; =
( ) . T ) . ) ) T ~ d ., . d .
Tity .y Tipy) € 2 = (Zi1,...,2p,) sd0 vetores de covaridveis de comprimento p; e py

(p1 + p2 = p < n), respectivamente, que sdo assumidas fixadas e conhecidas. Além disso,
gu(+) : (0,1) = Re gy(-) : (0,00) = R sao fungdes de ligacdo estritamente monétonas e duas
vezes diferencidveis. O modelo introduzido por Ferrari e Cribari-Neto (2004) € um modelo de
regressao beta com precisdo constante, ou seja, assume-se que ¢; = ¢, parat = 1,...,n.
Existem diversas opgdes para a fungdo de ligagdo g, (-). As fungdes de ligagdo mais utiliza-

das para modelar parimetros que assumem valores no intervalo unitério (0, 1) sdo:

fungdo logit: g, (1) = log (ﬁ),

« fungdo probit: g, (1) = @ (p);

* fungdo cloglog: g, (1) = log(—log(1 — p));
* fungdo cauchit: g, (1) = tan(m(x — 0,5)),

em que ®~!(-) e tan(-) denotam a func¢do quantilica da distribui¢do normal padrdo e fungio
tangente, respectivamente.

Em particular, a ligac@o logit oferece uma interpretagdo interessante quando comparada as
demais ligagOes. A interpretacdo de cada coeficiente do submodelo de p se d4 em funcdo da
razdo de chances. Nesse caso, o aumento da varidvel explicativa z; em uma unidade leva a uma
variacdo percentual de ¢’ na chance média do evento de interesse ocorrer mantendo as demais
covaridveis fixadas.

Para a func¢do de ligacdo g4(-), as funcdes mais utilizadas sdo a ligagdo logaritmo g,(¢) =

log(¢) e a ligagdo raiz-quadrada g4(¢) = /¢. Estas sdo as liga¢des mais utilizadas quando

11
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modela-se um pardmetro que pertence ao intervalo continuo (0, c0). Em particular, a ligacdo
logaritmica oferece uma interpretacao mais simples comparada a ligagdo raiz-quadrada. Ao usar
a ligacdo logaritmica para modelar ¢ tem-se que cada acréscimo de uma unidade na varidvel
explicativa z;, mantidas as outras fixadas, representa uma varia¢io percentual de €/ na precisdo

da varidvel resposta.

O procedimento inferencial para os parametros desta classe de modelos € usualmente feito
com base no estimador de maxima verossimilhanca. Seja @ = (37,~")" o vetor de pardmetros
que desejamos estimar. O logaritmo da func¢do de verossimilhanca sob o modelo de regressao

beta € dado por

n

(6 1y)=> t(0]y) (2.8)

=1

emquey = (y1,...,yn) ' €0 vetor observado das n varidveis resposta, e o logaritmo da fungdo

de verossimilhanga individual é

(0 ]y) = logD(¢;) —log I'(pips) — log T'((1 — pi)pi) + (papi — 1) log (i)

+ [(1 = )i — 1] log(1 — ).

O estimador obtido pela maximizagdo de (2.8) com relacdo a 8 é o estimador de maxima veros-

similhanca para 0, e serd denotado por 6.

A estimagdo dos paradmetros do modelo e demais procedimentos inferenciais podem ser fei-
tos usando a funcdo betareqg do pacote betareg no software R (para mais detalhes veja
Cribari-Neto e Zeileis (2010)), ou, também, a fun¢do gamlss do pacote gamlss do R. Uma
diferenca entre essas duas abordagens € o fato de que o pacote betareg utiliza as reparame-
trizagdes de Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Smithson e Verkuilen (2006), enquanto o pacote

gamlss utiliza a reparametrizacdo de Rigby et al. (2019).

12
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2.4 Distribuicao beta bimodal

Vila et al. (2024) propuseram a distribui¢do beta bimodal (Bbeta), que é uma extensao mais
flexivel da distribui¢ao beta e permite modelar dados contidos no intervalo (0, 1) unimodais e
bimodais. A distribuicdo € obtida a partir de uma transformacao quadratica para gerar funcdes

bimodais.

Seja X uma varidvel aleatéria Bbeta com vetor de pardmetros 8; = (a,3,p,0)", com
a>0,8>0,p>0ed € R, denotada por X ~ Bbeta(a, 3, p, ), entdo a FDP de X é dada

por

p+(1—dz)?

Z_ - 7 el — )Pl o
208" T we 0D

f(z;0;) =

com

o ala+1)
Z(05) = 14+p—26 + 62 ,
(8s) P s  a+ Blatp+1)
em que «, /3 e 0 sdo parametros de forma e d controla a existéncia de bimodalidade, segundo os

autores.

A FDA pode ser obtida por
F(wia,..6) = [ f(ta..0.8)dt. 29)
0

A distribuicdo Bbeta apresenta formas analiticas fechadas para os momentos, como média
e variancia, contudo, essas sdo fun¢des complexas que dependem dos quatro parametros da
distribui¢do. O que impossibilita a reparametrizacao de tal forma que se desenvolva um modelo
de regressdo com fécil interpretacdo dos coeficientes, relacionando as covaridveis com a varidvel

resposta.

13



cap. 2. Modelos Beta §2.5. Misturas de distribuicoes beta

2.4.1 Regressao beta bimodal

Vila et al. (2024) propuseram um modelo de regressao associado a distribuicao beta bimodal,
atribuindo estrutura de regressao aos parametros de forma, o ¢ S. Os pardmetros p € d nao
possuem estrutura de regressao associada, contudo, devem ser estimados conjuntamente. Os

modelos de regressdo beta bimodal propostos sdo definidos por
(1) }/; iPS Bbeta<ai7 ﬁhp? 6)7 1= 17 -y
(i) g1(i) = mi = w;'y

(i) ga(Bi) = nu = 2, ¢,

com~y = (v1,...,%) € ¢ = (¢1,...,¢,)" sdo vetores desconhecidos dos coeficientes de
regressao, que sio assumidos independentes, v € R e { € R? com p + g < n, 11; € 1)2; $40 08
preditores lineares, w; = (wj1, ..., w;)" € 2 = (2i1,...,2q4) sdo as observagdes. A fungdo
de ligacdo proposta para os dois pardmetros € a logaritmica, tendo em vistaque o > 0e 3 > 0.

Embora o modelo Bbeta possa se ajustar bem a conjuntos de dados que apresentem bimoda-
lidade, possui uma limita¢ao no que se refere a interpretabilidade. Como a estrutura de regressao
¢ atribuida a parametros de forma e ndo sobre um parametro de posi¢do, por exemplo, a interpre-
tacdo dos coeficientes de regressdo torna-se complexa, ou seja, os parametros ndo possibilitam

mensurar a relacdo da varidvel resposta com as covaridveis. Além disso, a implementacao do

ajuste desse modelo de regressdao ndo estd prontamente disponivel para reprodugdo.
2.5 Misturas de distribuicoes beta

Para definir como se propde misturas de distribui¢des, considere o que se segue, conforme
descrito em Stasinopoulos et al. (2017). Suponha que a varidvel aleatéria Y provenha de uma
populacdo que € particionada em K subpopulacdes ou componentes, entdao a FDP de Y € dada

por

F)=>_ mfuly),
k=1
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onde k =1,2,.... K,0 < m, <1, tal que Zszl m, = 1 € a probabilidade de Y vir da k-ésima

componente e f;(y) é FDP de Y na k-ésima componente. A FDA Y é dada por

y) =Y mFi(y)

Usando o teorema de Bayes, a probabilidade condicional de uma observacdo pertencer a com-

ponente k dado y é

pkzﬁkfk(y): T fx(y) '
f(y) S TRfe(y)

A FDP da k-ésima componente pode depender de parimetros @y, que, por sua vez, podem ser

fun¢do de varidveis explicativas g, isto é, fi(y) = fr(y|O%). Portanto, a FDP de Y depende dos
parAmetros ¢ = (0,7),0 = (0] ,...,0%) e = (my,...,7x) T, com varidveis explicativas

x = (x1,...,25)T. Assim,

fy) = flyl) = Zﬂ'kfk Y|6k).

No que se refere a misturas de distribui¢do beta, pode-se citar a distribuicao Beta Flexivel
(BF) proposta por Migliorati, Di Brisco e Ongaro (2018), que possui suporte no intervalo (0, 1)
e € definida como uma mistura de duas distribui¢des beta com mesmo parametro de precisdo ¢

e médias distintas \; > \y. Seja Y ~ BF (A1, Ay, ¢, p), entdo sua FDP é dada por

TerWi A, A2, 0,0) = pfp(y; Ar, @) + (1 —p) f5(y; A2, @),

emque0 < <A\ <1,¢0>0,0<p<1,e f;éadensidade beta reparametrizada proposta
por Ferrari e Cribari-Neto (2004). A esperanca e a variancia de Y sdo, respectivamente, dadas
por

E(Y) = pA1 + (1 — p) A,

15
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E(Y)(1 = E(Y)) + é(A = A2)?*p(1 — p)
¢+1 '

Var(Y) =

A estrutura de mistura da distribuicao BF estende a variedade de formas acomodadas pela
distribui¢do beta, inclusive, em termos de bimodalidade, assimetria e comportamento de cauda,
segundo Migliorati, Di Brisco e Ongaro (2018). Também garante que cada componente seja
distinguivel, evitando o problema de troca de rétulos.

Com intuito de atribuir um modelo de regressao a distribuicao BF, Migliorati, Di Brisco e
Ongaro (2018) propuseram uma reparametrizacdo, que inclui a média da distribui¢do, de modo

que:

p=E(Y) =p\ + (1 = p)As; (2.10)
b = ¢
M=
v min <%, %) ’
p=D,

em que 4 € (0,1) é amédiade Y, w € (0,1) é uma medida de distincia normalizada entre as
duas componentes da mistura, p € (0, 1) é a propor¢do de mistura e ¢ > 0 é um pardmetro de
precisdo.

Os modelos de regressao beta flexivel (RBF) considerados, assumindo que Y; € independen-

temente distribuido como uma distribui¢cdo BF reparametrizada sdo definidos por
(i) Vi ™ BF(i, ¢iw,p), i = 1,....m;
(ii) g, (s) = 2! B & pi = g (; B).

(iii) go(0:) = 2/ 0 & ¢; = g, (2, 9),

emquex, = (Ti0,...,Tix)€2; = (zi,...,2i)sdo vetores de covaridveis; 37 = (B, . . ., Br)

ed" = (d,...,0), os vetores de parAmetros de regressdo; g,(-) € g,(-) sdo as fungdes de li-

16



§2.5. Misturas de distribuicoes beta

gagdo. Considerando o fato de y;, w e p pertencerem ao intervalo (0, 1), pode-se empregar a
funcao de ligacdo logit. Enquanto para ¢; > 0, pode-se empregar a ligagcdo logaritmo.

Segundo os autores, é possivel estender os modelos para regressao nos demais parametros
da distribuicao BF. O modelo RBF adota a abordagem Bayesiana, portanto, requer o uso de
algoritmos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), como o amostrador de Gibbs, e
diagndsticos de convergéncia e autocorrelacdo. Em contrapartida, o modelo de regressdao que
serd proposto neste trabalho baseia-se na mixima verossimilhanga, que permite a estimacao
direta dos parametros, simplificando o processo computacional ao evitar etapas como o burn-in
e o thinning. Além disso, ao utilizar essa abordagem paramétrica, ndo € necessario especificar
distribui¢Ges a priori para os pardmetros (como normais multivariadas e gamas adotadas no

modelo RBF), o que reduz a subjetividade no processo de estimacao.
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Capitulo 3

Distribuicao beta ampliada

Neste capitulo serd discutida com detalhes a constru¢do da nova distribuicdo de probabi-
lidade proposta neste trabalho, denominada de beta ampliada. A distribui¢do serd obtida por
meio da composi¢do da distribuicdo beta deslocada com uma transformacdo 7'(z), em que
X ~ BD(a,b,c), resultando na distribui¢do beta ampliada, que possui 5 pardmetros. Além
disso, serd explicitada a mediana da nova distribuicdo, que serd essencial para estabelecer a
estrutura da classe de modelos de regressdo que serd proposta neste trabalho. Por fim, serd
feita uma breve andlise grifica do comportamento da distribui¢ao beta ampliada conforme os

parametros especificados.

3.1 Distribuicdo beta ampliada

Para criar a nova distribuicao de probabilidades, considere a seguinte transformacao:
T=T(x)=(x—m)z—m]’, € R,me R, §>0, (3.1)

que € responsdavel por gerar bimodalidade, conforme abordado em Silva, Otiniano e Nakano
(2024).

Note que a transformac@o 7" depende de x, m e §. Para x € (0, 1), a derivada de 7" com
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relagdo ao seu argumento é expressa por

dT(x)
dx

= |z —m|® + (x — m)d|z — m[*Tsgn(z — m)

T'(z) =

= |z —m|]°+ 0z —m|°

= (04 1)|x— m|5,

em que sgn(-) denota a funcéo sinal, definida por

.
1, sex >0

sgn(z) = 0, sex =10

-1, sex <0.
\

Essa derivada serd necessdria para expressar a FDP da nova distribui¢cao mais adiante.

Para a obten¢do da fun¢do inversa de 7', considere:
esex—m>0,entdo T = (z —m)°* >0, e

T=(z-—m)P" = TV =g —m = z=m+TY0OH,
ssex—m<0,entio T = —(m — )T <0,e

T=—(m-z) " = (-T)YO =m -z «— z=m— (=T,

Observe que, em ambos os casos, 7' é uma funcdo mondtona crescente em x, € 7' assume zero

quando z = m. Portanto, 7' ¢ uma funcdo mondtona crescente, € sua inversa € expressa por
T7' =T (x) = m + sgn(z)|z|/C+D, (3.2)

A inversa da funcdo 7' € de suma importancia para estabelecer o suporte e a fungdo quantilica

da nova distribuic@o de probabilidades proposta a seguir.
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Seja X ~ BD(a, b, c), ao compor a FDA da distribui¢do beta deslocada (2.6) com a trans-
formacdo 7" em (3.1), obtemos uma nova varidvel aleatéria Y com FDA e FDP definidas, res-

pectivamente, por

Fy(y;a,b,e,m,8) = Fx(T(y);a,b,c)
Bry)—c(a,b)

B(a,b)
1 T a—1 b—1
= m/ﬂ 271 —2)"dz
1 (y—m)|ly—m|’—c i -
= m/{) 271 — 2)"dz, (3.3)

fY(y7 a, bv ¢,m, 6) = fX(T(y)7 a, bv C)T,(y)
1

= By T~ AT e 6+ Dy~
1

= B(a,b) [(y_m)|y_m|5_c}a_1

S~

x [L=(=m)y—ml+c" " (5+1)]y—m], (3.4)

dado que T'(y) = (y — m)|ly —m|° € (¢,1+¢), c€ (—=1,0, m € R,§ >0,a > 0,eb > 0.
Para identificar o suporte da distribuic¢do, considere a transformacdo 7" em (3.1), sua inversa
T~'em (3.2), e que T(y) € (¢, 1+ ¢). Assim, para que a FDA (3.3) e FDP (3.4) estejam bem

definidas, tem-se que

e se T(y) > ¢, entdo T~(y) > T~ (c) = m + sgn(c)|c|/O+Y;

ese T(y)<l4c — T Y y) <T7'(1+c)=m+sgn(l+c)|l+ /O,
desde que 7'(y) é uma fun¢do mondétona crescente em .

Assim, o suporte da distribuic@o beta com cinco parametros é dado por

y € (m+sgn(e)|c|”C m +sgn(1 4 ¢)[1 + ¢[/OFV) .
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§3.1. Distribuigcdo beta ampliada

Desde que —1 < ¢ < 0, o suporte se torna:
y e (m_ |C’1/(6+1), m+ ‘1 +C’1/(6+1)) )

Se uma varidvel aleatéria Y possui FDA e FDP expressas por (3.3) e (3.4), respectivamente,
denota-se por Y ~ BAl(a,b,c,m,d), e a partir daqui denominaremos esta nova distribui¢ao
de distribui¢ao beta ampliada 1 (BA1). Cabe destacar que a distribuicdo BA1 € definida para
varidveis continuas com suporte que pode assumir valores reais, bem como que a distribui¢ao
beta é um caso particular da distribuicdo BA1 quando fixados os pardmetros ¢ = 0, = 0 e
m = 0. Ressalta-se que todo esse desenvolvimento matematico pode ser, e serd, realizado de
forma andloga com base na reparametrizacdo da distribuicao beta em funcdo dos parametros u
e (2.4).

A seguir, serd apresentada a fungdo quantilica da distribuicdo BA1, a qual sera utilizada
para reparametrizar a distribuicdo de forma conveniente no contexto de regressdo, bem como

para gerar nimeros pseudo-aleatorios. Considere o procedimento que se segue.

Seja 7, = Q(p;a,b,c,m,0),0 < p < 1, o quantil de ordem p em que Q(-;a,b,c,m,J)
denota a fungdo quantilica de Y ~ BA1(a,b, ¢, m,d). Note que para p = 0,5, 7, representa a

mediana da distribui¢do BA1. Como o quantil 7, satisfaz p = Fy (7,; a, b, c,m, d), segue que

T, = F;l(p;a,b,c,m,é)
= T '(F¢'(p;a,b,c))
= T 'c+ F '(p;a,b))

= m+sgn(c+ F Y p;a,b)|c+ F L (p;a, b)Y,

emque 0 < p < 1, e F7!(;a,b) é a inversa (fungdo quantilica) da FDA da distribuigdo
beta com dois pardmetros, a qual nao possui forma analitica fechada, e pode ser obtida nume-

ricamente; por exemplo, por meio da fungdo gbeta do software R (para mais informagdes
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consulte https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.
6.2/topics/Beta).

Observe que m é uma fungéo de 7,, conforme segue
m = 1, —sgn(c+ FY(p:a,b))lc+ F(p;a, b)|1/(‘5+1),

Substituindo a expressdo de m em (3.3), tem-se a FDA da distribuicdo beta ampliada 2
(BA2), que depende do quantil de ordem p da distribui¢cdo e dos pardmetros a, b, ¢ e J, ou seja,

X ~ BA2(a,b,c,7,,0). O suporte da distribui¢io BA2 fica expresso por

y € (Tp —sgn(c+ F~ Y (y;a,b))|c+ F~ (y; a,b)[ VO — ||/ O,

14 cOHD oy~ sn(e+ F (yra,b))le + F 7 (y;.0,0)] /O,

Tomando p = 0,5, denota-se por 1y = To5 a mediana da distribuicdo BA2, e, consequente-
mente, a distribui¢io fica parametrizada em termos de um parametro que possui interpretacao
simples. Esta abordagem € de suma importancia para a definicdo da estrutura de regressao sob

a distribui¢ao BA2.

3.1.1 Reparametrizacio da beta ampliada

E possivel que a reparametrizacdo (2.4) da distribuicdo beta apresente maior simplicidade
no que diz respeito a interpretabilidade dos parametros ou a implementacdo do modelo de re-
gressdo. Considerando essa reparametrizacio (2.4), obtém-se as respectivas expressoes para a

FDA (3.3) e a FDP (3.4) da distribuicdo BA2 dadas por

FY(ya M, ¢7 C, Ud, 6) = FX(T(y)a H, ¢7 C)

07 (1= 2) gz, (3.5)

(y—m)|y—ml|°—c
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fY(y> 122 ¢7 Cy ;s 5) = fX(T(y)a 22 ¢7 C)Tl(y)

- BW¢&—uwﬂ“”—@”*ﬂ—ﬂw+@“wm*w+MW—mP
= 1 -m —mé—c pno—1

= Boe g W mly—ml—

x [1- (y—m)ly—m\5+c}((1_“)¢)‘1 6+ 1)y —m’, (3.6)

emqueT(y) = (y—m)ly—m|° € (c,1+¢), c€(=1,0,meR,§>0,uc(0,1),¢ >0,
itq € R representa a mediana, m € uma fungdo dos parametros que indexam a distribui¢do, dada
por

m = g — sgn(c+ F~(p; po, (1 — p)@)) e+ F~ (p; o, (1 — ) ) [V

Destaca-se que, diferentemente da distribuicdo beta, aqui o parametro y ndo se refere a média da
distribui¢do, nem mesmo a alguma caracteristica simples. Tampouco o parametro ¢ representa

necessariamente a precisio. O suporte da distribui¢do € dado por

y € (Tp —sgn(c+ F7(y; po, (1 — p)@)) e+ F~(y; poy, (1 — p)@) [/ — | /O+D,

1 /O 47, = sgn(c+ F (s a0, (1= o))l + F~(ys o, (1 — o) /0H).

Considere Y com fung¢des de distribuicdo acumulada (3.5) e densidade de probabilidade
(3.6), entdo Y segue uma distribuicdo beta ampliada reparametrizada — BAR, denotando-se por
Y ~ BAR(u, ¢, ¢, 7,, 6), especificamente, quando p = 0,5, Y ~ BAR(y, ¢, ¢, jta, 0).

Tendo em considerac@o a complexidade da distribui¢do proposta e o tempo disponivel para
execucao, este trabalho nao tem como foco calcular outras propriedades como, por exemplo, 0s
momentos da distribui¢do, como média, variancia ou medidas de assimetria e curtose. O foco

deste trabalho reside na modelagem da mediana da varidvel resposta.
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3.1.2 Anadlise grafica dos parametros

Uma estratégia possivel para identificacdo do comportamento de uma fun¢do densidade € a
andlise grifica desta avaliada em seu suporte e contando com a especificacao adequada de seus
parametros. Nas Figuras 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, e 3.5 s@o apresentadas curvas para a funcdo densidade
de probabilidade da distribui¢cdo beta ampliada reparametrizada (3.6), geradas a fim de analisar
o comportamento dessa distribui¢do de acordo com a variacio de cada parametro mantendo os
demais fixados. Além disso, cada figura denota o suporte da distribui¢do, o qual depende dos
pardmetros e acomoda dados fora do intervalo (0, 1). As observagdes sobre o comportamento

da densidade da distribuicdo BAR estdo descritas a seguir.

O parametro u, corresponde a mediana da distribuicdo BAR e indica o valor de Y para o
qual 50% dos valores da distribui¢do estdo abaixo (ou acima). O parametro /iy, COMO apresen-
tado na Figura 3.1, atua como um parametro de localiza¢do, indicando a posi¢do dos eventos
raros no interior do suporte da distribuicdo. Por essa razdo, de acordo com a variagao de g4,
observa-se o deslocamento das FDPs da distribui¢ao BAR.

Conforme apresentado na Figura 3.2, o parAmetro ¢ afeta a forma da distribuicio BAR, e
valores de ¢ muito proximos de 0 ou —1 geram distribui¢des unimodais. Além disso, ¢ parece
ter relacdo com a assimetria da distribui¢do; na Figura 3.2, ¢ > —0,5 favorece a assimetria a
esquerda e, caso contrdrio, a direita.

Conforme apresentado na Figura 3.3, a variacdo de valores de  causa mudancgas considera-
veis na curva da distribui¢cdo a medida que varia. O efeito que p parece causar na distribui¢ao
beta ampliada reparametrizada se assemelha ao efeito que i causa na distribuig¢do beta. Na dis-
tribuicdo beta, a moda da distribui¢do fica préxima a p, e na distribuicio BAR, a maior moda
também parece se aproximar de /.

O parametro ¢ aparenta estar associado a precisdo da distribui¢do BAR, pois as FDPs dis-
postas na Figura 3.4 se diferenciam, principalmente, pelo achatamento da curva. Interessante

destacar também que, conforme a Figura 3.4, a distribui¢do beta ampliada reparametrizada aco-
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Figura 3.1: Curvas da FDP da distribuicdo BAR segundo variag¢@o dos valores de 114, fixados os demais

pardmetros (1 = 0,5, ¢ =5, ¢ = —0,4, § = 2).

§3.1. Distribuigcdo beta ampliada

Ud
41 — uy=-35,ye(47-312)
— wy=-1, Yye(22-062)
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Fonte: Elaboracio prépria.

Figura 3.2: Curvas da FDP da distribuicdo BAR segundo variagéo dos valores de ¢, fixados os demais
pardmetros (u = 0,4, ¢ =5, pug =0, 6 = 2).
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Fonte: Elaboracio propria.
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moda as formas de U (¢ = 1) e de banheira (¢ = 2), assim como a distribui¢io beta usual.

Por fim, quando a func@o densidade da distribuicao beta ampliada apresenta bimodalidade,
o parametro § parece afetar a distancia entre as modas da distribui¢do, de forma que quanto
maior o valor de 9, maior o afastamento entre elas, conforme apresentado na Figura 3.5.

Em sintese, o parametro 114y atua como um parametro de localizacao e corresponde a mediana
da distribui¢@o; o pardmetro c parece estar relacionado a assimetria da distribuicao e para valores
de ¢ muito préoximos a 0 ou —1, a distribui¢do tende a ficar unimodal; o pardmetro . parece
estar préximo da maior moda da distribuicdo; o parametro ¢ parece estar relacionado a precisao
da distribuicdo; o pardmetro J parece estar relacionado ao distanciamento entre as modas da

distribui¢do, quando hd bimodalidade.

Figura 3.3: Curvas da FDP da distribuicdo BAR segundo variagio dos valores de i, fixados os demais
pardmetros (¢ = 5, ¢ = —0,6, ug =0, § = 2).

— =01, y e (-0.03,156)
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Fonte: Elaboragao prépria.
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Figura 3.4: Curvas da FDP da distribui¢do BAR segundo variagio dos valores de ¢, fixados os demais
pardmetros (u = 0,5, ¢ = —0,4, ug =0, d = 2).
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Fonte: Elaboracio prépria.

Figura 3.5: Curvas da FDP da distribuicio BAR segundo variacdo dos valores de ¢, fixados os demais
parametros (u = 0,5, ¢ =5, ¢ = —0,4, pg = 0).
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Fonte: Elaboragdo prépria.

27



Capitulo 4

Modelos de regressao BAR

Quando hé interesse em se estudar o comportamento de uma varidvel resposta, pode-se uti-
lizar os modelos de regressdo, uma técnica estatistica que permite identificar e quantificar os
efeitos de uma ou mais varidveis explicativas na média da varidvel resposta, bem como prever
valores da resposta com base em novos valores das varidveis explicativas (Montgomery, Peck e
Vining, 2021). Considerando que os modelos de regressdo permitem identificar os sentidos das
relacOes existentes entre as varidveis explicativas e a varidvel resposta, € de suma importancia
que essas relagdes possuam interpretacdes de facil entendimento, a fim de se obter uma com-
preensdo mais clara e objetiva acerca do efeito das varidveis explicativas na resposta. Nesse
sentido, este capitulo propde uma nova classe de modelos de regressao utilizando a distribui-
cdo beta ampliada reparametrizada como a distribuicdo condicional postulada para a varidvel

resposta.

4.1 Regressao beta ampliada reparametrizada

Considerando o desenvolvimento da distribui¢do beta ampliada no capitulo anterior, esta
secdo trata da defini¢do da estrutura de regressdo associada aos parametros da distribui¢do pro-
posta. Importante destacar que a defini¢do da fun¢do quantilica da distribuicao beta ampliada,

em (3.5), permite isolar o parametro m de tal forma que a FDA da distribuicio BAR fique em
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fung¢do do quantil de ordem p (7,,). No contexto de modelos de regressdo, essa reparametrizagdo
permitird a interpretagcao simples dos coeficientes da regressao em termos dos quantis da distri-
buicdo BAR. Em particular, consideraremos a modelagem da mediana 14 da distribuicio BAR
em funcdo de varidveis explicativas.

A classe de modelos de regressao beta ampliada proposta é definida por

ind

(1) Y; ~ BAR(M% ¢iacinudi75)7 i = 17 sy
(i) gu,(1a,) = 2! B & pa, = g, (x] B);

(i) go(d:) = 2z v & ¢ = g, (2] 7);

T

(V) gu(pi) =vi'n & p; = gf(”z‘ n);

V) gelci) =w;" A & ¢; = g (w; " N),

emque B = (Bi,...,Bp) ERPLy = (v1,...,%,) €RPZ = (n,...,m,) € RP*e
A= (A,...,\,)" € RP4sdo vetores de pardmetros de regressdo desconhecidos (p; + py +
pstpat+l=p<n), o = (Ta,...,¢p) € R 2" = (2i1,...,2p,) € R v, =
(Vity -+, Vips) € R aw; T = (wyy,...,wip,) € RP4 s3o os vetores de valores fixados para
a i-ésima observagdo nos submodelos para 14, ¢, /1 € ¢, respectivamente, g,,(+), 9o(-), g.(-)
e g.(+) sdo as respectivas fun¢des de ligacdo para os quatro submodelos, sendo estas ligagdes
monotonas e diferencidveis.

Por simplicidade, ndo serd atribuida estrutura de regressido ao parametro ¢ e este também
ndo sera estimado, decidiu-se por fixd-lo em 6 = 0,5. Entre as razdes para fixar o parimetro
J, tem-se o fato de que a implementagdo do modelo utilizara um pacote do software R que
considera a estimacdo pelo método de mdxima verossimilhanga para distribui¢des de até quatro
parimetros. Também tem-se que ¢ estd no suporte da distribui¢do, o que pode complicar o
procedimento de estimacao.

Cabe destacar que, embora a classe de modelos de regressao beta ampliada considere estru-

tura de regressao para os quatro parametros, ao se ajustar um conjunto de dados, nao € necessa-
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rio atribuir regressao a todos eles. Isso significa que, a depender dos dados, pode-se especificar
uma estrutura de regressdao apenas para a mediana ji; desde que o ajuste aos dados se mostre
satisfatorio. E, pode-se adicionar covaridveis aos demais submodelos, conforme necessério,
dependendo da flexibilidade requerida pelo modelo.

Ao atribuir estruturas de regressdo aos parametros [i4, @, it € ¢ estaremos flexibilizando o
ajuste do modelo de regressdo BAR aos dados. Em particular, a estrutura de regressao atribuida
ao parametro ji; permitird identificar covaridveis que afetam o comportamento da mediana da
resposta. Além disso, a estimativa de 14 poderd ser utilizada para realizar previsdes da resposta
com base em novos valores fixados das covaridveis. Os demais parametros apenas alteram a
forma da distribuicio e ndo possuem interpretacdo pratica. Por essa razdo, € importante frisar
que nao se deve confundir a interpretacdo dos parametros p e ¢ do modelo BAR com aquelas
referentes ao modelo beta. Enquanto no modelo BAR i e ¢ estdo associados apenas a forma da
distribui¢do, no modelo beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004), i representa a média
e ¢, a precis@o da resposta. Apesar da andlise grafica da Figura 3.4 apresentar indicativos de
que parametro ¢ esteja relacionado a precisdo da distribuicdo BAR, essa afirmacdo necessita de
comprovacao matematica.

Com relagdo a escolha das fung¢des de ligacdes no modelo de regressdo BAR, estas usu-
almente sdo escolhidas de modo que se satisfaca g,,,(1ai) € R, go(¢:) € R, gu.(1i) € R, e
ge(c;) € R. Estas condi¢des sdo impostas para garantir que os respectivos preditores lineares
em cada submodelo da regressao sejam estimados sem restricdes, ou seja, sem limitacdes sobre
os valores que os coeficientes de regressdo podem assumir, garantindo que as respectivas esti-
mativas dos pardmetros da distribuicio BAR pertencam aos respectivos espagos paramétricos.

Adicionalmente, ressalta-se a possibilidade de escolher fun¢des de ligagdo aplicadas ao pa-
rametro modelado que ndo estejam livres em toda a reta real. Por exemplo, ao modelar uma
varidvel que possua suporte no intervalo (0, 1), pode-se utilizar a fungdo de ligacédo logit, que
restringird os valores da mediana 14 a este mesmo intervalo.

Para a modelagem dos pardmetros u ¢ ¢ da distribuicdo BAR utilizam-se as fungdes ligacdes
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enumeradas na Sec¢do 2.3. Em especial, as ligacdes logit e logaritmica sdo mais frequentemente
utilizadas para p e ¢, respectivamente. Tendo em vista que y; € R, a fungdo de ligacdo g, ()
que inicialmente propomos a ser utilizada € a ligacdo identidade, ou seja, g,,,(1tq) = ftq- A in-
terpretacdo desta funcdo de ligacdo € direta sendo f3; a variagdo causada na mediana da resposta
ao aumentar uma unidade na varidvel explicativa z;, desde que as demais covaridveis estejam
fixadas. Destaca-se que utilizando a beta bimodal proposta por Vila et al. (2024) nao € possivel
obter uma interpretagdo simples como a mencionada.

No contexto de modelos lineares generalizados propostos por Nelder e Wedderburn (1972),
a modelagem de parametros que assumem valores reais pode ser feita por meio de outras fun-

¢oes de ligagcdes além da fungdo identidade. Dentre as ligacdes mais utilizadas, destacam-se:

» fungdo reciproca: g, (1q) = i;

» fungdo reciproca ao quadrado: g,,,(ft4) = ﬁ; ;
d

* funcdo logit: g,td(ud) = log (1%(1)'

Cabe destacar que a fungdo de ligacao logit para a mediana da distribuicao BAR foi elencada
por se adequar ao contexto em que a varidvel resposta assume valores no intervalo (0, 1), visto
que a mediana deve ser mapeada nesse mesmo intervalo.

Quanto ao parametro ¢, considerando que estamos interessados em ¢ contido no intervalo
(—1,0), propde-se a utilizagdo de uma nova fungio de ligagdo que mapeia ¢ € (—1,0) aos
R, denotada por "logit inversa". Essa €é a funcdo de ligacdo atribuida ao pardmetro c que €
proposta neste trabalho. A prova de que a funcdo logit inversa é mondtona e diferencidvel
estd disponivel no Apéndice A. Vale ressaltar que o interesse deste trabalho reside em estimar
¢ € (—1,0), contudo, para aplicacdes da distribuicdo BAR com foco em ¢ € (—1,1), por
exemplo, sugere-se verificar a funcdo de ligagdo "[—1, 1|" apresentada por Rigby et al. (2019).

Ambas as fungdes sdo descritas a seguir:

* func¢do logit inversa: g.(c) = log <ﬁ>, ce (—1,0);
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e fungdo [-1,1]: g.(c) = log <§‘13:i ) cel-1,1].

4.1.1 Estimacao dos pariametros

Considerando o modelo de regressio BAR proposto, pretende-se estimar os parametros
que indexam a distribuicdo BAR(u, ¢, ¢, j14,60), com § = 0,5. Isso significa que o vetor de
parAmetros @ = (37, T, n', AT)T € RP1P2FPs+Pi ag50ciado ao modelo de regressio BAR
€ desconhecido e deve ser estimado com base na amostra. Para tanto, sera utilizado o método
de maxima verossimilhanga para obten¢do do estimador de 6, denotado por 5, que maximiza o

logaritmo da fun¢do de verossimilhan¢a dado por

(6 1y) = nlog(0,5+1) Zlog (idi, (1 — ) )

n

+ Z(Mz¢z‘ — 1)log [(yi — ma)lys — mi|*™® — ¢;]

i=1

+ i ((1 — Wi) i — 1) log [1 — (4 — ma)lys — ma| > + Ci]

i=1

+ 05 log(lyi — mal)}, (4.1)

i=1

) 1/(0.5+1)
¢+ F (i pidis (1 — 15)d5)

Destaca-se que a verossimilhanga expressa em (4.1) estd bem definida apenas no suporte da

em que m; = [i4, — Sgn<0i + Fq(% pidi, (1 — Mz‘)¢z‘)>

distribui¢do, ou seja, para cada y; pertencente ao i-€simo suporte, determinado pelos parametros
indexados em ¢.

Ao igualar as derivadas do logaritmo da fun¢do verossimilhanga (4.1) a zero, obtém-se um
sistema complexo de equacdes ndo lineares em @ que ndo possui solugdo explicita para 6. Por
esse motivo,  foi obtido numericamente por meio da fun¢cdo gamlss do pacote gamlss do

software R, uma vez que a implementagao do procedimento de estimagao dos parametros asso-
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ciados ao modelo de regressdao BAR foi realizada utilizando a estrutura de Modelos Aditivos
Generalizados para Localizacdo, Escala e Forma (GAMLSS), proposta por Rigby e Stasinopou-
los (2005).

A classe dos GAMLSS ¢ especialmente 1til, pois permite que a varidvel resposta siga qual-
quer distribuicdo de até quatro parametros e que todos os parametros sejam modelados em
funcdo de varidveis explicativas, conferindo maior flexibilidade ao modelo (Stasinopoulos et
al., 2017). Entre outras vantagens dos GAMLSS, Stasinopoulos et al. (2017) também destaca a
possibilidade de inclusdo de uma variedade de termos aditivos nos modelos para os parametros,
e a extensdo de modelos estatisticos basicos, permitindo modelagem de sobredispersao, excesso
de zeros, assimetria e curtose nos dados.

Segundo Rigby e Stasinopoulos (2005), existem dois algoritmos para estimacao dos para-
metros sob os GAMLSS. O algoritmo CG, que é uma generalizacdo do algoritmo de Cole e
Green (1992); e o RS, uma generalizagdo do algoritmo proposto por Rigby e Stasinopoulos
(1996) no ajuste de modelos MADAM (Modelos Aditivos para média e dispersdao). Em geral,
o método RS € mais estdavel e mais rdpido que o CG, contudo quando os pardmetros da distri-
buicdo sdo correlacionados, o algoritmo RS pode ser mais lento e convergir antes de atingir o
logaritmo da fun¢do de verossimilhanga maxima global (Stasinopoulos et al., 2017).

Complementarmente, outra propriedade interessante dos GAMLSS consiste na possibili-
dade de especificar os valores iniciais dos algoritmos diretamente para os parametros da distri-
buicdo condicional da resposta, ao invés de para os parametros das estruturas de regressao, o
que torna a implementagc@o mais simples (Stasinopoulos et al., 2017). A esse respeito, para o
modelo aqui proposto, propde-se a mediana da varidvel resposta como valor inicial para p4; a
estimativa do parametro ¢ resultante do ajuste da regressdo beta para ¢; e 0,5 para u, e —0,5

para c.
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4.1.2 Avaliacio e selecao de modelos, teste de hipoteses e intervalos de confianca

Para avaliar a qualidade do ajuste dos modelos de regressdo BAR, os residuos quantilicos,

introduzidos por Dunn e Smyth (1996), definidos por
_ H-1 P S
Tqi = o {F(yivui7¢iaudi7c’i7075)} ’

em que (-) é a FDA da distribui¢do normal padrao e F'(y; u, ¢, f4, ¢,0,5) é a FDA da distribu-
icdo BAR. Se o modelo de regressdo BAR estiver bem ajustado, 7, ; paraz = 1,...,n seguirdo

distribui¢do normal padrdo e serdo independentes para n grande.

Para avaliar os residuos quantilicos, pode-se utilizar diversos graficos, como, por exemplo,
o worm plot proposto por Buuren e Fredriks (2001). Este consiste em um grafico nos moldes
de um QQplot usual, entretanto, sem tendéncia. Nele, o eixo das abscissas apresenta os quantis
esperados considerando o modelo com ajuste adequado, e o eixo das ordenadas exibe os desvios
(diferenca entre os valores dos residuos quantilicos e dos quantis esperados da normal padrao).
Esse grafico também apresenta as bandas de confianga baseadas na normalidade assintética dos
residuos quantilicos. Caso o modelo postulado apresente um ajuste adequado, espera-se que
os pontos estejam proximos a linha centrada em zero e que no maximo 5% deles estejam fora
da regido limitada pelas bandas de confianca. Por outro lado, a presenca de padrdes sistemati-
cos sugere inadequacgdo do ajuste, podendo indicar defici€éncias nos residuos e na distribui¢dao
ajustada pelo modelo. Nesse sentido, a Tabela 4.1, apresentada por Stasinopoulos et al. (2017),
associa determinados formatos dos pontos a essas falhas. A partir disso, pode-se ter indicios

acerca do comportamento da varidvel resposta e de como aprimorar o ajuste aos dados.

Complementarmente, a escolha entre modelos considerados adequados pode ser apoiada

pelo Critério de Akaike (AIC), proposto por Akaike (1974) e definido como

AIC = —2/(8) + 2k,
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Tabela 4.1: Formas tipicas do worm plot dos residuos e suas implicagdes sobre o modelo
ajustado.

Formato do worm plot (ou da Residuos Interpretacao na Distribuiciao

curva ajustada) ajustada

Concentracdo acima da origem  Média muito alta Parametro de localiza¢do subes-
timado

Concentracdo abaixo da origem  Média muito baixa Pardmetro de localizagdo ajus-
tada muito alta

Inclinagdo positiva Variancia muito alta Pardmetro de escala muito baixo

Inclinagdo negativa Variancia muito baixa Pardmetro de escala muito alta

Formato em U Assimetria a direita Excesso de assimetria a es-
querda

Formato em U invertido Assimetria a esquerda Excesso de assimetria a direita

Formato em S com parte es- Leptoctrticos Caudas muito leves

querda voltada para baixo

Formato em S com parte es- Platictrticos Caudas muito pesadas

querda voltada para cima

Fonte: adaptado de Stasinopoulos, Rigby e Heller (2017, p. 428).

em que ¢ (é) € o logaritmo da funcdo de verossimilhanca de 8 avaliado em O,ekéa quantidade
de parametros no modelo ajustado. Por defini¢do, o modelo ajustado que apresenta menor AIC
¢ preferivel. Burnham e Anderson (2002) recomendam utilizar o AIC em situag¢des nas quais
o tamanho da amostra €, ao menos, 40 vezes superior a quantidade de parametros. Segundo
Davison (2003), o AIC tende a superparametrizar os modelos ao selecionar especificacdes mais

complexas que o necessario.

Com a finalidade de investigar a significincia estatistica dos coeficientes da regressao, ou
seja, sua relevancia para a composi¢do do preditor linear da regressdo, pode-se utilizar testes
de hipéteses. Especificamente, para o0 método de maxima verossimilhanga, utiliza-se o teste
de Wald. Conforme abordado em Montgomery, Peck e Vining (2021), as hipdteses a serem
testadas para um coeficiente 3; sdo Hy : 3; = 0 contra H; : §; # 0. Se H, ndo for
rejeitada, a um nivel de significancia «100%, 0 < a < 1, ou seja, se ndo hd evidéncia para
rejeitar a hipétese nula de que 3; = 0, ndo hd indicios de que a covaridvel x; tenha efeito na

variavel resposta. A estatistica do teste € dada por:
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em que ep(Bj) ¢ o erro-padrdo de 3;.

Para obtencao dos intervalos de confianga aproximados dos parametros, considere uma dis-
tribuicdo com vetor de k£ parAmetros @ e estimadores de maxima verossimilhanga (EMVs) 6.
Segundo Rigby et al. (2019), considerando a normalidade assint6tica dos EM Vs, a distribuigao

assintética de 6, quando n — oo é
O ~ N(Ok, [ep(0:)]?),

em que o erro padrio, ep(6),), é a raiz quadrada do k-ésimo elemento de [(8)] ", sendo i (8)
a matriz de informagdo de Fisher observada. Entdo, o intervalo de confianga de 100(1 — «)%

para um determinado 6}, €, aproximadamente:

(ék - Za/2ép(ék)>a

em que z,/» o quantil da distribui¢do normal padrdo associado a probabilidade «/2 da cauda
superior e €p(fy ), é a raiz quadrada do k-ésimo elemento da diagonal da matriz [¢(8)] ', sendo

1(0) a matriz de informag@o de Fisher avaliada nas estimativas de maxima verossimilhanca.
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Aplicacao a dados reais

5.1 Descricao dos dados

Em tempos contemporaneos, o debate sobre questdes ambientais e sustentabilidade tem to-
mado destaque, principalmente por estarem diretamente relacionadas a subsisténcia humana.
Nesse contexto, entre as mobiliza¢des relacionadas ao tema, pode-se citar a realiza¢do da Con-
feréncia das Nacdes Unidas sobre as Mudangas Climdticas - COP30, que objetiva o debate
global sobre a¢des de combate a crise climética'; o Plano de Acdo para a Saide de Belém,
proposta brasileira para ajudar os paises a adaptarem seus sistemas de saide aos efeitos das
mudangas climdticas®; e o desenvolvimento de um protocolo de calor pela Prefeitura do Rio
de Janeiro, que utiliza o Indice de Calor, obtido pela combinagio entre temperatura média da
cidade e umidade relativa do ar’.

Nesse sentido, estudos relacionados a condi¢des climdticas sdo de extrema relevancia para
compreender como se ddo e como os fendmenos se relacionam. Sendo assim, para exemplificar
a aplicabilidade do modelo BAR, proposto neste trabalho, considerou-se um conjunto de dados

climdticos extremos da estacdo automadtica A002, situada na cidade de Goiania, Goids, ocorridos

'https://cop30.br/pt-br/sobre-a-cop30. Acesso em 21/11/2025.

’https://www.gov.br/saude/pt-br/assuntos/cop30/publicacoes/
plano-de—acao—-em-saude—-de—-belem—portugues.pdf. Acesso em 21/11/2025.

Shttps://saude.prefeitura.rio/protocolo-de-calor/.Acesso em 26/10/2025.
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entre 01/01/2011 e 31/12/2022, tais dados também foram analisados no trabalho de Lisboa
(2024). Os dados sao disponibilizados pelo Instituto Nacional de Meteorologia e possuem, ao

todo, 73 observagdes para as seguintes variaveis:

* Umidade Relativa Minima do Ar (URA): Razio entre a quantidade de vapor de dgua
presente numa por¢ao da atmosfera e a quantidade maxima de vapor de dgua que a at-
mosfera pode suportar (saturacdo) a uma mesma temperatura e pressao®. Expressa em

porcentagem;

e Temperatura Minima do Orvalho (TO): Temperatura a qual o ar deve ser resfriado para

atingir a saturacdo, formando orvalho . Medida em graus Celsius (C°).;

* Pressdo Atmosférica Média (PAM): E a pressdo atmosférica média da dltima hora ante-
rior 2 mensagem de dados . A pressdo atmosférica € definida como a forga exercida pelo

peso da atmosfera sobre qualquer superficie terrestre . Medida em milibares (mb);

* Rajada Maxima de vento (RV): E a velocidade méxima do vento ocorrida na dltima

hora anterior 2 mensagem de dados’. Expressa em metros por segundo (m/s);

* Estacao (E): Varidvel indicadora de estacdo chuvosa (correspondendo aos meses de ou-

tubro a abril), assumindo valor 1 nesse periodo e 0 durante os demais meses.

A varidvel resposta de interesse deste estudo serd a "Umidade relativa minima do ar", uma
vez que possui caracteristicas que podem ser descritas pela distribuicio BAR: € continua; e,
seu dominio pertence ao intervalo (0, 1).

Dessa forma, pretende-se verificar a capacidade das distribuicdes beta e beta ampliada de
acomodar a varidvel resposta, bem como ajustar um modelo de regressao, considerando a hipé-

tese de que Umidade ~ BAR(u, ¢, ¢, pq,6 = 0,5).

“https://climaesaude.icict.fiocruz.br/indicador/umidade-relativa-do-ar—-pontual.
Acesso em 24/11/2025.

Shttps://portal.inmet.gov.br/glossario/glossario. Acesso em 24/11/2025.

Shttps://portal.inmet.gov.br/glossario/glossario. Acesso em 24/11/2025.

"https://portal.inmet.gov.br/glossario/glossario. Acesso em 24/11/2025.
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5.2 Analise Descritiva

Esta secdo trata da andlise descritiva das varidveis disponiveis no conjunto de dados. Com
essa etapa, espera-se detalhar o comportamento da varidvel resposta, bem como identificar os
possiveis relacionamentos com as demais varidveis. A Figura 5.1 apresenta o histograma da
umidade relativa do ar juntamente com a curva de densidade estimada (ndo paramétrica) pelo
comando density do software R. A Tabela 5.1 apresenta as principais estatisticas descritivas

da variavel umidade relativa.

Figura 5.1: Histograma e curva de densidade estimada da Umidade relativa do ar.
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Fonte: Elaboragao prépria.

O histograma de URA revela um comportamento bimodal, o qual é acompanhado pela
densidade estimada. Também observa-se uma maior concentracdo de valores no intervalo
[0,4,0,6], o que é positivo, pois essa faixa de umidade relativa do ar apresenta menor risco
de proliferacdo de microrganismos e de infecgdes respiratorias (Jones et al., 2022). Conforme a
Tabela 5.1, a URA varia de 0,24 a 0,74, aproximadamente, e apresenta média e mediana amos-

trais proximas, sendo a mediana superior. Além disso, a distribui¢do € platictrtica, uma vez
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Tabela 5.1: Estatisticas descritivas para Umidade relativa do ar.

Estatistica Valor
Minimo 0,240
1° Quartil 0,385
Mediana 0,498
Média 0,489
3° Quartil 0,587
Maximo 0,739
Assimetria -0,178
Curtose 2,063
Nimero de observacoes 73

Fonte: Elaboragao prépria.

que a curtose € menor que 3 (padrao mesocurtico); e levemente assimétrica a esquerda (coefici-
ente de assimetria negativo e préximo a zero). Essas medidas refletem na assimetria dos picos
(modas) da distribui¢do, sendo o da esquerda menor.

Com o intuito de identificar as candidatas a varidveis explicativas que possam estar corre-
lacionadas a varidvel resposta (URA) e para identificar padroes de relacionamento entre elas,
realizou-se a andlise grafica apresentada na Figura 5.2, que retine o boxplot de URA segundo
estacdo, bem como os graficos de dispersao de URA segundo RV, TO, PAM. Nesse sentido, a Fi-
gura 5.2a mostra que a estagdo chuvosa apresentou maior mediana amostral de URA, enquanto
a estacdo seca apresentou maior variabilidade, uma vez apresenta uma caixa maior. Percebe-se,
também, que URA possui uma relagdo, aparentemente linear, positiva com TO (5.2c) e negativa
com RV (5.2b), no entanto, ndo apresenta um padrdo claro de associagdo com PAM (5.2d).

Uma boa pritica ao se trabalhar com modelos de regressao linear € investigar a existéncia
de multicolinearidade. Isso porque tal fendmeno implica em uma dependéncia quase linear
entre os regressores, que pode acarretar em problemas nas estimativas do modelo proposto
(Montgomery, Peck e Vining, 2021). Nesse sentido, para investigar se hd indicios de correlacao
linear entre as candidatas a explicativas, foram elaborados os grificos de dispersdo das varidveis
candidatas a explicativas umas contra as outras. Esses s@o apresentados na Figura 5.3.

Analisando a Figura 5.3, verifica-se que ndo hd indicio de relacdo linear entre RV e TO
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(5.3d), tampouco entre RV e PAM (apesar da Figura 5.3e apresentar alguns valores discrepantes,
a maior concentragdo de pontos ndo possui padrao). Contudo, observa-se o oposto para TO e
PAM, o que deve ser levado em consideracdo durante a avaliacdo do ajuste e na selecdo de
varidveis do modelo de regressdo. Além disso, observa-se que a distribui¢cdo de RV apresenta
comportamento similar para diferentes valores de E. No entanto, E parece estar associada a
TO e PAM, sendo a relacdo com TO, mais expressiva, tendo em vista as diferencas entre as

medianas e formas aparentes da distribui¢cao de TO para estagcdo chuvosa e seca.

Figura 5.2: Umidade relativa do ar versus varidveis explicativas.

(@) (b)
L]
07 0.7 LT
‘ L]
© © & .. & ™
Z 0.6 = 061 * e o
[ © [ L] ®
T T s 2%
v o i °
2 051 5051 s 3 ®
k= = ® ®
« o] [ X * 9
o ‘ o Re, *
E 04 £ 0.41 R
- =] ) ®
L] L &
® ®
0.3 0.31 ae® @
. .:. L]
Chuvosa Seca 2 4 <]
Estacdo Rajada de vento
(©) (d)
L ]
0.7 @ e °° ° 0.7 M
L ] & L ] L ] [ ]
© @ e *° * © . ete @
Z 0.6 - 2061 ® ®
= s @ .t = 2 @ p @ *
© N L] ® e ] s %, ® .
o * P o ® '- *
% 0.5 s ® s ® * % 0.5 o a® ® .
[) ® o ®
E ® ot e # o * .-E ®* o ‘q.‘
£ 0.4 o £ 04 ®
-] - L o s ®
L J [ ] & L ]
.. ® L ]
0.31 e o ® 0.3 e %ae
..:.o ® 3 ®s o ®
o] 5 10 15 930.0 9325 935.0 937.5
Temperatura Press&o Media

Fonte: Elaboracao prépria.

41



cap. 5. Aplicagdo a dados reais

§5.3. Andlise Descritiva

Figura 5.3: Relacdes entre candidatas a varidveis explicativas.
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5.3 Ajuste marginal da distribuicao

A Umidade relativa do ar ¢ uma varidvel continua, cujo dominio pertence ao intervalo (0, 1).
Em especial, a analise descritiva revelou que a funcdo densidade da URA medida na cidade de
Goiania entre 2011 e 2022 (objeto de estudo desta aplicagdo) apresenta bimodalidade. Portanto,
ajustar distribui¢des que admitem apenas comportamentos unimodais pode nao ser apropriado.
Por essa razdo, espera-se que a distribuicdo BAR seja mais adequada para descrever o compor-

tamento da varidvel resposta estudada do que a distribuicao beta.

A fim de avaliar a capacidade de ajuste da distribui¢des beta e BAR na modelagem de URA,
ajustou-se uma regressio BAR considerando apenas o intercepto em todos os submodelos, isto
€, sem inclusdo de varidveis explicativas (covaridveis). E, para fins de comparagdo, foi reali-
zado o mesmo procedimento com a regressao beta, também considerando o ajuste independente
e identicamente distribuido (IID). Cabe ressaltar que todos os ajustes subsequentes foram re-
alizados utilizando a fun¢do gamlss do software R. Em particular, a familia BE considera a
reparametrizacdo da distribuicio beta proposta por Rigby et al. (2019), ou seja, os parametros
estimados sdo i e o, que correspondem a média e a dispersao da distribuicdo beta, respecti-
vamente, com ambos pertencendo ao intervalo (0,1). Para o ajuste do modelo BAR, fixou-se
o parametro = 0,5 e utilizou-se a familia desenvolvida nesta dissertagdo. Os resultados cor-
respondentes sdo apresentados na Figura 5.4 e nas Tabelas 5.2 e 5.3. A Figura 5.4 apresenta
o histograma de URA, juntamente com as curvas de densidade estimadas pelo modelos beta e
BAR especificados. A Tabela 5.2 apresenta os valores do Critério de Akaike, enquanto a Tabela

5.3 apresenta as estimativas e os erros padroes dos modelos ajustados de URA.

A Figura 5.4 indica que a distribuicio BAR se ajusta melhor aos dados quando comparada
com a distribuicdo beta, pois captura a bimodalidade empirica, e a curva estimada em vermelho
apresenta maior aderéncia ao histograma do que a curva em verde, que € essencialmente unimo-
dal. Esse resultado concorda com os AICs exibidos na Tabela 5.2, uma vez que o ajuste BAR

possui o menor AIC. Sendo, portanto, o escolhido para descrever o comportamento marginal de
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URA. Ao analisar a Tabela 5.3, percebe-se que os valores das estimativas dos parametros das
distribui¢des sido préximos em ambos os ajustes. E natural que ndo sejam exatamente iguais,
tendo em vista que se tratam de estimativas de modelos diferentes, em que a regressdo Beta
estima parametros relacionados a média e dispersdo; enquanto a regressdao BAR estima a me-
diana e outros trés parametros de forma. No entanto, as estimativas proximas sao plausiveis,
visto que média e mediana sdo parametros de tendéncia central, cujas respectivas estatisticas se
mostraram muito préximas na amostra (Tabela 5.1).

Figura 5.4: Histograma de URA juntamente com as densidades ajustadas via distribuicao beta
e BAR.
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Fonte: Elaboracao propria.

Tabela 5.2: Valores de AIC para os ajustes IID das distribuicdes Beta e BAR.

Distribuicao  AIC

Beta -80,40
BAR -87,76

Fonte: Elaboracdo propria.
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Tabela 5.3: Estimativas e erros-padrao dos ajustes IID das distribui¢des Beta e BAR.

Beta
I o
0,489 0,273
(0,016) (0,020)

BAR

Hd ¢ 0 c
0,492 14,723 0,112  -0,045

(0,018) (4,095) (0,013) (0,010)

Fonte: Elaboracio prépria.

5.4 Ajuste via modelos de regressao

Nesta secdo, propde-se estender a andlise iniciada na Sec¢do 2.2, modelando a URA em
funcado das covaridveis disponiveis. Para tanto, serdo avaliados os desempenhos dos modelos
de regressdo beta no ajuste da média e da regressdio BAR no ajuste da mediana da varidvel
resposta. O modelo beta utiliza a parametriza¢do de Rigby et al. (2019), considerando a fungdo
de ligacdo logit para a média p e para a dispersdao 0. Enquanto o modelo BAR considera as
ligagcdes logit para a mediana j, € para u; logaritmica para ¢; e, logit inversa para c. Tendo
em vista que a varidvel resposta assume valores no intervalo (0, 1), a liga¢do logit torna-se uma
escolha natural para modelar a mediana da resposta.

A adequacdo dos modelos serd avaliada através da andlise dos worm plots dos residuos
quantilicos. O worm plot é uma ferramenta para avaliar se os residuos seguem a distribui¢ao
proposta que, quando bem ajustados, apresentam os pontos proximos da linha horizontal cen-
trada em zero (Buuren e Fredriks, 2001).

A selecdo de varidveis serd feita pelo método passo a frente (forward). O método forward
consiste em assumir um modelo inicial e encontrar um modelo com bom ajuste incluindo as

covaridveis uma por vez. A partir da andlise descritiva, identificaram-se possiveis associa¢des
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entre URA e as regressoras candidatas disponiveis no banco de dados, especialmente E, RV e
TO. Tendo em vista esse fato, bem como as possiveis associagdes entre TO e E; TO e PAM
; e entre PAM e E, consideraram-se quatro especificacdes de modelos. Todas as estruturas de
regressdo foram ajustadas considerando Y; e Beta(u;, 0) e Y; e BAR(u, ¢, ptai, ¢,0,5). As

especificacdes sdo apresentadas a seguir:
i) Especificacdo 1: n; = 51 + B2E;;
ii) Especificagdo 2: n; = 31 + B2E; + 53RV;;
iii) Especificacdo 3: n; = 1 + 52E; + 53RV, + 5,TO;;
iv) Especificacdo 4: n; = (1 + 5:E; + #3RV; + 5,TO; + 55PAM;,

em que, para ambos os modelos de regressdo beta e BAR, i = 1,...,73, E;, RV;, TO; e PAM;
sdo os i-€simos valores da estacdo, da rajada maxima de vento, da temperatura do orvalho
e da pressdo atmosférica média, respectivamente. No modelo de regressdao beta, tem-se que
n; = logit(u;), em que p, corresponde a i-ésima média de URA. Enquanto no modelo de
regressdo BAR, n; = logit(uq;), sendo j14, a i-ésima mediana de URA.

A Tabela 5.4 apresenta os resultados dos modelos especificados no que se refere as esti-
mativas dos parametros, erro-padrao, estatistica z e p-valor. Nota-se que os erro-padrdes das
estimativas dos coeficientes da regressdo na mediana de URA (modelo BAR) sdo menores que
os erro-padroes dos coeficientes da regressao na média de URA (modelo beta), exceto sob
a Especificacdo 1. Também ¢ interessante destacar que o modelo de regressio BAR parece
consistente, uma vez que os sinais das estimativas dos coeficientes de regressao associados as
covaridveis de cada especificacdo concordam com os sinais dessas mesmas estimativas sob o
modelo beta. Isso quer dizer que as covaridveis afetam a média (modelo beta) e a mediana
(modelo BAR) da distribuicdo da URA no mesmo sentido, o que faz sentido, visto que tanto a

média como mediana sdo medidas de tendéncia central.
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Tabela 5.4: Estimativas, erros-padrao, estatistica z e p-valores dos modelos de regressao Beta
e BAR ajustados.

Especificagdo 1

Beta BAR
Estimativa  Erro padrdo  Estatistica z p-valor Estimativa  Erro padrdo  Estatistica z p-valor
par, par,
b1 -0,156 0,086 -1,823 0,073 B1 -0,018 0,009 -1,930 0,058
B2 0,237 0,125 1,893 0,063 B2 0,010 0,011 0,915 0,363
o 0,267 0,025 10,892 < 0,001 ¢ 66,498 11,531 5,767 < 0,001
- - - - - I 0,575 0,002 313,972 < 0,001
- - - - - c -0,575 0,002 -369,625 < 0,001
Especificagdo 2
Beta BAR
Estimativa  Erro padrdo  Estatistica z p-valor Estimativa  Erro padrdo  Estatistica z p-valor
par, par,
B1 0,957 0,228 4,197 < 0,001 b1 1,075 0,175 6,157 < 0,001
B2 0,213 0,108 1,963 0,054 B2 0,184 0,044 4,163 < 0,001
B3 -0,287 0,057 -5,074 < 0,001 B3 -0,317 0,021 -15,353 < 0,001
o 0,229 0,017 13,087 < 0,001 ¢ 111,156 21,552 5,158 < 0,001
- - - - - I 0,610 0,083 7,348 < 0,001
- - - - - c -0,610 0,085 -7,138 < 0,001
Especificacdo 3
Beta BAR
Estimativa  Erro padrao  Estatistica z p-valor Estimativa  Erro padrdo  Estatistica z p-valor
par, par,
B1 -0,546 0,209 -2,614 0,011 B£1 -0,348 0,111 -3,143 0,003
B2 -0,522 0,104 -5,013 < 0,001 B2 -0,299 0,049 -6,083 < 0,001
B3 -0,095 0,04 -2,342 0,022 53 -0,016 0,013 -1,279 0,205
Ba 0,113 0,011 9,948 < 0,001 Ba 0,054 0,005 10,185 < 0,001
o 0,149 0,012 12,489 < 0,001 ¢ 163,132 44,244 3,687 < 0,001
- - - - - I 0,603 0,194 3,107 0,002
- - - - - c -0,600 0,195 -3,078 0,002
Especificagdo 4
Beta BAR
Estimativa  Erro padrdao  Estatistica z p-valor Estimativa  Erro padrdo  Estatistica z p-valor
par, par,
b1 -117,043 0,235 -498,32 < 0,001 B1 -85,168 0,125 -681,243 < 0,001
B2 -0,242 0,082 -2,941 0,004 B2 -0,063 0,068 -0,916 0,363
B3 -0,152 0,031 -4,872 < 0,001 B3 -0,115 0,008 -14,106 < 0,001
Ba 0,119 0,009 13,253 < 0,001 Ba 0,065 0,001 63,054 < 0,001
Bs 0,125 < 0,001 586,118 < 0,001 Bs 0,091 < 0,001 342,445 < 0,001
o 0,117 0,010 12,208 < 0,001 ¢ 334,990 155,463 2,155 0,031
- - - - - I 0,606 0,391 1,548 0,122
- - - - - c -0,600 0,390 -1,536 0,125

Fonte: Elaboracao prépria.
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Figura 5.5: Worm plots dos residuos quantilicos dos modelos de regressio Beta e BAR ajustados.
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Fonte: Elaboracio prépria.
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Ademais, considerando a Tabela 5.4 e o nivel de significancia de 5%, observa-se que ne-
nhum coeficiente de regressao foi significativo na Especificacdo 1, tanto no modelo beta quanto
no BAR. Na Especificacdo 2, todos coeficientes do modelo BAR foram significativos, dife-
rentemente do modelo beta. Para a Especificacdo 3, todos coeficientes foram significativos no
modelo beta, enquanto no modelo BAR apenas o coeficiente da variavel RV ndo foi, possivel-
mente devido a relacdo entre as varidveis E e TO. Na Especificacdo 4, todos coeficientes foram
significativos no modelo beta; no BAR, somente o intercepto e os coeficientes de RV, TO e
PAM. Contudo, cabe lembrar que a relacdo entre TO, PAM e E pode gerar multicolinearidade,
comprometendo a confiabilidade dos coeficientes de ambos os modelos para as especificacdes
3ed.

Os worm plots dos residuos quantilicos resultantes dos modelos de regressio beta e BAR
considerando as Especificacdes 1 a 4 estdo dispostos na Figura 5.5. Observa-se que os ajus-
tes considerando as Especificacdes 1 e 2, baseados na distribui¢do beta, apresentam residuos
formando curvas vermelhas em formato de S mais acentuado, com a cauda esquerda voltada
para cima. Conforme Buuren e Fredriks (2001), esse comportamento indica que hd um pro-
blema na estimativa da curtose dos residuos, de modo que a distribui¢do se torna platicurtica
e a distribui¢do ajustada possui caudas pesadas (veja a Tabela 4.1). Por outro lado, as curvas
atreladas aos modelos 1 e 2, considerando a distribuicio BAR, s@o atenuadas, salientando-se a
pertencente ao modelo 2, que tangencia a linha centrada em zero. Os worm plots referentes as
Especificacdes 3 e 4 revelam piores ajustes, o que pode estar relacionado a multicolinearidade
decorrente da associacdo entre TO, PAM e E. Verifica-se que a Especificacdo 2 para o modelo
BAR apresentou o melhor ajuste entre todos os 8 modelos de regressdo ajustados. Sendo assim,
elege-se o modelo 2, por apresentar melhor ajuste.

Considerando o resultado da regressdo BAR para a Especificacdo 2 (Tabela 5.4), ao nivel
de significancia de 5%, observa-se que os coeficientes das varidveis RV e E sdo significativos
para explicar a umidade relativa do ar, considerando a hipétese nula de que os coeficientes da

regressdo associados sejam iguais a zero (3; = 0). Os modelos de regressdo BAR foram ajusta-
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dos considerando a fun¢ado de ligacdo logit para a mediana de URA. Por se tratar de uma fungado
mondtona crescente, o aumento (ou diminui¢do) do logito da mediana da varidvel resposta im-
plica em aumento (ou diminui¢do) da mediana da resposta. Dado o modelo final escolhido
sob regressdo BAR, constata-se que, na estacdo A002 da cidade de Goiania, a estagdo chuvosa
possui URA mediana superior a da estagdo seca (dado o coeficiente 52 positivo), mantida RV
constante. Paralelamente, o aumento da rajada maxima de vento diminui a mediana de URA
(coeficiente 33 negativo), para uma estacdo fixada. Adicionalmente, a fun¢do de ligacdo logit
permite interpretar os coeficientes de regressdo em termos da razao de chances mediana da vari-
avel resposta, definida por 114/(1 — p1q). Nesse contexto, entende-se a chance da URA mediana
(1tq) como sendo a razdo entre a URA mediana e a proporcao que falta para se chegar a satura-
cdo do ar (quantidade méxima de vapor que a atmosfera pode suportar). Sem perda de sentido,
pode-se traduzir como a chance de umidade relativa mediana aproximar-se da saturacao.
Assim, verifica-se que, mantida constante a rajada méxima de vento, durante a estagdo chu-
vosa a chance da umidade relativa minima mediana se aproximar da saturacdo é 20,2% maior
que a da estacdo seca. Enquanto, mantida a estacdo constante, a cada acréscimo de 1 m/s na ra-
jada maxima do vento, a chance da umidade relativa minima mediana se aproximar da saturacao

¢ multiplicada por 0,728 (e~%317), ou seja, diminui em 27,2%.

5.4.1 Ajuste via regressao - modelagem simultinea dos parametros

Esta secdo estende a aplicac@o da secao anterior para ilustrar o funcionamento do modelo de
regressdo BAR com inclusdo de regressdo em todos os pardmetros da distribuigao. E importante
destacar que a implementacao do modelo de regressdao BAR por meio do GAMLSS foi essencial
para possibilitar a extens@o do ajuste aos demais parametros da distribuicdo, além da mediana
da varidvel resposta, uma vez que o GAMLSS permite a modelagem simultanea de até quatro
parametros da distribuicao. Tendo em vista que o modelo escolhido para explicar a mediana da
URA foi aquele em fun¢do de E e RV, ajustou-se a Especificagcdo 2 para a mediana, e adicionou-

se a covaridvel RV nos submodelos de regressao para os parametros ¢, u e c. Os resultados
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do ajuste sdo apresentados na Tabela 5.5. A Figura 5.6 apresenta o worm plot dos residuos

quantilicos e, a despeito da maior complexidade do modelo, o ajuste mostrou-se satisfatorio.

No entanto, nesse caso, recomenda-se utilizar o modelo final (n; = (5, + 52E; + 53RV;),

com inclusdo da covdridvel apenas no submodelo da mediana. Embora seja possivel atribuir

regressao a todos os parametros, recomenda-se que isso ocorra quando se deseja atribuir maior

flexibilidade ao ajuste dos modelos, especialmente no tocante aos pardmetros ¢, (€ ¢, que ndo

possuem interpretacio pratica.

Tabela 5.5: Estimativas, erro padrdes, estatistica z e p-valores para o modelo de regressao BAR

em todos os pardmetros.

Estimativa Erro padrao Estatistica z  p-valor

submodelo para 114
51 1,116 0,126 8,895 < 0,001
Ba 0,187 0,045 4,185 < 0,001
B3 -0,333 0,034 -9,785 < 0,001

submodelo para ¢
b1 5,636 0,919 6,134 < 0,001
Ba -0,234 0,253 -0,923 0,359

submodelo para p
b1 0,446 0,018 25,111 < 0,001
Ba 0 0,005 -0,028 0,978

submodelo para ¢
51 0,442 0,018 24,698 < 0,001
Ba 0,001 0,005 0,186 0,853

Fonte: Elaboracio prépria.
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Figura 5.6: Worm plot dos residuos quantilicos do modelo de regressao BAR em todos os
parametros.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Consideracoes Finais

E notéria a diversidade de aplicacdo da distribuicdo beta na literatura, especialmente para
descrever e modelar dados continuos no intervalo (0, 1), que, usualmente, sdo taxas e propor-
coes. A utilizacdo é observada em diversos contextos, desde andlises de varidveis socioecono-
micas e demogréficas, até ambientais e epidemioldgicas. Em se tratando de dados ambientais,
pode haver desafios para modelagem de varidveis climaticas, que podem constituir fendmenos
complexos, e apresentar formas com caracteristicas ndao convencionais, como a bimodalidade

ou caudas pesadas.

Entre as solugdes para lidar com dados bimodais, a literatura destaca: modelos de mis-
turas de distribuicdes, que, em geral, envolvem adi¢do de muitos parametros, podendo gerar
estimativas ndo consistentes; e modelos cujos pardmetros sdo de dificil interpretagdo. Consi-
derando esse panorama, o presente trabalho teve como objetivo desenvolver um novo modelo
de regressdo que permitisse modelar dados bimodais em um intervalo real, e que apresentasse

interpretacdo simples da relacdo entre a varidvel resposta e varidveis explicativas.

Nesse sentido, este trabalho apresenta contribui¢des na drea de modelos de regressao que

estendem os modelos de regressdo beta. Primeiro foi desenvolvida uma nova distribuicao de
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probabilidade baseada na distribuicdo beta e que comporta bimodalidade, denominada de Beta
Ampliada Reparametrizada — BAR. A nova distribui¢do também acomoda dados unimodais
e o seu suporte pode ir além do intervalo (0, 1), acomodando, inclusive, os valores 0 e 1.
Segundo, foi proposta uma classe de modelos de regressdo associada a distribuicio BAR, a
qual possibilita a interpretagao das relagdes entre as covaridveis e a mediana da varidvel res-
posta. Terceiro, foi realizada a implementacdo da fungdo BAR considerando § fixado em
0,5, isto é, BAR(u, ¢, pta, ¢, 6 = 0,5), na estrutura da classe GAMLSS para ajustes de mo-
delos de regressdo. Essa ultima contribui¢do viabiliza a aplicagdo do modelo proposto por
pesquisadores, cabendo destacar que os codigos produzidos neste trabalho estdo disponiveis
em https://github.com/talia499/BARRegression.git. Quarto, foi conduzida
uma aplicacido do novo modelo a dados reais. Tais dados se referem a medicdes climdticas da
cidade de Goiania, no periodo que compreende os anos de 2011 a 2022, e a varidvel resposta
de interesse foi umidade relativa minima do ar (URA). O ajuste independente e identicamente
distribuido de URA resultou na escolha da distribuicio BAR para modelar URA, ao invés da
distribuicdo beta. A regressdo com inclusdo de covaridveis também apresentou desempenho
satisfatorio, indicando que a estagdo e a rajada maxima de vento sdo significativas para explicar
a mediana da umidade relativa minima do ar. Essa relacdo ocorre de modo que a estacao chu-
vosa apresenta maior URA mediana que a esta¢do seca; para uma mesma estacdo, o aumenta

na rajada maxima de vento provoca uma diminui¢do da URA mediana.

Ademais, € relevante destacar que o presente trabalho apresenta algumas limitagdes, em
razao, principalmente, do carater pioneiro do estudo e do tempo disponivel para sua execugao.
Entre as limita¢Oes pode-se citar: a ndo obtencao de propriedades mateméticas da distribui¢dao
BAR; a utilizagao do tradicional método de mdxima verossimilhanca para obter as estimativas
dos parametros dos modelos de regressao BAR propostos; a dependéncia dos valores iniciais
do algoritmo para a convergéncia e adequacdo de ajustes dos modelos; e, a auséncia de um
estudo de simulagdo para ilustrar o desempenho do estimador de méxima verossimilhancga sob

o modelo de regressio BAR.
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Diante do exposto, sugere-se os seguintes topicos para aprofundamento em trabalhos futu-

Iros:

D

1)

1)

obteng¢do de propriedades matematicas da distribui¢do BAR, por exemplo, os momentos,
em especial, média e varidncia. Isso seria relevante para avaliar a possibilidade de inter-
pretar o parametro ¢ em termos da precisao da distribui¢do, conforme os apontamentos

da andlise grafica dos parametros desempenhada na Sec¢do 3;

implementa¢do de métodos alternativos a maxima verossimilhanga para o modelo de re-

gressdo BAR, dada a da distribuicdo BAR.

desenvolvimento de um estudo de simulacdo para avaliar o desempenho do modelo de
regressdo BAR na estimacgdo dos coeficientes de regressdo, bem como dos erros-padrao
associados. E interessante que a anélise contemple diferentes cendrios, iniciando pela
modelagem apenas do parametro 14, até a inclusio progressiva de regressao em todos os

parametros.
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Apéndice A

Prova de validade da funcao de ligacao

logit inversa

Considere a fungao

g:(—1,0) — R,  g(r) = 1og<1177) .

Mostra-se a seguir que g é uma fungdo de ligagdo vélida para o pardmetro 7 € (—1,0).

Definicdo. Note que paratodo 7 € (—1,0),tem-se —7 > 0e 1+ 7 > 0. Assim,

0 que garante que g(7) estd bem definida, uma vez que o logaritmo natural é definido apenas

para argumentos positivos.

Monotonicidade estrita. Veja que g(7) pode ser escrita da seguinte forma:

g(7) = log(—7) —log(1 +7),
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assim, a derivada de g é dada por

() = - log(~7) - log(1 +7)
11
T
_(4T) -7
(1 +7)
B 1
S r(l4+7)

ParaT € (—1,0),tem-se 7 < 0e 1 + 7 > 0, de modo que 7(1 + 7) < 0, assim

g (m) <0, V7 e (—1,0).

Logo, g é estritamente decrescente em (—1,0) e, portanto, injetiva.

Limites nos extremos do dominio. Quando T — 0, tem-se —7 — 0T e 1+7 — 1, de modo

que
—T

+ - _ +y
1+7'_>0 = Tliglig(T)—log(O)— 0.

Por outro lado, quando 7 — —17, tem-se —7 — 1 e 1 +7 — 0", de modo que

s — +oo = TEIE}+ g(1) = log(400) = +o0.

Como ¢ € continua e estritamente monétona em (—1,0), segue que

isto é, g é sobrejetiva sobre R.
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cap. A. Prova de validade da funcdo de ligacdo logit inversa §A.O.

Funcdo inversa. Sejan = g(7). Entdo,

1 —T
= 10 _—
Ui g1+7,

o que implica em

el = 7
1+7
Logo,
e"l+71)=-71
e+ elr = —1
T(e"+ 1) = —€"
e 1
=1 a =9 W

Observa-se que, para todo n € R,

el

0<
1+en

<l = -—-1<7<0,
garantindo que g~ : R — (—1,0).

Conclusao. A fungio

o) = tos( )

¢ uma fung@o de ligacdo vdlida para 7 € (—1,0), pois é bem definida, estritamente mondtona,

sobrejetiva sobre R e possui inversa explicita dada por
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