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Resumo

Ao realizar uma gestão de ativos financeiros, deseja-se alcançar o maior retorno possível para

um determinado nível de risco. Isso pode ser obtido por meio da diversificação da carteira,

buscando alocar os recursos financeiros em classes de ativos que sejam pouco correlacionadas,

não correlacionadas ou correlacionadas negativamente. Para auxiliar este objetivo, técnicas es-

tatísticas multivariadas podem ser utilizadas para realizar o agrupamento dos ativos financeiros

com base nos seus dados de retorno histórico, identificando padrões de variação comuns entre

eles e criando grupos que sejam heterogêneos entre si, mas homogêneos internamente. A Aná-

lise de Componentes Principais Funcionais (FPCA) considera que os dados possuem relação

temporal e são tratados como funções ao invés de observações pontuais. Dessa forma, essa téc-

nica permite extrair informações a respeito da tendência das séries temporais em estudo. Além

disso, técnicas de agrupamento, como método de Ward, K-means e modelo de misturas finitas

de normais, podem ser utilizados juntamente com a FPCA para criação de grupos de ativos com

características semelhantes. A aplicação dessas técnicas foi feita em dados de retornos diários

de 2022 a 2025 de ativos de renda fixa, renda variável e fundos imobiliários. Os resultados

mostraram que os métodos de agrupamento conseguiram separar os ativos em três grupos, em

geral, semelhantes aos seus segmentos, sendo o resultado do modelo de misturas finitas mais

condizente com essa divisão. As componentes principais extraíram tendência decrescente no

período estudado e um padrão de parábola.

Palavras-chave: técnicas estatísticas multivariadas, dados funcionais, componentes principais,

técnicas de agrupamento, gestão de investimento.
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Abstract

MULTIVARIATE ANALYSIS APPLIED TO ASSET MANAGEMENT AND RESOURCE

ALLOCATION IN THE CONTEXT OF PENSION FUNDS

In financial assets management, the goal is to achieve the highest possible return for a given

level of risk. This can be accomplished through portfolio diversification, by allocating finan-

cial resources in asset classes that are weakly correlated, uncorrelated or negatively correlated.

Multivariate statistical techniques can be employed to group financial assets based on historical

return data, by identifying groups that are heterogenous among themselves, but homogenous

within themselves. The Functional Principal Components Analysis (FPCA) assumes that the

data has temporal correlation and is treated as functions instead of single observations, which

allows the extraction of information regarding the tendency of the time series being studied.

Furthermore, grouping techniques such as Ward’s method, K-means and the finite mixture mo-

del of Normal distributions can be used along with FPCA to create asset groups with similar

characteristics. These techniques were applied on daily returns from 2022 to 2025 of fixed in-

come, equities and real estate investimento funds assets. The results showed that the clustering

methods were generally able to separate the assets into three groups, broadly corresponding to

their segments, with the finite mixture model yielding results that were more consistent with this

aggregation. The principal components extracted revealed a decreasing trend over the period of

study and a parabolic pattern.

Keywords: multivariate statistical methods, functional data, principal components, clustering

methods, asset management.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Considerações iniciais

A gestão de ativos é uma área do mercado financeiro voltada para o investimento em di-

ferentes tipos de ativos, como ações, títulos públicos e fundos imobiliários (Union Bancaire

Privée, 2025). As entidades fechadas de previdência complementar (EFPC) atuam como ges-

toras de ativos financeiros dos planos de benefícios e, dessa forma, seguem certas restrições

regulamentares e contratuais. Em 2025, a Resolução CMN 5.202/2025, que modificou a Re-

solução CMN 4.994/2022, tratou, entre outros assuntos, sobre a política de investimentos das

EFPC. Foi estabelecido, nessas resoluções, que este documento deveria conter a separação dos

investimentos de acordo com os seguintes segmentos de aplicação: renda fixa, renda variável,

estruturado, imobiliário, operações com participantes e investimentos no exterior (Conselho

Monetário Nacional, 2025).

Esses segmentos são grandes grupos formados por ativos que possuem características seme-

lhantes, porém dentro de cada um ainda pode haver diversos aspectos que podem divergir. De

forma geral, além da separação por segmento, as EFPC utilizam a divisão dos ativos em classes,

que consistem em grupos menores de instrumentos financeiros que seguem as mesmas normas

e regulamentações, respondem de maneira semelhante às condições de mercado e, assim como
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os segmentos, possuem características em comum (Union Bancaire Privée, 2025). Essas classes

são formadas empiricamente considerando, além dos aspectos citados, estratégias da instituição

que facilitem a organização e gestão de seus investimentos.

Assim, as EFPC conseguem diversificar seus investimentos por meio da alocação em dife-

rentes classes de ativos. De acordo com Markowitz (1952), a diversificação do portfólio é uma

estratégia fundamental para gerenciar o risco e o retorno dos investimentos. Com ela, é possível

reduzir o risco total da carteira sem obrigatoriamente diminuir o retorno esperado, o que é de

suma importância para os planos de benefícios das previdências complementares que buscam

um portfólio eficiente que consiste em maximizar o retorno dos investimentos condicionado a

um determinado nível de risco. Essa redução ocorre devido à correlação entre os ativos que

pode ser baixa ou até negativa, implicando que, quando um ativo está em período de valoriza-

ção, o outro está em desvalorização. Logo, uma carteira diversificada, com recursos em classes

de ativos não-correlacionadas, apresenta um retorno esperado maior para um determinado risco

do que de uma carteira com menor diversificação (Union Bancaire Privée, 2025).

Como mencionado, uma das maneiras que as EFPC utilizam para gerenciar seus investi-

mentos é por meio das classes de ativos. Isso é chamado comumente de macroalocação e a

distribuição dos recursos é feita por meio da ferramenta ALM (Asset Liability Management)

que, ao final, sugere uma alocação ótima para a carteira de cada plano das entidades (Marques,

2011). Assim, é importante que as classes sejam pouco relacionadas entre si, em geral, e os

ativos dentro delas tenham alta correlação e características semelhantes, para que a escolha de

um portfólio eficiente satisfaça a teoria de Markowitz (1952), aumentando as perspectivas de

rentabilidade dos planos de benefícios sujeito a um nível mais baixo de risco, ao considerar os

objetivos e restrições de investimentos de cada um.

Para isso, técnicas estatísticas, como clusterização, podem ser utilizadas para realizar a sepa-

ração dos ativos financeiros em classes, uma vez que o objetivo dessa ferramenta é criar grupos

relevantes. Segundo Bouveyron et al. (2019), os métodos de agrupamento têm se fortalecido

para resolver situações em que os conjuntos de dados possuem uma estrutura de cluster, mas

2
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que não é identificada pelos humanos de forma natural. Ademais, como o volume de dados está

cada vez maior, a identificação de características que auxiliem nesta separação se torna mais de-

safiadora e algoritmos automatizados podem ser utilizados para substituir a ação humana nesta

tarefa.

A metodologia de agrupamento possui diversas aplicações e perspectivas de ampliação de

seu uso nos problemas de mercado. Entre elas, pode-se destacar a segmentação de clientes

de acordo com seus comportamentos, preferências e necessidades financeiras para que as ins-

tituições possam oferecer soluções personalizadas, a detecção de fraude identificando padrões

anormais em transações financeiras (LI, 2024) e melhoria na pontuação de avaliação de crédito

ao observar características relevantes que influenciam na solvência financeira (Tang, Tian e Wu,

2022). Em relação ao tema de investimentos, pode-se citar como exemplo o trabalho de Du-

arte e Castro (2020) que trata a respeito do uso do algoritmo k-medoids para separar os ativos

correlacionados da Bolsa de Valores (B3) e melhorar a otimização da carteira de ativos.

Juntamente com as técnicas de clusterização, podem ser utilizadas as análises de componen-

tes principais (PCA) que proporcionam, entre outros aspectos, a redução de dimensionalidade

e facilidade na interpretação (Johnson e Wichern, 2007). De maneira geral, o método de PCA

auxilia na formação de grupos porque, por meio das componentes que são combinações lineares

das variáveis, é possível identificar certas relações nos dados que não haviam sido observadas.

Além disso, os autores Johnson e Wichern (2007) também destacam que esta técnica é usual-

mente utilizada em conjunto com as análises de clusters como uma ferramenta para se auxiliar

no objetivo final da formação dos grupos.

1.2 Justificativa

A segregação dos ativos em classes é feita, geralmente, pelos próprios gestores financeiros

de forma empírica, considerando, principalmente, estratégias de investimentos e características

dos ativos. Isso pode gerar certas classes de ativos altamente correlacionadas e redundantes,

3
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podendo prejudicar a diversificação do portfólio que é importante para se obter maiores ren-

tabilidades com um menor nível de risco do que uma carteira menos diversificada. Portanto,

deseja-se avaliar como técnicas estatísticas multivariadas podem contribuir para a gestão de

investimentos por meio da formação de classes de ativos financeiros.

Para estruturar essa avaliação, o presente trabalho utiliza a abordagem da metodologia

CRISP-DM (Chapman et al., 1999) que é utilizada em projetos de modelagem e mineração

de dados. De maneira geral, esse processo organiza o estudo em fases de entendimento do

problema, compreensão e preparação dos dados, modelagem, avaliação e implantação dos re-

sultados, descrevendo as principais tarefas de cada uma dessas etapas. Assim, é possível cons-

truir uma sequência clara para o desenvolvimento de modelos estatísticos - neste trabalho, a

aplicação de técnicas multivariadas à formação de classes de ativos financeiros - auxiliando no

processo de tomada de decisões ao longo das análises e aderência das soluções aos objetivos de

negócio.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral desta dissertação é propor, por meio de análises multivariadas, classes de

ativos financeiros que sejam heterogêneas entre si e homogêneas internamente, com o intuito de

auxiliar na gestão de investimentos e alocação de recursos no contexto de entidades fechadas de

previdência complementar. Para isso, foram aplicados os métodos estatísticos de componentes

principais e clusterização, a um conjunto de dados que contém a informação a respeito dos

retornos dos ativos financeiros.

1.3.2 Objetivos Específicos

Para atingir o objetivo geral, são definidos os seguintes objetivos específicos:

1. Definir características dos ativos a serem consideradas nas análises.

4
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2. Identificar e selecionar as variáveis para a formação das classes de ativos.

3. Separar os ativos financeiros em classes.

4. Avaliar se as classes propostas são adequadas.

1.4 Estrutura da Dissertação

Esta dissertação está estruturada em quatro capítulos, sendo este o Capítulo 1 referente à

introdução. Ele contém a introdução, a justificativa e os objetivos geral e específicos e tem

a finalidade de contextualizar a gestão de investimentos em entidades fechadas de previdência

complementar, os normativos associados a esta gestão e como os ativos financeiros são segmen-

tados. Além disso, também são introduzidas as técnicas estatísticas que foram utilizadas.

O Capítulo 2 apresenta o referencial teórico relativo à Análise de Componentes Principais,

análise de agrupamentos e trabalhos relacionados ao tema. Nele, é apresentada uma revisão de

literatura a respeito de cada tema, trazendo referências a artigos e livros consolidados sobre as

técnicas, além de artigos que façam a aplicação destas.

O Capítulo 3 descreve o estudo de caso, em que são apresentados o entendimento do negó-

cio, a preparação dos dados e a modelagem proposta. O Capítulo 4 é composto pelos resultados

obtidos por meio das técnicas aplicadas, apresentando uma discussão e avaliação delas. Por fim,

o Capítulo 5 apresenta as conclusões e proposta de trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Revisão de Literatura

2.1 Gestão de Investimento

A Gestão de Investimentos é uma área das finanças voltada para a administração de ativos

financeiros. De forma geral, ela consiste em realizar investimentos em diferentes tipos de ati-

vos, como ações, fundos imobiliários e títulos públicos, e os gestores atuam segundo restrições

regulamentares e contratuais que irão variar conforme a área de atuação da empresa (Union

Bancaire Privée, 2025). Além disso, tem como base a Teoria Moderna de Portfólio, proposta

por Markowitz (1952), na qual é estabelecido que o risco do portfólio depende das covariâncias

entre os ativos.

Em sua teoria, Markowitz (1952) tem como princípio central a diversificação que consiste

em investir em diferentes ativos de forma que o risco da carteira seja minimizado, para um

determinado nível de retorno esperado, ou o retorno esperado seja maximizado para um mesmo

nível de risco. Esse equilíbrio entre risco e retorno deu origem ao conceito de fronteira eficiente

(pontos em azul da Figura 2.1 a seguir), na qual o portfólio eficiente é aquele ponto em que uma

linha reta tangencia a curva da fronteira eficiente.

Com isso, ele entende que o risco do portfólio não consiste em uma média ponderada dos

ativos ou apenas na soma dos riscos individuais, uma vez que a relação entre os ativos desem-
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penha um papel fundamental na determinação do risco geral da carteira. A relação entre os

ativos pode ser expressa em termos da matriz de covariâncias ou de correlação e essa medida

traz benefícios para a diversificação, uma vez que, quanto menor a correlação entre os ativos,

menor será o risco.

Figura 2.1: Fronteira Eficiente de Markowitz (1952)

Assim, a variância de um portfólio com n ativos pode ser expressa por meio da Equação

(2.1) a seguir (Markowitz, 1952):

σ2
p =

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjσij , (2.1)

na qual:

• σ2
p é a variância do portfólio e sua raiz quadrada, σp, representa o risco - a volatilidade

total do portfólio;

• wi e wj são os pesos dos ativos na carteira;

7



cap. 2. Revisão de Literatura §2.1. Gestão de Investimento

• σij é a covariância entre os retornos dos ativos i e j.

Como σij = Cov(i, j) = ρijσiσj , sendo σi e σj o desvio padrão (volatilidade) do ativo i

e j, respectivamente, é possível reescrever a Equação (2.1) em termos da correlação entre dois

ativos ρij:

σ2
p =

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjρijσiσj (2.2)

Com o uso da correlação, pode-se observar de maneira mais simples como esta impacta

na diminuição do risco geral da carteira. Bodie, Kane e Marcus (2014) destacam que, quando

ρij = 1, o cálculo da variância do portfólio se resume à média ponderada das variâncias dos

ativos. Logo, quanto menor a correlação, menor será a variância e, consequentemente, menor a

volatilidade da carteira, mostrando o benefício da diversificação.

É possível olhar para uma determinada carteira por meio de classes de ativos, ao invés de um

conjunto de vários ativos individualmente. As classes de ativos representam grupos de ativos

financeiros que têm características semelhantes de risco, retorno e comportamento em diferentes

condições de mercado, como ações, títulos públicos e commodities, e a formação dessas classes

é feita pelos gestores de investimentos que se baseiam em critérios empíricos, como natureza

dos instrumentos e setor de atividade econômica do emissor (Bodie, Kane e Marcus, 2014).

No contexto das Entidades Fechadas de Previdência Complementar (EFPC), que são ope-

radoras de planos de benefícios complementares à previdência pública (Superintendência Na-

cional de Previdência Complementar (PREVIC), 2022), existe um conjunto de regulamentos

específicos que abordam os tipos de investimentos que podem ser realizados nessas fundações,

como a Resolução CMN 5.202/2025 do Conselho Monetário Nacional (2025). Um dos assuntos

tratados nessa resolução é a respeito do volume máximo de alocação em cada tipo de segmento

de aplicação (renda variável, renda fixa, estruturados, imobiliário, investimento no exterior e

operações com participantes), trazendo, assim, restrições que devem ser consideradas na gestão

de investimentos de planos de benefícios.

8
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Além disso, a Resolução CMN 5.202/2025 também apresentou algumas mudanças em re-

lação aos tipos de ativos financeiros que as EFPC poderiam investir. A partir desta resolução,

fica proibido, de maneira explícita, o investimento em criptoativos e passa a ser autorizado o

investimento em debêntures de infraestrutura, FIAGROS e créditos de carbono (Conselho Mo-

netário Nacional, 2025), refletindo a busca por maior diversificação e alinhamento com critérios

de sustentabilidade que devem ser seguidos pelas entidades.

Logo, a segmentação de ativos em classes adequadas é relevante para o contexto das EFPC

que demandam estratégias de diversificação para o cumprimento dos compromissos atuariais de

longo prazo. É preciso, então, evitar classes de ativos altamente correlacionadas entre si para

que os princípios estabelecidos por Markowitz (1952) não sejam comprometidos e para evitar

concentração de risco em determinados tipos de ativos, o que viola os pressupostos da teoria de

otimização de carteiras.

2.2 Análise de Componentes Principais

Existem pesquisas em que a quantidade de variáveis a serem estudadas é grande, o que pode

dificultar as análises individuais. Uma alternativa que torna isso viável é utilizar técnicas de re-

dução de dimensionalidade, como as componentes principais, em que são obtidas combinações

lineares das variáveis e armazena-se, para serem analisadas, apenas as que possuem variâncias

maiores, eliminando as demais (Anderson, 2003). Além disso, essa abordagem também auxilia

na interpretação dos resultados e, frequentemente, mostra relações nos dados que não foram

identificadas anteriormente (Johnson e Wichern, 2007).

Os primeiros estudos relacionados ao que seria conhecido, então, como Análise de Compo-

nentes Principais (do inglês, Principal Components Analysis - PCA) foram feitos por Pearson

(1901). Em seu artigo, o autor teve como objetivo representar um sistema de pontos em uma

linha ou plano que “melhor se ajuste” aos dados, de forma que minimize o erro dessa projeção.

Para isso, ele propôs a minimização da soma dos quadrados das distâncias perpendiculares dos

9
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pontos à linha ou ao plano de ajuste, o que era diferente dos métodos de mínimos quadrados até

então utilizados. Este critério teve como prerrogativa considerar que todas as variáveis, sejam

elas dependentes, sejam independentes, estão sujeitas a um erro experimental.

Além disso, Pearson (1901) introduziu os conceitos de elipsoide de resíduos e de correla-

ção e a relação geométrica entre eles que permite interpretar problemas de ajuste em termos da

variação mínima e máxima dos dados - conceito este que foi desenvolvido posteriormente na

técnica de PCA. O elipsoide de resíduos representa a dispersão dos desvios perpendiculares ao

plano (ou linha) de melhor ajuste e está relacionado à minimização da soma dos quadrados das

distâncias perpendiculares. Já o elipsoide de correlação aborda a estrutura de correlação entre

as variáveis e seus eixos principais correspondem às combinações lineares de variáveis não-

correlacionadas. Logo, Pearson (1901) demonstra que esses elipsoides são geometricamente

perpendiculares entre si, o que fundamentou a ortogonalidade das componentes principais in-

troduzidas por Hotelling (1933).

Com base na relação geométrica entre os elipsoides, é possível identificar a linha e o plano

de melhor ajuste. A linha de melhor ajuste irá coincidir, em direção, ao maior eixo do elipsoide

de correlação e, por isso, corresponde à direção de “variação não-correlacionada” (Pearson,

1901). Essa definição foi formalizada por Hotelling (1933) como a primeira componente prin-

cipal, representando a direção de maximização da variância explicada dos dados, enquanto a

última componente seria o menor eixo do elipsoide de correlação. Por sua vez, o plano de me-

lhor ajuste será perpendicular ao menor eixo do elipsoide de correlação, buscando minimizar

a dispersão dos resíduos, o que permite reduzir a dimensionalidade dos dados preservando a

maior quantidade de informação (Pearson, 1901).

Hotelling (1933) ampliou o estudo de Pearson (1901) para o caso multivariado e introduziu

os conceitos da técnica de Análise de Componentes Principais. O autor tem como objetivo obter

variáveis independentes que expliquem grande parte da variabilidade dos dados multivariados.

Para isso, ele utiliza como exemplo testes educacionais que mediram a velocidade e poder da

leitura, velocidade aritmética e poder aritmético dos estudantes. Com o uso das componentes

10



§2.2. Análise de Componentes Principais

principais, foi possível obter duas componentes que explicaram, juntas, 82,5% e foram interpre-

tadas como uma componente de “habilidade geral” e uma que contrasta as habilidades verbais

e aritméticas dos estudantes. Assim, o autor demonstra que é possível reduzir as dimensões das

análises de quatro variáveis para apenas duas que contemplem a maior variância dos dados.

Essa redução de dimensionalidade é feita por meio da rotação do eixo de coordenadas ori-

ginal para um novo eixo, no qual a primeira componente será o eixo com maior variabilidade

e a segunda será o eixo perpendicular à primeira e que contenha a segunda maior variabilidade

dos dados (Anderson, 2003). Portanto, esses novos eixos irão representar a direção de maior

variabilidade e promovem uma descrição mais parcimoniosa da estrutura da matriz de covari-

ância. Para obter a variabilidade total dos dados, seriam necessárias p componentes, em que

p representa o número total de variáveis presentes no conjunto de dados (Johnson e Wichern,

2007). Porém, como citado anteriormente, o método consiste em obter um conjunto de menor

dimensão que seja capaz de conter a maior parte da variância total dos dados.

A rotação dos eixos de coordenadas é uma representação geométrica para as combinações

lineares de p variáveis X = [X1, ..., Xp] (Johnson e Wichern, 2007), sendo essas combinações as

componentes principais mencionadas. Como elas dependem da matriz de covariâncias Σ ou da

matriz de correlação ρ, seu desenvolvimento não necessita da suposição de normalidade multi-

variada dos dados, mas, para os casos em que se deseja fazer inferências com as componentes,

é preciso seguir essa suposição.

Assim, as componentes principais são as combinações lineares não-correlacionadas que

maximizam a variância V ar(Yi) = a′
iΣai, com i = 1, 2, · · · , p e Σ a matriz de covariâncias

de X, e podem ser representadas conforme a Equação (2.3), utilizando a notação de Johnson e

Wichern (2007):

11
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Y1 = a′
1X = a11X1 + a12X2 + · · ·+ a1pXp

Y2 = a′
2X = a21X1 + a22X2 + · · ·+ a2pXp

... (2.3)

Yp = a′
pX = ap1X1 + ap2X2 + · · ·+ appXp ,

em que:

• X é o vetor de variáveis originais;

• ai é o vetor de coeficientes da i-ésima componente principal.

O processo de obtenção dessas componentes principais segue um procedimento, introduzido

por Hotelling (1933), de maximização sequencial da variância sob restrições de normalização

e ortogonalidade. A primeira componente (Y1), por exemplo, é determinada pelo vetor de co-

eficientes a1 que maximiza a variância V ar(Y1) = a′
1Σa1, sujeita à restrição de normalização

a′
1a1 = 1 (Johnson e Wichern, 2007). As próximas componentes, Y2, · · · , Yp, são obtidas pelo

mesmo princípio de maximização da variância, porém sujeito também à restrição de ortogona-

lidade em que cada componente seguinte Yj deve ser não-correlacionada com as componentes

anteriores Yi, ∀i < j. Isso significa que Cov(Yi, Yj) = a′
iΣaj = 0, ∀i ̸= j, i < j (Johnson e

Wichern, 2007).

A restrição de normalização, a′
iai = 1, evita que a variância possa ser aumentada por meio

do escalonamento arbitrário dos coeficientes ao multiplicá-los por uma constante k > 1, resul-

tando em uma variância k2 vezes maior. Para eliminar o problema da indeterminação (Johnson

e Wichern, 2007), a restrição normaliza o vetor ai, garantindo que se busque a direção de má-

xima variabilidade, ao invés de aumento da magnitude dos coeficientes, e mantendo, assim, a

interpretação geométrica das componentes no espaço transformado (Anderson, 2003).
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Essa solução de maximização da variância, sujeita a restrições, é obtida por meio do método

dos multiplicadores de Lagrange, abordado por Hotelling (1933), Anderson (2003) e Jolliffe

(2002). Segundo Jolliffe (2002), ele consiste em maximizar:

ϕ = a′
1Σa1 − λ(a′

1a1 − 1) , (2.4)

no qual λ corresponde ao multiplicador de Lagrange.

Para maximizar a Equação (2.4), é preciso derivar com relação a a1 e igualar a zero, con-

forme apresentado a seguir (Equação 2.5).

∂ϕ

∂a1

= Σa1 − λa1 = 0 ⇒ Σa1 = λa1 . (2.5)

A Equação (2.5) mostra que λ é o autovalor da matriz de covariâncias Σ e a1 é o autovetor

associado ao respectivo autovalor. Logo, o maior autovalor λ1 fornece a máxima variância e o

autovetor associado a ele define a direção da primeira componente principal. Além disso, com

base no Resultado 8.1 de Johnson e Wichern (2007), a Equação (2.3) pode ser reescrita como:

Yi = e
′

iX = ei1X1 + ei2X2 + · · ·+ eipXp , (2.6)

em que V ar(Yi) = e
′

iΣei = λi, i = 1, · · · , p, e Cov(Yi, Yj) = e
′

iΣej = 0, para i ̸= j.

Algumas propriedades das componentes principais são derivadas da Equação (2.6) e são

importantes para a interpretação dos resultados obtidos com esta técnica. A primeira consiste

na preservação da variância total dos dados: a soma das variâncias das variáveis originais, σii,

é igual à soma das variâncias das componentes principais, λi, como apresentado na Equação

(2.7). Essa igualdade garante o princípio da técnica de PCA citado no início da seção em que a

variabilidade total dos dados é mantida durante a transformação e rotação dos eixos (Johnson e

Wichern, 2007).
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p∑
i=1

V ar(Xi) =

p∑
i=1

V ar(Yi) =

p∑
i=1

λi . (2.7)

A preservação da variância (Equação (2.7)) é fundamentada na decomposição espectral da

matriz de covariância que é consequência da Equação (2.8).

Σ = AΛA′ , (2.8)

em que Λ é a matriz diagonal de autovalores, λ1, · · · , λp, e A é a matriz ortogonal de autoveto-

res (Hotelling, 1933; Jolliffe, 2002). Essa equação mostra como cada autovalor λi quantifica a

variância explicada pela i-ésima componente principal, estabelecendo a conexão direta entre a

álgebra matricial e a interpretação estatística das componentes (Johnson e Wichern, 2007).

Como consequência da Equação (2.8), Jolliffe (2002) estabelece a decomposição espectral,

apresentado na Equação (2.9). Esse resultado permite separar as variâncias combinadas dos ele-

mentos de X em contribuições decrescentes de cada componente principal, além de decompor

toda a matriz de covariância. O autor também destaca que a decomposição espectral ajuda a

explicar os elementos fora da diagonal principal de Σ.

Σ = λ1a1a
′
1 + λ2a2a

′
2 + · · ·+ λpapa

′
p . (2.9)

Uma alternativa à decomposição espectral da matriz de covariâncias é a decomposição em

valores singulares (do inglês, singular value decomposition - SVD). De acordo com Jolliffe

(2002), uma matriz arbitrária X de dimensão (n × p), sendo n o número de observações e p

a quantidade de variáveis medidas em relação a suas médias, pode ser escrita como (Equação

(2.10)):

X = ULA′ , (2.10)

na qual:
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• U, A são as matrizes ortogonais de dimensão (n× r) e (p× r), respectivamente;

• L é a matriz diagonal de dimensão (r × r) com os valores singulares;

• r é o rank de X.

Destaca-se que os autovetores da matriz de covariância são equivalentes às colunas de A

e os quadrados dos valores singulares (elementos da diagonal de L), divididos por (n − 1),

fornecem as variâncias das componentes principais. Essa abordagem de decomposição em

valores singulares é importante por ser um método computacionalmente eficiente para obtenção

das componentes principais e é útil para conjuntos de dados de alta dimensão.

Por meio da Equação (2.7) e sabendo, como consequência da Equação (2.6), que os auto-

valores de Σ representam a variância de cada componente principal Yi, V ar(Yi) = λi, pode-se

calcular a proporção da variância explicada por cada componente (Equação (2.11)). Com isso,

obtém-se também a variância acumulada pelas primeiras q componentes que é um critério fun-

damental para determinar quantas componentes reter na análise (Jolliffe, 2002).

Proporção da variância total da k-ésima componente principal =
λk∑p
i=1 λi

. (2.11)

A decisão de quantas componentes reter na análise deve considerar um equilíbrio entre

usar poucas componentes e preservar a variabilidade dos dados originais (Jolliffe, 2002). A

proporção acumulada da variância total, representada pela soma das proporções da Equação

(2.11), é uma das maneiras utilizadas, na qual se estabelece um limiar mínimo que as primeiras

q componentes devem atingir conjuntamente (Jolliffe e Cadima, 2016).

Ademais, pode-se utilizar o critério de Kaiser, conforme apresentado por Jolliffe (2002),

especialmente nos casos de obtenção das componentes principais por meio da matriz de corre-

lação. Esse critério sugere reter as componentes cujos autovalores/variâncias são maiores que

1, pois parte da suposição de que, se todos os elementos de X são independentes, todas as com-
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ponentes são iguais às variáveis originais e possuem variâncias iguais a 1. O autor destaca que

este critério pode ser conservador em algumas situações ao sugerir poucas componentes quando

seriam necessárias mais.

De forma complementar, Johnson e Wichern (2007) apresentam o gráfico Scree Plot como

uma alternativa visual para a seleção do número de componentes. Ele irá representar os auto-

valores em ordem decrescente no eixo vertical e o número da respectiva componente no eixo

horizontal, conforme Figura 2.2, e a decisão de quantas componentes reter no estudo é feita

observando os autovalores que não possuem diferença relevante. No caso apresentado a seguir,

considerando apenas o resultado gráfico, a sugestão seria de duas componentes. Os autores

recomendam a aplicação conjunta desses critérios de seleção devido às perspectivas comple-

mentares que cada um oferece sobre a estrutura dos dados.

Figura 2.2: Scree Plot para seleção do número de componentes

Além desses critérios descritivos apresentados, a literatura também apresenta testes esta-

tísticos que auxiliam na seleção de componentes. Um exemplo é o teste de significância de

autovalores que, assim como demais técnicas inferenciais relacionadas à adequação dos dados

para análise de componentes principais, não será abordado neste trabalho.

Outro aspecto importante a respeito das componentes principais, está relacionado com os
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autovetores e′i = [ei1, ei2, · · · , eip]. De acordo com Johnson e Wichern (2007), cada elemento

desse vetor é proporcional ao coeficiente de correlação entre Yi e Xk (Equação (2.12)) e mede a

importância da k-ésima variável na i-ésima componente principal. O coeficiente de correlação,

por sua vez, ajuda a interpretar as componentes, porém não indicam a importância da variá-

vel Xk na componente Yi com a presença das demais variáveis; ele irá medir a contribuição

individual. Dessa forma, os autores recomendam uma análise conjunta dos coeficientes dos

autovetores e das correlações para ajudar na interpretação das componentes principais.

ρYi,Xk
=

eik
√
λi√

σkk

, (2.12)

em que i, k = 1, 2, · · · , p.

Ajuste por meio da matriz de correlação

Os resultados apresentados anteriormente consideraram, em geral, a formação das com-

ponentes principais por meio da matriz de covariâncias. Porém, devem ser avaliados alguns

aspectos do conjunto de dados em análise para escolher entre o uso da matriz de covariância ou

de correlação. Johnson e Wichern (2007) e Jolliffe (2002) alertam que utilizar a matriz de cova-

riâncias na PCA é apropriado quando todas as variáveis possuem a mesma unidade de medida

e quando as variâncias das variáveis não diferem muito. Além disso, Jolliffe (2002) destaca

também que uma vantagem da escolha da matriz de covariâncias é relacionada à inferência das

componentes principais populacionais que é mais fácil utilizando a matriz de covariâncias ao

invés da matriz de correlação. Como, em geral, a PCA é utilizada de maneira descritiva, essa

vantagem não é relevante.

Nesse caso, recomenda-se o uso de variáveis padronizadas e da matriz de correlação e a

i-ésima componente é dada conforme Equação (2.13) a seguir:

Yi = e′iZ , (2.13)
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em que Z é o vetor de variáveis padronizadas obtidas por (Equação (2.14)) e V
1
2 é a matriz

diagonal dos desvios padrões:

Z = (V
1
2 )−1(X− µ) . (2.14)

Apesar da diferença na composição das componentes principais, as equações apresentadas

anteriormente são semelhantes para o caso das componentes obtidas por meio das variáveis

padronizadas. Existe uma ressalva de que a variância de Zi é unitária, logo:

p∑
i=1

V ar(Yi) =

p∑
i=1

V ar(Zi) = p (2.15)

e

ρYi,Zk
= eik

√
λi , (2.16)

com i, k = 1, · · · , p.

Além disso, como
∑p

i=1 V ar(Yi) = p, então, a Equação (2.11) se resuma a λk

p
, sendo λk’s

os autovalores de ρ.

2.2.1 Análise de Componentes Principais Amostrais

A aplicação da Análise de Componentes Principais requer, de maneira geral, a estimação

por meio de dados amostrais. Na maioria dos problemas estatísticos, os parâmetros populacio-

nais, como a matriz de covariâncias Σ e seus respectivos autovalores e autovetores, são desco-

nhecidos e devem ser estimados por meio das estatísticas amostrais correspondentes (Jolliffe e

Cadima, 2016). O objetivo, portanto, é construir combinações lineares não-correlacionadas das

características observadas que representem a maior parte da variância amostral; essas combina-

ções serão as componentes principais amostrais (Johnson e Wichern, 2007).

A obtenção das componentes amostrais segue o mesmo princípio estabelecido anteriormente
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na seção 2.2, porém com o uso das estimativas amostrais. Considera-se uma amostra composta

por n observações independentes, x1, · · · ,xn, em que x representa o vetor de cada observação

medida em p variáveis. Esses dados possuem um vetor de médias x, matriz de covariâncias S

e matriz de correlação R (Johnson e Wichern, 2007). Logo, é possível obter uma combinação

linear qualquer da seguinte forma (Equação (2.17)):

a′
1x = a11xj1 + a12xj2 + · · ·+ a1pxjp , (2.17)

que possui média a′
1x, variância amostral a′

1Sa1 e covariância amostral entre duas combinações

lineares igual a a′
1Sa2, j = 1, · · · , n.

Assim como no caso populacional, as componentes principais amostrais serão aquelas com-

binações lineares que irão maximizar a variância amostral sujeitas às restrições de normalidade e

ortogonalidade. Portanto, a primeira componente será a combinação a′
1xj que maximiza a vari-

ância amostral a′
1Sa1, sujeita a a′

1a1 = 1 (restrição de normalidade). A próxima i-ésima compo-

nente será a combinação linear que, além de maximizar a variância amostral a′
iSai e estar sujeita

à restrição de normalidade a′
iai = 1, deve satisfazer a restrição de ortogonalidade, em que a co-

variância amostral entre duas componentes deve ser igual a zero: Cov(a′
ixj, a

′
kxj) = a′

iSak = 0

(Johnson e Wichern, 2007).

Vale ressaltar que, para maximizar a variância amostral, a matriz S deve ser positiva de-

finida, conforme apresentado por Johnson e Wichern (2007). Com isso, o valor máximo é o

maior autovalor λ̂1 para a escolha de a′
1 = ê1, em que ê1 é o autovetor de S. Ainda, os resul-

tados apresentados no caso populacional podem ser obtidos de maneira semelhante para o caso

amostral. Sendo assim, tem-se que, se S é a matriz de covariâncias amostrais com autovalo-

res λ̂1, · · · , λ̂p e autovetores ê1, · · · , êp que fornecem as direções de máxima variabilidade na

amostra, a i-ésima componente principal amostral pode ser escrita como (Equação (2.18)):

ŷi = êix = êi1x1 + êi2x2 + · · ·+ êipxp , (2.18)
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com i = 1, · · · , p, λ̂1 ≥ · · · ≥ λ̂p ≥ 0, V̂ar(ŷk) = λ̂k, k = 1, · · · , p, e ˆCov(ŷi, ŷk) = 0, ∀i ̸= k.

Espera-se que os autovalores sejam maiores do que zero para indicar certa importância da

componente correspondente. Johnson e Wichern (2007) destacam que, caso uma componente

apresente um autovalor associado próximo a zero, existe uma indicação de dependência linear

nos dados que não foi percebida antes da análise de componentes principais, mostrando possível

redundância das variáveis que devem ser avaliadas para retirada da análise.

Semelhantemente às Equações (2.7) e (2.12), tem-se os seguintes resultados para as compo-

nentes principais amostrais:

p∑
i=1

V̂ar(ŷi) =
p∑

i=1

sii = λ̂1 + λ̂2 + · · ·+ λ̂p (2.19)

e

rŷi,xk
=

êik
√
λ̂i√

skk
, i, k = 1, · · · p (2.20)

Interpretação das Componentes Principais Amostrais

Uma etapa importante da Análise de Componentes Principais (PCA) é a interpretação de

seus resultados para atribuir significado à análise. Conforme destacado por Hotelling (1933) e

reforçado por Anderson (2003), esse processo envolve a análise conjunta de diversos aspectos,

como loadings, correlações entre componentes e variáveis, scores das observações, proporção

explicada pela variância e representações gráficas por meio do biplot.

Os loadings, ou cargas, são os valores eij do autovetor ei correspondente à i-ésima com-

ponente (Equação (2.18)). Eles medem a contribuição relativa de cada variável original para

a formação das componentes principais, como já mencionado anteriormente, em que valores

absolutos elevados indicam forte influência da variável j na componente i (Jolliffe, 2002) e,

ao considerar o sinal da carga, é possível identificar as que possuem associação direta com a

componente (sinal positivo) e quais tem relação inversa (sinal negativo) (Johnson e Wichern,
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2007). Dessa forma, variáveis que possuem loadings próximos a zero não são consideradas

importantes para a determinada componente (Jolliffe, 2002).

É importante, juntamente com a análise dos loadings, verificar a correlação entre a compo-

nente principal e a variável, como apresentado na Equação (2.20). Essa correlação quantifica a

associação linear entre cada variável e componente, independentemente das unidades de medida

e desconsiderando, também, a presença das demais variáveis (Johnson e Wichern, 2007). Por

ser invariante à dimensão das variáveis, ela permite comparar os resultados de duas correlações

de variáveis com unidades de medida distintas com a mesma componente principal, podendo

indicar, assim, qual está mais relacionada linearmente com a componente. Os autores também

destacam que, nos casos em que a correlação é forte, mas os loadings são mais baixos, existe a

possibilidade de outras variáveis estarem influenciando a variável em questão.

Além disso, essas interpretações numéricas podem ser complementadas por uma represen-

tação gráfica por meio do gráfico biplot. Proposto por Gabriel (1971), esse gráfico consiste em

mostrar as projeções das observações e as direções das variáveis, relacionadas aos loadings,

nos eixos das duas primeiras componentes principais. Nesta representação, o comprimento do

vetor de cada variável será proporcional à contribuição desta para as componentes, refletindo a

magnitude do loading, o ângulo entre o vetor e o eixo da componente mostra a correlação entre

a variável e a componente em questão e o ângulo entre vetores de duas variáveis representa a

correlação entre elas (Jolliffe, 2002; Jolliffe e Cadima, 2016).

2.3 Análise de Componentes Principais Funcionais

A Análise de Componentes Principais Funcionais (FPCA) é uma alternativa à forma clássica

de PCA para redução de dados aplicada a dados funcionais, em que cada observação é uma

função, como curva de crescimento e séries temporais. A Análise de Componentes Principais

“clássica” não é apropriada para dados que tenham relação temporal. Porém, com o advento da

tecnologia e as grandes bases de dados, as informações têm sido cada vez mais armazenadas
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considerando um intervalo de tempo (Wang, Chiou e Müller, 2016). Com isso, surgiu-se a

necessidade de adequação das técnicas clássicas de PCA.

2.3.1 Dados Funcionais

Para compreender a Análise de Componentes Principais Funcionais, é necessário entender a

definição de dados funcionais. Os dados funcionais são conjuntos de dados em que cada obser-

vação corresponde a uma função ao longo de um domínio contínuo. Eles surgem em diversas

áreas do conhecimento, como medicina para avaliação de curvas de crescimento, meteorologia

para estimar temperaturas ao longo do ano e finanças ao verificar curvas de retornos ou vo-

latilidade de ativos ao longo do tempo. Por exemplo, para analisar a altura de indivíduos, a

análise funcional considera toda a curva de crescimento do indivíduo como uma função suave

do tempo, ao invés de avaliar a altura apenas em idades fixas (Ramsay e Silverman, 1997).

Nesses conjuntos de dados, cada unidade amostral é representada por uma função contínua

xi(t), na qual t ∈ T ⊆ R é um intervalo contínuo e i indica o indivíduo ou objeto de estudo.

Essas funções representam um produto interno ⟨., .⟩ que permite medir distâncias e ângulos

entre funções. Na prática, as funções xi(t) não são observadas em todos os pontos de T , mas

em valores específicos tj , em que j = 1, · · · ,mi identifica a ordem desses pontos no domínio

(Equação (2.21)) (Ramsay e Silverman, 1997).

yij = xi(tj) + ϵij, j = 1, · · · ,mi , (2.21)

na qual:

• yij é o valor observado para o indivíduo/objeto i;

• ϵij é o erro de medição (ruído);

• m é o número de observações que pode variar para cada indivíduo/objeto i.
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Apesar das funções serem observadas em pontos discretos, como medições diárias ou men-

sais, pressupõe-se que existe uma estrutura subjacente que pode ser recuperada por técnicas de

suavização ou interpolação. Assim, o objetivo inicial da análise de dados funcionais é recons-

truir essas funções xi(t) a partir dos dados observados, utilizando expansão em bases (Ramsay e

Silverman, 1997; Jolliffe e Cadima, 2016) que assume que qualquer função xi(t) pode ser apro-

ximada por uma combinação linear finita de funções base conhecidas (Ramsay e Silverman,

1997):

xi(t) =
K∑
k=1

cikϕk(t) , (2.22)

em que:

• ϕk(t), k = 1, . . . , K, representa o conjunto de funções base pré-escolhidas;

• cik são os coeficientes específicos para cada observação i e base k;

• K é o número de funções base (dimensão da aproximação).

A escolha da base impacta diretamente a flexibilidade da representação. As bases de Fourier,

ϕk(t) = expiωkt, são ideais para dados periódicos, enquanto as B-splines permitem um controle

local por meio de nós, adequando-se a tendências não periódicas.

A reconstrução das funções deve preservar a suavidade pressuposta do processo e permitir a

avaliação da função em qualquer ponto t do domínio. Para isso, deve-se estimar os coeficientes

cik de forma que a função representada na Equação (2.22) seja contínua, suave e possível de ser

avaliada em qualquer t. A estimação dos cik é feita pela minimização do erro quadrático entre

os valores observados e os preditos por meio da expansão da Equação (2.23) a seguir (Ramsay

e Silverman, 1997):

min{cik}

mi∑
j=1

(
yij −

K∑
k=1

cijϕk(tj)

)2

. (2.23)
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Após o ajuste dos dados funcionais como funções suaves, é necessário avaliar a variabilidade

dos dados. Isso pode ser feito por meio da estrutura de covariância funcional que captura

dependências entre os valores da função em diferentes pontos do domínio. Portanto, a função

de covariância para dados funcionais é definida como (Jolliffe e Cadima, 2016):

S(s, t) = Cov[x(s), x(t)] =
1

n− 1

n∑
i=1

[xi(s)− x(s)][xi(t)− x(t)] =
1

n− 1

n∑
i=1

x∗
i (s)x

∗
i (t),

(2.24)

em que x(t) = 1
n

∑n
i=1 xi(t). Essa função é simétrica, S(s, t) = S(t, s) e não-negativa definida.

Os elementos da diagonal principal, S(t, t), correspondem à função de variância que descreve

a variabilidade pontual dos dados e os elementos fora da diagonal, S(s, t), revelam os padrões

de dependência temporal ou espacial.

Pode-se escrever a Equação (2.22) em termos matriciais, resultando em x = Cϕ. Assim, a

função de variância-covariância da Equação (2.24) é equivalente a (Ramsay e Silverman, 1997):

v(s, t) =
1

n
ϕ′(s)C′Cϕ(t) , (2.25)

com ϕ′ sendo o vetor transposto de ϕ. Ramsay e Silverman (1997) destacam que realizar o

cálculo da função de variância-covariância utilizando como denominador n ou n − 1 não tem

diferenças essenciais para o contexto de análise de componentes principais.

2.3.2 Componentes Principais Funcionais

Semelhantemente ao caso clássico da PCA, a Análise de Componentes Principais Funcio-

nais também está relacionada à decomposição da estrutura de covariâncias. A FPCA busca as

combinações lineares funcionais que capturem os padrões dominantes de variação ao longo do

domínio contínuo T (Ramsay e Silverman, 1997; Wang, Chiou e Müller, 2016). Logo, as com-

ponentes principais clássicas, obtidas por meio do somatório das variáveis originais (Equação
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(2.3)), são reformuladas no formato de integral por serem, na FPCA, combinações de funções

(Equação (2.26)).

fi =

∫
β(s)x∗

i (s)ds = ⟨β, x∗
i ⟩. (2.26)

Para a aplicação da FPCA, considera-se que os dados são centrados na média funcional

(Ramsay e Silverman, 1997). Assim, x∗
i (t) é equivalente a xi(t)− x(t), em que x(t) é a média

funcional calculada por meio da Equação (2.27) a seguir.

x(t) =
1

n

n∑
i=1

xi(t) . (2.27)

A função de covariâncias S(s, t) da Equação (2.24) substitui a matriz de covariâncias pre-

sente na PCA clássica. Dessa forma, a equação análoga à Equação (2.5), apresentada a seguir,

é uma transformação por integral que tem solução analítica por meio das funções próprias a(s)

e que reflete a natureza funcional de S(s, t) e os produtos internos (Jolliffe e Cadima, 2016).

∫
S(s, t)a(t)dt = λa(s) . (2.28)

Jolliffe e Cadima (2016) destacam que as funções próprias, a(t), não podem ser determi-

nadas, mas que a solução da Equação (2.22) é uma alternativa destacada pelos autores Ramsay

e Silverman (1997). Essa abordagem supõe que qualquer função xi(t) pode ser escrita como

combinações lineares finitas de um conjunto de B funções bases conhecidas, ϕ1(t), · · · , ϕB(t),

e é vantajosa porque permite incorporar suavização e controlar a complexidade do modelo por

meio da escolha de B.

Além da definição das funções base, também é importante considerar a quantidade de com-

ponentes principais a serem retidas. Técnicas como proporção da variância explicada e o grá-

fico Scree Plot (Jolliffe, 2002) podem ser utilizadas para auxiliar na definição da quantidade de

componentes principais funcionais. Porém, Li, Wang e Carroll (2013) propõem uma aborda-

25



cap. 2. Revisão de Literatura §2.3. Análise de Componentes Principais Funcionais

gem com base em modelos, utilizando critérios de informação, como AIC e BIC, adaptados ao

contexto de análise de dados funcionais.

Em relação à interpretação das componentes principais funcionais, Ramsay e Silverman

(1997) recomendam a visualização das componentes como perturbações da média funcional.

Isso pode ser feito por meio de somas e subtrações de múltiplos da função da componente

principal em questão à média e permite identificar padrões de variação associados a cada com-

ponente, refletindo como cada uma altera a forma média das funções. De maneira geral, esse

método consiste em apresentar em um gráfico (Figura 2.3) a curva média e as curvas das per-

turbações obtidas pela Equação (2.29).

Figura 2.3: Curvas de temperatura média e os efeitos das perturbações para cada componente
principal (Ramsay e Silverman, 1997).

x(t)± Cγ̂j, γ̂j = j-ésima componente principal. (2.29)

A constante C é obtida por meio da raiz quadrada da Equação (2.30). Ela é definida como a

raiz do erro quadrático médio entre a média funcional µ̂ = x(t) e a média global µ (Ramsay e

Silverman, 1997).
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C2 = T−1||µ̂− µ||2 = 1

T

∫
(x(t)− µ)2dt, (2.30)

com T sendo o comprimento do domínio (intervalo de tempo considerado) e µ = T−1
∫
µ̂(t)dt

é o valor médio das médias funcionais ao longo de todo o intervalo de tempo. Assim, os autores

Ramsay e Silverman (1997) recomendam representar de forma gráfica as médias µ̂ = x(t) e

µ̂± 0.2Cγ̂j , em que o valor de 0.2 foi escolhido para facilitar a interpretação dos resultados.

Ademais, a análise dos scores funcionais das observações também é uma forma importante

de se avaliar os resultados das componentes principais. Os scores, representados pela Equação

(2.26), indicam quanto da variação associada de cada componente está presente nas funções

(observações no formato de dados funcionais). Essa análise é feita por meio de um gráfico

(Figura 2.4) composto pelos scores das observações nas duas primeiras componentes e, com

ele, é possível realizar a identificação de agrupamentos ou tendências específicas ao longo do

domínio T .

Figura 2.4: Scores do clima de cada estação nas duas primeiras componentes principais (Ram-
say e Silverman, 1997).
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2.4 Análise de Agrupamento

As técnicas de agrupamento têm se fortalecido como uma forma de explorar conjuntos de

dados que possuem uma estrutura de grupos e que não são identificadas facilmente (Bouveyron

et al., 2019). Com elas, é possível identificar a presença de valores discrepantes nos dados, ava-

liar a dimensionalidade e identificar possíveis relações que sejam interessantes para o estudo.

Portanto, essas técnicas têm como objetivo dividir um conjunto de observações em grupos ho-

mogêneos, nos quais as observações dentro do mesmo grupo são semelhantes entre si e distintas

das demais de outros grupos (Johnson e Wichern, 2007).

Diferentemente dos métodos de classificação, o agrupamento não possui nenhuma suposi-

ção sobre a quantidade ou estrutura dos grupos, mas utiliza medidas de similaridade ou dis-

similaridade para formação destes. A medida de dissimilaridade mais comum é a distância

euclidiana e, geralmente, é a escolhida para os problemas de agrupamento. Considerando as

observações p-dimensionais x′ = [x1, x2, · · · , xp] e y′ = [y1, y2, · · · , yp], a distância euclidiana

é obtida por meio da Equação (2.31) (Johnson e Wichern, 2007):

d(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xp − yp)2 =
√

(x− y)′(x− y) . (2.31)

Existem três principais métodos de agrupamento de dados: métodos hierárquicos, não hi-

erárquicos e baseados em modelos estatísticos. Os hierárquicos consistem em agrupar ou se-

parar as observações sucessivamente e podem ser visualizados por meio de dendrogramas. Os

métodos não hierárquicos, por sua vez, buscam juntar as observações em uma quantidade pré-

definida de grupos, sem que seja necessário determinar a matriz de similaridades, tornando estes

algoritmos mais apropriados para grandes conjuntos de dados do que os algoritmos hierárqui-

cos. Por fim, os métodos de agrupamento baseados em modelos incluem modelos estatísticos

para identificar grupos por meio de misturas de distribuições (Johnson e Wichern, 2007).

28



§2.4. Análise de Agrupamento

2.4.1 Métodos Hierárquicos

Os métodos hierárquicos são divididos de duas formas: algoritmos aglomerativos e algo-

ritmos divisivos. Os aglomerativos iniciam com cada observação em um grupo distinto e, a

cada passo, as observações mais semelhantes são agrupadas, de acordo com um critério de si-

milaridade, até que todas estejam em um único grupo. Já os algoritmos divisivos funcionam

de maneira contrária aos aglomerativos: consideram que todas as observações são parte de um

único grupo e são divididas em mais grupos utilizando medidas de dissimilaridade, até que cada

observação seja um grupo distinto (Johnson e Wichern, 2007).

Os autores destacam os métodos aglomerativos, especificamente aqueles que utilizam crité-

rios de ligação, pois são adequados para agrupamento de observações e de variáveis, o que não

é válido para os demais métodos aglomerativos. Para realizar o agrupamento de n observações

por meio dos métodos de ligação, é necessário, primeiro, iniciar com uma observação em cada

grupo, como qualquer outro método aglomerativo, contendo uma matriz D de distâncias ou

similaridades n× n. Em seguida, são comparadas as medidas para os pares de grupos a fim de

identificar quais são as medidas de distâncias ou similaridades mais semelhantes e, então, unir

esses grupos. Dessa forma, haverão novas medidas e a matriz de distâncias deve ser atualizada

para o novo formato. Esse processo deve ser repetido n − 1 vezes a fim de que, ao final, todas

as observações sejam parte de um único grupo.

Existem diferentes métodos hierárquicos aglomerativos que utilizam critérios de ligação.

Entre eles, pode-se destacar o Single Linkage, Complete Linkage e Average Linkage. Cada

um deles utiliza uma medida de comparação dos grupos, sendo, respectivamente, a distância

mínima ou “vizinho mais próximo”, máxima distância ou “vizinho mais distante” e distância

média (Johnson e Wichern, 2007). Além disso, um outro método aglomerativo que pode ser

destacado é o Método de Ward que se baseia na minimização da “perda de informação” e será

o foco desta dissertação.
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Método de Ward

Entre os algoritmos hierárquicos aglomerativos, pode-se destacar o método de Ward, intro-

duzido em 1963. Para Ward (1963, apud Johnson e Wichern (2007)), os agrupamentos hie-

rárquicos têm como base a minimização da perda de informação ao juntar dois grupos e, em

geral, essa perda é considerada como um aumento na soma de quadrados dos erros (ESS). Para

um dado grupo k, ESSk representa a soma dos quadrados dos desvios de cada observação em

relação à média do grupo e, para uma determinada quantidade de grupos K, ESS é definido

como a soma dos ESSk, k = 1, · · · , K, conforme Equação (2.32):

ESS =
K∑
k=1

ESSk . (2.32)

Assim, a cada etapa da análise, é considerada a junção de todos os possíveis pares de grupos

e aqueles cuja união resultar em um menor aumento da ESS serão agrupados. Inicialmente,

por ser um algoritmo aglomerativo em que cada observação faz parte de um grupo, ESSk = 0

e, consequentemente, ESS = 0. Porém, ao final do processo, quando todas as N observações

estiverem em um único grupo, ESS será dado por (Johnson e Wichern, 2007):

ESS =
N∑
j=1

= (xj − x)′(xj − x) , (2.33)

em que xj é a medida multivariada associada à j-ésima observação e x é a média de todas as

observações.

Além disso, para realizar o agrupamento das observações, o método de Ward utiliza um cri-

tério de dissimilaridade que tem como base a distância euclidiana entre dois centroides (Kauf-

man e Rousseeuw, 1990). A dissimilaridade entre dois grupos Gi e Gj é dada pela raiz quadrada

da Equação (2.34) a seguir:

d2(Gi, Gj) =
|Gi| · |Gj|
|Gi|+ |Gj|

||µi − µj||2 . (2.34)
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2.4.2 Métodos Não Hierárquicos

Diferentemente dos métodos hierárquicos apresentados anteriormente, os não hierárquicos

são voltados para agrupamento de observações e não são utilizados para agrupamento de variá-

veis. Eles também não precisam da construção da matriz de distâncias ou similaridades e, por

isso, podem ser aplicados em conjuntos de dados maiores do que no caso das técnicas hierár-

quicas. Para iniciar o agrupamento, as técnicas não hierárquicas consideram uma divisão inicial

das observações em grupos ou um conjunto inicial de “sementes” que formarão o núcleo dos

grupos (Johnson e Wichern, 2007).

Seguindo este princípio, pode-se destacar o algoritmo K-means (MacQueen, 1967) e a or-

denação do centróide mais próximo (Anderson, 1973 apud SAS Institute Inc. (2014)) como

métodos não hierárquicos. Ambos possuem o mesmo objetivo e consistem em agrupar as ob-

servações nos grupos cujas médias sejam mais próximas aos valores observados. No método

de ordenação do centróide mais próximo, são selecionadas certas “sementes” dos grupos para

representarem as médias de cada grupo e, em seguida, são comparados os valores de cada obser-

vação com essas médias. Aqueles valores que forem mais próximos de uma determinada média

serão agrupados. O processo termina quando não há mais mudanças nos grupos. A seguir, será

detalhado o método K-means que é muito conhecido e utilizado.

K-means

Ele foi proposto por MacQueen (1967) e consiste, de forma geral, em agrupar as obser-

vações cujos valores sejam mais próximos ao centróide (média) do grupo. O algoritmo inicia

selecionando k pontos aleatórios, sendo cada um deles um grupo. Cada novo ponto tem seu

valor comparado à média do grupo e, caso o valor seja próximo, ele é agrupado e uma nova

média para o grupo é calculada a fim de contemplar a nova informação que foi agregada.

O objetivo principal do algoritmo é minimizar a variância dentro dos grupos, definida pela

soma dos quadrados das distâncias entre cada observação e o centróide do grupo que pode ser

31



cap. 2. Revisão de Literatura §2.4. Análise de Agrupamento

visto, também, como minimizar a distância euclidiana (Equação (2.31)) ao quadrado (Johnson

e Wichern, 2007). Assim, deseja-se minimizar o resultado da Equação (2.35) a seguir e, para

determinar o ponto de parada do algoritmo, é medida a diferença entre a soma dos quadrados de

duas iterações consecutivas; caso essa diferença seja menor do que um valor pré-estabelecido,

considera-se que não há mais mudanças relevantes na atribuição das observações aos grupos.

E =
∑

d2
i,Ci

=
k∑

i=1

∑
x∈Ci

||x− µi||2 , (2.35)

em que µi é a média do i-ésimo grupo Ci.

O K-means se destaca pela simplicidade conceitual, eficiência computacional e capacidade

de lidar com grandes conjuntos de dados (Johnson e Wichern, 2007). Além disso, autores

como Peng e Müller (2008, apud Jolliffe e Cadima (2016)) e Chiou e Li (2007, apud Jolliffe e

Cadima (2016)) utilizam essa algoritmo juntamente com a FPCA para agrupamento de dados

funcionais. Por outro lado, essa técnica apresenta algumas limitações, como a sensibilidade na

escolha dos centróides iniciais que pode levar a convergências em ótimos locais e a necessidade

de se especificar inicialmente o número de grupos k, pois diferentes escolhas podem levar a

resultados muito distintos (Johnson e Wichern, 2007).

2.4.3 Métodos Baseados em Modelos Estatísticos

Métodos hierárquicos e não hierárquicos agrupam objetos por meio de semelhanças entre

eles, utilizando, por exemplo, a distância euclidiana como parâmetro para esta união. Com isso,

podem ser considerados procedimentos intuitivos (Johnson e Wichern, 2007), porém surgem

algumas questões decorrentes da ausência de uma medida de probabilidade associada a eles.

Entre elas, pode-se destacar as perguntas apresentadas por Bouveyron et al. (2019), como qual

o grau de certeza incerteza associado ao agrupamento proposto e como tratar os valores atípicos

(outliers).

Nesse contexto, surgiu a alternativa de agrupamento baseado em modelos estatísticos. Esse
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método tem como principal forma de modelagem a mistura finita de distribuições e considera

que cada grupo é formado por uma distribuição de probabilidade (Bouveyron et al., 2019).

Logo, é possível obter inferências associadas à modelagem, verificar o grau de incerteza do

agrupamento e obter critérios quantitativos para auxiliar na escolha do número de grupos por

meio, por exemplo, de medidas de comparação de modelos, como o BIC. Dessa forma, é pos-

sível avaliar, considerando o contexto de cada estudo, quando é mais apropriado utilizar um

modelo mais simples, porém com mais grupos, ou um modelo mais complexo com uma quan-

tidade menor de grupos.

A abordagem de modelos de misturas finitas considera que cada observação do conjunto

de dados - yi = (yi1, . . . , yid), i = 1, . . . , n - é um vetor em Rd, em que d é o número de

dimensões (variáveis) presentes no estudo. Elas são formadas por meio de uma mistura finita

de distribuições de probabilidades, chamadas de componentes de mistura, sendo sua densidade

representada pela Equação (2.36) a seguir (Bouveyron et al., 2019):

p(yi) =
K∑
k=1

τkfk(yi|θk), (2.36)

em que:

• K é o número de componentes/grupos;

• τk a probabilidade da observação ter sido gerada pelo k-ésimo componente, com τk ≥ 0

e
∑K

k=1 τk = 1;

• θk o vetor de parâmetros;

• fk(yi|θk) é a densidade do k-ésimo componente, dado θk.

Assim, cada componente corresponde a um grupo latente na população, transformando o

problema de agrupamento em uma inferência sobre os parâmetros {τk,θk} e sobre a alocação

das observações aos componentes da mistura.
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Modelo de Misturas Finitas de Normais

No contexto de dados contínuos, o modelo de misturas mais usual é o de misturas finitas de

normais multivariadas (Johnson e Wichern, 2007). Nesse caso, assume-se que o componente k

da mistura segue uma distribuição Nd(µk,Σk) e, portanto, a densidade condicional fk(yi|θk)

da Equação (2.36) pode ser reescrita conforme Equação (2.37), parametrizada pelo vetor de

médias µg e a matriz de covariâncias Σg (Bouveyron et al., 2019):

ϕk(yi|µk,Σk) = |2πΣk|
−1
2 exp

{
−1

2
(yi − µk)

TΣ−1
k (yi − µk)

}
. (2.37)

A relação entre o modelo de misturas e o agrupamento pode ser apresentada por meio de va-

riáveis latentes zi = (zi,1, . . . , zi,K) independentes e identicamente distribuídas, em que zi,k = 1

se a observação i pertence ao grupo k e zi,k = 0 caso contrário. Dessa forma, assume-se que

zi segue uma distribuição multinomial de K categorias com probabilidades τ1, . . . , τK e que

yi é gerada por ϕk(.|µk,Σk) se zik = 1. A partir disso, tem-se a probabilidade condicional

estimada, apresentada na Equação (2.38), de que a observação i pertence ao grupo k, quando a

verossimilhança observada (Equação (2.39)) é máxima.

ẑi,k =
τ̂kfk(yi|µ̂k, Σ̂k)∑K
h=1 τ̂hfh(yi|µ̂h, Σ̂h)

. (2.38)

LO(y|µ,Σ) =
n∏

i=1

K∑
k=1

τk ϕk(yi|µk,Σk). (2.39)

Esse resultado pode ser utilizado para classificar as observações em grupos, atribuindo-as ao

grupo com maior ẑi,k, e para avaliar a incerteza de classificação, utilizando a Equação (2.40) a

seguir. Com isso, obtém-se uma forma de quantificar a incerteza associada a cada agrupamento

e o modelo apresenta uma maneira de identificar observações com classificação ambígua que

podem ser interpretadas como outliers ou pontos de fronteira entre grupos.
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Unceri = 1− maxk=1,...,K ẑi,k . (2.40)

Em um modelo de misturas finitas de normais multivariadas, utiliza-se o algoritmo EM

(Expectation-Maximization) para a estimação dos parâmetros por meio de estimadores de má-

xima verossimilhança. Ele é indicado para situações em que há a presença de variáveis latentes,

como no caso dos indicadores de grupo zi,k que são considerados como dados que “comple-

tam” o conjunto de dados e tornam a log-verossimilhança mais simples. Logo, tem-se que a

log-verossimilhança dos dados completos é:

lC(µ,Σ) =
n∑

i=1

K∑
k=1

zi,k log[τk ϕk(yi|µk,Σk)]. (2.41)

O algoritmo EM alterna entre dois passos até a convergência, sendo o passo E de esperança

(expectation) e o M de maximização. Em problemas de misturas finitas de normais, o passo

E calcula as probabilidades a posteriori de pertencimento das observações aos componentes

(Equação (2.38)), enquanto o passo M maximiza a log-verossimilhança dos dados completos,

apresentada anteriormente, em termos de τk e θk, considerando zi,k fixo - valor obtido no passo

E. Além disso, é possível obter estimativas de probabilidades e médias por meio de fórmulas

fechadas utilizando os resultados do passo E. Assim, tem-se que, na iteração s, o passo E do

algoritmo para o caso de misturas finitas de normais multivariadas é dado pela Equação (2.42):

ẑ
(s)
i,k =

τ̂
(s−1)
k fk(yi|µ̂(s−1)

k , Σ̂
(s−1)
k )∑K

h=1 τ̂
(s−1)
h fh(yi|µ̂(s−1)

h , Σ̂
(s−1)
h )

(2.42)

e as estimativas do passo M são obtidas por meio da Equação (2.43):

τ̂
(s)
k =

n̂
(s−1)
k

n
; µ̂

(s)
k =

∑n
i=1 ẑ

(s−1)
i,k yi

n̂
(s−1)
k

; n̂
(s−1)
k =

n∑
i=1

ẑ
(s−1)
i,k . (2.43)

As etapas E e M são repetidas até que um critério de convergência seja satisfeito, como a

estabilização da log-verossimilhança ou a variação relativa dos parâmetros abaixo de um limiar
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predefinido. O algoritmo EM não assegura a convergência para o máximo global, tornando

a escolha de valores iniciais um aspecto relevante do procedimento de estimação (Bouveyron

et al., 2019).

O processo de estimação do modelo de misturas finitas de normais multivariadas pode pas-

sar por certas dificuldades, como problemas na precisão e dificuldade de interpretação dos re-

sultados, devido à quantidade de parâmetros, obtida por meio do resultado (K − 1) + Kd +

K[d(d + 1)/2] (Bouveyron et al., 2019). Com o intuito de corrigir esse problema, utiliza-se

a parametrização da matriz de covariâncias Σk por meio da decomposição espectral, também

conhecida como decomposição geométrica ou VSO (Volume-Shape-Orientation), apresentada

a seguir (Equação (2.44)):

Σk = λkDkAkD
T
k . (2.44)

Cada elemento da decomposição da Equação (2.44) representa um aspecto geométrico da

matriz de covariâncias, sendo λk o volume, Ak uma matriz diagonal que controla a forma e

Dk a matriz de autovetores que determina a orientação do grupo. Esses elementos possuem

restrições que levam a duas opções de modelos univariados e 14 multivariados, permitindo

explorar a geometria dos grupos ao equilibrar capacidade de ajuste e complexidade do modelo.

Bouveyron et al. (2019) destacam as seguintes restrições para cada componente geométrico de

Σk:

• Para o volume (λk): tem-se a alternativa de igualdade (“E") quando os volumes dos

grupos são considerados iguais ou variável (“V") caso não haja essa limitação.

• Para o formato (Ak): pode-se ter a restrição de igualdade (“E") nos casos em que Ak ≡

A para k = 1, . . . , K, variável (“V") se não forem restritos ou “I"se os grupos forem

considerados esféricos - nesse caso, considera-se que Ak = I , para k = 1, . . . , K.

• Para a orientação (Dk): como no caso do formato, as orientações podem ser consideradas
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iguais (“E"), variáveis (“V") ou esféricas (“I"), no qual Dk = I , k = 1, . . . , K.

Por fim, assim como em outros casos de modelagem estatística, a escolha do número de

componentes K e da parametrização de Σk para agrupamento das observações também são

tratadas como um problema de seleção de modelos e podem utilizar critérios para avaliação e

comparação. Os autores Bouveyron et al. (2019) destacam o Critério de Informação Bayesiano

(BIC) e o Integrated Completed Likelihood (ICL) como métricas apropriadas para este contexto.

O BIC de um modelo Mj , apresentado na Equação (2.45), é mais apropriado para os casos em

que se deseja estimar o número de componentes do modelo de mistura, em vez do número de

grupos existentes no conjunto de dados. Por outro lado, utiliza-se o ICL, da Equação (2.46),

para casos em que o objetivo do estudo é o agrupamento em si, tendo um melhor desempenho

na escolha do número de grupos, sem ter como objetivo encontrar o melhor modelo de mistura

que se ajuste aos dados.

BICMk
= 2 · log p(D|θ̂Mj

,Mj)− vMj
log(n), (2.45)

com p(D|θ̂Mj
,Mj) sendo a verossimilhança do modelo e vMj

representando o número de parâ-

metros independentes a serem estimados.

ICL = 2 · log p(y, z∗|θ̂Mj
,Mj)− vMj

log(n), (2.46)

no qual z∗ é a estimação do máximo a posteriori (MAP) do agrupamento z que satisfaz: z∗i,k = 1

se ẑi,k = arg maxh ẑi,h e z∗i,k = 0 caso contrário.

Como o objetivo principal do uso do ICL é obter o número de grupos presentes no conjunto

de dados, ele é mais indicado em casos em que os grupos estão bem definidos e tende a escolher

quantidade de grupos iguais ou menores que o BIC. Isso ocorre devido ao termo de entropia

esperada da classificação (Equação (2.48)) presente no cálculo desta métrica que penaliza o

BIC e está associado à incerteza da classificação (Equação 2.47). A entropia é mais elevada
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quando existe uma maior incerteza da classificação das observações nos grupos e ẑi,k = 1
KMj

,

∀k, e é menor quando ẑi,k é igual a 0 ou 1.

ICL = BIC − E(Mj), (2.47)

em que:

E(Mj) = −
n∑

i=1

KMj∑
k=1

ẑi,klog(ẑi,k) (2.48)

2.5 Trabalhos Correlatos

As técnicas apresentadas anteriormente podem ser utilizadas em diversas áreas de aplica-

ção. A Análise de Componentes Principais Funcionais é utilizada em conjunto com a análise

de agrupamento no trabalho de Lin et al. (2015), abordando uma extensão para a FPCA bidi-

mensional e um método de agrupamento com base na seleção aleatória de características para

o algoritmo k-means. Esse artigo foi aplicado dentro do contexto de imagens médicas para di-

agnóstico de câncer e busca utilizar essas técnicas como um apoio ao diagnóstico médico para

identificação de padrões nos tumores, subtipos de doença e de possíveis respostas diferentes a

um tratamento.

Outro artigo que utiliza a abordagem de componentes principais, porém com a extensão

FPCA multinível, é de Zablocki et al. (2024). Neste estudo, a FPCA multinível é aplicada ao

contexto de avaliação do comportamento sedentário, identificado como um fator de risco para

diversas doenças crônicas, de mulheres após período de menopausa. Foram obtidas compo-

nentes que indicavam padrões de flutuação no movimento ao sentar (forma como pessoas se

movem enquanto estão sentadas) e variação no movimento durante diferentes durações de epi-

sódios de sentar (menos de 30 minutos sentado, entre 30 e 39 minutos e acima de 39 minutos).

Dessa forma, o estudo mostrou que esses padrões estão associados à saúde cardiovascular das

mulheres em análise e observou o sedentarismo como fator de risco cardiovascular.
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O método de Ward, juntamente com outras técnicas de agrupamento hierárquicas, foi ex-

plorado por Hidayatullah e Sofro (2024) no contexto de gestão de resíduos na Indonésia. Neste

trabalho, os autores exploram que políticas únicas de gestão de resíduos não são eficientes e que

perfis específicos de resíduos podem orientar intervenções mais direcionadas. Para isso, foram

utilizados os métodos hierárquicos de ligação simples, completa e média, e o método de Ward

com variáveis que indicam o volume de resíduos de cada tipo, sendo de domicílios, escritórios,

mercados, comércio, instalações públicas, áreas regionais e outras fontes. O artigo mostrou, ao

final, que o método de Ward foi o mais adequado e gerou 14 grupos que permitiram a identifi-

cação de perfis de resíduos em cada região da Indonésia, colaborando para a hipótese inicial de

que políticas únicas são ineficientes.

Com o objetivo de comparar o resultado de duas abordagens de pré-processamento para

agrupamento de séries temporais, o artigo de Lee, Lin e Stolz (2024) explora o método K-

means juntamente com a técnica NP-Free e de normalização Z (do inglês, Z-Normalization). Os

autores destacam que o K-means é amplamente utilizado devido à simplicidade, porém requer

pré-processamentos para transformar escalas dos dados de maneira que se tornem semelhantes.

O artigo mostra que as duas abordagens possuem resultados diferentes, sendo a primeira mais

demorada, mas preserva as nuances específicas de cada série, trazendo uma melhor precisão na

separação dos grupos, enquanto a segunda é mais rápida computacionalmente, porém une séries

temporais que são semelhantes superficialmente.

O artigo de Tang, Tian e Wu (2022) apresenta diferentes métodos de agrupamento aplicados

ao setor financeiro. Foram abordadas as técnicas de K-means, minimum spanning tree e agru-

pamentos hierárquicos, dentro do contexto de análise de crédito, mercado de ações, estratégias

de negociação e seleção de portfólio. O artigo destaca, por exemplo, que o agrupamento auxilia

na seleção de variáveis para previsão de inadimplência e na tomada de decisão de crédito, ao ser

aplicado em um cenário de análise de crédito. Já no contexto das estratégias de negociação, são

formados grupos de padrões de preços e volumes que podem revelar ineficiências de mercado

e identificar estratégias de negociação mais eficazes.
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Em relação à aplicação relacionada à seleção de portfólio, pode-se destacar o trabalho de

Duarte e Castro (2020) que propõe uma maneira de criar grupos de ativos por meio da técnica de

k-medoids. O objetivo é segmentar os ativos, especificamente ações da Bolsa de Valores Brasi-

leira (B3), em grupos de ativos correlacionados e, em seguida, alocar recursos para cada grupo.

Dessa forma, o artigo mostra que técnicas de agrupamento podem contribuir na diversificação

e gestão de risco por agrupar ativos com padrões de comportamento semelhantes.

Outro artigo que pode ser citado em relação ao tema de análise de portfólio é o de Burca et

al. (2021). Ele propõe uma abordagem alternativa ao modelo clássico de Markowitz (1952) por

meio do uso de técnicas de mineração de dados. O foco do artigo está no mercado de capitais

romeno e são utilizadas técnicas de Análise de Componentes Principais nos retornos semanais

e betas para reduzir a colinearidade entre as ações da bolsa e técnicas de agrupamento para

seleção de ativos. O resultado final mostra que a metodologia proposta melhora tanto o retorno

quanto o perfil de risco do portfólio final comparado aos métodos tradicionais.

Na busca da literatura a respeito de fundos de pensão, não foram encontrados estudos que

abordam diretamente o tema de formação de classes de ativos financeiros por meio de técnicas

multivariadas. Porém, algumas referências auxiliam no entendimento de negócio ao mostrar

como fundos de pensão, em diversos países, distribuem recursos entre classes, como o docu-

mento de OECD (2025). Além disso, o relatório de PwC e AMAFORE (2016) apresenta as

melhores práticas de investimento em fundos de pensão, incluindo a divisão entre classes e

critérios de diversificação e gestão de risco.
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Capítulo 3

Estudo de Caso

Esse estudo é voltado para o contexto de entidades fechadas de previdência complementar

(EFPC), como introduzido no Capítulo 1, que atuam como gestoras financeiras de planos de

benefícios. Como gestoras, as EFPC buscam diversificar o portfólio dos planos, equilibrando

níveis de risco e retorno e investindo em diferentes segmentos de aplicação. Este trabalho se

restringiu a três segmentos em que as EFPC têm investimentos, em geral - renda fixa, renda

variável e segmento imobiliário.

Dessa forma, o presente capítulo tem como objetivo mostrar as características do estudo

de caso realizado nesta dissertação, relatando o entendimento do negócio, preparação dos da-

dos e método proposto, conforme a metodologia CRISP-DM (Chapman et al., 1999). Foram

utilizados dados referentes aos retornos de ativos financeiros do mercado brasileiro a partir de

2022. O objetivo do estudo foi realizar, utilizando o software R, o agrupamento dos ativos por

meio de técnicas como método de Ward, K-means e misturas finitas de normais, após ajuste

das variáveis pelas componentes principais funcionais.
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3.1 Entendimento do Negócio

O mercado financeiro brasileiro é formado por diversos ativos que podem ser identificados

por meio de segmentos de aplicação, como renda fixa, renda variável e imobiliário. Cada um

desses segmentos tem características particulares quanto ao nível de risco de mercado e tipo de

aplicação que os compõem. Em geral, dentro do contexto das EFPC, cada segmento pode ser

composto pelos seguintes ativos (Conselho Monetário Nacional, 2025):

• Renda fixa: títulos de dívida pública, cotas de classes de ETF de renda fixa, ativos finan-

ceiros de renda fixa de emissão com obrigação ou coobrigação de instituições financeiras

autorizadas a funcionar pelo Banco Central do Brasil, de emissão de sociedade por ações

de capital aberto, obrigações de organismos multilaterais emitidas no País, debêntures

incentivada e de infraestrutura, cotas de classes de fundo de investimento em direitos

creditórios (FIDC), classes de investimento em cotas de FIDC, cédulas de crédito ban-

cário (CCB), certificados de céludas de crédito bancário (CCCB), cédulas de produto

rural (CPR), certificados de direitos creditórios do agronegócio (CDCA), certificados de

recebíveis do agronegócio (CRA) e warrant agropecuário (WA).

• Renda variável: ações, certificados de depósito de valores mobiliários, cotas de fundos de

índice referenciados em ações, Brazilian Depositary Receipts (BDR), certificados repre-

sentativos de ouro físico.

• Imobiliário: cotas de fundos de investimento imobiliário (FII), certificados de recebíveis

imobiliários (CRI) e cédulas de crédito imobiliário (CCI).

Os ativos de renda fixa possuem uma particularidade: não estão sempre presentes nas ne-

gociações do mercado, pois cada um pode ser inserido no mercado em determinado momento

e tem data de vencimento (momento em que o ativo não será mais negociado). Dessa forma,

foram considerados índices ANBIMA que retratam o comportamento de cada tipo de ativo de

renda fixa para as análises. São eles (ANBIMA, s.d.):
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• IDA (Índice de Debêntures ANBIMA): reflete o comportamento dos ativos de uma car-

teira de dívida privada, principalmente debêntures, que possuem séries com prazo supe-

rior a um mês. Ele é composto pelos seguintes subíndices:

– IDA-DI: composto por debêntures remuneradas pela variação da taxa DI.

– IDA-IPCA: composto por debêntures indexadas ao Índice Nacional de Preços ao

Consumidos Amplo (IPCA).

– IDA-IPCA Infraestrutura: além de ser composta por debêntures indexadas ao IPCA,

também são debêntures “incentivadas” que consistem nas que oferecem benefícios

fiscais aos investidores.

– IDA-IPCA ex-Infraestrutura: esse índice é formado pelas debêntures indexadas ao

IPCA que não possuem benefícios fiscais.

• IDA LIQ (Índice de Debêntures ANBIMA Liquidez): índice semelhante ao IDA, porém

acrescenta critérios de liquidez.

• IDkA (Índice de Duração Constante ANBIMA): representa o desempenho de investimen-

tos em títulos públicos com prazos fixos, mantendo o mesmo período até o vencimento.

Ele se divide em:

– Prefixado: contém a informação sobre o desempenho da curva de juros nominais

dos títulos públicos prefixados, como as LTNs e NTN-F.

– IPCA: neste caso, a curva de juros será atrelada aos títulos públicos indexados à

inflação, como as NTN-Bs e o Tesouro IPCA+. Ela é calculada de acordo com os

prazos de vencimentos: dois, três, cinco, dez, quinze, vinte e trinta anos.

• IHFA (Índice de Hedge Funds ANBIMA): representa o desempenho ao longo do tempo

dos fundos multimercado com gestão ativa.
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• IMA (Índice de Mercado ANBIMA): apresenta o desempenho da carteira de títulos pú-

blicos ao longo do temo e serve como referência para investimentos de renda fixa. Como

existe uma variedade de títulos, o IMA é dividido nos seguintes subíndices:

– IDA-Geral: composto por todos os títulos da dívida pública.

– IDA-Geral ex-C: composto pela maioria dos títulos da dívida pública. São excluídos

apenas os papéis indexados ao IGP-M, como as NTN-Cs e o Tesouro IGPM+ com

juros semestrais.

– IRF-M: composto por títulos públicos prefixados - LTN e NTF com juros semestrais.

Ele pode ser subdividido nos índices IRF-M 1, IRF-M 1+ que variam a composição

pelo prazo de vencimento, sendo até um ano ou acima de um ano, respectivamente,

e IRF-M P2 que foi criado para contemplar os ETFs.

– IMA-B: composto por títulos públicos indexados ao IPCA com juros semestrais que

são as NTN-Bs. Assim como o IRF-M, possui uma divisão de acordo com o prazo

de vencimento por meio dos índices IMA-B 5, IMA-B 5+ que são os títulos com

vencimento de até cinco anos e igual ou superior a cinco anos, respectivamente, e

IMA-B 5 P2 para incluir os ETFs.

– IMA-S: composto por títulos pós-fixados vinculados à taxa básica de juros (Selic),

especificamente as LFTs.

3.2 Preparação dos Dados

Os dados foram coletados por meio da plataforma da Economática no dia 25/08/2025, con-

siderando os retornos diários de cada ativo financeiro até o dia 22/08/2025. Como mencionado

na seção 3.1, os ativos de renda fixa foram representados por índices ANBIMA, sendo conside-

rados os seguintes índices: IDA-DI, IDA-IPCA, IDA LIQ DI, IDA LIQ IPCA, IDA LIQ IPCA

INF, IDkA IPCA 2A, IDkA IPCA 3A, IDkA IPCA 5A, IDkA IPCA 10A, IDkA IPCA 15A,
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IDkA IPCA 20A, IDkA IPCA 30A, IDkA PRE 1A, IDkA PRE 2A, IDkA PRE 3A, IDkA PRE

3M, IDkA PRE 5A, IHFA, IRF-M 1, IRF M 1+, IMA-B 5, IMA-B 5+, IMA-S. Para o caso

da renda variável e mercado imobiliário, foram utilizados os ativos financeiros que compõem

índices da Bolsa de Valores do Brasil (B3), especificamente IBOV (Índice Bovespa) e IFIX

(Índice de Fundos de Investimentos Imobiliários), selecionando todos os ativos disponíveis na

plataforma, com base nas informações de B3 S.A. – Brasil (s.d.) referentes à composição dos

índices no segundo quadrimestre de 2025.

Tabela 3.1: Quantidade de ativos financeiros por segmento obtidos da coleta da plataforma
Economática

Segmento Qtde. de ativos
Fundos Imobiliários 111

Renda Fixa 23
Renda Variável 82

Total 216

A Tabela 3.1 acima apresenta a separação dos ativos obtidos por meio da coleta dos dados

utilizando a plataforma da Economática. Apesar de ter uma grande quantidade de fundos imo-

biliários e ações a mercado, foi observado que muitos desses ativos não possui um histórico

longo de retornos - muitos deles não apresentavam informação entre 2018 e março de 2022.

Por essa razão, foram excluídos das análises todos os ativos financeiros sem essas informações,

garantindo, assim, que os restantes para as análises tivessem informações mais completas den-

tro do período a ser analisado. Dessa forma, restaram apenas 33 fundos imobiliários e 71 ações

a mercado.

Optou-se por realizar as análises a partir do primeiro dia útil do ano de 2022 (03/01/2022),

priorizando os anos que sucederam a pandemia da COVID-19. Esse recorte tem como objetivo

concentrar as análises em um mercado mais homogêneo, evitando a mistura com o período pré-

pandêmico e o choque inicial associado à COVID-19 que foi caracterizado por um aumento

da volatilidade e quebras estruturais nas séries de retornos (Zeng et al., 2024). No contexto do

mercado financeiro brasileiro, os autores Ashikawa e Marçal (2025) mostram que a pandemia
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gerou um ambiente de elevada incerteza e mudanças na dinâmica da inflação brasileira, exigindo

o uso de preditores robustos por conta da presença dessas quebras estruturais e da dificuldade

de projeção em um cenário de choques intensos e persistentes. Além disso, Pereira e Arevalo

(2024) destacam que a COVID-19 esteve associada a quebras na série da taxa Selic e em preços

de ações de empresas listadas no Ibovespa, indicando alterações relevantes na relação entre

política monetária e mercado acionário no período de 2015 a 2022, o que reforça a interpretação

de que o choque pandêmico introduziu um novo regime no mercado financeiro brasileiro.

3.3 Método

O trabalho foi dividido em duas etapas principais: Análise de Componentes Principais Fun-

cionais e Análise de Agrupamento. Para realizar a FPCA, é recomendado que as séries a serem

analisadas não tenham valores ausentes para evitar que sejam gerados coeficientes sem infor-

mação e erros em decomposição espectral. Assim, foi realizada uma interpolação linear com

limite de 10 dias de lacuna, a fim de garantir que as funções estejam definidas de forma contínua

ao longo do domínio temporal em estudo (Ramsay e Silverman, 1997). Após isso, é preciso que

as funções estejam centradas em suas respectivas médias funcionais. Portanto, foi aplicada a

Equação (3.1) a cada observação dos dados que, neste momento, como visto na seção 2.3.1,

estão apresentados de maneira discreta, em pontos específicos de T .

x∗
i (t) = xi(t)− x(t) . (3.1)

Uma vez que as observações foram centralizadas em suas respectivas médias, foi definida

qual técnica de suavização utilizar: bases de Fourier ou B-splines. Elas são aplicadas para cor-

rigir o formato “discreto” dos dados coletados, reconstruindo a estrutura das curvas de x∗
i (t),

e assumem que qualquer função pode ser aproximada por uma combinação linear de funções

base conhecidas, como apresentado na Equação (2.17). A escolha da base depende das carac-

terísticas dos dados, sendo as bases de Fourier indicadas para funções periódicas e as B-splines
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para dados não periódicos.

Devido à natureza não periódica dos retornos diários de ativos financeiros analisados - carac-

terística reconhecida na literatura de análise funcional, optou-se pela escolha das bases B-splines

(Ramsay e Silverman, 1997). Essas séries podem ser influenciadas por choques econômicos e

eventos imprevisíveis, não exibindo, consequentemente, padrões cíclicos fixos que colaborem

para o uso de bases de Fourier, sendo as B-splines mais apropriadas para dados financeiros

por conta de seu controle local de suavização e eficiência computacional. Após a suavização,

observou-se que dois ativos - CRFB3 e JBSS3 - estavam gerando coeficientes com valores au-

sentes e, portanto, foram retirados do estudo.

É importante destacar que, para aplicação da técnica de suavização, as datas foram trans-

formadas em valores numéricos, sendo o primeiro dia da série igual a zero, e normalizadas.

Essa prática é recomendada pelos autores Ramsay e Silverman (1997) pois garante que todas

as séries estejam no mesmo domínio temporal e permite que as técnicas de análise funcional

e decomposição em autovalores fiquem mais estáveis por se tratar de um domínio limitado.

Portanto, utilizou-se a normalização apresentada na Equação (3.2).

Tempo normalizado =
Tempo −min (Tempo)

max (Tempo)−min (Tempo)
. (3.2)

Com o ajuste dos dados para um formato de dados funcionais, definiu-se a função de co-

variância, conforme Equação (2.24), e a Análise de Componentes Principais Funcionais pôde

ser ajustada. Nesta etapa, foram calculados os autovalores funcionais que correspondem aos

coeficientes das componentes principais funcionais e os autovalores representam a variância

explicada por cada componente. Além disso, calculou-se, para cada função observada, os sco-

res associados a cada componente que correspondem a quanto cada modo de variação contribui

para a estrutura de cada função individual do conjunto.

Espera-se, por meio da FPCA, obter padrões dominantes de variação entre os ativos dos

conjuntos de dados que contribuam para a formação de classes heterogêneas entre si. Assim,
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foi selecionada a quantidade de componentes principais que devem ser retidas no estudo pela

análise da proporção da variância explicada e pelo gráfico Scree Plot. Ao determinar o nú-

mero de componentes, segue-se para a interpretação desses resultados a fim de identificar quais

características foram destacadas por cada componente.

Como apresentado na seção 2.3, a interpretação e visualização dos resultados pode ser feita

de algumas maneiras. Entre elas, há a visualização das componentes como perturbações da mé-

dia funcional que facilitam a compreensão de variação predominante nos dados. Ademais, outra

opção é a análise dos scores que podem auxiliar na identificação de agrupamentos, tendências

e pontos discrepantes entre as funções observadas.

Logo, utilizando o resultado dos scores funcionais das observações, foi realizado o agrupa-

mento dos ativos financeiros em classes, por meio do uso das técnicas do método de Ward, o

algoritmo K-means e o modelo de misturas finitas de normais multivariadas. Esses métodos

foram comparados utilizando como critérios, por exemplo, a quantidade de classes resultantes,

quantos ativos financeiros foram agrupados em cada uma e a característica de cada grupo.

Por fim, foi realizada uma análise a respeito da formação de cada classe de ativos. Para

isso, verificou-se a composição de cada classe, elencando seus principais ativos e quais foram

os segmentos contemplados por cada uma. Além disso, foram verificados quais padrões de

variação cada classe possui a fim de sugerir uma nomenclatura para idenficação de cada uma.
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Capítulo 4

Resultados

O presente capítulo apresenta os resultados obtidos por meio das análises descritivas e mul-

tivariadas mencionadas anteriormente no Capítulo 2, aplicadas aos retornos diários de ativos

financeiros.

4.1 Análise Descritiva

Conforme explicitado no Capítulo 3, foram considerados ativos dos segmentos renda fixa,

renda variável e fundos imobiliários, totalizando, respectivamente, em 23, 69 e 33 ativos de cada

segmento, como mostrado na Tabela 4.1 a seguir. Essa quantidade final de ativos é consequência

dos passos apresentados na seção 3.2.

Tabela 4.1: Quantidade de ativos financeiros utilizados no estudo por segmento

Segmento Qtde. de ativos
Fundos Imobiliários 33

Renda Fixa 23
Renda Variável 69

Total 125

Para exemplificar a variação do retorno dos ativos em estudo, foram selecionados três ativos

de cada segmento, considerando as ações e os fundos imobiliários com maior participação nos
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índices IBOV e IFIX, respectivamente, e, no caso dos índices de renda fixa, foram escolhidos

um de cada tipo, conforme apresentado na seção 3.1. As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam os

retornos mensais entre 2022 e julho de 2025, em porcentagem, em torno de uma linha pontilhada

que representa o retorno nulo - igual a zero.

Observa-se, na Figura 4.1, que todas as séries apresentam elevada volatilidade, com meses

de ganhos expressivos (acima de 30% em alguns pontos, no caso de PETR3 e VALE3, e acima

de 20% no caso de ITUB4) alternados com quedas acentuadas (abaixo de -20%). Esse é um

comportamento esperado de ativos de renda variável que são marcados pela alta variação do

retorno ao longo do tempo. Pode-se destacar, ao avaliar o gráfico, que as ações PETR3 e VALE3

tendem a registrar variações extremas mais frequentes, indicando maior risco, enquanto ITUB4

exibe oscilações relativamente mais moderadas, quando comparada com as demais ações, ainda

que também sujeita a meses negativos relevantes. Dessa forma, a ausência de um padrão claro

de tendência comum indica que, embora haja momentos em que as três ações se movimentam

na mesma direção, a correlação entre elas não é perfeita, sugerindo benefícios potenciais de

diversificação ao combiná-las em uma carteira.

Figura 4.1: Retorno mensal de três ativos de renda variável de janeiro de 2022 a julho de 2025
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Ao avaliar os fundos imobiliários (Figura 4.2), nota-se que as oscilações desses ativos são

menores do que a observada nas ações a mercado, apresentando, em geral, retornos entre -10%

e 10%. Os três fundos exibem trajetória relativamente estável, com alternância de meses posi-

tivos e negativos, porém sem mudanças bruscas ou tendências prolongadas de queda, o que é

coerente com a natureza mais defensiva dos FIIs de crédito (KNCR11, KNIP11) e dos fundos

imobiliários de shoppings (XPML11), quando comparados a ações individuais. Além disso,

observa-se que a volatilidade dos FIIs é claramente menor, tanto em amplitude dos retornos

mensais quanto na frequência de grandes oscilações, sugerindo um perfil de risco mais mode-

rado e mais adequado para investidores que buscam suavizar a variabilidade da carteira ao longo

do tempo.

Figura 4.2: Retorno mensal de três fundos imobiliários de janeiro de 2022 a julho de 2025

Por fim, a Figura 4.3 apresenta o comportamento de três índices de renda fixa. Diferente-

mente dos gráficos anteriores, as oscilações são extremamente baixas, com a maioria dos pontos

concentrados em um intervalo de -2% a 2%, aproximadamente, refletindo a baixa volatilidade

inerente aos ativos de renda fixa indexados à inflação e taxa de juros. Os fundos seguem traje-

tórias próximas, especialmente em 2023 e 2024, quando todos registram retornos positivos, o
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que indica alta correlação entre eles, provavelmente impulsionada por fatores macroeconômi-

cos comuns como Selic e IPCA. Ademais, os índices de renda fixa exibem volatilidade inferior

às ações (que apresentaram picos de -30% e 50%) e aos FIIs (até 15%), posicionando-se como

o grupo mais estável, ideal para preservação de capital em períodos de incerteza.

Figura 4.3: Retorno mensal de três índices de renda fixa de janeiro de 2022 a julho de 2025

4.2 Análise de Componentes Principais Funcionais

Como exposto no Capítulo 3, a FPCA foi ajustada após o ajuste dos dados para um formato

funcional e a definição da função de covariância. Para avaliar a quantidade de componentes

apropriadas para seguir com as próximas etapas do estudo, foi utilizado o gráfico Scree Plot (Fi-

gura 4.4), que retrata a variância (autovalor) e o número da respectiva componente, juntamente

com a proporção da variância total explicada (Tabela 4.2). Por meio do gráfico apresentado a

seguir, nota-se que a indicação é de que o uso de duas componentes é suficiente para resumir a

variabilidade presente nos dados.

Além disso, observando a Tabela 4.2, nota-se que a proporção da variância de cada com-

ponente também indica que o uso de duas componentes é apropriado. As duas primeiras com-
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Figura 4.4: Scree Plot para seleção do número de componentes da FPCA

ponentes apresentaram, respectivamente, uma proporção da variância igual a 56% e 36,69%,

enquanto a terceira já apresenta uma grande queda para apenas 4,22%. Com isso, resulta-se que

o valor da variância total acumulada, para duas componentes, é de 92,69%, aproximadamente,

o que mostra que mais de 90% da variabilidade dos dados pode ser explicada apenas pelas duas

primeiras componentes. Isso traz vantagens para a visualização das observações em grupos,

posteriormente, uma vez que é possível representa-las em duas dimensões.

Tabela 4.2: Proporção da variância total e variância total acumulada por número de componente
principal

Componente Proporção da Variância Total Variância Acumulada
1 56,00% 56,00%
2 36,69% 92,69%
3 4,22% 96,91%
4 1,58% 98,49%
5 0,98% 99,47%
6 0,24% 99,72%

As duas primeiras componentes principais funcionais, também chamadas de harmônicas

funcionais, sintetizam os principais padrões de variação presentes nas séries dos ativos finan-
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ceiros analisados. De forma geral, a primeira harmônica captura a variação média global dos

retornos ao longo do tempo, enquanto a segunda descreve padrões de variação opostos em

diferentes instantes, evidenciando mudanças de comportamento em períodos específicos da tra-

jetória temporal.

O gráfico apresentado na Figura 4.5 mostra as tendências extraídas por cada harmônica e

mostra que a PC1 possui um padrão geral de “queda”, capturando a tendência de longo prazo

dos retornos dos ativos. Ativos financeiros com scores positivos para esta harmônica tendem a

apresentar retornos mais altos no início da série e mais baixos ao final. Em relação à segunda

harmônica, o formato de parábola representa o comportamento de ativos que possuem desem-

penho diferenciado no meio da série em relação às extremidades do período, indicando que esta

componente pode capturar movimentos temporários de valorização ou desvalorização conjunta

de ativos. Logo, ativos com score positivo nesta componente têm retornos com comportamento

mais favorável no meio do período.

Figura 4.5: Duas primeiras harmônicas resultantes da FPCA

Além disso, conforme recomendado por Ramsay e Silverman (1997), pode-se utilizar a vi-

sualização das componentes como perturbações da média funcional, contribuindo para a iden-
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tificação dos padrões de variação associados a cada componente ao refletir como cada uma

altera a forma média das funções. Assim como a Figura 4.5, os gráficos da Figura 4.6 também

apresentam a tendência linear decrescente da PC1 e o formato de parábola da PC2. Isso é evi-

denciado pelas linhas tracejadas vermelhas que representam a perturbação positiva (conforme

Equação (2.29)) de cada componente, enquanto a azul retrata a perturbação negativa, com o

comportamento oposto ao apresentado pelas harmônicas.

Figura 4.6: Curvas de retorno médio centrados em zero e os efeitos das perturbações das duas
primeiras componentes principais funcionais (PC1 e PC2, respectivamente)

As Figuras 4.7, 4.8 e 4.9 mostram a reconstrução em bases B-splines, por meio de duas

componentes, da curva dos retornos centralizados em zero do índice de renda fixa IRF-M 1+,

da ação da Petrobras (PETR3) e do fundo imobiliário de shopping XPML11. Por meio desses

gráficos, é possível notar que a suavização extraiu o comportamento geral de variação ao longo

do tempo, retirando a flutuação diária que sugere a presença de ruídos na série. Assim, as duas

primeiras componentes funcionais capturaram a dinâmica média e padrões gerais de variação

do índice no período analisado.

Dessa forma, pode-se avaliar a dispersão dos scores dos ativos financeiros nas componentes

funcionais a fim de identificar possíveis agrupamentos ou tendências específicas ao longo do

domínio T . Por meio da Figura 4.10, é possível observar que ativos de um mesmo segmento

estão, em geral, mais próximos, principalmente os fundos imobiliários e os índices de renda

fixa. Ativos de renda variável estão mais dispersos do que os dos demais segmentos e apresen-
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Figura 4.7: Representação original e reconstruída pela FPCA dos retornos diários do índice
IRF-M 1+

Figura 4.8: Representação original e reconstruída pela FPCA dos retornos diários da ação da
Petrobras (PETR3)

tam comportamentos mais acentuados - scores em cada componente mais elevados do que os

demais. Nota-se, portanto, que o gráfico não expressa uma divisão clara sobre o agrupamento

desses ativos, mas traz a indicação de que podem haver interseções entre os segmentos, devido à

proximidade dos fundos imobiliários e os índices de renda fixa e a um ativo de fundo imobiliário

que está próximo a outros ativos de renda variável.

Vale destacar também que há um ativo que pode ser um indicativo de outlier por ser o único

com score positivo e acima de 0,2 em ambas as componentes. Esse ativo possui uma tendên-

cia decrescente, conforme indicado pela primeira harmônica, porém apresenta o desempenho
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Figura 4.9: Representação original e reconstruída pela FPCA dos retornos diários do fundo
imobiliário de shopping XPML11

diferenciado no meio da série, como expressa o padrão da segunda componente (Figura 4.5).

Figura 4.10: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais

4.3 Agrupamentos

Com a obtenção dos scores de cada ativo nas componentes principais, foram feitos os agru-

pamentos utilizando o método de Ward, K-means e misturas finitas de normais.
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4.3.1 Método de Ward

O método de Ward foi utilizado, inicialmente, como uma forma de visualizar cada etapa do

agrupamento, uma vez que é possível representá-lo por meio de um dendrograma. A Figura 4.11

mostra a separação sugerida pelo método e, utilizando o corte da distância igual a 0, 4, nota-se

que foram formados três grupos: o primeiro (da esquerda para a direita) é menor e é formado

apenas por ativos de renda variável, o segundo é o maior deles e une ativos dos três diferentes

segmentos, e o terceiro é composto majoritariamente por ativos de renda variável, porém com

um fundo imobiliário correspondente ao ativo HTMX11 (fundo imobiliário de hotel).

Figura 4.11: Dendrograma do agrupamento de ativos financeiros por meio do método de Ward

Com auxílio da Tabela 4.3 a seguir, é possível observar a quantidade de ativos em cada

grupo e a divisão por segmento. O primeiro grupo, formado apenas por renda variável, con-

templa 9 ativos que são voltados para o setor financeiro/seguros, alimentos de proteína animal,

indústria/aeroespacial, educação, turismo, construção civil e tecnologia. Além disso, também é

observado um outro grupo - denominado como “Grupo 3” - que têm, além do fundo imobiliário

de hotel, maioria de renda variável, porém voltadas para os setores de energia/combustíveis,

indústria de bens de capital, siderurgia, logística/transporte, financeiro, varejo, construção/i-

mobiliário e aviação. Vale destacar também que o grupo 2 é o mais diverso dos três, sendo
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composto por 95 ativos, sendo 32 fundos imobiliários, 23 de renda fixa e 40 de renda variável.

Tabela 4.3: Quantidade de ativos por grupo e por segmento após agrupamento por meio do
método de Ward

Segmento Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Total
Fundos Imobiliários - 32 1 33

Renda Fixa - 23 - 23
Renda Variável 9 40 20 69

Total 9 95 21 125

O gráfico da Figura 4.12 apresenta da divisão dos grupos por meio da dispersão dos scores

dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcionais. Nota-se que o

grupo 1 é composto por ativos que possuem valores negativos maiores, em módulo, do que

−0, 1 na primeira componente, expressando que possuem comportamento diferente do expresso

por meio da primeira harmônica, ilustrada na Figura 4.5. Já o grupo 3 é formado por ativos

financeiros com score positivo na segunda componente principal, indicando que seu retorno

possui comportamento semelhante a uma parábola no período analisado.

Figura 4.12: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcio-
nais divididos pelo método de Ward
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4.3.2 K-means

Semelhantemente ao agrupamento realizado pelo método de Ward, foi aplicado o método

K-means a fim de verificar se o resultado seria mais adequado do que o observado na seção

anterior. A escolha do número de grupos foi feita com auxílio do dendograma (Figura 4.11)) e

com a avaliação do gráfico a seguir (Figura 4.13) que ilustra a soma de quadrados ao considerar

cada quantidade de grupos. É apropriado escolher a quantidade de grupos em que se observa

uma quebra na diminuição do valor da soma de quadrados. Com isso, optou-se por utilizar três

grupos.

Figura 4.13: Gráfico de Elbow para seleção do número de grupos com K-means

Observa-se que o algoritmo K-means apresentou resultado semelhante ao método de Ward,

com a diferença de que o maior grupo teve três ações de renda variável a mais em relação ao

agrupamento da Tabela 4.3. Além diso, o Grupo 3 - que era composto por 20 ações - também

foi reduzido, passando para 14 ações (Tabela 4.4) dos setores de energia/combustíveis, indústri-

a/bens de capital, siderurgia, logística/transporte, financeiro, varejo e aviação, e permanecendo

com o fundo imobiliário HTMX11. O Grupo 1 passou a ser composto por 12 ações, sendo elas

dos setores de alimentos de proteína animal, educação, turismo, construção civil, indústria/ae-
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roespacial, seguros, varejo, bens de capital/transporte e tecnologia.

Tabela 4.4: Quantidade de ativos por grupo e por segmento após agrupamento por meio de
K-means

Segmento Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Total
Fundos Imobiliários - 32 1 33

Renda Fixa - 23 - 23
Renda Variável 12 43 14 69

Total 12 98 15 125

A seguir, observa-se o gráfico de dispersão dos scores dos ativos financeiros com a indicação

do respectivo grupo formado por meio do algoritmo K-means (Figura 4.14). Em relação ao

resultado obtido pelo método de Ward (Figura 4.12), destaca-se a presença de três ativos dos

setores de bens de capital, varejo e construção civil que passaram a integrar o Grupo 1, sendo

eles, respectivamente, POMO4, MGLU3 e DIRR3. Além disso, nota-se que o terceiro grupo

retirou três ações que estavam mais próximas ao restante do grande grupo 1 - VBBR3, STBP3 e

ALOS3 - sendo elas dos setores de energia, logística/transporte e imobiliário, respectivamente.

Figura 4.14: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcio-
nais divididos pelo algoritmo K-means

61



cap. 4. Resultados §4.3. Agrupamentos

4.3.3 Modelo de Misturas Finitas de Normais

Diferentemente dos métodos anteriores, a escolha do número de grupos para o modelo de

misturas finitas é feita por meio de medidas de comparação de modelos, como o BIC apresen-

tado na seção 2.4.3. Logo, utilizando o BIC para a escolha do modelo, foi obtido o resultado

apresentado na Tabela 4.5 que mostra que o melhor modelo é o VEI - volume variado, forma

igual, orientação esférica - com três grupos.

Tabela 4.5: Medidas de comparação de modelos resultante do modelo de misturas finitas VEI
ajustado para o agrupamento

Medida Valor
Log-verossimilhança 451,55

BIC 845,15
ICL 802.38

A separação dos ativos financeiros em estudo por meio do método de misturas finitas de

normais apresentou um resultado diferente do que foi observado utilizando os métodos apresen-

tados anteriormente. Pode-se perceber, pela Tabela 4.6 a seguir, que este algoritmo distribuiu as

ações (renda variável) em dois grupos, principalmente, e alocou os ativos de renda fixa em um

grupo separado de grande parte dos ativos de renda variável e fundos imobiliários (FII). O pri-

meiro grupo está semelhante ao que foi observado nos grupos 3 do método de Ward e algoritmo

K-means (Tabela 4.3 e 4.4), tendo um único FII junto com ações.

Tabela 4.6: Quantidade de ativos por grupo e por segmento após agrupamento por meio de
misturas finitas de normais

Segmento Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Total
Fundos Imobiliários 1 24 8 33

Renda Fixa - 2 21 23
Renda Variável 35 32 2 69

Total 36 58 31 125

Com auxílio do gráfico apresentado na Figura 4.15, pode-se identificar quais são os ativos

presentes em cada grupo e verificar as características de cada grupo formado. É possível obser-

62



§4.3. Agrupamentos

var que o Grupo 1 é formado pelos ativos de renda variável que estão mais distantes do centro

(valor zero para ambas as componentes), incluindo o FII de hotel HTMX11, como nos demais

agrupamentos nos quais ele também se mostrou semelhante às ações. O Grupo 2, por sua vez,

é formado por diversos fundos imobiliários e ações e tem como destaque dois índices de renda

fixa: IDkA IPCA 30 anos que representa o desempenho de investimentos em títulos públicos,

com prazos fixos, indexados à inflação, cujo prazo de vencimento é de 30 anos; e IHFA que

corresponde ao desempenho ao longo do tempo de fundos multimercado com gestão ativa. Por

fim, o Grupo 3 é composto por ativos com valores de scores muito próximos em ambas as com-

ponentes e majoritariamente formado por índices de renda fixa. Os oito fundos imobiliários que

compõem o grupo são cinco FII de papel (investimentos voltados para títulos de dívida ligados à

imóveis, como Certificado de Recebíveis Imobiliários (CRI) e letras financeiras) e três de tijolo

de logística e shopping/varejo. Já os dois ativos de renda variável consistem em ações da bolsa

de valores brasileira (B3) e do Itaú S.A (holding brasileira de investimentos).

Figura 4.15: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcio-
nais divididos pelo método de misturas finitas de normais
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Um dos principais desafios na gestão de investimentos é a diversificação da carteira por

meio da alocação dos recursos em diferentes classes de ativos. No caso das EFPC, essa prática

é importante para garantir que os recursos dos planos de benefícios estejam distribuídos de tal

forma que a expectativa de retorno seja alta para um baixo nível de risco. Portanto, deve-se

buscar ativos que sejam, no mínimo, pouco correlacionados entre si, podendo apresentar corre-

lação nula ou negativa. Porém, essas instituições constroem as classes por meio de avaliações e

características empíricas relacionadas ao negócio, por vezes sem considerar que certas classes

podem estar altamente correlacionadas.

Neste contexto, foi proposto o uso de técnicas estatísticas multivariadas que fossem volta-

das para a construção de grupos, capazes de extrair a correlação entre os ativos financeiros e

o comportamento de seus respectivos retornos ao longo dos anos. A Análise de Componentes

Principais Funcionais, além de auxiliar na redução de dimensionalidade - como a técnica de

PCA clássica, se mostrou eficiente para extrair a tendência dos retornos dos ativos financeiros

em estudo, sendo cada componente responsável por representar um tipo de comportamento.

Foi visto, neste estudo, que a primeira componente extraiu um padrão geral de “queda”, captu-

rando uma tendência decrescente em todo o período analisado, enquanto a segunda componente

extraiu um formato de parábola, representando retornos mais elevados no meio do período.
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Com os resultados obtidos pela FPCA, foram aplicadas três técnicas de agrupamento - mé-

todo de Ward, K-means e Modelo de Misturas Finitas de Normais - a fim de extrair grupos e

verificar qual dos agrupamentos foi mais condizente com as características dos ativos. Cada

um faz parte de um tipo de método de agrupamento, sendo, respectivamente, hierárquicos, não

hierárquicos e baseados em modelos estatísticos, e podem ser utilizados em diferentes contex-

tos de acordo com o objetivo de cada estudo. Além disso, possuem suas próprias vantagens e

desvantagens que devem ser avaliadas dentro de cada estudo.

O método de Ward é eficiente para estudos iniciais e exploratórios, devido a sua caracterís-

tica de hierarquia. Além disso, a visualização dos resultados ocorre por meio de um dendro-

grama, o que permite inspecionar a estrutura dos grupos em vários níveis de corte, sem precisar

fixar o número de grupos anteriormente. Por outro lado, é um algoritmo pouco prático para

grandes amostras, devido à complexidade computacional, é sensível à escala das variáveis, pois

utiliza a distância euclidiana para realizar os agrupamentos e tem melhor desempenho quando

os grupos são aproximadamente esféricos e com tamanhos semelhantes.

O K-means, por sua vez, é mais adequado para grandes bases de dados, sendo um dos mé-

todos mais simples e conhecidos atualmente. Ele utiliza o critério de minimização da soma de

quadrados intra-grupo e produz, em geral, grupos relativamente compactos e sua interpretação

é feita por meio dos centróides que correspondem às médias dos grupos. Apesar disso, possui a

desvantagem de ser um algoritmo sensível à escolha inicial dos centróides, podendo convergir

para mínimos locais, além de ser necessário escolher o número de grupos antes de realizar o

agrupamento, utilizando critérios como o gráfico de elbow. Assim como o método de Ward,

também é mais adequado nos casos em que os grupos são esféricos e de tamanhos parecidos,

apresentando dificuldades, também, em casos em que os grupos se sobrepõem.

Diferentemente dos métodos mencionados acima, o Modelo de Misturas Finitas de Nor-

mais utiliza a distribuição dos dados como uma mistura de distribuições normais, permitindo

que cada grupo seja interpretado como um componente de um modelo estatístico com parâme-

tros. Além disso, por ser um método com base probabilística, é possível mensurar a incerteza
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associada ao agrupamento obtido e possibilita o uso de métricas como BIC e ICL para a escolha

do modelo. Uma outra vantagem em relação aos demais métodos é que permite covariâncias

gerais, capturando grupos com volume, forma e orientações distintos. Uma das principais des-

vantagens deste método é o uso do algoritmo EM para estimação da máxima verossimilhança,

sendo sensível a valores iniciais e podendo convergir para máximos locais.

Ao aplicar cada um desses métodos de agrupamento nos scores resultantes da FPCA, foram

obtidos três diferentes resultados, sendo os obtidos pelo método de Ward e K-means semelhan-

tes. Estes algoritmos dividiram os grupos, em geral, pelo quadrante em que se encontravam

no gráfico - pela distância entre as posições de cada ativo financeiro. Pode-se notar, pelos grá-

ficos das Figuras 4.12 e 4.14, que um grupo está mais localizado no canto superior esquerdo

do gráfico, outro no canto superior direito, com algumas exceções, e o último mais ao centro.

O modelo de misturas finitas de normais, por sua vez, agrupou os ativos utilizando, de ma-

neira geral, os scores, em módulo, mais elevados em cada componente, sendo possível ver que

os ativos mais distantes do centro foram colocados em um grupo e capturando a diferença da

variabilidade dos ativos.

Por conseguinte, as técnicas aplicadas foram eficientes para alcançar o objetivo inicial de

separar os ativos em grupos e identificar características dos grupos e dos retornos dos ativos

financeiros em estudo. Apesar da divergência encontrada entre as aplicações de cada método

de agrupamento, foi possível notar que os algoritmos identificaram semelhanças entre alguns

ativos de diferentes segmentos, gerando grupos, por exemplo, mais voltados para investimentos

em renda fixa, mas que é composto, além de índices ANBIMA, por fundos imobiliários que

investem em CRI e letras financeiras. Isso mostra que técnicas estatísticas multivariadas podem

auxiliar na gestão de investimentos ao apresentar resultados que, por vezes, podem não ser

considerados no momento da separação dos ativos em classes.

Como descrito anteriormente, os métodos aplicados apresentaram divergências nos resulta-

dos e a principal característica associada a eles é a natureza dos dados que foram utilizados neste

estudo. Os retornos dos ativos financeiros foram centralizados, porém não foram normalizados
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a fim de preservar a variabilidade de cada série que é uma característica importante na separação

de ativos em classes e que foi considerada, de forma eficiente, no modelo de misturas finitas de

normais. Porém, o método de Ward e o algoritmo K-means apresentaram resultados limitados,

uma vez que são voltados para separação pela diferença de posição e não conseguem capturar

diferentes variâncias. Neste caso, para uma melhor eficiência dessas técnicas, recomenda-se

um estudo futuro utilizando o agrupamento dos retornos financeiros normalizados para que seja

retirada a influência da variância da série dos ativos financeiros.

Sugere-se, além disso, que novos estudos sejam feitos utilizando ativos financeiros de outros

segmentos e comparando com outras técnicas de redução de dimensionalidade e agrupamento

que sejam mais robustas computacionalmente, como o UMAP e o HDBSCAN. Em 2020, foi

revisado um artigo, publicado pela primeira vez em 2018, sobre o algoritmo UMAP (McInnes,

Healy e Melville, 2020) que consiste em uma técnica de redução de dimensionalidade proje-

tada para preservar a estrutura local e global dos dados, além de ser útil para visualização e

pré-processamento de dados de alta dimensão. Ele se destaca, em relação a outros métodos, por

sua velocidade e por conseguir lidar com grandes volumes de dados. O HDBSCAN (McInnes,

Healy, Astels et al., 2017) pode ser utilizado juntamente com o UMAP para realizar o agrupa-

mento dos ativos, uma vez que é um algoritmo eficiente para estudos em que não é conhecido o

número de grupos e em que pode haver presença de ruídos ou outliers.
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