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Resumo

Ao realizar uma gestao de ativos financeiros, deseja-se alcangar o maior retorno possivel para
um determinado nivel de risco. Isso pode ser obtido por meio da diversificacdo da carteira,
buscando alocar os recursos financeiros em classes de ativos que sejam pouco correlacionadas,
ndo correlacionadas ou correlacionadas negativamente. Para auxiliar este objetivo, técnicas es-
tatisticas multivariadas podem ser utilizadas para realizar o agrupamento dos ativos financeiros
com base nos seus dados de retorno histérico, identificando padrdes de variagdo comuns entre
eles e criando grupos que sejam heterogéneos entre si, mas homogéneos internamente. A Ané-
lise de Componentes Principais Funcionais (FPCA) considera que os dados possuem relagcdao
temporal e sdo tratados como fun¢des ao invés de observagdes pontuais. Dessa forma, essa téc-
nica permite extrair informacdes a respeito da tendéncia das séries temporais em estudo. Além
disso, técnicas de agrupamento, como método de Ward, K-means e modelo de misturas finitas
de normais, podem ser utilizados juntamente com a FPCA para criagdo de grupos de ativos com
caracteristicas semelhantes. A aplicacdo dessas técnicas foi feita em dados de retornos didrios
de 2022 a 2025 de ativos de renda fixa, renda variavel e fundos imobiliarios. Os resultados
mostraram que os métodos de agrupamento conseguiram separar os ativos em trés grupos, em
geral, semelhantes aos seus segmentos, sendo o resultado do modelo de misturas finitas mais
condizente com essa divisdo. As componentes principais extrairam tendéncia decrescente no
periodo estudado e um padrao de parabola.

Palavras-chave: técnicas estatisticas multivariadas, dados funcionais, componentes principais,

técnicas de agrupamento, gestao de investimento.
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Abstract

MULTIVARIATE ANALYSIS APPLIED TO ASSET MANAGEMENT AND RESOURCE
ALLOCATION IN THE CONTEXT OF PENSION FUNDS

In financial assets management, the goal is to achieve the highest possible return for a given
level of risk. This can be accomplished through portfolio diversification, by allocating finan-
cial resources in asset classes that are weakly correlated, uncorrelated or negatively correlated.
Multivariate statistical techniques can be employed to group financial assets based on historical
return data, by identifying groups that are heterogenous among themselves, but homogenous
within themselves. The Functional Principal Components Analysis (FPCA) assumes that the
data has temporal correlation and is treated as functions instead of single observations, which
allows the extraction of information regarding the tendency of the time series being studied.
Furthermore, grouping techniques such as Ward’s method, K-means and the finite mixture mo-
del of Normal distributions can be used along with FPCA to create asset groups with similar
characteristics. These techniques were applied on daily returns from 2022 to 2025 of fixed in-
come, equities and real estate investimento funds assets. The results showed that the clustering
methods were generally able to separate the assets into three groups, broadly corresponding to
their segments, with the finite mixture model yielding results that were more consistent with this
aggregation. The principal components extracted revealed a decreasing trend over the period of
study and a parabolic pattern.

Keywords: multivariate statistical methods, functional data, principal components, clustering

methods, asset management.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

A gestdo de ativos é uma drea do mercado financeiro voltada para o investimento em di-
ferentes tipos de ativos, como acdes, titulos publicos e fundos imobilidrios (Union Bancaire
Privée, 2025). As entidades fechadas de previdéncia complementar (EFPC) atuam como ges-
toras de ativos financeiros dos planos de beneficios e, dessa forma, seguem certas restricoes
regulamentares e contratuais. Em 2025, a Resolu¢do CMN 5.202/2025, que modificou a Re-
solucdo CMN 4.994/2022, tratou, entre outros assuntos, sobre a politica de investimentos das
EFPC. Foi estabelecido, nessas resolucdes, que este documento deveria conter a separacao dos
investimentos de acordo com os seguintes segmentos de aplicagc@o: renda fixa, renda varidvel,
estruturado, imobilidrio, operacdes com participantes e investimentos no exterior (Conselho

Monetario Nacional, 2025).

Esses segmentos sdo grandes grupos formados por ativos que possuem caracteristicas seme-
lhantes, porém dentro de cada um ainda pode haver diversos aspectos que podem divergir. De
forma geral, além da separagdo por segmento, as EFPC utilizam a divisdo dos ativos em classes,
que consistem em grupos menores de instrumentos financeiros que seguem as mesmas normas

e regulamentagdes, respondem de maneira semelhante as condi¢cdes de mercado e, assim como
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0s segmentos, possuem caracteristicas em comum (Union Bancaire Privée, 2025). Essas classes
sao formadas empiricamente considerando, além dos aspectos citados, estratégias da instituicao
que facilitem a organizagdo e gestdo de seus investimentos.

Assim, as EFPC conseguem diversificar seus investimentos por meio da aloca¢do em dife-
rentes classes de ativos. De acordo com Markowitz (1952), a diversificacdo do portfélio € uma
estratégia fundamental para gerenciar o risco € o retorno dos investimentos. Com ela, € possivel
reduzir o risco total da carteira sem obrigatoriamente diminuir o retorno esperado, o que € de
suma importancia para os planos de beneficios das previdéncias complementares que buscam
um portfolio eficiente que consiste em maximizar o retorno dos investimentos condicionado a
um determinado nivel de risco. Essa redugdo ocorre devido a correlacio entre os ativos que
pode ser baixa ou até negativa, implicando que, quando um ativo estd em periodo de valoriza-
¢do, o outro estd em desvalorizagdo. Logo, uma carteira diversificada, com recursos em classes
de ativos ndo-correlacionadas, apresenta um retorno esperado maior para um determinado risco
do que de uma carteira com menor diversificacado (Union Bancaire Privée, 2025).

Como mencionado, uma das maneiras que as EFPC utilizam para gerenciar seus investi-
mentos € por meio das classes de ativos. Isso € chamado comumente de macroalocagdo e a
distribui¢do dos recursos € feita por meio da ferramenta ALM (Asset Liability Management)
que, ao final, sugere uma alocagdo 6tima para a carteira de cada plano das entidades (Marques,
2011). Assim, é importante que as classes sejam pouco relacionadas entre si, em geral, € os
ativos dentro delas tenham alta correlacdo e caracteristicas semelhantes, para que a escolha de
um portfélio eficiente satisfaga a teoria de Markowitz (1952), aumentando as perspectivas de
rentabilidade dos planos de beneficios sujeito a um nivel mais baixo de risco, ao considerar os
objetivos e restri¢cdes de investimentos de cada um.

Para isso, técnicas estatisticas, como clusterizacdo, podem ser utilizadas para realizar a sepa-
racao dos ativos financeiros em classes, uma vez que o objetivo dessa ferramenta € criar grupos
relevantes. Segundo Bouveyron et al. (2019), os métodos de agrupamento t€m se fortalecido

para resolver situacdes em que os conjuntos de dados possuem uma estrutura de cluster, mas

2
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que nio € identificada pelos humanos de forma natural. Ademais, como o volume de dados esté
cada vez maior, a identifica¢do de caracteristicas que auxiliem nesta separacao se torna mais de-
safiadora e algoritmos automatizados podem ser utilizados para substituir a agdo humana nesta
tarefa.

A metodologia de agrupamento possui diversas aplicacdes e perspectivas de ampliacao de
seu uso nos problemas de mercado. Entre elas, pode-se destacar a segmentacdo de clientes
de acordo com seus comportamentos, preferéncias e necessidades financeiras para que as ins-
tituicdes possam oferecer solucdes personalizadas, a deteccao de fraude identificando padrdes
anormais em transagdes financeiras (LI, 2024) e melhoria na pontuagdo de avaliacdo de crédito
ao observar caracteristicas relevantes que influenciam na solvéncia financeira (Tang, Tian e Wu,
2022). Em relacdo ao tema de investimentos, pode-se citar como exemplo o trabalho de Du-
arte e Castro (2020) que trata a respeito do uso do algoritmo k-medoids para separar os ativos
correlacionados da Bolsa de Valores (B3) e melhorar a otimizacao da carteira de ativos.

Juntamente com as técnicas de clusteriza¢io, podem ser utilizadas as anélises de componen-
tes principais (PCA) que proporcionam, entre outros aspectos, a reducao de dimensionalidade
e facilidade na interpretacdo (Johnson e Wichern, 2007). De maneira geral, o método de PCA
auxilia na formacao de grupos porque, por meio das componentes que sao combinagdes lineares
das varidveis, é possivel identificar certas relagdes nos dados que ndo haviam sido observadas.
Além disso, os autores Johnson e Wichern (2007) também destacam que esta técnica € usual-
mente utilizada em conjunto com as andlises de clusters como uma ferramenta para se auxiliar

no objetivo final da formacao dos grupos.

1.2 Justificativa

A segregacao dos ativos em classes € feita, geralmente, pelos proprios gestores financeiros
de forma empirica, considerando, principalmente, estratégias de investimentos e caracteristicas

dos ativos. Isso pode gerar certas classes de ativos altamente correlacionadas e redundantes,
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podendo prejudicar a diversificacdo do portfélio que é importante para se obter maiores ren-
tabilidades com um menor nivel de risco do que uma carteira menos diversificada. Portanto,
deseja-se avaliar como técnicas estatisticas multivariadas podem contribuir para a gestdo de
investimentos por meio da formacao de classes de ativos financeiros.

Para estruturar essa avaliacdo, o presente trabalho utiliza a abordagem da metodologia
CRISP-DM (Chapman et al., 1999) que € utilizada em projetos de modelagem e mineragao
de dados. De maneira geral, esse processo organiza o estudo em fases de entendimento do
problema, compreensao e preparagao dos dados, modelagem, avaliacdo e implantagdo dos re-
sultados, descrevendo as principais tarefas de cada uma dessas etapas. Assim, é possivel cons-
truir uma sequéncia clara para o desenvolvimento de modelos estatisticos - neste trabalho, a
aplicacdo de técnicas multivariadas a formacao de classes de ativos financeiros - auxiliando no
processo de tomada de decisdes ao longo das andlises e aderéncia das solugdes aos objetivos de

negacio.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral desta dissertacdo € propor, por meio de andlises multivariadas, classes de
ativos financeiros que sejam heterogéneas entre si e homogéneas internamente, com o intuito de
auxiliar na gestdo de investimentos e alocag¢do de recursos no contexto de entidades fechadas de
previdéncia complementar. Para isso, foram aplicados os métodos estatisticos de componentes
principais e clusterizagdo, a um conjunto de dados que contém a informacgdo a respeito dos

retornos dos ativos financeiros.

1.3.2 Objetivos Especificos

Para atingir o objetivo geral, sao definidos os seguintes objetivos especificos:

1. Definir caracteristicas dos ativos a serem consideradas nas analises.

4
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2. Identificar e selecionar as varidveis para a formacao das classes de ativos.
3. Separar os ativos financeiros em classes.

4. Avaliar se as classes propostas sao adequadas.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacdo esta estruturada em quatro capitulos, sendo este o Capitulo 1 referente a
introducdo. Ele contém a introdugdo, a justificativa e os objetivos geral e especificos e tem
a finalidade de contextualizar a gestdo de investimentos em entidades fechadas de previdéncia
complementar, 0s normativos associados a esta gestao e como os ativos financeiros sao segmen-
tados. Além disso, também sdo introduzidas as técnicas estatisticas que foram utilizadas.

O Capitulo 2 apresenta o referencial tedrico relativo a Andlise de Componentes Principais,
andlise de agrupamentos e trabalhos relacionados ao tema. Nele, é apresentada uma revisao de
literatura a respeito de cada tema, trazendo referéncias a artigos e livros consolidados sobre as
técnicas, além de artigos que facam a aplicacao destas.

O Capitulo 3 descreve o estudo de caso, em que sdo apresentados o entendimento do neg6-
cio, a preparacdo dos dados e a modelagem proposta. O Capitulo 4 € composto pelos resultados
obtidos por meio das técnicas aplicadas, apresentando uma discussio e avaliacdo delas. Por fim,

o Capitulo 5 apresenta as conclusdes e proposta de trabalhos futuros.




Capitulo 2

Revisao de Literatura

2.1 Gestao de Investimento

A Gestao de Investimentos € uma drea das finangas voltada para a administracdo de ativos
financeiros. De forma geral, ela consiste em realizar investimentos em diferentes tipos de ati-
vos, como acdes, fundos imobilidrios e titulos publicos, e os gestores atuam segundo restri¢des
regulamentares e contratuais que irdo variar conforme a drea de atuacdo da empresa (Union
Bancaire Privée, 2025). Além disso, tem como base a Teoria Moderna de Portfdlio, proposta
por Markowitz (1952), na qual € estabelecido que o risco do portfélio depende das covariancias

entre os ativos.

Em sua teoria, Markowitz (1952) tem como principio central a diversificagdo que consiste
em investir em diferentes ativos de forma que o risco da carteira seja minimizado, para um
determinado nivel de retorno esperado, ou o retorno esperado seja maximizado para um mesmo
nivel de risco. Esse equilibrio entre risco e retorno deu origem ao conceito de fronteira eficiente
(pontos em azul da Figura 2.1 a seguir), na qual o portfdlio eficiente é aquele ponto em que uma

linha reta tangencia a curva da fronteira eficiente.

Com isso, ele entende que o risco do portfélio ndo consiste em uma média ponderada dos

ativos ou apenas na soma dos riscos individuais, uma vez que a relacdo entre os ativos desem-
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penha um papel fundamental na determinacdo do risco geral da carteira. A relacdo entre os
ativos pode ser expressa em termos da matriz de covariancias ou de correlagio e essa medida
traz beneficios para a diversificacdo, uma vez que, quanto menor a correlagdo entre os ativos,

menor sera o risco.

0.17 0.19

Retorno Esperado do Portfélio
0.15
|

0.13

I \ I I \
0.18 0.20 0.22 0.24 0.26

Risco do Portfdlio

Figura 2.1: Fronteira Eficiente de Markowitz (1952)

Assim, a variancia de um portfélio com n ativos pode ser expressa por meio da Equacao

(2.1) a seguir (Markowitz, 1952):

n n

O'; = Z Zwiwjaij , (21)

i=1 j=1

na qual:

. 03 ¢ a variancia do portf6lio e sua raiz quadrada, o, representa o risco - a volatilidade

total do portfélio;

* w; € w; sdo os pesos dos ativos na carteira;

7
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* 0;; € a covariancia entre os retornos dos ativos i e j.

Como o;; = Cov(i,j) = p;jo,0;, sendo o; e 0, o desvio padrdo (volatilidade) do ativo ¢
e j, respectivamente, € possivel reescrever a Equacao (2.1) em termos da correlagdo entre dois

ativos p;;:

n n

0'12) = Z Z W;W; P00 5 (22)

i=1 j=1

Com o uso da correlagdo, pode-se observar de maneira mais simples como esta impacta
na diminui¢do do risco geral da carteira. Bodie, Kane e Marcus (2014) destacam que, quando
pij = 1, o cédlculo da variancia do portfolio se resume a média ponderada das variancias dos
ativos. Logo, quanto menor a correlagdo, menor serd a variancia e, consequentemente, menor a
volatilidade da carteira, mostrando o beneficio da diversificacao.

E possivel olhar para uma determinada carteira por meio de classes de ativos, ao invés de um
conjunto de varios ativos individualmente. As classes de ativos representam grupos de ativos
financeiros que tém caracteristicas semelhantes de risco, retorno e comportamento em diferentes
condi¢des de mercado, como acdes, titulos publicos e commodities, e a formacgdo dessas classes
¢ feita pelos gestores de investimentos que se baseiam em critérios empiricos, como natureza
dos instrumentos e setor de atividade econdmica do emissor (Bodie, Kane e Marcus, 2014).

No contexto das Entidades Fechadas de Previdéncia Complementar (EFPC), que sdo ope-
radoras de planos de beneficios complementares a previdéncia publica (Superintendéncia Na-
cional de Previdéncia Complementar (PREVIC), 2022), existe um conjunto de regulamentos
especificos que abordam os tipos de investimentos que podem ser realizados nessas fundacoes,
como a Resolu¢ao CMN 5.202/2025 do Conselho Monetério Nacional (2025). Um dos assuntos
tratados nessa resolugdo € a respeito do volume maximo de alocacdo em cada tipo de segmento
de aplicacdo (renda varidvel, renda fixa, estruturados, imobilidrio, investimento no exterior e
operacdes com participantes), trazendo, assim, restricdes que devem ser consideradas na gestao

de investimentos de planos de beneficios.
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Além disso, a Resolucio CMN 5.202/2025 também apresentou algumas mudangas em re-
lac@o aos tipos de ativos financeiros que as EFPC poderiam investir. A partir desta resolugao,
fica proibido, de maneira explicita, o investimento em criptoativos e passa a ser autorizado o
investimento em debéntures de infraestrutura, FIAGROS e créditos de carbono (Conselho Mo-
netdrio Nacional, 2025), refletindo a busca por maior diversificagao e alinhamento com critérios
de sustentabilidade que devem ser seguidos pelas entidades.

Logo, a segmentacdo de ativos em classes adequadas € relevante para o contexto das EFPC
que demandam estratégias de diversifica¢do para o cumprimento dos compromissos atuariais de
longo prazo. E preciso, entdo, evitar classes de ativos altamente correlacionadas entre si para
que os principios estabelecidos por Markowitz (1952) nio sejam comprometidos e para evitar
concentracdo de risco em determinados tipos de ativos, o que viola os pressupostos da teoria de

otimizacdo de carteiras.

2.2 Analise de Componentes Principais

Existem pesquisas em que a quantidade de varidveis a serem estudadas € grande, o que pode
dificultar as analises individuais. Uma alternativa que torna isso vidvel € utilizar técnicas de re-
ducdo de dimensionalidade, como as componentes principais, em que sdo obtidas combinagdes
lineares das varidveis e armazena-se, para serem analisadas, apenas as que possuem variancias
maiores, eliminando as demais (Anderson, 2003). Além disso, essa abordagem também auxilia
na interpretacdo dos resultados e, frequentemente, mostra relagdes nos dados que niao foram
identificadas anteriormente (Johnson e Wichern, 2007).

Os primeiros estudos relacionados ao que seria conhecido, entdo, como Andlise de Compo-
nentes Principais (do inglés, Principal Components Analysis - PCA) foram feitos por Pearson
(1901). Em seu artigo, o autor teve como objetivo representar um sistema de pontos em uma
linha ou plano que “melhor se ajuste” aos dados, de forma que minimize o erro dessa proje¢ao.

Para isso, ele propds a minimizagao da soma dos quadrados das distancias perpendiculares dos
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pontos a linha ou ao plano de ajuste, o que era diferente dos métodos de minimos quadrados até
entdo utilizados. Este critério teve como prerrogativa considerar que todas as varidveis, sejam
elas dependentes, sejam independentes, estdo sujeitas a um erro experimental.

Além disso, Pearson (1901) introduziu os conceitos de elipsoide de residuos e de correla-
cdo e a relacdo geométrica entre eles que permite interpretar problemas de ajuste em termos da
variagdo minima e maxima dos dados - conceito este que foi desenvolvido posteriormente na
técnica de PCA. O elipsoide de residuos representa a dispersdao dos desvios perpendiculares ao
plano (ou linha) de melhor ajuste e esta relacionado a minimizac¢ao da soma dos quadrados das
distancias perpendiculares. J4 o elipsoide de correlacido aborda a estrutura de correlagdo entre
as varidveis e seus eixos principais correspondem as combinacdes lineares de varidveis nado-
correlacionadas. Logo, Pearson (1901) demonstra que esses elipsoides sdo geometricamente
perpendiculares entre si, o que fundamentou a ortogonalidade das componentes principais in-
troduzidas por Hotelling (1933).

Com base na relagdo geométrica entre os elipsoides, € possivel identificar a linha e o plano
de melhor ajuste. A linha de melhor ajuste ird coincidir, em dire¢do, ao maior eixo do elipsoide
de correlagdo e, por isso, corresponde a dire¢do de “variagdo ndo-correlacionada” (Pearson,
1901). Essa definicao foi formalizada por Hotelling (1933) como a primeira componente prin-
cipal, representando a direcdo de maximizacdo da variancia explicada dos dados, enquanto a
ultima componente seria 0 menor eixo do elipsoide de correlacdo. Por sua vez, o plano de me-
lhor ajuste serd perpendicular ao menor eixo do elipsoide de correlacdo, buscando minimizar
a dispersao dos residuos, o que permite reduzir a dimensionalidade dos dados preservando a
maior quantidade de informagao (Pearson, 1901).

Hotelling (1933) ampliou o estudo de Pearson (1901) para o caso multivariado e introduziu
os conceitos da técnica de Andlise de Componentes Principais. O autor tem como objetivo obter
varidveis independentes que expliquem grande parte da variabilidade dos dados multivariados.
Para isso, ele utiliza como exemplo testes educacionais que mediram a velocidade e poder da

leitura, velocidade aritmética e poder aritmético dos estudantes. Com o uso das componentes
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principais, foi possivel obter duas componentes que explicaram, juntas, 82,5% e foram interpre-
tadas como uma componente de “habilidade geral” e uma que contrasta as habilidades verbais
e aritméticas dos estudantes. Assim, o autor demonstra que € possivel reduzir as dimensdes das

andlises de quatro varidveis para apenas duas que contemplem a maior variancia dos dados.

Essa redu¢do de dimensionalidade ¢ feita por meio da rotagc@o do eixo de coordenadas ori-
ginal para um novo eixo, no qual a primeira componente serd o eixo com maior variabilidade
e a segunda serd o eixo perpendicular a primeira e que contenha a segunda maior variabilidade
dos dados (Anderson, 2003). Portanto, esses novos eixos irdo representar a dire¢do de maior
variabilidade e promovem uma descri¢io mais parcimoniosa da estrutura da matriz de covari-
ancia. Para obter a variabilidade total dos dados, seriam necessdrias p componentes, em que
p representa o numero total de variaveis presentes no conjunto de dados (Johnson e Wichern,
2007). Porém, como citado anteriormente, o método consiste em obter um conjunto de menor

dimensdo que seja capaz de conter a maior parte da variancia total dos dados.

A rotacdo dos eixos de coordenadas € uma representacdo geométrica para as combinagdes
lineares de p varidveis X = [ X, ..., X,,] (Johnson e Wichern, 2007), sendo essas combinacdes as
componentes principais mencionadas. Como elas dependem da matriz de covariancias X ou da
matriz de correlacdo p, seu desenvolvimento ndo necessita da suposi¢do de normalidade multi-
variada dos dados, mas, para os casos em que se deseja fazer inferéncias com as componentes,

€ preciso seguir essa suposicao.

Assim, as componentes principais sdo as combinagdes lineares nao-correlacionadas que
maximizam a variancia Var(Y;) = a}¥a;, comi = 1,2,--- ,p e ¥ a matriz de covariancias
de X, e podem ser representadas conforme a Equacao (2.3), utilizando a notag¢do de Johnson e

Wichern (2007):
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Yi = a/1X = G11X1 + CL12X2 + -+ Cllep
ng = a’2X = a21X1 + CLQQXQ + -+ angp
(2.3)

YV, =a,X =a, X1 +apXo+ -+ ap,X,,

em que:

* X € o vetor de varidveis originais;

* a; é o vetor de coeficientes da i-€sima componente principal.

O processo de obtengdo dessas componentes principais segue um procedimento, introduzido
por Hotelling (1933), de maximizagdo sequencial da variancia sob restricdes de normaliza¢ao
e ortogonalidade. A primeira componente (Y;), por exemplo, € determinada pelo vetor de co-
eficientes a; que maximiza a varidncia Var(Y;) = ajXay, sujeita a restri¢do de normalizagio
aja; = 1 (Johnson e Wichern, 2007). As préximas componentes, Y>, - - - , Y}, sdo obtidas pelo
mesmo principio de maximizagao da variancia, porém sujeito também a restri¢do de ortogona-
lidade em que cada componente seguinte Y; deve ser ndo-correlacionada com as componentes
anteriores Y;, Vi < j. Isso significa que Cov(Y;,Y;) = a;3a; = 0, Vi # j,i < j (Johnson e
Wichern, 2007).

A restrigdo de normalizagdo, aja; = 1, evita que a varidncia possa ser aumentada por meio
do escalonamento arbitrario dos coeficientes ao multiplicd-los por uma constante k£ > 1, resul-
tando em uma variancia k? vezes maior. Para eliminar o problema da indeterminacdo (Johnson
e Wichern, 2007), a restri¢gdo normaliza o vetor a;, garantindo que se busque a direcdo de ma-
xima variabilidade, ao invés de aumento da magnitude dos coeficientes, € mantendo, assim, a

interpretacdo geométrica das componentes no espaco transformado (Anderson, 2003).
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Essa solu¢@o de maximizacao da variancia, sujeita a restricoes, € obtida por meio do método
dos multiplicadores de Lagrange, abordado por Hotelling (1933), Anderson (2003) e Jolliffe

(2002). Segundo Jolliffe (2002), ele consiste em maximizar:

¢ = aj|Ya; — \aja; — 1), (2.4)

no qual A corresponde ao multiplicador de Lagrange.

Para maximizar a Equagao (2.4), é preciso derivar com relacdo a a; e igualar a zero, con-

forme apresentado a seguir (Equacdo 2.5).

% =Xa; —Xa; =0 = Ya; = \a; . (2.5)
3&1

A Equacido (2.5) mostra que A € o autovalor da matriz de covaridncias ¥ e a; € o autovetor
associado ao respectivo autovalor. Logo, o maior autovalor \; fornece a méxima variancia e o
autovetor associado a ele define a dire¢do da primeira componente principal. Além disso, com

base no Resultado 8.1 de Johnson e Wichern (2007), a Equagdo (2.3) pode ser reescrita como:

Vi=eX =en X+ enXo+ -+ ep X, , (2.6)

emque Var(Y;) = eXe; = \i,i = 1,--- ,p, e Cov(Y;,Y;) = e;3e; = 0, para i # j.

Algumas propriedades das componentes principais sdo derivadas da Equacdo (2.6) e sdo
importantes para a interpretacdo dos resultados obtidos com esta técnica. A primeira consiste
na preservacao da variancia total dos dados: a soma das variancias das varidveis originais, o;;,
¢ igual a soma das variancias das componentes principais, \;, como apresentado na Equacao
(2.7). Essa igualdade garante o principio da técnica de PCA citado no inicio da se¢do em que a
variabilidade total dos dados ¢ mantida durante a transformacao e rotacao dos eixos (Johnson e

Wichern, 2007).
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i Var(X;) = i Var(y;) = i Ai - (2.7)
i=1 i=1 i=1

A preservagdo da variancia (Equacgado (2.7)) € fundamentada na decomposicao espectral da

matriz de covariancia que € consequéncia da Equacao (2.8).

¥ = AAA/, (2.8)

em que A € a matriz diagonal de autovalores, A, - -+, \,, € A é a matriz ortogonal de autoveto-
res (Hotelling, 1933; Jolliffe, 2002). Essa equa¢do mostra como cada autovalor \; quantifica a
variincia explicada pela i-ésima componente principal, estabelecendo a conexao direta entre a
algebra matricial e a interpretacdo estatistica das componentes (Johnson e Wichern, 2007).
Como consequéncia da Equacgao (2.8), Jolliffe (2002) estabelece a decomposicao espectral,
apresentado na Equacdo (2.9). Esse resultado permite separar as variancias combinadas dos ele-
mentos de X em contribui¢des decrescentes de cada componente principal, além de decompor
toda a matriz de covariancia. O autor também destaca que a decomposicdo espectral ajuda a

explicar os elementos fora da diagonal principal de 3.

Y= )\1313/1 + )\28.23_/2 S )\papa'p . (29)

Uma alternativa a decomposi¢ao espectral da matriz de covariancias € a decomposicao em
valores singulares (do inglés, singular value decomposition - SVD). De acordo com Jolliffe
(2002), uma matriz arbitrdria X de dimensdo (n x p), sendo n o nimero de observagdes e p
a quantidade de varidveis medidas em relacdo a suas médias, pode ser escrita como (Equacgdo

(2.10)):

X =ULA’, (2.10)

na qual:
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» U, A sido as matrizes ortogonais de dimensdo (n x r) e (p X 1), respectivamente;
* L é a matriz diagonal de dimens@o (r x r) com os valores singulares;

e r € o rank de X.

Destaca-se que os autovetores da matriz de covariancia sdo equivalentes as colunas de A
e os quadrados dos valores singulares (elementos da diagonal de L), divididos por (n — 1),
fornecem as variancias das componentes principais. Essa abordagem de decomposi¢do em
valores singulares € importante por ser um método computacionalmente eficiente para obtengao
das componentes principais e € util para conjuntos de dados de alta dimensao.

Por meio da Equacgdo (2.7) e sabendo, como consequéncia da Equacgado (2.6), que os auto-
valores de X representam a varidncia de cada componente principal Y;, Var(Y;) = \;, pode-se
calcular a propor¢do da variancia explicada por cada componente (Equacdo (2.11)). Com isso,
obtém-se também a variancia acumulada pelas primeiras ¢ componentes que € um critério fun-

damental para determinar quantas componentes reter na andlise (Jolliffe, 2002).

Ak

_. 2.11)
f:l Ai

Propor¢ao da variancia total da k-ésima componente principal =

A decisdo de quantas componentes reter na andlise deve considerar um equilibrio entre
usar poucas componentes e preservar a variabilidade dos dados originais (Jolliffe, 2002). A
proporcdo acumulada da varidncia total, representada pela soma das propor¢des da Equagao
(2.11), é uma das maneiras utilizadas, na qual se estabelece um limiar minimo que as primeiras
q componentes devem atingir conjuntamente (Jolliffe e Cadima, 2016).

Ademais, pode-se utilizar o critério de Kaiser, conforme apresentado por Jolliffe (2002),
especialmente nos casos de obtencao das componentes principais por meio da matriz de corre-
lacdo. Esse critério sugere reter as componentes cujos autovalores/varidncias sao maiores que

1, pois parte da suposicao de que, se todos os elementos de X s@o independentes, todas as com-
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ponentes sdo iguais as varidveis originais e possuem variancias iguais a 1. O autor destaca que
este critério pode ser conservador em algumas situacdes ao sugerir poucas componentes quando
seriam necessarias mais.

De forma complementar, Johnson e Wichern (2007) apresentam o grafico Scree Plot como
uma alternativa visual para a selecdo do numero de componentes. Ele ird representar os auto-
valores em ordem decrescente no eixo vertical e o niimero da respectiva componente no eixo
horizontal, conforme Figura 2.2, e a decisdo de quantas componentes reter no estudo é feita
observando os autovalores que ndo possuem diferenca relevante. No caso apresentado a seguir,
considerando apenas o resultado grifico, a sugestdo seria de duas componentes. Os autores
recomendam a aplicacdo conjunta desses critérios de selecdo devido as perspectivas comple-

mentares que cada um oferece sobre a estrutura dos dados.

Autovalor

4 5 6
Componente

~N- @
w=- @

Figura 2.2: Scree Plot para selecdo do nimero de componentes

Além desses critérios descritivos apresentados, a literatura também apresenta testes esta-
tisticos que auxiliam na selecdo de componentes. Um exemplo € o teste de significancia de
autovalores que, assim como demais técnicas inferenciais relacionadas a adequacao dos dados
para andlise de componentes principais, ndo serd abordado neste trabalho.

Outro aspecto importante a respeito das componentes principais, estd relacionado com os
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autovetores €, = [e;1, €2, - - , €;,]. De acordo com Johnson e Wichern (2007), cada elemento
desse vetor € proporcional ao coeficiente de correlagdo entre Y; e X, (Equagdo (2.12)) e mede a
importancia da k-ésima varidvel na i-ésima componente principal. O coeficiente de correlacdo,
por sua vez, ajuda a interpretar as componentes, porém nao indicam a importancia da varid-
vel X na componente Y; com a presenca das demais varidveis; ele ird medir a contribui¢ao
individual. Dessa forma, os autores recomendam uma andlise conjunta dos coeficientes dos

autovetores e das correlagdes para ajudar na interpretacdo das componentes principais.

€ik \/X

emquei, k=12 p.

Ajuste por meio da matriz de correlacao

Os resultados apresentados anteriormente consideraram, em geral, a formagdo das com-
ponentes principais por meio da matriz de covaridncias. Porém, devem ser avaliados alguns
aspectos do conjunto de dados em anélise para escolher entre o uso da matriz de covariancia ou
de correlagdo. Johnson e Wichern (2007) e Jolliffe (2002) alertam que utilizar a matriz de cova-
riancias na PCA ¢ apropriado quando todas as varidveis possuem a mesma unidade de medida
e quando as variancias das varidveis ndo diferem muito. Além disso, Jolliffe (2002) destaca
também que uma vantagem da escolha da matriz de covariancias € relacionada a inferéncia das
componentes principais populacionais que é mais facil utilizando a matriz de covariincias ao
invés da matriz de correlacio. Como, em geral, a PCA ¢ utilizada de maneira descritiva, essa
vantagem nao ¢é relevante.

Nesse caso, recomenda-se o uso de varidveis padronizadas e da matriz de correlacdo e a

1-€sima componente € dada conforme Equacdo (2.13) a seguir:

Y, =e,7Z, (2.13)
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em que Z é o vetor de varidveis padronizadas obtidas por (Equacdo (2.14)) e V: é a matriz

diagonal dos desvios padroes:

Z=(V2) (X —p). (2.14)

Apesar da diferenca na composi¢do das componentes principais, as equacoes apresentadas
anteriormente sdo semelhantes para o caso das componentes obtidas por meio das varidveis

padronizadas. Existe uma ressalva de que a variancia de Z; € unitdria, logo:

p p
> Var(y)) =Y Var(Z)=p (2.15)
=1 =1
€
0Y;, 7, = €ikV Ni s (2.16)
comi, k=1,---,p.

Ak

Além disso, como > 7_ Var(Y;) = p, entdo, a Equagdo (2.11) se resuma a %, sendo \;’s

os autovalores de p.

2.2.1 Analise de Componentes Principais Amostrais

A aplicacdo da Andlise de Componentes Principais requer, de maneira geral, a estimacao
por meio de dados amostrais. Na maioria dos problemas estatisticos, os parametros populacio-
nais, como a matriz de covariancias X e seus respectivos autovalores e autovetores, sdo desco-
nhecidos e devem ser estimados por meio das estatisticas amostrais correspondentes (Jolliffe e
Cadima, 2016). O objetivo, portanto, € construir combinacdes lineares ndo-correlacionadas das
caracteristicas observadas que representem a maior parte da varidncia amostral; essas combina-
coes serdo as componentes principais amostrais (Johnson e Wichern, 2007).

A obteng¢do das componentes amostrais segue 0 mesmo principio estabelecido anteriormente
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na secdo 2.2, porém com o uso das estimativas amostrais. Considera-se uma amostra composta
por n observagdes independentes, x4, - - - , Xy, €m que X representa o vetor de cada observagao
medida em p varidveis. Esses dados possuem um vetor de médias X, matriz de covaridncias S
e matriz de correlagdo R (Johnson e Wichern, 2007). Logo, é possivel obter uma combinagao

linear qualquer da seguinte forma (Equacao (2.17)):

a’lx = a11Tj1 + 127 52 + -+ A1pTip » (217)

que possui média a/ X, varidncia amostral a}Sa; e covariancia amostral entre duas combinagdes

lineares igual a ajSag, j = 1,--- ,n.

Assim como no caso populacional, as componentes principais amostrais serdo aquelas com-
binacdes lineares que irdo maximizar a variancia amostral sujeitas as restricdoes de normalidade e
ortogonalidade. Portanto, a primeira componente serd a combina¢@o a/x,; que maximiza a vari-
ancia amostral a} Sa,, sujeitaa aja; = 1 (restri¢do de normalidade). A préxima i-€sima compo-
nente serd a combinag@o linear que, além de maximizar a varidncia amostral a;Sa; e estar sujeita
a restricdo de normalidade aja; = 1, deve satisfazer a restri¢do de ortogonalidade, em que a co-
variancia amostral entre duas componentes deve ser igual a zero: Cov(ajx;, aix;) = a;Sa, =0

(Johnson e Wichern, 2007).

Vale ressaltar que, para maximizar a variancia amostral, a matriz S deve ser positiva de-
finida, conforme apresentado por Johnson e Wichern (2007). Com isso, o valor méximo € o
maior autovalor \; para a escolha de aj = &;, em que &; € o autovetor de S. Ainda, os resul-
tados apresentados no caso populacional podem ser obtidos de maneira semelhante para o caso
amostral. Sendo assim, tem-se que, se S é a matriz de covariancias amostrais com autovalo-
res Ap, - - - ,5\p e autovetores €y, - - - , €, que fornecem as dire¢des de maxima variabilidade na

amostra, a 7-ésima componente principal amostral pode ser escrita como (Equacao (2.18)):

Ui = €;X = €11 + €aTp + + -+ + €Ty , (2.18)
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~ ~

comi=1,--- p, A >---> X\ >0, Var(x) = A k=1, -+, p, e Cov (i, Gi) = 0, Vi # k.
Espera-se que os autovalores sejam maiores do que zero para indicar certa importancia da
componente correspondente. Johnson e Wichern (2007) destacam que, caso uma componente
apresente um autovalor associado proximo a zero, existe uma indicacdo de dependéncia linear
nos dados que nao foi percebida antes da andlise de componentes principais, mostrando possivel
redundancia das varidveis que devem ser avaliadas para retirada da anélise.
Semelhantemente as Equagdes (2.7) e (2.12), tem-se os seguintes resultados para as compo-

nentes principais amostrais:

p p
i=1

i=1

eV

Tz, = ,  Lk=1,-- (2.20)
Bome = e b

Interpretacao das Componentes Principais Amostrais

Uma etapa importante da Andlise de Componentes Principais (PCA) € a interpretagdo de
seus resultados para atribuir significado a andlise. Conforme destacado por Hotelling (1933) e
reforcado por Anderson (2003), esse processo envolve a andlise conjunta de diversos aspectos,
como loadings, correlacOes entre componentes e varidveis, scores das observacdes, propor¢cao
explicada pela varidncia e representacdes graficas por meio do biplot.

Os loadings, ou cargas, sdo os valores e;; do autovetor e; correspondente a ¢-€sima com-
ponente (Equacdo (2.18)). Eles medem a contribui¢do relativa de cada varidvel original para
a formacgao das componentes principais, como ja mencionado anteriormente, em que valores
absolutos elevados indicam forte influéncia da varidvel j na componente ¢ (Jolliffe, 2002) e,
ao considerar o sinal da carga, é possivel identificar as que possuem associagcdo direta com a

componente (sinal positivo) e quais tem relagdo inversa (sinal negativo) (Johnson e Wichern,
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2007). Dessa forma, varidveis que possuem loadings préximos a zero nao sdo consideradas
importantes para a determinada componente (Jolliffe, 2002).

E importante, juntamente com a andlise dos loadings, verificar a correlacdo entre a compo-
nente principal e a varidvel, como apresentado na Equacao (2.20). Essa correlagdo quantifica a
associagdo linear entre cada varidvel e componente, independentemente das unidades de medida
e desconsiderando, também, a presenca das demais varidveis (Johnson e Wichern, 2007). Por
ser invariante a dimensao das varidveis, ela permite comparar os resultados de duas correlacdes
de varidveis com unidades de medida distintas com a mesma componente principal, podendo
indicar, assim, qual estd mais relacionada linearmente com a componente. Os autores também
destacam que, nos casos em que a correlagdo € forte, mas os loadings sdo mais baixos, existe a
possibilidade de outras varidveis estarem influenciando a varidvel em questao.

Além disso, essas interpretagdes numéricas podem ser complementadas por uma represen-
tacdo gréfica por meio do grafico biplot. Proposto por Gabriel (1971), esse gréifico consiste em
mostrar as projecdes das observacoes e as direcdes das varidveis, relacionadas aos loadings,
nos eixos das duas primeiras componentes principais. Nesta representacdo, o comprimento do
vetor de cada varidvel serd proporcional a contribuicdo desta para as componentes, refletindo a
magnitude do loading, o angulo entre o vetor e o0 eixo da componente mostra a correlagdo entre
a variavel e a componente em questdo e o angulo entre vetores de duas varidveis representa a

correlacdo entre elas (Jolliffe, 2002; Jolliffe e Cadima, 2016).

2.3 Analise de Componentes Principais Funcionais

A Anadlise de Componentes Principais Funcionais (FPCA) é uma alternativa a forma cldssica
de PCA para reducdo de dados aplicada a dados funcionais, em que cada observacdo ¢ uma
funcdo, como curva de crescimento e séries temporais. A Andlise de Componentes Principais
“classica” ndo € apropriada para dados que tenham relacdo temporal. Porém, com o advento da

tecnologia e as grandes bases de dados, as informacdes t€m sido cada vez mais armazenadas
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considerando um intervalo de tempo (Wang, Chiou e Miiller, 2016). Com isso, surgiu-se a

necessidade de adequacgdo das técnicas cldssicas de PCA.

2.3.1 Dados Funcionais

Para compreender a Anélise de Componentes Principais Funcionais, é necessério entender a
defini¢do de dados funcionais. Os dados funcionais sao conjuntos de dados em que cada obser-
vacdo corresponde a uma funcao ao longo de um dominio continuo. Eles surgem em diversas
areas do conhecimento, como medicina para avaliacdo de curvas de crescimento, meteorologia
para estimar temperaturas ao longo do ano e finangas ao verificar curvas de retornos ou vo-
latilidade de ativos ao longo do tempo. Por exemplo, para analisar a altura de individuos, a
andlise funcional considera toda a curva de crescimento do individuo como uma fungdo suave
do tempo, ao invés de avaliar a altura apenas em idades fixas (Ramsay e Silverman, 1997).

Nesses conjuntos de dados, cada unidade amostral € representada por uma fun¢do continua
z;(t), naqual t € T C R é um intervalo continuo e ¢ indica o individuo ou objeto de estudo.
Essas fungdes representam um produto interno (.,.) que permite medir distincias e angulos
entre fungdes. Na prdtica, as fungdes x;(t) ndo sdo observadas em todos os pontos de 7, mas
em valores especificos t;, em que j = 1,--- ,m,; identifica a ordem desses pontos no dominio

(Equacdo (2.21)) (Ramsay e Silverman, 1997).

na qual:

* y;; € o valor observado para o individuo/objeto ¢;

* ¢;; € 0 erro de medicdo (ruido);

* m € o nimero de observacdes que pode variar para cada individuo/objeto .
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Apesar das funcdes serem observadas em pontos discretos, como medi¢des didrias ou men-
sais, pressupode-se que existe uma estrutura subjacente que pode ser recuperada por técnicas de
suavizagdo ou interpolacdo. Assim, o objetivo inicial da andlise de dados funcionais € recons-
truir essas fungdes z;(t) a partir dos dados observados, utilizando expansdo em bases (Ramsay e
Silverman, 1997; Jolliffe e Cadima, 2016) que assume que qualquer fungio x;(t) pode ser apro-

ximada por uma combinagdo linear finita de fungdes base conhecidas (Ramsay e Silverman,

1997):
K
mi(t) =) cadn(t) (2.22)
k=1
em que:
o ¢r(t), k=1,..., K, representa o conjunto de func¢des base pré-escolhidas;

* ¢;; s20 os coeficientes especificos para cada observacgdo 7 e base k;

* K é o nimero de fungdes base (dimensao da aproximagao).

A escolha da base impacta diretamente a flexibilidade da representac@o. As bases de Fourier,
dr(t) = exp™*, sdo ideais para dados periédicos, enquanto as B-splines permitem um controle
local por meio de nés, adequando-se a tendéncias nio periddicas.

A reconstrucdo das funcdes deve preservar a suavidade pressuposta do processo e permitir a
avaliacdo da fun¢@o em qualquer ponto ¢ do dominio. Para isso, deve-se estimar os coeficientes
;. de forma que a fun¢do representada na Equacdo (2.22) seja continua, suave e possivel de ser
avaliada em qualquer ¢. A estimagdo dos c;;, € feita pela minimizagdo do erro quadrético entre
os valores observados e os preditos por meio da expansdo da Equacdo (2.23) a seguir (Ramsay

e Silverman, 1997):

2

m; K
ming,y > | i — > cionlty) | - (2.23)
j=1 k=1
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Ap6s o ajuste dos dados funcionais como fungdes suaves, € necessario avaliar a variabilidade
dos dados. Isso pode ser feito por meio da estrutura de covariancia funcional que captura
dependéncias entre os valores da fun¢do em diferentes pontos do dominio. Portanto, a fungdo

de covariancia para dados funcionais € definida como (Jolliffe e Cadima, 2016):

n

S(s,t) = Covfa(s), x(t)] = > lwils) = T(s)][xi(t) —T(t)] =

i=1

L)

(2.24)

emque T(t) = = > | x;(t). Essa fungdo € simétrica, S(s,t) = S(t, s) e ndo-negativa definida.

Os elementos da diagonal principal, S(¢,t), correspondem a fungéo de varidncia que descreve

a variabilidade pontual dos dados e os elementos fora da diagonal, S(s,t), revelam os padrdes
de dependéncia temporal ou espacial.

Pode-se escrever a Equagdo (2.22) em termos matriciais, resultando em x = C¢. Assim, a

funcao de variancia-covariancia da Equacdo (2.24) é equivalente a (Ramsay e Silverman, 1997):

o(s, ) = %qﬁ’(s)C’Cqﬁ(t) , (2.25)

com ¢’ sendo o vetor transposto de ¢. Ramsay e Silverman (1997) destacam que realizar o
célculo da funcdo de variancia-covariancia utilizando como denominador n ou n — 1 ndo tem

diferencas essenciais para o contexto de andlise de componentes principais.

2.3.2 Componentes Principais Funcionais

Semelhantemente ao caso cldssico da PCA, a Andlise de Componentes Principais Funcio-
nais também estd relacionada a decomposi¢ao da estrutura de covariancias. A FPCA busca as
combinacgdes lineares funcionais que capturem os padrdes dominantes de variagio ao longo do
dominio continuo 7 (Ramsay e Silverman, 1997; Wang, Chiou e Miiller, 2016). Logo, as com-

ponentes principais cldssicas, obtidas por meio do somatoério das varidveis originais (Equagao
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(2.3)), sdo reformuladas no formato de integral por serem, na FPCA, combinagdes de funcdes

(Equacao (2.26)).

fi= [ Bs)ai(s)ds = (5.0 (2.26)

Para a aplicacdo da FPCA, considera-se que os dados sdo centrados na média funcional
(Ramsay e Silverman, 1997). Assim, x;(t) é equivalente a x;(t) — T(t), em que Z(¢) é a média

funcional calculada por meio da Equacao (2.27) a seguir.

n

T(t) ==Y wi(t). (2.27)

i=1

A func¢@o de covariincias S(s,t) da Equagao (2.24) substitui a matriz de covariancias pre-
sente na PCA cldssica. Dessa forma, a equacdo andloga a Equacao (2.5), apresentada a seguir,
é uma transformac@o por integral que tem solug@o analitica por meio das fun¢des préprias a(s)

e que reflete a natureza funcional de S(s, t) e os produtos internos (Jolliffe e Cadima, 2016).

/S(s,t)a(t)dt = Aa(s) . (2.28)

Jolliffe e Cadima (2016) destacam que as fungdes préprias, a(t), ndo podem ser determi-
nadas, mas que a solucdo da Equacao (2.22) é uma alternativa destacada pelos autores Ramsay
e Silverman (1997). Essa abordagem supde que qualquer funcdo x;(t) pode ser escrita como
combinagdes lineares finitas de um conjunto de B fun¢des bases conhecidas, ¢ (t),- - , ¢5(t),
e € vantajosa porque permite incorporar suavizacao e controlar a complexidade do modelo por
meio da escolha de B.

Além da definicao das func¢des base, também € importante considerar a quantidade de com-
ponentes principais a serem retidas. Técnicas como propor¢do da varidncia explicada e o gré-
fico Scree Plot (Jolliffe, 2002) podem ser utilizadas para auxiliar na definicdo da quantidade de

componentes principais funcionais. Porém, Li, Wang e Carroll (2013) propdem uma aborda-
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gem com base em modelos, utilizando critérios de informacdo, como AIC e BIC, adaptados ao

contexto de analise de dados funcionais.

Em relacdo a interpretacdo das componentes principais funcionais, Ramsay e Silverman

(1997) recomendam a visualizacdo das componentes como perturbacdes da média funcional.

Isso pode ser feito por meio de somas e subtracdes de multiplos da funcdo da componente

principal em questdo a média e permite identificar padrdes de variacdo associados a cada com-

ponente, refletindo como cada uma altera a forma média das funcdes. De maneira geral, esse

método consiste em apresentar em um gréfico (Figura 2.3) a curva média e as curvas das per-

turbagdes obtidas pela Equagao (2.29).
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Figura 2.3: Curvas de temperatura média e os efeitos das perturbacdes para cada componente
principal (Ramsay e Silverman, 1997).

z(t) = O,

4; = j-ésima componente principal.

(2.29)

A constante C € obtida por meio da raiz quadrada da Equagdo (2.30). Ela € definida como a

raiz do erro quadratico médio entre a média funcional /i = Z(t) e a média global 1z (Ramsay e

Silverman, 1997).
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1
C* =T =7l = % / (T(t) — m)*dt, (2.30)

com 7" sendo o comprimento do dominio (intervalo de tempo considerado) e i = T [ fi(t)dt
€ o valor médio das médias funcionais ao longo de todo o intervalo de tempo. Assim, os autores
Ramsay e Silverman (1997) recomendam representar de forma grafica as médias o1 = Z(t) e

ft £ 0.2C%;, em que o valor de 0.2 foi escolhido para facilitar a interpretacdo dos resultados.

Ademais, a andlise dos scores funcionais das observagdes também € uma forma importante
de se avaliar os resultados das componentes principais. Os scores, representados pela Equacdo
(2.26), indicam quanto da varia¢do associada de cada componente estd presente nas fungdes
(observagdes no formato de dados funcionais). Essa andlise € feita por meio de um gréfico
(Figura 2.4) composto pelos scores das observagdes nas duas primeiras componentes e, com
ele, € possivel realizar a identificacdo de agrupamentos ou tendéncias especificas ao longo do

dominio 7.
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Figura 2.4: Scores do clima de cada estacdo nas duas primeiras componentes principais (Ram-
say e Silverman, 1997).
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2.4 Anadlise de Agrupamento

As técnicas de agrupamento tém se fortalecido como uma forma de explorar conjuntos de
dados que possuem uma estrutura de grupos e que nao sao identificadas facilmente (Bouveyron
et al., 2019). Com elas, é possivel identificar a presenga de valores discrepantes nos dados, ava-
liar a dimensionalidade e identificar possiveis relagdes que sejam interessantes para o estudo.
Portanto, essas técnicas t€m como objetivo dividir um conjunto de observacdes em grupos ho-
mogéneos, nos quais as observacdes dentro do mesmo grupo sao semelhantes entre si e distintas

das demais de outros grupos (Johnson e Wichern, 2007).

Diferentemente dos métodos de classificagdo, o agrupamento ndo possui nenhuma suposi-
cdo sobre a quantidade ou estrutura dos grupos, mas utiliza medidas de similaridade ou dis-
similaridade para formacgdo destes. A medida de dissimilaridade mais comum € a distancia
euclidiana e, geralmente, € a escolhida para os problemas de agrupamento. Considerando as
observagdes p-dimensionais X' = [x1, %2, -+ ,xp] €y = [y1,%2, - - ,Yp), a distncia euclidiana

€ obtida por meio da Equacdo (2.31) (Johnson e Wichern, 2007):

d(x,y) = \/(3?1 )2t (@ =)t () =V (x -y (x—y) . 23D

Existem trés principais métodos de agrupamento de dados: métodos hierarquicos, nao hi-
erdrquicos e baseados em modelos estatisticos. Os hierdrquicos consistem em agrupar ou se-
parar as observagdes sucessivamente € podem ser visualizados por meio de dendrogramas. Os
métodos ndo hierdrquicos, por sua vez, buscam juntar as observacdes em uma quantidade pré-
definida de grupos, sem que seja necessario determinar a matriz de similaridades, tornando estes
algoritmos mais apropriados para grandes conjuntos de dados do que os algoritmos hierarqui-
cos. Por fim, os métodos de agrupamento baseados em modelos incluem modelos estatisticos

para identificar grupos por meio de misturas de distribui¢des (Johnson e Wichern, 2007).
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2.4.1 Métodos Hierarquicos

Os métodos hierdrquicos sdo divididos de duas formas: algoritmos aglomerativos e algo-
ritmos divisivos. Os aglomerativos iniciam com cada observacao em um grupo distinto e, a
cada passo, as observagcdes mais semelhantes sdo agrupadas, de acordo com um critério de si-
milaridade, até que todas estejam em um unico grupo. Ja os algoritmos divisivos funcionam
de maneira contréria aos aglomerativos: consideram que todas as observacgodes sdo parte de um
unico grupo e sao divididas em mais grupos utilizando medidas de dissimilaridade, até que cada

observacao seja um grupo distinto (Johnson e Wichern, 2007).

Os autores destacam os métodos aglomerativos, especificamente aqueles que utilizam crité-
rios de ligagdo, pois sdo adequados para agrupamento de observacdes e de varidveis, o que ndo
€ valido para os demais métodos aglomerativos. Para realizar o agrupamento de n observacoes
por meio dos métodos de ligacdo, é necessdrio, primeiro, iniciar com uma observagdo em cada
grupo, como qualquer outro método aglomerativo, contendo uma matriz D de distancias ou
similaridades n x n. Em seguida, sdo comparadas as medidas para os pares de grupos a fim de
identificar quais sao as medidas de distancias ou similaridades mais semelhantes e, entdo, unir
esses grupos. Dessa forma, haverdo novas medidas e a matriz de distancias deve ser atualizada
para o novo formato. Esse processo deve ser repetido n — 1 vezes a fim de que, ao final, todas

as observacoes sejam parte de um inico grupo.

Existem diferentes métodos hierdrquicos aglomerativos que utilizam critérios de ligacao.
Entre eles, pode-se destacar o Single Linkage, Complete Linkage e Average Linkage. Cada
um deles utiliza uma medida de comparagdo dos grupos, sendo, respectivamente, a distancia
minima ou “vizinho mais préximo”, maxima distancia ou “vizinho mais distante” e distancia
média (Johnson e Wichern, 2007). Além disso, um outro método aglomerativo que pode ser
destacado é o Método de Ward que se baseia na minimizacao da “perda de informacdo” e sera

o foco desta dissertacao.
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Método de Ward

Entre os algoritmos hierdrquicos aglomerativos, pode-se destacar o método de Ward, intro-
duzido em 1963. Para Ward (1963, apud Johnson e Wichern (2007)), os agrupamentos hie-
rarquicos t€ém como base a minimizacdo da perda de informag¢do ao juntar dois grupos e, em
geral, essa perda € considerada como um aumento na soma de quadrados dos erros (ESS). Para
um dado grupo k, ESS, representa a soma dos quadrados dos desvios de cada observagdo em
relagdo a média do grupo e, para uma determinada quantidade de grupos K, £SS é definido

como a soma dos £SSi, k=1,--- | K, conforme Equacgdo (2.32):

K
ESS = Z ESS, . (2.32)

k=1

Assim, a cada etapa da andlise, é considerada a juncdo de todos os possiveis pares de grupos
e aqueles cuja unido resultar em um menor aumento da ESS serdo agrupados. Inicialmente,
por ser um algoritmo aglomerativo em que cada observagdo faz parte de um grupo, £.SS; = 0
e, consequentemente, /S'S = (. Porém, ao final do processo, quando todas as N observacdes

estiverem em um tnico grupo, £'S'S serd dado por (Johnson e Wichern, 2007):

N
ESS =) =(x—%)(x; - %), (2.33)
j=1

em que x; € a medida multivariada associada a j-€sima observacdo e X € a média de todas as
observacoes.

Além disso, para realizar o agrupamento das observagdes, o método de Ward utiliza um cri-
tério de dissimilaridade que tem como base a distincia euclidiana entre dois centroides (Kauf-
man e Rousseeuw, 1990). A dissimilaridade entre dois grupos G; e GG; € dada pela raiz quadrada

da Equacdo (2.34) a seguir:

_ 1Gi[-1Gy

d (Gqu) |GZ‘+‘GJ|HMZ uJH .

(2.34)
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2.4.2 Métodos Nao Hierarquicos

Diferentemente dos métodos hierdrquicos apresentados anteriormente, os ndo hierarquicos
sdo voltados para agrupamento de observagdes e ndo sdo utilizados para agrupamento de varia-
veis. Eles também ndo precisam da construcao da matriz de distancias ou similaridades e, por
isso, podem ser aplicados em conjuntos de dados maiores do que no caso das técnicas hierar-
quicas. Para iniciar o agrupamento, as técnicas nao hierdrquicas consideram uma divisao inicial
das observagdes em grupos ou um conjunto inicial de “sementes” que formardo o nicleo dos
grupos (Johnson e Wichern, 2007).

Seguindo este principio, pode-se destacar o algoritmo K-means (MacQueen, 1967) e a or-
denac¢do do centréide mais proximo (Anderson, 1973 apud SAS Institute Inc. (2014)) como
métodos ndo hierdrquicos. Ambos possuem o mesmo objetivo e consistem em agrupar as ob-
servagdes nos grupos cujas médias sejam mais proximas aos valores observados. No método
de ordenacdo do centréide mais proximo, sao selecionadas certas “sementes” dos grupos para
representarem as médias de cada grupo e, em seguida, sdo comparados os valores de cada obser-
vacdo com essas médias. Aqueles valores que forem mais proximos de uma determinada média
serdo agrupados. O processo termina quando ndo hd mais mudancas nos grupos. A seguir, serd

detalhado o método K-means que é muito conhecido e utilizado.

K-means

Ele foi proposto por MacQueen (1967) e consiste, de forma geral, em agrupar as obser-
vagdes cujos valores sejam mais proximos ao centréide (média) do grupo. O algoritmo inicia
selecionando £ pontos aleatdrios, sendo cada um deles um grupo. Cada novo ponto tem seu
valor comparado a média do grupo e, caso o valor seja proximo, ele é agrupado e uma nova
média para o grupo € calculada a fim de contemplar a nova informac¢do que foi agregada.

O objetivo principal do algoritmo é minimizar a variancia dentro dos grupos, definida pela

soma dos quadrados das distancias entre cada observacdo e o centréide do grupo que pode ser
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visto, também, como minimizar a distancia euclidiana (Equacao (2.31)) ao quadrado (Johnson
e Wichern, 2007). Assim, deseja-se minimizar o resultado da Equacgdo (2.35) a seguir e, para
determinar o ponto de parada do algoritmo, é medida a diferenca entre a soma dos quadrados de
duas iteracdes consecutivas; caso essa diferenca seja menor do que um valor pré-estabelecido,

considera-se que nao hd mais mudangas relevantes na atribui¢ao das observacdes aos grupos.

k
E=Y "¢, => > |z —mll*, (2.35)

i=1 zeC;
em que /; € a média do i-ésimo grupo C;.

O K-means se destaca pela simplicidade conceitual, eficiéncia computacional e capacidade
de lidar com grandes conjuntos de dados (Johnson e Wichern, 2007). Além disso, autores
como Peng e Miiller (2008, apud Jolliffe e Cadima (2016)) e Chiou e Li (2007, apud Jolliffe e
Cadima (2016)) utilizam essa algoritmo juntamente com a FPCA para agrupamento de dados
funcionais. Por outro lado, essa técnica apresenta algumas limitacdes, como a sensibilidade na
escolha dos centrdides iniciais que pode levar a convergéncias em 6timos locais e a necessidade
de se especificar inicialmente o ndmero de grupos k, pois diferentes escolhas podem levar a

resultados muito distintos (Johnson e Wichern, 2007).

2.4.3 Métodos Baseados em Modelos Estatisticos

Meétodos hierdrquicos e nao hierdrquicos agrupam objetos por meio de semelhancas entre
eles, utilizando, por exemplo, a distancia euclidiana como parametro para esta uniao. Com isso,
podem ser considerados procedimentos intuitivos (Johnson e Wichern, 2007), porém surgem
algumas questdes decorrentes da auséncia de uma medida de probabilidade associada a eles.
Entre elas, pode-se destacar as perguntas apresentadas por Bouveyron et al. (2019), como qual
o grau de certeza incerteza associado ao agrupamento proposto e como tratar os valores atipicos
(outliers).

Nesse contexto, surgiu a alternativa de agrupamento baseado em modelos estatisticos. Esse
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método tem como principal forma de modelagem a mistura finita de distribui¢des e considera
que cada grupo é formado por uma distribuicdo de probabilidade (Bouveyron et al., 2019).
Logo, € possivel obter inferéncias associadas a modelagem, verificar o grau de incerteza do
agrupamento e obter critérios quantitativos para auxiliar na escolha do nimero de grupos por
meio, por exemplo, de medidas de comparacido de modelos, como o BIC. Dessa forma, é pos-
sivel avaliar, considerando o contexto de cada estudo, quando é mais apropriado utilizar um
modelo mais simples, porém com mais grupos, ou um modelo mais complexo com uma quan-
tidade menor de grupos.

A abordagem de modelos de misturas finitas considera que cada observagdo do conjunto
de dados - y; = (¥i1,..-, %), ¢ = 1,...,n - é um vetor em RY, em que d é o ndmero de
dimensdes (varidveis) presentes no estudo. Elas sdo formadas por meio de uma mistura finita
de distribuicdes de probabilidades, chamadas de componentes de mistura, sendo sua densidade

representada pela Equacdo (2.36) a seguir (Bouveyron et al., 2019):

K
pi) = > mifu(wil6h), (2.36)

k=1

em que:

* K é o nimero de componentes/grupos;

7 a probabilidade da observagao ter sido gerada pelo k-ésimo componente, com 75, > 0

e Zﬁil Te = 1;

0;. o vetor de parimetros;

f1(y;|0yx) é a densidade do k-ésimo componente, dado 6.

Assim, cada componente corresponde a um grupo latente na populacao, transformando o
problema de agrupamento em uma inferéncia sobre os parametros {7, 0;} e sobre a alocacdo

das observagdes aos componentes da mistura.
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Modelo de Misturas Finitas de Normais

No contexto de dados continuos, o modelo de misturas mais usual € o de misturas finitas de
normais multivariadas (Johnson e Wichern, 2007). Nesse caso, assume-se que o componente &
da mistura segue uma distribui¢do Ny(ps, X4) €, portanto, a densidade condicional fj,(y;|60%)
da Equacao (2.36) pode ser reescrita conforme Equacdo (2.37), parametrizada pelo vetor de

médias pt, € a matriz de covariancias 3, (Bouveyron et al., 2019):

=1 _]- —
outul B0 = (208 Fean{ - S| @0

A relacdo entre o modelo de misturas e o agrupamento pode ser apresentada por meio de va-
ridveis latentes z; = (2;1, . . ., 2; i) independentes e identicamente distribuidas, em que z; , = 1
se a observagdo ¢ pertence ao grupo k e z;; = 0 caso contrdrio. Dessa forma, assume-se que
z; segue uma distribuicdo multinomial de K categorias com probabilidades 7, ..., Tx € que
y; é gerada por ¢ (.|, Xp) se zix = 1. A partir disso, tem-se a probabilidade condicional
estimada, apresentada na Equacdo (2.38), de que a observacgdo ¢ pertence ao grupo k, quando a

verossimilhanca observada (Equacdo (2.39)) é maxima.

5, = o (Wil i, S
T Y Aan il Sn)

(2.38)

n K
oyl ) =TI 7 oewilir, Sn). (2.39)

i=1 k=1

Esse resultado pode ser utilizado para classificar as observagdes em grupos, atribuindo-as ao
grupo com maior Z; i, € para avaliar a incerteza de classificagdo, utilizando a Equagdo (2.40) a
seguir. Com isso, obtém-se uma forma de quantificar a incerteza associada a cada agrupamento
e o modelo apresenta uma maneira de identificar observagdes com classificagdo ambigua que

podem ser interpretadas como outliers ou pontos de fronteira entre grupos.
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Uncer; = 1 — max;—; g2 - (2.40)

Em um modelo de misturas finitas de normais multivariadas, utiliza-se o algoritmo EM
(Expectation-Maximization) para a estimagdo dos parametros por meio de estimadores de ma-
xima verossimilhanca. Ele € indicado para situagdes em que hd a presenca de varidveis latentes,
como no caso dos indicadores de grupo z; ;, que sdo considerados como dados que “comple-
tam” o conjunto de dados e tornam a log-verossimilhanca mais simples. Logo, tem-se que a

log-verossimilhanca dos dados completos ¢:

n K
lo(,B) =) 24 loglm, du (il i, ). (2.41)

i=1 k=1

O algoritmo EM alterna entre dois passos até a convergéncia, sendo o passo E de esperanca
(expectation) e o M de maximizag¢do. Em problemas de misturas finitas de normais, o passo
E calcula as probabilidades a posteriori de pertencimento das observagdes aos componentes
(Equacdo (2.38)), enquanto o passo M maximiza a log-verossimilhanca dos dados completos,
apresentada anteriormente, em termos de 7, e 6, considerando z;  fixo - valor obtido no passo
E. Além disso, € possivel obter estimativas de probabilidades e médias por meio de férmulas
fechadas utilizando os resultados do passo E. Assim, tem-se que, na iteracdo s, o passo E do
algoritmo para o caso de misturas finitas de normais multivariadas é dado pela Equacdo (2.42):

~(s—1) Ja(s—1) 2(371)

K ~(s—1 ~(s—1 s—1
ST fu(gapls ) )

e as estimativas do passo M sdo obtidas por meio da Equacao (2.43):

T = ey
M

. (s—1) Son ss=1), n
NOBRL A (s) =1~k Yi . (s-1) ~(s—1)
- e T Z za . (2.43)
=1

As etapas E e M sdo repetidas até que um critério de convergéncia seja satisfeito, como a

estabilizacao da log-verossimilhanca ou a variagdo relativa dos parametros abaixo de um limiar
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predefinido. O algoritmo EM ndo assegura a convergéncia para o mdximo global, tornando
a escolha de valores iniciais um aspecto relevante do procedimento de estimacdo (Bouveyron
et al., 2019).

O processo de estimagdo do modelo de misturas finitas de normais multivariadas pode pas-
sar por certas dificuldades, como problemas na precisao e dificuldade de interpretagcao dos re-
sultados, devido a quantidade de pardmetros, obtida por meio do resultado (K — 1) + Kd +
Kld(d + 1)/2] (Bouveyron et al., 2019). Com o intuito de corrigir esse problema, utiliza-se
a parametriza¢do da matriz de covariancias Y, por meio da decomposicao espectral, também
conhecida como decomposi¢cdo geométrica ou VSO (Volume-Shape-Orientation), apresentada

a seguir (Equacdo (2.44)):

¥ = MDDy ALD]. (2.44)

Cada elemento da decomposi¢do da Equacdo (2.44) representa um aspecto geométrico da
matriz de covariancias, sendo Ay o volume, A; uma matriz diagonal que controla a forma e
D, a matriz de autovetores que determina a orientagdo do grupo. Esses elementos possuem
restricdes que levam a duas opc¢des de modelos univariados e 14 multivariados, permitindo
explorar a geometria dos grupos ao equilibrar capacidade de ajuste e complexidade do modelo.
Bouveyron et al. (2019) destacam as seguintes restricdes para cada componente geométrico de

Eki

e Para o volume (\;): tem-se a alternativa de igualdade (“E") quando os volumes dos

grupos sao considerados iguais ou varidvel (“V") caso ndo haja essa limitacao.

 Para o formato (Ay): pode-se ter a restricdo de igualdade (“E") nos casos em que A, =
A parak = 1,..., K, varidvel (“V") se ndo forem restritos ou “I"se os grupos forem

considerados esféricos - nesse caso, considera-se que Ay = I, parak =1,..., K.

* Para a orientacdo (Dy): como no caso do formato, as orientacdes podem ser consideradas
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iguais (“E"), varidveis (“V") ou esféricas (“I"),noqual D, =I,k=1,..., K.

Por fim, assim como em outros casos de modelagem estatistica, a escolha do nimero de
componentes K e da parametrizacdo de 3, para agrupamento das observacdes também sao
tratadas como um problema de selecdo de modelos e podem utilizar critérios para avaliagcdo e
comparacao. Os autores Bouveyron et al. (2019) destacam o Critério de Informacgao Bayesiano
(BIC) e o Integrated Completed Likelihood (ICL) como métricas apropriadas para este contexto.
O BIC de um modelo M, apresentado na Equag@o (2.45), € mais apropriado para os casos em
que se deseja estimar o nimero de componentes do modelo de mistura, em vez do nimero de
grupos existentes no conjunto de dados. Por outro lado, utiliza-se o ICL, da Equacdo (2.46),
para casos em que o objetivo do estudo € o agrupamento em si, tendo um melhor desempenho
na escolha do nimero de grupos, sem ter como objetivo encontrar o melhor modelo de mistura

que se ajuste aos dados.

BICy, =2-log p(D]éMj, Mj) — vag;log(n), (2.45)

com p(D|0y., M;) sendo a verossimilhanga do modelo e v, representando o niimero de para-
VR J

metros independentes a serem estimados.

ICL =2-log p(y, z*|éMj, Mj) — vag;log(n), (2.46)

no qual z* € a estimag@o do maximo a posteriori (MAP) do agrupamento z que satisfaz: 2, =1
se Z;, = arg max,, Z;, € z:‘k = () caso contrario.

Como o objetivo principal do uso do ICL € obter o niimero de grupos presentes no conjunto
de dados, ele é mais indicado em casos em que os grupos estdo bem definidos e tende a escolher
quantidade de grupos iguais ou menores que o BIC. Isso ocorre devido ao termo de entropia
esperada da classificacdo (Equagdo (2.48)) presente no cdlculo desta métrica que penaliza o

BIC e estd associado a incerteza da classificacao (Equagdo 2.47). A entropia € mais elevada
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1

quando existe uma maior incerteza da classificacdo das observacdes nos grupos e z; j, =

K’
Vk, e € menor quando Z; , € igual a O ou 1.
ICL = BIC — E(M;), (2.47)
em que:
n B
E(M;) ==Y Zixlog(2is) (2.48)
i=1 k=1

2.5 Trabalhos Correlatos

As técnicas apresentadas anteriormente podem ser utilizadas em diversas dreas de aplica-
¢do. A Anidlise de Componentes Principais Funcionais € utilizada em conjunto com a anélise
de agrupamento no trabalho de Lin et al. (2015), abordando uma extensao para a FPCA bidi-
mensional e um método de agrupamento com base na selecdo aleatdria de caracteristicas para
o algoritmo k-means. Esse artigo foi aplicado dentro do contexto de imagens médicas para di-
agnostico de cancer e busca utilizar essas técnicas como um apoio ao diagnostico médico para
identificacdo de padrdes nos tumores, subtipos de doenca e de possiveis respostas diferentes a
um tratamento.

Outro artigo que utiliza a abordagem de componentes principais, porém com a extensao
FPCA multinivel, é de Zablocki et al. (2024). Neste estudo, a FPCA multinivel € aplicada ao
contexto de avaliacdo do comportamento sedentdrio, identificado como um fator de risco para
diversas doengas cronicas, de mulheres apds periodo de menopausa. Foram obtidas compo-
nentes que indicavam padrdes de flutuagdo no movimento ao sentar (forma como pessoas se
movem enquanto estdo sentadas) e variagdo no movimento durante diferentes duracdes de epi-
sédios de sentar (menos de 30 minutos sentado, entre 30 e 39 minutos e acima de 39 minutos).
Dessa forma, o estudo mostrou que esses padroes estdo associados a satide cardiovascular das

mulheres em analise e observou o sedentarismo como fator de risco cardiovascular.

38



§2.5. Trabalhos Correlatos

O método de Ward, juntamente com outras técnicas de agrupamento hierdrquicas, foi ex-
plorado por Hidayatullah e Sofro (2024) no contexto de gestdo de residuos na Indonésia. Neste
trabalho, os autores exploram que politicas unicas de gestao de residuos nao sdo eficientes e que
perfis especificos de residuos podem orientar interven¢des mais direcionadas. Para isso, foram
utilizados os métodos hierdrquicos de ligacdo simples, completa e média, e o método de Ward
com varidveis que indicam o volume de residuos de cada tipo, sendo de domicilios, escritérios,
mercados, comércio, instalagdes publicas, dreas regionais e outras fontes. O artigo mostrou, ao
final, que o método de Ward foi o mais adequado e gerou 14 grupos que permitiram a identifi-
cacdo de perfis de residuos em cada regido da Indonésia, colaborando para a hipétese inicial de
que politicas Unicas sdo ineficientes.

Com o objetivo de comparar o resultado de duas abordagens de pré-processamento para
agrupamento de séries temporais, o artigo de Lee, Lin e Stolz (2024) explora o método K-
means juntamente com a técnica NP-Free e de normalizacdo Z (do inglés, Z-Normalization). Os
autores destacam que o K-means é amplamente utilizado devido a simplicidade, porém requer
pré-processamentos para transformar escalas dos dados de maneira que se tornem semelhantes.
O artigo mostra que as duas abordagens possuem resultados diferentes, sendo a primeira mais
demorada, mas preserva as nuances especificas de cada série, trazendo uma melhor precisdo na
separacdo dos grupos, enquanto a segunda € mais rapida computacionalmente, porém une séries
temporais que sdo semelhantes superficialmente.

O artigo de Tang, Tian e Wu (2022) apresenta diferentes métodos de agrupamento aplicados
ao setor financeiro. Foram abordadas as técnicas de K -means, minimum spanning tree € agru-
pamentos hierdrquicos, dentro do contexto de andlise de crédito, mercado de agdes, estratégias
de negociacdo e selecdo de portfélio. O artigo destaca, por exemplo, que o agrupamento auxilia
na selecao de varidveis para previsao de inadimpléncia e na tomada de decisdo de crédito, ao ser
aplicado em um cenério de andlise de crédito. J4 no contexto das estratégias de negociagdo, sao
formados grupos de padrdes de precos e volumes que podem revelar ineficiéncias de mercado

e identificar estratégias de negociacdo mais eficazes.
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Em relacdo a aplicagdo relacionada a sele¢do de portfélio, pode-se destacar o trabalho de
Duarte e Castro (2020) que propde uma maneira de criar grupos de ativos por meio da técnica de
k-medoids. O objetivo é segmentar os ativos, especificamente acdes da Bolsa de Valores Brasi-
leira (B3), em grupos de ativos correlacionados e, em seguida, alocar recursos para cada grupo.
Dessa forma, o artigo mostra que técnicas de agrupamento podem contribuir na diversificagao
e gestdo de risco por agrupar ativos com padrdes de comportamento semelhantes.

Outro artigo que pode ser citado em relacdo ao tema de andlise de portfélio € o de Burca et
al. (2021). Ele propde uma abordagem alternativa ao modelo cldssico de Markowitz (1952) por
meio do uso de técnicas de mineracdo de dados. O foco do artigo estd no mercado de capitais
romeno e sdo utilizadas técnicas de Andlise de Componentes Principais nos retornos semanais
e betas para reduzir a colinearidade entre as acdes da bolsa e técnicas de agrupamento para
selecdo de ativos. O resultado final mostra que a metodologia proposta melhora tanto o retorno
quanto o perfil de risco do portfélio final comparado aos métodos tradicionais.

Na busca da literatura a respeito de fundos de pensdo, ndo foram encontrados estudos que
abordam diretamente o tema de formacgao de classes de ativos financeiros por meio de técnicas
multivariadas. Porém, algumas referéncias auxiliam no entendimento de negdcio ao mostrar
como fundos de pensdo, em diversos paises, distribuem recursos entre classes, como o docu-
mento de OECD (2025). Além disso, o relatério de PwC e AMAFORE (2016) apresenta as
melhores préticas de investimento em fundos de pensdo, incluindo a divisdo entre classes e

critérios de diversificacdo e gestdo de risco.
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Capitulo 3

Estudo de Caso

Esse estudo € voltado para o contexto de entidades fechadas de previdéncia complementar
(EFPC), como introduzido no Capitulo 1, que atuam como gestoras financeiras de planos de
beneficios. Como gestoras, as EFPC buscam diversificar o portfélio dos planos, equilibrando
niveis de risco e retorno e investindo em diferentes segmentos de aplicacdo. Este trabalho se
restringiu a trés segmentos em que as EFPC tém investimentos, em geral - renda fixa, renda

varidvel e segmento imobilidrio.

Dessa forma, o presente capitulo tem como objetivo mostrar as caracteristicas do estudo
de caso realizado nesta dissertacdo, relatando o entendimento do negécio, preparacdo dos da-
dos e método proposto, conforme a metodologia CRISP-DM (Chapman et al., 1999). Foram
utilizados dados referentes aos retornos de ativos financeiros do mercado brasileiro a partir de
2022. O objetivo do estudo foi realizar, utilizando o software R, o agrupamento dos ativos por
meio de técnicas como método de Ward, K -means e misturas finitas de normais, apds ajuste

das varidveis pelas componentes principais funcionais.
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3.1 Entendimento do Negdcio

O mercado financeiro brasileiro € formado por diversos ativos que podem ser identificados
por meio de segmentos de aplicagdo, como renda fixa, renda varidvel e imobilidrio. Cada um
desses segmentos tem caracteristicas particulares quanto ao nivel de risco de mercado e tipo de
aplicagdo que os compdem. Em geral, dentro do contexto das EFPC, cada segmento pode ser

composto pelos seguintes ativos (Conselho Monetdrio Nacional, 2025):

* Renda fixa: titulos de divida publica, cotas de classes de ETF de renda fixa, ativos finan-
ceiros de renda fixa de emissdo com obrigacao ou coobrigacdo de institui¢cdes financeiras
autorizadas a funcionar pelo Banco Central do Brasil, de emissao de sociedade por acdes
de capital aberto, obrigacdes de organismos multilaterais emitidas no Pais, debéntures
incentivada e de infraestrutura, cotas de classes de fundo de investimento em direitos
creditorios (FIDC), classes de investimento em cotas de FIDC, cédulas de crédito ban-
cério (CCB), certificados de céludas de crédito bancario (CCCB), cédulas de produto
rural (CPR), certificados de direitos creditérios do agronegécio (CDCA), certificados de

recebiveis do agronegocio (CRA) e warrant agropecudrio (WA).

* Renda varidvel: a¢des, certificados de depdsito de valores mobilidrios, cotas de fundos de
indice referenciados em agdes, Brazilian Depositary Receipts (BDR), certificados repre-

sentativos de ouro fisico.

¢ Imobiliario: cotas de fundos de investimento imobiliario (FII), certificados de recebiveis

imobiliarios (CRI) e cédulas de crédito imobilidrio (CCI).

Os ativos de renda fixa possuem uma particularidade: ndo estdo sempre presentes nas ne-
gociagdes do mercado, pois cada um pode ser inserido no mercado em determinado momento
e tem data de vencimento (momento em que o ativo ndo serd mais negociado). Dessa forma,
foram considerados indices ANBIMA que retratam o comportamento de cada tipo de ativo de

renda fixa para as andlises. Sdo eles (ANBIMA, s.d.):
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* IDA (Indice de Debéntures ANBIMA): reflete 0 comportamento dos ativos de uma car-
teira de divida privada, principalmente debéntures, que possuem séries com prazo supe-

rior a um més. Ele é composto pelos seguintes subindices:

— IDA-DI: composto por debéntures remuneradas pela variacdo da taxa DI.

— IDA-IPCA: composto por debéntures indexadas ao Indice Nacional de Precos ao

Consumidos Amplo (IPCA).

— IDA-IPCA Infraestrutura: além de ser composta por debéntures indexadas ao IPCA,
também sdo debéntures “incentivadas” que consistem nas que oferecem beneficios

fiscais aos investidores.

— IDA-IPCA ex-Infraestrutura: esse indice € formado pelas debéntures indexadas ao

IPCA que ndo possuem beneficios fiscais.

* IDA LIQ (indice de Debéntures ANBIMA Liquidez): indice semelhante ao IDA, porém

acrescenta critérios de liquidez.

* IDKA (Indice de Duracdo Constante ANBIMA): representa o desempenho de investimen-
tos em titulos publicos com prazos fixos, mantendo o mesmo periodo até o vencimento.

Ele se divide em:

— Prefixado: contém a informacdo sobre o desempenho da curva de juros nominais

dos titulos publicos prefixados, como as LTNs e NTN-F.

— IPCA: neste caso, a curva de juros serd atrelada aos titulos publicos indexados a
inflacdo, como as NTN-Bs e o Tesouro IPCA+. Ela € calculada de acordo com os

prazos de vencimentos: dois, trés, cinco, dez, quinze, vinte e trinta anos.

« IHFA (Indice de Hedge Funds ANBIMA): representa o desempenho ao longo do tempo

dos fundos multimercado com gestao ativa.
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 IMA (indice de Mercado ANBIMA): apresenta o desempenho da carteira de titulos pu-
blicos ao longo do temo e serve como referéncia para investimentos de renda fixa. Como

existe uma variedade de titulos, o IMA € dividido nos seguintes subindices:

— IDA-Geral: composto por todos os titulos da divida publica.

— IDA-Geral ex-C: composto pela maioria dos titulos da divida publica. Sao excluidos
apenas os papéis indexados ao IGP-M, como as NTN-Cs e o Tesouro IGPM+ com

juros semestrais.

— IRF-M: composto por titulos publicos prefixados - LTN e NTF com juros semestrais.
Ele pode ser subdividido nos indices IRF-M 1, IRF-M 1+ que variam a composi¢ao
pelo prazo de vencimento, sendo até um ano ou acima de um ano, respectivamente,

e IRF-M P2 que foi criado para contemplar os ETFs.

— IMA-B: composto por titulos piblicos indexados ao IPCA com juros semestrais que
sdo as NTN-Bs. Assim como o IRF-M, possui uma divisdao de acordo com o prazo
de vencimento por meio dos indices IMA-B 5, IMA-B 5+ que sdo os titulos com
vencimento de até cinco anos e igual ou superior a cinco anos, respectivamente, e

IMA-B 5 P2 para incluir os ETFs.

— IMA-S: composto por titulos pds-fixados vinculados a taxa bésica de juros (Selic),

especificamente as LFTs.

3.2 Preparacio dos Dados

Os dados foram coletados por meio da plataforma da Economética no dia 25/08/2025, con-
siderando os retornos didrios de cada ativo financeiro até o dia 22/08/2025. Como mencionado
na se¢do 3.1, os ativos de renda fixa foram representados por indices ANBIMA, sendo conside-
rados os seguintes indices: IDA-DI, IDA-IPCA, IDA LIQ DI, IDA LIQ IPCA, IDA LIQ IPCA
INF, IDKA IPCA 2A, IDKA IPCA 3A, IDkKA IPCA 5A, IDKA IPCA 10A, IDKA IPCA 15A,
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IDkA TPCA 20A, IDkKA IPCA 30A, IDKA PRE 1A, IDkA PRE 2A, IDkA PRE 3A, IDkA PRE
3M, IDKA PRE 5A, IHFA, IRF-M 1, IRF M 1+, IMA-B 5, IMA-B 5+, IMA-S. Para o caso
da renda varidvel e mercado imobilidrio, foram utilizados os ativos financeiros que compdem
indices da Bolsa de Valores do Brasil (B3), especificamente IBOV (Indice Bovespa) e IFIX
(Indice de Fundos de Investimentos Imobilidrios), selecionando todos os ativos disponiveis na
plataforma, com base nas informagdes de B3 S.A. — Brasil (s.d.) referentes a composi¢cao dos

indices no segundo quadrimestre de 2025.

Tabela 3.1: Quantidade de ativos financeiros por segmento obtidos da coleta da plataforma
Economatica

Segmento Qtde. de ativos
Fundos Imobilidrios 111
Renda Fixa 23
Renda Variavel 82
Total 216

A Tabela 3.1 acima apresenta a separacao dos ativos obtidos por meio da coleta dos dados
utilizando a plataforma da Economdtica. Apesar de ter uma grande quantidade de fundos imo-
bilidrios e agdes a mercado, foi observado que muitos desses ativos ndo possui um histérico
longo de retornos - muitos deles ndo apresentavam informacdo entre 2018 e marco de 2022.
Por essa razao, foram excluidos das andlises todos os ativos financeiros sem essas informacoes,
garantindo, assim, que os restantes para as andlises tivessem informagdes mais completas den-
tro do periodo a ser analisado. Dessa forma, restaram apenas 33 fundos imobilidrios e 71 acdes
a mercado.

Optou-se por realizar as analises a partir do primeiro dia util do ano de 2022 (03/01/2022),
priorizando os anos que sucederam a pandemia da COVID-19. Esse recorte tem como objetivo
concentrar as andlises em um mercado mais homogéneo, evitando a mistura com o periodo pré-
pandémico e o choque inicial associado a COVID-19 que foi caracterizado por um aumento
da volatilidade e quebras estruturais nas séries de retornos (Zeng et al., 2024). No contexto do

mercado financeiro brasileiro, os autores Ashikawa e Margal (2025) mostram que a pandemia
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gerou um ambiente de elevada incerteza e mudangas na dindmica da inflagdo brasileira, exigindo
o uso de preditores robustos por conta da presenca dessas quebras estruturais e da dificuldade
de projecdo em um cendrio de choques intensos e persistentes. Além disso, Pereira e Arevalo
(2024) destacam que a COVID-19 esteve associada a quebras na série da taxa Selic e em precos
de acdes de empresas listadas no Ibovespa, indicando alteracdes relevantes na relagdo entre
politica monetéria e mercado aciondario no periodo de 2015 a 2022, o que reforca a interpretacao

de que o choque pandémico introduziu um novo regime no mercado financeiro brasileiro.

3.3 Método

O trabalho foi dividido em duas etapas principais: Andlise de Componentes Principais Fun-
cionais e Andlise de Agrupamento. Para realizar a FPCA, é recomendado que as séries a serem
analisadas ndo tenham valores ausentes para evitar que sejam gerados coeficientes sem infor-
macao e erros em decomposicao espectral. Assim, foi realizada uma interpolagdo linear com
limite de 10 dias de lacuna, a fim de garantir que as funcdes estejam definidas de forma continua
ao longo do dominio temporal em estudo (Ramsay e Silverman, 1997). Apds isso, € preciso que
as fungdes estejam centradas em suas respectivas médias funcionais. Portanto, foi aplicada a
Equacgdo (3.1) a cada observagdo dos dados que, neste momento, como visto na se¢do 2.3.1,

estdo apresentados de maneira discreta, em pontos especificos de 7.

2 (t) = 3i(t) — T(t) . 3.1)

Uma vez que as observacOes foram centralizadas em suas respectivas médias, foi definida
qual técnica de suavizacdo utilizar: bases de Fourier ou B-splines. Elas sdo aplicadas para cor-
rigir o formato “discreto” dos dados coletados, reconstruindo a estrutura das curvas de x(t),
e assumem que qualquer funcdo pode ser aproximada por uma combinag¢do linear de funcdes
base conhecidas, como apresentado na Equacgdo (2.17). A escolha da base depende das carac-

teristicas dos dados, sendo as bases de Fourier indicadas para func¢des periddicas e as B-splines
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para dados ndo periddicos.

Devido a natureza nao periddica dos retornos didrios de ativos financeiros analisados - carac-
teristica reconhecida na literatura de andlise funcional, optou-se pela escolha das bases B-splines
(Ramsay e Silverman, 1997). Essas séries podem ser influenciadas por choques econdmicos e
eventos imprevisiveis, ndo exibindo, consequentemente, padrdes ciclicos fixos que colaborem
para o uso de bases de Fourier, sendo as B-splines mais apropriadas para dados financeiros
por conta de seu controle local de suavizacao e eficiéncia computacional. Apds a suavizagao,
observou-se que dois ativos - CRFB3 e JBSS3 - estavam gerando coeficientes com valores au-

sentes e, portanto, foram retirados do estudo.

E importante destacar que, para aplicacdo da técnica de suavizagdo, as datas foram trans-
formadas em valores numéricos, sendo o primeiro dia da série igual a zero, e normalizadas.
Essa pratica é recomendada pelos autores Ramsay e Silverman (1997) pois garante que todas
as séries estejam no mesmo dominio temporal e permite que as técnicas de andlise funcional
e decomposi¢cdo em autovalores fiquem mais estdveis por se tratar de um dominio limitado.
Portanto, utilizou-se a normalizag¢do apresentada na Equacgdo (3.2).

T — min (T
Tempo normalizado = empo — min (Tempo)

. 3.2
max (Tempo) — min (Tempo) (3-2)

Com o ajuste dos dados para um formato de dados funcionais, definiu-se a fung¢do de co-
variancia, conforme Equagdo (2.24), e a Analise de Componentes Principais Funcionais pode
ser ajustada. Nesta etapa, foram calculados os autovalores funcionais que correspondem aos
coeficientes das componentes principais funcionais e os autovalores representam a variancia
explicada por cada componente. Além disso, calculou-se, para cada funcao observada, os sco-
res associados a cada componente que correspondem a quanto cada modo de varia¢do contribui

para a estrutura de cada fun¢do individual do conjunto.

Espera-se, por meio da FPCA, obter padrdoes dominantes de variacdo entre os ativos dos

conjuntos de dados que contribuam para a formacao de classes heterogéneas entre si. Assim,
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foi selecionada a quantidade de componentes principais que devem ser retidas no estudo pela
andlise da proporcao da variancia explicada e pelo grafico Scree Plot. Ao determinar o nud-
mero de componentes, segue-se para a interpretacao desses resultados a fim de identificar quais
caracteristicas foram destacadas por cada componente.

Como apresentado na secao 2.3, a interpretacao e visualizacao dos resultados pode ser feita
de algumas maneiras. Entre elas, ha a visualiza¢do das componentes como perturbagcdes da mé-
dia funcional que facilitam a compreensao de variagdo predominante nos dados. Ademais, outra
opc¢ao € a andlise dos scores que podem auxiliar na identificacdo de agrupamentos, tendéncias
e pontos discrepantes entre as funcdes observadas.

Logo, utilizando o resultado dos scores funcionais das observagdes, foi realizado o agrupa-
mento dos ativos financeiros em classes, por meio do uso das técnicas do método de Ward, o
algoritmo K-means e o modelo de misturas finitas de normais multivariadas. Esses métodos
foram comparados utilizando como critérios, por exemplo, a quantidade de classes resultantes,
quantos ativos financeiros foram agrupados em cada uma e a caracteristica de cada grupo.

Por fim, foi realizada uma andlise a respeito da formacgao de cada classe de ativos. Para
isso, verificou-se a composicao de cada classe, elencando seus principais ativos e quais foram
os segmentos contemplados por cada uma. Além disso, foram verificados quais padrdes de

variagdo cada classe possui a fim de sugerir uma nomenclatura para idenficagao de cada uma.
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Capitulo 4

Resultados

O presente capitulo apresenta os resultados obtidos por meio das andlises descritivas e mul-
tivariadas mencionadas anteriormente no Capitulo 2, aplicadas aos retornos didrios de ativos

financeiros.

4.1 Analise Descritiva

Conforme explicitado no Capitulo 3, foram considerados ativos dos segmentos renda fixa,
renda variavel e fundos imobilidrios, totalizando, respectivamente, em 23, 69 e 33 ativos de cada
segmento, como mostrado na Tabela 4.1 a seguir. Essa quantidade final de ativos é consequéncia

dos passos apresentados na se¢do 3.2.

Tabela 4.1: Quantidade de ativos financeiros utilizados no estudo por segmento

Segmento Qtde. de ativos
Fundos Imobiliarios 33
Renda Fixa 23
Renda Variavel 69
Total 125

Para exemplificar a variacao do retorno dos ativos em estudo, foram selecionados trés ativos

de cada segmento, considerando as acdes e os fundos imobilidrios com maior participagdo nos
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indices IBOV e IFIX, respectivamente, e, no caso dos indices de renda fixa, foram escolhidos
um de cada tipo, conforme apresentado na sec¢do 3.1. As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam 0s
retornos mensais entre 2022 e julho de 2025, em porcentagem, em torno de uma linha pontilhada

que representa o retorno nulo - igual a zero.

Observa-se, na Figura 4.1, que todas as séries apresentam elevada volatilidade, com meses
de ganhos expressivos (acima de 30% em alguns pontos, no caso de PETR3 e VALE3, e acima
de 20% no caso de ITUB4) alternados com quedas acentuadas (abaixo de -20%). Esse é um
comportamento esperado de ativos de renda varidvel que sdo marcados pela alta variagdo do
retorno ao longo do tempo. Pode-se destacar, ao avaliar o gréfico, que as acdes PETR3 e VALE3
tendem a registrar variacdes extremas mais frequentes, indicando maior risco, enquanto ITUB4
exibe oscilagdes relativamente mais moderadas, quando comparada com as demais agdes, ainda
que também sujeita a meses negativos relevantes. Dessa forma, a auséncia de um padrdo claro
de tendéncia comum indica que, embora haja momentos em que as trés acdes se movimentam
na mesma direc¢do, a correlacio entre elas ndo € perfeita, sugerindo beneficios potenciais de

diversificacdo ao combind-las em uma carteira.

Ativo =e= |TUB4 =e= PETR3 VALE3

50

-30
2022 2023 2024 2025

Figura 4.1: Retorno mensal de trés ativos de renda varidvel de janeiro de 2022 a julho de 2025
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Ao avaliar os fundos imobilidrios (Figura 4.2), nota-se que as oscilacdes desses ativos sao
menores do que a observada nas acdes a mercado, apresentando, em geral, retornos entre -10%
e 10%. Os trés fundos exibem trajetdria relativamente estdvel, com alternancia de meses posi-
tivos e negativos, porém sem mudancgas bruscas ou tendéncias prolongadas de queda, o que é
coerente com a natureza mais defensiva dos FIIs de crédito (KNCR11, KNIP11) e dos fundos
imobilidrios de shoppings (XPMLI11), quando comparados a a¢des individuais. Além disso,
observa-se que a volatilidade dos FlIs € claramente menor, tanto em amplitude dos retornos
mensais quanto na frequéncia de grandes oscilagdes, sugerindo um perfil de risco mais mode-
rado e mais adequado para investidores que buscam suavizar a variabilidade da carteira ao longo

do tempo.

Ativo =e= KNCR11 =e= KNIP11 XPML11
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2022 2023 2024 2025
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Figura 4.2: Retorno mensal de trés fundos imobilidrios de janeiro de 2022 a julho de 2025

Por fim, a Figura 4.3 apresenta o comportamento de trés indices de renda fixa. Diferente-
mente dos graficos anteriores, as oscilacdes sdo extremamente baixas, com a maioria dos pontos
concentrados em um intervalo de -2% a 2%, aproximadamente, refletindo a baixa volatilidade
inerente aos ativos de renda fixa indexados a inflacdo e taxa de juros. Os fundos seguem traje-

térias proximas, especialmente em 2023 e 2024, quando todos registram retornos positivos, o
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que indica alta correlacdo entre eles, provavelmente impulsionada por fatores macroecondmi-
cos comuns como Selic e IPCA. Ademais, os indices de renda fixa exibem volatilidade inferior
as acdes (que apresentaram picos de -30% e 50%) e aos FllIs (até 15%), posicionando-se como

o grupo mais estdvel, ideal para preservagdo de capital em periodos de incerteza.

Ativo =e= IDAIPCA =e= |HFA IRF-M 1+
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Figura 4.3: Retorno mensal de trés indices de renda fixa de janeiro de 2022 a julho de 2025

4.2 Analise de Componentes Principais Funcionais

Como exposto no Capitulo 3, a FPCA foi ajustada ap6s o ajuste dos dados para um formato
funcional e a definicdo da func@o de covariancia. Para avaliar a quantidade de componentes
apropriadas para seguir com as proximas etapas do estudo, foi utilizado o grafico Scree Plot (Fi-
gura 4.4), que retrata a variancia (autovalor) e o nimero da respectiva componente, juntamente
com a propor¢ao da variancia total explicada (Tabela 4.2). Por meio do gréfico apresentado a
seguir, nota-se que a indicacdo € de que o uso de duas componentes € suficiente para resumir a
variabilidade presente nos dados.

Além disso, observando a Tabela 4.2, nota-se que a propor¢ao da variancia de cada com-

ponente também indica que o uso de duas componentes € apropriado. As duas primeiras com-
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0.40%

0.30%

0.20%

Autovalor

0.10%

0.00%

Componente

Figura 4.4: Scree Plot para sele¢cdo do nimero de componentes da FPCA

ponentes apresentaram, respectivamente, uma propor¢ao da variancia igual a 56% e 36,69%,
enquanto a terceira ja apresenta uma grande queda para apenas 4,22%. Com isso, resulta-se que
o valor da variincia total acumulada, para duas componentes, € de 92,69%, aproximadamente,
o que mostra que mais de 90% da variabilidade dos dados pode ser explicada apenas pelas duas
primeiras componentes. Isso traz vantagens para a visualizacdo das observacdes em grupos,

posteriormente, uma vez que € possivel representa-las em duas dimensoes.

Tabela 4.2: Proporc¢ao da variancia total e variancia total acumulada por nimero de componente

principal
Componente Proporcao da Variancia Total Variancia Acumulada
1 56,00% 56,00%
2 36,69% 92,69%
3 4,22% 96,91%
4 1,58% 98,49%
5 0,98% 99,47%
6 0,24% 99,72%

As duas primeiras componentes principais funcionais, também chamadas de harmonicas

funcionais, sintetizam os principais padrdes de variacdo presentes nas séries dos ativos finan-
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ceiros analisados. De forma geral, a primeira harmonica captura a variacdo média global dos
retornos ao longo do tempo, enquanto a segunda descreve padrdes de variacdo opostos em
diferentes instantes, evidenciando mudangas de comportamento em periodos especificos da tra-
jetdria temporal.

O grafico apresentado na Figura 4.5 mostra as tendéncias extraidas por cada harmonica e
mostra que a PC1 possui um padrao geral de “queda”, capturando a tendéncia de longo prazo
dos retornos dos ativos. Ativos financeiros com scores positivos para esta harmonica tendem a
apresentar retornos mais altos no inicio da série e mais baixos ao final. Em relacdo a segunda
harmonica, o formato de pardbola representa o comportamento de ativos que possuem desem-
penho diferenciado no meio da série em relagdo as extremidades do periodo, indicando que esta
componente pode capturar movimentos temporarios de valorizagdao ou desvalorizacdo conjunta
de ativos. Logo, ativos com score positivo nesta componente t€m retornos com comportamento

mais favordvel no meio do periodo.

PC1 PC2

Amplitude

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00  0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Tempo normalizado

Figura 4.5: Duas primeiras harmodnicas resultantes da FPCA

Além disso, conforme recomendado por Ramsay e Silverman (1997), pode-se utilizar a vi-

sualizacdo das componentes como perturbacdes da média funcional, contribuindo para a iden-
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tificacdo dos padrdes de variacdo associados a cada componente ao refletir como cada uma
altera a forma média das fun¢des. Assim como a Figura 4.5, os graficos da Figura 4.6 também
apresentam a tendéncia linear decrescente da PC1 e o formato de pardbola da PC2. Isso € evi-
denciado pelas linhas tracejadas vermelhas que representam a perturbag@o positiva (conforme
Equacido (2.29)) de cada componente, enquanto a azul retrata a perturbacido negativa, com o
comportamento oposto ao apresentado pelas harmonicas.

— Média - - Perturbagdo negativa - - Perturbagéo positiva — Média - - Perturbagdo negativa - - Perturbag&o positiva

04 04

0.2

Retorno centralizado
o
°

Retorno centralizado

)
o

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Tempo normalizado Tempo normalizado

Figura 4.6: Curvas de retorno médio centrados em zero e os efeitos das perturbagcdes das duas
primeiras componentes principais funcionais (PC1 e PC2, respectivamente)

As Figuras 4.7, 4.8 e 4.9 mostram a reconstru¢do em bases B-splines, por meio de duas
componentes, da curva dos retornos centralizados em zero do indice de renda fixa IRF-M 1+,
da acdo da Petrobras (PETR3) e do fundo imobilidrio de shopping XPML11. Por meio desses
gréficos, € possivel notar que a suavizacao extraiu o comportamento geral de variagao ao longo
do tempo, retirando a flutuagdo didria que sugere a presenca de ruidos na série. Assim, as duas
primeiras componentes funcionais capturaram a dindmica média e padrdes gerais de variagdao
do indice no periodo analisado.

Dessa forma, pode-se avaliar a dispersao dos scores dos ativos financeiros nas componentes
funcionais a fim de identificar possiveis agrupamentos ou tendéncias especificas ao longo do
dominio 7. Por meio da Figura 4.10, € possivel observar que ativos de um mesmo segmento
estdo, em geral, mais préximos, principalmente os fundos imobilidrios e os indices de renda

fixa. Ativos de renda varidvel estdo mais dispersos do que os dos demais segmentos e apresen-
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Figura 4.7: Representacdo original e reconstruida pela FPCA dos retornos didrios do indice
IRF-M 1+
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Figura 4.8: Representagdo original e reconstruida pela FPCA dos retornos didrios da agdo da
Petrobras (PETR?3)

tam comportamentos mais acentuados - scores em cada componente mais elevados do que os
demais. Nota-se, portanto, que o grafico ndo expressa uma divisao clara sobre o agrupamento
desses ativos, mas traz a indicacio de que podem haver interse¢des entre os segmentos, devido a
proximidade dos fundos imobilidrios e os indices de renda fixa e a um ativo de fundo imobilidrio
que estd proximo a outros ativos de renda varidvel.

Vale destacar também que ha um ativo que pode ser um indicativo de outlier por ser o inico
com score positivo e acima de 0,2 em ambas as componentes. Esse ativo possui uma tendén-

cia decrescente, conforme indicado pela primeira harmonica, porém apresenta o desempenho
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Figura 4.9: Representacdo original e reconstruida pela FPCA dos retornos didrios do fundo
imobilidrio de shopping XPML11

diferenciado no meio da série, como expressa o padrdo da segunda componente (Figura 4.5).
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Figura 4.10: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais

4.3 Agrupamentos

Com a obteng¢do dos scores de cada ativo nas componentes principais, foram feitos os agru-

pamentos utilizando o método de Ward, K-means e misturas finitas de normais.
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4.3.1 Método de Ward

O método de Ward foi utilizado, inicialmente, como uma forma de visualizar cada etapa do
agrupamento, uma vez que € possivel representd-lo por meio de um dendrograma. A Figura4.11
mostra a separagdo sugerida pelo método e, utilizando o corte da distancia igual a 0, 4, nota-se
que foram formados trés grupos: o primeiro (da esquerda para a direita) ¢ menor e é formado
apenas por ativos de renda varidvel, o segundo € o maior deles e une ativos dos trés diferentes
segmentos, € o terceiro € composto majoritariamente por ativos de renda varidvel, porém com

um fundo imobilidrio correspondente ao ativo HTMX11 (fundo imobilidrio de hotel).

® Fundos Imebilidrios *  Renda Fixa Renda Variavel

Disténcia

Figura 4.11: Dendrograma do agrupamento de ativos financeiros por meio do método de Ward

Com auxilio da Tabela 4.3 a seguir, € possivel observar a quantidade de ativos em cada
grupo e a divisdo por segmento. O primeiro grupo, formado apenas por renda varidvel, con-
templa 9 ativos que sdo voltados para o setor financeiro/seguros, alimentos de proteina animal,
industria/aeroespacial, educagdo, turismo, construcao civil e tecnologia. Além disso, também ¢é
observado um outro grupo - denominado como “Grupo 3” - que t€m, além do fundo imobilidrio
de hotel, maioria de renda varidvel, porém voltadas para os setores de energia/combustiveis,
inddstria de bens de capital, siderurgia, logistica/transporte, financeiro, varejo, constru¢ao/i-

mobilidrio e aviagdo. Vale destacar também que o grupo 2 € o mais diverso dos trés, sendo
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composto por 95 ativos, sendo 32 fundos imobilidrios, 23 de renda fixa e 40 de renda varidvel.

Tabela 4.3: Quantidade de ativos por grupo e por segmento apds agrupamento por meio do
método de Ward

Segmento Grupol Grupo2 Grupo3 Total
Fundos Imobilidrios - 32 1 33
Renda Fixa - 23 - 23
Renda Varidvel 9 40 20 69
Total 9 95 21 125

O gréfico da Figura 4.12 apresenta da divisao dos grupos por meio da dispersao dos scores
dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcionais. Nota-se que o
grupo 1 € composto por ativos que possuem valores negativos maiores, em moédulo, do que
—0, 1 na primeira componente, expressando que possuem comportamento diferente do expresso
por meio da primeira harmonica, ilustrada na Figura 4.5. Ja o grupo 3 € formado por ativos
financeiros com score positivo na segunda componente principal, indicando que seu retorno

possui comportamento semelhante a uma pardbola no periodo analisado.

® Grupol # Grupo2 Grupo 3

.
BRFS3
ENMER3
o

.
IRBR2

PC2

PRIO3
.

. .
coais : BEErs

Figura 4.12: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcio-
nais divididos pelo método de Ward
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4.3.2 K-means

Semelhantemente ao agrupamento realizado pelo método de Ward, foi aplicado o método
K-means a fim de verificar se o resultado seria mais adequado do que o observado na secdo
anterior. A escolha do nimero de grupos foi feita com auxilio do dendograma (Figura 4.11)) e
com a avaliagdo do grafico a seguir (Figura 4.13) que ilustra a soma de quadrados ao considerar
cada quantidade de grupos. E apropriado escolher a quantidade de grupos em que se observa
uma quebra na diminui¢do do valor da soma de quadrados. Com isso, optou-se por utilizar trés

grupos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de clusters (k)

Figura 4.13: Gréfico de Elbow para sele¢dao do nimero de grupos com K-means

Observa-se que o algoritmo K-means apresentou resultado semelhante ao método de Ward,
com a diferenca de que o maior grupo teve trés acdes de renda varidvel a mais em relagdo ao
agrupamento da Tabela 4.3. Além diso, o Grupo 3 - que era composto por 20 a¢des - também
foi reduzido, passando para 14 acdes (Tabela 4.4) dos setores de energia/combustiveis, industri-
a/bens de capital, siderurgia, logistica/transporte, financeiro, varejo e aviagao, € permanecendo
com o fundo imobilidrio HTMX11. O Grupo 1 passou a ser composto por 12 acdes, sendo elas

dos setores de alimentos de proteina animal, educacdo, turismo, construcdo civil, indudstria/ae-
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roespacial, seguros, varejo, bens de capital/transporte e tecnologia.

Tabela 4.4: Quantidade de ativos por grupo e por segmento apds agrupamento por meio de
K-means

Segmento Grupol Grupo2 Grupo3 Total
Fundos Imobilidrios - 32 1 33
Renda Fixa - 23 - 23
Renda Varidvel 12 43 14 69
Total 12 98 15 125

A seguir, observa-se o grafico de dispersao dos scores dos ativos financeiros com a indicac¢ao
do respectivo grupo formado por meio do algoritmo K-means (Figura 4.14). Em relacdo ao
resultado obtido pelo método de Ward (Figura 4.12), destaca-se a presenca de trés ativos dos
setores de bens de capital, varejo e construcdo civil que passaram a integrar o Grupo 1, sendo
eles, respectivamente, POMO4, MGLU3 e DIRR3. Além disso, nota-se que o terceiro grupo
retirou trés agdes que estavam mais proximas ao restante do grande grupo 1 - VBBR3, STBP3 e

ALOS3 - sendo elas dos setores de energia, logistica/transporte e imobilidrio, respectivamente.
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Figura 4.14: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcio-
nais divididos pelo algoritmo K-means
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4.3.3 Modelo de Misturas Finitas de Normais

Diferentemente dos métodos anteriores, a escolha do nimero de grupos para o modelo de
misturas finitas € feita por meio de medidas de comparag¢do de modelos, como o BIC apresen-
tado na secdo 2.4.3. Logo, utilizando o BIC para a escolha do modelo, foi obtido o resultado
apresentado na Tabela 4.5 que mostra que o melhor modelo é o VEI - volume variado, forma

igual, orientacdo esférica - com trés grupos.

Tabela 4.5: Medidas de comparacdo de modelos resultante do modelo de misturas finitas VEI
ajustado para o agrupamento

Medida Valor
Log-verossimilhanga 451,55
BIC 845,15

ICL 802.38

A separacdo dos ativos financeiros em estudo por meio do método de misturas finitas de
normais apresentou um resultado diferente do que foi observado utilizando os métodos apresen-
tados anteriormente. Pode-se perceber, pela Tabela 4.6 a seguir, que este algoritmo distribuiu as
acoes (renda varidvel) em dois grupos, principalmente, e alocou os ativos de renda fixa em um
grupo separado de grande parte dos ativos de renda varidvel e fundos imobiliarios (FII). O pri-
meiro grupo estd semelhante ao que foi observado nos grupos 3 do método de Ward e algoritmo

K-means (Tabela 4.3 e 4.4), tendo um unico FII junto com agdes.

Tabela 4.6: Quantidade de ativos por grupo e por segmento apds agrupamento por meio de
misturas finitas de normais

Segmento Grupol Grupo2 Grupo3 Total
Fundos Imobilidrios 1 24 8 33
Renda Fixa - 2 21 23
Renda Variavel 35 32 2 69
Total 36 58 31 125

Com auxilio do grafico apresentado na Figura 4.15, pode-se identificar quais sdo os ativos

presentes em cada grupo e verificar as caracteristicas de cada grupo formado. E possivel obser-
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var que o Grupo 1 é formado pelos ativos de renda varidvel que estdo mais distantes do centro
(valor zero para ambas as componentes), incluindo o FII de hotel HTMX11, como nos demais
agrupamentos nos quais ele também se mostrou semelhante as acdes. O Grupo 2, por sua vez,
¢é formado por diversos fundos imobilidrios e acdes e tem como destaque dois indices de renda
fixa: IDkA TPCA 30 anos que representa o desempenho de investimentos em titulos publicos,
com prazos fixos, indexados a inflagcdo, cujo prazo de vencimento € de 30 anos; e IHFA que
corresponde ao desempenho ao longo do tempo de fundos multimercado com gestao ativa. Por
fim, o Grupo 3 é composto por ativos com valores de scores muito proximos em ambas as com-
ponentes e majoritariamente formado por indices de renda fixa. Os oito fundos imobilidrios que
compdem o grupo sdo cinco FII de papel (investimentos voltados para titulos de divida ligados a
imoveis, como Certificado de Recebiveis Imobilidrios (CRI) e letras financeiras) e trés de tijolo
de logistica e shopping/varejo. Ja os dois ativos de renda varidvel consistem em acdes da bolsa

de valores brasileira (B3) e do Itad S.A (holding brasileira de investimentos).
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Figura 4.15: Scores dos ativos financeiros nas duas primeiras componentes principais funcio-
nais divididos pelo método de misturas finitas de normais
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Consideracoes Finais

Um dos principais desafios na gestdo de investimentos € a diversificacdo da carteira por
meio da alocacdo dos recursos em diferentes classes de ativos. No caso das EFPC, essa pratica
¢ importante para garantir que os recursos dos planos de beneficios estejam distribuidos de tal
forma que a expectativa de retorno seja alta para um baixo nivel de risco. Portanto, deve-se
buscar ativos que sejam, no minimo, pouco correlacionados entre si, podendo apresentar corre-
lagcdo nula ou negativa. Porém, essas instituicdes constroem as classes por meio de avaliagdes e
caracteristicas empiricas relacionadas ao negdécio, por vezes sem considerar que certas classes
podem estar altamente correlacionadas.

Neste contexto, foi proposto o uso de técnicas estatisticas multivariadas que fossem volta-
das para a construc¢do de grupos, capazes de extrair a correlagdo entre os ativos financeiros e
o comportamento de seus respectivos retornos ao longo dos anos. A Andlise de Componentes
Principais Funcionais, além de auxiliar na reducdo de dimensionalidade - como a técnica de
PCA cléssica, se mostrou eficiente para extrair a tendéncia dos retornos dos ativos financeiros
em estudo, sendo cada componente responsdvel por representar um tipo de comportamento.
Foi visto, neste estudo, que a primeira componente extraiu um padrio geral de “queda”, captu-
rando uma tendéncia decrescente em todo o periodo analisado, enquanto a segunda componente

extraiu um formato de parabola, representando retornos mais elevados no meio do periodo.
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Com os resultados obtidos pela FPCA, foram aplicadas trés técnicas de agrupamento - mé-
todo de Ward, K-means e Modelo de Misturas Finitas de Normais - a fim de extrair grupos e
verificar qual dos agrupamentos foi mais condizente com as caracteristicas dos ativos. Cada
um faz parte de um tipo de método de agrupamento, sendo, respectivamente, hierarquicos, nao
hierarquicos e baseados em modelos estatisticos, € podem ser utilizados em diferentes contex-
tos de acordo com o objetivo de cada estudo. Além disso, possuem suas proprias vantagens e
desvantagens que devem ser avaliadas dentro de cada estudo.

O método de Ward ¢é eficiente para estudos iniciais e exploratérios, devido a sua caracteris-
tica de hierarquia. Além disso, a visualizacdo dos resultados ocorre por meio de um dendro-
grama, o que permite inspecionar a estrutura dos grupos em vdrios niveis de corte, sem precisar
fixar o nimero de grupos anteriormente. Por outro lado, € um algoritmo pouco pratico para
grandes amostras, devido a complexidade computacional, € sensivel a escala das varidveis, pois
utiliza a distancia euclidiana para realizar os agrupamentos e tem melhor desempenho quando
os grupos sao aproximadamente esféricos e com tamanhos semelhantes.

O K-means, por sua vez, € mais adequado para grandes bases de dados, sendo um dos mé-
todos mais simples e conhecidos atualmente. Ele utiliza o critério de minimiza¢do da soma de
quadrados intra-grupo e produz, em geral, grupos relativamente compactos e sua interpretacao
¢ feita por meio dos centréides que correspondem as médias dos grupos. Apesar disso, possui a
desvantagem de ser um algoritmo sensivel a escolha inicial dos centréides, podendo convergir
para minimos locais, além de ser necessdrio escolher o nimero de grupos antes de realizar o
agrupamento, utilizando critérios como o grafico de elbow. Assim como o método de Ward,
também € mais adequado nos casos em que os grupos sdo esféricos e de tamanhos parecidos,
apresentando dificuldades, também, em casos em que os grupos se sobrepdem.

Diferentemente dos métodos mencionados acima, o Modelo de Misturas Finitas de Nor-
mais utiliza a distribuicdo dos dados como uma mistura de distribuicdes normais, permitindo
que cada grupo seja interpretado como um componente de um modelo estatistico com parame-

tros. Além disso, por ser um método com base probabilistica, é possivel mensurar a incerteza
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associada ao agrupamento obtido e possibilita o uso de métricas como BIC e ICL para a escolha
do modelo. Uma outra vantagem em relagdo aos demais métodos é que permite covariancias
gerais, capturando grupos com volume, forma e orientacdes distintos. Uma das principais des-
vantagens deste método € o uso do algoritmo EM para estimacdo da méxima verossimilhanca,
sendo sensivel a valores iniciais e podendo convergir para maximos locais.

Ao aplicar cada um desses métodos de agrupamento nos scores resultantes da FPCA, foram
obtidos trés diferentes resultados, sendo os obtidos pelo método de Ward e K-means semelhan-
tes. Estes algoritmos dividiram os grupos, em geral, pelo quadrante em que se encontravam
no grafico - pela distancia entre as posi¢des de cada ativo financeiro. Pode-se notar, pelos gra-
ficos das Figuras 4.12 e 4.14, que um grupo estd mais localizado no canto superior esquerdo
do grafico, outro no canto superior direito, com algumas excecdes, e o Gltimo mais ao centro.
O modelo de misturas finitas de normais, por sua vez, agrupou os ativos utilizando, de ma-
neira geral, os scores, em modulo, mais elevados em cada componente, sendo possivel ver que
os ativos mais distantes do centro foram colocados em um grupo e capturando a diferenca da
variabilidade dos ativos.

Por conseguinte, as técnicas aplicadas foram eficientes para alcangar o objetivo inicial de
separar os ativos em grupos e identificar caracteristicas dos grupos e dos retornos dos ativos
financeiros em estudo. Apesar da divergéncia encontrada entre as aplicacoes de cada método
de agrupamento, foi possivel notar que os algoritmos identificaram semelhancas entre alguns
ativos de diferentes segmentos, gerando grupos, por exemplo, mais voltados para investimentos
em renda fixa, mas que é composto, além de indices ANBIMA, por fundos imobilidrios que
investem em CRI e letras financeiras. Isso mostra que técnicas estatisticas multivariadas podem
auxiliar na gestdo de investimentos ao apresentar resultados que, por vezes, podem nio ser
considerados no momento da separacdo dos ativos em classes.

Como descrito anteriormente, os métodos aplicados apresentaram divergéncias nos resulta-
dos e a principal caracteristica associada a eles € a natureza dos dados que foram utilizados neste

estudo. Os retornos dos ativos financeiros foram centralizados, porém nao foram normalizados
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a fim de preservar a variabilidade de cada série que € uma caracteristica importante na separacao
de ativos em classes e que foi considerada, de forma eficiente, no modelo de misturas finitas de
normais. Porém, o método de Ward e o algoritmo K-means apresentaram resultados limitados,
uma vez que sdo voltados para separacdo pela diferenca de posicao e ndo conseguem capturar
diferentes variancias. Neste caso, para uma melhor eficiéncia dessas técnicas, recomenda-se
um estudo futuro utilizando o agrupamento dos retornos financeiros normalizados para que seja
retirada a influéncia da variancia da série dos ativos financeiros.

Sugere-se, além disso, que novos estudos sejam feitos utilizando ativos financeiros de outros
segmentos e comparando com outras técnicas de reducido de dimensionalidade e agrupamento
que sejam mais robustas computacionalmente, como o UMAP e o HDBSCAN. Em 2020, foi
revisado um artigo, publicado pela primeira vez em 2018, sobre o algoritmo UMAP (Mclnnes,
Healy e Melville, 2020) que consiste em uma técnica de redu¢do de dimensionalidade proje-
tada para preservar a estrutura local e global dos dados, além de ser util para visualizacdo e
pré-processamento de dados de alta dimensdo. Ele se destaca, em relacdo a outros métodos, por
sua velocidade e por conseguir lidar com grandes volumes de dados. O HDBSCAN (Mclnnes,
Healy, Astels et al., 2017) pode ser utilizado juntamente com o UMAP para realizar o agrupa-
mento dos ativos, uma vez que € um algoritmo eficiente para estudos em que ndo € conhecido o

nimero de grupos e em que pode haver presenca de ruidos ou outliers.
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