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Resumo

Estimadores obtidos pelo principio de substitui¢do (plug-in) sdo amplamente utilizados na men-
suracdo da desigualdade, porém seu comportamento em amostras finitas pode ser sensivelmente
afetado pela presenca de heterogeneidade populacional. Esta dissertacdo analisou o viés em
amostras finitas dos estimadores plug-in dos indices de Theil e de Atkinson, bem como da ra-
z3o da variancia pela média (VMR), sob a hipdtese de que a populagdo segue uma mistura finita
de distribui¢cdes gama com parametro de taxa comum. A partir do teorema de independéncia
propor¢do—soma de Mosimann e da relagdo estrutural entre as distribui¢des gama e Dirichlet,
foi possivel reescrever esses estimadores como funcdes de vetores Dirichlet e, com isso, deduzir
expressoes analiticas fechadas para seus valores esperados. Simulagdes de Monte Carlo e uma
aplicag@o empirica corroboraram os resultados tedricos, evidenciando que a heterogeneidade da
mistura induz viés sistematico, mesmo em tamanhos amostrais moderados. Os achados ressal-
tam a importancia de considerar explicitamente a estrutura de mistura para obter estimativas de
desigualdade mais precisas e inferéncias estatisticas mais robustas.

Palavras-chave: desigualdade; viés amostral; estimadores plug-in; misturas gama; estrutura

Dirichlet—-Gamma; Teorema de Mosimann; Theil e Atkinson; Monte Carlo.



Abstract

BIAS IN ESTIMATING THEIL, ATKINSON, AND DISPERSION INDICES FOR GAMMA
MIXTURE POPULATIONS

Plug-in estimators are widely used in the measurement of inequality, yet their finite-sample
behavior can be substantially affected by population heterogeneity. This dissertation examined
the finite-sample bias of plug-in estimators for the Theil and Atkinson indices, as well as for
the variance-to-mean ratio (VMR), under the assumption that the population follows a finite
mixture of gamma distributions with a common rate parameter. Based on Mosimann’s pro-
portion—sum independence theorem and on the structural relationship between the Gamma and
Dirichlet distributions, these estimators were rewritten as functions of Dirichlet random vec-
tors, which enabled the derivation of closed-form expressions for their expected values. Monte
Carlo simulations and an empirical application corroborated the theoretical results, showing
that mixture-induced heterogeneity generates systematic bias even in moderate sample sizes.
These findings highlight the importance of explicitly accounting for mixture structure in order
to obtain more accurate inequality estimates and more robust statistical inference.

Keywords: inequality; sampling bias; plug-in estimators; gamma mixtures; Dirichlet—-Gamma

structure; Mosimann’s Theorem; Theil and Atkinson; Monte Carlo.
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Capitulo 1

Introducao

A mensuracgao da desigualdade desempenha papel central nas ciéncias sociais aplicadas, e indi-
ces como os de Gini, Theil e Atkinson tornaram-se referéncias para quantificar a concentragao
de renda, consumo e riqueza. A constru¢do dessas medidas ndo € neutra, uma vez que cada
indice se baseia em escolhas conceituais sobre o que deve ser considerado desigualdade e so-
bre como as diferencas entre individuos devem ser ponderadas. Por isso, a literatura cléssica
concentrou-se na discussdo de seus fundamentos éticos e axiomaticos, enfatizando o contetido
normativo que sustenta sua formulagao (Sen, 1973; Atkinson et al., 1970). Uma apresentacdo
sistematica dessas bases pode ser encontrada em Chakravarty (2009). De forma paralela, o
debate passou gradualmente a incorporar aspectos inferenciais, com atencao crescente ao com-
portamento dos estimadores em amostras finitas e sob diferentes formas de heterogeneidade
populacional.

Dentre os indices que incorporam, de forma explicita, critérios normativos para a avaliacao
da desigualdade, destacam-se as contribui¢des de Theil e de Atkinson, uma vez que ambos in-
corporam principios normativos claros sobre aversdo a desigualdade e sensibilidade a diferentes
regides da distribui¢do (Bourguignon, 1979; Cowell, 2000). Além disso, eles também respei-
tam propriedades fundamentais, como a invaridncia a mudancas proporcionais e o principio de

transferéncias (Pigou-Dalton), o que os torna uteis para comparacdes entre grupos € para and-
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lises de bem-estar social (Shorrocks, 1980) (V. No entanto, suas estruturas conceituais nio sao
idénticas, enquanto os indices de Theil permitem uma decomposicao aditiva rigorosa entre e
dentro de grupos, o indice de Atkinson, embora também possibilite andlises de componentes,
baseia-se no rendimento equivalente igualmente distribuido e ndo admite a mesma forma exata

de decomposig¢do.

Apesar de apresentar propriedades desejdveis, esses indices apresentam, em sua formula-
cdo, razdes e transformagdes ndo lineares, o que dificulta uma andlise estatistica rigorosa em
amostras finitas. A maior parte da literatura assume populagdes homogéneas, modeladas por
distribui¢des continuas especificas (como a lognormal, a Pareto ou a Gama), de modo que o
impacto da heterogeneidade estrutural ou de modelos de mistura sobre o desempenho dos esti-
madores permanece relativamente pouco explorado.

Quando se adota a hipdtese de homogeneidade populacional, entre as distribui¢des conti-
nuas positivas empregadas na andlise de desigualdade, a Distribuicdo Gama destaca-se como
uma escolha particularmente conveniente. Sua forma funcional pertence a familia exponencial
e admite momentos em forma fechada, o que facilita o tratamento analitico de medidas basea-
das em razdes e transformacdes logaritmicas, como os indices de Theil e Atkinson. Além disso,
seus parametros de forma e de taxa conferem flexibilidade para representar diferentes graus
de dispersdo e assimetria, o que explica sua ampla aplicacdo empirica (Salem e Mount, 1974;

McDonald e Jensen, 1979; Bourguignon, 1979).

Entretanto, o modelo gama simples pressupde homogeneidade populacional, hipétese fre-
quentemente insustentdvel quando o fendmeno em estudo resulta da composi¢ao de subgrupos
com caracteristicas distintas. Nesses casos, a distribuicdo observada pode apresentar multimo-
dalidade ou caudas mais pesadas do que aquelas capturadas por uma tnica gama. Como des-

tacam Chotikapanich e Griffiths (2008), modelos de mistura de distribui¢des gama oferecem,

(M As propriedades mencionadas referem-se as caracteristicas especificas dos indices de Theil e Atkinson. Na
sequéncia, discuto critérios axiomdticos mais gerais, como monotonicidade, anonimato, invaridncia a mudancas
proporcionais e diferentes no¢des de decomponibilidade, que passaram a orientar a avaliacdo teérica de medidas
de desigualdade.
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nesse contexto, uma alternativa mais flexivel, preservando a interpretabilidade paramétrica e
acomodando heterogeneidade estrutural.

Esse aspecto € particularmente relevante no ambito inferencial. Mesmo sob a Distribui-
cdo Gama simples, estudos recentes demonstram que estimadores comumente empregados na
mensuragdo dos indices de desigualdade, em especial os de Gini, Theil e Atkinson, podem
apresentar viés nao desprezivel em amostras finitas (Deltas, 2003; Vila e Saulo, 2025b; Vila e
Saulo, 2025c; Shih, 2025). Se o viés ja emerge em populagdes homogéneas, sua magnitude
tende a aumentar diante de heterogeneidade estrutural, dada a natureza nao linear dessas medi-
das. Desse modo, estudar o comportamento dos estimadores sob modelos de mistura torna-se
uma necessidade metodoldgica, e ndo apenas uma extensao técnica.

A amplificacdo desse fendmeno em contextos de heterogeneidade tem sido amplamente
documentada. Diversos trabalhos mostram que, para varias medidas, a heterogeneidade popu-
lacional intensifica o viés em amostras finitas, efeito que depende do indice considerado e do
contraste entre componentes. Mesmo quando a Distribuicao de referéncia € Gama, misturas fi-
nitas introduzem distor¢des adicionais decorrentes da ndo linearidade estrutural dessas medidas.
Esse efeito ja foi caracterizado analiticamente para o coeficiente de Gini, com a demonstragao
de que o viés amostral cresce a medida que aumenta a divergéncia entre os componentes da
mistura, e com a proposicao de estimadores corrigidos que apresentam melhor desempenho em
simulacdes de Monte Carlo (Vila e Saulo, 2025a). Em conjunto, esses resultados reforcam que
ignorar a heterogeneidade populacional nao é apenas uma simplificacdo da modelagem, mas
um fator que compromete diretamente a validade inferencial. Ao mesmo tempo, indicam que a
andlise do viés sob modelos de mistura nao se limita ao caso do Gini, sugerindo a necessidade
de estender a investigacdo para outras medidas, como os indices de Theil e Atkinson.

Inspirado por esse avango, o presente trabalho insere-se nesse esforco recente de caracteri-
zacdo analitica do viés. Busca-se investigar o comportamento dos estimadores dos indices de
Theil, de Atkinson e do indice de dispersdao (VMR) em populacdes cuja distribuic@o € represen-

tada por uma mistura finita de distribui¢des gama com parametro de taxa comum.
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No ambito tedrico, empregam-se ferramentas probabilisticas baseadas no teorema da in-
dependéncia propor¢do-soma de Mosimann e nas propriedades da distribuicdo Dirichlet para
derivar expressoes fechadas para o valor esperado dos estimadores e, consequentemente, ava-
liar analiticamente o viés introduzido pela heterogeneidade estrutural da mistura.

Em seguida, realizam-se experimentos de simulagdo de Monte Carlo com o objetivo de
avaliar empiricamente a precisdo das dedugdes tedricas, variando o nimero de componentes
da mistura, o contraste entre seus parametros e o tamanho amostral. Essa andlise possibilita
comparar, de forma sistemdtica, o desempenho dos estimadores amostrais e de suas versoes
corrigidas em termos de viés e erro quadratico médio, tanto sob a Distribuicio Gama simples
quanto sob misturas finitas.

Por fim, desenvolve-se uma aplicacdo empirica com dados reais, na qual distribuicdes de
mistura sdo ajustadas a um conjunto de dados socioecondmicos (PIB per capita). Essa etapa
permite avaliar a aderéncia dos modelos propostos e a relevancia prética das corre¢des de viés,
complementando as andlises tedrica e de simulacdo. Os resultados obtidos evidenciam o poten-
cial de aplicacdo das correcdes derivadas e sua utilidade em contextos socioecondmicos reais.

Acredita-se que os resultados alcangados contribuam para um entendimento mais profundo
das limitagdes dos estimadores tradicionais de desigualdade e fornecam fundamentos teéricos
e empiricos para o desenvolvimento de metodologias estatisticas mais robustas frente a hetero-

geneidade populacional.




Capitulo 2

Origem e evolucao das medidas de

desigualdade

A preocupacdo com a desigualdade na distribui¢do de renda remonta as origens da estatistica
econdmica e social no final do século XIX e inicio do século XX. Embora discussdes sobre
justica distributiva sejam muito mais antigas, foi apenas com o desenvolvimento das ferramentas
estatisticas modernas que se tornou possivel quantificar a desigualdade de forma sistemdtica e
compardvel.

O primeiro avango significativo nessa dire¢ao ocorreu com o trabalho de Gini (1912), que in-
troduziu uma medida baseada na diferenca média absoluta entre todas as combinagdes de rendas
individuais. O coeficiente de Gini rapidamente se consolidou como a medida mais conhecida
e amplamente aplicada, em razdo de sua interpretacdo intuitiva, simplicidade computacional e
aplicabilidade empirica.

Ao longo das décadas seguintes, no entanto, diversas limitagdes do coeficiente de Gini fo-
ram sendo reconhecidas, especialmente no que diz respeito a decomposi¢do entre grupos e a
auséncia de fundamentacdo normativa explicita. Essas limitacdes motivaram o surgimento de
novas medidas, capazes de capturar diferentes aspectos da desigualdade.

Uma dessas medidas € o indice proposto por Theil (1967), que incorporou conceitos da te-

5
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oria da informagdo ao definir a desigualdade como uma perda de entropia em relagdo a uma
situacdo de equiparticdo. Sua principal contribui¢do foi permitir a decomposicao aditiva da
desigualdade em componentes intra e intergrupos, propriedade altamente valorizada em estu-
dos comparativos. Outra medida que merece destaque € o indice desenvolvido por Atkinson
et al. (1970), o qual introduziu uma inovagao conceitual importante ao incluir explicitamente
uma funcdo de utilidade social " e um pardmetro de aversio a desigualdade. Diferentemente
das medidas puramente descritivas, o indice de Atkinson permite ao analista escolher o grau
de sensibilidade a desigualdade em diferentes partes da distribuicao, tornando-o uma medida

normativamente orientada.

Com o avanco dessas formulagdes, a literatura passou a buscar critérios mais gerais para ava-
liar a consisténcia tedrica das medidas de desigualdade, estabelecendo as bases da abordagem
axiomadtica. A partir dos anos 1980, essa discussdo consolidou-se com os trabalhos de Cowell
(1980) e Shorrocks (1983), que sistematizaram propriedades fundamentais como monotonici-
dade, invarincia a mudangas proporcionais, decomponibilidade e anonimato. A propriedade
de monotonicidade assegura que transferéncias progressivas de renda, das unidades mais ricas
para as mais pobres, devem reduzir o valor do indice de desigualdade, refletindo uma resposta
coerente do indicador a alteragdes na distribui¢do. A invaridncia a mudancas proporcionais
estabelece que multiplicar todas as rendas por uma constante positiva ndo modifica o grau de
desigualdade, pois o indicador depende apenas das relacdes relativas entre rendas e ndo de seus
niveis absolutos. A decomponibilidade exige que a desigualdade total possa ser expressa como
a soma da desigualdade dentro dos grupos e da desigualdade entre grupos, permitindo iden-
tificar a origem das disparidades em termos de contribui¢des internas e externas. Por fim, o

anonimato garante que o indice seja insensivel a identidade dos individuos, dependendo ape-

(A funcio de utilidade social agregada expressa o bem-estar coletivo como uma combinacio (geralmente adi-
tiva) das utilidades individuais, refletindo juizos de valor normativos sobre equidade e aversdo a desigualdade. Em
sua formulagdo cldssica, Atkinson supde uma fungdo do tipo W = 1 3" | u(y;), em que u(y;) é a utilidade do

1—¢
individuo ¢ e y; sua renda. A forma funcional u(y) = yl_s incorpora o pardmetro de aversdo a desigualdade e,

determinando a sensibilidade do bem-estar social as rendas mais baixas (Atkinson et al., 1970; Cowell, 1980).

6
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nas dos valores de renda observados, de modo que permutacdes na ordenacdo dos rendimentos
ndo alterem o resultado da medida. Essas propriedades se tornaram critérios centrais para a

avaliacdo da qualidade de um indicador.

Mais recentemente, com o avango de métodos computacionais e da modelagem estatistica
paramétrica, estudos tém se voltado para aspectos inferenciais dessas medidas, como viés, va-
ridncia e consisténcia dos estimadores, sobretudo em amostras finitas. Trabalhos como os de
Chotikapanich e Griffiths (2008) e de Vila e Saulo (2025a) t€ém contribuido significativamente
para esse campo, especialmente ao considerar populagdes complexas, como aquelas modeladas
por misturas de distribuicdes gama. Assim, as medidas de desigualdade evoluiram de ferramen-
tas puramente descritivas para instrumentos analiticos sofisticados, com aplicacdes em politicas
publicas, avaliacdo de bem-estar e comparagdo entre grupos sociais, exigindo atencao tanto a

sua fundamentacao tedrica quanto as suas propriedades estatisticas.

2.1 Indice de Theil e Entropia Generalizada

O indice proposto por Theil (1967) baseia-se no conceito de entropia de Shannon e mede a
desigualdade como uma perda de informacdo em relagcdo a distribuicdo de perfeita igualdade.

Sua forma populacional é dada por

Tr :]E{Xlog<z)] , 2.1
M H

em que Y é uma varidvel aleatdria positiva e u = E(Y’) representa a média populacional.

O indice assume valor nulo sob perfeita igualdade (Y = p) e aumenta conforme cresce a
dispersdo relativa entre as observagdes. Seu valor € sempre ndo negativo € ndo possui limite
superior fixo, podendo aumentar indefinidamente a medida que se intensifica a concentracdo da

variavel analisada.

Outro caso, associado a mesma estrutura funcional, é o indice Theil-L, também conhecido
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como desvio logaritmico médio, definido por

T, =E [m(%)} . 2.2)

Assim como 77, o indice 77, € nulo sob perfeita igualdade e cresce com o aumento da desigual-
dade, diferindo, entretanto, em sua sensibilidade, pois 77, € mais responsivo as variacdes nas
menores rendas, ja 7T enfatiza as discrepancias entre os valores mais elevados. Dessa forma,

ambos captam aspectos complementares da dispersdo relativa da varidvel analisada.

Uma forma de unificar essas duas medidas € enquadra-las na classe das medidas de Entropia

Generalizada (GE), cuja defini¢ao populacional é

GE(a) = —— [E(Z)a - 1] L atol
ala—1) 1
O parametro « atua como um coeficiente de sensibilidade a desigualdade e pode assumir qual-
quer valor real distinto de 0 e 1, sendo usualmente considerado o > 0. Valores menores que 1
tornam a medida mais sensivel as varia¢des na parte inferior da distribui¢do, enquanto valores
maiores que 1 acentuam o peso das observacdes mais elevadas. Os casos-limite sao dados por

GE(0) = lim GE(a) = T, (2.3)

a—0

GE(1) = lirr% GE(a) =Tr.

Essa formulacdo unificada evidencia a conexao estrutural entre os indices de Theil e a en-
tropia generalizada, permitindo comparagdes tedricas sob diferentes graus de sensibilidade a
desigualdade. Para uma discussdo detalhada dessa classe de medidas e de suas propriedades,

ver Bellu e Liberati (2006) e Sitthiyot e Holasut (2020).
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§ 2.2. O indice de Atkinson

2.2 O indice de Atkinson

O indice proposto por Atkinson et al. (1970) baseia-se em uma abordagem normativa explicita,
na qual o bem-estar social é avaliado por meio de uma fun¢do de utilidade agregada. Para um

parametro de aversdo a desigualdade £ > 0, sua forma populacional € definida por

E(Y'-)

1
l—e
e } . e AL (2.4)

A(e)zl—{

No caso limite ¢ — 1, obtém-se a forma logaritmica

Al)=1- exp(—E [log(§>}> =1—exp(—T17). (2.5)

Para ¢ — oo, o indice converge para

A(oo) = 1 — Jmin (2.6)
W

em que Ymi, representa o menor valor possivel de Y. Esse caso limite corresponde ao de-
nominado relative maximin index e decorre da dominancia das poténcias negativas para niveis
extremos de aversdo a desigualdade (veja Atkinson et al., 1970 para a formulagao original do in-
dice e Chakravarty, 2009 para a caracterizac¢do do limite). Para distribui¢des continuas positivas
cujo suporte tem infimo zero, tem-se Y, = 0 e, portanto, A(co) = 1. Esse caso expressa uma
situagcdo de avaliacdo extrema da desigualdade, em que o bem-estar social passa a depender

apenas da renda do individuo mais pobre (Sitthiyot e Holasut, 2020).

O parametro ¢ atua como coeficiente de aversao a desigualdade, sendo que valores baixos
(e proximo de 0) indicam menor sensibilidade as rendas inferiores, enquanto valores elevados
refletem maior preocupagio com os estratos de menor renda. O indice A(e) varia no intervalo
[0, 1), sendo nulo sob perfeita igualdade (Y = p) e aproximando-se de 1 & medida que a concen-

tracdo de renda se intensifica. Seu valor representa a proporcdo da renda média que a sociedade
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estaria disposta a renunciar para alcancar uma distribuicdo perfeitamente igualitdria com o

mesmo nivel de bem-estar social.

2.3 Relacao entre os indices

Embora o indice de Atkinson seja derivado de uma abordagem normativa distinta daquela que
fundamenta os indices GE, existe uma relacao funcional direta entre ambos. Conforme de-
monstra Cowell (2000, Se¢do 3.4), para € > 0, o indice de Atkinson com parametro de aversao
a desigualdade ¢ pode ser obtido a partir do indice GE(«), com ov = 1 — ¢, segundo a transfor-
macao

AE) =1—[ec— )CE(1— o) +1]T%,  e£1,

e, no caso limite ¢ = 1,

A(l) =1 — e CEO),

como evidenciado ao combinar as identidades (2.3) e (2.5).

Essa correspondéncia revela que, embora os dois indices pertengam a classes conceituais
distintas, o de Atkinson, enraizado em uma fun¢do explicita de bem-estar social, e o de Entro-
pia Generalizada, derivado de propriedades estatisticas de dispersdo, ambos sdo ordinalmente
equivalentes sob a restricdo o = 1 — €. Isso significa que as duas familias de medidas produ-
zem a mesma ordenacdo das distribui¢des em termos de desigualdade, diferindo apenas em sua
escala e interpretacdo normativa.

Além disso, a relacdo entre os pardmetros € e « permite identificar casos particulares de
grande relevancia. Para ¢ > 0, a correspondéncia funcional &« = 1 — ¢ assegura uma equiva-
Iéncia ordinal entre o indice de Atkinson e as medidas de Entropia Generalizada. Entretanto,
no caso-limite ¢ — 0, obtém-se A(0) = 0, de modo que nao ha ordenagdo informativa entre
distribui¢des. J4 para ¢ = 1, tem-se « = 0, o que conecta o caso logaritmico do indice de

Atkinson ao indice GE(0) (ou Theil-L), mais sensivel a base da distribuicéo.
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§ 2.4. O indice de dispersdo

Essa equivaléncia funcional € particularmente Util neste trabalho, pois permite analisar, den-
tro de um mesmo arcabougo tedrico, o comportamento dos estimadores desses indices sob dife-
rentes condi¢des de heterogeneidade populacional. Em especial, a correspondéncia o = 1 — ¢
possibilita integrar resultados obtidos para as medidas de Entropia Generalizada, de natureza
estatistica, com interpretacdoes normativas em termos de perda relativa de bem-estar social, con-

ferindo unidade conceitual a andlise empirica da desigualdade.

2.4 O indice de dispersao

Historicamente, antes mesmo do surgimento das medidas normativas de desigualdade, a anélise
da dispersdo ja ocupava papel central na estatistica descritiva. Entre essas medidas, destaca-se
a razdo da variancia pela média (Variance-to-Mean Ratio - VMR), também conhecida como
indice de dispersdo, utilizada desde o inicio do século XX em estudos de variabilidade e experi-
mentacao estatistica. Na década de 1950, por exemplo, Bliss e Fisher (1953) empregaram essa
razdo de forma sistemdtica como critério para detectar sobredispersdo em dados bioldgicos,
situagdo em que a variancia excede a média, consolidando, dessa forma, seu uso como medida
geral de heterogeneidade. Desde entdo, o VMR tem sido amplamente aplicado em diversas

areas, como demografia, biologia e economia. Formalmente, é definido como

2
VMR =~
14

em que o representa a variancia populacional.
Diferentemente de medidas de desigualdade de cardter normativo, como o indice de At-
kinson, ou de medidas axiomaticamente estruturadas, como os indices de Theil, o VMR ndo

incorpora pressupostos éticos nem principios de bem-estar social ®. Ele fornece uma quantifi-

@Qs axiomas de bem-estar expressam principios normativos gerais sobre equidade, como simetria, eficiéncia
de Pareto e o principio de transferéncias de Pigou-Dalton, que inspiraram o desenvolvimento das propriedades
axiomadticas das medidas de desigualdade apresentadas no inicio deste capitulo (Pigou, 1920; Dalton, 1920; At-
kinson et al., 1970; Sen, 1973; Shorrocks, 1983). Essas propriedades se tornaram critérios fundamentais para a
consisténcia e a comparabilidade entre diferentes indicadores (Cowell, 1980).
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cacdo estritamente estatistica da dispersdo em torno da média e, por essa razdo, ¢ amplamente
utilizado em estatistica aplicada, especialmente em estudos de desigualdade e na modelagem
de heterogeneidade entre unidades observacionais.

Todavia, por se tratar de um estimador do tipo razdo, o estimador amostral do VMR pode
apresentar viés de expectativa, mesmo sob distribui¢des simples como a Distribui¢do Gama,
conforme demonstrado por Shih (2025). Em populacdes mais complexas, como aquelas mo-
deladas por misturas de distribuicdes gama, esse viés tende a se intensificar, pois a varidncia
populacional passa a ser uma combinac¢ao ndo linear de componentes heterogéneos, o que am-
plia a discrepancia entre a razao das médias e a média das razdes.

Até este ponto, foram apresentadas as principais medidas de desigualdade sob suas pers-
pectivas conceitual, normativa e axiomatizada. Contudo, ao se aplicar essas medidas a dados
amostrais, surgem desafios de natureza estatistica que extrapolam sua formulagdo teérica. Em
particular, € necessdrio compreender como tais indices se comportam enquanto estimadores,
avaliando suas propriedades de viés, varidncia e consisténcia. As se¢des seguintes abordam es-
ses aspectos, discutindo a estrutura dos estimadores do tipo razio e a importancia de se corrigir

o viés amostral em contextos realistas.
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Capitulo 3

Estimadores e Correcao do Viés

3.1 Métodos de obtencao de estimadores

A inferéncia estatistica dispde de diferentes principios para a obtencdo de estimadores para os
parametros de uma distribui¢do. A partir desses principios derivam-se os métodos de estimagao
correspondentes, entre os quais se destacam o dos momentos, o da maxima verossimilhanga e

o dos minimos quadrados, que constituem a base da estimagdo paramétrica classica.

O método dos momentos (MM), formalmente apresentado por Pearson (1894), consiste em
igualar momentos populacionais tedricos aos respectivos momentos amostrais, obtendo-se os
estimadores pela solucdo do sistema resultante. Trata-se de um procedimento simples e de
interpretacdo intuitiva, embora possa produzir estimadores ineficientes ou até inexistentes em
modelos complexos ou de alta dimensionalidade.

Ja o método da mdxima verossimilhanca (MV), proposto por Fisher (1922), fundamenta-se
na maximizacdo da fungdo de verossimilhanca L(6 | y), fornecendo estimadores com proprie-
dades assintoticas desejdveis, como consisténcia, eficiéncia e normalidade assint6tica. Apesar
dessas vantagens, a aplicagdo da MV pode se tornar invidvel em distribuicdes compostas ou
quando a funcdo de verossimilhanca é analiticamente intratdvel, situacio comum em modelos

de mistura ou com multiplos parametros de forma.
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Por fim, o método dos minimos quadrados (MQ), originalmente proposto por Legendre
(1806) e fundamentado teoricamente por Gauss (1809), baseia-se na minimizagdo da soma dos
quadrados dos desvios entre valores observados e esperados, sendo amplamente empregado em
modelos lineares e de regressdo. Embora extremamente ttil em contextos paramétricos, sua
aplicacdo direta a estimagdo de medidas de desigualdade ndo € adequada, pois tais medidas ndo
se originam de um modelo explicativo no sentido tradicional, mas de funcionais nao lineares da
distribui¢do amostral.

Em contraste com métodos paramétricos cldssicos, indices como os de Theil, Atkinson e
o indice de dispersdo (VMR) sdo definidos como funcionais da distribui¢do populacional da
varidvel de interesse, refletindo propriedades estruturais da desigualdade. A estimagdo segue
o principio de substituicdo (plug-in principle), pelo qual o funcional é aplicado a distribui¢cdo
empirica da amostra. Assim, se 7T'(Fy ) representa uma medida populacional de desigualdade

definida como funcional da distribui¢do Fy, o estimador correspondente € dado por

em que F;, € a distribuicdo empirica.

O principio fornece estimadores de interpretacdo direta e, para indices como Theil e Atkin-
son, invariantes a mudancas proporcionais de escala, além de consistentes sob condicdes gerais
(Vaart, 1998; Chen, 2020; Wasserman, 2022; Sen, 2022). Contudo, ele ndo garante auséncia
de viés em amostras finitas, uma vez que a substitui¢do de médias ou momentos populacionais
por estatisticas amostrais ndo preserva, em geral, a linearidade do funcional. Essa limitacdo €

particularmente importante para estimadores do tipo razao, discutidos a seguir.

3.2 [Estimadores do tipo razao

As medidas de desigualdade abordadas neste trabalho, os indices de Theil, o de Atkinson e o

indice de dispersao, possuem estimadores que pertencem a classe dos estimadores do tipo razdo.
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De forma geral, um estimador razao € definido como a razdo entre duas estatisticas de soma,
isto é, entre func¢des lineares das observagdes da amostra (McDonald e Jensen, 1979; Shorrocks,
1983). Essa estrutura confere propriedades desejaveis, como interpretacdo intuitiva e invarian-
cia a transformacdes escalares, o que explica sua ampla adoc@o tanto em andlises empiricas
quanto em comparacdes internacionais, como os estudos baseados na Poverty and Inequality
Platform (PIP) do World Bank, que permitem comparar niveis e tendéncias de desigualdade de
renda entre paises em diferentes periodos. Nesses contextos, a invariancia escalar dos estimado-
res razao garante que as diferencgas observadas entre paises nao dependam da unidade monetaria
utilizada, mas apenas da estrutura distributiva relativa (Sen, 1973; Cowell, 1980; World Bank,
2025).

Apesar de suas vantagens conceituais, a andlise do viés desses estimadores € particular-
mente desafiadora em contextos amostrais, pois o numerador e o denominador sdo, em geral,
estatisticas dependentes, e sua razdo nao possui valor esperado simples. Como destacado por
Shih (2025), o valor esperado de uma razdo de estatisticas geralmente nao equivale a razio en-
tre os respectivos valores esperados, o que gera viés amostral mesmo em distribui¢des simples.
Esse fendmeno, ilustrado anteriormente no caso do VMR, constitui uma caracteristica estru-
tural dos estimadores do tipo razdo. Em populacdes heterogéneas ou modeladas por misturas
de distribuicdes gama, o viés tende a se intensificar, uma vez que a dependéncia ndo linear
entre os componentes da razdo amplia a discrepancia entre a média das razdes e a razdo das
médias. Em contextos como o de misturas Gama com parametro de taxa comum, Vila e Saulo
(2025b) mostram que a magnitude do viés pode ser significativa, especialmente em amostras
de tamanho moderado, tornando inadequadas aproximacdes ingénuas baseadas em simetrias ou
independéncia.

Por fim, em amostras finitas, a dependéncia entre o numerador e o denominador torna a de-
rivacdo exata do valor esperado desses estimadores bastante desafiadora, uma vez que impede
simplificagdes analiticas usuais nesse tipo de expressdo. Assintoticamente, porém, sob normali-

dade conjunta, aproximacoes baseadas no método delta continuam aplicdveis, embora o viés de
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ordem possa persistir. Para a derivagdo exata, o uso de ferramentas especificas, como a repara-
metrizacdo em termos de varidveis Dirichlet e o teorema da independéncia propor¢do-soma de
Mosimann (1962), os quais permitem expressar a razdo como funcao de varidveis com proprie-
dades analiticas mais controldveis, podem ser adotados. Ainda assim, a deducao de expressoes
exatas para o viés permanece tecnicamente complexa, exigindo abordagens tedricas cuidadosas

e, muitas vezes, validacdo por meio de simulacdo de Monte Carlo.

3.3 A importancia de corrigir o viés

Em anélises empiricas, ¢ amplamente documentado que estimadores de desigualdade podem
apresentar viés quando aplicados a amostras finitas, sobretudo em contextos de alta heteroge-
neidade ou sob distribui¢des assimétricas. Deltas (2003), utilizando simulagdes de Monte Carlo,
mostrou que o coeficiente de Gini, apesar de amplamente utilizado, tende a subestimar a desi-
gualdade em amostras pequenas, evidenciando a importancia de considerar correcdes mesmo
para medidas consagradas.

Esse problema torna-se ainda mais relevante quando se trata de estatisticas ndo lineares e
do tipo razdo, como os indices de Theil e Atkinson, cuja estrutura funcional dos estimadores,
baseada em logaritmos, poténcias e dependéncia da média amostral, amplifica os efeitos do
viés (Cowell, 1980; McDonald e Jensen, 1979). A presenc¢a de heterogeneidade estrutural na
populacdo, como nas distribui¢cdes de mistura gama, intensifica esse efeito, uma vez que os
estimadores passam a depender de combinacdes nao lineares de componentes com momentos
distintos. Nesse contexto, Vila e Saulo (2025b) demonstram que o valor esperado dos estima-
dores de Theil e de Atkinson difere dos respectivos valores populacionais, mesmo em amostras
de tamanho moderado.

A presencga de viés sistemdtico compromete comparagdes entre grupos, regides ou periodos,
podendo levar a conclusdes equivocadas sobre o nivel ou a evolug@o da desigualdade. Por essa

razao, a literatura recente tem enfatizado a necessidade de compreender e corrigir esse viés, in-
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tegrando a andlise de desigualdade ao dominio mais amplo da inferéncia estatistica. A evolugao
das medidas, portanto, ndo se restringe a seu conteido conceitual ou normativo, mas estende-
se a investigacdo de suas propriedades amostrais, refletindo a maturidade de um campo que
combina teoria econdmica, axiomas de equidade e fundamentos estatisticos. Esse movimento
marca a transi¢cao das medidas puramente descritivas para abordagens estatisticamente funda-
mentadas de mensuragdo da desigualdade, tema aprofundado no capitulo seguinte, por meio de

uma revisao da literatura.
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Capitulo 4

Revisao da Literatura

A mensuragao da desigualdade ocupa papel central nas andlises socioecondOmicas contempora-
neas, com implicacdes diretas para a avaliagdo de bem-estar, a formulacao de politicas publicas
e o estudo da eficiéncia distributiva (Sen, 1973; Cowell, 1980). Embora o conceito de desi-
gualdade possua natureza normativa e multidimensional, sua quantificacio requer instrumentos
formais capazes de conciliar fundamentos éticos com propriedades estatisticas bem definidas
(Chakravarty, 2009). Essa necessidade levou ao desenvolvimento de diferentes medidas e abor-
dagens analiticas, resultando em uma literatura interdisciplinar que integra contribuicdes da
economia, da estatistica e da teoria da informacdo (Theil, 1967; McDonald e Jensen, 1979).
Entre as medidas cldssicas de desigualdade, o coeficiente proposto por Gini (1912) ficou
consolidado como uma das representacdes mais difundidas da concentragdo de renda. Seu
apelo empirico decorre da formulagdo baseada em diferencas absolutas médias, o que favorece
interpretacdes diretas e comparagdes simples entre populacdes. No entanto, a medida que a lite-
ratura passou a enfatizar critérios axiomaticos formais e requisitos de decomposi¢ao, tornou-se
evidente que o Gini ndo atende plenamente a esses referenciais tedricos, sobretudo no que diz
respeito a separacdo entre desigualdade intragrupo e intergrupo. Esse reconhecimento ndo in-
valida seu uso, mas explica por que abordagens posteriores buscaram capturar, de maneira mais

estruturada, propriedades desejdveis para andlises distributivas em contextos socioecondmicos
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mais complexos.

Nesse processo de refinamento conceitual, os indices de Theil (Theil, 1967) e de Atkin-
son (Atkinson et al., 1970) assumiram papel central na literatura. N3o se tratou apenas da
proposi¢do de novas medidas, mas da incorporacdo explicita de referenciais tedricos distintos,
enquanto Theil formulou um indice derivado de principios de entropia que conduz naturalmente
a decomposic¢do aditiva entre e dentro de grupos, Atkinson introduziu uma métrica ancorada em
economia do bem-estar, na qual o parametro de aversdo a desigualdade expressa julgamentos
distributivos normativos. A adog¢do desses indices permitiu andlises mais sensiveis as diferen-
tes regides da distribuicdo e alinhadas a fundamentos éticos transparentes. Além disso, suas
formulacdes ndo lineares revelaram interacdes importantes entre estrutura populacional e com-
portamento inferencial, motivando uma série de investigacdes posteriores sobre propriedades
estatisticas, vieses amostrais € desempenho sob diferentes modelos paramétricos e cendrios de
heterogeneidade.

Ambos os indices sdo funcionais nao lineares que envolvem razdes e transformacoes e sao
valorizados por suas propriedades axiomdticas, como a invaridncia a mudangas proporcionais
e o principio de transferéncias (Pigou-Dalton) (Pigou, 1920; Dalton, 1920). No caso dos indi-
ces de Theil, pertencentes a familia GE(«), acrescenta-se ainda a decomponibilidade aditiva,
propriedade que ndo se estende ao indice de Atkinson, cuja estrutura é baseada no rendimento
equivalente igualmente distribuido (Sen, 1973; Cowell, 1980; Chakravarty, 2009). Tais carac-
teristicas os tornaram ferramentas centrais em estudos comparativos de desigualdade intertem-
poral, regional ou entre grupos sociais (Shorrocks, 1980; Cowell, 2000). No entanto, apesar
de sua sofisticac@o tedrica, esses indices envolvem estruturas matemadticas mais complexas do
que o Gini, o que dificulta andlises estatisticas exatas, especialmente no que diz respeito ao
comportamento dos estimadores em amostras finitas (Vila e Saulo, 2025b; Shih, 2025).

A literatura cldssica sobre medidas de desigualdade concentrou-se, por vérias décadas, em
estabelecer critérios normativos e propriedades desejaveis para os indices. Trabalhos como os

de Pigou (1920), Dalton (1920), Sen (1973), Cowell (1980), Shorrocks (1983) e Lambert (2002)
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contribuiram decisivamente para consolidar os fundamentos axiomadticos dessas medidas, mas
raramente abordaram aspectos inferenciais ou propriedades de seus estimadores sob diferentes
modelos estatisticos. Essa énfase no aspecto normativo deixou em segundo plano questdes
como Vviés, variancia e consisténcia sob diferentes estruturas populacionais, topicos que t€ém
ganhado maior aten¢d@o na literatura estatistica recente, sobretudo com o avango de modelos
paramétricos e técnicas de simulacdo computacional.

Seguindo essa 6tica, a literatura empirica passou a adotar a distribuicdo Gama como modelo
probabilistico para a renda, motivada por sua capacidade de representar diferentes graus de
heterogeneidade e assimetria. Um dos primeiros trabalhos a empregar essa abordagem de forma
sistematica foi o estudo de Salem e Mount (1974). Nesse artigo, os autores propdem O Uso
dessa distribuicdao em alternativa a modelos amplamente utilizados a época, como a lognormal
e a Pareto. Além de apresentarem evidéncias empiricas favordveis ao seu ajuste aos dados de
renda, os autores destacam a interpretabilidade direta de seus parametros, enquanto o parametro
de taxa se relaciona ao nivel médio de renda e o parametro de forma controla a assimetria
da distribuicdo, caracteristica fundamental para capturar a desigualdade. Essa flexibilidade e
fundamentagdo estatistica s6lida explicam, em grande parte, sua ado¢do subsequente em estudos
de renda, tempo de espera e outras varidveis positivas assimétricas.

Do ponto de vista estatistico, Salem e Mount (1974) destacam-se pela deducdo explicita
dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros « (forma) e A (taxa), a partir das
médias aritmética e geométrica da amostra. Embora a equag@o para o ndo possua solucdo
fechada, os autores propdem métodos gréficos e de interpolacdo para sua estimacao, baseando-
se na razdo entre as médias citadas. Essa abordagem oferece uma via computacionalmente
acessivel para estimacao paramétrica com dados agrupados.

Os autores ainda derivam a variancia assintotica conjunta dos estimadores via matriz de
informacdo de Fisher, considerando a aproximag@o normal bivariada para (q, /):)T Com isso,
constroem um teste de razao de verossimilhanga para igualdade do parametro de forma « en-

tre subpopulagdes ou ao longo do tempo. A estatistica resultante segue assintoticamente uma
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distribui¢ao qui-quadrado sob a hipdtese nula, conforme o teorema cldssico de Wilks.

Entretanto, a contribuicdo mais relevante de Salem e Mount (1974) para o contexto deste
trabalho consiste em tratar diretamente da estimacdo de medidas de desigualdade, mostrando
que indices como os de Gini e, em especial, de Theil podem ser expressos em fun¢do dos
parametros da distribui¢do Gama. Em particular, demonstram que o indice de Theil pode ser
representado como uma fungdo do pardmetro de forma «, envolvendo a fungdo digama (),
0 que permite sua estimagao indireta a partir dos estimadores de mdxima verossimilhanga da
distribui¢do. Essa formulacio estabelece um elo fundamental entre modelagem paramétrica e
mensuragdo de desigualdade, sendo de especial interesse para este estudo, que investiga o viés

de estimadores sob populagdes heterogéneas com estrutura de mistura Gama.

Um trabalho que lida diretamente com a modelagem paramétrica e mensuracdo da desigual-
dade é o estudo proposto por McDonald e Jensen (1979). Nesse artigo, os autores exploram com
rigor as propriedades tedricas de diferentes medidas de desigualdade, incluindo o coeficiente de
Gini, o indice de Theil e a razdo de Pietra ", sob a suposi¢io de que a renda segue uma dis-
tribuicdo Gama. Cada medida é expressa como fun¢do explicita dos pardmetros da densidade,
permitindo uma andlise comparativa de sua sensibilidade a variacOes na forma da distribui-
¢do. Tais resultados oferecem suporte tedrico direto a abordagem adotada nesta dissertacdo, ao
aprofundar o entendimento do comportamento dessas medidas em popula¢des modeladas por

distribui¢des Gama.

A principal contribuicdo de McDonald e Jensen (1979) foi derivar os estimadores obtidos
por MV e pelo MM para os parametros da distribuicdo e, por meio do principio de substitui¢ao,
obter as estimativas das medidas de desigualdade e suas varidncias assintéticas. Essa formu-
lacdo reforcou a importancia da distribuicdo Gama como modelo para a renda e estabeleceu

fundamentos consistentes para a estimacdo e a avaliagdo da incerteza dessas medidas sob o

MO fndice de Pietra, proposto originalmente por Pietra (1915), é também referido na literatura como coeficiente
de Schutz ou indice de Robin Hood. Ele mede a fracdo minima da renda total que precisaria ser redistribuida para
se alcangar perfeita igunaldade. Em formula¢des modernas, sua expressao € dada pelo mdximo desvio entre a curva
de Lorenz e a linha de igualdade (Duclos e Araar, 2006; Sarabia, 2008).
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pressuposto de homogeneidade populacional.

Ja no contexto do uso de densidades de mistura para modelar distribui¢cdes de renda comple-
xas e heterogéneas, destaca-se o trabalho de Chotikapanich e Griffiths (2008). Neste capitulo de
livro, os autores abordam diretamente a estimativa de distribui¢des de renda utilizando misturas
de densidades Gama. Eles justificam essa abordagem paramétrica pela sua conveniéncia para
inferéncias subsequentes sobre medidas de desigualdade e pobreza, e pela sua capacidade de
combinar a flexibilidade (evitando a inflexibilidade de uma tnica distribui¢do paramétrica) com
as vantagens da estimacao paramétrica em comparacao a nao paramétrica. Utilizando dados
de renda canadenses, os autores demonstram a flexibilidade da mistura com exemplos usando
inferéncia Bayesiana para misturas Gama com dois e trés componentes. De forma particular-
mente relevante para este trabalho, os autores descrevem o procedimento para obter a densidade
preditiva e a funcdo de distribuicdo da renda, e ilustram como as densidades a posteriori das
ordenadas da curva de Lorenz e do coeficiente de Gini podem ser derivadas, fornecendo um
arcabouco metodolégico consistente para a andlise de medidas de desigualdade com base em
modelos de mistura Gama.

Complementarmente, Chotikapanich et al. (2009) ilustram a utilidade pratica de modelos de
mistura em uma escala global. Eles ajustam distribuicdes Beta-2 a dados de renda de 91 paises,
inovando ao obter as distribuicdes de renda regionais e globais como misturas ponderadas pela
populacdo das distribui¢des especificas de cada pais. Essa abordagem permitiu ndo apenas a
estimacdo de medidas de Gini e Theil para niveis nacional, regional e global, expressas em ter-
mos dos parametros das distribui¢des Beta-2, mas também a decomposicao dessas medidas em
componentes intra e inter-paises. A relevancia de empregar densidades de mistura €, portanto,
diretamente justificada pela necessidade de capturar a diversidade e a heterogeneidade ineren-
tes as populacdes agregadas, oferecendo uma representacdo mais rica e precisa da estrutura da
desigualdade de renda.

No contexto do estudo de viés em indicadores de desigualdade, vérios autores trabalham

com o indice de Gini, como Allison (1978), Beach e Davidson (1983) e Deltas (2003), que
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discutem suas propriedades estatisticas, desempenho em amostras pequenas e sensibilidade a
diferentes distribuicdes de renda. Esses estudos consolidaram o Gini como medida central na
andlise empirica da desigualdade, sobretudo pela sua simplicidade interpretativa e ampla utili-
zacdo em bases de dados econdmicos. Por sua vez, no tocante aos indices de Theil e Atkinson,
poucas referéncias sdo encontradas na literatura que tratem explicitamente do viés de seus esti-
madores, sobretudo sob suposi¢des paramétricas ou em contextos de heterogeneidade popula-
cional. Estudos cldssicos como os de Cowell (1980) e Shorrocks (1983) abordam propriedades
gerais dessas medidas, mas ndo fornecem estimativas sistemadticas de viés. Essa lacuna tem sido
preenchida apenas recentemente, com o avango de abordagens tedricas mais refinadas.

Nesse cendrio, Baydil et al. (2025) oferecem uma contribuicao fundamental ao demonstrar,
de forma rigorosa, que o estimador classico do coeficiente de Gini € nao viesado quando a
populag@o segue uma distribuicdo Gama (a, \). Para isso, os autores desenvolvem uma abor-
dagem analitica baseada em rearranjos funcionais, que supera a dificuldade tradicional de tratar
o denominador do estimador. Além disso, eles quantificam o viés decorrente do agrupamento
em subconjuntos de tamanhos fixos, o que amplia o escopo aplicado de sua proposta. Essa
fundamentagdo tedrica robusta fornece a base para desenvolvimentos posteriores, inclusive no
tratamento de populagdes mais complexas.

A partir dessas ideias, Vila e Saulo (2025a) generalizam o problema ao considerar popula-
¢oes heterogéneas modeladas por uma mistura finita de distribui¢des Gama. Utilizando estraté-
gias analiticas inspiradas em Baydil et al. (2025), Vila e Saulo (2025a) derivaram uma férmula
fechada para o viés do estimador de Gini nesse contexto, evidenciando que a heterogeneidade
entre as componentes da mistura intensifica o viés amostral. Os autores propdem ainda um es-
timador corrigido, cuja eficdcia € avaliada por meio de simulagdes Monte Carlo. Essa extensdo
¢ fundamental para contextos empiricos em que a suposicao de homogeneidade € irrealista.

No mesmo espirito, Vila e Saulo (2025b) aplicam a mesma abordagem analitica ao estudo
do viés nos estimadores dos indices de Theil e de Atkinson sob a hipdtese de distribui¢do Gama

classica. Os autores obtém expressoes fechadas para os respectivos vieses € propdem corre¢oes
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explicitas. Esse trabalho € particularmente relevante porque, até entdao, nao foram encontrados
resultados formais sobre o viés dessas medidas em cendrios paramétricos, 0 que constitui uma
lacuna importante, dado o uso frequente dos indices de Theil e Atkinson em estudos empiricos
de desigualdade.

Complementarmente, Shih (2025) desenvolve uma andlise geral dos valores esperados de
estimadores do tipo razdo sob a distribui¢do Gama, incluindo os indices de Gini, Theil, Atkinson
e o indice de dispersao. Utilizando o Teorema de Lukacs (Lukacs, 1955) e a relagdo entre as
distribui¢des Gama e Dirichlet, o autor fornece demonstracdes alternativas e mais concisas para
os valores esperados desses estimadores. Os resultados de Shih (2025) confirmam os obtidos
por Vila e Saulo (2025a) e Vila e Saulo (2025¢), mas oferecem também uma interpretacdo mais
sintética das expressoes, reforcando a validade dos métodos utilizados e apontando possiveis
simplificagcdes futuras.

Por fim, Vila e Saulo (2025¢) contribuem ao mostrar que o estimador amostral do m-ésimo
indice de Gini, proposto por Gavilan-Ruiz et al. (2024), € ndo viesado sob a distribuicio Gama.
Esse resultado amplia a classe de estimadores teoricamente validos e demonstra que, sob certas
condigdes, € possivel obter familias inteiras de medidas de desigualdade com boas propriedades
estatisticas em amostras finitas.

Esses trabalhos recentes articulam uma nova etapa na literatura sobre o viés em medidas
de desigualdade, conectando resultados tedricos rigorosos com aplicacdes praticas. Na ver-
dade, exceto pelo indice de Gini, a maioria dos estudos citados evidencia que os estimadores
tradicionais, embora possam parecer adequados sob hipdteses restritivas, apresentam vieses
ndo despreziveis em cendrios mais realistas, como aqueles marcados por heterogeneidade es-
trutural. Esse comportamento reforca a necessidade de desenvolver estimadores corrigidos ou
alternativas mais robustas, especialmente quando se busca precisao inferencial em aplicag¢des

empiricas.
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Capitulo 5

Fundamentacao Teorica

Este capitulo apresenta o referencial teérico e metodolégico adotado para a modelagem de
varidveis positivas por meio de misturas de distribuicées gama e para a andlise das principais
medidas de desigualdade abordadas no Capitulo 2. Os estimadores amostrais sdo construidos
pelo principio da substituicao (plug-in), apresentado na Secao 3.1, e, a partir desses estimadores,
¢ feita a deducgdo dos vieses sob o modelo de mistura. Por fim, descrevem-se os procedimentos

de simulacdo de Monte Carlo empregados na avaliagcdo e correcdo desses vieses.

5.1 Mistura de Distribuicoes Gama

Definicao 5.1.1 (Mistura de Distribui¢des Gama). Uma varidvel aleatéria X segue uma distri-
bui¢do mistura de gamas com vetor de pardmetros @ = (7, ..., Ty, a1, - . ., Gy, )\)T, denotada

por X ~ MG(8), se sua func¢do densidade de probabilidade é dada por,
fx(z;0) = Z?ijzj(l‘;ozj, A), x>0, (5.1
j=1

em que m € N € o niimero de componentes, 7; sdo as propor¢des de mistura, com 2721 m=1

e m; > 0. Além disso, fz,(x;a;, A) é a densidade da varidvel aleatoria Z; com Distribui¢ao
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Gama com parametro de forma «; > 0 e taxa A > 0, denotada por Z; ~ Gama(a;, A), isto é,

A\
e >0, (5.2)

ij( ;aj7)‘>: F(Oéj) )

em que ['(-) denota a fungdo gama (completa) (ver Apéndice A).

A Figura 5.1, extraida de Vila e Saulo (2025a), ilustra a estrutura hierdrquica das distribui-
¢oOes pertencentes a classe das misturas de distribui¢coes gama. O diagrama mostra como esse
modelo atua como uma estrutura unificadora e flexivel, englobando casos especiais amplamente
utilizados na literatura, como as distribui¢des de Lindley, Quasi-Lindley, Shanker e Weighted
Exponential. Essa representacdo destaca o cariter abrangente do modelo e sua capacidade de

acomodar diferentes padrdes de assimetria e dispersdo em variaveis positivas.

Weighted exponential family with T'(z) = x
(Vila et al., 2024)

m =2
T = 3w
ap =p, ap =p+1
A= pa
Gmﬂa e o =1 _ [ Hyperexponential
sl = Z i G: (@) 0ty A) (Botta et al., 1987)

= «;: integer
m=2 o
T = oos Hyper-Erlang
( 9)

Fang and Chlamtac, 199

Generalized Lindley (o, 8, v) m=2 & T
— asi-Lindley (o, A
[(Abouammoh et al., 2015) = 1ta Qo= (.y (e 4)
(Shanker and Mishra, 2013

a) =1, ag =2
_\"' = — 1 —_
o} :/ \? yA=§

Crmmme G Gﬁxtended Exponential (&,53 [{ Sushila («, 6) D

P (Gémez et al., 2014) Shanker et al., 2013
! 2 v=1 a _ ‘5\ =l

a=2 r=1 6= \);: % \
x2(n) Exponential (o) Shanker ()

(Shanker, 2015)

o

Figura 5.1 Relagdes entre distribuicdes do tipo Mistura Gama (Vila e Saulo (2025a)).
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Embora a distribuicio Gama seja uma familia de escala, esse fechamento sob reescala
sO se preserva em misturas quando as componentes compartilham uma mesma taxa. Nesse
caso, multiplicar a varidvel por uma constante £ > 0 implica apenas a transformacdo kX ~
MG(7, a, A/k), de modo que a classe permanece invaridvel 2 mudanga de unidade de medida.
Quando as taxas diferem entre componentes, essa propriedade de fechamento pode se perder,
pois a reescala afeta cada componente de maneira distinta. Ainda assim, mesmo com essa li-
mitacdo, misturas de distribuicdes Gama oferecem uma representacao flexivel e empiricamente

adequada para varidveis positivas, heterogéneas e assimétricas.

Uma caracteristica estrutural das misturas de distribuicdes Gama € a identificabilidade ape-
nas até permutagdes de rétulos, pois, para m = 2, a troca de (7, ) por (g, arp) ndo altera
a funcdo densidade, originando a conhecida simetria de rotulagem (label switching). Embora
esse fendmeno seja critico em métodos bayesianos baseados em MCMC, no presente estudo,
que utiliza estimacdo por mdxima verossimilhanga, ndo ocorre label switching dinamico. Ainda
assim, a simetria da verossimilhanga pode gerar solu¢des permutadas entre réplicas independen-
tes. Para evitar essa ambiguidade e manter a interpretacdo das componentes, € possivel trabalhar
com restri¢cdes de ordenacio nos parametros de forma, como, no caso m = 2, ao impor o; = a
e ag = a + exp(d), é garantido que a; < v, assegurando a identificacdo pratica do modelo

(McLachlan e Peel, 2000; Frithwirth-Schnatter, 2000).

Outro ponto relevante sobre a varidvel da mistura é que ela pode ser representada em termos

de varidveis indicadoras. Isto €, a varidvel X, conforme a Definicdo 5.1.1, admite a seguinte

representacao
X =Y 1y-pZ, (5.3)
j=1
emque Y € {1,...,m} é uma varidvel aleatdria discreta com P(Y = j) = m;, independente
de Z; ~ Gama(a;, \), paracada j = 1,...,m, e 14 € a fungdo indicadora do evento A. Além
disso, como a sequéncia de eventos {{Y = j} : j = 1,...,m} formam uma parti¢do do espaco
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amostral €2, ao aplicar a Lei da Probabilidade Total e a independéncia entre Y e Z;, a fungdo de

distribui¢do acumulada (FDA) de X pode ser escrita como
Fx(2;0) =Y m;Fy (w;05,)),
j=1

em que Fy (z;a;,A) denota a fungdo de distribui¢do acumulada da varidvel aleatéria Z; ~

Gama(a;, A). Usando essa formulagdo, o resultado a seguir decorre de maneira imediata.

Proposicao 5.1.1. Se X ~ MG(6), entdo, para qualquer fungdo Borel-mensurdvel h e tal que

h(X) seja integravel no sentido usual, tem-se

Na Proposi¢do 5.1.1, exige-se que h seja Borel-mensurdvel para garantir que h(X) seja
uma varidvel aleatéria bem definida. J4 a existéncia da esperanca requer adicionalmente que
h(X) seja integravel, conforme indicado na proposi¢do. Uma fungdo h : R — R € dita Borel-
mensurdvel se, para todo conjunto boreliano B C R, o conjunto inverso h~}(B) = {z € R :
h(x) € B} pertence a o-dlgebra de Borel. Além disso, ao se tomar h(x) = z” e utilizar o fato

de que Z; ~ Gama(a;, ), obtém-se a seguinte proposi¢io para o p-ésimo momento de X.

Proposicao 5.1.2. Se X ~ MG(8), entdo o seu p-€simo momento é dado por

m

1 I'(p+ o)
EIXP] = — M I
[ } )\p Z 71'] F(Oéj>
7=1
A expressdo acima é vilida desde que p > —min{a,...,q,}. A restricdo garante a

existéncia do momento E[X?], pois, para cada componente Z; ~ Gama(a;, ), 0 momento
E[Z]] = APT(a; + p)/T'(;) s6 € finito se a; + p > 0, uma vez que a fungdo gama diverge
para argumentos ndo positivos. Como o momento da mistura € uma média ponderada dos

momentos de suas componentes, a condi¢do mais restritiva p > —min{ay, ..., q,,} assegura
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que todos os termos sejam bem definidos.

Como extensdo do resultado anterior, passa-se a caracterizacdo do valor esperado de fungdes

da soma de uma amostra independente e identicamente distribuida (i.i.d.) de X.

Proposicdo 5.1.3. Se X1, ..., X, é uma amostra i.i.d., de tamanho n, de X ~ MG(8), entdo,

para qualquer fun¢do Borel-mensurével h, temos

E

h(ékﬁlz > mim ER(Z )]

1<j17"'7j71<m

em que Z7 ~ Gama(} 7, o, A).

e dn

Demonstragdo. A demonstragdo € imediata, pois, devido a natureza i.i.d. das varidveis X, ..., X,

para qualquer fun¢do mensuravel de Borel h, tem-se

h(E:XJ] (5.4)
=1
:/w---/mh<2xi> fxy xo (1, .., xy)day - - - day,

0 0 —

= Z le"'ﬁjn/O /0 h <Z$z) fzjl(ﬁl)"'fzjn(xn)dfl"'dxn

1<g1, -y Jn<m i=1

E

n
= Z My w an]E h <Z Zh) ) (5.5)

1<j1, .oy jn<m i=1
emque Zj,, ..., Z;, gamasindependentes com vetores de parAmetros (o, A) ', ..., (o, A) T,
respectivamente. Definindo 27 . = > v | Zj,, ademonstracdo segue. [
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5.2 Distribuicdo de Dirichlet

Um dos primeiros registros da forma analitica que viria a fundamentar a distribuicao de Di-
richlet aparece nos trabalhos de Lejeune Dirichlet no século XIX (Dirichlet, 1839), nos quais
sdo estudadas integrais multiplas cuja estrutura viria, mais tarde, a dar origem a formulacao
da fun¢do Beta multivariada. Essas integrais surgem naturalmente em problemas de particdo
da unidade, em andlise de composi¢des e em transformacdes definidas no simplex (Aitchison,
1982; Olkin e Rubin, 1964). No tratamento moderno, conforme discutido em Ng, Tian e Tang
(2011), a Dirichlet € interpretada como o modelo probabilistico padrdo para vetores de propor-

¢Oes positivos, cujos componentes representam contribui¢cdes relativas a um todo.

Uma das principais motivagdes para essa distribuicdo advém de sua construcao a partir de
varidveis gama independentes. Se Yi,...,Y) sdo varidveis independentes com distribui¢des

Gama(a;, A) e um tnico pardmetro de taxa A > 0, a normaliza¢do

Y;

Xi=f o
2 i-1Y;

1=1,...,k,

define um vetor cujos componentes sao positivos e somam exatamente um. A distribuicdo
induzida por essa transformacgao é precisamente a distribuicao de Dirichlet, que pode ser vista
como uma generalizacao multivariada da distribui¢do Beta e como a distribui¢do natural para

modelar incerteza sobre composicdes, alocagdes relativas e pesos probabilisticos.

Formalmente, o vetor aleatério (X1,...,X;)" segue uma distribuicdo de Dirichlet com
parAmetros a = (ay,...,q) ", denotado por (Xi,..., X;)" ~ Dirichlety(a), quando seu

suporte € o simplex
k

Ak_lz{meRk:xi>Oe inzl},

=1
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e sua densidade é dada por

k
1
flzy,... xp) = = :Uf”_l,
) K BW)E

em que B(«) denota a fun¢do Beta multivariada (ver Apéndice A). A parametriza¢do oy, . . . , oy
controla tanto a concentracdo das proporcdes quanto a regularidade da distribui¢cdo sobre o
simplex.

A representacdo via normalizacdo de varidveis gama desempenha papel essencial neste tra-
balho por estabelecer a conexao entre vetores de propor¢des € a soma total, relacdo expressa em
termos de independéncia entre razdo e soma. Tal propriedade, inicialmente estudada por Lukacs
(1955) no caso bivariado e posteriormente generalizada por Mosimann (1962) para dimensao
arbitréria, constitui o ponto de partida das simplificacdes analiticas empregadas nos capitulos

subsequentes.

5.3 Teorema de Mosimann

A relagdo estrutural mencionada é formalizada pelo Teorema de Mosimann (1962), apresentado

a seguir.

Teorema 5.3.1 (Mosimann, 1962). Sejam Y7, ..., Y, varidveis aleatérias independentes tais que
Y; ~ Gama(a, A), todas com a mesma taxa A > 0. Defina S = >, Y, e D; = Y;/S. Ento,
D = (Dy,...,D,)" é independente de S se, e somente se, D ~ Dirichlet(ay, ..., a,). Reci-
procamente, se D ¢é Dirichlet e independente de S, entdo necessariamente Y; ~ Gama(a;, \)

para uma taxa comum .

Esse resultado é empregado em sua forma bidirecional, sendo crucial a hipétese de taxa
comum entre as componentes. Tal condi¢cdo garante a independéncia entre soma e propor¢oes
e permite as reducdes analiticas utilizadas no desenvolvimento deste trabalho. A partir do Teo-

rema 5.3.1, obtém-se a proposi¢cao apresentada a seguir, a qual fundamenta a dedugao dos vieses
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dos estimadores discutida na Secdo 5.6.
Proposi¢io 5.3.2. Para (D;,...,D,)" ~ Dirichlet(a, ..., a,), temos

1) i)
=1

>, o) ﬁfamtrcl
(Zz (o + TCl i

E

m 3
HE

(o + re;) ch@/) (Z oy +rcl)>] , (5.6)

=1 =1

emque cy,...,c, = 0,7 > 0e () denota a funcdo digama (ver Apéndice A).

Demonstracdo. Note, antes, que para x > ( vale a representacdo 27 = e?'°6%, de modo que

0
P P
apx log(z) «P.

Assim,

E[ aé; Xp} = Ellog(X) X7,

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, pode-se permutar derivada e esperanca. Avaliando
em p = 0, obtém-se

2" logx = —aPt"

dp

o que justifica a identidade utilizada a seguir.

LS N\ @
([107) s ()

em que a troca de ordem entre esperanca, limite e derivada ja foi justificada acima. Aplicando

HDE”*”C"], (5.7

a férmula para o momento misto de (Dy, .. ., Dn)T (ver Item (2.5) de Ng, Tian e Tang, 2011):

Dd o I(>oL, ar) - FaﬂLd 58
H ] P32+ dy)) H (o C8

=1

32



§ 5.4. Indices de Theil, de Atkinson e de dispersdo

a esperancga no lado direito de (5.7) pode ser escrita como

n

(pt+r)ei | _ (El L) - ['(a; + (p+17)ci)
HDi ]_ >l (a+(p+r)a)) H '

i=1 i=1

E

Consequentemente, a derivada parcial correspondente em relacdo a p resulta em:

F(Zlnzl )
T (aa+ (p+7)cr))

% H (o —;((z%)_ r)ei) [Cﬂb(ai (p+7)e) Zcﬂﬁ <Z o+ (p+ T)Cl)>] - (59

Fazendo p — 0 em (5.9) e substituindo em (5.7) completa-se a demonstragao. L]

5.4 Indices de Theil, de Atkinson e de dispersio

Os indices apresentados nesta secdo correspondem as formas populacionais das medidas de
desigualdade abordadas no Capitulo 2, ou seja, sd@o definidos em termos das esperancas sob a
distribuicdo de X. Essas expressdes constituem a base tedrica para a constru¢do dos estimadores

amostrais e para a andlise de seus vieses nos topicos subsequentes.

5.4.1 Indice de Theil

No contexto da mistura de distribui¢des gama, o indice Theil-T assume a forma apresentada na

proposi¢do a seguir.

Proposicao 5.4.1. O indice Theil-T de X ~ MG(8) é dado por

— log (Xm: 7@-0@) .
i=1

1
Th = ———— 1
T Zz Ty [Zmaﬁp ozj +
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Demonstracdo. Note que Ty, definido em (2.1), pode ser escrito como
1
Tr = ; E[X log(X)} — log(p). (5.10)
Pela Proposicao 5.1.1, temos

E[X log(X Zw] [Z;10g(Z;)], (5.11)

em que Z; ~ Gama(a;, ), paracada j = 1,...,m. Como E[Z log(Z)] = (a/b)[¢)(a)+1/a—

log(b)] para Z ~ Gama(a,b) (veja Apéndice B.1), e p = > " | mja; /A (Proposigdo 5.1.2),

=1

combinando (5.11) com (5.10), a demonstracao da proposi¢ao segue. [

De modo anélogo, o indice Theil-L € definido por

Proposicéo 5.4.2. O indice Theil-L de X ~ MG(8) é dado por

T, = log (Z 7rjozj> — Zﬂj@/)(aj)

i=1

Demonstra¢do. Como o indice 77, definido em (2.2), pode ser expresso como 717, = log(u) —

E[log(X)], ao aplicar a Proposi¢do 5.1.1 obtém-se
Ellog(X Z 7, Ellog(Z (5.12)

em que Z; ~ Gama(o;, \) paracada j = 1,..., m. Além disso, pela Proposigdo 5.1.2, tem-se
po= >0 miag /A, e, uma vez que Eflog(Z)] = v(a) — log(b) para Z ~ Gama(a, b), segue

que a prova da proposi¢ao estd concluida. [
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5.4.2 Indice de Atkinson

De forma andloga aos indices de Theil, o indice de Atkinson também admite formulagdes ex-
plicitas sob o modelo de mistura de distribui¢cdes gama, conforme apresentado nas proposigoes

a seguir.

Proposicao 5.4.3. Quando ¢ — 1, o indice de Atkinson de X ~ MG(8) é dado por

A1) =lm Ae) = 1 - Zm;exp{Zﬂ'jlﬁ(aj)} |

j=1 T3¢

Demonstragdo. E simples verificar que

lim Y09 [ x 1] = exp{lim
e—1

e—=»1]1 —¢

1og(E[X15])}

- exp{— lim 82 log (E[X"7]) }

e—1 0¢e
. %E[Xl_s]
= expy ~ I gy
= exp{E[log(X)]} (5.13)

em que, na segunda igualdade, aplica-se a regra de L’Hopital, e, na ultima, utiliza-se a identi-

dade
ﬁxl’g = —2'"clog(z), x>0.
Oe
Consequentemente, combinando as identidades (2.5) e (5.13), obtém-se

(5.14)

A(1) = lim A(e) = 1 — SPAELos(O]}

e—1 12
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Por outro lado, de (5.12), tem-se que
Eflog(X)] = > m; [¢(ay) — log(V)],
j=1

e, da Proposicdo 5.1.2, segue que p = 27:1 7o/ A. Substituindo essas expressdes em (5.14),

obtém-se o resultado desejado. [

Proposicao 5.4.4. Quando ¢ — oo, o indice de Atkinson de X ~ MG(0) é dado por

A(oo) = lim A(e) = 1.

E—0OO

Demonstragdo. A partir de (2.4), o indice de Atkinson pode ser reescrito como

E-1/(e-1) [Xf(efl)}
Ale) =1—- , £>0,e#1.
W

Para simplificar a nota¢do, introduz-se a aplicacao

I¥ll, = (B[YP)"” = [ [ v dFy<y>} T s

a qual coincide com a norma usual de L apenas quando p > 1, sendo interpretada como uma

quasinorma "V utilizada aqui apenas como abreviagdo para poténcias de momentos.

1!
Ale) =1-— % (5.15)

Utiliza-se o fato cldssico de que, para qualquer variavel aleatdria Y (ver Exercicio 4.6 do

(MPara p > 1, ||Y]|, satisfaz a desigualdade triangular (Minkowski) e, portanto, define uma norma em LP. Jd
para 0 < p < 1, a fungdo ¢ — tP é cOncava e implica a desigualdade |a + b|P < |a|P + |b|P, de onde segue que
X + Y|P < |IX|[5 + [[Y[5. Assim, || - ||, continua sendo homogénea e positiva, mas falha na desigualdade
triangular cldssica, caracterizando uma quasinorma.
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Capitulo 4 em Brezis e Brézis, 2011),
T [Vl = 1Y e
em que
1Y oo = mf{M > 0: B(Y| < M) =1}

denota o supremo essencial.
No caso Y = 1/X, observa-se que a mistura gama possui suporte (0,00), de modo que
P(X < §) > 0 paratodo § > 0. Assim, 1/X assume valores arbitrariamente grandes e ndo

existe M < oo tal que P(1/X < M) = 1. Portanto,

Como consequéncia,

e tomando o limite em (5.15), a demonstragdo é concluida. ]

5.4.3 Indice de dispersao

Por fim, o VMR também pode ser expresso de forma explicita no contexto da mistura de distri-

bui¢des gama, conforme estabelecido no corolério a seguir.

Corolario 5.4.5. Se X ~ MG(0), entdo a razdo entre a varidncia e a média da mistura de

gamas com A > 0 fixo é dada por,

2

m 2
o

VMR = — = +1)— s
7 AZ] T ZWJO‘J aj +1) (;W%)

j=1

O resultado segue diretamente da Proposi¢do 5.1.2.
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5.5 Obtencao dos estimadores

Conforme apresentado na Sec¢do 3.1, os estimadores empregados neste trabalho sdo obtidos
pelo principio de substituicdo (plug-in principle), que consiste em aplicar o mesmo funcional
definido para a distribuicao populacional a sua versdo empirica. Assim, cada medida de desi-
gualdade pode ser formalmente expressa como um funcional estatistico T'(F'), que associa a

cada func¢do de distribuicao F' um valor real representando o grau de desigualdade.

No contexto dos indices considerados, t€ém-se, por exemplo,
Tr(F) = Ep[Xlog(X/p)] e Tu(F)= —Epflog(X/u)],

em que p = Er[X] representa a média populacional.
A partir de uma amostraii.d. Xi,..., X, de X ~ MG(0), substitui-se F" por sua distribui-
¢do empirica

~ 1 <&
Fn<£Ij'> = ﬁ Zﬂ{xigx},
=1

definindo-se o estimador correspondente como
T, =T(F,).

Nesse caso, a integral [ g(x) dF},(z) reduz-se 2 média amostral n ! >, g(X;), de modo que
as quantidades populacionais, como Er[g(X)] e p, sdo substituidas por suas contrapartes em-

piricas n™1 Y g(X;) e X, respectivamente.

Sob condi¢des usuais de integrabilidade, a Lei dos Grandes Niimeros e o Teorema do Ma-
peamento Continuo (veja Apéndice B.5) garantem que 7' (F\n) converge em probabilidade para
T(F), assegurando a consisténcia dos estimadores (ver Vaart, 1998, Se¢do 2.3). Além disso,

essa formulagdo preserva propriedades essenciais das medidas originais, como invariancia de

escala e interpretacdo informacional. Os indices de Theil mantém sua natureza entrépica, 1
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reflete o desvio médio ponderado das rendas relativas, enquanto 77, enfatiza desigualdades na
cauda inferior. Os estimadores de Atkinson derivam de uma fun¢do de utilidade social agre-

—_

gada e refletem diferentes graus de aversdo a desigualdade: A(1) é ordinalmente equivalente a
Ty, e A(oo) corresponde ao caso limite de aversdo extrema, com a substitui¢do de essinfp X
por min; X;. Por fim, o estimador VMR, definido pela razdo entre os momentos empiricos de

segunda e primeira ordem, fornece uma medida puramente estatistica de dispersdo relativa em

torno da média.

5.6 Deducao dos vieses

A partir da formulacdo geral dos estimadores baseada no principio da substituicdo, apresen-
tada na secdo anterior, € possivel obter expressdes analiticas para o viés de cada medida de

desigualdade.

5.6.1 Viés do estimador do indice de Theil

A aplicagdo do principio da substitui¢do a (2.1) e a (2.2), os estimadores amostrais correspon-

dentes dos indices de Theil sao obtidos.

—~

) ZZI X;log <Y>

Tr . . neN, (5.16)
DX
=1
(]
~ 1Y X
T, = - Zzz;log (y) ., neN, (5.17)
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respectivamente, em que X = > X;/n é a média amostral e X, ..., X,, sdo observagdes
iid. de X ~ MG(0).
Note que esses estimadores podem ser expressos de forma alternativa. O estimador 77 pode

Ser reescrito como

X; u
Tr =Y Dl 1 D;== S, =Y X, 5.18
T Z og(D;) + log(n), 5 Z:; (5.18)
enquanto TZ pode ser expresso como
_— _ 1
Tr =log(X) — — log(X;). 5.19
L= log(X) — -} log(Xy) (5.19)

A partir dessas reescritas, deduzem-se os teoremas e corolérios apresentados a seguir.

Teorema 5.6.1. Se X1, ..., X, sdo copias independentes de X ~ MG(@), conforme a Defini-

¢do 5.1.1, entdo

E 7]

Y memt | St - (S ) v () 4]
1<]1, ..., jn<m i=1""Ji i=1 i=1 i=1

+ log(n).

Demonstragdo. Como X7, ..., X, sdo i.i.d. com a mesma distribui¢io de X ~ MG(0), e
X possui a representacdo estocdstica conforme (5.3), entdo é claro que X; admite a seguinte

representacao
Xi=) Wyw-pZ, i=1,..n, (5.20)

emque Yy,...,Y, € {1,...,m} sdo varidveis aleatdrias discretas i.i.d. com P(Y; = j) = m;,
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independentes de Zj- ~ Gama(a;, A), para cada j = 1,...,m. Agora, utilizando a notac¢do

adotada em (5.18), note que

S. | Vi=71,....Y, ZZ% NGama<Zaj, ) (5.21)

em que 2 denota igualdade em distribui¢do de varidveis aleatorias.
Neste ponto, ao definirmos D; = X;/S,, segue-se do Teorema 5.3.1 que, dado Y; =

J1y-+yYn = jn, Sne (Dy,...,D,)" sdo independentes. Além disso,
(Dyy...., D))" | Y1 =171,...,Y, = j, ~ Dirichlet(ay,, ..., aj,). (5.22)

Portanto, ainda de (5.18), o valor esperado do estimador 7’; condicionadoaY; = j;1,...,Y,

Jn» € dado por

Como (5.22) € satisfeita, usamos a Proposi¢do 5.3.2comr = 1 e ¢; = J;;, em que d;; € 0

delta de Kronecker, para obter

+log(n).

E[ﬁ‘m:jl,...,n:jn] Zaj [ (o, +1) — <Zaj+1>

Z11

Finalmente, utilizando a conhecida relagéo de recorréncia ¢ (z + 1) = ¢ (z) + 1/x e, em
seguida, aplicando a Lei da Esperanca Total (veja Apéndice B.2), obtém-se a expressao apre-

sentada no enunciado. L]

Por fim, ao combinar a Proposicao 5.4.1 com o Teorema 5.6.1, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.6.2. O viés de j’; em relacdo a 77, denotado por Viés(T\T, Tr), pode ser expresso
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como
Viés(Tr, Tr)

- Z Tt T om ZZ L [Z a]z a]z (Zl aji) (G (Zl aji) +n— 1]

1<g1,-JnSm i=1

+ log(n) — [ﬁ (Z o0 (ay) + 1) — log (Z 7@-0@)] :

Ao considerar a; = a paratodo j = 1,...,m, o viés € simplificado para
i 1
Viés(Tr, Tr) = log(na) — — — ¢ (na) < 0.
no

Corroborando o achado reportado no Corolédrio 3.6 de Vila e Saulo (2025b). Além disso,
observa-se que o viés de Tr é negativo para todo n,a > 0. Esse fato decorre da desigual-
dade da fungdo digama ¢ (x) < log(z) — 5=, vélida para 2 > 0. Pelo seu desenvolvimento

assintotico, tem-se, para x — 00,

€, portanto, com r = nao,

Logo, T € assintoticamente ndo viesado.

Ressalta-se ainda que a simplificacdo do viés acima decorre do fato de que todos os termos

«;, se tornam constantes para cada combinagdo de indices (ji, . . ., j,), além disso, o somatdrio
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resultante satisfaz

> mem = (M m ) =1

1<j1,.5jn<m
por aplicacdo direta do Teorema Multinomial (veja Apéndice B.3).

Teorema 5.6.3. Se X1, ..., X, sdo copias independentes de X ~ MG(8), entdo

E[n]- 3 (Z) g zﬂj (@)

1<j1, oy Jn<m

Demonstragdo. Utilizando (5.19) e o fato de que X1, ..., X, sdo i.i.d. com X, temos

B[T.] -k

Aplicando as Proposicdes 5.1.1 e 5.1.3, a identidade acima pode ser escrita como

log (ZX)] log(n) — Ellog(X)].

E|TL]= Y moomEles(Z,, 5.)] ~log(m) =3 Ellog(%)

1<j1, ooy JnSm

Uma vez que 77, ~ Gama(} ", aj,, A\) e Z; ~ Gama(aj, \), paracada j = 1,...,m, a

partir da identidade E[log(Z)] = ¢(a) — log(b) para Z ~ Gama(a,b), a demonstragdo segue

imediatamente. O
O Coroldrio a seguir decorre de se combinar a Proposicdo 5.4.2 e o Teorema 5.6.3.

Corolario 5.6.4. O viés de ﬁ em relacdo a 77, denotado por Viés(ﬂ ,T1), pode ser expresso

como

Viés(ﬁ,TL) = Z Ty - T, Y (Z aﬁ) log(n) — log (Z mog) :

1<g1,- . JnsSM

Novamente, caso a; = « para todo j = 1,...,m, € possivel simplificar o viés usando o
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mesmo raciocinio aplicado ao somatdrio sobre todas as combinacdes de indices, o que resulta
em

Viés(ﬁ, Ty) = ¥(na) —log(na) < 0.

De modo andlogo ao que ocorre com 7, o viés resultante € negativo para todo n,a > 0 e
assintoticamente nulo, pela mesma argumentacdo apresentada anteriormente. Esse resultado

ainda coincide com o demonstrado na Proposicdo 3.11 de Vila e Saulo (2025b).

5.6.2 Viés do estimador do indice de Atkinson

A aplicagdo do principio da substituicio a (2.4) conduz ao seguinte estimador para o indice de

Atkinson
n 1/(1—¢)
X
— n !
Ale)=1- — , 0<e#1, neN,
X

em que X = > X;/n é a média amostral e X, ..., X, sdo observagdes i.i.d. de X ~
MG(6).

_e\1/(1—¢ N 4 1s A s £ 1¢
Observa-se que o termo (l Y X ! 5) /(1<) corresponde a média de poténcia (ou média
n 1= 7
generalizada) dos valores amostrais, com parametro p = 1 —¢<. Assim, o estudo dos casos limite

e — 1 e € — oo requer introduzir formalmente esse conceito.

Definicao 5.6.1. A média de poténcia (ou média generalizada) de um conjunto de nimeros

reais positivos z1, . .., z,, com expoente p € R \ {0}, é definida por

1 1/p
Mp(xlv"'axn) = <ﬁz$f> :
i=1
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Utilizando os limites conhecidos para essa média (ver Apéndice B.4),

VETRERE se po = 0,

lim M,(z1,...,2,) =
p—po

min{zy,...,x,}, sepy= —o0,

obtém-se as seguintes formas limite para o estimador de Atkinson:

n 1/n
ug
A/(T) =/

e , neN,

— min{Xy,..., X,,}

Alx) =1 = , neN

Os mesmos resultados também podem ser obtidos aplicando o principio da substituicao
diretamente em A(1) e A(c0), definidos em (2.5) e (2.6), respectivamente.
A partir desses estimadores, é possivel deduzir os teoremas e coroldrios apresentados a

seguir.

Teorema 5.6.5. Se X1, ..., X, sdo cOpias independentes de X ~ MG(8), entdo

—_

(i) gt [

1<g1,..,Jns<m i=1

—

Demonstracdo. Note que A(1) pode ser escrito como

n 1/n
A/(T)—l—n<HDi> :

emque D; = X;/S, e S, = > X, Por (522), dado Yy = ji,...,Y, = ju. 0 vetor

(Dy,...,D,)" possui distribui¢do de Dirichlet com vetor de parimetros (aj,, ..., ;) . As-
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sim, aplicando (5.8) com d; = 1/n, obtemos

em que a ultima linha decorre da identidade bem conhecida: I'(z + 1) = zI'(z). Finalmente,

aplicando a Lei da Probabilidade Total, o resultado declarado segue imediatamente. O]

A partir do Teorema 5.6.5 e da Proposicao 5.4.3, segue-se que:

—_ —

Corolario 5.6.6. O viés de A(1) em relacdo a A(1), denotado por Viés(A(1), A(1)), é dado por

B 1 ey +5) 1 -
= 2 memegw s Ry e M,exp{zwaj)}.

1<, JnsSM

Quando «; = avparatodo j = 1,...,m, o viés resultante torna-se:
— 1 I"(a+ 1
Vies(ALT) A1) = - fexp {u(@)} — o2l

A simplificacio obtida decorre do mesmo argumento utilizado na dedugdo dos vieses dos indi-
ces de Theil, em que a igualdade dos pardmetros «; permite fatorar o termo comum € a soma

sobre todos os rotulos resulta em 1, em virtude do Teorema Multinomial.

De modo andlogo ao que ocorre com os estimadores de Theil, o viés resultante € negativo
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paratodon > 2 e a > 0. De fato, tem-se

n(logT(a+ 1) —logN(a)) = n/wnw(t) dt > ¢ (a),

uma vez que a func¢do digama v (¢) é crescente em (0, 00), dado que ¢'(t) > 0. Assim,

F”(a + %)
F”—W) > exp{y(a)}.

Além disso, como I'(av+ 1) /T(a) = 1e¢(a+ 1) — ¢(a) quando n — oo, 0 viés tende
a zero, evidenciando que o estimador € assintoticamente ndo viesado. Esse resultado coincide

ainda com o demonstrado no Corolario 3.17 de Vila e Saulo (2025b).

Teorema 5.6.7. Se X1, ..., X, sdo cOpias independentes de X ~ MG(8), entdo

E [A/(o?)]
n 1 TR (ap,u)  TF(ay,,u)
:1—7’L ( )7Tk17r7];m oy / ? . e m du’
k1+-§m=n kl, Cee ko ! Zj:l Oéj/fj 0 [k (041) [em (Oém)
k1 ey 20
em que

€ um coeficiente multinomial.

Demonstracdo. Utilizando a identidade

/OO exp(—¢£z)dz = 1, £>0,
0 §
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comé =" X, obtemos

E min{Xi,...,Xn} _E

>
=1

min{X1, ..., X,} /OO exp {— (ZX) z} dz] . (5.23)
0 i=1

Aplicando a identidade

min{Xi,..., X,} = / Ine (x>ndt,
0

a expressdo em (5.23) torna-se

/ / E | Ta (x> exp {— (Z Xi) z}] dtdz,
0 Jo i=1

em que a troca da ordem das integrais € justificada pelo Teorema de Tonelli (mais detalhes,

ver Apéndice B.6). Como X, ..., X,, sfo i.i.d. com a mesma distribui¢do de X ~ MG(0), a

ultima expressao simplifica-se para

/ / " [Lixse exp (—Xz)] didz. (5.24)

Quando X ~ MG(@), calculos diretos mostram que

m

a;j, (z+ A)t)
E []I{X>t} eXp Z Z+)]\ ozjl"( ) :
=1

Consequentemente, usando a identidade acima e o Teorema Multinomial, a integral em (5.24)
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pode ser escrita como

/O°° /ooo LX:; YT AA)ZP(%.) Play, (z+A))

n\ T / Oo/ AT (o, (2 + A1)

= , dtdz.

k1+v;m:n <k1,--.,km) };[1 S Jo ]1:[1 (z + N)kiT*ki ()
k1,....km =0

n

dtdz

Agora, fazendo a mudanga de varidvel u = (z + \)t, concluimos assim a demonstra¢do do

teorema. ]

Ao combinarmos o Teorema 5.6.7 com a Proposi¢do 5.4.4, obtemos:

— —

Corolario 5.6.8. O viés de A(oo) relativo a A(oc), denotado por Viés(A(o0), A(0)), é dado

por

—

Viés(A(00), A(0))

. n Bk 1 T (g, u) ‘”ka(&m,u)
= -n Z (k‘l,...,k’m)ﬂ-l T 2?;1 Oéjkj/o Fkl(Oél) ka(am) du.

k17~-~akm>0

As integrais no Teorema 5.6.7 € no Coroldrio 5.6.8 ndo admitem expressoes em forma fe-
chada em termos de fun¢des matemadticas padrio, exigindo, portanto, métodos numéricos para

sua avaliacdo.

5.6.3 Viés do estimador do indice de dispersao

Finalmente, o estimador associado ao indice de dispersdo, definido pela razdo entre a variincia
e a média (VMR), € o dltimo a ser obtido por meio do principio da substitui¢do, cuja aplicagao
resulta em

——  Var(X)
VMR = =
X

49



cap. 5. Fundamentacdo Teorica § 5.6. Dedugao dos vieses

emque X = 15" X e Var(X) = L3~ (X; — X)? denotam, respectivamente, a média
amostral e a estimativa plug-in da variancia populacional para uma amostra X, ..., X, i.i.d.
de X ~ MG(8).

Como ¢ sabido, a variancia plug-in Vﬁ) = L3 (Xi — X)? constitui um estimador

viesado de Var(X) sob amostragem i.i.d., apresentando expectativa inferior ao valor popula-
cional. Para evitar a propagacao desse viés para o indice VMR e para as demais quantidades
derivadas, a versdo ndo viesada Var(X), . = -5 > " (X; — X)? é mais adequada e serd
a forma empregada neste trabalho, sendo o correspondente estimador do indice denotado por

VMR-

Teorema 5.6.9. Se X1, ..., X, sdo copias independentes de X ~ MG(6), entdo

E [VMRunb] = m Z 71']-1 C T [m ; aji<&ji + 1) — E; aji] .

1<j1,0n<m

Demonstragcdo. Note que, utilizando as notagdes de (5.18), o estimador v/@unb pode ser es-

crito como

— n & 1\’ n & 1
MRunp = —— S Di——| = n D} —=|.
VMR n—lsizl< n) n—lS (; ‘ n)

Dado que Y; = ji,...,Y, = j,, pelo Teorema 5.3.1, S, e (Dq, ..., Dn)T sdo independen-

tes. Assim,
E[v/@unb lejl,...,yn:jn}
=" B[S, |Yi= Y’]inD2—1Y' Y, = j
—TL—]_ n 1= J1s-sdn = ]Jn £ ‘ n 1= J1s--sdn = In| -

Como S, | Y1 = ji,....Y, = j, ~ Gama(d ;. , aj,,A), temos que E[S, | YV} =

J1s -5 Yo = jn] = >0 j, /A Consequentemente, utilizando a Proposi¢do 5.3.2comr = 1e
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c; = 205,
E [mmb Yi :jl,...,Yn:jn}
no Y« 1 o 1
= : n n aj (aj, +1) — =
o1 A [(22:1 S ) 2 e n
Aplicando a Lei da Esperanca Total, o resultado segue. [

Como resultado direto do Corolério 5.4.5 e do Teorema 5.6.9, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.6.10. O viés de V/@unb em relacdo a VMR, denotado por Viés(ﬁ/l?{unb, VMR),

¢ dado por

Viés(VMR o, VMR)

- ﬁ Z i ™" Tn [ S 1%1_,_12% aj, +1) __Z%

1<ty snsm

2
Z E +1) E
Y ey mioy(a; ( 7@0@)

J=1

Quando «; = avparatodo j = 1,...,m, obtém-se
— no 1 1
Vié (VMRun ,VMR) = —=—-—— <0,
18 b Alna+1) A A(na + 1)

indicando que o estimador apresenta viés negativo para todon > 2 e a > 0. A simplificagdo
obtida decorre de argumento andlogo ao empregado na deducdo dos vieses dos indices anterio-
res, em que, sob a homogeneidade dos pardmetros «;, os termos idénticos podem ser fatorados
e a soma sobre os rotulos reduz-se a unidade, conforme o Teorema Multinomial. Como o deno-
minador cresce linearmente com n, o viés tende a zero quando n — oo, confirmando o compor-

tamento assintoticamente nao tendencioso do estimador. Esse resultado estd em conformidade
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com Shih (2025).

Neste ponto, cabe destacar que a propriedade de invariancia a escala dos estimadores 7/”;,
Tz, A/(T )e @ implica que seus respectivos valores esperados ndo sao afetados pela taxa A,
conforme demonstrado nos Teoremas 5.6.1, 5.6.3, 5.6.5 € 5.6.7, respectivamente. Esse mesmo
comportamento, entretanto, niao se verifica para o estimador munb, como evidenciado no
Teorema 5.6.9.

No Apéndice D, apresentamos o resumo dos vieses analiticos dos estimadores obtidos nas

Subsecgoes 5.6.1,5.6.2 ¢ 5.6.3.

5.7 O papel do EQM na analise de viés

Como o viés de um estimador ¢ é definido por

~

Viés(9) = E[f] — 0,

ele quantifica o desvio sistematico entre o valor esperado do estimador e o verdadeiro pardmetro
populacional . Valores positivos indicam superestimacio, enquanto valores negativos refletem
subestimacao.

Uma medida intimamente relacionada ao viés € o erro quadrdtico médio (EQM), definido

como

EQM(§) = E[(0 — )] = Var(d) + [Viés(6)]?,

que combina a variabilidade e o viés em uma tnica métrica de desempenho, refletindo tanto
o erro aleatorio associado a dispersao das estimativas quanto o erro sistemético decorrente do
viés.

Essa decomposicao torna o EQM particularmente relevante em experimentos de simulacao
de Monte Carlo, nos quais multiplas réplicas sdo geradas sob condi¢des controladas. Nesses

cendrios, 0 EQM permite comparar estimadores distintos quanto ao seu desempenho global, in-
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corporando simultaneamente precisao (via variancia) e acurdcia (via viés). Assim, ele constitui
uma ferramenta essencial na avaliacdo empirica conduzida neste trabalho, servindo de referén-
cia para quantificar o ganho efetivo obtido pelas versdes corrigidas dos estimadores em relagdo

as suas formas originais.

5.8 Métodos de Monte Carlo

Os métodos de Monte Carlo correspondem a uma ampla classe de algoritmos da andlise numé-
rica que fazem uso de simulacdo computacional. Embora sejam aplicados em diversas areas do
conhecimento, neste trabalho serd apresentada apenas uma visdo geral de seu uso no contexto
da inferéncia estatistica, com foco na avaliacdo do comportamento de estimadores, em especial
no estudo de seu viés. Para uma introducao mais abrangente aos fundamentos desses métodos,
recomenda-se a leitura de Rizzo (2019).

A ideia central desses métodos pode ser ilustrada a partir de um problema de integracao.

Suponha que se queira calcular uma integral da forma

0= [ gle)ds

o0

em que g(x) é uma fun¢dio conhecida. Em muitos casos, essa integral ndo pode ser resolvida
de forma exata ou envolveria alto custo computacional. Uma alternativa é reescrevé-la como
a esperanga matemdtica de uma funcdo em relacdo a uma densidade de probabilidade f(x)

escolhida de modo que f(x) > 0 sempre que g(x) # O:

9_/:% (m)dx—E[%} = E[h(X)],

em que X é uma varidvel aleatéria com densidade f(x) e h(x) = g(z)/f(z). Dessa forma, o
problema de integra¢do € convertido no célculo de um valor esperado.

Caso seja possivel gerar V., amostras independentes { X 1(T), XQ(T), - ,X,(f)}, r=1,..., Nep,
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segundo a densidade f(x), define-se o estimador de Monte Carlo

N,
. 1 rep
On. = h(X{”,Xg”,...,Xy)),
b Nep 7

que fornece uma aproximagdo para #. A precisdo da estimativa aumenta com o nimero de
replicacdes Nyep, €nquanto o tamanho amostral » afeta a variabilidade de cada estimador A().
A consisténcia dessa estimativa € garantida pela Lei dos Grandes Nimeros, enquanto o Teorema

do Limite Central assegura a normalidade assint6tica sob condi¢des regulares (Rizzo, 2019).

Ao delimitar o uso dos métodos de Monte Carlo no contexto deste trabalho, ainda que exis-
tam expressoOes analiticas para os valores esperados dos estimadores, tais métodos permitem
validar empiricamente os resultados tedricos e avaliar o desempenho prético das versdes corri-
gidas e ndo corrigidas em termos de viés e EQM. Nos experimentos de Monte Carlo, essas duas

medidas sdo estimadas empiricamente a partir de V., repeti¢des independentes por

Nrep N"EP
Vies(d) — z\} @ —6), EQME@) = — @ -0 (5.25)
ep -1 rep -1

Essas estimativas fornecem aproximagdes numéricas para os valores tedricos corresponden-
tes, permitindo comparar o desempenho de diferentes estimadores sob as mesmas condicoes

populacionais e amostrais e quantificar o ganho obtido pelas correcdes propostas.
Para avaliar a precisdo dessas estimativas de Monte Carlo, consideram-se também seus
erros-padrdo. Se V), ... M=) denotam as réplicas, entio o erro-padrio de Monte Carlo do

viés e do EQM sdo dados por

—

desv <§(r)> EPyc(EOH) —

vV Nrep ,

em que desv(-) denota o desvio-padrdo amostral das N, réplicas.

desv ((5(”) — «9)2>

vV Nrep ’

EPyc(Viés) = (5.26)

Esses erros-padrdo indicam a variabilidade inerente as estimativas geradas por simulacio
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e permitem verificar se o nimero de repeticoes € suficiente para garantir a estabilidade dos
resultados apresentados.

Por fim, cabe salientar que os métodos de Monte Carlo sdo particularmente uteis quando as
distribui¢des amostrais sdo assimétricas ou de dificil tratamento analitico, como ocorre no caso
de misturas de distribui¢des gama. Nesses contextos, a simulacao fornece uma estimativa empi-
rica das propriedades de segunda ordem dos estimadores (viés e variancia), permitindo avaliar
sua robustez frente a heterogeneidade populacional e ao tamanho da amostra. Em especial, a
comparagao entre os estimadores corrigidos e nao corrigidos evidencia o impacto das corre¢oes

analiticas na reducdo do viés e, consequentemente, no desempenho global medido pelo EQM.
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Conforme discutido na Sec¢ao 5.8, os métodos de Monte Carlo constituem uma ferramenta fun-
damental para avaliar empiricamente o desempenho de estimadores sob diferentes condi¢des
amostrais e populacionais. Neste trabalho, sdo empregados para comparar as versdes tradicio-
nais e corrigidas pelo viés dos indices de desigualdade (Theil-T, Theil-L, Atkinson com ¢ = 1,
Atkinson no limite ¢ — oo e o indice de dispersao, VMR), analisando o impacto das correcdes
analiticas em termos de viés e EQM, especialmente em amostras pequenas € moderadas.

O delineamento experimental segue a metodologia de Vila e Saulo (2025a), estruturada
para capturar os efeitos conjuntos do tamanho amostral e da heterogeneidade da mistura sobre
o desempenho dos estimadores. Considerou-se uma mistura bidimensional com pesos fixos
(71, m) = (0,60;0,40), pardmetro de forma da primeira componente «; = 0,5 e da segunda
variando em s € {0,5;1;2;3;4;5}, mantendo o pardmetro de taxa fixo em A = 1. Essa
configuracio abrange desde um caso homogéneo (e = 0,5) até distribui¢des mais concentradas
(ag = 5,0).

Os tamanhos amostrais variaram de n = 10 a n = 100, e o nimero de réplicas foi fixado
em N, = 1.000, assegurando estabilidade estatistica sem comprometer a viabilidade compu-
tacional. As observacdes foram geradas segundo a Definicdo 5.1.1, em que cada X; provém da

k-ésima componente com probabilidade 7. Para cada amostra, estimaram-se os parametros da

56



§ 6.0.

-~

mistura por méxima verossimilhanga, obtendo-se (71, 7o, i1, i, A), € calcularam-se os indices

e suas versoes corrigidas:

-~

Oy = 0 — Bias(6, 0),

em que ]i;s(@ , @) representa o termo de correcdo analitico.

Por fim, a andlise avalia se as correcdes reduzem o viés sem aumentar substancialmente
a variancia, resultando em estimadores mais precisos e estdveis. A precisdo das estimativas
€ quantificada pelos erros-padrdao de Monte Carlo do viés e do EQM, que medem a variabili-
dade residual associada ao processo de simulacdo e asseguram a confiabilidade numérica dos
resultados apresentados. Todo o procedimento, desde a geracdo das amostras, estimacdo dos
parametros, cédlculo dos indices, aplicacio das correcdes e avaliacdo final, € sintetizado no Al-
goritmo 1, executado de forma idéntica para todos os indices considerados, variando apenas o

funcional @ de interesse.

Algoritmo 1: Simulacdo de Monte Carlo para estimadores corrigidos de viés
Entrada: Numero de réplicas N, = 1.000;
Tamanhos amostrais n € {10, 11,...,100};
Pardmetros verdadeiros (71, ) = (0,6;0,4), oy = 0,5, as € {0,5,1,2,3,5} e A = 1.
Saida: Viés, EQM e erros-padrdo de Monte Carlo dos estimadores tradicionais e
corrigidos.

para cada combinagdo de (n, as) faca
parar = 1 até N,,, faca
Gerar X 1(T), ..., X" da mistura gama;
Estimar os pardmetros da mistura via mixima verossimilhanca;
para cada 0 € {Theil-T, Theil-L, A(1), A(c0), VMR} faca
Calcular o estimador tradicional 9\(’");
Calcular o termo de correcdo B (6);
Calcular o estimador corrigido 5152) =9 B ™)(9);
fim

fim
Calcular o viés e 0o EQM conforme Eq. (5.25);
Calcular os erros-padrdao de Monte Carlo conforme Eq. (5.26);

fim
retorna As estimativas de viés, EQM e erros-padrdo de Monte Carlo para 0 e 0y
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6.1 Estimacio dos Parametros da Mistura Gama

A simulacdo requer a estimagdo, em cada réplica, dos parametros da mistura de distribuicdes
Gama, MG(m, a, A), a partir das amostras geradas segundo a Defini¢do 5.1.1. A estimagdo
foi realizada por médxima verossimilhan¢a, mediante otimizacdo numérica direta da fungdo de
log-verossimilhanca da mistura.

A parametrizacdo adotada impde, de forma continua e diferencidvel, todas as restri¢coes
necessdrias a definicdo do modelo, evitando dificuldades numéricas comuns em estimacio de
misturas. Para garantir que m; € (0, 1), utilizou-se a transformacao logistica m; = exp(n)/(1 +
exp(n)). A positividade dos pardmetros de forma e de taxa foi assegurada mediante restri¢des
de caixa no algoritmo de otimizacdo. Além disso, seguiu-se a conveng¢do de ordenagdo apresen-
tada na Se¢do 5.1, na qual os pardmetros de forma sdo reparametrizados em termos de (a, 9),
coma > 0ed € R. Essa formulagdo garante uma ordenagdo consistente entre as compo-
nentes ao longo da otimizacao, evitando solu¢cdes numericamente instdveis ou a necessidade de
reordenamento posterior.

A otimizagdo foi conduzida com o método L-BFGS-B (Limited-memory Broyden—Fletcher—
Goldfarb—-Shanno with Bounds), por meio da funcido opt im do R, especificando limites inferio-
res positivos para a e A. Os valores iniciais foram definidos a partir de um vetor pré-especificado
na escala reparametrizada, e a convergéncia foi avaliada pelo critério padrao do método, base-
ado na estabilizagdo relativa da funcio de verossimilhanca. Para cada réplica, a solucdo final

corresponde a0 méximo local obtido a partir desse ponto inicial.

6.2 Dificuldades de Implementacao Computacional

Durante o desenvolvimento das rotinas de calculo dos vieses dos estimadores, implementadas
no ambiente R (versdo 4.4.2) (R Core Team, 2024), observou-se que a principal limitacdo pra-
tica residia no custo computacional associado as somas sobre todas as composi¢des possiveis

do tamanho amostral. Essas expressdes envolvem termos combinatdrios de alta ordem, cuja
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cardinalidade cresce exponencialmente com o nimero de componentes € com o tamanho da
amostra n. Como consequéncia, a avaliacdo direta das férmulas tedricas torna-se rapidamente
invidvel, sobretudo em cendrios de maior heterogeneidade e quando se busca estimar o viés para
varias configuracdes de parametros.

Além disso, o uso de fatoriais em expressdes envolvendo coeficientes combinatérios, como
( . kg” km)’ levou ao estouro da capacidade numérica em operacdes envolvendo fatoriais, uma
vez que os valores de n! crescem de forma superexponencial. Tal comportamento inviabiliza
o célculo direto para amostras moderadamente grandes, produzindo resultados indefinidos ou
imprecisos na aritmética de ponto flutuante padrao do R.

Para contornar essas dificuldades, adotou-se uma estratégia dupla de otimizagcdo. Primeira-
mente, as somatorias foram reorganizadas de modo a agrupar termos com pesos combinatdrios
idénticos, reduzindo a redundancia e o nimero efetivo de operagdes. Para ilustrar isso, sob ce-

ndrio estudado, o de apenas duas componentes, € possivel mostrar que o somatério multinomial

pode ser reorganizado como

n m=2 x— (N e
Z (kl,...,km>ﬂfl'”wfnm = O(k)wlf(l—m) k.

k17"'7k7rL>0

Ja para o caso geral, o nimero de termos do somatdrio a esquerda é dado pelo nimero de

composig¢des inteiras de n em m partes, isto €,

Ncomp: (n+m_1)’

m—1

n+m—1

0 que implica um custo computacional da ordem de (9(( A

)) Entretanto, ao explorar as
simetrias das composi¢des € agrupar os termos com pesos combinatdérios idénticos, o nimero
de operagdes reduz-se para O(n) quando m = 2. Essa simplificagdo representa uma redugio

de uma a duas ordens de grandeza no tempo de execu¢do, sem perda de exatiddo analitica.

A segunda estratégia de otimizacao refere-se a substituiu¢cdo do calculo direto de fatoriais
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pela funcdo log-gama, 1gamma, que oferece uma forma numericamente estdvel para computar
log (F(x)) sem risco de estouro. Essa reformulacio preserva a precisio aritmética e possibilita
trabalhar com valores de n bem maiores, transformando multiplicacdes e divisdes de grandes
ndmeros em operacdes de soma e subtragdo no espaco logaritmico.

Tais modificagdes foram decisivas para tornar o algoritmo executdvel em tempo razodvel,
viabilizando a estimacdo dos vieses em multiplas configuragdes paramétricas e tamanhos amos-
trais. Em resumo, a reformulacdo dos somatérios e o uso de representagdes logaritmicas consti-
tuiram um compromisso entre exatiddo tedrica e eficiéncia numérica, aspecto fundamental para

o sucesso da implementacdo.

6.3 Resultados da Simulacao

Os resultados das simulagdes sdo apresentados nas Figuras 6.1 e 6.2, que mostram o compor-
tamento médio do viés e do EQM dos estimadores em fungdo de as e de n, respectivamente.
O Apéndice C complementa essas figuras ao elencar, para cada combinagdo de parametros,
os valores de 0 e é o viés empirico, 0 EQM e os erros-padrdo associados a essas estimati-

vas, permitindo avaliar a precisdo numérica das simulacdes e confirmando as tendéncias gerais

observadas nos graficos.

6.3.1 Heterogeneidade populacional

De forma geral, pela Figura 6.1, que apresenta o viés médio (coluna a esquerda) e o EQM
(coluna a direita) dos estimadores em funcdo de o, mantendo fixos oy = 0,50 e n = 15,
observa-se variagcdo sistemdtica dessas métricas conforme aumenta a heterogeneidade. Esse
comportamento evidencia que diferencas entre as componentes da mistura afetam distintamente
cada indice, refletindo a dependéncia dos termos «;/\ discutida no Capitulo 5.6. Os valores
do Apéndice C reforcam essa tendéncia, mostrando redu¢@o dos vieses empiricos e dos erros-

padrdo a medida que cresce a separagdo entre as componentes.
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Figura 6.1 Viés (a esquerda) e Erro Quadratico Médio (EQM) (a direita) dos indices em fungao
do parametro o, para oy = 0,5en = 15.
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Para o indice Theil-T, o estimador tradicional (linha tracejada) apresenta viés negativo ex-
pressivo para pequenas s, 0 qual se reduz a medida que a heterogeneidade aumenta. Esse
padrdo € coerente com as expressoes analiticas apresentadas no Capitulo 5.6, nas quais o viés
depende de diferencas entre as quantidades «;/A: quando a se afasta de a; (mantendo a taxa
comum), os termos que compdem o valor esperado do estimador variam de forma nio linear,
atenuando o viés negativo presente em cendrios de baixa separacio entre grupos. A versao cor-
rigida (linha sélida) praticamente elimina esse viés, mantendo-se proxima de zero em toda a
faixa, aspecto confirmado também nos valores tabulados no Apéndice C, cujos erros-padrao de
Monte Carlo permanecem pequenos em todas as combinagdes de pardmetros.

O mesmo comportamento € observado para o indice Theil-L, em que a correcio reduz subs-
tancialmente a magnitude do viés e estabiliza o comportamento das estimativas. Resultados
semelhantes sdo verificados para o indice de Atkinson com € = 1, cujo viés € reduzido e torna-
se praticamente nulo apds a corre¢do. No caso limite € — 0o, observa-se leve inversao de sinal
("supercorre¢do") para pequenas cv. Esse efeito é esperado porque A(oo) depende fortemente
do minimo amostral, o qual apresenta elevada variabilidade quando n € reduzido; em tais situ-
acoes, a correcdo analitica baseada em valores esperados populacionais pode sobrecompensar
temporariamente o viés, fenomeno que desaparece conforme c; aumenta ou o tamanho amostral
cresce. Por fim, para o indice de dispersdo (VMR), a correcao diminui significativamente o viés
negativo, embora ainda persista certa variabilidade com o aumento de as, padrdo igualmente

refletido nos valores apresentados no apéndice.

6.3.2 Tamanho amostral

De forma geral, pela Figura 6.1, que apresenta o viés médio (coluna a esquerda) e o EQM
(coluna a direita) dos estimadores em funcdo de «s, mantendo fixos a; = 0,5 e n = 15,
observa-se variacdo sistemdtica dessas métricas a medida que cresce a heterogeneidade. Esse
comportamento evidencia que diferengas entre as componentes da mistura afetam de modo

distinto cada indice, refletindo a dependéncia dos termos «; /A discutida no Capitulo 5.6.
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Figura 6.2 Viés (a esquerda) e Erro Quadratico Médio (EQM) (a direita) dos indices em fungao
do tamanho da amostra n para a; = 0,5 e as = 2,0.
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Ademais, os valores reunidos no Apéndice C reforcam essa tendéncia, mostrando reducao
consistente dos vieses empiricos e dos erros-padrao conforme aumenta a separacao entre as
componentes. Esses resultados confirmam, de forma numérica, as mesmas relacdes estruturais
observadas nas curvas da figura.

Nos indices de Theil e Atkinson (¢ = 1), nota-se inicialmente um viés negativo para amos-
tras pequenas, indicando subestimacdo sistemdtica da desigualdade sob tamanhos reduzidos.
Esse viés é gradualmente corrigido com o aumento de n, tornando-se praticamente nulo a partir
de n = 30. O estimador de Theil-L apresenta maior variabilidade em pequenas amostras, re-
fletindo sua sensibilidade as caudas inferiores da distribuicdo. Ja o indice Atkinson (¢ — 00),
que enfatiza a desigualdade entre os individuos mais pobres, apresenta viés préximo de zero
de maneira mais acentuada, sugerindo menor suscetibilidade a flutuagdes amostrais. Por fim, o
VMR mostra padrdao mais oscilatério em pequenas amostras, mas converge rapidamente com o
aumento de n.

O EQM reforca as mesmas conclusdes, de que existe uma redu¢do mondtona dessa métrica
a medida que n cresce, evidenciando ganho simultineo em precisao e estabilidade. A diferenca
entre o estimador tradicional (linha tracejada) e o corrigido por viés (linha continua) € relevante
apenas para amostras pequenas: por exemplo, para n = 15, a razdo EQM_,,,/EQM,,,, situa-se

corr tra

tipicamente entre 0,80 e 0,90 nos indices de Theil e Atkinson, indicando ganho relativo de 10%
a 20% em precisdo. Esse efeito torna-se praticamente irrelevante em amostras maiores, nas
quais ambos os estimadores convergem para o mesmo limite assintético.

Cabe observar que as estimativas de viés e de EQM apresentadas nas figuras estdo sujeitas
a variabilidade inerente ao procedimento de simulacdo, quantificada pelo erro-padrao de Monte
Carlo definido anteriormente na Secao 5.8. Para Ny, = 1.000, esses erros-padrao situam-se
tipicamente entre 10~ e 1072, valores pequenos quando comparados as diferencas observadas
entre os estimadores tradicional e corrigido. Dessa forma, as curvas reportadas sdo numeri-
camente estiveis e ndo apresentam distor¢des decorrentes do ndmero finito de simulagdes. Os

valores completos dos erros-padrao, para diferentes nimeros de réplicas, encontram-se reunidos
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no Apéndice C, permitindo verificar que as conclusdes qualitativas se mantém mesmo quando
Ngim € aumentado em uma ordem de grandeza.

Esses resultados indicam que todos os estimadores sdo consistentes e assintoticamente nao
viesados, apresentando eficiéncia crescente a medida que o tamanho amostral aumenta. As
medidas de desigualdade mantém robustez sob o modelo de mistura de distribuicdes Gama,

com desempenho satisfatério ja em amostras moderadas (n ~ 30).
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Aplicacao em Dados Reais

Os dados utilizados correspondem ao Produto Interno Bruto (PIB) per capita’’ de paises da
América do Norte e da Oceania. Foram consideradas as observagdes para o ano mais recente
disponivel (2023), totalizando n = 18 paises. Os valores foram expressos em milhares de

dolares para facilitar a interpretagdo e a comparagdo entre as economias analisadas.

Frequéncia de paises

0Ok 20k 40k 60k 80k

PIB per capita (mil délares)

Figura 7.1 Distribui¢do do PIB per capita (em milhares de délares) dos paises da América do
Norte e da Oceania em 2023.

MIndicador GDP (Gross Domestic Product) per capita, PPP (constant 2021 international $), que mede o PIB
per capita ajustado pela Paridade de Poder de Compra (PPP) e expresso em ddlares internacionais constantes de
2021. Fonte: World Bank Open Data (Banco Mundial, 2024).
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O histograma da Figura 7.1 revela uma distribui¢ao assimétrica a direita, com predominan-
cia de paises nas faixas de menor PIB per capita. A diferenca entre a média (22,99 mil ddlares) e
a mediana (9,68 mil délares) confirma essa assimetria, enquanto o desvio-padrao elevado (25,50
mil ddlares) indica ampla dispersdo e reforca a heterogeneidade entre as economias. Observa-
se ainda uma bimodalidade incipiente, com um grupo majoritario de paises de renda inferior e

outro menor, formado por economias desenvolvidas.

A Figura 7.2 evidencia esse padrdo bimodal por meio do ajuste de uma mistura de distri-
bui¢des gama, adequada para representar tanto a separacdo entre grupos quanto a assimetria
interna de cada componente. O modelo estimou propor¢des de 7, = 0,7221 e 1o = 0,2779,
parametros de forma &; = 2,7966 e as, = 21,9126, e taxa comum A = 0,3528. As médias e
desvios-padrdes estimados dos componentes, calculados por fi; = &/ e 0j = \/&_j / ), sdo de
aproximadamente 9,9 mil e 5,9 mil délares para o primeiro grupo e 77,4 mil e 16,5 mil dolares
para o segundo. Esses resultados indicam que cerca de 72% dos paises integram um grupo
de menor renda e maior variabilidade relativa, enquanto os demais compdem um grupo mais

homogéneo e de alta renda, refletindo a dualidade estrutural observada na distribuicao.

0.06

Densidade

0.02

0.00

0Ok 20k 40k 60k 80k

PIB per capita (mil délares)

Figura 7.2 Distribuicdao empirica do PIB per capita (em milhares de délares) dos paises da
América do Norte e da Oceania em 2023, evidenciando a bimodalidade capturada pela curva
ajustada.
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Com base no modelo ajustado a amostra de paises, foram obtidas estimativas empiricas dos
indices de desigualdade. Para cada medida, calculou-se o estimador padrio 0, o viés anali-
tico estimado B/igs, avaliado nos parametros ajustados do modelo, e a versdo corrigida de viés
écm — f — Bias. Os resultados estio dispostos na Tabela 7.1, cuja leitura conjunta permite uma
interpretacdo abrangente da desigualdade observada.

Tabela 7.1 Estimativas empiricas dos indices de desigualdade e correcdes analiticas de viés sob
mistura gama ajustada ao PIB per capita global.

Indice 0 B/i;s gcorr
Theil-T 0,5282 —0,0246  0,5529
Theil-L 0,6354 —0,0364 0,6718

Atkinson (e=1) 0,4703 —0,0233  0,4936
Atkinson (e—o0)  0,8898 —0,1002  0,9899
VMR 28,2871 —0,3068 28,5939

Entre as medidas analisadas, destacam-se novamente os indices 17 € T}, com valores cor-
rigidos de 0,5529 e 0,6718, respectivamente. A proximidade relativa entre ambos indica que a
maior parte da desigualdade global é explicada pelas faixas inferiores da distribuicao de renda,
com predominancia de paises de baixa e média renda. O indice 7}, ao atribuir maior peso
relativo as rendas mais baixas, apresenta valor ligeiramente superior ao 77, que capta a desi-
gualdade em torno da média e tende a refletir também as diferencas entre os estratos médios e
superiores.

O indice de Atkinson com ¢ = 1 apresentou valor corrigido de 0,4936, implicando que
uma distribui¢do perfeitamente igualitaria que preservasse o mesmo nivel de bem-estar social
corresponderia a aproximadamente 50,6% da renda média global. Ja no caso limite de ¢ — o0, 0
valor corrigido de 0,9899 sugere um rendimento equivalente préximo de 1% da média. Embora
esse valor seja numericamente extremo, ele decorre diretamente da sensibilidade infinita as
rendas mais baixas e é coerente com a forte assimetria da amostra, pois a mediana (9,68 mil
dolares) € cerca de um ter¢co da média (22,99 mil ddlares), e o grupo de paises mais pobres

concentra-se perto do limite inferior da distribui¢do ajustada. Assim, o valor elevado de A(o0)
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nao indica inconsisténcia do modelo, mas reflete a severa penalizac@o das caudas inferiores sob
aversdo a desigualdade extrema.

As estimativas de viés apresentadas na Tabela 7.1 foram obtidas por meio de corre¢des ana-
liticas avaliadas nos parametros ajustados do modelo de mistura, isto €, tratam-se de corre¢des
do tipo plug-in: substitui-se os parametros estimados pelos verdadeiros na expressdo de viés
deduzida teoricamente. Embora esse procedimento seja consistente € amplamente utilizado, ele
ndo propaga a incerteza adicional decorrente do ajuste da mistura, razao pela qual o valor corri-
gido deve ser interpretado como aproximac¢do ao estimador ndo viesado sob o modelo ajustado,
e ndo como corre¢do exata em sentido estritamente frequentista.

O valor estimado do indice de dispersdo reforca o diagndstico obtido pelas demais medidas.

———CoITr

Entretanto, a interpretacdo de VMR, = 28,5939 requer aten¢do, ao contrdrio dos indices de
entropia, 0 VMR néo é invariante a escala. Como Var(X) e E[X] tém unidades distintas, a razdo
Var(X)/E[X] mantém a unidade de medida de X . Isso implica que a simples troca da unidade
de "mil ddlares"para "d6lares"multiplicaria todas as estimativas de VMR por 1,000, sem alterar
qualquer aspecto substantivo da distribuicao, mas mudando sua magnitude numérica. Assim, o
valor observado reflete a unidade monetaria escolhida e ndo deve ser comparado diretamente a
resultados expressos em escalas distintas.

Por fim, as correcdes analiticas de viés apresentaram magnitude da ordem de 1072, indi-
cando que os estimadores empiricos se aproximam do nao viesado sob o modelo ajustado;
ainda assim, sua aplicacdo mostrou-se essencial para eliminar o viés residual e confirmar em-
piricamente a validade das expressdes tedricas deduzidas na Secdo 5.6. Em conjunto, esses
resultados demonstram que o modelo de mistura gama é adequado nio apenas para representar
a heterogeneidade estrutural das rendas, mas também como base consistente e robusta para a

avaliagdo e correcao do viés dos estimadores de desigualdade.
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Conclusoes

O presente trabalho investigou o comportamento dos estimadores dos indices de desigualdade
de Theil, de Atkinson e do indice de dispersao (VMR) sob cendrios de heterogeneidade popu-
lacional modelados por misturas finitas de distribuicdes gama com parametro de taxa comum.
Motivou-se essa andlise pelo fato de tais medidas apresentarem formulacdes nao lineares, base-
adas em razdes e transformacoes logaritmicas, o que induz viés sistemdtico em amostras finitas,
especialmente quando a heterogeneidade estrutural é pronunciada. Evidéncias recentes indi-
cam que ignorar a estrutura de mistura pode comprometer a validade inferencial, mesmo sob
consisténcia assintotica (Vila e Saulo, 2025a; Vila e Saulo, 2025b; Shih, 2025).

Do ponto de vista analitico, foram obtidas expressoes fechadas para o valor esperado dos es-
timadores plug-in, utilizando o teorema de independéncia propor¢do—soma de Mosimann e pro-
priedades fundamentais da distribuicdao Dirichlet. Esses resultados caracterizam formalmente
o viés decorrente da heterogeneidade e revelam sua dependéncia direta da divergéncia entre os
parametros de forma das componentes. Assim, o viés ndo € apenas reflexo da variabilidade
amostral, mas também consequéncia da interagao funcional entre subpopulacdes distintas.

As simulagdes de Monte Carlo corroboraram esses achados tedricos. De modo geral, o
viés absoluto diminui com o crescimento de n, confirmando a consisténcia dos estimadores.

Contudo, o efeito da heterogeneidade ndo € uniforme entre as medidas, mesmo assim, os indices
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apresentaram predominancia de viés negativo, enquanto o coeficiente de Gini, segundo Vila
e Saulo (2025a), tende a apresentar vi€s positivo sob estruturas de mistura. Esse contraste
evidencia que a direcdo do viés decorre da estrutura funcional das medidas, ao passo que o
Gini amplifica desigualdades intergrupais, as transformag¢des logaritmicas suavizam contrastes
extremos, levando predominantemente a viés negativo nas medidas baseadas em entropia. As
corregcOes propostas reduziram o viés de forma sistematica, sobretudo em amostras pequenas e
moderadas, enquanto as diferencas em termos de erro quadratico médio se mostraram modestas
e diminuiram a medida que n aumentou, refletindo a convergéncia assintotica.

A aplicacdo a dados reais de PIB per capita confirmou que misturas gama representam
adequadamente a heterogeneidade econOmica entre paises. Embora o viés observado tenha
sido da ordem de 1072, as corre¢des mostraram-se relevantes para garantir precisdo inferencial
e evitar distor¢des interpretativas, indicando que o uso de estimadores corrigidos ndo constitui
mero refinamento matemdatico, mas uma etapa necessaria para conclusdes robustas em contextos
empiricos com heterogeneidade estrutural.

Dentre as limitacdes deste estudo, algumas merecem destaque:

A hipétese de taxa comum entre as componentes da mistura, embora necessdria para a
obtencdo de expressdes fechadas, restringe a flexibilidade do modelo em cendrios mais

gerais.

* Os cendrios de simulacdo considerados, ainda que representativos, ndo abrangem todas
as possiveis configuracdes paramétricas; diferentes estruturas de mistura podem alterar a

magnitude e o padrdo do viés.

* As correcdes propostas utilizam estimativas plug-in dos parametros da mistura, sem pro-

pagacao formal da incerteza associada ao ajuste do modelo.

* A aplicacdo empirica entre paises foi conduzida sem ponderacdo populacional, o que

limita a interpretagdo normativa ao nivel das unidades agregadas.
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* O indice VMR nio € scale-free, sendo sensivel a unidade monetdria utilizada, diferente-

mente das medidas baseadas em entropia.

Como desdobramentos naturais deste estudo, destaca-se a possibilidade de desenvolver um
pacote de software em R ou Python que retina as corregdes plug-in apresentadas, além de ro-
tinas de simulacdo e vignettes que reproduzam integralmente as andlises e figuras discutidas ao
longo do trabalho. Outra dire¢ao promissora consiste na extensao pragmatica do arcabougo para
misturas com parametros de taxa distintos, utilizando bootstrap paramétrico como mecanismo
numérico de corre¢do do viés, preservando a ldgica analitica, porém com maior flexibilidade.
Estudos envolvendo versdes bivariadas do modelo, combinando margens gama com uma cépula
simples, também constituem um passo seguro para investigar como estruturas de dependéncia
influenciam medidas de desigualdade, preparando terreno para formulagdes plenamente multi-
variadas.

Em sintese, este trabalho aprofunda o entendimento tedrico e empirico do viés em estima-
dores de desigualdade sob heterogeneidade populacional e estabelece bases consistentes para
avancos metodolégicos futuros, tanto no plano computacional quanto no analitico, capazes de

fortalecer aplicagcdes em cendrios empiricos cada vez mais complexos.
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Apéndice A
Funcoes Especiais

Nesta secao sdo apresentadas as definicdes das funcdes especiais empregadas ao longo do texto,

incluindo a fun¢do Gama, a funcdo digama e a fungdo Beta multivariada.

A.1 Funcao Gama

A fun¢do Gama, denotada por I'(«), é definida para « > 0 por
['(a) = /oo t* et dt. (A.1)
0
Ela satisfaz a relacdo de recorréncia
MNa+1) =al(a), (A.2)
e, para inteiros positivos, coincide com o fatorial:

[(n)=(n—1)L (A.3)
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cap. A. Fungoes Especiais § A.3. Fungdo Digama

A.2 Funcao Digama

A funcdo digama, denotada por ¢)(«), é definida como a derivada logaritmica da funcdo Gama

e € expressa por

$(a) = L log'(a) =

- (A.4)

A func¢do desempenha papel central nas expressoes analiticas dos vieses dos estimadores deri-

vados neste trabalho.

A.3 Funcao Beta Multivariada

Para um vetor &« = (aq,...,q,) com componentes positivos, a funcido Beta multivariada é

definida por

Bloy,...,aqp) = . (A.5)

flzy,... ) = =———— fo‘i_l, (z1,...,x5) € AP, (A.6)

80



Apéndice B

Provas e Resultados Auxiliares

B.1 Demonstracao da identidade E|Z log 7] para Z ~ Gama(a, b)

Proposicdo B.1.1. Se Z ~ Gama(a, b), coma > 0e b > 0, entdo

E[Zlog Z] = — [¢(a) + 1/a —logb] = — [¢(a + 1) — log b].

S e
S e

Demonstracdo. A funcdo geradora de momentos de Z € dada por

F(a+1t)

E[2'] = b 3 R

t > —a.

Derivando em relagdo a ¢ e avaliando em ¢ = 1, obtemos

E[Zlog Z] = %(b—tr(a+t)> (a+1) — logh].

['(a)

a
t=1 b
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cap. B. Provas e Resultados Auxiliares § B.3. Lei da Esperanca Total

B.2 Lei da Esperanca Total

A identidade abaixo decorre diretamente da defini¢do de esperanca condicional, conforme apre-

sentada em James (2006, Secdo 4.1) e Billingsley (1995, Cap. 6, Secao 34).

Teorema B.2.1 (Lei da Esperanca Total). Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade e X uma

varidvel aleatéria integrdvel, isto é, E[| X|] < oo. Seja G C F uma sub-o-dlgebra. Entdo,
E[E(X | 6)] = E[X].
Em particular, se Y é uma varidvel aleatériae G = o(Y'), vale

EX]=E[E(X |Y)].

Demonstracdo. Pela defini¢ao de esperanga condicional, para todo evento A € G tem-se

/E(X 1G)dP = / X dP.
A A
Tomando A = 2, segue

/E(X|g)dIP’:/XdIP’,
isto é, E[E(X | G)] = E[X]. O

Observacao B.2.2. A Lei da Esperanca Total permanece valida no caso X > 0 mesmo que
E[X] = oo, por aplicagdo direta do Teorema da Convergéncia Monétona. No contexto desta
dissertacdo, a lei € utilizada para remover o condicionamento em varidveis latentes (por exem-
plo, os rétulos Y7, ..., Y, na mistura gama), garantindo a validade das expressdes de esperanca

obtidas em forma condicional.
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§ B.4. Teorema Multinomial

B.3 Teorema Multinomial

Teorema B.3.1 (Teorema Multinomial). Sejam m € Ne xy,x9,...,x,, varidveis reais. Para

todo inteiro n > 1, tem-se

nl ki, .k k
<x1+$2+"'+xm)n: Z mxlleQ"‘xmm.
ki+-+km=n 1 m
ki>0

Demonstragdo. O resultado decorre por indugdo a partir do Bindmio de Newton e da contagem
n!
kil k!
o numero de formas distintas de escolher k; termos de tipo x1, k2 de tipo 2, € assim sucessiva-

das permutacdes dos n fatores em cada termo. A constante combinatéria representa

mente. L]

Observacao B.3.2. No desenvolvimento analitico dos estimadores sob mistura Gama, o Teo-
rema Multinomial é utilizado para expandir poténcias do tipo (7w + -+ + m,)" e decompor
expectativas de somatérios miltiplos, como em >, _; . _ mj ---m;,, fundamentando ex-

pressdes como as do Teorema 5.6.1.

B.4 Média de Poténcia

Teorema B.4.1 (Média de Poténcia (Bullen, 2003, Cap. 2)). Sejam xy,...,z, > 0Oep €

R\ {0}. Define-se a média de poténcia de ordem p como

1 1/p
_ p
M,(xy,...,x,) = ﬁ;%
Entao:
1 n 1/n
(@) lim My(z1,.. 20) = exp 5;10%- = qx ;
(b) lim My(z1,. .. 2n) = max ;.
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cap. B. Provas e Resultados Auxiliares § B.5. Teorema do Mapeamento Continuo

Demonstragdo. (a) Para p préximo de zero, escreva xf = eP1°8%, Da expansio ePl°8% =

1+ plogx; + o(p), obtém-se

I , 1 ¢
- P =S g ;s .
n;-’b’ +p<n; ogw> + o(p)

Tomando logaritmo e dividindo por p,

log( Zx > = %ilogmﬁ—o(l),
i=1

e passando ao limite p — 0 resulta log M, — £ 3 log z;, ou seja, M, — exp(Z >, log ;).
(b) Seja M = max; z;. Como z; < M, tem-se
lM?’ < lix?’ < MP.
< ;<

n

Elevandoa 1/p, n=Y/?M < M, < M. Pelo limite lim,,_,,, n~*/? = 1, conclui-se M, — M. [

Observacio B.4.2. O resultado (a) mostra que a fungdo p — My,(z1,...,z,) é continua em

p = 0, definindo-se
My(zq, ..., x, _exp( Zlogxz) .

No contexto desta dissertacao, esse limite € ttil para relacionar indices de desigualdade formu-
lados como médias LP com suas versdes logaritmicas no caso limite p — 0, bem como para
analisar comportamentos assintéticos quando p — oo, em que o indice passa a refletir apenas o

maior valor da amostra.

B.5 Teorema do Mapeamento Continuo

Teorema B.5.1 (Teorema do Mapeamento Continuo). Seja (Z,,),>1 uma sequéncia de varidveis

aleatérias definidas em um espago de probabilidade (€2, F, P) e seja Z uma varidvel aleatéria
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§ B.6. Teorema do Mapeamento Continuo

tal que

L 2z ou, equivalentemente, 7, i 7.

Seja g : R¥ — R™ uma fun¢io continua em todos os pontos do conjunto em que Z assume

valores com probabilidade 1. Entao,

9(Zy,) KN g(Z) (respectivamente, g(Z,) REEN 9(2)).

Demonstragdo. Para uma demonstracao rigorosa, ver Vaart (1998, Secao 2.3). [l

Observacao B.5.2. O teorema assegura que a convergéncia de uma sequéncia de estatisticas
¢ preservada por transformagdes continuas. Em termos praticos, se um estimador converge
para o verdadeiro parametro populacional, qualquer funcao continua desse estimador também
converge para a funcao correspondente do parametro. Assim, o teorema constitui uma extensao
direta da Lei dos Grandes Nimeros, permitindo que expressdes compostas de médias amostrais,

como razdes, logaritmos ou produtos, mantenham a propriedade de consisténcia.

Observacao B.5.3. No contexto deste trabalho, os estimadores dos indices de Theil (7/”; e ﬁ),
de Atkinson (A/(T) e @) e o indice de dispersdo (ﬁ\_/I\R) podem ser escritos como fungoes
continuas de quantidades do tipo n~' """ | g(X;), que convergem para suas esperangas corres-

pondentes por meio da Lei dos Grandes Nimeros. Pelo Teorema do Mapeamento Continuo,

conclui-se que

T(F,) & T(F),

isto €, os estimadores obtidos pelo principio de substituicao (plug-in) sdo consistentes para os

respectivos funcionais populacionais.
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cap. B. Provas e Resultados Auxiliares § B.6. Teorema de Tonelli

B.6 Teorema de Tonelli

O resultado apresentado a seguir corresponde ao caso ndo negativo do Teorema de Fubini.
Uma demonstragdo completa pode ser encontrada em Rolla e Lima (2025, Apéndice D.4). Ver
também Billingsley (1995, Cap. 3, Secdo 18), onde este caso € apresentado como a parte nao

negativa do Teorema de Fubini.

Teorema B.6.1 (Teorema de Tonelli). Seja f : X x Y — [0, oo] uma fungdo mensuravel nao

negativa, definida sobre o produto de dois espagos de medida (X', A, ) e (), B, v). Entio,

Xxyf(w)(uw)(dx ,dy) = /(/fxy dy) /(/fxy dx)z/(dy).

Em particular, é sempre permitido trocar a ordem das integrais iteradas, isto &,

[ (L remat) i = [( [ st i) v

mesmo que f ndo seja absolutamente integravel, desde que f(x,y) > 0 para todo (z,y) €

X x ).

Ideia da demonstracdo. O resultado segue da construcao da integral de Lebesgue via fungdes
simples e do Teorema da Convergéncia Monoétona. Primeiro, demonstra-se a igualdade para
funcdes simples ndo negativas. Em seguida, aproxima-se f por uma sequéncia crescente de
fungdes simples f 1 f, aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona para trocar o limite e

as integrais iteradas. Assim, a igualdade permanece vélida para qualquer f > 0. [l

86



Apéndice C
Resultados das simulacoes de Monte Carlo

Tabela C.1 Resultados das simulagdes de Monte Carlo para cada indice e para cada combinag@o de a; e n,
apresentando o valor verdadeiro #, a média das estimativas 0, 0 viés empirico V(G) o erro quadratico médio
e os erros-padrdo do viés e do EQM, tanto para o estimador original quanto para o estimador corrigido. Os
resultados referem-se ao cendrio com R = 1.000 réplicas e a; = 0,5.

Estimador Estimador Corrigido

6 V() EQM(d) EP(B) EP(EQM) 6 V() EQM(A) EP(B) EP(EQM)

Indice s 0 n

10 0,6385 -0,0912  0,0652 0,0075 0,0027 0,7083 -0,0213  0,0932 0,0096  0,0059
25 0,6941 -0,0355 0,0287 0,0052 0,0014 0,7266 -0,0031  0,0358 0,0060 0,0023
50 0,7178 -0,0118  0,0153 0,0039 0,0007 0,7353 0,0057 0,0176 0,0042  0,0009
100 0,7165 -0,0131  0,0073 0,0027  0,0003 0,7253 -0,0043  0,0077 0,0028  0,0004

10 0,5407 -0,0732  0,0456 0,0063 0,0019 05951 -0,0188 00615 0,0078  0,0038
25 05814 -0,0325 0,0205 0,0044 00009 06046 -0,0093 0,0237 0,0049  0,0012
10 0.6139 50 06015 -0,0125 00105 00032 0,0006 06141 00002 00116 00034 0,0007
100 0,6075 -0,0064 0,0057 00024 00003 06141 00002 00060 00024  0,0003

10 0,5378 -0,0479  0,0433 0,0064 00021 0,5800 -0,0058 0,0583 0,0076  0,0043
25 0,5656 -0,0202  0,0177 0,042 00008 0,5824 -0,0034 00196 0,0044  0,0009

20 05858 50 5797 -0,0060 0,0095 0,0031 00005 05888 0,030 00101 0,0032  0,0005
Theil-T 100 0,5842 -0,0016  0,0045 0,0021 00002 0,5888 0,031 00047 0,0022  0,0002

10 0,5617 -0,0450 00441 0,0065 00021 055996 -0,0072 0,0579 00076  0,0042
25 0,6015 -0,0052 00190 0,0044 00010 06163 0,0095 00214 00046 0,0013
3.0 06067 50 06002 -0,0066 0,0092 0,0030 0,004 06068 00005 00096 0,0031  0,0005
100 0,6030 -0,0037 0,045 0,0021  0,0002 06064 -0,0003 0,0046 00021 0,002

10 0,5983 -0,0339  0,0471 0,0068 00023 06353 0,0031 00635 0,080 0,0043
25 0,6200 -0,0122 00179 0,0042 0,008 0,6305 -0,0017 0,192 00044  0,0009
40 06322 50 06295 -0,0027 00096 0,0031 00004 06343 00020 00099 00031 0,005
100 0,6298 -0,0024 00045 0,0021 0,0002 0,6321 -0,0002 0,0046 0,0021  0,0002

0,5 0,7296
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10 0,6377 -0,0177 0,483 0,0069 00022 06712 00158 0,0648 00080 0,0042
25 0,6493 -0,0061 00198 0,0044 00009 06571 00016 00212 00046 0,0010
50 06554 50 06534 -0,0021 00101 0,0032 00005 06563 0,0009 00103 00032 0,005
100 0,6537 -0,0017  0,0049 00022 0,0002 0,6551 -0,0003 0,0050 0,0022  0,0002

10 1,1753 -0,0950 02930 00169 00145 12681 -00022 03257 00181 0,0175
25 12346 -00357 0,1186 0,0108 00054 12728 0,025 0,1239 00111  0,0060
0.5 1.2704 50 12587 -0,0116 00602 00078 00026 12783 0,0079 00618 00079  0,0028
100 12657 -0,0047 00296 00054 00013 12753 00049 0,0300 0,0055 0,0013

10 09570 -0,0953 02200 00145 00123 10290 -0,0233 02384 00154 00144
25 1,0243 -0,0280 00924 0,0096 00043 10536 00013 0,955 0,098  0,0046
1O L0523 50 10370 -0,0153 00438 00066 0,0021  1,0520 -0,0003  0,0445 0,067  0,0022
100 1,0470 -0,0053 00231 00048 00011 10545 00022 00233 00048 00011

10 1,0531 -0,0512 0,2639 0,0162 0,0136 11,1219 0,0176  0,2903 0,0170  0,0158
25 1,0696 -0,0347 0,1021 0,0100 0,0046  1,0962 -0,0081  0,1046 0,0102  0,0049

20 L1043 50 10927 -00116 00511 00071 00023 11062 00019 00519 00072 00024

Theil-L 100 1,1067 00024 00259 00051 00012 1.1135 0,0092 00261 00051 0,012
10 1.1229 -00915 02618 00159 00145 11937 -0,0207 02817 00168 00165

25 1.1883 -00261 01109 00105 00053 12162 00018 0.1144 00107  0,0057

30 L2145 50 19104 200040 00551 0,0074 00031 12239 00094 00561 00075 00032
100 12067 -0.0078 00268 00052 00012 12134 -00011 0,270 0,0052 0.0012

10 12327 -00848 02998 00171 00128 13097 -0,0078 03262 00181 00153

25 12838 -00337 01133 00106 00047 13120 -0,0055 0.1161 00108  0,0049

40 L3175 50 13062 -0.0113 00587 00077 00026 13200 00024 00595 00077 0.0026
100 13134 -00041 00314 00056 00014 13201 00026 00316 00056 00014

10 13288 -00797 03043 00173 00137 14115 00029 03335 00183 00166

25 13806 -00280 0.1177 0.0108 00053 14096 00011 0.1208 00110  0,0056

50 14086 50 13992 -00093 00622 00079 00027 14132 00046 00631 00079  0,0028
100 13955 -0.0131 00279 0,0053 00012 14023 -0,0062 0,0280 00053 0,0012

10 0.6504 -00689 00312 00051 00016 07130 -0,0063 0,0309 00056 00014

25 06924 -00268 00106 00032 0,0005 07190 -0,0003 00104 0,032  0,0005

0.5 07193 50 07075 -0,0117 00051 00022 00002 0,7210 0,0018 00050 00022  0,0002
100 07138 -0,0055  0,0024 0,0015 00001 07206 00014 0,0024 0,0015 0,001

10 05791 -0,0718 0,0324 0,0052 00014 06376 -0,0132  0,0327 0,0057 0,0013

25 06249 -00260 00124 00034 00006 06504 -0,0005 00126 00036 0,005

1,0°0.6509 50 06379 200130  0,0056 00023 0,0003 0,6508 -0,0001 00056 00024  0,0002
100 06450 -0,0059 0,0028 0,0017 00001 06516 00007 0,0028 0,0017 0,000

10 0.6090 -0,0596 0,0332 0,0054 00015 06676 -0,0009 0,035 0,0059 00014

20 ocese 25 06399 00286 00126 00034 00006 0,645 -00041 00126 00035 0,006

50 0,6564 -0,0122  0,0056 0,0023 0,0002 0,6692 0,0007 0,0056 0,0024  0,0002
A1) 100 0,6651 -0,0035  0,0029 0,0017 0,0001 0,6716 0,0031  0,0029 0,0017 0,0001

10 0,6363 -0,0668  0,0303 0,0051 0,0015 0,6946 -0,0086  0,0300 0,0055 0,0014
25 0,6791 -0,0241  0,0105 0,0032 0,0005 0,7033 0,0002 0,0104 0,0032  0,0005
50 0,6939 -0,0092  0,0048 0,0022 0,0002 0,7062 0,0031 0,0049 0,0022  0,0002
100 0,6968 -0,0063  0,0025 0,0016 0,0001 0,7030 -0,0001  0,0025 0,0016 0,0001

3,0 0,7031
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10 0,6685 -0,0637 00282 00049 00013 07263 -0,0059 0,0274 00052 0,011
25 0,7076 -0,0246  0,0097 0,0030  0,0005 07306 -0,0016 0,0094 00031 0,000

40 07322 50 07212 00,0110  0,0046 00021 0,002 0,7327 0,0005 00046 00021  0,0002
100 07269 -0,0053  0,0024 0,0015 0,0001 0,7326 00004 00024 0,015 0,000

10 06972 -0,0583 00259 00047 00015 0,7529 -0,0026  0,0249 0,0050  0,0013

25 0,7341 -00214 00081 0,0028 00005 07564 0,0008 00079 00028 0,000

50 07555 50 07456 -0,0099 00039 0,0020 00002 07566 0,0011 0,038 00020 0,002
100 07489 -0,0067 00018 0,0013 0,0001  0,7544 -0,0012 0,0017 0,0013  0,0001

10 09741 -0,0259  0,0028 00015 00004 10290 00290 00015 0,0008 0,000

25 09953 -0,0047 00001 0,0003 0,000 10047 00047 0,001 00002 0,000%

0.5 1.0000 53 09988 -0,0012  0,000% 0,001 0,000 1,0010 0,0010 0,000% 00001  0,000%
100 09997 -0,0003 0,000 0,000% 0,000+ 10002 00002 0,000% 0,000% 0,000

10 09635 -0,0365 00040 00016 00003 10383 00383 00024 00010 0,0001

25 09922 -0,0078 00003 0,0005 0,000 10075 00075 0,001 00003 0,000%

1.0 10000 50 09978 -0,0022  0,000¢ 0,0001 0,000+ 1,009 00019  0,000% 0,001  0,000%
100 09995 -0,0005  0,000% 0,000% 0,000+ 10005 00005 0,000% 0,000% 0,000

10 09696 -0,0304 00041 00018 00005 10333 00333 00019 00009 00001

25 09943 -0,0057 00002 0,0003 0,000 10063 00063 0,001 00003 0,000%

2,0 10000 50 09985 -0,0015 0,000% 00001 0,000 1,0013 0,013 0,000% 00001  0,000%
A(0) 100 09996 -0,0004  0,000% 0,000% 0,000% 10002 00002 0,000% 0,000% 0,000
10 09774 -0,0226 00022 00013 00003 10295 00295 00016 00009 0,0001

25 09959 -0.0041 00001 0,0002 0,000 10042 00042 0,000% 00002 0,000%

3,0 1.0000 53 09990 -0,0010  0,000% 0,001 0,000% 1,0008 0,0008 0,000% 00001  0,000%
100 09997 -0,0003  0,000% 0,000% 0,000+ 10002 00002 0,000% 0,000%*  0,000%

10 09823 -0,0177 00012 00009 00002 10251 00251 00012 00007 0,0001

25 09965 -0.0035 00001 00002 0,000 10031 00031 0,000% 00002 0,000%

40 1.0000 50 09992 -0,0008  0,000% 00001 0,000 1,0007 00007 0,000% 0,000%  0,000%
100 09998 -0,0002  0.000% 0,000% 0,000+ 10001 00001 00004 0,000% 0,000

10 09840 -0,0160 00012 00010 00002 10201 00201 00008 00006 0.0001

25 0,9971 -0,0029  0,000% 0,0002 0,000 1,023 00023 0,000 0,001 0,000%

2.0 10000 53 09993 -0,0007  0,000% 0,0004 0,000% 1,0005 0,005 0000% 0,000%  0,000%
100 0,9998 -0,0002  0,000% 0,000% 0,000« 1,0001 00001  0,000% 0,000%  0,000%

10 0,8609 -0,1391 04264 00202 00369 009544 -0,0456 0,6198 0,249  0,0687

25 09286 -0,0714 02351 00152 00277 09866 -0,0134 03190 00179  0,0488

05 10000 50 09718 -0,0282 0,1342 0,0116 00117 1,053 0,0053 0,1611 00127 0,0161
100 0,9728 -0,0272  0,0696 0,0083 0,0047 009899 -0,0101  0,0763 0,0087  0,0058

10 09243 -0,1614 03815 00189 0,0251 1,056 -0,0801 0,5317 0,229  0,0459

25 1,0237 -0,0620 02311 0,0151 00211 10691 -0,0167 02874 00170  0,0342

LOLO8ST 50 10696 -0,0162 0,1308 0,0114 0,0085 1,957 0,0100 0,1479 00122  0,0108
100 1,0690 -0,0167  0,0688 0,0083  0,0035 10828 -0,0029 0,073 0,0086  0,0040

10 13737 -0,1172  0,6434 00251  0,0400 14621 -0,0288  0,8866 0,0298 0,076

25 1,4096 -0,0813 02791 00165 00151 14505 -0,0404 053193 00178  0,0193

2.0 14909 50 14773 200136 0,1705 0,0131 00118 1,5016 0,0107  0,1883 0,0137  0,0146
VMR 100 1,4949 0,0040 0,821 0,0091 0,0038 15075 00165 0,0858 0,0093  0,0041
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10 1,8531 -0,1469 08766 00293 00626 19453 -0,0547 1,1630 00341 0,111

25 1,9939 -0,0061 04104 0,0203 00270 20413 00413 04813 00219 0,0353
3.0 20000 53 19738 -0,0262 02014 00142 00106 19946 -0,0054 02147 0,0147 00118
100 1,9922 -0,0078  0,0999 0,0100 0,0049 20029 00029 0,1031 0,102  0,0052

10 23781 -0,1692 10873 00326 00677 24771 -0,0703 14307 00378  0,1189

25 25114 -0,0360 04675 0,0216 00268 2,5467 -0,0007 05302 00230  0,0365
40 25474 50 25421 -0,0052 02464 00157 00118 25574 0,0100 02576 00161 0,128
100 2,5503 0,0030  0,1189 0,0109 0,0058 25572 0,0099 0,1213 0,0110  0,0059

10 13,0522 -0,0608 15423 00392 0,0942 3,1433 00302 19668 00444 0,1688

25 3,0927 -0,0203 05514 00235 00313 31158 00027 06020 00245 0,0353
30 31130 50 39000 -0,0110 03029 00174 00154  3,1091 -0,0039 03124 00177  0,0161
100 3,1188 0,0058 0,1419 00119 0,0074 3.1218 00088 0,1441 00120 0,0076

* Valor real abaixo do limite de precisao (< 0,0001).
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Apéndice D

Resumo Geral dos indices, Estimadores e

Vieses

Tabela D.1 Estatistica, estimador e viés analitico do indice de Theil-T.

Indice Theil-T

i tefvi(X)] oty Rl

viés(Tr, Tr) = Y mm, zlaj [Z aj¥(ey,) = (Z O‘J’W(Z %) et

1<j1,eesjn<m i i

5 ;jozj (Z T (ag) + 1) — log(zwjaj)l .

:\'—‘

+ logn —

Tabela D.2 Estatistica, estimador e viés analitico do indice de Theil-L.

Indice Theil-L

X —~ 1 — X;
T, = —Ellog| = T, =—= log| =
v=wfon( )] Tom ST

Viés(fz,TL) = z 7rj1~~~7rjnw(2aji) flognflog(Zﬂjaj).
i J

1<g150n<m i
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cap. D. Resumo Geral dos Indices, Estimadores e Vieses § D.0.

Tabela D.3 Estatistica, estimador e viés analitico do indice de Atkinson com ¢ = 1.

Indice de Atkinson (¢ = 1)

A(1):17M7 Z(T):lf exp(+ Z:_ilogXi)
H X
ve(A@) 41~ _n1§j1,..Z,jngm7rjl. T Zilozj,; 1:[ F(alzi(ozil)/n) + > ijaj eXp{ zj:ﬁﬂ/’(ozj)}.

Tabela D.4 Estatistica, estimador e viés analitico do indice de Atkinson com & — 0.

Indice de Atkinson (e = 00)

A(oo)zl—%, A(oo) =1 <

L n 1 0 % (aj,u)
V/ A A I kl._. km, / 7']’ .
(A0 A =0 S (" et sam Ly ™

Tabela D.5 Estatistica, estimador e viés analitico do indice de dispersao (VMR).

Indice de dispersao (VMR)

_ Var(X) NS o Var(X)unb T _ 1 v\ 2
VMR = sy MRy = =2, Var(X),,,, = ﬁ;w X)
BRI g n 1 1
Viés(VMRoynp, VMR) = WM ZJ ) T, [WZ%(% +1) — ﬁz% _
ST1se-JnSM “ (2 1

1 2
W ;Wjaj(aj +1) - (Ej:ﬂjaj)
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