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In this work, we present a pedagogical approach to describing the atomic nucleus based on the shell model.
The proposed analysis is based on the Schrédinger equation. In this sense, we analyze two systems, both based
on mean field theory, in which nuclear and electromagnetic interactions are modeled by harmonic oscillators, but
in one of them the interaction between the nucleon spins is considered. As a result, some aspects of the nucleus
were explained, where the obtaining of nuclear magic numbers deserves emphasis. Thus, the proposed approach
can be used in quantum mechanics courses, such as the application of the Schrédinger equation, as well as in
physics and nuclear engineering subjects.
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Apresentamos neste trabalho uma abordagem pedagdgica da descrigdo do nicleo atémico a partir do modelo de
camadas. A andlise proposta estd alicergada na equagdo de Schrodinger. Neste sentido, analisamos dois sistemas,
ambos baseadas na teoria de campo médio, em que as interacGes nucleares e eletromagnéticas sdo modeladas
por osciladores harmonicos, mas que em um deles a interagdo entre os spins dos niicleons é considerada. Como
resultado, alguns aspectos do ntcleo foram explicados, onde merece destaque a obtencdo dos niimeros magicos
nucleares. Assim, a abordagem proposta pode ser utilizada em cursos de mecénica quantica, como aplicagdo da

equagdo de Schrodinger, bem como em disciplinas de fisica e engenharia nuclear.
Palavras-chaves: Modelo de camadas, fisica nuclear, equagdo de Schrédinger, nimeros magicos.

1. Introducgao

E verificado experimentalmente que entre 2500 nicleos
atoémicos conhecidos, menos de 300 ntcleos nao passam
pelo processo da radioatividade, ou seja, ndo decaem
com emissdo alfa, beta ou gama. Esses ntcleos esta-
veis sdo catalogados em um diagrama conhecido como
Gréfico de Segre, veja o diagrama da Figura 43.4
na referéncia [1] pagina 335. Observa-se também que
de acordo com o diagrama de energia de ligacao dos
nicleos estaveis, visto na Figura 43.2 da referéncia [1]
pagina 332, destaca-se que um isétopo de hélio *He
tem uma energia de ligagcdo de aproximadamente 7 MeV
e o isétopo de niquel 92Ni tem o maior valor para a
energia de ligacao igual a 8,8 MeV. Nos anos iniciais
do desenvolvimento da Fisica Nuclear, houve uma busca
pela compreensdo do motivo pelo qual alguns nicleos
sdo estaveis e outros nao.

A primeira proposta teérica para explicar a fisica do
nucleo atomico foi o modelo da gota liquida introduzida
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por George Gamow em 1928 e expandida e aperfeicoada
por Niels Bohr e Carl Friedrich von Weizsécker [2-4].
Esse modelo é baseado no curto alcance das forcas
nucleares, sendo que os nucleons interagem fortemente
com seus vizinhos mais proximos, assim como as mo-
léculas fazem em uma gota d’agua. Portanto, pode-se
tentar descrever suas propriedades pelas quantidades
correspondentes, ou seja, o raio, a densidade, a tensdo
superficial e a energia volumétrica.

Muito pode ser compreendido sobre niicleos supondo
que, dentro do ntcleo, nicleons individuais se movem
em um potencial bem definido pela interagao média com
os outros nucleons. A discussdo do modelo de potencial
médio nos conduz a algumas conclusoes importantes
sobre as energias de ligacdo relativas de diferentes
isébaros. O modelo de potencial médio baseia-se na
observacao de que, com boa aproximagao, os nucleons
individuais se comportam dentro do niicleo como parti-
culas independentes colocadas em um potencial médio
(ou campo médio) devido aos outros niicleons [4]. Para
obter uma descricao qualitativa deste potencial médio
V(r), escrevemos como a soma dos potenciais v(r — ')
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entre um nucleon na posicao r e outro nicleon na posigao
r’ conforme a equagao abaixo:

Vi(r) = /U(r — ") p(r")dr'. (1)

Nesta equagcao, a densidade nuclear p(r’), é proporcional
a probabilidade por unidade de volume de encontrar
um niicleo na vizinhanga de r’. A interagdo nuclear
forte v(r — r’) é atrativa e de curto alcance. Ela cai
para zero rapidamente em distdncias maiores que ~ 2
fm (2 x 107%m), enquanto o didmetro tipico em um
nucleo é muito maior, da ordem de 6 fm para um nicleo
leve como o oxigénio e de 14 fm para o chumbo. Para
simplificar a expressdo, vamos aproximar o potencial v
por uma funcdo delta, ou seja, uma interacdo pontual,

v(r—7r") = —ved(r —1'), (2)

onde vy é um valor estimado em aproximadamente igual
a 200 MeV fm?. Entdo o potencial médio na equagao (1)
se reduz a

V(r) = vop(r). (3)

Dos dados experimentais, para p(r) ~ 0,15 (fm)~3 nés
encontramos que o minimo no pogo de energia potencial,
para uma distdncia r menor que o raio nuclear, é em
torno de —30 MeV. Uma expressao analitica que descreve
o problema do potencial médio é o potencial proposto
por Roger D. Woods e David S. Saxon [5], visto na
equagao abaixo:

_ Vo
1+exp[(r—R)/R]’

V(r) = (4)
Onde Vy é a profundidade do poco da orden de 30 a
60 MeV e o raio do ntcleo dado pela expressao R ~ 1.2
fm-A'3 onde A = Z + N [1, 6]. Combinando certas
conclusoes baseadas no modelo de potencial médio des-
crito acima é possivel derivar a férmula de massa semi-
empirica de Bethe e Weizsédcker que fornece a energia de
ligagdo como uma fun¢do do niimero de néutrons N e do
nimero de prétons Z [4].

Uma excelente parametrizacao das energias de ligagao
dos nucleos em seu estado fundamental foi proposta em
1935 por Bethe e Weizsédcker. Esta formula se baseia
no modelo da gota liquida, mas também incorpora dois
ingredientes quanticos: um é uma energia de assimetria
que tende a favorecer numeros iguais de protons e
néutrons e o outro é uma energia de pareamento que
favorece configuragées onde dois férmions idénticos sao
pareados. A férmula de massa de Bethe e Weizsédcker é

A& (N — Z)?
Gci7z ~a +4(4),
(5)
onde os coeficientes a,,as,a. € a, sao calculados
para resultarem em boas aproximagbes com as ener-
gia de ligacdo dos ntcleons no ntcleo atoémico. Esses

B(Z,N) = a,A—a,A%> —
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coeficientes tém valores iguais a: a, = 15,753 MeV,
as = 17,804 MeV, a. = 0,7103 MeV e a, = 23,69 MeV

33,6A73/% se N e Z sdo pares;
—33,6A73/* se N e Z sio impares;
0 se A= N + Z é impar.

5(A) =

O primeiro termo a,, é um termo de volume que reflete as
interagoes do vizinho mais préoximo e que por si s6 levaria
a uma energia de ligagdo constante por nicleon B/A =
16 MeV. O segundo termo a,, que diminui a energia de
ligacdo, é um termo de superficie. Niicleons internos sen-
tem interacdes isotrdpicas, enquanto niicleons proximos
a superficie do ntcleo sentem forgas vindas somente de
dentro. Portanto, este é um termo de tensao superficial,
proporcional & drea 4T R2 &~ A2?/3. O terceiro termo a. é o
termo de repulsdo de Coulomb de prétons, proporcional
a Q?/R, ou seja, aproximadamente igual Z2/A/3, e este
termo favorece um excesso de néutrons sobre prétons. O
quarto termo a, é um termo de assimetria e favorece
a simetria entre prétons e néutrons, negligenciando as
forcas elétricas, o nimero Z = N ¢é energeticamente
favoravel. E §(A) é um termo de pareamento quantico.

O modelo da gota liquida é tutil para calcular as
energias de ligagbes de diversos nucleos atdmicos, por
exemplo o isétopo de niquel $2Ni, tem energia de
ligacdo calculada pelo modelo da gota liquida igual a
548,5 MeV, o que difere apenas de 0,6% do valor real de
545,3 MeV [1].

Apesar da relativa eficiéncia do modelo nuclear da
gota liquida para calcular as energias de ligagoes de
diversos nuclideos, esse modelo nao foi suficiente para
explicar a estabilidade nuclear de niicleos atémicos com
ndmeros de néutrons N e/ou nimero de prétons Z igual
a 2, 8, 20, 28, 50 ou 126; esses nimeros sao usualmente
referidos como “ndmeros magicos” e os nucleos que
apresentam esses nimeros magicos, sao particularmente
estaveis. Na fisica atomica, a energia de ionizag¢ao, ou
seja, a energia necessaria para extrair um elétron de um
atomo neutro com elétrons Z, exibe descontinuidades
em torno de Z = 2, 10, 18, 36, 54 e 86, ou seja, para
gases nobres. Essas descontinuidades estdo associadas
a camadas eletronicas fechadas. Um fendémeno andlogo
ocorre na fisica nuclear. Existem muitas indicagoes
experimentais mostrando que os niicleos atéomicos pos-
suem uma estrutura de camadas e que eles podem ser
construidos, tal como ocorre nos atomos, preenchendo
as camadas sucessivas de um pogo de potencial efetivo.
Por exemplo, os andlogos nucleares das energias de
ionizagdo atomica sdo as “energias de separacdo” Sn e
Sp, obtidas através da equacdo (5), que sdo necessérias
para extrair um néutron ou um préton de um nticleo de
acordo com as equagoes, Sn = B(Z,N) — B(Z,N — 1)
e Sp=B(Z,N)— B(Z —1,N). Essas duas quantidades
apresentam descontinuidades em valores especiais de IV
ou Z, que sdo chamados numeros magicos. Os mais
comumente mencionados sao: 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126.
Como exemplo, a Figura 1 fornece a energia de separacao
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Figura 1: A energia de separacdo de néutrons em isétopos
de chumbo como uma funcdo de N. Os pontos preenchidos

mostram os valores medidos e os pontos abertos mostram as
previsdes da férmula de Bethe-Weizsacker [4].

de néutrons dos isétopos de chumbo (Z = 82) como
uma fun¢do de N. A descontinuidade no niimero mégico
N =126 é vista claramente.

A descontinuidade nas energias de separacao é devida
ao excesso de energia de ligagdo para nicleos magicos
em comparacdo com o previsto pela formula de massa
semi-empirica de Bethe-Weizsécker. Pode-se ver isso nas
Figuras 2 e 3 que plotam o excesso de energia de
ligagdo como uma funcdo de N e Z. Grandes valores
positivos de A(B/A) = B/A(experimental)-B/A(teoria)
sdo observados na vizinhanca dos nimeros magicos para
para prétons Z, bem como néutrons N. Observe nas
duas Figuras 2 e 3 que os picos de maximo ocorrem para
os nucleos com nimeros duplamente magicos 28, 50, 82,
126.

A Mecanica Quantica explicou com elegancia como
os elétrons sao distribuidos em camadas K, L, M,--- e
subcamadas s, p,d, f,--- nos atomos, assumindo inicial-
mente que na média os elétrons, cada um com carga —e,
se movem independentemente no campo Coulombiano
do ntcleo com carga +Ze, para em seguida realizar

e
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2

Figura 2: Diferenca em MeV entre o valor medido experimen-
talmente de B/A e o valor calculado com a férmula de massa
empirica como uma fung3o do nimero de prétons [4].
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Figura 3: Diferenca em MeV entre o valor medido experimen-
talmente de B/A e o valor calculado com a férmula de massa
empitica como uma fung¢do do niimero de néutrons [4].

sucessivas aproximagoes para preencher as devidas ca-
madas de energia com um ntmero Z de elétrons. Quando
uma camada K,L,M,... estd completamente preen-
chida, dizemos que a camada estd fechada. Um elétron
fora de uma camada fechada pode ser facilmente remo-
vido do 4tomo ao passo que um elétron em uma camada
fechada necessita de uma energia bem mais elevada para
ser removido do dtomo. Por exemplo, o atomo de sédio
tem um elétron de valéncia fora de uma camada fechada
de elétrons, sendo necessario apenas cerca de 5 eV para
remover o elétron da camada de valéncia de um atomo
de so6dio; mas para remover um segundo elétron, que
deve ser retirado de uma camada fechada, sdo necessarios
cerca de 22 eV. No caso dos atomos de gases nobres que
tém todas as camadas fechadas, observa-se uma extrema
estabilidade eletronica. Para um exemplo nuclear pode-
se considerar o isétopo antiménio :3!Sb que tem um
préton a mais do ntiimero méagico 50. Para remover esse
préton necessita-se de 5,8 MeV; porém para remover um
segundo préton, serd necessario cerca de 11 MeV [6]. As
flutuagdes energéticas observadas para os elétrons nos
atomos bem como para os nuicleos atomicos sugerem
que algumas propriedades nucleares também devem ser
explicadas em termos de um modelo nuclear de camadas.

Se a mesma abordagem das camadas energéticas
realizada para a eletrosfera dos atomos é feita para
compreender um cenério de camadas para os ntcleos,
um potencial diferente deve ser usado para representar
o curto alcance das forgas nucleares. Enfatizamos que
a Mecanica Quantica impoe a toda particula confinada
em um poc¢o de potencial energético a condicao de
assumir estados quénticos com niveis de energia dis-
cretos, como observado nos exemplos da particula em
um pogo retangular infinito e o oscilador harmdnico
simples. Entao se consideramos um modelo de potencial
energético quantico para nicleos atémicos, deveremos
ter uma discretizagao dos niveis de energia que podem
ser identificados ao modelo de camadas. Uma aproxima-
¢do é assumir que os niicleons (prétons e néutrons) se
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movem em um potencial aproximado de um oscilador
harmoénico tridimensional esférico V = %mwQRQ, cujo
o resultado quéntico resulta em niveis de energia dados
por: B = (N+ %)hw Como serd demonstrado nas segdes
IV e V, com uma subsequente aproximacdo obteremos
N = 2n + [, onde [ é o numero quantico do momento
angular orbital. Essa abordagem resulta que os niveis
das camadas comportam 2, 8, 20, 28, 50 e 126 ntcleons.

Maria Goeppert Mayer e Johannes Hans Daniel Jen-
sen em 1949, cada um independentemente trabalhando
com a Mecénica Quéntica [7, 8], propuseram que a inte-
racao spin-6rbita deveria ser adicionada ao potencial do
oscilador harmoénico para obterem os niimeros magicos
observados nos ntcleos atomicos. Por essas descobertas
concernentes a estrutura nuclear eles receberam o prémio
Nobel de 1963 [6].

Neste artigo iremos abordar didaticamente com a
Mecéanica Quantica o formalismo teérico do Modelo de
Camadas que foi utilizado por Maria Goeppert Mayer
e Johannes Hans Daniel Jensen para a explicagdo da
estabilidade dos ntcleos que sdo favorecidos com os
nimeros magicos. Um dos objetivos deste trabalho é a
construgdo de um texto que auxilie tanto os estudantes
de disciplinas que versem sobre fisica nuclear a compre-
ender o modelo de camadas nucleares, quanto estudantes
e professores da disciplina de mecénica quéntica a
vislumbrarem uma aplicagdo dos contetidos abordados
Nno curso.

2. Modelos Nucleares

Nesta secao, apresentaremos uma perspectiva historica
dos principais modelos nucleares, reverberando a evo-
lu¢do das propostas e a relevancia de cada um. Os
modelos nucleares consistem em construgoes tedricas
da estrutura do nucleo atémico, de modo que possam
corresponder com os resultados experimentais da fisica
nuclear [9]. Nessa perspectiva, esses modelos surgiram
com o intuito de descrever e explicar certas propriedades
nucleares [10]. Assim, tendo em vista a complexidade
inerente a interacdo entre os nucleons, tais modelos
possuem limitacoes e se destinam a especificidades no
que concerne as explicagdes de certos comportamentos
nucleares, j& que nenhum modelo por si s6 é capaz
de explicar completamente todos esses comportamentos
[11]. Com isso, a compreensdo abrangente do nicleo
requer a integracdo e complementaridade de multiplos
modelos, cada um contribuindo para uma visdo mais
completa da complexidade subjacente dos fenémenos e
propriedades nucleares.

A vista disso, o desenvolvimento dos modelos nucle-
ares se consolidou ao passo que os conhecimentos da
fisica nuclear e de particulas estavam sendo construidos
a fim de explicarem fen6menos intrinsecos ao ntcleo
atomico. De acordo com A. Kamal na referéncia [12], os
modelos nucleares mais antigos visavam abordar os pro-
blemas relacionados ao decaimento alfa e as interagoes
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dos nicleons no nucleo, tais modelos assumiam uma
interagdo muito fraca correspondente ao movimento de
particulas independentes, tal qual no potencial de Bethe,
e com interagoes fortes, como no modelo do nicleo
composto de Bohr.

Posteriormente, com o alto grau de sofisticagao tanto
de forma semiclassica quanto quéntica, os modelos pu-
deram ser classificados em categorias, de acordo com
a explicacao para as dindmicas que regem os nicleons:
particulas independentes e coletivas [12]. No entanto, ha
outros autores que classificam como coletivos e micros-
c6picos, como é abordado na referéncia [13]. Ademais,
Greiner e Maruhn na referéncia [13] sugerem um limite
inferior a 31 modelos nucleares estabelecidos até entao,
de modo a comporta-los na divisdo conceitual supra-
mencionada, sendo que os modelos coletivos se referem
aos modelos com principios semelhantes ao da gota
liquida e os microscépicos as particulas independentes,
além de inserir modelos mistos situados em algum ponto
intermediario entre a classificacdo estabelecida pelos
autores, como pode ser observado na Figura 4.

Além disso, os modelos nucleares podem ser classifi-
cados de forma cronoldgica, como mostrado na Figura 5
em concordancia com a referéncia [14], na qual o autor
enfatiza que é possivel observar um isolamento relativo
dos modelos que assumem os efeitos da forga nuclear
forte e aqueles que assumem uma forga central de ligacao
mais fraca.

Diante da complexidade dessas classificagoes, destaca-
se que nao ha um consenso definitivo em relacdo a
elas [14], o que, muitas vezes, desafia uma classificacdo
rigida, permitindo o desenvolvimento continuo de abor-
dagens hibridas e outras categorias. Na referéncia [15],
o autor utiliza trés classificagbes diferentes, todavia
complementares as citadas acima: (i) modelos micros-
copicos, (ii) modelos macroscopicos ou geométricos e
(iii) modelos algébricos.

Entretanto, os diversos modelos abarcam as principais
explicagoes acerca da estrutura do nicleo. Prezando-
se pela objetividade, optamos por interpretar e seguir
a classificacdo mais utilizada e difundida na literatura:
modelos coletivos e particulas independentes. Sendo
assim, os modelos coletivos tratam o ntucleo atoémico
como um sistema de particulas, descrevendo-o como
um objeto macroscépico sujeito a vibragdes, rotacoes
e deformagdes [13]. J& os modelos de particulas inde-
pendentes visam abordar as propriedades intrinsecas
dos constituintes nucleares, como prétons e néutrons, e
nas interagoes fundamentais entre eles [9]. Considerando
que esses tultimos, devemos levar em conta o principio
de exclusao de Pauli, o qual afirma que ndo ha dois
nicleons que possam ocupar o mesmo estado quantico,
obedecendo a distribuicao estatistica de Fermi-Dirac
para particulas de spin semi-inteiro, em que a funcao
de onda é antissimétrica [16].

Nesse segmento, os modelos mais importantes a se-
rem mencionados, e que explicam fenémenos nucleares
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Figura 4: Resumo das trés classes gerais de modelos nucleares, adaptado de [14].

fundamentais e sendo sustentados por resultados ex-
perimentais, sdo o modelo da gota liquida, o modelo
do gds de Fermi e o modelo de camadas [10, 16].
De modo que os primeiros modelos citados se refe-
rem, respectivamente, ao movimento coletivo de ntcle-
ons e ao comportamento dos nicleons como um gas
de particulas nao interagentes, os quais sdo modelos
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semiclassicos, todavia precursores dos modelos quanticos
mais importantes, como o modelo de camadas e o
chamado modelo coletivo, que lidam com rotacao e
vibragdo [12]. Nesse sentido, abordaremos dida-
ticamente o Modelo de Camadas proposto por
Maria Goeppert Mayer e Johannes Hans Daniel
Jensen [8].
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Figura 5: Evoluc3o cronolédgica dos modelos nucleares, adaptada de [14].

3. Modelo de Camadas

O modelo de camadas corresponde a um dos modelos
mais bem-sucedidos da fisica nuclear, especialmente no
que concerne as determinagoes dos niimeros magicos e
as previsoes sobre a interagdo spin-Orbita nuclear [10].
Acerca desse ultimo aspecto, esse modelo é capaz de
prever, satisfatoriamente, os spins e os momentos mag-
néticos dos nucleons, particularmente nas vizinhancas de
camadas completas [9].

A cronologia do desenvolvimento dos modelos nuclea-
res indica que até a década de 1930, o modelo do niicleo
composto de Bohr era dominante e possuia sucessos
notéveis, com explicagbes para a energia de ligagdo
nuclear e a fissdo [14]. Todavia, no final da década de
1940, certas descontinuidades nas energias de ligagao
e a atribuicdo de novas propriedades a determinados
nimeros de prétons e néutrons indicavam a necessi-
dade de modelos nucleares de particula tnica, ja que
aos coletivos nao comportavam as novas demandas de
explicagoes [14]. Com isso, dados experimentais acerca
dos nimeros magicos sugeriam uma estrutura nuclear
com niveis de energias associados, e foi a partir dessa
premissa que Mayer, Jensen e outros fisicos comegaram a
elaborar o modelo nuclear de camadas. Diante disso, em
1949, foi-se atribuida ao modelo uma descri¢do coerente
da mecénica quantica dos nicleons com a introdugao da
energia de acoplamento spin-6rbita [8, 12, 14].

Assim, trata-se de um modelo de particulas inde-
pendentes e ele se baseia em uma analogia com o
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modelo da estrutura orbital dos elétrons no dtomo [16].
De modo que assim como os elétrons ocupam niveis
discretos de energia, os nucleons também ocupariam
camadas nesse modelo [7, 8]. A ocupagdo completa de
determinadas camadas (camadas fechadas) resulta em
maior estabilidade nuclear e ela estd intrinsecamente
relacionada aos chamados niimeros mégicos [7].

No modelo de camadas, compreende-se que cada
nicleon se movimenta em um campo autoconsistente
proveniente de todos os demais nicleons (ou seja, um po-
tencial médio), sem que haja interacao entre eles, apenas
entre o nicleon e o potencial [10, 17]. Assim, em razao da
pequena faixa de acdo das forcas nucleares, esse campo
diminui rapidamente fora do volume delimitado, o que
é considerado a “superficie do nticleo” [17]. Por isso, o
estado do ntcleo em sua completude é descrito de modo
a especificar os estados dos niicleons individualmente
[12, 17].

4. A Mecanica Quantica Aplicada ao
Nucleo Atomico

Nesta se¢do, apresentaremos o comportamento coletivo
dos niicleons em um nticleo atémico. Usaremos a equagao
de Schrodinger da Mecanica Quéntica para descrever as
interacoes entre os nicleons. A expressao matemaéatica
da energia potencial nos conduz ao modelo do oscilador
harmonico simples em trés dimensoes que resulta em um
modelo de separacgdo energética, que fornece ntmeros
quanticos especificos de ocupacdo para os nucleons em
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um nuicleo atomico. Porém essa primeira abordagem
fornece a quantidade correta de nucleons por camada
somente até a terceira camada.

4.1. Modelo da energia potencial nuclear

O hamiltoniano a ser utilizado na equagdo de Schro-
dinger para uma descrigao rigorosa do nicleo atémico,
levando em consideracdo que ele seja constituido de
prétons e néutrons é proposto como sendo,

H=> (MY +H[), (6)
k

onde ’HkN é 0 hamiltoniano referente ao k-ésimo néutron e
7-[,]: é o hamiltoniano referente ao k-ésimo préton. Entao,
para os néutrons temos:

2
HY = D L NV - ), (7)

- 2mN

2
sendo que o primeiro termo, 2:17%’ representa a energia
cinética do k-ésimo néutron, my é a massa do néutron;
e o segundo, >, V(|7 — 7%|), representa a energia de
interacao entre o k-ésimo néutron e os demais nicleons.
Nesse sentido 7 representa o vetor posicao do k-
ésimo néutron e 7; o vetor posi¢do do i-ésimo nucleon.
O hamiltoniano para os prétons, o segundo termo na
equagao (6), é dado por

+Z "/‘1 —’I”k‘ (8)

i<k i<k
representando o hamiltoniano referente ao k-ésimo proé-
ton cujo a energia cinética do k-ésimo préton é o termo

, sendo mp a massa do préton; o termo ), . V(|75 —
Tk |§ refere-se a interagdo entre o k-ésimo préton e os

outros niicleons; e ), . ﬁ estd relacionada apenas
aos protons, ja que estabelece a interagao elestrostatica
coulombiana repulsiva entre o k-ésimo e os demais
protons. Somando as contribuigoes de todos os protons
e néutrons, obtemos o hamiltoniano da equagéo (6).

No entanto, solucionar a equagdo (6) é uma tarefa
muito complicada, pois trata-se de um problema de
muitos corpos, além de que apenas solugdes numéricas
sao plausiveis. Com o objetivo de abordar o problema de
maneira mais simples e encontrar solugoes analiticas, uti-
lizaremos uma abordagem baseada na teoria do campo
médio. Nesse caminho, consideraremos um potencial de
campo médio que independe da posicdo do ntucleon,
ou seja, consideraremos o nucleon numa posicio fixa.
Iniciemos a modelagem do campo médio pela escolha
da energia potencial entre os nucleons. Escolhamos a
energia potencial entre dois nicleons representada por
um poco de potencial de profundidade —V, e alcance
Ry, em que Ry é da ordem do niicleo atomico, isto

, Ry =~ 107 m e Vj ~ 50 MeV. A soma dos pocos
de potenciais que descrevem a interacdo entre um dado
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nicleon e os demais nicleons pode ser representado pelo
potencial parabdlico dado por

Vi)~ o (1- R) , )

em que Vi (r) descreve a interagdo que um dado nicleon
sofre dos demais.

Em relacao aos prétons, temos que além da interagao
nuclear, eles também sofrem interacao eletrostatica dos
demais préotons. Para descrever como essa interacgao
ocorre na média, ou seja, a energia eletrostatica sobre um
dos préton, utilizamos o potencial eletrostatico de uma
esfera de raio Ry contendo uma densidade uniforme de
carga (Z — 1)e produzida pelos demais (Z — 1) prétons,
isto é,

2 2
Z-1e <3T2> (10)
Ry 2 3R;
A dedugdo da equagdo (10) pode ser realizada através
da lei de Gauss e a deixaremos como exercicio para o
leitor.
Dessa forma, obtemos que a energia potencial efetiva

para descrever o néutron é dada por Vi(r) e para o
préton é Va(r). Notem que podemos escrever

Va(r) =

Vi(r) + Va(r)

Vo (Z-1e%\ , 3(Z —1)e?
S T G 7 A I S § AT oA
(Rg orz )" T TR,
1
zfmw2r2—|—V,
2
emque%mw2:%%—%evzvo+%%.

Percebemos que V' = 1} quando o niicleon é um néutron.
Ou seja, em ambos os casos, prétons ou néutrons, a
energia potencial pode ser modelada pela interacao do
oscilador harménico. Assim, o hamiltoniano que descreve
um dado niicleon pode ser escrito como

2
N_ P 1 2,2
e —— \% 11
H 2mN+2mNW7’ + Vo, (11)
no caso de néutrons; e
2
p 1 2,2
HE = —— V, 12
Sip + SmpwT + (12)

no caso de prétons.

4.2. A solugao da parte angular

A partir de agora, passaremos a analisar a equagdo
de Schrédinger para os ntcleons. Tendo em vista que
as energias potenciais que analisaremos nao depen-
derem das coordenadas angulares, analisaremos nesta
secdo apenas a separagdo das coordenadas na equagao
diferencial. Nesse bojo, iniciaremos a nossa discussdo
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escrevendo a equagdo de Schrondiger estacionaria na
forma

LR+ UG = B, (13)

2 _ cot @ 1 9?2
em que \% 8r2 + r 8r + 7‘2 892 + r2 80 + r2sin2 0 0¢2

representa o operador laplaciano em coordenadas esféri-
cas, U(r) representa a energia potencial relacionada ao
sistema analisado, e E é o autovalor de energia. Note
que na equagao (13) m =my e U(r) = Qme2r2 +V
no caso de néutrons, e m =mp e U(r) = smpw?r? +V
no caso de prétons. A nossa suposicdo € que o ntucleo
seja esférico, com raio da ordem de 10~ '®m, logo,
admitindo a simetria esférica, utilizaremos o sistema de
coordenadas esférico. O operador laplaciano escrito em
coordenadas esféricas pode ser consultado nas referén-
cias. Dessa forma, a funcao de onda fica escrita como
(7)) = Y(r,0,¢). A equacdo de Schrodinger fica escrita
na forma [18]

h2 32¢+281/J i@ cot 6 9
or2  ror  r? 002 r2 00

1 0% (14)
7712 Sin2 9 W) + U(T)l/} = EQ/)

Note que para abreviar a notagdo, estamos escrevendo
U(r,0,¢) = 1. Resolveremos a equacdo (14) usando
a técnica de separacdo de varidveis. Para esse fim,
consideremos ¥(r,0,$) = R(r)Q(6)F(¢). Substituindo

na equagao (14) e dividindo por R(r)Q(0)F(¢) = RQF,
obtemos
52 1 d°R 2 dR LdziQ cotQQ
Rdr? " rRdr ' r2Q do2 " r2Q df
1 d*F (15)
_ U = F.
t 2 smZoF d¢>2> +UrY =By
Note que a equagdo (15) pode ser escrita na forma
1 d’°R 2 dR 1 d%Q
r? sin” 0 —
Rdr? " rRdr ' r2Q d6? (16)
cot 6 dQ 1 d’F
E— =———.
r2Q d9 ( utr ))} F dg?

A partir da equagdo (16), percebemos que o membro
esquerdo é funcdo das varidveis 6 e r, enquanto que
o membro direito é fungdo da varidvel ¢. Assim, para
que os membros sejam iguais, ambos devem ser iguais a
uma constante, a qual denotaremos por m;. Com isso,
obtemos a equacao

d’F
T& = _m[F7 (17)
0 que nos fornece a solugao
F(g) = C1e™? + Coe™ ™9, (18)

Lembrando que #(r,6,¢) deve ser continua, finita e
univoca, inferimos que F(¢) deve assumir o mesmo valor
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para ¢ = 0 e ¢ = 27, e isso ocorre se m; assumir somente
valores inteiros, isto é, m; = ..., —-3,—-2,-1,0,1,2,3....
Ou seja, my é quantizado.

Continuando a discussao, analisando o membro es-
querdo da equagao (16), podemos escrever

2anzg | LER 2 dR 1 dQ  cot0dQ
s Rdrz " rRdr | 12Q d62 " 12Q df
(19)

Na equagdo (19) podemos separar a dependéncia das
variaveis r e 6, obtendo

2 d?R  2rdR 2mr?
e Lrai  Amr o
Ra? " Rar T FU0) (20)
1d*°Q cotfdQ m?
—_— e e — _|_ .
0d2 ~ O do " snZe

Perceba que o membro esquerdo da equagao (20) é
funcéo da varidvel r, enquanto o membro direito é funcéo
da varidvel 0; assim, para que eles sejam iguais, ambos
devem ser iguais a uma constante, a qual denotaremos
por I(I 4+ 1). Com isso, obtemos as equagoes

2

d? dQ mi
W—i_COtgﬁ—i_ (l(l+1)— Sian)Q—O, (21)
e
d*R dR  2mr? R 11+ 1)
27 =
T dr2+2rdr+ = (E U(r) — o )R 0.

(22)
A equagao (22) serd utilizada nas segoes posteriores para
energias potenciais U(r) especificas.

Em relagdo a equagdo (21), facamos a mudanga de
variaveis x = cos . Assim, obtemos

dQ dq

0 —sm@a
’Q dQ d*Q
i fcosea fsm@d >

e a equagao (21) fica escrita como
2

2 d
(1-22 )ﬁ—z dg+<1(l+1)_ 171”902) Q=0. (23)

A equacdo (23) é a equagdo diferencial associada de
Legendre, cuja solugdo sao os polindmios associados de
Legendre, denotados por P™ (z) [18]. Para esses polind-
mios associados de Legendre, os valores de [ sao nimeros
naturais, isto é, [ = 0,1,2,3,.... Tais polinébmios podem
ser obtidos através da formula de Rodrigues

1 o L dl-i-mz

lel ($) - QTZ'(]- - ’ dgjl—i-ml ((E o 1)l’ (24)

P ) = (1 T pm .
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Tabela 1: Polindmios associados de Legendre.

I my P (x)

11 (1—az?)'/?

2 1 3z(1 — 2?)'/?

2 2 3(1 — z2)Y/?

3 1 2(sa?—-1)(1—a?)/?
3 2 152(1 — %)

3 3 15(1 — 22)3/2

A Tabela 1 traz alguns polinémios associados de Le-
gendre [18]. A equagdo (24) é muito importante para
descobrirmos a relagdo entre [ e m;. Note que a derivada
é de ordem [+ m; e o polindbmio que esta sendo derivado
tem grau 2[. Assim, para que tenhamos resultados
diferente de zero, m; deve ser menor ou igual a [, isto é,
my < [. Lembrando que m; pode ser negativo, podemos
escrever que

Essa inequacao relaciona os valores possiveis para dos
numeros quanticos m; e l. O leitor deve se lembrar que
nos cursos tradicionais de Mecanica Quéantica, quando
se estuda a dindmica do elétron nos atomos, o valor
do niimero quantico do momento angular orbital [ pode
ser denotado na representacao espectroscépica. Assim,
I = 0 corresponde ao orbital s, [ =1 ao orbital p, l =1
ao d,l = 3 ao f,l = 3 ao g, e assim sucessivamente,
ou seja, (I =0,1,2,3,4,5,6...) = (s,p,d, f,g,h,i,...).
Essa notagao sera utilizada na sequéncia deste trabalho.
Na préxima subsecdo analisaremos a parte radial da
equacao (14).

4.3. Solugao da parte radial — o modelo oscilador
harmonico

Nesta segdo, analisaremos a equagdo (22) sujeita & ener-
gia potencial do tipo oscilador harmoénico. Se usarmos
R(r) = @, obtemos

dR 1  ldu

PR
de forma que,
PR3 2 1l
r? BT dr = rdr?’

Substituindo esses resultados na equagao (22), podemos
reescrevé-la na forma:
n? d*u

R [+ DR 1
2m dr?

ST + §mw2r2 u=FEu. (26)

Para solucionar a equagao (26), tomemos o ansatz

u(r) = rlHe*(m“’/%)ﬁT(r). (27)
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Derivando a fungdo dada na equacao (27) e substituindo
na equacao (26), obtemos

2T 2 T
rl+3L n (2([ 1) - T;Llwrz> rld

dr? dr
2mE 20+ 3 (28)
mE _ moZ 3N g
h? h
Definindo, T(r) = L (%r), temos que
d7T_ 2mw d7L
dr ~ h dr’
e
&ET  4m*W? ,d°L | 2mwdL
a2 T 2 @ R dr

Substituindo esses resultados na equagdo (28) obtemos
a equagao diferencial

mw od?L mw o 1 dL
mw 28X mw Joya1) e
h2rdr2+<h2 )+
(29)
NEEEE
2hw 2 4)
Se fizermos a identificacio z = %, a equagdo (29)

pode ser vislumbrada como a equagao diferencial asso-
ciada de Laguerre, zy” + (o« + 1 — 2)y’ + ny = 0, em
que n = 0,1,2,3,..., ouseja, n € N, e y = LY (x) sdo
os polindmios associados de Laguerre de ordem n. Dessa
forma, a nossa solucao ficada dada por

—(mw/h)r? mw
wn(r) = Crltle—(mw/h) L,(,LZH/Q) (ﬁrz) , - (30)

em que C é uma constante de normalizagdo. E notavel

£ _ 1 _ 3 _ ;
que 57> — 5 — § = n, ou seja,

Eni= <2n +1+ 2) hew. (31)

Notemos que a relacdo dos niveis de energia, dada
na equagdo (31), é bastante similar anos niveis de
energia de um oscilador harmoénico tridimensional, Fy =
(N + %) hw. Assim, se definirmos N = 2n + [, podemos
considerar os niveis de energia do problema analisado
como correspondentes aos niveis do oscilador harmonico
tridimensional. Substituindo os valores para as constan-
tes, encontramos que o espagamento entre dois niveis
adjacentes do oscilador, AE = En — En_1 estd contido
no intervalo 10 MeV < AFE < 20 MeV, pois hw =
51A~1/3 em que A é a massa atdémica do niicleo. Agora,
vejamos as consequéncias que esses niumeros quanticos,
n, [, e N, exercem na definicdo dos niimeros magicos.
Relembremos que | = 0,1,2,3,..., assim como n =
0,1,2,3,.... Da mesma forma, N também ¢ inteiro
positivo. Logo, os valores possiveis para [ e n de uma
dada camada sao delineados pelos valor de N. Dessa
forma, denotaremos a camada pelo nimero N. A quanti-
dade de ntcleons permitidas em cada camada é definida
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pelo nimero de estados contidos no respectivo N. Por
exemplo, o estado em que N = 0 s6 é possivel se ambos,
n e [, forem simultaneamente nulos, uma vez que ambos
sdo inteiros e positivos. Logo, na camada N = 0, ha
apenas um estado, definido por (n = 0,1 = 0). Além
disso, conforme definido na equagdo (25), m; assume
somente o valor zero, i.e., m; = 0. Assim, o tnico estado
é dado por (n = 0,1 = 0,m; = 0), ou seja, um estado.
Contudo, lembremos que os nicleons sao férmions de
spin 1/2. Logo, em cada estado alocam-se dois nicleons.
Assim, sdo permitidos até 2 nicleons na camada N = 0.
Se tal camada tiver um par de néutrons e um par de
prétons, dizemos que essa camada estd completa para
ambos ntcleons.

Podemos conduzir este raciocinio para as demais
camadas. Por exemplo, a camada em que N = 1,
podemos ter somente (n = 0,/ = 1). Como | = 1,
0 numero quantico magnético pode ser m; = —1, ou
my = 0, ou ainda m; = 1. Isso nos fornece trés estados
possiveis, quais sejam, (n = 0,l = 1,m; = —1), (n =
0, =1,m; =0)e (n=0,l =1,m = 1). Levando em
consideracdo a natureza fermibnica dos ntcleons, cada
um desses estados pode comportar dois nicleons, assim
para N = 1, podemos ter 6 niicleons na camada. Se
considerarmos o niimero acumulado de niicleons, temos
que sao comportados 8 niicleons até esta camada.

Na camada em que N = 2, podemos ter (n = 1,1 = 0),
e também (n = 0,1 = 2). Considerando m;, dado na
equacdo (25), esses estados ficam dados por (n = 1,
l=0,m=0), (n = 0,1 = 2,;m = =-2), (n = 0,
I=2m=-1),(n=0,1=2m =0), (n=0,l=2,
my; = 1), (n = 0,1 = 2,m; = 2). Ou seja, seis estados.
Considerando que sdo férmions, para N = 2 temos 12
estados. Assim, o ntimero acumulado de nticleons até a
terceira camada é 20.

Fica como tarefa ao leitor o computo do total de
nicleons para as demais camadas. Na camada em que
N = 3, o leitor vai encontrar que 20 nicleons podem ser
comportados. Assim, o valor acumulado até essa camada
¢é de 40 nicleons.

Sabendo que camadas com a quantidade de nicleons
completamente preenchida definem nicleos estaveis, e
levando em consideracao que as quantidades acumuladas
até o momento sao 2, 8, 20 e 40, percebe-se que o modelo
até entdo proposto fornece a quantidade correta de
nicleons por camada somente até a terceira camada, pois
dos dados empiricos ndo ha nicleos fortemente estéaveis
com 40 niucleons. Os dados experimentais mostram que
o préximo numero de ntcleo estavel é o de 28 néutrons
ou protons. A Tabela 2 destaca a quantidade de ntcleons
por camada que foi obtida a partir do modelo proposto.

5. Momento Angular — Uma Breve
Revisao

Antes de apresentar um modelo mais realistico para o
modelo nuclear das camadas, convém discutir alguns
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Tabela 2: Modelo Nuclear — Oscilador Harmonico Simples
tridimensional.

Ntimero Niimero
de de Ncleons

N 1 -1 <m; <l Estados Acumulados
0 0 0 2 2
1 1 -1,0,1 6 8
2 0 0

2 —-2,-1,0,1,2 12 20
3 1 —-1,0,1

3 -3,—2,-1,0,1,2,3 20 40

0 0
4 2 -2,-1,0,1,2 30 70

4 —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4

pontos sobre o momento angular total. Assim, com o ob-
jetivo de tornar este trabalho o mais autocontido quanto
possivel, apresentaremos nesta se¢ao uma rapida revisao
sobre a teoria do momento angular. Nesse sentido,
discutiremos alguns elementos sobre o momento angular
no ambito da mecéanica quantica, passando brevemente
pelo spin. Os contetdos discutidos nesta se¢do serdo
importantes na continuidade do trabalho, sobretudo na
compreensao da interacao spin-érbita.

5.1. O momento angular

No ambito da mecanica cldssica, o momento angular é
definido como

L=7xp, (32)

em que 7 é o vetor deslocamento a partir da origem, e
p é o momento linear. Em coordenadas cartesianas, os
componentes do momento angular sao dados por L, =
Yp. — 2Py, Ly = 2py —xp, ¢ L, = xpy — yp,. Utilizando
o procedimento candnico de quantizagao, isto é, escrever
os operadores posi¢do na forma & — x, § — y, e 2 —
z; e os operadores momentum na forma p, — fih%,
Dy — fiha% e p, — fiha%, podemos mostrar que os
operadores momento angular satisfazem a algebra dada
pelos comutadores a seguir

Ly, Ly = ihL.,
[Ly,L.] = ihl,,
[L.,L.] = ihL,.

Deixamos como exercicio ao leitor a demonstragao dessas
relagoes de comutacdo. Essas relagoes de comutacao
diferentes de zero implicam que os momentos angulares
em diregoes perpendiculares nao podem ser medidos
simultaneamente com precisao absoluta.
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Em coordenadas esféricas, os operadores do momento
angular podem ser escritos como

- . cos¢ 0

L, = ih <51n¢89 tan@&b)
S sing 0
Ly = ih (‘Cowae tan 0 a¢)’
. 0

LZ = —Zh%

Com o uso dessas ultimas equagoes, e usando o fato que
L? =L - L, podemos escrever o operador

. o2 o 1
L? = —p2 — .
h (392 Footlas + e a¢2> (33)

O leitor pode verificar que a equagdo (13) pode ser
escrita na forma

Hy(r,0,9) = EP(r,0,9), (34)
em que
: 10 (,0 L?
i = “2mr? or < 8r> M +U(r).

Com isso, os resultados da subsecao IV-B nos diz ainda
que

L*(r,0,¢) = K211+ 1)¥(r,0, ). (35)
E ainda,
Lp(r,0,¢) = himyab(r, 0, ¢). (36)

As equagdes (35) e (36), advém do fato que ja
conhecemos, como resultado da subsegao IV-B, que

d? d 2
(g +cot05 + ok ) QUO) = 11+ Q0

dF(¢)

de

E assim, hQZ(l + 1) e hm; sdo os autovalores dos
operadores L?el., respectivamente. O estado quantico
representado por ¥(r,0,¢$) é entdo definido por trés
nimeros quanticos, n, [, e my, 08 quais sdo relacio-
nados aos autovalores da energia e momento angular,
respectivamente. Por isso, denotaremos tal estado por

Yntm, (1,0, ).

m (o).

5.2. O spin

O spin é uma propriedade intrinseca das particulas, e
o seu tratamento algébrico é similar ao do momento
angular, embora nao se possa dizer que o spin é uma
espécie de momento angular intrinseco das particulas,
como usualmente aparece em muitos livros-textos. Nao

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0147

€20240147-11

é 0 nosso objetivo aqui neste texto travar a discussao
sobre o significado do spin; assim, tal problemética sera
deixada para outro momento. Em suma, nos problemas
em que o spin da particula deve ser considerado, o
estado quéantico do sistema é definido com um nidmero
quantico extra, denotado por mg, o qual é autovalor do
operador S. Dessa forma, a funcao de onda passa a ser
dada por ¥y 1,m,,m, (7,0, ¢) Em suma, para os elétrons e
nicleons, que sdo particulas de spin 1/2, o valor do spin
s é fixo, ou seja, s = 1/2, e m, pode assumir apenas dois
valores ms = 1/2 e my = —1/2, os quais relacionamos
ao spin up e spin down, respectivamente. Os operadores
de spin quando aplicados a funcdo de onda nos fornece

S*Yntmsm. (1,0, 0) = B25(s + 1)¥n.t.my,m. (1,0, ),
(37)

Sz'¢n,l,mg ,Mg (T7 07 ¢) = hmsd)n,l,mz,ms (T7 97 ¢) (38)

E os operadores de spin satisfazem as relagoes de
comutacao dadas por

[Axa Ay] = ihgm
[Ayv Az} = ihgz»
[S.,5.] = ihS,,

as quais sao idénticas aquelas satisfeitas pelos operadores
que representam o momento angular. Por esse motivo,
muitas vezes o spin é identificado, erroneamente, como
uma espécie de rotagao.

Em relagdo aos ntucleons, que tem spin fixo, ou seja,
s =1/2, a aplicagdo dos operadores de spin nos fornece

N 3
San,l,ml,l/Q (T7 9; gb) = Zthn,l,ml,l/Z (Ta 9, (b)a (39)

N 1
Szwn,l,ml,1/2(ra 67 ¢) = §hwn,l,ml,1/2 (7"7 97 ¢)a (40)

para o caso do spin up, ms = 1/2. E também,

. 1
San,l,ml,—l/Q(Ta 97 (b) = _Zh2wn,l,ml,—1/2(ra 97 (b)a

(41)

N 1
Szwn,l,ml,—1/2(ra 0, ¢) = *ﬁhwn,l,ml,—l/Q(ra 97 ¢)a (42)

para o caso de spin down, mg = —1/2.

5.3. O momento angular total

Nesta subse¢do, discutiremos sobre 0 momento angular
total, o qual denotaremos por J o} qual inclui a soma do
momento angular orbital Leospin S, istoé, J=L+S.
Com isso, podemos definir o operador momento angular
total J 0 qual, juntamente com J. satisfaz as equacoes
de autovalores dadas por

T2 (7 0,0) = K25 (G + 1), (1 0,0),  (43)
T, (1,0, 0) = b0 (1,0, ). (44)
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Nesse arcabouco, o nimero j pode assumir valores
dados por j = [ + s; enquanto o nimero m; pode
assumir os valores m; = —j,—j +1,...,0,...,5 —1,7.
E importante notar que nos casos de particulas de spin
semi-inteiro, como elétrons e ntcleons, j pode assumir
valores inteiros e semi-inteiros; nestes casos, m; também
serd semi-inteiro, e m; = 0 ndo é um valor permitido.

Como exemplo, tomemos um elétron que esteja num
estado em que seu momento angular orbital seja igual
a zero, isto é, I = 0. Como para o elétron s = 1/2,
o numero j pode assumir somente o valor j = 1/2,
enquanto m; = 1/2 ou m; = —1/2.

No caso de um elétron cujo momento angular orbital
seja igual a l = 1, podemos ter j = 3/2 (pois j = +3), e
assim, m; pode assumir os valores —3/2,—-1/2,1/2,3/2.

Note que para um dado [, a inclusao do spin do elétron
dobra a quantidade de estados permitidos. Por exemplo,
sen =0e!l =0, terfamos a fungdo de onda ¥ ¢ o, pois
86 teriamos m; = 0. Contudo, se o spin for considerado,
podemos ter os estados representados pelas fungoes de
onda W .0.1/2 € Wo,0,0,—1/2- Os aspectos aqui esbogados
sobre momento angular serdo bastante uteis na préxima
se¢do. O leitor encontrard as dedugoes das propriedades
aqui enunciadas em livros-texto béasicos de mecéanica
quéntica [19, 20], e assim, demonstré-las é deixado como
exercicio.

6. A Interacio Spin-Orbita

Considerando que o modelo até aqui desenvolvido ndo
ter sido suficiente para predizer a quantidade de nicleons
por camada que esteja de acordo com a experiéncia, foi
necessario aprimora-lo. Uma proposta é considerar uma
interacao analoga a interagao spin-Orbita estabelecida na
resolugao do atomo de hidrogénio na Mecénica Quantica.
A proposta é acrescentar no hamiltoniano o termo de
spin-6rbita [7, 8, 13],

-

Hep = ®(r)S - L, (45)

em que S é o vetor spin do nucleon, enquanto Léo
vetor momento angular do niicleon, e ®(r) uma fungdo
com dependéncia radial que pode ser modelada com base
na fenomenologia. Aqui neste trabalho ndo estamos pre-
ocupados com os valores da energia, mas somente com a
contagem da quantidade de niicleons permitidos em cada
estado; por esse motivo, nao detalharemos a forma de
®(r). O termo spin-érbita adicionado & interagdo entre
nicleons encontra embasamento experimental, conforme
pode ser visto no trabalho [13, 21]. Na abordagem
que construiremos nesta secao, utilizaremos o momento
angular total J_: o qual é definido por J=L+S§5. Se
usarmos o fato que J2? = (L45)-(L+S5) = L2+52+2L-S,
podemos escrever que L - S = 1(J? — L? — 5?). A escrita
dessa ultima forma facilitard a resolucdo do problema
posto.

A presenca do termo dado na equagio (45) causard um
desmembramento de cada nivel de energia, autovalores
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das equagdes (11, 12), em dois, os quais sdo correspon-
dentes aos autovalores de L - §. Ou seja, originalmente,
pelas equagoes (11, 12), tinhamos uma equagdo de
autovalores dada por HiyY = Ei, na qual E sdao os
autovalores. Agora, temos uma equagao de autovalores
dada por (H + Hsr)y = E'¢, em que E' = E,, ;| + Ej,
ou By ; = (2n+1+4 2)hw+ Ej;, sendo que E; representa
os autovalores do termo spin-6rbita. Definamos ¢ =
up, F', em que F' é uma funcdo dependente das varidveis
angulares e de spin. Dos cursos de mecénica quantica
[19, 20], sabemos que os autovalores de L g, ou melhor,
de $(J? — L* — S?), sdo dados por

1 h?

g (SP=L2 =S F = - [j(j+1)=I(1+1)—s(s+1)]F, (46)
em que podemos definir £; = m%z[j(j +1)—1(l+1) -
s(s+1)], em que Kk = fORO Up, @ (r)dr. Como os nicleons
sao particulas de spin s = 1/2, podemos escrever

h? 3
j(j—&-l)—l(l—&-l)—i . (47)
Deve-se observar que j = [ 4 s resulta em dois possiveis
valores para cada valor de l: j =1—1/2ej=1+1/2.
Assim podemos escrever, respectivamente

h2
Bjmi1jp = —w5 (U +1), (48)
€
hZ
Ej:l+1/2 = K,?l (49)

A separagao energética entre dois niveis orbitais é AE; =
Ej_i11/2—Ej—_1/> = kh*(1+1/2). Experimentalmente,
sabe-se que a energia do nivel em que j =1 —1/2 é
mais elevada que do nivel em que j = [ + 1/2. Por
esse motivo, o termo de acoplamento spin-6rbita deve
ser negativo, entdo cada nivel de energia possivel E, ; ;
contém os desdobramentos: E, ;—Fj 12 € Eni—Ej_y/s.
Além disso, o arcabouco experimental nos diz que o
coeficiente k possui valor absoluto entre 0,3 MeV /A2 e
0,6 MeV/R? [13].

Vamos tabelar os primeiros valores de FE;, para
1=0,---,6, a partir das equagdes (48) e (49) com os
respectivos subniveis rotulados com a notagao espectros-
copica, (1=0,1,2,3,4,5,6...) = (s,p,d, f,g,h,1i,...).

A partir da Tabela 3 podemos posicionar os niveis
e subniveis energéticos do modelo de camadas com a
interagdo spin-érbita e assim contarmos o niumero de
degenerescéncia D de nicleons permitidos de acordo com
o principio de exclusdo de Pauli em uma camada comple-
tamente ocupada. Entao, pelo principio de exclusdo de
Pauli dois nticleons nao podem ter o mesmo conjunto de
nimeros quanticos (n,l,j,m;). Da Mecanica Quéntica
(semelhante a andlise discutida na Se¢éo IV e obtida na
equacao (25) para um dado valor de j temos que

mJ:_.]a_(j_l)a 7_1a0517 7.]_17.7
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Tabela 3: Valores de energia do desdobramento spin-6rbita e as
respectivas camadas espectroscépicas.

l i notacdo espectroscépica  Energia
0o -1/2 - -
1/2 S1/2 0
1 1/2 P12 —Kh?
3/2 D3 /2 1kR?
2 3/2 ds /2 —3kh?
5/2 ds /2 Kh?
3 5/2 fs/2 —2kh?
7/2 fr/2 3kh?
4 7/2 gr/2 —Skn?
9/2 go/2 2kh>
5 9/2 hg /2 —3kh?
11/2 hi1)2 Skh®
6 11/2 i11/2 —Ikh?
13/2 i13/2 3kh>

Isso nos dé um total de 2j 4+ 1 valores para cada j.
Conclui-se que pelo principio de exclusao de Pauli, um
orbital completo pode conter um méximo de D(j) =
2j + 1 nicleons. Vejamos a seguir a distribuicao dos
nicleons nesse modelo de camadas, relembrando que da
equagdo (31) tem-se que N = 2n + [

N =0, resulta que n = 0 e [ = 0. De acordo com a
Tabela 3 temos apenas um subnivel e corresponde
a 1s1/5. De acordo com a regra do principio de
exclusdo de Pauli, da expressdao, pode-se alocar
27 + 1 ntcleons nesse nivel. Com j = 1/2 obtemos
que apenas dois nucleons completam esse nivel,
entdo D = 2.

N =1, resulta que n = 0 e [ = 1. De acordo com
a Tabela 3 temos apenas dois subniveis correspon-
dente a 1py/p e 1p3/o. De acordo com a expressao
2j + 1, em 1py /5 tem-se j = 1/2, e dois niicleons
podem ocupar esse subnivel; em 1ps/; tem-se j =
3/2, e quatro nicleons podem ocupar esse subnivel.
Resulta que D = 6 nicleons no maximo podem
ocupar esse nivel.

N = 2 apresenta duas possiveis combinagcoes:

(i) n =0 el = 2, que de acordo com a Tabela 3
temos os dois subniveis correspondentes a 1d;/; e
1ds /3. De acordo com a expressao 2j + 1, em 1d3/5
tem-se j = 3/2, tal que quatro niicleons podem
ocupar esse subnivel; em 1ds/, tem-se j = 5/2, e
seis ntcleons podem ocupar esse subnivel.

(i) n =1 el = 0, que de acordo com a Tabela 3
tem um subnivel e corresponde a 2s;,5 com a
possibilidade de mais dois niicleons ocuparem esse
estado. Resulta entdo que D = 4+ 6+ 2 = 12
ntcleons no méximo podem ocupar esse nivel. B
importante também observar na Tabela 3 a ordem
dos niveis de energia, que do menor para o maior
fica 1ds/3, 2812 e ldz/p. O nivel 2s;/5 nao é
afetado pelo acoplamento spin-6rbita, ao passo que
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o subnivel 1dsz/, sobe e o subnivel 1ds/, desce em
concordancia com a regra que o subnivel j + 1/2
fica abaixo do subnivel j — 1/2 para um mesmo
nel.

Até aqui vemos que um nicleo atdémico com a
camada N = 0 tem o niimero méagico igual a 2, para
N =1 as camadas completas resultam no ntimero
magico 8 e para N = 2 as camadas completas
resultam no nimero méagico igual a 20. Estes trés
primeiros nimeros estdo de acordo com o previsto
na secao III visto na Tabela 2. Entretanto para a
camada N = 3 o acoplamento spin-orbita afeta a
separagao dos subniveis conforme veremos a seguir.
N = 3 é um nivel dividido em duas camadas.
Vejamos a seguir como isso é analisado. Paran = 0
e | = 3 temos os dois subniveis correspondentes
a 1f5/2 e 1f7/2, que de acordo com a Tabela 3 a
energia do subnivel 1f7/, serd E = %wh — %/@hg
que estd abaixo do subnivel 1f5/, com energia £/ =
gwh+ 2kh2. A separacio entre esses dois niveis vale
AE; = kh?(1+ 1) = Zxh?, de forma que se observa
uma separagdo energética consideravel. O subnivel
1f7/2 € apreciavelmente baixo, de tal forma que
este é levado a um isolamento justificavel, o que
leva o subnivel 1f7,5 ao status de uma camada
fechada com um numero de ocupacdo igual a
D(7/2) =(2-7/2+ 1) = 8, alcangando o préximo
nimero méagico igual a 28 [8].

O subnivel 1f5/2, com D = 6 ird se associar aos
outros subniveis de N =3, n=1el =1, que sao
2p1/2 € 2p3/2 com D = 2 e D = 4 respectivamente.
Isso resulta em um ntmero de ocupacao igual a
12, que somado com o nimero mégico anterior 28
resulta em 40 que nao é um nimero magico. Da
mesmo forma que aconteceu com o subnivel 1f7,5,
um subnivel do nivel N = 4 devido ao acoplamento
spin-6rbita, desce para se associar com os subniveis
1fs/2, 2p1/2 € 2p3/o para formarem uma camada
estével. Esse subnivel vem dos ntimeros quanticos
N =4,n=0el =4, como se observa na Tabela 3,
o subnivel 1gg/; estd abaixo do subnivel 1g7/,, €
sendo também observado na experiéncia, que o
subnivel 1gg,, com D = 10 se associa subniveis
1fs5/2, 2p1/2 € 2p3/2 para obter a camada completa
com numero magico igual a 50. Os dados empiricos
mostram que os niveis de energia do menor para o
maior é 2p3/a, 1f5/2, 2p1/2 € 1gg/2 [8].

N = 4 tem um subnivel 1g7/3, com D = 8 para
os nimeros quanticos n = 0 e [ = 4. Existem dois
subniveis para n =1 e [ = 2 que sdo 2d3/; € 2d52
com D = 4 e D = 6 respectivamente. E existe
um subnivel para n = 2 e [ = 0 que é o subnivel
3s1/2 com D = 2. Até aqui tem-se um ndimero
de ocupacao para esses subniveis igual a 20, que
resulta um ntmero de ntcleons acumulados igual
a 70, que ndo é um numero magico. E como antes
os dados empiricos mostram que um subnivel de
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N =5 desce para compor uma camada com 1g7/g,
2d3 /2, 2d5 /2 € 351/2. O subnivel que tem niimeros
quanticos N =5, n =0 el = 5 que desce do nivel
N =5 é osubnivel 1h;1/5 com D = 12. Assim essa
camada tem subniveis com ordem energética do
menor para o maior dado por 1gr/z, 2ds/2, 2d3/2,
3s1/2 € 1hyy/ totalizando D = 32 e nimero de
ocupagao igual a 82, um niimero magico.

e N =5 tem o subnivel 1hg/; comn =0el =15 com
D = 10. Para n = 1 e [ = 3 temos dois subniveis
2f5/2 € 2f7/2 com D = 6 e D = 8 respectivamente.
Paran =2 el =1 temos mais dois subniveis 3p;
e 3p3/2 com D = 2 e D = 4 respectivamente. Como
nos casos anteriores um subnivel de N = 6, com
n=0el =6 desce para compor essa camada. E o
subnivel 17;3/> com D = 14 que desce e completa
a camada com niveis de energia do menor para o
maior dado por 1hg,a, 2f7/2, 2f5/2, 3p3/2, 3p1/2 €
li13/2 totalizando D = 44 e o niimero de ocupacao
igual a 126, outro niimero méagico.

e N =6comn =0el = 5 tem um subnivel
liyie com D = 12, o subnivel 1iy3/5, como
explicado acima tem nivel energético baixo que o
coloca na camada anterior. Para n = 1 el = 4,
em concordancia com a Tabela 3 corresponde aos
subniveis 2gg/2 € 2g7/2 cada D = 10 e D = 8
respectivamente. Para n = 2 e [ = 2 tem subniveis
3ds/2 e 3d3/p com D = 6 D = 4 respectivamente.
Para n = 3 e | = 0 tem um tnico subnivel 4s;/;
com D = 2. A ordem energética nessa camada, de
acordo com os dados experimentais, do menor valor
para o maior valor é dada por: 2gg /2, 3d5/2, 1i11/2,
297/2, 48172, 3d3/2 mais um subnivel 1j15/2 que
descedonivel N =7,n=0el =7 com D(15/2) =
16, resultando no nimero de degenerescéncia total

para essa camada, D = 58. Até essa camada o
ntimero de ocupacdo é igual a 184, outro nimero
magico.

E assim, obtemos todos os niimeros magicos: 2, 8, 20,
28, 50, 82 e 126. A andlise aqui realizada abrange tanto
prétons, quanto néutrons. Assim, o ntcleo é estavel se
possui o nimero de prétons ou o nimero de néutrons
igual a algum nimero magico. Existem os ntcleos de-
nominados de duplamente magicos que possuem tanto o
numero de prétons como o de néutrons igual a um dos
numeros magicos. Apresentamos na Tabela 4 o resumo
descritivo do modelo de camadas seguindo a ordem
energética de baixo para cima (ordem crescente).

Vejamos o exemplo do isétopo de potédssio 39K, cuja
configuracao do estado fundamental no modelo de cama-
das é mostrado na Figura 6, Observamos que o potassio
39K tem o nimero de prétons Z = 19 distribuido até a
camada 1dz/p. O nimero de néutrons distribuidos nas
camadas completam o ntimero magico igual a 20. Todos
os niicleons estdo pareados exceto o proton 1dg/s. Isso
resulta que o momento angular do estado fundamental
éj=l—-s=2-1/2=3/2.
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Tabela 4: Predicdo dos niimeros magicos no Modelo de Cama-
das. O valor de D é o niimero de nicleons em cada nivel N.

notagao nimero
N | espectroscopica spin-orbital D  maégico
0 4s
2 3d
6 4 2g . 58 184
6 1i liyy o
li13/2
1 3p 3p1/2
3ps/2
5 3 2f 2f5/2 44 126
2f72
5 1h lhg/o
1hi1y2
3s 381/2
4 2 2d 2d3/2 32 82
2ds /2
4 1g 197/2
1g9/2
1 2p 2p1y2
3 1f5/2 22 50
3 1f 2p3/2
1f7/2 8 28
0 2s 1ds/2
2 2512 12 20
2 1d 1ds 2
1 1 1p 1p1/2 6 8
1p3/2
0 O 1s 1s1/2 2 2
Ld3 /o é,;é é::@@
251/2 $¢ &
1d5/2 . V. N AAAAA N
YIVYIYS YIVIVYSY
P12 ¢ ¢
1ps/2 3489 $48¢
Lsi/2 $¢ $¢
Protons Néutrons

Figura 6: Modelo de camadas para o 35K.

7. Consideragoes Finais e Perspectivas
Neste trabalho, realizamos uma revisao pedagoégica do

modelo de camadas. O resultado primordial foi a obten-
¢ao dos nmeros magicos, que definem a estabilidade dos
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nucleos atémicos, a partir da equacao de Schrodinger.
A suposicio feita na elaboragdo do modelo foi a de
que os nucleons interagem uns com os outros, tanto em
relagdo a forga forte, e no caso dos prétons também
como com respeito a forga eletrostatica. Esta interacéo
foi modelada via um campo médio, o qual foi aproximado
pela energia potencial do oscilador harmoénico. Com isso,
pudemos fazer o tratamento de uma tunica particula.
Porém, somente essa suposicao foi insuficiente para
descrever todos os niimeros magicos; e assim, tivemos
que incluir no hamiltoniano uma forte interacdo do
tipo spin-6rbita. Feito isso, obtivemos todos os niimeros
magicos, quais sejam: 2, 8, 20, 28, 50, 82 e 126. Assim,
o nucleo é estavel se possui o ntimero de prétons ou
o nimero de néutrons igual a algum nimero magico.
Como perspectiva, pretendemos abordar o problema
da estabilidade nuclear por diferentes modelos, desde
hamiltonianos de muitos corpos até outros tipos de
energia potencial. Esperamos que este trabalho cumpra
com um dos seus objetivos, o qual foi fornecer subsidios
didaticos para estudantes que queiram compreender
melhor o modelo de camadas nucleares.
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