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Resumo

Uma imersao X : M? — R3 ¢ dita uma Superficie de Willmore se ¢ ponto
critico do funcional 20(X) = [, H*da. Até 1986, os unicos exemplos conhecidos de tais
superficies eram obtidas a partir de projecoes estereogréficas de superficies minimas e
compactas mergulhadas em S®. Neste trabalho mostramos a existéncia de uma infinidade
de superficies de Willmore que nao provém de superficies minimas em S®, usando os

trabalhos de Pinkall, Langer, Singer e Moniot.



Abstract

An immersion X : M? — R3 is called a Willmore surface if it is an extremal for
the functional 20(X) = [,, H*da. Until 1986, the only examples of such surfaces known
so far were stereographic projections of compact embedded minimal surfaces in S®. In
this work we prove the existence of an infinite number of Willmore surfaces that do not

stem from minimal surfaces in S3, using the works of Pinkall, Langer, Singer and Moniot.



Introducao

Em 1965 T. J. Willmore [22] propos o estudo do funcional

W(X) = /M H?da (1)

para imersoes X : M? — R3, onde M? ¢ uma superficie compacta, H ¢ a curvatura média

da imersao e da é a forma de area induzida.!

Agora, se definimos

entao, pelo teorema de Gauss-Bonnet, temos:
W(X) = W(X) + 2mx (M), (3)

ou seja, os dois funcionais diferem apenas por uma constante. Na realidade o novo fun-
cional 2, definido a partir do funcional original de Willmore, tem a vantagem de seu

integrando ser nao-negativo e se anular exatamente nos pontos umbilicos da imersao X.

Certamente, 20(X) = 0 se, e somente se, M?> = S? e X ¢ totalmente umbilica.
Portanto o minimo absoluto de 20 no espaco das imersdes X : S? — R? ¢ 0 e o lugar
geométrico dos pontos criticos é conhecido. Quando M é um toro, Willmore propos
um exemplo de imersao X : M — R? com 2(X) = 27% e provou que W(X) > 272
para todas superficies suaves de revolugio. Ele entao conjeturou que 20(X) > 272 para
todas as imersoes do toro com a igualdade valendo apenas para o exemplo que ele havia

proposto: o toro obtido pela revolucao de um circulo de raio r em torno de um eixo cuja

INa verdade, o matematico alemao K. Voss durante a década de 50 ja havia considerado o funcional
20. Alguns anos mais tarde Willmore e K. Voss descobriram no livro de W. Blaschke [1] que este problema
ja era estudado desde o inicio do século, em particular nos trabalhos de Thomsen e Shadow em 1923 [19]



distancia ao centro do circulo.

Entretanto, em 1973, J. H. White [21]| provou que a 2-forma (H? — K)da ¢ invariante
por tranformagoes conformes de R? U {co} (grupo de Mobius), onde oo ¢ o ponto no

infinito. Logo, se T é uma tranformacao conforme de R3 U co temos que:

Portanto, podemos afirmar como corolario que se X é de Willmore, entao 7'(X) tam-
bém sera. Consequentemente, todas as superficies geradas via transformagoes conformes
do exemplo de Willmore também devem satisfazer 20(X) = 27%. A conjectura foi en-
tao modificada de maneira que a igualdade fosse satisfeita, a menos de transformacgoes

conformes do toro de Willmore.

Observe que, da maneira como foi enunciada, a conjectura permite considerar toros
imersos nao mergulhados. Entretanto, em 1982 Li e Yau mostraram em [12] que se uma
superficie se auto-intersecta entdo 20 > 87. Recentemente, L. Simon [17]| provou que o
minimo do funcional 20 é alcangado entre os toros, mas ainda nao se sabe se esse toro

coincide ou nao com o exemplo de Willmore.

O fato é que a conjectura de Willmore levou muitos matematicos a seguinte questao:
quais sao os pontos criticos do funcional (2)7 Dizemos que uma imersao X é de Willmore
se ela é ponto critico de 20. Até meados da década de 80, os tinicos exemplos conheci-
dos de tais superficies eram obtidas via projecao estereografica de superficies minimas e
compactas mergulhadas em S3. Nesse trabalho, usando a propriedade de invariancia con-
forme como pano de fundo, vamos estudar o funcional 25. Como veremos, isso permitira
demonstrar a existéncia de um ntmero infinito de superficies de Willmore nao triviais,

isto ¢, que nao provém de superficies minimas de S3.

Mais precisamente temos o seguinte: inicialmente consideramos a projecao de Hopf
7 : 5% — S% Tal aplicacao ¢, na verdade, uma fibracao localmente trivial com espaco
total S3, espaco base S? e fibra tipica S'. Em seguida, construimos certos toros em
S3 que sdo imagens inversas de curvas simples e fechadas em S? via fibracao de Hopf.
Mostraremos que tais superficies sao pontos criticos do funcional 20 se, e somente se, as

curvas correspondentes sao pontos criticos do funcional:

3(7) = / (1+ k) ds, (4)
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onde a fungao s — k(s) e L sao respectivamente a curvatura geodésica e o comprimento
de 7 e s é o comprimento do arco. Por fim, provaremos que existem um ntimero infinito
de curvas simples e fechadas em S? que sao pontos criticos do funcional §, estabelecendo

dessa forma o resultado desejado.

O presente trabalho tem a seguinte organizacao: no capitulo 1 fazemos referéncia a
alguns fatos classicos que serao usados com frequéncia durante todo o texto, bem como

uma rapida analise acerca da construcao e principais propriedades da fibragao de Hopf.

No capitulo 2, usando as equagoes de Euler-Lagrange para o funcional (4) e as equagoes
de Frenet para a curva v em S?, provaremos que 7 ¢ ponto critico de (4) se, e somente se,
sua curvatura geodésica k satisfaz
d*k k+ 4
=Rk 9
ds? 2

onde s é o comprimento do arco. Na segunda parte desse mesmo capitulo provamos a

existéncia de infinitas solucoes para a equacao diferencial acima e fazemos uma rapida

analise qualitativa das principais propriedades dessas curvas.

No capitulo 3 consideramos curvas fechadas v em S? e £ em S® tais que v = mo &,
isto é, v ¢ a imagem de ¢ via 7 : S — S2?. Assumimos que £ estd parametrizada pelo

comprimento de arco e em seguida consideramos imersoes

X: [0,L/2] x ST — S8

(o) = g, ©)

onde L é o comprimento de . Provamos em seguida que a curvatura média da imerséo (6)
coincide com a curvatura geodésica de . Finalmente, usando alguns resultados provados
por Weiner em [20], veremos que X é ponto critico do funcional de Willmore se, e somente

se a fungao curvatura geodésica de v satisfaz (5), ou seja é ponto critico do funcional §.

Por fim, no capitulo 4, usando um resultado de Bryant [2|, reobtemos os resultados
provados no capitulo 2 sem utilizar nogoes de calculo de variagoes ou geometria Rieman-
niana. Tal abordagem tem a vantagem de ser mais simples e intuitiva do ponto de vista
geométrico, além de trazer a luz algumas interessantes relacoes entre certas familias de

circulos e curvas em S2.
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