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Resumo

Estudamos as hipersuperficies L-isotrépicas do espaco Euclidiano, que s@o hipersuperfi-
cies cuja forma de Laguerre é nula e os autovalores do tensor de Laguerre sdo constantes
e iguais a A > 0. Provamos um resultado de rigidez para as hipersuperficies L-isotrépicas
parametrizadas por linhas de curvatura. Além disso, estudamos as hipersuperficies que sao
L-isotrépicas e L-isoparamétricas simultaneamente, verificando que para tais hipersuperficies
A = 0. Obtemos condicdes necessdrias para a existéncia de hipersuperficies L-isotropicas
com A > 0 e provamos que uma certa fun¢io, determinada pelos raios de curvatura da

hipersuperficie, é limitada superiormente por 1/2A.

Palavras-chaves: Geometria de Laguerre, hipersuperficie isotrépica de Laguerre, hiper-

superficie isoparamétrica de Laguerre.






Abstract

We study Laguerre isotropic hypersurfaces in the Euclidean space, which are hypersur-
faces whose Laguerre form is zero and the eigenvalues of the Laguerre tensor are constant
and equal to A > 0. We prove a rigidity theorem for the L-isotropic hypersurfaces parame-
trized by lines of curvature. Moreover, we study the hypersurfaces that are L-isotropic and
L-isoparametric simultaneously and we show that for such a hypersurface A = 0. We obtain
necessary conditions for the existence of L-isotropic hypersurfaces with A > 0 and we prove
that a certain function, determined by the radii of curvature of the hypersurface, is bounded
above by 1/24.

Keywords: Laguerre geometry, Laguerre isotropic hypersurfaces, Laguerre isoparametric

hypersurfaces.
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Introducao

A teoria da geometria de Laguerre iniciou no comeco do século XX com o estudo das
superficies de Laguerre em ]R3, no livro de Blaschke [1]. Em 1996, Musso e Nicolodi [20]
estudaram um problema variacional, onde definiram um funcional invariante sob o grupo das

transformacoes de Laguerre e estudaram as superficies minimas, no sentido de Laguerre.

No final da década de 90, Palmer [22] estudou a estabilidade das superficies minimas de
Laguerre. Em [21], Musso e Nicolodi apresentaram resultados sobre a geometria de Laguerre
de superficies cujas linhas de curvatura sio planas. Desde entdo, diversos matematicos se
dedicaram ao estudo da geometria diferencial de Laguerre.

A geometria de Laguerre das superficies em R continuou em 2005 com o trabalho de Li
[11]. Em seguida, no ano de 2008, os autores Song e Wang [32] estudaram as superficies
minimas de Laguerre em R3 com uma nova abordagem. O desenvolvimento da geometria de
Laguerre para superficies motivou uma generaliza¢io natural para o caso de hipersuperficies
em R""!. A partir de entdo, comecaram a surgir trabalhos relacionados a esse caso mais

geral.

Na geometria diferencial de Laguerre, sdo estudadas as propriedades de hipersuperficies
de Laguerre invariantes pelo grupo das transformacdes de Laguerre no fibrado tangente
unitdrio UR"™!. Em 2007, Li e Wang [16] estudaram essa geometria para hipersuperficies
em R"!, usando o método do referencial mével de Cartan. Para uma imersio x : M" — R+
sem pontos umbilicos com curvaturas principais distintas que ndo se anulam e & : M" — S"
um campo normal unitdrio de x, eles definiram os invariantes bésicos de Laguerre, a saber,
uma métrica invariante de Laguerre g, a segunda forma fundamental de Laguerre B, a forma

de Laguerre C e o tensor de Laguerre L.

Uma vez definidos esses invariantes, diversos matematicos se empenharam em classificar
as hipersuperficies, no sentido de Laguerre, de acordo com propriedades satisfeitas por esses
invariantes. O primeiro trabalho neste sentido foi o de Li, Li e Wang [12], em 2010, onde

os autores introduziram o conceito de hipersuperficie com segunda forma fundamental de
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Laguerre B paralela, isto é, VB = 0, onde V ¢ a derivada covariante em relagdo a métrica de
Laguerre g. Além disso, obtiveram a classificacdo completa dessas hipersuperficies, a menos

de transformacdo de Laguerre.

Na sequéncia, em 2011, Li, Li e Wang [13] comecaram o estudo de uma classe de
hipersuperficies em R""! com a forma de Laguerre C nula e autovalores do tensor L
todos constantes e iguais a A. Vamos chamar as hipersuperficies com essa propriedade
de hipersuperficies L-isotrdpicas. Li, Li e Wang provaram que A > 0 e apresentaram um
resultado de caracterizac@o das L-isotrdpicas. Por outro lado, obtiveram uma classificacao
explicita das hipersuperficies com C = 0 e os autovalores do tensor L. constantes mas
nao todos iguais. A motivagdo para o nosso trabalho surgiu da pergunta: Quais sdo as

hipersuperficies L-isotropicas?

Em 2012, Li e Sun em [15] definiram uma outra classe de hipersuperficies, as L-
isoparamétricas, que sdo as hipersuperficies tais que os autovalores da segunda forma
fundamental de Laguerre B sdo constantes e a forma de Laguerre C € nula, e apresentaram
uma classificagdo dessas hipersuperficies no caso de variedades tridimensionais em R*.
Mostraram também, que uma hipersuperficie L-isoparamétrica € uma hipersuperficie de
Dupin. Uma hipersuperficie de Dupin, com a hipétese adicional de ter a forma de Laguerre

C nula, € uma hipersuperficie L-isoparamétrica.

Em 2014, Song [31], Cezana e Tenenblat [5], obtiveram a classificacdo das hipersu-
perficies L-isoparamétricas em R""! com duas curvaturas principais distintas e ndo nulas.
Posteriormente, em 2015, Li e Shu [17] obtiveram a classificagdo das hipersuperficies

L-isoparamétricas com trés curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

Ainda no ano de 2015, Shu publicou dois artigos obtendo a classificacdo das hipersuperfi-
cies L-isoparamétricas em R’ [29] e em R® [28], provando também que tais hipersuperficies
tém segunda forma fundamental paralela, quando nao sdo L-isotrépicas. Recentemente em
um artigo de 2018, Shu [30] estudou as hipersuperficies L-isoparamétricas e as hipersuper-
ficies de Dupin em R""! apresentando alguns teoremas de classificacdo. Em um desses
resultados, considerando uma hipersuperficie L-isoparamétrica em R"*!, ele provou que os
autovalores do tensor L sdo todos constantes, podendo ser todos iguais ou nao. Quando os
autovalores do tensor IL sdo todos constantes mas ndo todos iguais, a classificacio foi obtida
por Li, Li e Wang em [13]. Observe que para a classificacdo completa das L-isoparamétricas
basta explicitar quais sdo as hipersuperficies L-isotrépicas.

Ainda sobre o artigo de Shu [30], usando o teorema de classificacdo das L-isoparamétricas,
ele apresentou a classificagdo das hipersuperficies de Dupin préprias em R"! com o nimero

de curvaturas principais distintas g > 2. Esse resultado, de certa forma, é uma generalizacio
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do teorema obtido por Cezana e Tenenblat [6], onde provaram que as hipersuperficies
de Dupin préprias M" C R"™! com n curvaturas principais distintas que ndo se anulam e
curvatura de Laguerre constante e que admitem um sistema de coordenadas por linhas de
curvatura, sdo determinadas por n constantes. Além disso, eles provaram que qualquer

hipersuperficie de Dupin, nessas condi¢des, em R § descrita por

_ Yl ai“iz +9¢

Zn laguz+1(‘11“17---7anun7_1)7 (1)
1= l l

x(uyy. .. up) = (u,...,uy,0)

onde ¢ € R e a; sdo constantes distintas que ndo se anulam.

Essa familia de hipersuperficies de Dupin foi obtida primeiramente por Corro, Fereira e
Tenenblat [7] em 1999 por uma transformacio de Ribaucour de um hiperplano. Esse exemplo
apesar de obtido em um contexto de estudo diferente, foi aplicado no ambiente da geometria
de Laguerre. Considerando ¢ = 0 em (1) temos,

Yi ai

x(uy, ... up) = (le--y”mo)_ﬁ

u +1(a1u1,...,anun,—l), (2)
i=1"% "%

onde a; sdo constantes distintas que nao se anulam. Essa familia (2) apareceu primeiramente

em [12] como exemplo de hipersuperficie L-isoparamétrica.

Desde entdo, (2) estd presente em todos os resultados de classificacdo das hipersuper-
ficies L-isoparamétricas. Além disso, essa familia também fornece um exemplo de uma
hipersuperficie L-isotrépica com todos os autovalores A do tensor L contantes e iguais a

Z€10.

Neste trabalho, motivados pela familia (2) e pelo artigo de Shu [30], investigamos as
hipersuperficies que possuem as duas propriedades simultaneamente, de serem L-isotrOpicas
e L-isoparamétricas. Mais precisamente, obtivemos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1. Seja x: M" — R n >3 uma hipersuperficie sem pontos umbilicos com
curvaturas principais distintas que ndo se anulam. Se x é L-isotropica e L-isoparamétrica

entdo os autovalores do tensor 1L sdo todos iguais e nulos, isto é, L = 0.

Outra pergunta natural que fizemos foi saber se a familia de hipersuperficies descrita em
(2) seria a unica L-isotrépica quando A = 0. Vamos responder parcialmente a essa questio
de forma positiva apresentando um resultado de rigidez das hipersuperficies L-isotropicas
em R""! parametrizadas por linhas de curvatura, a menos de transformacao de Laguerre.

Considerando uma hipersuperficie x : M" — R""! com normal & : M" — S”, o vetor posicdo



4 Introdugao

de Laguerre ¥ : M" — C"™ C R4 é definido por ¥ = p(x- &, —x-&,&,1), onde

p= Z(r— ri)? (3)

i

) ) 1 )
€ uma func¢do definida em termos dos raios de curvatura, r; = —, e do raio de curvatura
i
(1 Yiri
média, r = =

, de x. Provamos entdo o seguinte resultado:

Teorema 1. Sejam x : M" — R wma hipersuperficie com n curvaturas principais distintas
que ndo se anulam, Y : M" — 3 ¢ RSH o vetor posicdo de Laguerre com a métrica
de Laguerre g = (dY,dY) e A os autovalores do tensor L. Suponha que M" é conexa e
admite uma parametrizacdo por linhas de curvatura com respeito a métrica g. Se x é uma
hipersuperficie L-isotrdpica, entdo A = 0 e x é hipersuperficie L— isoparamétrica. Além
disso, a menos de transformagdo de Laguerre, esta hipersuperficie é equivalente a descrita
em (2).

Em um primeiro momento, a hipersuperficie (1) pode parecer uma generalizacao de (2),
onde as duas se diferem pela escolha de ¢. Porém, com a prova do Teorema 1 fica claro que
escolher a constante ¢ é nada mais que escolher o vetor posicdo Y, o que nos da equivaléncia
no sentido de Laguerre. Dessa forma, do ponto de vista da geometria de Laguerre, a familia
(1) quando ¢ = 0 ou ¢ # 0 sdo equivalentes.

Estudar a classificacdo das hipersuperficies L-isotropicas € importante, pois a partir delas
conseguimos classificar todas as hipersuperficies L-isoparamétricas, usando o resultado
provado por Shu em [30]. O mundo das L-isotrépicas com A > 0 ainda deve ser investigado,
tendo em vista que nenhum exemplo ainda é conhecido. Neste trabalho, obtivemos condi-
¢cOes necessdrias para a existéncia de tais hipersuperficies. O Teorema 1 nos diz que uma
hipersuperficie L-isotrépica com A > 0 ndo poderd admitir parametrizac¢do por linhas de
curvatura. Além disso, verificamos que uma hipersuperficie L-isotrépica com A > 0, possui

pelo menos trés curvaturas principais distintas que ndo se anulam.

Para a classe de hipersuperficies L-isotropicas com A > 0 provamos ainda a seguinte
proposicao:

Proposicio 2. Seja x : M" — R""! uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com cur-
vaturas principais que ndo se anulam. Se x é uma hipersuperficie L-isotrépica com A > 0
entdo

1
0<p2<ﬁ’ “4)

onde p é definida por (3).
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Agora, apresentamos uma breve descri¢ao da estrutura do nosso trabalho.

No Capitulo 1, estudamos a geometria das esferas orientadas em R"! tendo como
base o trabalho de Cecil [2]. Descrevemos a correspondéncia bijetiva, estabelecida por Lie,
entre o conjunto de todas as esferas orientadas e os hiperplanos orientados em UR"*! e os
pontos da quddrica de Lie Q"*2. Estudamos o grupo das transformagdes de Laguerre em
UR""! ¢ introduzimos o conceito de transformacao de Laguerre. Além disso, definimos uma
hipersuperficie de Laguerre em U R"*! mostrando que a métrica de Laguerre € invariante por
transformagdes de Laguerre. Concluimos este capitulo estudando a geometria de Laguerre
em R"*!, com base no artigo de Li e Wang [16].

No Capitulo 2, definimos as hipersuperficies L-isotrépicas, apresentamos a teoria da
geometria de Laguerre aplicada a esse caso e mostramos a Proposicdo 2. Além disso, obtemos
condi¢des necessdrias para a existéncia de hipersuperficies L-isotrépicas com A > 0. Na
sequéncia, estudamos a classe de hipersuperficies que sdo simultaneamente L-isotropicas e
L-isoparamétricas provando a Proposicao 1. Finalizamos o capitulo apresentando a prova
do Teorema 1, que consiste em um resultado de rigidez na geometria de Laguerre das

hipersuperficies L-isotropicas em R parametrizadas por linhas de curvatura.






Capitulo 1

Geometria de Laguerre no espaco
Euclidiano

Este capitulo tem como objetivo apresentar alguns conceitos e resultados basicos da
geometria das esferas de Lie que serdo usados no decorrer do texto. A teoria pode ser vista
com mais detalhes em [2]. Estudamos o grupo das transformacdes de Laguerre, que é um
importante subgrupo do grupo das transformacdes de Lie, consistindo de todos os elementos
de O(n+2,2) que fixam os vetores tipo luz em ]R’ZZM. Definimos uma hipersuperficie de
Laguerre em U R"*! ¢ mostramos que a métrica de Laguerre € um invariante de Laguerre.
Por invariantes de Laguerre, entendemos como objetos invariantes por transformacdes de La-
guerre. Concluimos este capitulo apresentando os invariantes basicos de Laguerre estudados
por Li e Wang [16] para hipersuperficies em R" !, tais como a segunda forma fundamental
de Laguerre B, a forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre L. Além disso, mostramos

expressoes que relacionam esses invariantes.

1.1 Geometria das esferas orientadas em R"!

Iniciamos essa se¢do introduzindo o conceito de contato orientado entre esferas e hiper-
planos orientados. Apresentamos a correspondéncia bijetiva, estabelecida por Lie, entre o
conjunto de todas as esferas orientadas e hiperplanos orientados em U R"™ e o conjunto
dos pontos da quddrica de Lie Q"*? contida no espacgo projetivo real P"3. Mostramos
que a quddrica Q"2 contém apenas retas projetivas mas nenhum subespaco de dimensdo

maior. Por fim, apresentamos o conceito de feixe de esferas, que consiste em uma familia a
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I-parametro de esferas orientadas em R que corresponde aos pontos de uma reta projetiva
em QI’H—Z.

Considere sobre R"*! o fibrado tangente unitario, definido por:
UR™ = {(x,&); xe R & e §"} =R x §" c RF2, (1.1)

Definicao 1. Uma esfera orientada em U R de centro p e raio r € uma subvariedade
n-dimensional em UR"*! dada por:

S(p,r) ={(x,&) e UR"™; x—p=r&}. (1.2)

Geometricamente, S(p,r) com r # 0 corresponde a uma esfera orientada em R de
centro p € R"! e raio r. Se r > 0 (respectivamente r < 0), o vetor normal unitdrio & de
S(p,r) é exterior (respectivamente interior). Se r = 0, entdo S(p,0) representa todos os

vetores tangentes a p € R""!. Denotamos S(p,0) o ponto esférico em p € R,

Defini¢iio 2. Dado & € S” e uma constante A € R, dizemos que um hiperplano orientado

em UR"™! ¢ uma subvariedade n-dimensional em UR™"! dada por:

P(EA) ={(x,E) e UR™™; x. £ =2}, (1.3)

(124

em que “.” é a métrica Euclidiana de R
Geometricamente, P(€,A) é o hiperplano {x € R""!; x-& =2} em R""! com normal
unitario &.

Considere o conjunto Z = {I"; I" é esfera orientada ou I" é hiperplano orientado} C U R

De agora em diante, as esferas e hiperplanos serdo orientados.

Definicao 3. Sejam I'{,I; € Z Dizemos que I'y e I, t€m contato orientado se I'y =17 ou

se a intersecgdo I'; NI é um tnico ponto (x, &) € UR™ !,

Geometricamente, I'; e I'> t€m contato orientado em (x,é) se, € somente se, elas sao
esferas orientadas ou hiperplanos orientados em R tangentes a x com o mesmo normal
unitdrio £. Com o objetivo de determinar uma condic@o analitica para o contato orientado
entre elementos do conjunto Z vamos apresentar algumas defini¢cdes.

Seja R4 o espago R"** munido com o produto interno

(X,Y) =X\ + X004+ X3V 3 — Xy aVia (1.4)
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A fim de realizar célculos futuros, vamos apresentar também a defini¢do da métrica de
Lorentz juntamente com algumas observacdes. Considere R'{H 0 espago R"*3 munido com

a métrica de Lorentz
(X,Y) = X1 Y1 +XoYo + -4+ Xn3Yny3, X, Y € RV, (1.5)
Definicao 4. Dado Y € R’f+3 dizemos que Y é um vetor

* tipo espago, se (YY) >0 ouseY =0;
* tipo tempo, se (Y,Y) < 0;

* tipo luz, se (Y,Y)=0eY #0.

O conjunto de todos os vetores em R’f+3 tipo luz formam um cone de revolucao, chamado
cone de luz. O interior do cone, isto €, conjunto delimitado pelo cone, (respectivamente o
exterior) é formado pelo conjunto dos vetores tipo tempo (respectivamente tipo espaco). Se Y
é tipo espaco, o complemento ortogonal Y+ € RE‘H ¢ um hiperplano constituido por vetores
tipo espaco, tipo tempo e tipo luz. Se Y € tipo tempo, o complemento ortogonal Y+ éum
hiperplano formado por vetores tipo espago intersectando o cone na origem. Se Y € tipo luz

o complemento ortogonal ¥ é um hiperplano que contém vetores tipo espaco e luz.

Analogamente, dado o vetor X € Rg+4 com a métrica (1.4), dizemos que X é um vetor

* tipo espaco, se (X,X) > 0ouse X =0;
* tipo tempo, se (X,X) < 0;
* tipo luz, se (X,X) =0e X #0.

Observacéo 2. No contexto de métricas, utilizamos a notacdo (,) para nos referir 2 métrica
de assinatura 2 do espago Rg“ definida em (1.4). A notagdo (,) é referente a métrica definida

3
em (1.5) no espago R+,

Definiciio 5. Seja R4 ™ o espago R"™* munido com a métrica (1.4). Definimos o cone de luz
C"3 em RS ™ por
"B ={X eR"™; (X,X)=0}. (1.6)

P"*3 é o conjunto das classes de equivaléncia [X] = {cX ; c € R} €

O espaco projetivo
P"*3 e as coordenadas X = (X1,X2,...,X,+4) sdo chamadas coordenadas homogéneas de

x].
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Observacao 3. De agora em diante é importante esclarecer a notacdo que vamos usar. Um
ponto [X] € P"+3 ¢ uma classe de equivaléncia, onde X € RZH. Analogamente, um ponto
arbitrdrio [Y] € P"*2 é uma classe de equivaléncia, onde ¥ € R"™. Quando estivermos
fazendo os produtos internos (,) e (,) dados por (1.4) e (1.5) respectivamente, o colchete

para indicar que estamos trabalhando com classe de equivaléncia serd omitido.

Definicao 6. No espaco projetivo real P"*3, definimos a quddrica de Lie, denotada por Q2
da seguinte forma,
Q"2 ={[X]eP"; (X,X)=0}. (1.7)

Com a finalidade de obter uma correspondéncia bijetiva entre os pontos de Q"2 e os
elementos do conjunto Z vamos inicialmente estabelecer uma correspondéncia entre os
pontos tipo espago de P2 ¢ os pontos do conjunto Z Consideramos inicialmente a imersao

¢ : R"™2? — P"2 dada por
o(v) =[(1,v)], Ve R"2, (1.8)

Seja a projegdo estereogrifica o : R"*! — "1\ {P}, dada por

1—u-u 2u
\/ Rn+1 19
(1) <1—|—u-u’1+u-u>7 e ’ (1.9)

onde P = (—1,0,0), 0 € R" e “” é a métrica Euclidiana de R"!. Observe que a imagem de
o exclui o ponto P, caso contrdrio teriamos uma contradi¢do.

Considere R’f” 0 espago R"*3 munido com a métrica de Lorentz (1.5). Defina o seguinte

conjunto,
Q" ={[z] e P2\ {[P]} ; (z,2) =0}, (1.10)

onde [P] =[(1,—1,0,0)], 0 € R", é o ponto em P"*2 correspondente a P = (—1,0,0) € R™?2,
0 € R". O conjunto definido em (1.10) é chamado (n+ 1)-esfera de Mobius.

Proposicao 3. Sejam ¢ e o as aplicacoes definidas em (1.8) e (1.9), respectivamente. Entdo,

(poo) (R1) =,

Demonstragdo. Fazendo a composicao das aplicacdes (1.8) e (1.9) obtemos, o0 : R
P"+2 dada por,

l—u-u 2u l4+u-u 1—u-u
¢(G(”)>:Kl’l+u-u’1+u-uﬂ:K T u)} (1.11)
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l—u-u 2u
l4+u-u l4+u-u

Denote w = ( ) . Note que w-w = 1. Portanto, temos que

((Lw),(I,w))=—14+w-w=0.

]

Proposicio 4. Sejam [o/] € P72 um vetor tipo espago, (o] seu complemento ortogonal em
P2 ¢ [P] = [(1,—1,0,0)], 0 € R™. Se [P] ¢ [a] entdo [at]NQ" = Q" = (poo)(S"),
onde S" € R"!. Caso contrdrio, (o] N Q" é a imagem pela composicdo ¢ o 6 de um

hiperplano em R"™ 1.

Demonstracdo. Seja [a] € P2 um vetor tipo espaco. O complemento ortogonal [a] de
[a] € P"*? pode conter vetores do tipo tempo, tipo espaco e tipo luz. Suponha que [P] ¢
[!]. Sem perda de generalidade, considere o vetor tipo espaco [ot] = [(0,1,...,0)] € P"*2,

Temos que [a] = [(a1,0, a5, ..., 01 3)], com o # 0. Como [aF] é classe de equivaléncia,
o a,
dividindo por a temos, [a] = [(1,0,u)], onde u = oc_3’ e (';3 . Assim, usando (1.11)
1 1

temos que,

1 . 1—u-
((1707u)7( +2M u’ ZM u;”)) :O@M-uzl’ ME]RHJFI'

Entdo, [a] N Q"™ = Q" é a imagem pela composi¢do ¢ o ¢ de uma n-esfera em R
Caso contririo, se [P] € [a'], a intersecdo [a] NQ""! é a imagem pela composigio @ o &

de um hiperplano em R"*!. O

Dessa forma, estabelecemos uma correspondéncia bijetiva entre os pontos tipo espaco
em P"*2 e os elementos de Z No que segue, vamos obter férmulas especificas para estas

correspondéncias. Primeiramente para as esferas e depois para os hiperplanos.
1. Considere a esfera em R" ! de centro p e raio r > 0 dada por
(u—p)-(u—p)=r*, ue R (1.12)

Sejam @ (o (u)) dado em (1.11) e [N] um vetor tipo espaco em P"*2 dado por

IN] =

l+p-p—r* 1—p- 2
( +p-p—r p-p+r ,p> (1.13)

2 ’ 2
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Um célculo mostra que,

(N,(p(o(u))):(<1+p'2p—r2’1—p-2p+r27 >’(l+2u.u71—2u-u’u))
:_((1+p~p—f)(1+u-u))+((1—p-p+f)(1—u-u))+u_p

=—u-u—p-p+2u-p+r-.

Entao,
(N,@(c(u) =0« (u—p)-(u—p)=r>. (1.14)

Observe que N; +N, = 1, onde N;, 1 <i<n+ 3, s@o as coordenadas de N. Entdo
(N,P) #0, isto &, [P] ¢ [N1]. Segue, por (1.14), que u € R"*! est4 na esfera dada
pela equacdo (1.12) se, e somente se, ¢ (o (u)) € [N L]. Portanto, usando a Proposic¢do
3 e Proposi¢do 4 temos que a esfera de Mobius Q", obtida através da intersegao

NN Q" corresponde a esfera em R""! dada pela equagdo (1.12).

Reciprocamente, dado [or] € P"*2 tipo espaco com @ + & # 0, podemos determinar

o]

uma esfera correspondente em R"! como segue. Seja [N] = P =N +N, #
1+

0. Entao, pela expressao (1.13), o centro da esfera correspondente € o ponto p =

(N3,N4,...,Ny+3) eoraio é r=+/(N,N).

. Agora, considere o hiperplano em R"*! dado por

x-E=2, x,EcR" e |E|=1. (1.15)

Semelhante ao que foi feito para a esfera, seja (o («)) como em (1.11) e [n] e um

vetor tipo espagco em P"*2 dado por

)= |(A.-1.9)]. (1.16)
Temos,
o) = (-2, (FH 5 )
_((1+Z.u)z>_((1_,;%)1)%_%
Entao,

(n,e(c(u)=0u-&=A1. (1.17)
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Note que 11 + 12 = 0 entdo, (1, P) =0, ou seja, [P] € [n]. Por (1.17), u € R"*! esta
no hiperplano dado por (1.15) se, e somente se, ¢(c(u)) € [n*]. Assim, usando a
]

Proposi¢do 3 e Proposi¢do 4 temos que a intersegdo [n~] N Q"1 ¢ um hiperplano em

R"*!. Entdo, o hiperplano (1.15) é representado em P"*2 por [n] = [(A,—A,&)].

Reciprocamente, seja [0] € P"*2 tipo espaco com 8; +6, =0 = (6,68) =v-v, onde

6]

v=(63,...,6,13). Seja [n] = — temos,

| v]
0 91 —91 1%
SRR )
vl \lvl (v vl
Portanto, [17] tem a forma dada em (1.16) e [0] corresponde ao hiperplano (1.15).

A proposi¢do a seguir fornece uma correspondéncia bijetiva entre os elementos do
conjunto Z e os pontos de Q"2 \ {[P]}, onde

[P] =1[(1,-1,0,0)], 0 € R, (1.18)

Proposicdo 5. Podemos associar uma esfera orientada S(p,r) € Z a um ponto [y] € Q"F2\
{[P]} por

l+p-p—1* 1—p- 2
Ll a¥ pp”,p,r)}, (1.19)

S(p.r) > [l onde y = | (FELLZE 120
e associar um hiperplano orientado P(E,M) € Z a um ponto [y] € Q"7 \ {[P]} por
P(§,A) «— [7], onde y=[(4,-2,E,1)]. (1.20)

Demonstragdo. Seja [y] € Q"2 com coordenadas homogéneas Y= (71,. .., %3, Yasd) €
R’g”. Suponha primeiro o caso em que ¥,+4 7 0. Entdo, [y] pode ser representado por

Y] =[(a, )], [o] € P"*2.
Como (y,7) = 0 temos que,

1.7 =((et,1), (o, 1)) = ((ou,00,...,0,13,1),(01,0,...,0+3,1))
= —aft+ag+-+ols—1.

Entdo, (a,a) = 1, ou seja, [or] € P""2 é tipo espago.
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Suponha primeiro que o + & # 0 entdo, pela correspondéncia estabelecida entre os

IP)YH—Z

pontos de com o conjunto das esferas e hiperplanos em R [@] representa uma

esfera em R" ! de centro p e raio . Seja N dado em (1.13). Como (o, a) = 1 e (N,N) = r?

N
podemos representar (@] = {i—} . Logo, em P2, temos
r

=[] = (2 ) ).

Portanto, fica estabelecida a seguinte correspondéncia:

l+p-p—r* 1—p-p+r’ or
2 ) 2 ) ) *

S(p.) ¢ [, ondey= |

Agora, se o + o = 0 entdo, pela correspondéncia estabelecida entre os pontos de P2
com o conjunto das esferas e hiperplanos em R [a] € P2 representa um hiperplano em
R"*! como em (1.15). Para [o] = [(A,—2,&)] com |€] =1 temos,

((X,(X) = ((Av—lvé)v(kv_)tﬂé)) =1.
Entdo, em P" > temos

[(a, D] =[(A,=4,8,£1)].

Portanto, temos a correspondéncia
P(G,A) <= [¥], onde y=[(A,-4,5, 1)].
Suponha agora que ¥,14 = 0. Entdo, [y] pode ser representado por
Y] = [(,0)], ueP".
Uma vez que (7,7y) = 0 obtemos que,
(r,7) = {(®,0), (,0)) = (u,u) =0,

ou seja, [u] é um ponto da esfera de Mobius. Logo, temos a correspondéncia

ltuu 1—u-
ue R «— [y], ondey = [( +2M “ 2” M,u,O)}.
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Chamamos [y] € Q"2 \ {[P]} de coordenadas esféricas de S(p,r) e P(€,1.).

Pela maneira como obtivemos a correspondéncia dada pela Proposicdo 5, segue o seguinte

corolario:

Corolério 4. Seja " € Y uma esfera orientada com coordenada esférica [y] € Q"2\ {[P]},

entdo pelas expressoes (1.19), (1.20) temos que:

o T" € uma esfera orientada se, e somente se, (y,P) # 0.

* I" é uma hiperplano orientado se, e somente se, (y,P) = 0.

Portanto, obtemos a correspondéncia bijetiva entre os elementos do conjunto de esferas

ou hiperplanos Z e os pontos da quédrica de Lie Q"2 \ {[P]} como segue:

) Q" \{[P)}
I+p-p—r* 1—p-p+r
S(p,r) 5 : 5 D5
P(8,2) [(A,—4,8,1)]
u € R (esfera de raio 0) (1+2u-u, ! —2u-u,u70)

Geometricamente, o ponto [P], dado por (1.18), é a coordenada do ponto esférico no
infinito de R" !, isto &,

: 1 l+p-p 1=p-p ﬂ
P| = lim , ,p,0]1.
1P ;Hoo!plzK 2 2

Uma vez obtidas as correspondéncias dadas na Proposi¢do 5, vamos fazer uma andlise
dos contatos orientados entre os elementos de Z obtendo uma expressdo analitica para a
Definicdo 3.

Proposicao 6. I'1,I; € Z tém contato orientado se, e somente se, suas coordenadas esféricas

7], (2] € QVT2\ {[P]} satisfazem,

(rn,p) =0.

Demonstragdo. Considerando ', € Z, vamos analisar os seguintes casos: duas esferas,

dois hiperplanos e uma esfera e um hiperplano.
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1. Primeiro, considere I'y = S(p,r) e I'; = S(g,s) duas esferas distintas em Z cujas

coordenadas esféricas sao
1 1
no= (5041 =R) 501+ )

1 1
v = (5(1+|CI|2_S2)7§(1_|Q‘2+S2)7qa_s>'

Como S(p,r) e S(g,s) sdo distintas, as duas esferas possuem contato orientado se
existe um tdnico ponto (x,&) € S(p,r) N S(g,s). Entdo, por (1.2) o ponto (x,&) deve
satisfazer,

x—p=ré&, (1.21)
x—q=sE&. (1.22)
Subtraindo as equagdes (1.21), (1.22) e usando o fato que £ € S” obtemos,

lp—q|=|s—r| (1.23)

Agora observe que,

N, ) = ) ) ) y PV | D) ) D) yq5S

_ 1+ p?—r? 1+ g% —s? n 1—p?+r? 1 —q*+5? g rs
2 2 2 2 Pq

= —p2+2pq—q2+r2—2rs+s2
=—(P* =)+ (P —5)

Logo,
(r.7m) =0 [p—g|=|r—s|.
Assim, por (1.23) temos (71, %) = 0 se, e somente se, S(p,r) e S(g,s) estdo em contato

orientado. O mesmo resultado se verifica para os casos de contato orientado entre dois

pontos esféricos e entre ponto esférico e esfera orientada.

. Considere agoraI'y = S(p,r) e I'; = P(£, 1) uma esfera orientada e um hiperplano,

respectivamente. Suas coordenadas esféricas sdo

1 1
n o= (50+1E =) 501+ )
r = (Aa_l,éal)‘
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S(p,r) e P(&,A) possuem contato orientado se existe um tnico ponto (x,&) € S(p,r)N
P(&,2). Entdo, por (1.2) e (1.3) o ponto (x,&) deve satisfazer,

x—p=ré&, (1.24)

x-E=A. (1.25)

Substituindo (1.24) em (1.25) e usando o fato que £ € S” obtemos,
p-E=—-r+A. (1.26)

Como,

<71>7’2> = <( p2 ) p2 7p7_r)7(a‘7_)t’7§71)>

= _A’—i_pg_l_ra

segue, por (1.26) que (y1,72) = 0 se, e somente se, S(p,r) e P(E, 1) estdo em contato
orientado. Segue também o resultado para o caso em que I'y = S(p,0) e ', = P(E,A).

3. Sejam I'} = P(&1,A1) e I’ = P(&,,A») dois hiperplanos orientados. Suas coordenadas

esféricas sdo

n = (,—A1,é1,1),
r = (A,—42,8,1).

Pela defini¢do de contato orientado ; = 7, ou existe um dnico ponto (x, &) € P(&1,A1)N
P(&>,22). Usando (1.3) o ponto (x, &) deve satisfazer,

x~§:7tl,

x~€:7tz,

ou seja, A; = A,. Entao, dois hiperplanos orientados tem contato orientado no caso
em coincidem, isto é, I' = P(&,A) =T%. Logo, (71,72) = 0 se, e somente se, dois

hiperplanos estdo em contato orientado, pois sd3o o mesmo hiperplano.

Portanto, em qualquer caso I'j,1 € Z tém contato orientado se, € somente se, suas coorde-
nadas esféricas [y1], [1n] € Q"2 \ {[P]}, respectivamente, satisfazem (y;,75) = 0. O
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Observacao 5. Até o momento, dado I" € Z fizemos distin¢do se estivamos tratando de
esferas orientadas ou hiperplanos orientados. De agora em diante, o termo esferas orientadas
pode se referir a esferas de raio r # 0 (esferas orientadas), a esferas de raio r = 0 ou a esferas
de raio r = oo (hiperplanos orientados).

Note que qualquer ponto (x,&) € UR""! determina um tinico conjunto de esferas orien-
tadas de contato orientado em x € R"™! com o mesmo normal unitario &. Esse conjunto é

denominado feixe de esferas orientadas em U R

Neste feixe, existe um tnico ponto esférico S(x,0), de coordenada esférica [y;], e um

tinico hiperplano orientado P(&,x- ), de coordenada esférica [)»], onde

7= (§<1+|x|2>,§<1—|x|2>,x,o), h=(r&-xEEN. (12D

Os resultados a seguir t€m por objetivo apresentar informacdes necessdrias para demons-
trarmos a proposi¢ao que caracteriza os pontos de um reta em Q"2 com o correspondente

feixe de esferas em UR" !,

Definicao 7. Sejam I'1,I%; € Z com coordenadas esféricas [v1], [12] € Q"2 \ {[P]}, respec-
tivamente. Definimos a reta projetiva gerada por ] e ], denotado por [1, 12| por,

.l ={Ar+unl: (A,p) eR*\{(0,0)}}. (1.28)

Usando um resultado de Algebra Linear, vamos mostrar o fato importante de que Q2
contém apenas retas projetivas, ou seja, contém apenas subespacos projetivos.

Lema 6. ([2]) Seja R} um espago vetorial real munido com uma métrica de assinatura
(n—k,k). Entdo, a dimensdo mdxima de um subespaco de luz (que contém apenas vetores

tipo luz) é o minimo entre os niimeros k e n — k.

Teorema 7. A quddrica de Lie Q"2 contém retas projetivas mas nenhum subespaco tipo luz

de dimensdo maior.

Demonstragdo. De fato, por definicio Q"™ = {[X] € P"™ ; (X,X) = 0}, onde P> C
Rg“. Como R’;H é o espaco vetorial R"™* munido com a métrica (1.4) de assinatura
(n+2,2), segue pelo Lema 6 que a dimensdo maxima de um subespago tipo luz de R§+4 é
k = 2. Entdo, o subespaco tipo luz de dimensdo 2 em RZH corresponde a um subespago tipo
luz linear P! ¢ P"3. Note que P!  Q"2, pois Q""? contém todos os vetores tipo luz de

P"*3. Portanto, Q"*? contém apenas retas projetivas. O
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A proposicao a seguir caracteriza o contato orientado em termos das retas projetivas.

Proposic¢do 7. Sejam I'},I; € Z com coordenadas esféricas [11),[1] € Q"2 \ {[P]}, respec-

tivamente. Entdo, Ty e Ty possuem contato orientado se, e somente se, [y, ] C Q"2 \ {[P]}.

Demonstragdo. Suponha que I'1,I; € Z possuem contato orientado, com coordenadas
esféricas [y1],[n] € Q"2 \ {[P]}, respectivamente. Entio, pela Proposicio 6, (y;,%) = 0.
Considere a reta projetiva 3] € [y1, 7). Pela defini¢do (1.28) temos que,

(] = [An+unl,

onde (A,u) € R*\ {(0,0)}. Entio,

(BB = AN +upAn+up) = A2n,n)+2Au(n, p) + 1> (p,pn)
= 2Au{n,pn)=0.

Logo, [15] € Q"*2\ {[P]}, para todo [15] € [, 72]-

Reciprocamente, suponha que [1;,75] € Q"2 \ {[P]}, entdo ¥; e }» sdo, respectivamente,
coordenadas esféricas de duas esferas orientadas I'j,I € Z Seja [y] € [11, 7] entdo,

[%s] = [A7i + 1), onde (A, 1) € R?\ {(0,0)}. Como [11,72] © Q"**\ {[P]} temos,

0= AV + 1P, AV +1P) = AX (0. 7) + 24N, p) + U2 (P, p) = 241N, p).

Portanto, I'1,I, € Z possuem contato orientado. OJ

Note que, pela Proposi¢do 7, dada qualquer reta projetiva de [y1,75] € Q""2\ {[P]}, ficam
determinados I'1,1 € Z que possuem contato orientado gerando assim um ponto de contato
(x,&) e UR™M,

A préxima proposi¢do estabelece uma relacdo entre os pontos de uma reta em Q2 \
{[P]} e o correspondente feixe de esferas em UR" !

Proposic¢ao 8. Sejam I'1,T; € Z com coordenadas esféricas [y, [p] € Q"7 \ {[P]}, res-
pectivamente. Se [y1,] C Q"2\ {[P]} entdo o feixe de esferas em UR""" correspondente
a qualquer 3] € [11, 7] € precisamente o conjunto de todas as esferas orientadas em Z que

possuem contato orientado com ambos I'1 e I';.

Demonstragdo. Seja [y3] € [n1,12] entdo, podemos escrever [13] = [A Y1 + U], com (A, 1) €
R?\ {(0,0)}. Como [y1,75] € Q"% \ {[P]}, pela Proposicdo 7, I'; e I'; possuem contato
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orientado. Com isso, segue pela Proposi¢do 6 que (1, %) = 0. Entéo,

<Y37y1> = <7Wl+.u7’2771>:0
(B,p) = An+up.p) =0.

Logo, [53] € Q"2 \ {[P]} é coordenada esférica de uma esfera orientada I's € Z que estd
em contato orientado com I'y € Z ely e Z, de acordo com a Proposi¢ao 6.

Reciprocamente, seja I's € Z com respectiva coordenada esférica [y3] € Q"2 \ {[P]}.
Suponha que I'3 estd em contado orientado com I'; € Z el, e Z Entdo, pela Proposi¢ao

6 temos que (73,7%1) =0¢e (13,%) = 0. Logo,
(B3, AN +up) =0,

ou seja, [13] € [11, 7]+, Como [y3] € Q"F2\ {[P]} entdo, [13] € [11,72], uma vez que pelo
Teorema 7, Q"2 possui apenas retas projetivas e ndo contém subespaco de dimensdo

maior. [

Portanto, qualquer esfera I' no feixe pode ser determinada mediante sua coordenada

esférica [y], que pode ser escrita como

= An+upl e Q2\{[P} (1.29)

para algum (A, ) € R*\ {(0,0)}. Assim, um ponto (x,&) € UR™"! determina uma tinica
reta projetiva em Q"2 \ {[P]} dada por (1.28).

Observacio 8. Vamos denotar por A**!

Q" 2\ {[P]}.

o conjunto de todas as retas projetivas contidas em

Finalizamos essa sess@o com a seguinte defini¢do,

Definiciio 8. O difeomorfismo L : UR"! — A2 definido por

L((x,6)) = {[Ar +up] € @2\ {[P]} : (A,p) € R\ {(0,0)}} (1.30)

€ chamado de difeomorfismo de Lie.
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1.2 Grupo das transformacoes de Laguerre

Nesta sec@o vamos introduzir o conceito de transformacio de Laguerre e apresentar o
grupo das transformacgdes de Laguerre em U R que consiste em um importante subgrupo

do grupo das transformacdes de Lie.

Comecamos com um breve comentdrio a respeito do grupo ortogonal e das transformacdes

projetivas. Para maiores detalhes referimos a [2] e [19].

Considere R"** munido com a métrica (1.4) e uma matriz real A € M(144) x (n+4) (R).

Dizemos que A preserva o produto interno se
4
(AX),A(Y)) = (X,Y), VX,Y e Ry,

Denote por O(n+2,2) o conjunto das matrizes reais de ordem (n+4) x (n+4) que preserva
o produto interno (1.4). Entao O(n+ 2,2) é um subgrupo fechado de GL(n+4). Tome
A € GL(n+4). A transformag@o linear associada a esta matriz induz uma transformacao
projetiva W (A) em P"3 dada por

W(A)I Pn+3 _>Pn+3
X] —W(A)([X]) =[XA] (1.31)

Vamos agora definir uma transformacao de Laguerre.

Seja LG o subgrupo do grupo ortogonal O(n+2,2) em RZM dado por
LG ={T € 0(n+2,2) ; PT =P}, (1.32)

onde P € o vetor tipo luz em ]RgJr4 dado por (1.18) e O(n+2,2) é formado pelo grupo
ortogonal que deixa o produto interno (1.4) invariante.

Considere T € LG entdo, T € O(n+2,2). Como O(n+2,2) C GL(n+4), segue de
(1.31) que T induz uma transformagao projetiva em P 3, que pode ser restrita a Q"*2, dada
por

T([X]) = [XT], X € Q"*2. (1.33)

Chamamos, T € LG e T : Q"2 — Q"*2, de transformagcdes de Laguerre e LG o grupo

das transformacoes de Laguerre.

Sejam I'j,1» € Z duas esferas ou hiperplanos distintos em contato orientado, com
coordenadas esféricas associadas [y;] e [2], respectivamente. Pela Proposigdo 7 temos que
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[71,72] € Q"72\ {[P]}. Isto &, [y1] e [1»] definem uma reta projetiva em Q"2 \ {[P]} por

n.nl={An+upl: (4,u) eR*\{(0,0)}} € A>*. (1.34)

Como qualquer [y] € Q"2 \ {[P]} pode ser escrito como em (1.34) e qualquer T € LG
induz uma transformacdo em Q"2 dada por (1.33), entdo qualquer T € LG define uma

transformagao T : AL A0t por

T(n,rl) =[InT], [nT]]. (1.35)

Definicdo 9. Seja L: UR"™' — A?"*! o difeomorfismo dado em (1.30). Entdo, qualquer
T € LG induz uma transformacio

¢p=L'oToL: UR" — UR"!, (1.36)

chamada de transformacdo de Laguerre em UR™!. Assim, o grupo das transformacdes de
Laguerre sobre U R"*1 ¢ dado por

LG={¢:UR™ — UR™ ; ¢ =L 'oToL,T € O(n+2,2),PT = P}.

Proposicao 9. Qualquer transformagdo de Laguerre ¢ : U R — UR™! preserva esferas

orientadas e hiperplanos orientados.

Demonstracdo. Seja T € LG uma transformacdo de Laguerre. Entdo, T : Q"2 \ {[P]} —
Q"\{[P]}, T € O(n+2,2) e PT = P. Considere I € Z uma esfera orientada com
coordenadas esférica [y] € Q"2 \ {[P]}. Note que [y] € A*"!. Entio,

(yT,P) = (yT,yP) = (v,P). (1.37)

No caso de I' ser uma esfera orientada, segue do Corolario 4 que

(7,P) #0. (1.38)

Entao, por (1.37) e (1.38) temos
(YT, P) # 0.

Logo, T([y]) = [yT] é a coordenada esférica de uma esfera orientada. Portanto, ¢ (") €
Z continua sendo uma esfera orientada. O caso em que I' € um hiperplano orientado é

andlogo. [
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No que segue, vamos determinar a matriz que representa uma transformacao 7 € LG.
Como T € LG temos que PT = P, onde [P] = [(1,—1,0,0)], 0 € R"*! entdo, obtemos

ar ain as a1(n+4)
azy a azs az(n+4)
1 =1 0 --- 0 ] asy asp ass a3(n+4) =
L A(n+4)1 A(nt+4)2  G(n+4)3 A(n-+4)(n+4)
Assim,
ayl = 1+az,
ay = 1+aj,
ajp = ap;, 1>3.
Desta forma, T é reescrita como
1+ an arn a z
1
T az] +ap a z :
b c A u
Al a2 VW L (L4 (nra)
onde
4= [ 13 414 41 (n+3) ]1><(n+1)7
V= [ A(n+4)3 A(n+4)4 A(n4-4)(n+3) ]1><(n+1) ’
aq as a
b:= , Ci= u:= 4(r.l+4)
| A(nt3)1 (n+1)x1 A(n+3)2 (n+1)x1 A(n+3)(n+4)
[ a3 asq a3(n4-3)
A= :
| A(n43)3  A(n+3)4 An+3)(n+3) d (1) x(nr1)

10 - o]
(1.39)
(1.40)
(141)

(n+1)x1

(142)

» L= A1(n+4) © W= 0(n44)(n+4)-
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Umavezque T € LG, o fato de T € O(n+ 2,2) significa que

-1 0 ... O
S0 o0

rr=| , (1.43)
o 0 ... —1

(n+4) x (n+4)
onde a matriz transposta de 7' € dada por

I4+ay axn b apyan

app,  l+4ap A(n+4)2 (1.44)

z z u w (n+4)x (n+4)

O indice ¢ € usado para denotar a matriz transposta das matrizes T, a, b, u, v e A.

Como as colunas e as linhas das matrizes T e T', dadas em (1.39) e (1.44), sdo pseudo-

ortonormais na métrica (1.4) segue que,

—1—2a21—a%1~|—a%2+a.a’—z2 = -1, (1.45)

—ay| —a%l +apn +a%2 tad -7 = 0, (1.46)
2 2 t 2

—a5 +14+2ap+ap,+aa —z7 = 1. (1.47)

Subtraindo a equacdo (1.45) da equacao (1.46) temos,

ajp = —asg.

Usando o resultado acima na equacgdo (1.47) obtemos que,

ot 2
apy = —aa +z (1.48)
2
Seja {ey,e2,...,e,+4} uma base candnica para Rg“. Como T € LG temos

(e;T,P) = (e;T,PT) = (e;,P), 1 <i<n+4. (1.49)
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Entdo, considerando 3 <i < n+3 em (1.49) segue por (1.39) que,

<(bi—2 s Cia y Aio  Ui—2) (1,—170,0)> =0
—bi 2+ci2=0,

onde b;_», ¢i—2, Aj—2, uj—» sdo as (i —2)-ésima linhas das matrizes b , ¢ , A e u. Logo,

bi »=—cip, V3<i<n+3=b=—c.

Note que, considerando i = n+4 em (1.49) e usando (1.39) obtemos

A(nt+4)1 = —4(n+4)2-

(1.50)

(1.51)

Usando as equagdes (1.48), (1.50) e (1.51) podemos reescrever a matriz 7 dada em (1.39)

como sendo,
[ 4+ ad -7 —ad+7
2 2
ad — 7% 4+ Z—ad
r= 2 2
b —-b
L An+4)1 —A(nt4)1

Q

(n+4)x (n+4)

(1.52)

Novamente, usando o fato que as linhas e as colunas da matriz 7, dada em (1.52), sdo

pseudo-ortonormais segue que,

P2 2_ a4
_b(a.a Z>_b(1+z a'a>+Aal_Zu:0$b:Aal_Zu7

2

2

a.at — ZZ Zz - a-at t t
—Apan | —5— | —uran | 1 +——F— | +va —zw=0=qa(, 14 =va —zw.

2 2
Portanto, )
L+ ad —72 —ad+7
2 2
ad —7* 4 Z—ad
r= 2 2
Ad — zu —Ad + zu
| vd —zw —vd' + 7w

(n+4)x (n+4)

(1.53)



26 Geometria de Laguerre no espaco Euclidiano

para alguma matriz
A u n+2
€O(n+1,1), (a,z) e R"™ weR,
vow

onde A, a, u, v, z e w sdo dadas como em (1.40), (1.41) e (1.42).

No que segue, vamos obter uma relagdo entre os elementos da matriz T que serd usada na
proxima se¢do. Considerando a matriz 7', dada em (1.53) e usando novamente o fato (1.43)

obtemos,

(Ad' —zu, —Ad' +zu, A, u),(vd' —zw, —vd' +zw, v, w)> =0= AV = uw,

(1.54)
(Ad' —zu, —Ad' +zu, A, u),(Ad" —zu, —Ad' +zu, A, u)> =]=u' =0,
onde / é a matriz identidade
1 0 . 0
01 ... 0
= . (1.55)
00 0 1

(n+1)x (n+1)

1.3 Hipersuperficies de Laguerre em UR""!

Nesta secdo introduzimos as hipersuperficies de Laguerre em UR""! e o conceito de
equivaléncia por transformacdes de Laguerre de duas hipersuperficies orientadas, com
curvaturas principais que ndo se anulam. Além disso, vamos definir a métrica de Laguerre g

que serd invariante por transformacgdes de Laguerre.

Defini¢iio 10. Uma hipersuperficie f = (x,&) : M — UR""! & uma hipersuperficie de
Laguerre, se & : M" — S" é uma imersédo e se dx- & = 0.

Com a finalidade de verificar que hipersuperficies de Laguerre sdo preservadas por
transformacdes de Laguerre, vamos obter algumas informacdes.

Sejam (x,&) : UR™! — R™™ x §" € R*"2 imersio candnica, y : UR™™ — RAT
ey : UR™ — R2™ dados em (1.27).
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Considere T € LG uma transformacao de Laguerre e

¢p=L'oToL: UR"' — UR"! (1.56)
(&) = o((x,8)) = (%&). (1.57)

Vamos obter expressdes para 7; e 75, associados a ¢((x,&)) = (%,&), em termos de 7, e
7> associados a (x,&). Segue de (1.27) e (1.53) que

1 1
nT = (§(1+a.a’+ x|2 — 2%) +xAd' — zxu, 5(1 —a.d — x> +2) —xAd +zxu,a+xA,a

BT = (x-§+EAd +vd' —zb, —x-§ — EAd' —vd' +2b, EA+v, D),

) (1.58)

onde

a=z+xuckR
_ ’ (1.59)
b=&Cu+weR.

Como vimos na secdo 1.1, um ponto (£,&) € UR"! determina um tnico feixe de esferas
que tem contato orientado em % € R""! com o mesmo normal . Com isso, i e 5 sdo
coordenadas esféricas, dadas como em (1.27), do dnico ponto esférico S(%,0) e do tnico

hiperplano orientado P(E X 5 ) neste feixe, respectivamente. Assim,

= (%(H\f\z),%m—|f\2>,f,0), p= (& -xEE1). (1.60)

Entdo, a fim de expressar 7] e 7 na forma (1.60), utilizando as expressodes (1.54), (1.58) e

(1.59) obtemos a relagao

e (e Yt o) =g
n1 Ew—(zmw 211 ),x,o)_%, (1.61)
1 Cr o E o\ -
onT = (2:8-%88.1)=n. (1.62)
em que
éngg—v, ¥=a+xA—aé,

onde @ e b sdo dados como em (1.59).

Proposicio 10. Seja f = (x,&) : M" — UR™! uma hipersuperficie de Laguerre. Consi-
derando qualquer transformacdo de Laguerre ¢ : U R — UR™! dada como em (1.56)
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temos que f = ¢(f) = (%, E) :M" — UR™ ! também é uma hipersuperficie de Laguerre
em UR™ !,

Demonstragcdo. Usando as expressdes dadas em (1.27) e o produto interno dado em (1.4),

segue que sdo satisfeitas as seguintes relagdes de ortogonalidade:

(ron) = (1 =n"nr =

(dn.dy) = dx-dx, (dy,dp) =d&-d&,

(dn,n)=dx-&, (dp,n)=dS§ x,

(dn,m)=dx-x, (dp,p)=d&-§=0. (1.63)

Assim, por (1.61), (1.62) e (1.63) temos

1
(dn,p) = de'é’ (1.64)

. £ L a 1 1
dx-& = {dn, %) = <d(VlT— ZY2T)7372T> =7

1 1
d&-d& = (dp,dp) = ?<d7’2,d3’2> = ?dé -d&. (1.65)

Portanto, dada uma hipersuperficie de Laguerre f = (x,&) : M" — UR™ !, segue de (1.64)
e (1.65) que F = ¢(f) = (%,&) : M" — UR"*! também é uma hipersuperficie de Laguerre
em UR"™!. O

Note que, as esferas e os hiperplanos orientados definidos por (1.2) e (1.3) sdo hipersu-

perficies de Laguerre em U R

Sejax: M" — R"! uma hipersuperficie orientada com curvaturas principais que nao
se anulam. Entdo, a aplicacdo normal & : M" —» S" é uma imersdo. Assim, x : M" — R"H!
induz unicamente uma hipersuperficie de Laguerre f = (x,&) : M" — UR"*!. Note que,
dada uma hipersuperficie de Laguerre f = (x,&) : M — UR™ !, a aplicacdo x : M" —»
R pode ndo ser uma imersdao. No entanto, Pinkall [24] mostrou que a transformacgdo
paralela f; = (x+t&,&) de f é uma imersdo em qualquer ponto p € M" para quase todo
t € R. Nesse sentido, podemos assumir que x : M" —s R""! & uma imersao.

Definiciio 11. Sejam x,% : M" — R"! duas hipersuperficies orientadas com curvaturas
principais que nao se anulam. Dizemos que x e X sdo equivalentes por transformagoes
de Laguerre (Laguerre equivalentes), se as hipersuperficies de Laguerre correspondentes
f=8&), f=(%E&): M" — UR™! sio diferentes apenas por uma transformacio de
Laguerre, isto é, f: ¢of,onde ¢ = L loT oL, T € LG e L é dado por (1.30).
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Na geometria diferencial de Laguerre sdo estudadas as propriedades de hipersuperficies
de Laguerre em U R que sdo invariantes pelo grupo das transformacdes de Laguerre em
URVH-I )

No que segue, apresentamos um critério para que hipersuperficies orientadas sejam
equivalentes por transformacgdes de Laguerre. Em seguida, utilizamos esse resultado para

mostrar que a métrica de Laguerre € um invariante de Laguerre.

Sejax: M" — R"! uma hipersuperficie orientada com normal unitério &. Considere
bl M — Q"2 y=(x-&,—x-£.E,1). (1.66)

Teorema 9. Sejam x,x* : M" — R duas hipersuperficies orientadas com curvaturas
principais que ndo se anulam e [y| e [y*| as aplicagoes correspondentes dadas por (1.66).

Entdo x e x* sdo equivalentes por transformacdes de Laguerre se, e somente se, existe T € LG

tal que [y*] = [yT.

Demonstracdo. Por hipétese, temos que x,x* : M" — R"! sdo duas hipersuperficies orien-
tadas com curvaturas principais que nao se anulam. Suponha que x e ¥ sdo equivalentes por
transformacdes de Laguerre. Entdo, pela Defini¢ao 11, as hipersuperficies de Laguerre corres-
pondentes f = (x,&), f* = (x*,E*) : M" —s UR"*! diferem apenas por uma transformago
de Laguerre, isto é, existe T € G tal que f* = ¢ o f,onde p =L 'oT oL, ¢(x,&) = (x*,E¥)
e L é dado por (1.30). Como y = (x-&,—x-&§,&,1) = 1, segue de (1.62) que [y*] = [yT].

Reciprocamente, suponha que existe T € LG tal que [y*] = [yT]. Defina (%,&) = ¢ (x, &)
onde ¢ =L~ 'oT oLe L édado por (1.30),isto &, f = (x,&), f= (% &) : M" — UR"! sdo
hipersuperficies de Laguerre, associadas a x,% : M" — R, que diferem apenas por uma
transformacdo de Laguerre ¢, ou seja, x,%: M" — R sdo0 equivalentes por transformacdes
de Laguerre. Resta agora mostrar que (£,&) = (x*,£%), onde f* = (x*,&*) : M" — UR"*!
é a hipersuperficie de Laguerre associada a x* : M" — R"*!. De fato, por (1.62) e pela
hipétese temos, [§] = [yT'| = [y*]. Entdo,

(i'éa_i'éaéal) = (X*'§*7_X*'é*7§*71) = )Zg ZX*'g*a E:é* (167)

Seja {ey,...,e,+1} uma base local para TM. Como &*: M" — S" é uma imerséo temos
que, {e1(E%),...,en(E¥),E*} é uma base para R"*!. Entdo, segue de (1.67) e da Defini¢io
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10 que

d((¥—x")&") =0
d((¥—x"))§" + (¥ —x")d§* =0
(F—x")dE* =0,

Logo, & = x*. Portanto, (x*,£*) = (£, &) = ¢(x,&), o que implica que x, % : M" —s R"*!
sdo equivalentes por transformagdes de Laguerre. U

Por (1.66) temos que (dy,dy) = d& -d& = 111, que é chamada a terceira forma funda-

mental de x. Pelo Teorema 9, segue o seguinte corolario.

Corolario 10. A classe conforme da terceira forma fundamental de uma hipersuperficie

x: M" — R"™ 6 um invariante de Laguerre.

Demonstragdo. Sejam x, % : M" — R"! duas hipersuperficies orientadas com curvaturas
principais que ndo se anulam. Considere /1] = d& -d& e I11 = d& - d& a terceira forma funda-
mental de x e X, respectivamente. Pelo, Teorema 9, x e X sdo equivalentes por transformagdes

de Laguerre se, e somente se, existe 7 € LG tal que [j] = [yT]. Logo,
o 1 1 ~ 1
(dy,dy) = ?Mﬂ, dyT) = ?@’y, dy) = 1l = ?(IU)-

Portanto, [[T1] = [I11]. O

Sejax: M" — R"! uma hipersuperficie com curvaturas principais que nao se anulam,
com campo normal unitério & : M" — S" e I1I = (dy, dy) a terceira forma fundamental de
x. Para qualquer base ortonormal {E1,...,E,} em relagdo a /1] definimos

V= Spa”{yvAIII)’;Ei (y),Eé(y), ce 7E;l(y)}7 (168)

onde Ay € o operador Laplaciano em relacdo a I11.
Na proposicao a seguir, vamos determinar as relagcdes na métrica (1.4).
Proposicio 11. Sejam x : M" — R" " uma hipersuperficie com curvaturas principais que

ndo se anulam com normal unitdrio & e y como em (1.66). Considere III = (dy,dy) a terceira

forma fundamental de x e {E{,...,E.} uma base ortonormal em relagdo a I1l. Entdo, os
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elementos de V, definido em (1.68), satisfazem as seguintes relacoes na métrica (1.4),

»y) = OLE/()) = (A, E{(y)) =0, Vi=1...,n,
v, Aniry) = —n, (1.69)

Demonstragdo. Pela ortogonalidade da base {E1,...,E, }, temos (E}(y),E’(y)) = &;. Entdo,
(E{(),E{(y)) = 0. (1.70)

Por (1.70) para i = j segue que,

(Aury, E{(v)) = <ZEZ(E{(y))7Ei'(y)> = Y (E{(E{(y)).E{(y)) = 0. (1.71)

Como [y] € Q" temos que

(»y) =0 e (E(y),y) =0. (1.72)

Além disso, usando (1.70) temos que

(Ei(Ei(y),y) + (E{(»), Ei(y)) = 0 = (E{(E{(¥)),y) = —1.
Entdo,
(i) = YAB(Bi(),3) = —n. (1.73)
Reunindo as informagdes (1.71), (1.72) e (1.73) obtemos (1.69). O

Note que, em cada ponto de V temos um subespaco (n 4 2)-dimensional ndo degenerado
em RZH. Entdo, temos a seguinte decomposicao ortogonal

Rg+4 :VEBVJ_ :Span{%Alll%Ei()’);Eé(y),- 7E}/1(y)}EBVJ_

Isto é, V* é um subespaco 2-dimensional ndo degenerado em Rg“.

Considere {ej,e»,...,e,} uma base ortonormal com relagdo a métrica dx - dx para TM,

consistindo de vetores principais unitarios, isto €,

ei(&E) = —kjei(x), 1 <i<n, (1.74)
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onde k; € a curvatura principal que nao se anula correspondente a e;. Definimos

1 rit+rm+-4r,
— e r= ,
k,’ n

ri= (1.75)
onde r; € o raio de curvatura € r € o raio de curvatura média de x. Entdo a esfera de centro
x+r& eraio r, S(x+ré&,r), tem coordenadas esféricas dadas pela correspondéncia (1.19), e

assim,

1 1
1 = (G004 rER =) S0 e ) )

1

= (5(1 + |x|2),%(1 — ]x|2),x,0) +r(x-& —x-EE1). (1.76)

A aplicacdo n : M" — C"3 ¢ Rg+4 definida por (1.76) é chamada aplica¢do normal de
Laguerre, onde C"3 ¢ o cone de luz dado em (1.6).
No que segue, vamos verificar que o subespaco 2-dimensional V* é V+ = span{n, P},

onde P = (1,—1,0,0) € RZH,G e R",

Proposicao 12. Nas mesmas condicdes da proposicdo anterior, temos que

E! =rie;, 1 <i<n, (1.77)
onde {E},...,E}} é a base ortonormal em relagdo a Il considerada na proposicdo anterior
e {e1,ez,...,e,} a base ortonormal com relagdo a métrica dx - dx como em (1.74). Entdo,
valem as seguintes relacoes:

El/(y) = (_x'ei(x>7x'ei(x)a_ei(x)70)7 (178)
(Ei(y):E{()) = ei(x)eilx), (1.79)
Ei(n) = (r—r)E{(y) + E{(r)y, (1.80)
(0w Ei(m)) =0, Y AE/(n).E{(n)) =} (r—r)?, (1.81)
i i
(»n) =0, (1.82)
(E{(y),m) =0, (1.83)
(Anry,n) = 0. (1.84)

Além disso, definindo V de acordo com (1.68) obtemos,

V+ = span{n, P}, (1.85)
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onde P=(1,—1,0,0) € Rg+4, 0 € R"™! ¢ 1 ¢ dado como em (1.76).

Demonstrag¢do. Primeiramente, como {¢;}, 1 <i < n é base ortonormal para TM com

relagéo a dx - dx tal que ¢;(§) = —k;e;(x) temos,

5ij = ei(x) 'ej(x) = riei(i)-rjej(f), Vi,j=1,...,n.

Logo, podemos escrever uma relagdo entre as bases ortonormais referentes a /11 e a dx - dx

como em (1.77). Agora, observe que
ei(x)-§ = —riei(§)-§ =~ ((§-£) = 0. (1.86)

A fim de verificar que V- = span{n, P}, vamos determinar algumas rela¢des que também

serdo importantes para o desenvolvimento de calculos do préximo capitulo.

Pelas equacoes (1.66), (1.74), (1.77) e (1.86) obtemos,

El(y) =riei(y) = ri(ei(x)-&+x-ei(§),—ei(x)-& —x-ei(§),ei(§),0)
= ri(x-ei(§),—x-ei(§),ei(5),0)
= (—x-ei(x),x-ei(x),—ei(x),0),

o que prova (1.78). Além disso, obtemos (1.79) ja que,

(E{()E[()) = ((—x.-ei(x),x ei(x),—ei(x),0), (—x-ei(x),x- €i(x), —ei(x),0))

= ei(x)ei(x).
Agora, por (1.76), (1.77) e (1.78) temos,

E[(n) =riei(n) = ri(x-ei(x),—x-e;(x),ei(x),0) + riei(r)y + rriei(y)
= —riE{(y) +E{(r)y+TE[(y),

o que prova (1.80). Por (1.69) e (1.80) temos a prova de (1.81),

0o E{(m) =0, Y(E{(n),E(n)) =) (r—ri)*.

i
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Reunindo as equagdes (1.66), (1.69), (1.76), (1.78) e (1.80) temos,

<y7n>=<( 3 xéél)<(1+|x|)1(1—|x|) )>+r<y,y>
= SO+ = S &1 — ) +eE =0,

(E1).m) = (-6l x- 00, (). ). (;<1+|x|> 311k 0) ) rlEi))

1 1
= E(x-ei(X))(1+IXI2)+2(x ei(x)) (1 — |x*) —x-ei(x) =0,
isto é, (1.82) e (1.83) se verificam. Segue de (1.83) que,

(Ei(

1

E{(y)),n)+ (Ei(y),E{(n)) =0. (1.87)
Utilizando (1.69), (1.79), (1.80) e (1.87), temos ainda
E{(),n) = —Z(E{(y),E{(n»

= —Z ,(r=r)E{(y) + E{(r)y)

= —Z —ri)ei(x)ei(x) =0,
i

(Amry,m) =Y (E{(

i

o que prova (1.84). Logo, (y,n) =0, (E/(y),n) = 0e (A;ry,n) = 0. Portanto, n € V+.
Seja P = (1,—1,0,0) € R4*, onde 0 € R""!. Segue de (1.66), (1.76) e (1.78) que,

(nP) = (E/(y),P)= (A, P)=0, (1.88)

n.P) = <(%(1+ |x|2),%(1 - yx|2),x,o> ,(1,—1,6,0)> bR P) = —1.

Portanto, V* = span{n,P}. O

Definicdo 12. Seja x : M" — R™"! uma hipersuperficie com curvaturas principais que nio se
anulam e sem pontos umbilicos, com campo normal unitério &. Considere e 111 = (dy,dy) a

terceira forma fundamental de x. A métrica de Laguerre de x é definida por,

g= (Z(r—r,-)2> 1, (1.89)

i
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onde r; e r sdo, respectivamente, os raios de curvatura e o raio de curvatura média de x dados
em (1.75).

No que segue, vamos verificar que a métrica de Laguerre é um invariante de Laguerre.

Proposicio 13. Sejam x,% : M" — R duas hipersuperficies orientadas, com curvaturas
principais que ndo se anulam, equivalentes por transformacoes de Laguerre. A métrica de

Laguerre, definida em (1.89), é invariante de Laguerre em qualquer ponto ndo umbilico de x.

Demonstragdo. Pelo Teorema 9 e pela relacdo (1.62) temos,

para algum b # 0. Considere /1l = d& - d€ = (dy,dy) e I1I = d& - dé = (dF,d5) a terceira
forma fundamental de x e X, respectivamente. Entao, pelo Coroldrio 10, temos que a terceira

forma fundamental € um invariante de Laguerre, isto €,

. 1 1
111 = (d5,d5) = — (dy,dy) = —1II. (1.91)
b b

Além disso, V, V* e n também sdo invariantes de Laguerre, ou seja,
V=VrT, VI =V'T, ) =nT. (1.92)

Como {Ej,...,E} é uma base ortonormal para III = (dy,dy), temos que {E'{,...,E',} é
uma base ortonormal para ITI = (d¥,d5), onde

E';=bE], 1 <i<n. (1.93)
Entao, por (1.92) e (1.93) obtemos,

YAE(7),E(7)) = b Y (E{(n),E{(n). (1.94)
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Portanto, pela defini¢cdo (1.89) e por (1.81), (1.91) e (1.94) temos,

- <z<f—r~,-,->2> - <Z<E’i(ﬁ),1§’i(ﬁ)>> i

i

- 522<E;<n>,E;<n>>E—12m
- <2<E{<n>,E5<n>>)m
- <Z<r—r,->2>m=g,

i

como queriamos. [

1.4 Geometria de Laguerre para hipersuperficies em R""!

Nesta secdo, apresentamos alguns invariantes bdsicos de Laguerre para hipersuperficies
de Laguerre em R""!, estudados pelos autores Li e Wang [16], tais como, a segunda forma
fundamental de Laguerre B, a forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre .. Além disso,

mostramos expressoes que relacionam esses invariantes.

Vamos obter um referencial mével e as equacdes de estrutura de uma hipersuperficie
orientdvel x : M" —s R""! com curvaturas principais que ndo se anulam e sem pontos
umbilicos, para a métrica invariante de Laguerre g = p2d& -d&, onde & : M" — S" é o

campo normal unitdrio de x e

p> =Y (r—r)* (1.95)

i
Em seguida, obtemos trés invariantes de Laguerre e algumas relacdes entre esses invariantes.
Por invariantes de Laguerre entendemos como objetos invariantes por transformacdes de

Laguerre.

Seja x : M" —s R™"! uma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos e com curva-

turas principais que nao se anulam. Definimos a aplicacio

Y=p(x-&—x-EE1): M" — C" Cc R, (1.96)
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onde C"3 é dado por (1.6)ep = Z(r —ri)%, como em (1.95). O vetor Y é denotado o vetor

l
posicdo de Laguerre da imersdo x sendo responsavel por fazer a imersao da hipersuperficie x

no cone de luz de R'21+4.

Observe que p nunca se anula, pois x nao possui pontos umbilicos. Além disso, podemos
escrever
Y = py, (1.97)

ondey= (x-&,—x-&,&,1) dado em (1.66).
Utilizando o fato que (dy,dy) = d& -d& = III e (1.97) temos por (1.89) que a métrica de
Laguerre g é conforme a terceira forma fundamental
g=(dY,dY) = p?dE -dé. (1.98)
A partir de agora, quando referirmos a métrica de Laguerre, estaremos considerando g dada
pela expressdo em (1.98).

Seja A, 0 operador Laplaciano da métrica g, definimos

1 1
N = ;AgY + W(AgY, AY)Y. (1.99)
Sejam {E|,E>,...,E,} em RSH campos tangentes a Y consistindo de uma base ortonormal

na métrica g com base dual { @, @, ..., ®,}. Em (1.77), consideramos {E{,E},...,E]} uma
base ortonormal para I11 = (dy,dy) = d& -d&, onde os elementos dessa base podem ser
escritos como El’ =rje;, 1 <i<n. Dessa forma, obtemos uma rela¢io entre os elementos
da base referente a métrica g e os elementos da base ortonormal para /11, ou seja, se

{E\,E,,...,E,} consiste de uma base ortonormal na métrica g, entéo
Ei=p 'El=plre, 1<i<n. (1.100)

Observacio 11. A partir de agora, vamos usar a notagdo E;, E| e e; para referir as bases
ortonormais com respeito as métricas g, III = d& - d& e dx - dx, respectivamente. A relagdo
entre essas bases € dada por meio da expressao (1.100).

Vamos agora determinar as relagdes satisfeitas na métrica (1.4).

Proposiciio 14. Sejam x : M" — R" ! uma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbilicos e
com curvaturas principais que ndo se anulam. Considere P=(1,—1,0,0) € R"* 0 e R**!,

N dado por (1.76) e Y como em (1.96). Entdo, as seguintes relacdoes na métrica (1.4) sdo
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satisfeitas,

AV Ei(Y)) =0, (Y,AcY) = —n, (Ei(Y),E;(Y)) = &),

<Y7Y> = <Y7Ei(Y)> =0, <Y7n> = <Y=P> =0, <Y7N> =1,

(1.101)
<N7N> =0, <N,T]> = <N7P> = <NaEi(Y)> =0,
Demonstracdo. Por (1.72) e (1.97) temos,
(Y,Y) = (py,py) = p*(3y) =0, (1.102)

Analogamente ao célculos feitos para obter as relacdes dadas em (1.69) temos,

(V,Ei(Y)) = (AY,Ei(Y)) =0,
(Y,AY) = —n, (1.103)
(Ei(Y),E;(Y)) = &j.

Pelas equacdes (1.76) e (1.82), temos que

(n,m) = <

(1 1) 5= )0 ) (5004 R 50 0] )
1
{1+ P50 - 00) (-8 - E.21)

1
3
(1 b+ 31 —af (SRR xSOBE) )

2 2
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Utilizando (1.99) e (1.103), segue que

1 1 1 1
(N,N) = <ZAgY 53 (A ALY ALY + 5 (A, AgY)Y> =

1 1
= ;<AgY, AgY> — $<AgY7 AgY>l’l = O,

1
= ~(Y,AY) = —1
(V. AY) = -1,

1 1
(Y,N) = <Y, SAY o (A, AgY>Y>
1 1

Por fim, vamos obter as dltimas relagdes. Por (1.82), (1.88) e (1.97),

y,n)=p{,n) =0,

{Y,P) =p(y,P) =0,

onde P=(1,—1,0,0) € R""* 0 e R"*!. Além disso, utilizando que (Y, P) =0e (A,Y,P) =0

temos,

(AgY,P) = (Y E(E(Y)),P) =) (E(E(Y)),P)=0,

1 1 1 1
<N7P> = <;Agy+ﬁ<AgY=AgY>Y7P>:Z<A8Y7P>+ﬁ<AgY7AgY><Y7P>:O'

Segue de (1.82), (1.83), (1.97) e (1.100), que

(EY),n) = (o 'OGE/(p)+pE()),n)
= p 'E/(p){y.,n)+(E{(y),n) =0.

Entéo,
(Ei(Ei(Y)),n) = —(Ei(Y),Ei(1)). (1.104)
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Logo, utilizando (1.81), (1.87), (1.84), (1.100) e (1.104) temos,
=~ YUEY).Ei(n)
= —Y.(p ' OE(p)+pE/(y).p E(n))
= —p T LUE),El ()
= p Y (E(E)).m)
= p YAmy,n)=0.

Dessa forma, obtemos

1 1 1 1
(N,m) = <ZAgY+2_nz<AgY7AgY>Y7n> = ;<AgY7T1> +2_nz<AgY7AgY><YaTI> =0.

O

Observe que, através das relagdes (1.101) obtidas na Proposi¢ao 14, temos a seguinte

decomposicao ortogonal
RY™ = span{Y,N} @ span{E\(Y),E2(Y),...,E,(Y)} ® {n,P}.

Chamamos {Y,N,E|(Y),Ey(Y),...,E,(Y),n,P} de referencial movel de Laguerre em RA"

de x. Considerando a diferencial exterior desse referencial temos,

dYy =Y wE(Y),
i
dN =Y WE(Y)+ P,
‘ 1.105
dEi(Y) = 1//,~Y+a),-N+Za),-jEj(Y)+ﬁ,~P, ( )
J
dn =—¢Y+Y BE(Y),
i
onde {y;, w;, ;j,§;, Bi} sdo 1-formas diferencidveis em M" com w;; = —®;;. Queremos

agora obter expressdes para as formas diferencidveis y;, f;, ¢ utilizando o Lema de Cartan.

Proposicao 15. Seja x : M" — R wma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbi-

licos e com curvaturas principais que ndo se anulam. Considere o referencial de La-
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guerre {Y,N,E{(Y),Ex(Y),...,E,(Y),n,P} em RE™ de x e as I-formas diferencidveis
{vi, @i, wij, §;, Bi} definidas em (1.105). Entdo, essas 1-formas satisfazem as equagoes de

estrutura dadas a seguir,

Za),-Al;fi:O
i
Zwi/\ﬁi:07
i
da),—Za)ij/\a)j:O,
J
—Y oAy =0, (1.106)
J

ﬁz_zwij/\ﬁj_wi/\‘]):()»

do;;— Za),k/\a)kj Vi A+ 0 A Y.

Demonstracdo. Considerando a derivada exterior da primeira equagdo de (1.105) e substi-
tuindo a terceira equagao de (1.105) temos,

0 = d(dY):Zdw,-Ei(Y)—Za)i/\dEi(Y)

= Y dwE(Y) —Za)i/\ (WiY+wiN+ZwijEj(Y)+BiP>
~ Ydok( Zw,Au/,Y Zw,Aw,] Zwmﬁl (1.107)

Realizando o produto interno de (1.107) com N e utilizando as relacdes de ortogonalidade
(1.101) obtemos,

0 = <Zdw,~Ei(Y)—Zwi/\wi Za)l/\(ou Z(Dl/\ﬁlPN>
l 1 7]
= =Y o, Ayi(Y,N)

= ZCO,‘/\I,I/,‘.
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Considerando o produto interno de (1.107) com 1 temos,

0 = <ZdwiE,-(Y)—Zw,—/\y/,-Y—Zw,-Aw,-jE,-(Y)—Zw,-AB,-P,n>
i i i,j i
= —ZCO,‘/\ﬁ,‘(P,T])
= Z(Di/\ﬁi.

Realizando o produto interno de (1.107) com E;(Y) e usando as relagdes de ortogonalidade

(1.101) segue que,

0 = <ZdwiEi(Y)_ZwiA%Y_Zwi/\wijEj(Y)_Zwi/\ﬁiP,Ei(Y)>

iJ
= Y do{E(Y).E(Y)) =) 0; N oi(E(Y),E(Y))
i i,j
= dwi—Za)j/\wﬁ
J
= dwi—Za)ij/\a)j.
J

Agora, efetuando a derivada exterior da segunda equacdo de (1.105) e substituindo a
terceira equacdo de (1.105) temos,

0 = d(dN)= Zdl//iEi(Y) - Z Vi NdE;(Y) +d¢P

= Zdl[/iEi(Y) —Zl[/i/\ <l//iY—|—O)iN+Z(DijEj(Y)+ﬁiP> +doP
i i J

= Y dWE®Y)=Y WinoN—Y Wi Ao E;(Y) =) wiABP+doP. (1.108)
i i ij i

Considerando, primeiramente, o produto interno de (1.108) com 7 e utilizando as relacdes
de ortogonalidade (1.101) temos,

0 = <Zdl//iEi(Y)—Zl[/i/\a),‘N—Zl//i/\(DijEj(Y)—Z%Aﬁip+d¢Pan>

i,j

= — Y wiAB(PN)+do(Pn)

= d‘P_Z‘//i/\ﬁi-
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Analogamente, considerando o produto interno de (1.108) com E;(Y) e usando as relagoes
de ortogonalidade (1.101) obtemos,

0 = <Zdl[/lEl(Y) —Zl//,-/\wiN—Zl/fi/\a),-jEj(Y) —Zl[/i/\BiP—f—d¢P,Ei(Y)>

i,

= Y dwiE),E(Y)) - ¥ v A @i(E(Y), E(Y))

i,j

= dyi—) o, \Y;.
Realizando a derivada exterior da terceira equacdo de (1.105) segue que

0 = d(dEi(Y)) =dyY —yiAdY +doN — o; AdN + Y day;E(Y)
i

— Y ;i NdE{(Y)+dpBiP. (1.109)

Substituindo as trés primeiras equacdes de (1.105) em (1.109) temos,

0 = dl//iY—Zl[/i/\a)jEj(Y)—{-dCO,'N—Z(D,'/\l[/jEj(Y)—CO,‘/\(PP-l-ZdOJ,'jEj(Y)
J J i
- ZCO,']'/\l[/jY—Za)l'j/\COjN—Z(D,'j/\BjP—f—dﬁiP—Z(Dij/\wjkEk(Y).
J J J Jk

Em seguida fazendo o produto interno com 7 e E;(Y), utilizando as relagdes de ortogonali-
dade (1.101), temos

dﬁi — Za)ij/\ﬁj—a)i/\(]):(),
J

dw;j — Zwik/\wkj:%/\wj-i_wi/\ll/j’
k

0 que conclui a demonstragdo. 0
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Note que {®;} é um conjunto de 1-formas linearmente independentes e pelas equagdes
(1.106) temos Z o \Ny;=0e Z ; A B; = 0. Entéo, pelo Lema de Cartan, podemos escrever
- :

1

vi =) Lijo,
J

Bi = ZBijwﬁ (1.110)
J

(l) - Zcia)ia
i

onde L;;, B;j e C; sdo fungdes diferencidveis em M", satisfazendo L;; = Lj; e B;; = Bj;.

Defini¢ao 13. Definimos os tensores invariantes de Laguerre B = ZBi O Qwj el =
ij

ZLi j®; ® @; denominados tensor segunda forma fundamental de Laguerre e tensor de

ij

Laguerre, respectivamente. Definimos também a forma C = ZCia)i chamada forma de

l
Laguerre.

Por (1.105) e (1.110) as equagdes de estrutura para o referencial {Y,N,E{(Y),...,E,(Y),n,P}
sdo escritas por
Ei(N) =Y LijE;(Y)+CP,
J

Ej(E{(Y)) =Li;Y + &N+ Y T}Ec(Y) + B;;P, (1.111)
k

Ei(n)=—CGY + Y BiE;(Y),
J
onde Fffj = w;(E;) sao fungodes diferencidveis definidas em M".
Conforme a primeira expressao de (A.1), dada no Apéndice A, as derivadas covariantes
de primeira ordem dos tensores B, C e L, e a forma de curvatura, com relacdo a métrica g,

sdo dadas por,
dC,'—I—ZCj(Dji = ZC,'J(DJ‘,

j J

dL;; +2Likwkj +Zijwki = ZLiLkwb
k k k

dBjj+ ) B+ ) Bijoi = Y Bijx,
k k k

doj =Y o N =Qij=— Y Rijuox Aoy,
K k<l

(1.112)

onde Q;; € dita a forma de curvatura e as fungdes R;j; sdo as componentes do operador

curvatura.
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De acordo com a segunda expressdo de (A.1), dada no Apéndice A, a expressao da

derivada covariante de segunda ordem do tensor B, ¢ dada por,
dBij i+ ;Blj,kwli + zl‘,BiLkwlj + ;Bij,zwlk = XI‘,BiLklwl- (1.113)
Além disso, a seguinte identidade de Ricci € satisfeita conforme vimos no Apéndice A,
Bijx —Bijik = ZijRmikl +ZBimijkl- (1.114)
" )

Observacao 12. Uma observa¢do muito importante que deve ser feita nesse momento é com
relagdo a notagdo usada. Quando escrevemos, por exemplo, B;; ; ndo estamos nos referindo
a derivadas parciais. Essa notacdo significa que estamos fazendo a derivada das componentes
do tensor B no referencial na dire¢do do campo Ej, onde a expressdao dessa derivada no
referencial é dada por (1.112).

No que segue, vamos obter relacdes entre os invariantes de Laguerre.

Proposiciio 16. Seja x : M" — R uma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbilicos
e com curvaturas principais que ndo se anulam. Considere as equacoes de estrutura de x,
com relagdo a métrica de Laguerre g, dadas em (1.105). Fazendo a derivada exterior das

equacoes dadas em (1.110), obtemos as seguintes relacoes entre estes invariantes:

Lijrx = Lij,

Ci,j—Cji=Y (BiiLj — BjiLix) ,
k (1.115)
Bjj i — Bix j = Cju — Cy.6j,

Rijii = Ljx 6y + L8k — LixSj1 — Lj1 O,
onde R;jy € o tensor curvatura da métrica g.

Demonstragcdo. Considerando a derivada exterior de y; dado em (1.110) e utilizando a

terceira equacdo de (1.106) temos

dl[/i:d<ZLij(Dj> = ZdLij/\(Dj—l—ZLiijOj
J J J

= ZdLij NWj+ ZLikdwk

J k

= Y dLjrnoj+) Lgox Ao (1.116)
j ik



46 Geometria de Laguerre no espaco Euclidiano

Substituindo Y, = ) L;;®; na quarta equacgdo de (1.106), obtemos
Y jWjnaq q
J

dy; =Y Lijoy A 0. (1.117)
ij

Igualando as expressoes (1.116) e (1.117) e utilizando (1.112) temos

ZLijjka)k Nw; = 0

Jjk
ZLij,kwk/\wj—i—ZLij,k(Ok/\wj =0
Jj<k j>k
ZLijakwk/\wj_ZLik,jwk/\wj = 0. (1.118)
Jj<k k>j

Como o conjunto {@y A ®;} j<x é L.I, segue de (1.118) que

Lijj = Ly j-

Considerando a derivada exterior de ¢, dado em (1.110), utilizando a terceira equacao de
(1.106) e a primeira expressao de (1.112) temos

d(p:d(ZC,-a)i) = Y dCirna+) Cdo
i i i
= ZdCiAwi+ZCiwi_jAa)_,
i ij
= ZdC,-Aa)i+ZCja)j,~Aa),~
i ij

= ) G joj o (1.119)
ij

Utilizando (1.110) na quinta equagao de (1.106) segue que

dp = Y wiABk
%

= =) BijLiioj Ao (1.120)
ijk
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Igualando (1.119) com (1.120) e lembrando que L;; = Lj; € B;j = Bj; obtemos
ZC,’J(L)]‘/\ W, = _ZBkijiwj N @;
ij ijk

) (Ci,j +ZBkiji> ;A @ =0
k

ij

Z Cl'J' —l—ZBkij,' j N @; + Z Cl'J' —l—ZBkij,' j ANw;=0
i<j k i>j k

Z Ci,j+ZBkiji a)j/\a)i—z Cj,i+ZBkiij Wj N\ =0
i<j k i<j k

Z Cij —l—ZBkiji 0;jN\@; = Z Cj,i"’ZBkiij ;N\ 0,
i<j k i<j k

entao,
Cij+Y Bijli = Cji+ ) Builij
K k
Cij—Cji = Y Bulij— Y Bl
: k

Cij—Cji = Z (BriLij — BjLix) - (1.121)
%

Considere a derivada exterior de f3;, dado em (1.110), utilizando a terceira equagao de
(1.106) segue

7 j J

= ZdBij/\wj+ZB,~jwjk/\a)k. (1.122)
J Jjk

Substituindo as expressdes de ¢ e B na sexta equagio de (1.106) temos
dpB; = ZwijABj+wiA¢
J

= ZBjka)ij/\a)k+ZCkwiAa)k. (1.123)
ik 3
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Igualando (1.122) e (1.123) usando (1.112) obtemos

ZdB,] A@;+ Y Bijoj Aoy =Y Bjxoij A +ZCka), A
J Jjk Jjk

ZdBU/\(D]—FZB,k(ij/\(DJ ZBkijk/\wj ZCka),-/\wk
k

ZdB,J A ®; +ZB,ka)kJ A ®; +ZBkjwk, ANwj =Y Cray Aoy
3

J Jk Jjk

ZBIJ kO N = ZCsz N @

jk ?

Z <_Bij»k — Ck5ij) ;N =0

Tk

Z (_Bij,k —Ck6,-j) WjN O+ Z (_Bij,k _Ckéij) WjN\ @ = 0
J<k j>k

Z (_Bij,k —Ckéij) WjN @ = Z (_BikJ —CjSik) Wj N\ Q.
Jj<k k>j

Entdo, usando um argumento andlogo ao usado em (1.121) segue que

—Bjjx—Cy6;; = —Bij—C;dy
Bijx—Bij = Cjby—Cidij.

Por fim, vamos obter a tltima relag@o entre esses invariantes. Igualando a expressdo do tensor
de curvatura dada em (1.112) com a dltima equagdo de (1.106) e substituindo y; = ZLZ' O

temos
dco,-j—Za),-kAa)kj = YiNOj+ ;A\,
k
—ZR,-jkla)kAa)l = YiNOj+ 0;\Y;
k<l
_ZRijkla)k/\wl = Zle(Dk/\wj—l—Zijwl/\(Dk
k<l

=Y Rijuax hay = Zsz lwk/\wl—Zij5ﬂwk/\wz-
k<l Kl
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Usando um argumento similar ao usado em (1.121) obtemos

=Y Rijuax Ny = Y Lo Ao+ Y L8y Aoy
7 kl

k<l
— ZRijklwk N = Z Lik5jlwk N @y + Z L,-,6J-ka)l N\ @ — Z ijéilwk N\ @y
k<l k<l >k k<l
— ) LjSyay A ax
1>k
=Y Rijuax Aay =Y (Lij— Ly — LijxGy +Lj18) o N o
k<l k<l
Logo,
Rijxi = Ljx0i + LiygOjx — Ly 0j; — L j; k.
Portanto, obtemos as relacdes (1.115), como queriamos. O

Na proposi¢do seguinte, apresentamos algumas identidades satisfeitas pelos invariantes

de Laguerre da imerséo x.

Proposiciio 17. Seja x : M"™ — R"™ ! uma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbilicos e
com curvaturas principais que ndo se anulam. Considere as equacoes de estrutura de x, com

relacdo a métrica de Laguerre g, dadas em (1.105). As seguintes identidades sdo satisfeitas:
Y B =1, ZB,,—O ZL,,—— (AgY,AGY), ZB,J,_ (n—1)C;. (1.124)
ij

Demonstragdo. De fato, pelas equagdes de estrutura (1.111) e as relagdes de ortogonalidade
(1.101) temos

(Ei(n).Ei(n)) = <—c~Y+zBijEj<Y>,—c,~Y+zB,~jEj<Y>>
J
- ZB,,E ZB,,E

_ Z(Bij)2~ (1.125)

Substituindo (1.81) e (1.100) em (1.125) segue
Z(B,-j)z = Z<Ei(n),Ei(n>>
] I

= p Y (E/().E]

= szz(r—ri)z =1
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Da terceira equagdo de (1.111), temos que o operador Laplaciano A, do vetor posi¢do Y de x,

com relagdo a métrica g, é dado por
AY =Y E(Ei(Y)) =Y LiY +nN+ Y ThE(Y)+Y BiP. (1.126)
i i ik i

Como (A,Y,Ei(Y)) =0, segue de (1.126) que

0 = <A Y Ek <ZL11Y+2611N+ZF )+ZBiiP7Ek(Y)>
= Y La(Y.E(Y)) +n(N,Ex(Y ZF (V) + X BirPEc(Y))

= Y1}
ik

Entdo,
AY =Y Ei(E(Y)) =Y Li¥Y +nN+)_ BiP. (1.127)
i i i

Considerando o produto interno de (1.127) com A,Y, usando a defini¢do de N e as relagdes

de ortogonalidade temos,

(AY,AY) = <ZL,~,-Y,AgY> + (nN,AgY)
_ —ZL,,n (AgY,A Y>

Logo,
—1
Y Li= > —(AY,A.Y). (1.128)

Fazendo o produto interno de (1.127) e usando que (A.Y,n) = 0, e as demais relacoes de
ortogonalidade (1.101), obtemos

0 = (AJ,Mm) <ZE > = <ZLﬁY+nN+ZBiiR77>
= _ZBii7

ou seja,
Y Bi=0. (1.129)
i
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Por fim, pela relagdo B;j x — Bjx j = C;6y — Cy0;; e usando (1.129) temos,

Y (Bijx —Birj) = Y (CjSx — Ci6ij)

i i
Z(Bij,i —Bjij) = Z(Cj5ii —Ci0;))

i i
ZBUJ = an — ZC,’S,’j
i i
ZB,’L,' = (l’l - I)CJ
i

]

A seguir, vamos obter relacdes entre os invariantes de Laguerre B e C e os invariantes
Euclidianos de x : M" — R,

Proposicao 18. Considere {e;}, 1 <i <n, uma base ortonormal com relagcdo a métrica dx-dx
para TM, consistindo de vetores principais unitdrios, isto é, e;(§) = —kiei(x), 1 <i<n,
onde k; é a curvatura principal correspondente a e;. Seja E! = rie;, 1 <i < n base ortonormal
para d& -d&. Além disso, os campos E; = p_lEl-', 1 <i < n, formam uma base ortonormal
na métrica de Laguerre g = p2d & -d& com base dual w;. Entdo, as seguintes igualdades se

verificam

(1.130)
Ci=— 72’”1‘{‘31'(”) —(r—ri)ei(logp)}.

Demonstragcdo. Temos de (1.101) e (1.111) que

Bij = (Ei(n),E;(Y)), Ci= (Ei(n),N). (1.131)
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Como E; = p_lEl-’, 1<i<neY = py,usando (1.69), (1.79) e (1.80) temos

Bij =

<Ez(77)an( )>
-2

P
P
P
E:
P
P
P

(E{(n).E}(py))

2((r=r)E[() +E[(r)y), (PE;() +Ej()y))
(r—r)p(E[(),Ej(0)) + (r— ) Ej(p){E](v),) +
(NP E;() +Ej(P)E (1) (1,¥)]
“r—r)(E{(»),E}())

“Hr—r)ei(x)ej(x)
(

r—r)§;

. ~ — !/ /
No que segue, vamos determinar a expressao de C;. Usando que E; = p lEi, E; = rie;,

1<i<n,

Y =py

E(n) =

€

P
P

P

P
P
P
P

(1.80) temos

“E{(n)=p~ ((r—r)E{(y) +E{(r)y)
r—r)riei(y)+p~

s (L) 5 e
g (A2 T

1rie,-(r)y

P2 )+P *riei(r)Y

_2( —ririei(Y)—p z(r—r,)r,e,(logp)Y—l-p iei(r)Y

)
_l(r rijri(ei(Y)p~ P_IYP_lei(P)) r,e,(r)Y
)
N —r)EY) —p2(r—ri)riei(logp)Y +p~ r,e,( Y. (1.132)

Segue das relacdes de ortogonalidade (1.101) e (1.132) que

Ci

= —p_

ri(e

= (Ei(n),N)
= (p ' (r=r)E(Y)—p*(r—ri)riei(logp)Y +priei(r)Y,N)
= p '(r=r)(E(Y),N) — p~>(r = ri)riei(logp)(Y,N) +priei(r){Y,N)

i(r) = (r—riei(logp)).
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Observacao 13. Nas condi¢des da Proposicao 18 temos também uma expressao que relaciona

o invariante de Laguerre L;; e os invariantes Euclidianos

1
Lij = pz{(Hessij(logp))H] — r,-rje,-(logp)ej(logp) + 5 (’V][[logp‘z — ]) 61’]}, (1.133)

onde Hess;; e Vi sdo respectivamente o elemento ij da matriz hessiana e o gradiente com

respeito a terceira forma fundamental 111 = d&.d¢& de x.

Para finalizarmos esta secao vamos definir curvatura de Laguerre e observar que esse

conceito € também um invariante de Laguerre.

Denotamos os autovalores do operador da segunda forma fundamental de Laguerre B
por curvaturas principais de Laguerre de x. Entao, por (1.130), as curvaturas principais de
Laguerre sao

bi=p L(r—mn). (1.134)

Defini¢ao 14. Seja x : M" — R wma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos e
com curvaturas principais que ndo se anulam. Para quaisquer trés curvaturas principais k;,
k;j e k;, distintas, definimos

Ll — (1.135)

como sendo a curvatura de Laguerre de x.

o : 1 :
Para cada curvatura principal que ndo se anula, seja r; = — o raio de curvatura de x.
ki
Desta forma, podemos escrever as curvaturas de Laguerre de x como:

ciit = 10 (1.136)
ry— rj
Consequentemente, substituindo (1.134) em (1.136) temos,
iy ri—r; bi—b;
Lit="_J -2 _J 1.137
ry— I’j bl — bj ( )

Portanto, temos que as curvaturas de Laguerre £ !'sdo invariantes de Laguerre.






Capitulo 2
Hipersuperficies L-isotropicas em R

Neste capitulo iniciamos introduzindo o conceito de hipersuperficies L-isotrdpica (La-
guerre isotrépicas) em R apresentamos as expressoes da geometria de Laguerre para essa
classe de hipersuperficies e obtemos alguns resultados. Vamos definir também hipersuperfi-
cies L-isoparamétricas (Laguerre isoparamétricas) em R"! e, motivados pelo teorema de
classificag@o proposto por Shu, S. [30], estudamos as hipersuperficies que sdo L-isotrépicas
e L-isoparamétricas em R""!, simultaneamente. Concluimos este capitulo apresentando o
nosso resultado principal, que € um teorema rigidez das hipersuperficies L-isotropicas em

R parametrizadas por linha de curvatura.

Com a finalidade de deixar claro que estamos tratando do caso Laguerre vamos utilizar
a notacao hipersuperficie L-isotropica e hipersuperficies L-isoparamétricas. Nas referén-
cias € comum aparecer a notacao hipersuperficie isotropica de Laguerre e hipersuperficies
isoparamétricas de Laguerre ou simplesmente hipersuperficie isotropica e hipersuperficies

isoparamétricas.

2.1 Hipersuperficies L-isotrépicas em R""!

Nesta secdo, vamos definir hipersuperficies L-isotrpicas em R"*! e aplicar a teoria da
Geometria de Laguerre vista no capitulo anterior para essas hipersuperficies. Na sequéncia,
vamos apresentar alguns resultados importantes provados por Li, T.; Li, H.; Wang, C. em
[13]. Fazendo uso desses resultados, vamos verificar que a fungdo p2, definida em termos

dos raios de curvatura da imersdo x (ver (3)), é limitada superiormente por —, onde A é o

21



56 Hipersuperficies L-isotropicas em R

valor comum aos autovalores do tensor de Laguerre [L. Finalizamos a se¢@o apresentando um

exemplo importante, ja conhecido, de hipersuperficies L-isotrdpicas.

Definiciio 15. Seja x : M" — R"*! uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com curvatu-
ras principais que ndo se anulam. Dizemos que x € uma hipersuperficie L-isotropica se a
forma de Laguerre C € nula e os autovalores do tensor de Laguerre L forem todos iguais a
uma constante, isto é, L = ZLi 0, ® wj, onde L;j = A.6;;.
ij
No que segue, vamos aplicar a teoria da Geometria de Laguerre para hipersuperficies em

R do capitulo anterior restrita as hipersuperficies L-isotrdpicas.

Considere x : M" — R"™"! uma hipersuperficie sem pontos umbilicos € com curvatu-

ras principais que ndo se anulam e & : M" — S" o campo normal unitdrio de x. Seja

{e1,e2,...,e,} uma base ortonormal para TM com relagio a dx - dx formada por vetores
principais, isto é, ¢;(§) = —k;e;(x), i = 1,...,n, onde —k; é o autovalor correspondente a e;.
Definimos,
1 rl + e + rn 2 2
= r=me et pr =Y rn), 2.1)
1

i

onde r; sd0 os raios de curvatura, r o raio de curvatura média de x e p uma fun¢do suave em
M. Note que, r; # 0, paratodoi=1,...,ne p > 0.

Fazendo uso da Proposi¢do 16 sabemos que

Gj—Cji= Z (Bkiij - BjkLik> . (2.2)
k

A partir de agora, suponha que x é uma hipersuperficie L-isotropica. Por definicao, o
tensor LL € diagonalizavel com todos autovalores iguais a uma constante. Além disso, C; =0,
paratodoi = 1...,n. Entdo, segue de (2.2) que,

Y. (BiiLij—BjiLik) =0, (2.3)
%

isto é, os tensores B e L comutam. Dessa forma, podemos considerar um referencial
ortonormal {E},Ey,...,E,} com respeito a métrica g que diagonalize os tensores B e L

simultaneamente, isto €,
Bij:bi6ij; L,‘j:)t&'j Vi,j:1...,n, (24)

onde b; sdo as curvaturas principais de Laguerre de x.
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Substituindo (2.4) e o fato de C; = 0 nas equacdes dadas em (1.111) temos,

/

Ei(N) = AE(Y),
Ej(E(Y)) =A8;Y + &N+ Y TLE(Y)+b:5;P, i,j=1...,n (2.5)
k
[ Ei(n) =biEi(Y),

onde Y, N, n e P sdo vetores em RZM definidos por,

sz(x-é,—x-é,‘g',l), (26)
1 1
1 1
n= (5(1 + ’x|2)7§(1 - |x’2)7x70> +r(x'§7_x'§7§7 1)7 (28)
P=(1,-1,0,0,0), 0 eR" (2.9)

Por meio da Proposicdo 18 obtemos relagdes entre os invariantes Euclidianos da imersao

x e os invariantes de Laguerre B;; e C;. Como r; # O paratodoi=1,...,ne p > 0, usando o
fato que C; =0, paratodo i = 1,...,n, as expressoes de (1.130) se reduzem a,

bi=p '(r—mr), (2.10)

ei(r)—(r—ryei(logp) =0, Vi=1,...,n. (2.11)

Além disso, pela definicdo de hipersuperficie L-isotropica segue de (2.4), isto &, L;; = A J;,
que a equagdo (1.133), paratodo i, j = 1,...,n, é dada por,

1
(Hessij(logp))ur —rirjei(logp)e;(logp) + 5 (Ierlogm2 - 1) 8 =Ap*5y,
2.12)

onde Hess;; e V sdo respectivamente o elemento ij da matriz hessiana e o gradiente com

respeito a terceira forma fundamental 711 = d& - d& de x.

Uma informacgdo importante que € pertinente frisar nesse momento, € a relacio entre as
bases ortonormais {E;}, {E!}, {e;} com respeito as métricas g, I1I e dx - dx, respectivamente.
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A base ortonormal {Ej,...,E,} com respeito a métrica de Laguerre g se relaciona com a

base ortonormal referente a /11 por meio da seguinte expressdo, obtida em (1.100),
Ei=p 'El=plre, i=1,...,n, (2.13)

onde {e;},i=1,...,n é abase ortonormal com rela¢do a métrica dx - dx formada por direcoes

principais. Vamos utilizar essa relacdo mais adiante.

No que segue, vamos apresentar um resultado obtido por Li, T.; Li, H.; Wang, C. [13]

por ser um fato muito importante sobre os autovalores do tensor L.

Proposicio 19. ([13]) Seja x : M" — R™ ! uma hipersuperficie orientada sem pontos
umbilicos e com curvaturas principais que ndo se anulam. Se x é uma hipersuperficie
L-isotrépica entdo os autovalores do tensor 1L sdo ndo negativos, isto é, AL > 0. Além disso,
a segunda forma fundamental de Laguerre B e as componentes do tensor de curvatura R; i

com respeito a métrica de Laguerre g satisfazem as seguintes relacoes,

Bijx=Bixj, i,j,k=1,....n, (2.14)
Rijii = 2A(8x6i1 — 6 6j1), (2.15)
Y (Bijx)* =2nA. (2.16)
ijk

Demonstracdo. Sejam x : M" — R uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com cur-

vaturas principais que ndo se anulame B = ZB,- ;@ @; o tensor segunda forma fundamental
ij

de Laguerre. Pela Proposi¢do 17 do capitulo anterior sabemos que

Y B} =1, (2.17)
ij
ZB”' =0. (2.18)
Calculando o laplaciano, na métrica g, de (2.17) temos,
0 = AgZBle = Z(Bij,k)z +ZBijBij,kk- (2.19)
ij ijk ijk

Agora, pela Proposi¢ao 16 sabemos que B x — Bj,j = Cj0jx — Ci6;j. Como C; =0, Vi =
l,...,n entdo, B;jx = By j,Vi,j,k = 1,...,n, isto €, (2.14) ocorre. Por esse fato e por
B;j = Bj; temos,

Bjj ik = Bix,jx = Bki jx, Vi, j,k=1,...,n. (2.20)



2.1 Hipersuperficies L-isotropicas em R 59

De (1.114) e (1.115) temos,

Bijx —Bijik =Y. BmiRuixi + Y BimRnju, (2.21)
m m
Rijki = Ljx0i + Ly Sjx — Lixdj; — L j O (2.22)

Usando (2.19), (2.20) e (2.21) obtemos,

Z(Bij,k)z +) BijBiju =0

ijk ijk

Y (Bijx)* + Y BijBrijk =0

ik ik

Y (Biji)*+ Y.< Bij| Y. BuiRujk + Y BimRomiji + Brix;| ¢ =0
ik ik m m

Y Bijx)*+ Y BijBuiRuij+ Y. BijBunRmijc + Y BijBuij=0.  (2.23)
ijk i jlm i jlm ik

Uma vez que x é L-isotrépica, isto é, L;j = A §;; segue de (2.22) que,
Rijki = Ljx0y +LiySjx — LixOj; — LjjOp
Rijxi = A0k i + A 6;0ji — A0 Sj1 — A 6163
Riji =2A <5jk5il — 5ik5jl>a

o que prova (2.15).

Logo, usando as informagdes (2.15), (2.17), (2.18) e (2.23) obtemos,

Y (Bijx)*+24 Y BijBi <5kj5mk — 5mj5kk> +

ijk ijkm
+2A Z B,'jBkm <6ij6mk - 6mj5ik> -+ ZBijBkk,ij =0
ijkm ijk
Y (Bijx)?+2A4 | Y. (Bi)* + Y BiBu—nY (Bij)* = Y. (Bij)?| + Y. BijBikij =0
ijk ik ik ij jk ijk
Z(Bij,k>2 —2nA =0.
ijk
Assim, Z<Bi k)2 =2nA, isto é, (2.16) se verifica. Portanto, A > 0. O
ijk

Segue da expressao (2.16), obtida na Proposi¢ao 19, o seguinte corolario,
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Corolario 14. Se x é uma hipersuperficie L-isotrdpica entdo VB = 0 se, e somente se, L =0,

isto é, os autovalores de B sdo constantes se, e somente se, L = 0.

A proposicao a seguir foi obtida por Song, Y.P. em [31].

Proposiciio 20. (/31]) Seja x : M" — R uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com
duas curvaturas principais distintas que ndo se anulam ki e ky (ko < k1) com multiplicidades

m e n —m, respectivamente. Entdo as curvaturas principais de Laguerre sdo constantes e

dadas por,
b=y T [ (2.24)
mn n(n—m)
~ . 1 1 ) e
Demonstragdo. Sejam r| = o er = o os raios de curvatura de x com multiplicidades m e
1
n —m, respectivamente. Por (2.1) temos,
mri+ (n—m)ry
r= .
n
Entao,
romy=Omm=n) oy mnon) 229
n n
Como p? = Z(r —r;)? segue que,
i
2 _ 2 2
p-=m(r—r1) "+ (n—m)(r—nr)-. (2.26)
Substituindo (2.25) em (2.26) temos,
m(n—m
PZ%(Q—H)- (2.27)
Usando (2.25) e (2.27) em (2.10) obtemos,
by = (n_m), by = — i
mn n(n—m)
como queriamos. 0

Como consequéncia do Corolario 14 e da Proposicdo 20 temos,
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Proposicao 21. Seja x: M" — R uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com duas

curvaturas principais distintas que ndo se anulam. Se x é L-isotropica entdo A = 0.

Demonstragdo. Com efeito, pela Proposi¢do 20 temos que b; e b, sdo constantes com
multiplicidades m e (n — m), respectivamente. Assim, por (2.4), temos que VB = 0. Como x

¢ hipersuperficie L-isotrdpica, pelo Corolario 14 segue que A = 0. U

Como consequéncia direta da Proposi¢do 21 temos nosso primeiro resultado a respeito
das hipersuperficies L-isotropicas a saber,

Corolario 15. Se x : M" — R"™! é uma hipersuperficie L-isotrépica com A > 0, entdo x

possui pelo menos trés curvaturas principais distintas que ndo se anulam (n > 3).

. . e ) 1
Na préxima proposi¢do vamos provar que a fungdo p? ¢ limitada superiormente por R

onde A sdo os autovalores do tensor de Laguerre L. Mais precisamente a seguinte proposicao,

Proposicio 22. Seja x : M" — R uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com

curvaturas principais que ndo se anulam. Se x é L-isotropica com A > 0, entdo

0<p?< % (2.28)

onde p é uma funcdo positiva definida em termos das curvaturas principais e dos raios de

curvatura da x dada por (2.1).
Demonstragdo. Seja x hipersuperficie L-isotropica, ou seja,
Ci=0, Lj=A¢gj, Yi,j=1,...,n,
onde estamos considerando o caso onde A > 0. Pela primeira equagao de (2.5) temos que,
N=AY +«, (2.29)

onde a € RE'H ¢ uma constante. A partir das relacdes de ortogonalidade dadas em (1.101)
obtemos informagdes a respeito da constante @. Como (N,Y) = —1,(Y,Y)=0e (N,P) =0,
temos de (2.29) que,

(a,Y)=—1, (a,a) =21, (a,P) =0. (2.30)

A menos de transformagdo de Laguerre, considere @ = (0,0, V24, 6, 0), 0eR"
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Utilizando a relagio (1.124) envolvendo o tensor L, como x € L-isotrépica temos L;; =

A 6;j e portanto,

1
A - —2—nz<AgY,AgY>

Reunindo as informacdes (2.7), (2.29) e (2.31) obtemos
1 1 1
AY +a= ;AgY + 2—nz<AgY, AgY>Y = ZAgY —AY.
Portanto,
AY = 2nAY +na, (2.31)

onde o € Rg“ é uma constante.
A relacdo (2.31) foi provada inicialmente por Li, T.; Li, H.; Wang, C. em [13].

No que segue, vamos calcular A;Y obtendo uma expressdo em termos de operadores
referentes a terceira forma fundamental /7//. Assim como fizemos no capitulo anterior,

podemos reescrever o vetor posi¢ao Y, definido em (2.6), como sendo
Y = py, (2.32)

ondey=(x-&,—x-&,&,1)e"" é o produto interno usual coordenada a coordenada.
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Considerando um referencial geodésico num ponto p, por (2.13) e (2.32) temos,
AgY = ZE, (E,(Y))
- ZE, (E, )

= e P 'rie; (py )}

t

:Zt: r,et<P re(p)y+p- prtet( ))]
<

Z rtet rié; logp )"*"3&()’))]
t

Z p'n <e,(rt)e;(logp)y +rre(er(logp))y +rie:(logp)e(y) + e (ri)e (y) +

+rt€t(ez(y))>]

=p { 2 [(rzez(rz)er(logp) +rtee(logp)) )y+ (re(ma ) + rfele () +

=p 'yAur(logp) +p ' Ay +p Vi (logp) . Viry.

+rei(logp)rees(y)

Logo,
AgY = p_lA”[(lng)y + p_IA[”y + p_lvm(logp).vmy. (2.33)

Substituindo (2.31) em (2.33) e usando (2.32) temos,

2nAp?y +npo = Arr(logp)y+ Ay + Vi (logp).Viry.

Como y,ox € Rg“, podemos considerar cada coordenada da expressao (2.34), isto €,
2nApy +npal = Ay (logp)y' + Ay’ + Vi (logp) Vi, 1=1,...,(n+4). (2.34)

Considere [ = (n+4). Pela definicdo de y temos que y"+4 = 1. Além disso, pela escolha do

o, o™ = 0. Entdo, segue de (2.34) a seguinte expressio,

Arr(logp) = 2nap>. (2.35)
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Agora, considerando o trago da expressao (2.12) segue que,

Aqr(logp) — Z:rizei(logp)2 + g (|V11110gp\2 - 1) = nAp?

)
Aur(iogp) + : ) \Vlogp > — g — nAp>. (2.36)

Substituindo (2.35) em (2.36) temos,

n—2 n
( > )|V11110gp!2—§:n7tp2

n
Vilogpl® = —ndp?+ 3. (2.37)

2nAp? +

(n=2)
2

Pelo fato de A > 0 segue do Coroldrio 15 que n > 3. Dessa forma, por (2.37) obtemos,

2n 1
\Y 2o (= —2p?). 2.
\Vinlogp| (n_2)<2 7LP> (2.38)
Logo,
1 2
Portanto,
0<p?<
Pr=

]

A Proposicdo 19 prova que, teoricamente, poderiam existir hipersuperficies L-isotrépicas
em R, apenas se A > 0. Uma pergunta natural a se fazer € saber quais sdo os exemplos
que pertencem a essa classe de hipersuperficies? Para o caso A = 0, um exemplo é conhe-
cido. Ele foi obtido primeiramente por Corro, Fereira e Tenenblat [7] em 1999, onde os
autores aplicaram transformacdes de Ribaucour ao hiperplano para obter uma familia de
hipersuperficies de Dupin em R""! parametrizada por linhas de curvatura com 7 curvaturas
principais distintas. Esse exemplo, apesar de obtido em um contexto de estudo diferente, foi

considerado no ambiente da geometria de Laguerre.

Com o objetivo de apresentar o exemplo mencionado acima, vamos introduzir algumas
defini¢des. Para mais detalhes, veja [16]. Seja R’f” o espaco de Minkowski com o produto

interno

(X,Y) =X1Y1 4+ X 1 Yny1 — Xpi2Vns2. (2.39)
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Seja v = (1,0,1) o vetor tipo-luz em ]R’lH'z com 0 € R". Considere ]Rg“ o hiperplano

degenerado em R'{+2 definido por
R = {x e RI™2; (x,v) = 0}.
Definimos o fibrado U Rg“ por
URG™ = {(x,8) e RI™> x RI™; (x,v) = 0,(£,8) =0,(§,v) = 1}. (2.40)

Note que, (&,v) = 1 implicaem &; # 0.

Definimos a imersdo de Laguerre T : URE™ — UR™! dada por
1(x,§) = (¥, &) e UR™,

onde x = (x,Xp,x]) ERXxR"xR, & = (§1+1,50,§1) ERXR"xRe

(Mg Mg 15
x—( g 51@),& <1+€] 51) (2.41)

Observe que 5' é normal a x’. Com efeito,

,_ [ —dxi | x1d§ _dxlgo xldﬁlgo_xldgo
“‘(5l+51d° & g sl>
Entéo,
e [ —dx | xidy &, dn&  xd&& ndé
“'5_( a " &:>O+§) élQi g él>
_ [z xdsy §o-dsy  &o-& (—dvi  xid&) xb-d&
- (gt 2 ) (g ) e (et 2 ) &

—dx;  x1d& E-&\  &-diy n&-d&
(?T*??J(“ff*él>+ & &g (242
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Como (dx,&) =0e (,&) =0 temos,

god-fb - _d-xl7
& -& = —(1+28&), (2.43)
50'6150 = —d¢&;.

Substituindo (2.43) em (2.42) obtemos,

/ ’ —dx1 xldil) dx1 X1d€]
dx' - = | /2 - =0. 2.44
ve=-(Ee) e @44

Sejax: M" — RSH uma hipersuperficie orientada tipo-espago no espaco degenerado
R e & o tnico vetor em R? " satisfazendo

(§,dx) =0, (§,5)=0e (5,v)=1,

onde v =(1,0,1) € R é o vetor tipo-luz com 0 € R". Considere {ey,...,e,} uma base
ortonormal para TM com relagdo a (dx,dx) tal que

ei(&) = —kiei(x), 1 <i<n. (2.45)

: 1 : i1 Ti
Supondo que k; # 0, definimos r; = T o raio de curvatura de x e r = == como o
- n

raio de curvatura média de x. Podemos relacionar a imersdo x com a correspondente
hipersuperficie x’ : M" — R"*! como segue. Dada x : M" — ]Rg“, pela imersdo T obtemos

uma hipersuperficie x' : M" — R"! onde x' e &’ sdo dados por (2.41).

A seguir apresentamos o exemplo de hipersuperficies L-isotropica.

Exemplo 16. (/7]) Para quaisquer inteiros my,my, ..., ms, comm+my+---+mg=n (s > 2)
e constantes distintas ndo nulas ay,as, .. .,as, definimos x : R" — ]Rg“ uma hipersuperficie

orientada tipo-espago em Rg“ dada por

)s: 2 )S: 2
ai|ui| ai|u,~|
i=1 i=1

X= | — 7 U1, Uy,
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onde (uy,uy,...,us) € R™M xR™ x ... x R"™ =R", ui|2:ui-u,~,i: 1,...,s¢e
° 2
Zai|ul~|
=1
=" (2.46)
X0 — (ul,...,us).

Neste caso, temos que o campo normal unitério & de x é dado por,

N

s
—Z\aiui]2+1 —Z]aiui\z—l
i=1

i=1

é: 2 , —adiuy, ..., —dslg, 2 )
onde
S
— Z ]aiu,-|2 —1
i=1
& =— : (2.47)
2
& = (—ajuy, ..., —asuy).
Temos,
S S
dx = Zaiuidui yduy,--- ,dug , Zaiuidui ,
i=1 i=1
5 2 3 2
d& = | =Y ajuidu;,—arduy, —- -, —asdug, — Y a;uidu;
i=1 i=1

A primeira e segunda formas fundamentais de x sdo, respectivamente, dadas por
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2

2
s s
I =dx-dx= (Z aiuidui> +durduy + - - -+ dusdug — <Z aiuidui)
i=1 i=1

N
= Zduidui,
i=1

N S N
Il =—dx-dé = — <Z aiuidui) (— al-zuidu,) + Y a;duidu; +

s
—+ ( a,-uidui) <— Zaizuidui>
i=1 i=1

= aiduidui.

M-

-

1

Note que x estd parametrizada por linhas de curvatura e suas curvaturas principais sao

ai,...,as com multiplicidade m,mo, ..., my. Assim,
1 5 m;

rp = , = —

a; i—1 na;

Entdo, obtemos que os invariantes de x sdo dados por

p? = Zmi(”i —r?=c,

G = —p ’ri{ei(r) —ei(logp)(r—ri)} =0, i,j=1,...,n,

_ 1 ..
Lj = p *{Hessij(logp)—rirjei(logp)e;(logp)+ 5\V108P|25ij} =0, i,j=1,....n,
B, = bi6ij, i,j=1,...,n,

~

~

~

onde
r—r;

by = = ¢y, (2.48)
Y jmj(rj—r)

[\

com ¢y, ¢y € R sdo constantes. Portanto, x € uma hipersuperficie L-isotrépica com A = 0.

Considerando a imersdo de Laguerre 7: U R8+1 — UR"! podemos obter a hipersuper-

ficie X' : R" — R*! correspondente a x descrita no exemplo anterior. Por (2.41), (2.46) e
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(2.47) obtemos a hipersuperficie L-isotrépica no espaco euclidiano x’ : R” — R"*! dada por

X = (0,u1,...,u5)+ Ei—alzjlu%'i (L —ain,.., —asus), (2.49)
e sua normal unitdria &’ : R” — S"
! 1 5 2 2
&= Tl lz{al-|u,~| —1,2ayuy,...,2a5u; | . (2.50)

O exemplo dado em (2.49) foi obtido primeiramente por Corro, Fereira e Tenenblat [7]
em 1999.

Um questionamento natural que fizemos foi saber se a familia de hipersuperficies descrita
em (2.49) seria a dnica L-isotrépica quando A = 0. Uma resposta parcial dessa questdo é o
que veremos no final desse capitulo.

2.2 Hipersuperficie L-isoparamétricas em R""!

Nesta secdo, vamos apresentar a definicdo de uma hipersuperficie L-isoparamétrica em
R""!. Na sequéncia, motivados pelo trabalho de Shu [30], investigamos a classificacio
das hipersuperficies que possuem as duas propriedades simultaneamente, ser L-isotropica e

L-isoparamétrica.

A fim de ter claramente em mente que estamos tratando de hipersuperficie isoparamétricas

no sentido de Laguerre vamos utilizar a notac¢do hipersuperficie L-isoparamétrica.

Definicao 16. Sejax: M" — R uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com curvatu-
ras principais que nao se anulam. Dizemos que x € uma hipersuperficie L-isoparamétrica
se a forma de Laguerre C é nula e as curvaturas principais de Laguerre, dadas em (1.134),

forem todas constantes.

Com o passar dos anos, diversos autores se dedicaram ao estudo da classificacdo das
hipersuperficies L-isoparamétricas em R""!. Recentemente, em 2018 Shu [30] apresentou
um resultado de classificacdo das L-isoparamétricas que motivou os estudos que vamos

descrever nesta secao.
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Antes de apresentar o resultado proposto por Shu [30], vamos exibir exemplos, ja

conhecidos, de hipersuperficies L-isoparamétricas em R"*!. Para maiores detalhes veja [13],

[12] e [30].
Exemplo 17. Para qualquer inteiro m com 1 < m < n — 1 denotamos por

H'™™ = {(%,w) e R, 5.5 —w? = —1,w> 0};

o espago hiperbdlico imerso no espago de Minkowski Rﬁ’_mH. Considere x : S" x H"™™ —

RI’H—I por
x(d,V,w) = <£(1 +w),1) ,deS"CR™ (V,w) e H'™, (2.51)
w w
Como
Vv—wr=—1, d-i=1, (2.52)
temos,
dv-V=wdw, u-di=0. (2.53)
Entdo, por (2.52) e (2.53) o normal unitério de x é dado por
£ = (3,1> . (2.54)
ww

Com isso, usando (2.52) e (2.53) segue por (2.51) e (2.54) que a primeira e segunda formas

fundamentais sdo, respectivamente,

1
I=dx-dx=—; ((1 +w)2dﬁ.dﬁ+dv-ﬁ—dw2>,
w
1
I =—dx-d€ = —— ((1 +w)dﬁ-dﬁ+d\7-d17—dw2>
w

Logo, a hipersuperficie x estd parametrizada por linhas de curvatura e possui duas curvaturas
e kp = —1 com multiplicidades m e n — m,

principais distintas dadas por k; 1
w
respectivamente. Entdo os raios de curvaturas sao

1
7']:—:_<W+1)7 ”2:_:_17
1 ko
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com multiplicidades m e n — m, respectivamente. Pelas definicdes dadas em (2.1) temos que

as expressoes de r e p sdo dados por,

mri+(n—m)ry, —(mw+n)

p = \Jm(r— )2+ (n—m)(r—r)? =

Entdo, paratodoi=1,...,n,

—ei(w)m

ei(r) =~ 0gp) = )

w

(2.55)

De (1.130) temos que C; = O se, e somente se, e;(r) — (r — ri)ei(logp) = 0, para todo
i=1,...,n. Note que, parai=1,...,m temos que w é constante. Assim, segue de (2.55)
que C; =0paratodoi=1,...,m. Parai=m+1,...,n, utilizando (2.55) temos,

ei(r) — (r = ri)ei(logp) = ei(w) (‘—’”— “‘”)) = ei(w) (""+ (v ”>‘”) ~o.

n w n nw

Portanto, C; =0, i=1,...,n.

Além disso, conforme a Proposi¢do 20, as curvaturas principais de Laguerre sdo,

= e L

Logo, x é uma hipersuperficie L-isoparamétrica em R"*! com duas curvaturas principais

distintas. Tal hipersuperficie € conhecida como Ciclide de Dupin.

Exemplo 18. Sejay = (V,w): M" " — R’f*m“ uma hipersuperffcje tipo espago sem pontos
umbilicos com curvaturas principais que ndo se anulam e & = (&), &;) : M — ]R’f‘"”’l
o campo normal unitério, onde V,&y € R, w, & € R, com w # 0 e & # 0. As seguintes

relacdes sdo satisfeitas,

& -E—Ef=—
(2.56)
dv- & — dwé, = 0.
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Seja f: S™ — R™"! a imersdo candnica. Considere a hipersuperficie x : S x M" ™ — R"!

por
X = ( 51 — _5()) (2.57)

Vamos verificar que a hipersuperficie descrita por (2.57), com hipdteses adicionais que vamos
ver mais adiante, € L-isoparamétrica em R"! ¢ ndo é L-isotrépica. Inicialmente, observamos
que o campo normal unitdrio de x, & : S x M"~™ — R"*! ¢ dado por

:_ (L&
¢= (51,&). (2.58)
De fato, por (2.56) temos,
_ff w . dw  wdé &o dw 2 wdfl
dré = &( 585 f) a( -l 51‘5)
wdg 50 & Wdﬁl B L wé-dé
51< & dw) &8 ( & dw) & (5 g )
_ 1 (wd& W (& —1) [wd&i w W_W’dglz
_€%< & d)* & (él d)” 5 v

Entdo, usando (2.56), a primeira e segunda formas fundamentais de x sdo, respectivamente

[=dx-dx= (51) df- df+< %dé,dy—ﬁld5>l
(2.59)
ur:—dx-dé—51 af-df -5 < %d&,d§~>l,

onde (,); é o produto interno de assinatura 1 em R} "1,

Agora, vamos fazer a seguinte convengao de indices,
AB=1,...,n, i,j=1,....om, a,f=m+1,...,n

Considere {e¢;} base ortonormal de f com respeito a df-d f com dual {®;}. Note que, todas

as dire¢des da esfera sdo principais. Seja {e} base ortonormal de 7(M"™™) formada por



2.2 Hipersuperficie L-isoparamétricas em R 73

diregdes principais com respeito a (dy,dy); com dual {@g }. De (2.59) temos,

W; Q W; + 1+—ky Za)a®a)a
( >§' Z S

a=m+1
(2.60)

:D%i ;@ 0; + Z C?+M%V>M®@h
1 =1 S 51

onde ky, sdo as curvaturas principais de y que ndo se anulam. Assim, {e4} forma uma base
ortonormal para 7' (S™ x M"™™) formada por dire¢des principais para x, onde as curvaturas
principais sdo

1 o ky

. =" g=mtl,...n 261
w (& i) (261

De (2.61) temos que os raios de curvatura e o raio de curvatura média de x sdo dados por,

ri=w, i=1,....m, rq=C&ry+w, a=m+1,.

(2.62)
H
r=w-+ 51 ! ,
n
n
onde ry, sdo os raios de curvaturaday e Hy = Y ry.

a=m+1
Além disso, segue de (2.1) e (2.62) que a expressdo de p sao dados por

PP =mr—rP+ Y (r—ra)

oa=m+1

2 2
H “ H
—mw+2E—w | + Z w—l—£— 1Ty — W
n o=m+1 n

HZ
= 12<H2—71>, (2.63)
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Entdo, de (2.58) e (2.63) a métrica de Laguerre g é,

2

g=p2dE-dé = (H —ﬂ> [df'df+<d§,d€>]-

n

Logo, as componentes do tensor de curvatura métrica g sdo dadas por,

1 .. 1

—le’ i#j=1,...,m, Raﬁaﬁz_—le
Hy——L Hy——L
n n

Utilizando (2.64) segue de (1.115) que,

RUU:: ,(x7éﬁ::in—%l,”.,n.

(2.64)

1 1

o A= e Laa =
2 fb'_'_L 2 Eh————L
n n
(2.65)

Agora, de (1.130) temos que C4 = 0 se, e somente se, es(r) — (r —ra)ea(logp) = 0, para
todo A =1,...,n. Segue de (2.62) e (2.63) temos,

Lij=— ,(X;éﬁ::in—%l,”.,n.

er(r) = ex(w) + eA(il)Hl N §1€An(H1)7 (2.66)

/ H? H?
ea(p) =ea(&1) H2—7]+51€A< Hz—YI). (2.67)

Note que, parai=1,...,m temos que C; = 0, pois w, &, H| e H, sdo constantes com rela¢do
as m primeiras direcOes. Agora, para @ =m+1,...,n. Se as seguintes hipdteses forem
satisfeitas,

n—1 n—1

Z ry, = constante, Z (rfx)2 = constante, k, = constante, ¢ =m—+1...,n,
a=m+1 oa=m+1

(2.68)

onde ky, e ry, S0 as curvaturas principais e os raios de curvatura de y, respectivamente. Segue
de (2.62), (2.66) e (2.67) que

ea(r) = (”—”a)eaép) = ea(w)+M a (

H,
n

n

’”zyx> ea(él)
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Como eq (&) = —kyeq(w), obtemos que Co, =0, para @ =m—+1...,n.

Ademais, usando a expressdo das curvaturas principais de Laguerre, dadas em (1.130)
segue por (2.62), (2.63) e (2.68) que

H
bi:—17 l:17 -,m,
[, H}
n\/Hy— —
n
1 H
by=——— [ ) g=mt1,.. n

H>\ n
n Hz——l
n

Portanto, com as hipéteses (2.68), a hipersuperficie descrita em (2.57) € hipersuperficie

L-isoparamétrica em R"*! que ndo é L-isotrépica.

Um questionamento que também gostariamos de responder em trabalhos futuros é saber
se existe algum exemplo de hipersuperficies como a do Exemplo 18, satisfazendo as hipdteses
(2.68). Isso seria importante pois estariamos obtendo mais um exemplo de hipersuperficie

que percente a classe das L-isoparamétricas e ndo pertence a classe das L-isotrépicas.

No que segue, apresentamos o teorema de classificacdo provado por Shu, S.[30] que

motivou nosso trabalho.

Teorema 19. (/30]) Seja x : M" — R""\ n > 3 uma hipersuperficie L-isoparamétrica

n-dimensional. Entdo,

1) x é uma hipersuperficie L-isotropica; ou
2) x é Laguerre equivalente a um subconjunto aberto das seguintes hipersuperficies:

i) a hipersuperficie orientada x : S* x H" % — R dada no Exemplo 17; ou

ii) a hipersuperficie orientada x : S™ x M"™™ — R""! dada no Exemplo 18.

J4 sabemos que as hipersuperficies L-isotropicas possuem A > 0. Motivados por esse
teorema, uma pergunta natural que tivemos foi saber quais as hipersuperficies que estdao na
intersecdo das classes L-isotropicas e L-isoparamétrica. Uma hipersuperficie em R que
possui a propriedade de ser L-isoparamétrica e L-isotrOpica simultaneamente € dada pelo
Exemplo 16, onde nesse caso A = 0. Sabendo disso, fizemos uma nova pergunta: O caso

A = 0 seria o Unico nessa interse¢ao?

Para responder a essa pergunta vamos utilizar a identidade generalizada de Cartan,

provada por Li, H.Z em [10]. Detalhes da prova dessa identidade para um tensor simétrico
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arbitrério estd presente no Apéndice A. No lema a seguir, vamos aplicar essa identidade ao

nosso contexto de estudo, usando o tensor segunda forma fundamental de Laguerre B.

Lema 20. Considere x : M"* — R™™! n > 3 uma hipersuperficie sem pontos umbilicos

curvaturas principais distintas que ndo se anulam. Suponha que x é L-isoparamétrica. Entdo

para todo i = 1,...,n a seguinte identidade se verifica
Rijij
——— =0, (2.69)
ey (b1 = b))

onde R;jij € a curvatura seccional em M" na métrica de Laguerre g, b; sdo as curvaturas

principais de Laguerre e [i) = {l ; b; =D;}.

Demonstragdo. Por construgdo sabemos que o tensor segunda forma fundamental de La-

guerre B € simétrico. Considere {Ey,...,E,} um referencial ortonormal tal que,
Bij=0bi6;j, i,j=1,....n, (2.70)

onde b; sdo as curvaturas principais de Laguerre. Note que estamos supondo que temos pelo
menos trés curvaturas principais distintas que ndo se anulam, consequentemente temos pelos
trés b; distintas que ndo se anulam, onde [i| = {/ ; b; = b;} é um conjunto de indices que

representa a multiplicidade de cada b;.

Como x € L-isoparamétrica sabemos que b; sdo constantes e C; =0, paratodoi=1,...,n.

Agora, pela expressao (1.115), obtida na Proposi¢do 16, temos,
Bjjk — Birj = C;j0i — Ci&;;.
Entdo, usando o fato que C; = 0 temos,
Bjjx=Bjj, i,j,k=1,...,n. (2.71)

Logo, o tensor segunda forma fundamental B € um tensor simétrico satisfazendo (2.71) com
todos os autovalores b; constantes. Portanto, aplicando o Teorema 32 (Apéndice A) segue a
identidade (2.69).

]

No que segue, fazendo uso da identidade provada no Lema 20 e adicionando a hipdtese
da hipersuperficie ser L-isotrépica obtemos,
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Proposicao 23. Seja x: M" — R n > 3 uma hipersuperficie sem pontos umbilicos com
curvaturas principais distintas que ndo se anulam. Se x é L-isotropica e L-isoparamétrica

entdo os autovalores do tensor L sdo todos nulos, isto é, L = 0.
Demonstragdo. Seja x € L-isotrépica, entdo,
C,':O, Lij:?LB,-j, i,jzl,...,n, (272)

onde A > 0. Como C; = 0 segue de (2.2) a informagdo que os tensores B e L comutam.

Entdo, podemos escolher uma referencial ortonormal {E;,...,E,} tal que,
Bij:b,'(sl'j, Lij:)LSija (273)
onde b;, i =1,...,n s@o as curvaturas principais de Laguerre.

Uma vez que x é L-isoparamétrica, Lema 20 temos,

Rijij

bi—bj)

( =0. (2.74)
Jéli]

Agora, como x € L-isotropica, segue de (2.15) que,
Riji =24 (0jx6i — 0;18i), i,j,k,1=1,...,n.
Logo,
Rijijzzla l'7éj=1,...,n. (275)
Reunindo as informagdes (2.74) e (2.75) obtemos,

Z%:o, i=1,...,n. (2.76)
j¢m< i—bj)

Como as curvaturas principais de Laguerre, dadas em (1.134) por b; = p~!(r — r;) sdo cons-
tantes para todo i = 1,...,n e ndo temos pontos umbilicos, podemos reordenar o referencial

ortonormal {E,...,E,} de modo que para algum iy = 1,...,n

bio>bj; \V/j%i():l,...,n. 2.77)
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Entdo, para esse indice iy temos que

Portanto, segue de (2.76) que A = 0. [

A técnica usada na Proposicdo 23 estd presente no artigo de Li, T.Z.; Qing, Jie.; Wang
C.P [14].

Finalizamos a sessdo com um corolério obtido a partir dos resultados provados por Shu,
S.em [29] e [28].

Teorema 21. (/29]) Seja x : M — R> uma hipersuperficie L-isoparamétrica em R>. Entdo x

é Laguerre equivalente a um subconjunto aberto das seguintes hipersuperficies:

i) a hipersuperficie orientada x : S x H* % — R dada no Exemplo 17; ou

ii) a imagem pela imersdo T de uma hipersuperficie orientada x : R* — ]R(S) dada no

Exemplo 16, ou
iii) A imagem por G de uma hipersuperficie X em ]R? comr =0 e p = constante, ou
iv) A imagem por T de uma hipersuperficie x em ]Rg comr =0 e p = constante.

Teorema 22. ([28]) Seja x : M — RS uma hipersuperficie L-isoparamétrica em RS. Entdo x

é Laguerre equivalente a um subconjunto aberto das seguintes hipersuperficies:

i) a hipersuperficie orientada x : S* x H> 7% — RS dada no Exemplo 17; ou

ii) a imagem pela imersdo T de uma hipersuperficie orientada x : R’ — ]Rg dada no
Exemplo 16, ou

iii) A imagem por G de uma hipersuperficie X em R? comr =0 e p = constante, ou

iv) A imagem por T de uma hipersuperficie X em Rg comr =0 e p = constante.

A prova dos Teoremas 21 e 22 encontram-se no Apéndice B.

Observacao 23. Na prova desses resultados, Shu,S. provou que hipersuperficies L-isoparamétricas

em R’ e R® tem a segunda forma fundamental paralela se nao forem L-isotrépicas.

Dessa forma, reunindo a Observac¢ado 23 com o Corolario 14 e a Proposic¢ao 23 obtemos,
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Corolario 24. Seja x : M — R"™! wma hipersuperficie L-isoparamétrica com n = 4,5. Entdo
VB =0.

Demonstragdo. De fato, suponha por absurdo que VB # 0. Pela Observagio 23 temos que x
€ L-isotropica. Assim, x seria L-isoparamétrica e L-isotropica. Entdo, pela Proposicdo 23

segue que A = 0. Portanto, pelo Coroldrio 14 VB = 0, o que é uma contradig@o. 0

2.3 Hipersuperficies L-isotropicas em R""! parametrizada

por linhas de curvatura

Nesta se¢do vamos investigar se a familia de hipersuperficies descrita em (2.49) seria a
unica L-isotrépica quando A = 0. Vamos responder parcialmente a essa questdo de forma
positiva apresentando um resultado de rigidez das hipersuperficies L-isotropicas em R
parametrizadas por linhas de curvaturas, a menos de transformacao de Laguerre. Para isso,
vamos obter o vetor posicdo de Laguerre Y : M" — C"3 ¢ Rg”. Uma vez obtido Y, é
possivel determinar a aplica¢do normal de Laguerre 1 : M" — Cc3 ¢ RZH, € por sua vez a

imersdo x e o campo normal unitario &.

Seja M" C R n >3 uma hipersuperficie L-isotropica parametrizada por linhas de
curvatura, que possua n curvaturas principais distintas que ndo se anulam. Por (2.3) podemos

escolher uma base ortonormal {E},E,...,E,} com respeito a métrica de Laguerre g tal que
Bij=bi6j e Lij=A&; 1 <i,j<n. (2.78)

Considere um sistema de coordenadas (up,...,u,) em torno de p € M" dados por linhas de

curvatura com respeito a métrica de Laguerre g. Entao

Jd d 0 0
g(a_ul’a_uJ) - <dY<a_ul) d¥ (8_14])> = (Y, Yj) = &8, (2.79)

onde a notacdo ,i indica a derivada parcial com rela¢do a coordenada u;.

Nesse sistema de coordenadas, os campos {E1, E»,...,E,} sdo dados por

1 o
Ei: 5
V/8ii Ou;

i=1,....n (2.80)

A proposicao a seguir tem como objetivo organizar o sistema (2.5).
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Proposicao 24. Considere x : M" — R wma hipersuperficie L-isotrépica com n curvaturas
principais distintas que ndo se anulam, Y : M" — 3 c Rg+4 o vetor posi¢do de Laguerre
com a métrica de Laguerre g = (dY,dY) e A o autovalor do tensor L. Suponha que M"
é conexa e admite uma parametrizacdo por linhas de curvatura (uy,uy, ... ,u,) € U C R",
onde U é aberto com respeito a métrica de Laguerre g. Entdo o seguinte sistema de equagoes
é satisfeito por P, N, Y e 1, dados em (2.6) - (2.9),

N; =AY,
Yio _8ii¥i _ 2y nypp
gi  2g

i (2.81)
=Yr “@\/gy Vit j=1,.

I=1, V8l
I#i#]

(M, = biY;.
Demonstracdo. Substituindo as informagdes (2.78) e (2.80) nas equagdes de estrutura (2.5)

obtemos o seguinte sistema de equagdes diferencias,

(1 1
\/g \/_ s

=1,.

Y Y; 1
i 8iiji ’l—)»Y-l-N'i‘Zr Kk-f—biP, Vi=1,...,n
gi 285 V/ 8kk

(2.82)

Yij gV — YT

1
—VYrh v, Vit j=1,...n
V8i/8&i  28igivg ‘T Y&k

1
\E\/_

bY;, Vi= N,

onde b; sdo as curvaturas principais de Laguerre e F os simbolos de Christoffel na métrica
g. Vamos provar que (2.82) se reduz a (2.81).

Primeiramente, queremos provar que Fi =0, paratodo i,j = 1,...,n iguais ou distintos.
Além disso, vamos provar que F’ = F’ = 0 € equivalente a g;; ; = 0, para todo i # j =
1,...,n.
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Como definido em (1.111) temos que Fﬁ-‘j = wi(E;) para todo i,j,k =1,...,n. Entdo
obtemos que,
=0, Vij=1,...n. (2.83)

Uma observacio importante a ser feita a respeito dos simbolos de Christoffel é com
relacdo a simetria nos indices inferiores, isto €, I' ﬁ ;= F;I- se, e somente se, g;; j = 0, para
todoi# j=1,...,n. De fato, ja vimos anteriormente que Fﬁj =0,paratodoi# j=1,...,n.
Note que pela terceira equagdo de (2.82) temos,

Y i Y 1
Ji o 8t erlj'i Yy, Vi£j=1,....n.
V8iin/8jji  28jiv8iiv8ii ‘T 7 V/8kk

Assim como procedemos anteriormente, considerando o produto interno dessa expressao
d .y . ~ C

com , 1 # j e diferenciando (2.79) com relagdo a u;, i # j vemos que
&ii

8ii,j

2\/8ii\/8jj

Entdo, segue de (2.83) que, para termos simetria nos simbolos de Christoffel € necessério e

I = Vi£j=1,...,n.

suficiente que
gi,j =0, Vi# j. (2.84)

Pelo fato das derivadas parciais mistas de ¥ comutarem, os demais simbolos satisfazem

Ffj = Fﬂi, para todo i # j # [.

Portanto, segue de (2.83) e (2.84) que o sistema (2.82) é dado como em (2.81), como

queriamos.

]

Observe que as hipersuperficies L-isotrépicas em R""! parametrizadas por linhas de
curvaturas ficam determinadas por meio da integracdo do sistema (2.81). Integrar esse
sistema e determinar Y, N e 1] nos fornece uma parametrizagao explicita para x. Dito isso,
esse serd nosso objetivo. No que segue, aplicando o Teorema de Frobenius para equacoes

diferenciais, vamos obter condi¢Oes necessdrias para que o sistema (2.81) seja integravel.

Lema 25. Nas mesmas condigées da Proposicdo 24, o sistema (2.81) é integrdvel se, e

somente se,

1. =0,
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2. F{i:Oparatodoi#j#l:1,...,n,

3. bj sdo constantes para todo 1, ... n.

Demonstragdo. De acordo com as hipoteses da Proposi¢do 24, temos o seguinte sistema de

equagoes, paratodoi,j=1,...,n
(
N; =AY,
Yii Y
,u g”lzl—lY—f-N—FbiP
8ii 285

(2.85)
j=1,....n

i l\/g_\;@Y Vi #£

‘H\

(N, =biY,

Para que esse sistema tenha solug@o € necessario verificar a condi¢do do Teorema de Frobe-
nius, isto €, a condi¢cao

Vi) j = Yij)ir Vi J,
deve ser satisfeita.

Diferenciando a segunda equacdo de (2.85) com relacdo a u;,i # j temos,

(Yii)j = 8t j(AY +N+biP) +giif(AY j+N j+b; jP) + (§§l> Yi+ i; Yij.  (2.86)
124 ] ii

Usando a primeira e a terceira equagdo de (2.85) e também a informagdo que g;; j =0, i # j

temos,

ii,i ii,i 8ii\/8jj .
(Y’ii)7j:gi,'(2ly7j+bi,jp)+ (g ’ ) g Z Fl \/_ & i J. (2.87)

2gii 2811 |= V8
l#l#]

Agora, diferenciando a equacdo de Y;;,i # j, dada em (2.85), com relagdo a coordenada u;

f (rl \/‘EE) Yi+ i I \/E\/ﬁ

T gu /) T, V&l
I#i#] l#l#]

obtemos,
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Utilizando a terceira equagdo de (2.85) segue que:

¥i); = i l VEiv8jj i 1 V8iiv/8jj \/g, i I V8 8ii
S0y /5t - l »
l:l7 ’ gll i 1= 17 \/ 7 V g SS
I#i#] ’ I#i#] 9751791
n / i /o . . n Y
Z Fij Yl + &iin/8jj Z F F £ + Z F}vi =
I=1, V8l \/gjj s=1, v/ 8ss
I#i#] 135155] N aaatkal
= Y=Yl ) Y 4o FZFJY + 8ii\/8jj F 2
I=1, ( Y V8l ; i Z / Ve Z \/gss
I#i#] 7 17’517’51 575175]351

Entdo, para i # j obtemos,

n gl g n n Y

Z THY2YS ) vy vey Y TLDY +eiy/g; Y, THTN—2. (2.88)
1, V8l ; I=1, s=1, 8ss

I#i#j ’ I#i#] sFiF jF#l

Igualando (2.87) e (2.88) obtemos para todo i # j:

2giiAY j+ giibi jP + (gii’i) Y42 Bit; Z I, V8ivEiiy,
iJ

2gii 28ii [ g
I£i#]
n
Z 1_,1 v/ 8iin/8jj Y _|_ gii Z F[ FJY
I=1, V8l ; I=1,
1#i] ’ 1#i]

Y
+8iin/&jj Z F \/(;’:
S?él?éﬁél
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Como o referencial € composto por vetores linearmente independente segue que, os coefici-

entesde Y;, Y;, Y, | # i # je P se anulam, isto é,

(%) =0= giij =0, Vi# ]
&ii j

22 = Z T, Vi
=1,
I£i#]
giib'j:():>b'j:07 \V/l7£]

Ly

Y 2gu\/ s=1, A V8l

81l

(2.89)

(2.90)

(2.91)

r} S/ (rl,.—@vg“> teivg Y, ThTu——= VI£i# ).
1

! sHiA A

(2.92)

Segue da expressao (2.91) que b; s6 depende da varidvel u;. Como ZB,; = 0 temos que,

:i _

Portanto, b; sdo constantes paratodoi=1,...,n

Por fim, vamos olhar para a equagao (2.90). Segue de (2.85) que para quaisquer i # j =

1...,n,

i | V8iV8ji,,

I=1, Vi Y
I#£i#j

,$ # 1 # j temos,

Considerando o produto interno dessa equacdo com
AN

I, = !

— Y.,,
Y \/gii\/gjj\/gss< "

Como s # j sabemos que (Y ;,Y) = 0, derivando com rela¢do a coordenada u;,

Y).

<Y,ji7Y,S> + <Y,J'7Y,Sl'> =0.

Como as derivadas mistas de Y comutam e usando (2.93) - (2.94) temos,

1 1

. =1%. = , e —
It Y V 8iin/8jj \/gss< & 7> \ 8iin/8jj\/ 8ss

<Y7j7Y7si>-

(2.93)

(2.94)
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Usando novamente (2.93), com uma reordenacao nos indice, segue de (2.95) que,
F“J‘-,- = —Ffi, Vi j#s. (2.95)

Assim, por (2.90) e (2.95) temos,

0 = 24— f Ty,
7

n .

— - Y )
i#is

n . .
= 24— Z (_rii)r{i
=1,
14i%]

n

= 22+ Y ()% (2.96)
=1

-

i)

Pela Proposi¢@o 19 temos A > 0 entdo, para a equagdo (2.96) ser satisfeita,
A=T7=0, Vi#£j#l

Portanto, o sistema tem solugdo para as hipersuperficies L-isotropicas com A = 0. Além
disso, b; é constante paratodoi=1,...,neIJ,=0paratodoi# j#[=1,...,n. O
De maneira direta, segue do Lema 25 o seguinte coroldrio,

Corolario 26. Seja x : M — R"™ ! hipersuperficie L-isotrépica com A > 0. Entdo x ndo

admite parametrizacdo por linhas de curvatura.

No que segue, o préoximo lema nos diz como o vetor posi¢dao Y e as componentes da
métrica g sdo dados por meio de somas de fungdes de varidveis separadas.

Lema 27. Sejam Y, N e 11 campos de vetores em Rg+4 satisfazendo (2.81). Entdo,

;

N;=0
Yi gii,i?i —NibP
gii 285 (2.97)

Yii=0, Vi£j=1,..n
(N, =biY;
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e
=\ YR -YFR. YR Y F...YFP Y R+, (2.98)

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
onde Fkl é funcdo diferencidvel que depende apenas de u, coml=1,....n+4ek=1,....n

Além disso,

n
gi= (Y1, Y,) ZF’+3 i=1,...,n (2.99)

Demonstragdo. Pelo Lema 25 se (2.81) tem solucgdo entdo,

A =0, (2.100)
I,=0, Vi j#l=1,...,n, (2.101)
b; sdo constantes Vi=1,...,n. (2.102)

Fazendo uso das condi¢des (2.100)-(2.102), o sistema dado em (2.81) se reduz a (2.97).

Pelo fatode Y;; =0, i # j=1,...,n podemos escrever ¥ como uma soma de funcdes

diferencidveis que dependem de uma tnica varidvel,
=Y Flw), (2.103)
k=1

onde Fy(uy) = (F (wr), B2 (wr),- .., F{ () € R™* paratodo k = 1,...,n

ComoY € RSH, vamos considerar as fun¢des coordenadas de Y,

n
=Y Fl(w), (2.104)
k=1
em que F/(u) k=1,...,nel=1,...,(n+4) significa a [-ésima coordenada da fungo

diferencidvel que depende apenas da varidvel u;. Fixado essa notacdo, vamos omitir a

variavel uy.

No que segue, das relagdes de ortogonalidade da métrica de Laguerre g sabemos que
(Y,P) =0, onde P = (1,—1,0,0,0), com 0 € R". Assim,

—i‘,Fkl—iF/f:O
k=1 k=1

18to €,
y2—=_yl (2.105)
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Entao podemos escrever

Y= (iFkla_ Y ELY R Y R Y B i‘,F,f”“)). (2.106)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Nosso objetivo é, a partir das relagdes de ortogonalidade da métrica g, obter mais alguma

relacdo entre as fungdes coordenadas do vetor posicao Y.

Primeiramente, vejamos algumas informacdes a respeito do vetor N. O vetor tipo luz
N e Rg+4 € constante, ndo-nulo e nao multiplo de P. De fato, da primeira equagdo do
sistema (2.97) temos que N = (N',—N',... N"™) € R2™* ¢ constante, onde N> = —N',
pois (N,P) = 0. Uma vez que (N,Y) = —1, N é ndo nulo. Além disso, se N = N' P temos,
uma contradi¢do:
—1=(N,Y)=NYPY)=0.

Logo, N = (N LNt ,N"+4) € Rg“ ¢ um vetor tipo luz constante onde existe pelo menos
um indice m = 3,...,(n+4) tal que N ## 0. Vamos escolher, sem perda de generalidade,
N = (0,0,1,0,1), onde 0 € R".

Assim, utilizando a informagdo que (N,Y) = —1 temos, Y 3yt = 1, 0u seja,
n n
YER-YE™ = -1
k=1 k=1
n n
Y EM = YR (2.107)
k=1 k=1

Portanto, segue por (2.106) e (2.107) que o vetor posi¢do Y € dado como em (2.98).

Agora, diferenciando a equagao (2.107) com relacao a u; e lembrando que as funcoes

diferencidveis Fkl (ux) s6 dependem da varidvel u; temos,

F'H =F), Vi=1,...,n. (2.108)

1,0

Escrevendo as componentes da métrica g nesse sistema de coordenadas em termos das

funcdes Fkl e utilizando as informacdes (2.105) e (2.108) segue que
1\2 1\2 3\ 2 472 4\2
gi = (YiYi)=—(F,) + (F) + (F) "+ (Fy) " +...— (E?f )

= Y (FP)vi=1,...n (2.109)

]
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Uma vez em posse desses lemas, podemos retornar ao nosso objetivo principal dessa
se¢do, integrar o sistema (2.97) a fim de obter Y,n € R’g“. Em primeiro lugar, vamos

determinar Y.

Proposicao 25. Seja Y € Rg+4 nas condicoes do Lema 27. Entdo as funcoes diferencidveis
Fkl(uk) [=1,....n+4ek=1,...,nsdo dadas por:

h?b;

F,-1:—+h/31+y,., Vi=1,. (2.110)
2(c}7)”
Cs+3
F = i +ot, Vis=1,. (2.111)
l
h?
E3:ﬁ+h,~ﬁﬁ+ﬁ, Vi=1,...,n, (2.112)
2(ci™)
onde para todo i = 1,...,n, hj(u;) sdo funcdes diferencidveis que dependem apenas da
varidvel u;, b; sdo as curvaturas principais de Laguerre e c§+3, [3,-1, l-3, }/l-l, >, ocl-s+3 sdo
constantes de integracdo. Ademais,
W3
gii = i+’3 5, Vi=1,...,n, (2.113)
(ci™)

(511 - 512)

(513 + Gy(n+4 )

n h2
v' = Z{[ka+hkﬁ£+yg

+ [ ]% +kﬁk+7’3

n Cs+3hk
+ Z (lz.kT —+ (X}z+3> 5(s+3)l} + 5[(n+4)’ Vil = 1, ceey (I’l +4> (2114)

Demonstrag¢do. Uma vez que N = (0,0, 1,0, l)eP=(I, —1,0,0,6), onde 0 € R”, podemos
reescrever a segunda equacdo do sistema (2.97) em termos das funcdes F,(l e suas derivadas
como segue,

Y{, B giiiY!

2 2gg_7l = 013+ Oy(n+4) T bi( 611 — 2), (2.115)
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1sto €,

Y Rl gii Y F
k= [
;.. T, ; = 013+ Oy(n44) + bi(811 — ). (2.116)
i &ii

Como Fkl s6 depende de u; temos,

F;'ll'i 8ii iF;'ll' I=1,... (l’l+4>
—_ = = 053+ 9 +bi(01 — Opp), Y 2.117)
gi 28] o) + "Liztien
Sejal=s+3, s=1,...,nem (2.117),
+3 s+3
Foi™  giify _0
8ii 2g3
Portanto,
Ll .
—— | =0, Vi,s=1,...,n. (2.118)
( v gu) i
Integrando (2.118) com relagdo a variavel u;,
s+3
S = Vis=1,...,n, (2.119)
8ii
donde
(73) g — (Ffl“) =0, Vi,s=1,...,n, (2.120)
onde ¢} 3 sd0 constantes de integracdo. Note que, por (2.119), escolher as constantes cs‘L3
para i,s = 1,...,n significa escolher ¥ f+3, que sdo condi¢des iniciais para o sistema de

equagoes diferencias parciais (2.97).

Denote
Vit = (F53)° (2.121)

Entdo, segue de (2.109) e (2.119) que,

(c§+3)2 z": VB vt =

i
t=1

[(cs+3)2_1]vg+3+ (cit3) va“ = 0, Vis=1,...,n. (2.122)

1

t;és
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Paracadai=1,...,n fixo, podemos reescrever (2.122) matricialmente da seguinte forma,

(Ci)nxnvnxl - 0n><17

onde
@1 @ ) v

(Cinxen = (c?)z (C?):z_l () Vix1 = ] Opx1 =
() () (=1 Vi )

n
2 ~ ~ . . .
Note que det(C;) = 1— Y (c*?)". Uma vez que buscamos solugdes ndo triviais desse
=1
sistema de equacdes, o determinante da matriz C; deve ser nulo. Isto &,

Y ()’ =1 Vi=1,..,n (2.123)
t=1

Para cadai=1,...,n fixado basta que pelo menos um elemento da soma (2.123) seja nao
nulo. Isto é, que para cada i exista um ¢ tal que c§-+3 =# 0. Sem perda de generalidade, suponha
que (cf+3)2 # 0, paratodoi=1,...,n. Note que, a derivada do vetor posi¢do Y na dire¢ao
u; € o vetor tangente das curvas coordenadas em um ponto de M. Como essas derivadas sao
dadas por meio das constantes c’s, conforme (2.119), quando escolhemos essas constantes

estamos determinando o espago tangente de M nesse ponto.

Observe que em (2.122) temos um sistema linear com n? equacdes e n’ func¢des, vamos
determinar as fun¢des V por meio de substitui¢des. Fixe em (2.122) um indicei = 1,...,ne
considere s = i,

n
[(C§+3)2 _ 1} Vii+3 + (C§+3)2 Z Vit+3 —0.

=1,

1#i
Como (cf+3)2 # 0, isolando Vi”Jr3 obtemos,
[1— (c’:”)z] ' n—1
‘/'in+3 — #%l-ﬁ-i& _ Z ‘/it+3- (2124)
()

t#£i

nxl1
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Agora, considere um outro indice fixo s # i e s # n em (2.122)
(@)’

n
) o 1] Vis+3 + (C?+3>2 Z Vit+3

=0
=1,
t#£s

[(C§+3)2 . 1} Vis+3 + ( s+3 ( Z Vt+3 +Vn+3>

= 0 s#n. (2.125)
1
tt;«és
Substituindo (2.124) em (2.125) temos
_ q n—1 [1 o (cl:+3)2] ) n—1
(c§+3)2_1 V_s+3+(cs_+3)2 Z yit3 4 i Vi3 _ Z Vz+3 —0
I i ] i i = i (C§+3)2 i =
t#s t;él
[ s+3 2 1- VS+3 s+3 2 Vi+3 = Vl+3 [1_ (C§+3)2] Vi+3 VS+3 = Vl+3 _0
(ci)_i+(ci)i+z;i+Wi_i_z;i =
- - 1= 9 [ 1= I
t#£st#£i : t#£st#i
+3)2 i+3\2
_Vis+3+ ((czs ) [1 - (Zci ) ] . (CfH)Z) Vii+3 —0.
(i)
Logo,
(1)
W“:W S s=1,...,(n—1),s#i, i=1,....n. (2.126)
¢
Por fim, utilizando a expressdo obtida (2.126) em (2.124) segue que
i+3) 2
3 1= (™), s
‘/iYH- — 1+

_ 2

V: _nzl <C§+3) V_H-?)
(A5 = N () N
t

#£i
V~i+3

t#£i
_ Vit © ()
(l+3)

Utilizando (2.123) obtemos

(2.127)
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Portanto, segue por (2.126) e (2.127) que todas as fungdes Vl-s+3, paratodoi,s € {1,...,n}
com s # i sdo escritas em termos de uma funcdo diferenciavel Vf+3

varidvel u;. Considere V™

que depende apenas da
= hl(u;)?, paratodo i = 1,...,n. A partir de agora, com o intuito
de simplificar a notagdo, omitiremos a varidvel das fungdes 4;(u;). Subentendendo que ;, e

suas derivadas, sao fungdes diferencidvel que dependem apenas da varidvel u;.

Segue de (2.121), (2.126) e (2.127) que para todo i,s = 1,...,n temos,

(@)

(F7) =i = i, (2.128)
) ( l+3>
1
Portanto,
Cs+3
FP = §+3 L Vis=1,...,n. (2.129)
l
Integrando (2.129) com relacdo a u; obtemos,
Cs—|—3
F = it o, Vis=1,. (2.130)
l
onde Ocs+3 sdo constantes de integracao.

Uma vez obtidas essas fun¢des, podemos reescrever as componentes da métrica g;; em
termos das derivadas das fun¢des 4; e das constantes c¢. Fazendo uso das informagdes (2.109),
(2.129) e (2.123) obtemos,

n n (Ct_+3)2 5
Z F’+3 =Y L LN, Vi=1,...n (2.131)
i+3\2 1
= & ()
Portanto, provamos (2.113). Derivando a expressao de g;; dada em (2.113) com relacdo a u;
temos,
2nh!
gii,i:%; Vi:17...,n. (2132)

(ci™)

No que segue, vamos determinar as fun¢des que restam para expressar o vetor posi¢do Y,
a saber as funcdes Fl-l e Fi3, paratodoi=1,...,n
Escolhendo / =1 em (2.117) temos,
1 1
F; i 8 ii7iFi,i

&ii Zg?i

:bi, Vi:1,...,l’l
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Substituindo (2.113) e (2.132) na equacao anterior obtemos a seguinte equagao diferencial
ordindria,

F-1~ (Cl:+3) h/h//Fl <c1+3)

Ll l [ N
h/.2 ( {+3) h/‘}
2
Fa(el?)”  HELY )
p — 3 = b;.
' '
/2
Multiplicando ambos os lados por 7, lembrando que (c ’*3) +£0,paratodoi=1...,n
lor
obtemos, l
h//Fl bh/Z
i — ‘h,”: ~l+312’ Vi=1,...,n (2.133)
P (g”)
Integrando a equagdo (2.133) segue que,
h?b;
EI:Z(’—’)+hﬁ1+%, Vi=1,. (2.134)
1
onde ﬁil e yil sdo constantes de integracdo paratodoi=1,...,n.
Por fim, considerando / = 3 em (2.117) temos,
3 3
Fii gii’i?’i 1, Vi=1,...,n.
8ii 2g;

De maneira essencialmente andloga aos cdlculos anteriores, obtemos a seguinte equacao

diferencial ordinaria,
"3 72
3 hz Fl i h i

, , Vi=1,...,n. (2.135)
R Ry
Via integracao de (2.135) obtemos,
3 hi 3 ;
F=—=>t—+mB’+y, Vi=1,...n, (2.136)
2(ci7)
onde ﬁf e }/13 sdo constantes de integracdo para todo i = 1,...,n. Detalhes para obter as

expressoes (2.134) e (2.136) podem ser vistas no Apéndice C.
Reunindo as equacgdes (2.130), (2.134) e (2.136) em (2.98) obtemos a primeira parte da
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proposi¢cdo. Agora, substituindo essas informagdes em (2.98) obtemos que cada fungao

coordenada do vetor posi¢do Y € dada por (2.114), como queriamos. 0

Agora, nosso propésito é determinar o campo 1 € C"™ € R4,

Proposicao 26. Considere Y, N e 1 campos de vetores em Rg” satisfazendo (2.97). Seja 'Y

conforme (2.114). Entdo as fungdes coordenadas de m, nl coml=1,...,(n+4) sdo dadas
por:
n h2b2 h/%bk \
; { [ ( k+3) +hkﬁk bk] (5[1 - 612) + W —f—hkﬁk bk (513 + 61(n+4))
n S+3h b
kPk
Zl—m 5(s+3)}+‘l’7 Vi=1,...,(n+4), (2.137)
s=1

onde hy(uy) sdo fungoes diferencidveis, da Proposicdo 25, que dependem apenas da varidvel

U, bk sdo as curvaturas principais de Laguerre e ckJr3 ﬁk e ﬁk sdo as constantes de (2.114)

e IV sdo constantes de integragdo, tal que l// = l//"+4.

Demonstragcdo. Primeiramente, das relacdes de ortogonalidade da métrica g sabemos que
(n,N) =0. Lembrando que N = (0,0, 1,0,1), 0 € R” temos,

n}—nt) = o (2.138)

onde nl ,paratodo/=1,...,(n+4) sdo as fun¢des coordenadas de 7.

No que segue, vamos trabalhar com a tltima equacao do sistema (2.97), dada por

n;=»bY;, Vi=1,...,n. (2.139)
Como b; sdo constantes e Y;; = 0, para todo i # j = 1,...,n, note que 1) também € uma
funcao de varidveis separadas, ou seja, paracadal=1,...,(n+4), as fungdes coordenadas

de m sdo escritas como soma de func¢des diferencidveis que dependem de uma dnica varidvel.

Reescrevendo matricialmente a equacgdo (2.139) temos,

ny 3 ..oty by 0 ... 0 viovdooyr
nh 77,22 n(2"+4) 0 by ... 0 Y} Y2 K(Z"+4)

+4 +4
Tﬁz 777%1 n-,(: ) nx(n+4) 0 0 o b nxn Y111 )]7% Y’Sln )

nx(n+4)
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onde, andlogo ao caso do vetor posi¢ao Y, nfi, i=1,...,n, I=1,...,(n+4) significa a

derivada da /—ésima fun¢do coordenada de 1 com relacdo a varidvel u;.

Diferenciando (2.114) com relagdo a u; obtemos paratodoi=1,...,nel=1,...,(n+4)

que,
hih] hih, (et

Y= [ T2l +hiB;} (511—512>+ S +hB? (513+51 n+4> Y < 3 )51 (s+3)-

(%)’ (%) =1
Como 1 ; = b;Y; temos que n’ll- = b,-Yj , isto é,
; mh 5 hhb; n (ST

n;= T +)b'+hﬁb (@1—&9%-( ) S+ hBb; (&y+@nM> Z: RIE O1(513)-

¢ i s=1

Integrando a expressao anterior e usando (2.138) obtemos,

n h2b2 | hl%bk 3
; { [ §+3) —|—hkﬁk bk] (5[1 — 512) + W +hkﬁk br| (83 + 51(11—1—4))
n o by
+ ETS(Hﬂ +llf, Vi=1,...,(n+4),
§= Ck
n+4

onde l,l/l € R € constante de integracao tal que l;/3 =y, jad que (2.138) ¢ satisfeita. [

Com a finalidade de simplificar os calculos, vamos considerar a seguinte mudanca de
variaveis ‘
hi' N C;+3 ﬁi3 |
V2B V2

Uma vez que estamos trabalhando com soma de fung¢des de varidveis separadas, conforme no

Vi=1,...,n (2.140)

Vi =

Lema 27, realizar a mudanca (2.140) significa que estamos reparametrizando separadamente
cada linha de curvatura considerada no inicio do nosso estudo. Em um primeiro momento
essa modificacio pode parecer artificial. No entanto, completando quadrados na expressao

de Y3 dada em (2.114) essa mudanca aparece de maneira natural.

De acordo com a mudanca (2.140), as expressoes (2.114) e (2.137) de Y e n, respectiva-

mente, podem ser reescritas como seguc,
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Vb +V2vici P (B — BRbi) + (¢ )ﬁ (%— k)JFYk
3
+ [vi ( +Bk) +}ﬁ

+ Z {\/—chs+3 s+3ci+3ﬁk + S+3}5 (s+3)} +5[(n+4) vi=1,...,(n+4),

(511 - 512)

(8,3 +3, n+4)) (2.141)

=~
—

n' = Z{ bk+\/_vkbkck+3(ﬁkl—ﬁigbk)+(ci+3)2ﬁk3b (ﬁk d ﬁk>] <511—512>

b k+323\2
n [v,%bk— k(e B)

e (AR Ty (2.142)

+ Z {\/_kakcs+3 S+3 k+3[3kbk}51 s+3)} +‘Vl7 Vi=1,...,(n+4).
=1

©

Tendo obtido Y e 1, nosso objetivo agora € verificar que as relacdes da métrica g, nao
utilizadas até o momento, sdo satisfeitas. Com isso, vamos obter condi¢des necessdrias
sobre as constantes de integracdo que apareceram ao longo dos cédlculos. Observe que
ja fizemos uso de quase todas as relacdes de ortogonalidade da métrica g, falta usar que
Y,nec™3c Rg“ sdo tipo luz e (Y,n) = 0. A partir disso, podemos reescrever (2.141) e
(2.142), obtendo assim uma expressao final para Y e T[l, I=1,...,(n+4) nas duas préximas
proposicoes.

E o que vamos ver na proposicdo a seguir,

Proposicao 27. Sejam x: M" — R uma hipersuperficie L-isotropica com n curvaturas
principais distintas que ndo se anulam. Considere Y : M"" — 3 Rg+4 o0 vetor posi¢cdo
de Laguerre com a métrica de Laguerre g = (dY,dY) e : M" — C"3 C RZH a aplicagdo

normal de Laguerre. Suponha que M" é conexa e admite uma parametrizacdo por linhas de
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curvatura com respeito a métrica g. Entdo, as fungoes coordenadas de Y sdo dadas por,

y! = Z{ (5,1—5,2)}

Vb + V2P (B = Bibi) + (¢ )Bk(h_ k)+7k

no
+ [ZV/% (513+51(n+4))
k=1
+ ¥ {kack }6,s+3)+5,(n+4) Vi=1,...,(n+4), (2.143)

Demonstragcdo. Para comegar, usando (2.105), (2.107) e (Y,Y) = 0 temos,

n
—2 )2+ Y (@) - (14732 =0
s=1
n
Z (Y3 —2r’—1=0, (2.144)
onde agora Y € funcdo de (vi,va,...,v,).
Diferenciando (2.144) com relagdo a v;, i = 1,...,n, temos,
n
Y vyt -yl =0 (2.145)
s=1
Como, por (2.141),
YIS =v2et e v =2y, (2.146)
derivando novamente (2.145) com relacdo a v;, j #i=1,...,n obtemos,

n
y Y,SjHY,}?H —0

s=1

n
Y &SPt =0, Vi£j=1,...n (2.147)
=1

A condicdo obtida em (2.147) é um fato muito importante para nosso calculos. Reunindo

essa informacgdo e lembrando que Z s+3) =1, Vi=1,...,n, temos
s=1

n
Z RS =6y, Vij=1,...,n, (2.148)
s=1
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-+

ou seja, a matriz C,x, composta por todas as constantes cS 3¢ ortogonal, isto é, C admite

inversae C~' =T, onde

ct e b 3
DR 1
a o & ... cg+3
4 5 6 3
Coxn=| ¢35 3 § ... & : (2.149)
e 8 nt3

nxn
A partir de agora, sempre que mencionada a matriz C estaremos referindo a (2.149).

Agora, usando o fato que a matriz C € ortogonal, vamos obter mais condi¢des sobre as
constantes de integracdo presentes em (2.141). Substituindo as condic¢des (2.148) em (2.145)
temos,

n
Z Ys+3Yj+3 _ Y,z3 -0

s=1

n
Y V2c Py 2y, =0
s=1

i 20k Cs+3 s+3 \/_Cs+3 s+3 k+3ﬁ3_|_\/_cs+3 s+3 — 21, =0
k=1

n n
Z 2vi Ok — Z \/icl,i+3[3k3k5ik + Z \/_CS+3 s+3 2y, =0.
k=1 k=1

s,k=1

Dessa forma, obtemos

n
Z Cs+3 s+3 ;’+3Bi3a Vi= 17 eIl (2150)
k=1

S,

Reescrevendo essa dltima expressao matricialmente temos,

Cnxnanxl :Anxb (2-151)
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onde

D=
Y

k=1
i oc,f Cél‘ﬁf
SR3
k=1 e p;
U 6R3
Gt = | Y of ;A= B
k
k=1 :
3R3
C:ll—’_ ﬁn nx1
Z n+3
nx1
Como C € ortogonal, segue de (2.151)
CxnOpx1 = An><1
C;xlncnxnanxl = C;XlnAnxl
Ot = CorpAnx1 (2.152)
ou seja,
n n
Z (") = ¥ (Bietek*), Ws=1,...m. (2.153)

k=1

Observe que cada s indica uma linha da matriz dada pela equacao (2.152).

Passamos nesse momento a andlise da equacao (2.144), a fim de escrever as constantes
}/,3 em termo de ¢’s e [3,? De (2.141) e (2.153) temos,

ysH3 = Z\/_ 2vei . (2.154)
De (2.141),

(2.155)

Note que, usando (2.148) temos,

n

Z(Ys+3)2 _ z": [Z": \/ivkc”3 Z \/—v] s+3] -9 Z UATE j+3 s+3 _ 9 Z V7(2.156)

s=1 s=1 | k=1 5.k, j=1



100 Hipersuperficies L-isotrépicas em R""!

Entao, substituindo (2.154), (2.155) e (2.156) em (2.144) obtemos,

2Zn‘,v;%—22nl[v% ta B +3ﬁk> A
k=1 k=1

Entao,
n n [ (k+3B3 2 1
YR =Y [% —5 (2.157)
k=1 k=1
Portanto, usando (2.153) e (2.157) em (2.141) obtemos (2.143). ]

Na sequéncia, usando as relacdes de ortogonalidade da métrica g, vamos obter condi¢des
sobre as constantes de integracdo envolvidas nas funcdes coordenadas de 7.

Proposicao 28. Nas mesmas condigcoes da Proposicdo 27, as funcoes coordenadas de
necc RZM sdo dadas como segue,

(s (B - B;fbk))erl

VIO +V2vibick (B — Blbi) + : s€| (81— an)

+ i{wfbk [( B (M— k>+7k }(513+61<n+4))

n
+ Y Vbt B - B0 e sy, V=1, (4 4), 2159)
k,s=1

ondee=1,sel=1ee=-1,sel=2.

Demonstracdo. Primeiramente, lembrando que (n,P) = —1, onde P = (1, —1,0,6,0), 0¢c

R" segue que,

n'+n?=1. (2.159)
Dessa forma, usando (2.142) obtemos,
1 2 _
Vv +y =1 (2.160)
Note que em virtude da expressao (2.159) nio temos a propriedade que n2 =-7n I como

acontecia no caso do vetor posi¢cdo Y. Porém as duas primeiras fungdes coordenadas de n se

assemelham em grande parte.



2.3 Hipersuperficies L-isotropicas em R parametrizada por linhas de curvatura 101

Agora, vamos utilizar a condi¢do que (1, 1) = 0. Por (2.138) e (2.159) temos,

_(n1>2+(n Z s+3 n+4)2 -0
_(nl)Z i v+3
1-2n'+ Z(ns”)2 =0, (2.161)
s=1
onde n é funcdo de (vi,va,...,vy).

Diferenciando (2.161) com relagdo a v;, i = 1...,n obtemos,
Z n* 0P —ni =0, (2.162)

na qual, por (2.142), temos que,
N5 =V2bie 3, e, n) =20 +V2bic (B — BPbi). (2.163)

Substituindo (2.142) (para l = s+ 3) e (2.163) em (2.162), e usando (2.148), obtemos,

i {\/_b CSJF3
Z\/_b cs+3w3+22vkbkb 5,k—\f2 Sick 3 BRbyb; — 2vib7 — v 2bic i3 (B — Bb:) = 0.

l//s+3 + Z <\/_kakcs+3 S+3 k+3ﬁk )] } - 2wbl2 — \/Eb,'C§+3 (ﬁi] - ﬁl’Sbi) =0

Entdo, temos que a ultima igualdade se reduz a,
n
Z \/ib,-cfH Il[s—i-3 o \/Ebici'+3ﬁil —0
s=1

Logo, como b; # 0, Vi = 1,...,n obtemos a seguinte relacao,

n
Y Py =Pl vi=1,.. . (2.164)

s=1

Recorrendo novamente as matrizes, vamos reescrever essa dltima expressao matricial-

mente,
CoxnWnx1 = Dyx1, (2.165)
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onde

vt ciB{

v 3By

Wnx1 = 1/16 s Dpx1= Cgﬁ;
n+3 n+3n1
L4 nx1 Cn B” nxl1
Como C é ortogonal, segue de (2.165)
anl CnannX17
ou seja,
n
yi=y ( o+3 k+3ﬁk) Vs=1,...,n. (2.166)

k=1

Observe que cada s indica uma linha da matriz dada pela equacdo (2.166).

Considere (2.161). Usando (2.142), (2.148) e (2.166) obtemos,

2
Z [Z (\/_vkbkcHS s+3 k+3ﬁk ) g -

n
Z [2vkbk +

2V 20brck B (B — Bibr) ++2(ck13)? ﬁgbk<ﬁkbk ﬁk)] —2y'+1=0.
Logo,

2 Y venbibi S +2v2 Y, |vibick (Bl - Bibe)du +

k=1 tk=1

n

+ Y|P B - Bib) (B! — b5 | - 2[ W0k + 2V 2nibie (B~ Blbi) +

t k=1

+2(c} ) BPbx (M_ ,3)] —2y'+1=0,

18to €,

i [(ci+3)2(ﬁ — Biby) } i [ K 3)2B3p, (M_ k1>] oyl +1=0.

k=1 k=1
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Portanto obtemos,
1
—. 2.167
+5 ( )

i [ (2B

Usando (2.160), (2.166) e (2.167) em (2.142) podemos reescrever nl como segue,

n k+3
n' = 1; Vibt +V2wbrck 3 (B — Bib) + (e (B 5 —Beb )> 2 (311—512>
n 383 2
+ {W3+Z V%bk—bk( k2 ﬁk) ]}(5I3+51(n+4)> (2.168)
k=1

n

+ Z {\/Evkbk+ck+3(ﬁk B]?bk)}ci+361(s+3)a Vi = 177(n+4)7
k,s=1

ondee=1,sel=1ee=—1,sel=2.

Resta considerar a condi¢do (Y, n) = 0 para obter a expressdo de 1//3 . Usando as informa-
coes (2.105), (2.107), (2.138) e (2.159) temos,

n
s=1
que se reduz a
n
—Y'+ Y vEnpt i =o. (2.169)
s=1

De maneira essencialmente andloga aos célculos anteriores, substituindo (2.143) e (2.168)
em (2.169) e usando (2.148) obtemos,

Sé [i <\/_vkcs+3>] [Z <\/_VtCt+3bz+Cs+3 A3 (Bl B bt))

k=1 t=1
n [ 2 ﬁ3bk
— Z vkbk+\/_vkck+3(ﬁkl — Bibe) + (CIIEH) ﬁk3< k2 _ﬁkl) %
k=1 |
n B bk ck+3l’))3 2
-y v,%bk—(k#k) —y'=0.
k=1 |
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Portanto,

n
Z 2viviby gy + \/Evkci—i_S(ﬁt] - ﬁt3bt)3kt +
Ki=1

n

2
+ Y [(EF3) BEBY — 2vibe — V2wt (B - BEb) — % | —vP =0.
k=1

Logo, obtemos a seguinte relacao

« 2
V=Y [(C’ﬁ) BB — Yé] - (2.170)
k=1
Por fim, substituindo (2.170) em (2.168) obtemos a expressao (2.158). ]

No que segue, uma vez obtidos os vetores Y, € ]RZM, podemos apresentar uma expres-
sdo explicita para x e seu normal unitdrio &. Note que isso é equivalente a obter, a menos de
transformacio de Laguerre, as hipersuperficies L-isotrépicas em R""! parametrizadas por
linhas de curvatura. Mais precisamente o seguinte resultado,

Teorema 28. Sejam x: M" — R uma hipersuperficie com n curvaturas principais distintas
que ndo se anulam, Y : M" — C"3 ¢ Rg“ o vetor posi¢do de Laguerre com a métrica
de Laguerre g = (dY,dY) e A os autovalores do tensor L. Suponha que M" é conexa e
admite uma parametrizagdo por linhas de curvatura com respeito a métrica g. Se x é uma
hipersuperficie L-isotropica, entdo A = 0 e x é hipersuperficie L— isoparamétrica. Além
disso, a menos de transformacdo de Laguerre, esta hipersuperficie é equivalente a descrita
em (2.49).

Demonstracdo. Pelo Lema 25 temos A = 0 e x e hipersuperficie L— isoparamétrica. Resta
verificar que x é Laguerre equivalente a hipersuperficie descrita em (2.49). Com esse objetivo,

vamos determinar explicitamente x.

Por defini¢do Y = p(x-&,—x- &, &, 1), por outro lado, segue de (2.143) que,

1 n
p:Y"+4:§+Zv£. (2.171)
k=1
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Yq+2
Observe que £9=——, g=1,...,(n+1), onde £ sdo as coordenadas do campo normal

unitdrio & € R"*!. Entdo, de (2.143) obtemos que,

e
gq—p{[k;k !

Note que, usando (2.171) podemos reescrever a expressao (2.172) da seguinte maneira,

1+ ), \/Evk‘fiﬁ%(m)}, g=1,...,(n+1). (2.172)
k,s=1

—1 1| &
54:% q1+5{ Y \/Evkc;“éq(sﬂ)} g=1,...,(n+1). (2.173)

k,s=1

Agora, sabemos que segundo a defini¢do (2.8),

1 2 1—|x|?
n:<—+2|x| +rx‘§,—2|| —rx-&,x+r§,r>.

Comparando a defini¢do com o 1 determinado em (2.158) vemos que,

n 3
= E i e (B

}. (2.174)

Além disso, obtemos que as fungdes coordenadas da imersdo x € R"! sdo dadas como
segue,
=T =gl g=1,...,(n+1), (2.175)

+ ) {\/Evkbﬁci“(ﬁkl—ﬁ,fbk)}ci“aq(m), Vg=1,...,(n+1). (2.176)
k,s=1

onde, por (2.158),

q+2:n 2, k+323%_1 1
n Y vk — | () B D Be | +%

k=1

Por (2.174), podemos reescrever a expressao (2.176) como sendo,

N2 =rép+ Y {\fzvkbk+c’,§+3(ﬁ,§—ﬁ,?bk)}c;+36q(s+l), Vg=1,...,(n+1). 2.177)
k,s=1
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Entdo, segue de (2.173), (2.175) (2.177) que

n
x? = réy + Z {\/EvkkaFCl/zH(ﬁkl —ﬁlgbk)}ci+35q(s+1) +
k,s=1

r(p—1 r
_ (Pp )6q1_5{ y \/Evkci+36q(s+l)}'

Logo, as funcdes coordenadas da imersao x sao dada por,

xq:,g g+ ) {\/iw@k_;i))+ci+3(ﬁkl—Bngk)}ciﬂ‘gq(m% g=1....,(n+1).
kys=1

(2.178)

Por fim, considere a seguinte mudanca de coordenadas

U
k — b_k )

— 1
onde by = e
k

Fazendo essa mudanga na expressao de p dada em (2.171) obtemos,

p= %{H f(v—kb_wz}-

k=1

Agora, fazendo essa mesma mudanga na expressdo de r dada em (2.174) obtemos,

n 7:2b, 3
r:];l{ S [(c’,g+3)2[3,§ (%—Bﬁ) + 1 }

{1+ f(ﬁb_kﬁ}, (2.179)

k=1

n =27
r= Z{V"zb"}+¢, (2.180)

Portanto, as expressoes finais para p e r sdo dadas por,

| =

p:
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:_22{[ (fbkk /3,3) + } (2.181)

Com essa nova mudanga, segue de (2.172) e (2.178) que a imersdo x e seu normal & sdo

onde

dados por,
rbk ﬁ?’
= ql"‘ Z { (1_?>+ k+3<ﬁk b:i>}c2+36q(s+l)7 q:l,...,(n+l),
k,s=1
(2.182)
e
n n -
Y kbi)? =18+ Y, Vb P81y pr g =1,...,(n+1). (2.183)
k=1 k,s=1
Portanto,

Yr_ bt + ¢

n n .
=10, —4, —n+3 T o, _b ’“ = n+3
n 3
4 k+3 1__k 3k+3 Bk
+ (0,1;1 Ck (ﬁk b—k> ; (ﬁk bt ))

(2.184)
onde ¢ € dada por (2.181).
Além disso, o campo normal unitdrio é dado por &
1 n
g = — kak — 1 2 kakck, .. 2 vkbkc”+3 .
14 Yoy (Vibi)? ; k;l kzl
(2.185)
Observe que as constantes de integracao ﬁkl , [3,3 e ’}/,1, para todo k = 1,...,n podem ser

escolhidas de forma arbitraria. A indica¢io mais importe é sobre as constantes ¢’s que devem
ser escolhidas de modo que a matriz C dada em (2.149) seja ortogonal. Essa escolha esta
essencialmente dizendo quem sdo os vetores tangentes de Y, conforme (2.146). Uma vez
obtido Y € possivel determinar 1), € por sua vez x € . Dessa forma, ao escolher constantes,
estamos obtendo hipersuperficies que sdo Laguerre equivalentes. Portanto, a familia de
hipersuperficies obtidas em (2.184) é Laguerre equivalente a (2.49). ]
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No que segue, para exemplicar, vamos descrever a escolha de constantes que reduz a
hipersuperficies (2.184) a (2.49).

Exemplo 29. Considere primeiramente a matriz C como sendo a matriz identidade,

4 5 6 n+3

c; ¢ ... ¢ 1 0 0 . 0
S & ..o 010..0
Con=| & & & ... &7 = |loo1 ..0 (2.186)
4 5 6 3
e oc, ¢y ... e 000 ..1/

Com essa escolha, a imersao x obtida em (2.184) se reduz a,
i b+ ¢

X = O?Waﬁ;'“?ﬁ - _ _17WE7V_2b_2;7v_nb_n
( > L4 Y1 (Vebe)? ( )

+<o7<;311_§:13>,(21 /;2> (Bn ﬁj)) (2.187)

1 1 — — — —
— ] (Z(ka)z_ Lzml,zmz,...,zmn). (2.188)

onde ¢ = —22 { [ﬁk (fgk BIJ) +

O campo normal unitério é dado por

Note que, basta escolher as constantes ¢’s para obter o mesmo normal dado em (2.50).

Agora, considerando

em (2.187) temos,

X = <07W7V_27"',V_n> -

Y bt + ¢
1+ Y7 (Vebe)?

n 3)2
onde ¢ = Z { (ﬁi) — 2}/,{1 } Fazendo ¢ = 0 obtemos (2.49).
k=1 k

Observacao 30. Em [7] Corro, A.V.; Ferreira, W.; Tenenblat, K obtiveram a hipersuperficie

descrita em (2.189) como exemplo de uma familia de hipersuperficies de Dupin. Em um
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primeiro momento, a hipersuperficie (2.189) pode parecer uma generalizagdo de (2.49), onde
as duas se diferem pela escolha de ¢. Porém, com os nossos cdlculos vimos que escolher a
constante ¢ € nada mais que escolher o vetor posicao Y, o que nos da equivaléncia no sentido
de Laguerre. Dessa forma, do ponto de vista da geometria de Laguerre (2.189) e (2.49) sdo

equivalentes.

Observacao 31. Observe que ao longo desse trabalho obtivemos resultados a respeito das
hipersuperficies L-isotropicas em R""! com A = 0. Para trabalhos futuros gostariamos
de conhecer melhor o mundo das L-isotrépicas quando A > 0. O principal objetivo seria
classificar de maneira explicita quem sdo essas hipersuperficies, a menos de transformacgao
de Laguerre.






Apéndice A

No que segue, considerando um tensor simétrico arbitrario T, definido em uma variedade
Riemanniana (M",g), vamos apresentar a identidade generalizada de Cartan provada por Li,
H.Z em [10]. As informag¢des apresentadas s@o utilizadas na segunda sec@o do Capitulo 2.

Seja T = Z T;j; ® @; um tensor simétrico definido em uma variedade Riemanniana M".
ij

A derivada covariante primeira e segunda desse tensor sdo dada por, respectivamente,

Y Tjron = dTij+ Y Tijop+ Y Ty, (A.1)
k k

k
Y T =dTu+ Y T+ ) T+ Y Tij o (A.2)
I ] I I
Considerando a derivada exterior da primeira expressao de (A.1) temos,

ZTij,kzwl N @y = ZTz_lei+ZTilej (A.3)
il / ]

Assim, obtemos a seguinte identidade,
Tijgom — Tijmk = Z 17 jRiigm + Z TiRy jkm (A4)
l l

onde Ry, sdo as componentes do tensor curvatura de M" com respeito a métrica g.

Definicao 17. Dizemos que um tensor simétrico T = ZTi 0; Q@ @j, isto &, T;; = Tj; € um
ij
tensor de Codazzi, se
Tijx = Tik,j- (A.5)
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Definicao 18. Seja T = Z T;j@; ® @; um tensor de Codazzi em uma variedade Riemanniana
ij

(M",g). Dizemos que T € um tensor isoparamétrico se seus autovalores sao todos constantes

com multiplicidades constantes.

Em [10] Li, H.Z provou a identidade descrita a seguir,

Teorema 32. Considere T = Z T;jw; ® @; um tensor isoparamétrico em M". Seja T;; = 1;6;;,
ij
onde t; sdo os autovalores constantes de T entdo segue a seguinte identidade para todo

i=1,...,n,

Rijij

R _ o, (A6)
el (= 47)

onde R;ji; é a curvatura seccional em M" e [i] = {l | t; =1;}.
Demonstragdo. SejaT = Z T;j®; ® w; um tensor isoparamétrico em M". Na vizinhanga de

ij
p € M, escolha um referencial ortonormal {ey,...,e,} com base dual {wy,...,®,} tal que

onde, pela hipétese, #; sdo constantes.
Primeiro vamos considerar o caso em que n = 2. Seja t] # f, 0os autovalores constantes do
tensor T. Considerando em (A.1) i =1, j = 2 e usando (A.7) temos,

Y Tiopox =dTin+ Y Tioon + ) T

3 3 3

Ti2,101 +Ti2200 = (t1 —12) W12. (A.8)
Por outro lado, escolhendo em (A.1) i = j = 1 e usando (A.7) temos,

Y T e =dTiy + Y Ty o + Y Tix

k k k

Ty 0 +Ti o =0,

entao
T2 =0. (A.9)

Analogamente, escolhendo i = j =2 em (A.1) obtemos,

Ty = 0. (A.10)
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Como T é um tensor de Codazzi,
Tip=Tog, Tni=11,1="T2,.
Logo, segue por (A.8) - (A.10) que
(t1 — )12 =0.

Uma vez que ] # t; temos que @1 = 0. Portanto, a identidade (A.6) € satisfeita.

Agora, considere o caso n > 3. Dessa forma temos pelo menos trés autovalores #; distintos e
ndo nulos, onde [i] = {I | t; = #;} € um conjunto de indices que representa a multiplicidade
de cada ¢;.

Por (A.1) e (A.7) temos,

Y Tjxon =dTij+Y T+ Y Tijoxi
X % k

Y Tk =) 16y + Y 1k By
% % %

Y Tijaon = (i —1;) . (A.11)
k
Entio,
v lijk -
0 =)y (A.12)
k l J

O objetivo € calcular, por meio da derivada covariante de segunda ordem Tj; j; — Tjj i, 1 7 J.
Vamos determinar Tj; j; € os cédlculos para Tj; ;; seguem analogos. Pela expressdo da derivada

covariante segunda do tensor T dada em (A.2) temos,
ZTij,klwl =dT;ji+ Zle,kwli + ZTil,kwlj + ZTij,la)lk-
1 l l l
Trocando j por i e k por j temos,

Y Tijoy=dTyij+ ) Tijoi+Y Ty joi+ Y T (A.13)
1 ] ] ]
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Usando (A.5) e (A.11) em (A.13) temos,

ZTu,z(Dl dﬂl}+znljwll+zzljwll+Zﬂllwlj
ZTii,jlwl = ZTli,jwli +2Til,jwli

] ] ]

ZTii,jlwl = 22 T joy

] ]

Y Tijor=2 Y Ty (A.14)
l 1¢[i],[J]

Note que a condi¢@o no somatdrio é devido ao fato de que por (A.11), T;; ; = 0 quando [ € [f]
oul € [j].
Usando (A.12) em (A.14) temos,

ZTH aor=2Y Ty o (A.15)
1¢[i), 1]
il, 1;;
Lo =2F ¥ 1, L T (A16)

Por fim aplicando E; em ambos os lados da expressao anterior e usando (A.5) obtemos,

ZTu,Jl(’)l = Z Z (ll] ltll;wk(Ej)

Ty i
Tijj=2 ), ( 17]). : (A.17)

Analogamente obtemos,

Tii)?
Tjji=2 Y, T )_ . (A.18)
it (1)
Subtraindo (A.17) de (A.18) e usando (A.5) segue que,
1171 (Tji)*
Tii,jj jjll_2 Z -2 Z
i ) gl ()
1 1
Tll - i — =2 i —
v l¢[2[ i [(” —h) _tf)]
_ o (T j)*(ti —1))
Tii,jj — Tjjii = zlg%}[j} m (A.19)
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Por outro lado, segue de (A.4) a seguinte identidade,
Tijkm — Tijmk = Z;, T;iRyjkm + Z;, TR jkm-
Trocando o indice k por i € m por j temos,
Tijij — Tijji = Zl‘,ﬂijiijJrzl‘,EzRuip (A.20)
Segue entdo (A.7) que,
Lijij— Tij ji = 21: TijRyiij + zl: TR jij
Tijii—Tijji= zl:tlalleiij + zl‘,tiailleij
Tijij— Tijji = (ti —tj)Rijij- (A.21)
Agora, pelo fato de T ser simétrico e satisfazer (A.5) temos,
Tijij — Tijji = Tii,jj — Tji.ji = Tii,jj — Tjjii- (A.22)
Entdo, segue de (A.19), (A.21) e (A.22) que,

(Ti,1)* (6 1)

2
iy (1)t =)

= (Z‘,‘ — tj)Rijij. (A.23)

Observe que i # j = 1,...,n estdo fixos. Deixando somente i = 1,...,n fixo e somando

J ¢ [i] em (A.23) obtemos a seguinte igualdade,

(Ti,j)?
2 ’ = . (A.24)
;m z%;m (0 =1)(t = 1))t = 1)) 1%1 (ti—1)

Por fim, vamos compreender melhor o somatério do lado esquerdo da igualdade anterior.

Z Z (Til,j)2 :Z Z (Til7j)2
sy (=) =1) - m iy, (=)@ =) =)
J

d
I<j

(Ti;)?
+Y , |
e, =) =) (6 = 1)
i

>J
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Trocando / por j no ultimo somatério e usando (A.5) temos,

(Ti,)* Y (Tij0)*
ftgdio, =) =1) g by, (=8 —0)(—n)
I<j j>l
(T3j.) B (T3j.0)? _
segiog, @D =) =) G ety G =) —n)
I<j >l
isto €, )
Tl..
Y X i) =0. (A.25)

jamigimy =)= 1)
Portanto, paratodoi = 1,...,n segue de (A.24) e (A.25) que,

)}

e =)

Rijij



Apéndice B

Neste Apéndice vamos apresentar as demonstracdes dos Teoremas 21 e 22 apresentados
Capitulo 2 secdo 2.2.

Teorema 33. (Shu,S. [29]) Seja x: M — R’ uma hipersuperficie L-isoparamétrica em R.

Entdo x é Laguerre equivalente a uma parte aberta das seguintes hipersuperficies:

i) a hipersuperficie orientada x : S x H* % — R dada no Exemplo 17; ou

ii) a imagem pela imersdo T de uma hipersuperficie orientada x : R* — Rg dada no

Exemplo 16, ou
iii) A imagem pela ¢ de uma hipersuperficie X em R? comr =0 e p = constante, ou

iv) A imagem pela T de uma hipersuperficie x em Rg comr =0 e p = constante.

Demonstragdo. Primeiramente, temos que o nimeros Y de curvaturas principais de Laguerre
distintas pode assumir os valores ¥ = 2,3,4. Como x € uma hipersuperficie L-isoparamétrica,
C; =0, Vi. Entao, pelas relacdes (1.115), obtidas na Proposi¢c@o 16 temos

ZBikij = ZBkiji-
% %

Logo, podemos escolher uma base ortonormal {E},---,E4} que diagonaliza as matrizes
B= (B,'j) el = (Lij), isto €,

B,-j:b,-éij eLij:LiSij. (B.l)

Sejam by,b,, b3, by curvaturas principais de Laguerre de x. Como x € L-isoparamétrica temos,

bi, Vi =1,...,4 sao constantes. Assim, utilizando a expressdo da derivada covariante do
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tensor B dada por

dBjj+Y B+ Y B = Y Bij it (B.2)
k 3 3

obtemos,

ZBij,kwk = (bi—bj)co,-j. (B.3)
k

Vamos analisar os casos:

1)

2)

=2
Neste caso, x possui duas curvaturas principais de Laguerre constantes e distintas b e
b, com multiplicidades m e m,, respectivamente. Por (B.3) temos,

Biji = (bi—b;)T}, (B.4)

onde
wj =Y Tha, T =—-T. (B.5)
k

Logo,
Bijx=0, 1<i,j<myoum+1<i,j<m+m=4

Pela simetria de B;jx, seque que B;;; = 0, V1 <1, j,k <4, isto €, x tem segunda
forma fundamental de Laguerre paralela. Portanto, pelo teorema apresentado em [12]
de classificacdo das hipersuperficies com segunda forma fundamental de Laguerre
paralela temos que x é Laguerre equivalente a uma parte aberta da hipersuperficie
orientavel x : K1 x H* % — RS, dada no Exemplo 17.

=3

Quando a segunda forma fundamental € paralela, pelo teorema apresentado em [12],
x é Laguerre equivalente a uma parte aberta da imagem de 7 de uma hipersuperficie
orientada x : R* — Rg dada no Exemplo 16.

Quando a segunda forma fundamental de Laguerre ndo € paralela, vamos provar que
esse caso nao acontece. Considere, sem perda de generalidade, as curvaturas principais
de Laguerre, by # by # b3 = by. Por (B.3) temos,

Bii,k = 07 B34,k = 07 Vi7k7 (B6)
© B
ij.k
Wi = o, bi £ b;. (B.7)
1] ;Bz _Bj l J
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Lembre-se que a expressdo da derivada covariante de segunda ordem do tensor B é
dada por

Y Bijuey =dBiji+Y Bijxwi+ Y Bixo;+ Y BijxOi- (B.8)
] ] 7 ]

Usando (B.6), (B.7) e (B.8) temos,

2B123B124
2313741601 = B2 43 + B2 3004 = —————0y, (B.9)
1 (by—b3)
2B123 2B123B124
Bi1310, =2B12 3001 = — (3 ——— (. (B.10)
21: 11,31 (b —b1) (br —by)
Comparando os dois lados das expressoes (B.9) e (B.10) obtemos,
2B123B124
Bizag = —F—"—F, (B.11)
(b —b3)
2B123
Bijyp=-—"""-—, (B.12)
(by —by)
2B123B124
Bi134 = ————, (B.13)
(by —b3)
Bi34 = B1343 = B1344 = B1132 = 0. (B.14)
Agora, pela identidade de Ricci dada por
Bijk—Bijix= ZijRmikl + ZBimijkh (B.15)
m m
temos,
Bijx — Bijik = (bi —bj)Riju. (B.16)

Lembrando que a expressdao das componentes do tensor de curvatura na métrica g é
dada por
Rijxi = Ljx0iy + Ly 6jx — Lixdj; — L j; Oy, (B.17)

temos que para trés indices {i, j, k,/} iguais ou distintos R;;i; = 0. Entdo, para esses
trés indices {i, j,k,l} iguais ou distintos segue de (B.16) que,

Bjjx1 = Bij k- (B.18)

Sabendo que B;;r = By ;j segue de (B.11), (B.13) e (B.18) obtemos, By33B124 = 0.

Como a segunda forma fundamental nédo € paralela podemos assumir, sem perda de
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generalidade, que By 3 # 0 e By 4 = 0. Vamos verificar que B1; 3 é constante. Usando

(B.6), (B.7) e (B.8) temos,

Y Bi23kw = dBia 3,
x

Bi; jBiik
Y Bipon =2 ¥ Bujon=2L ¥ G
k I#i,j T iz (b= bi)
Logo,
By; iBii k
Bji i =2—2—>—, b; #b;.
ii, jk (bl_bi)’ l% i

Por (B.6) e (B.21) sabemos que
Bii ji=Biiji, Yi# j#L

Entao, segue de (B.18) e (B.22) que

Wy, bl % b;.

B1231 =B1123 =0, B1232 =B2.13 =0, Bi233 = B33,12 =0.

Por outro lado, por (B.6), (B.7) e Bi2 4 = 0 obtemos,

B123Bo4 i
B3s 110 = B304 = ) ——
zl" ’ ; (by —by)

Logo, B34,12 = 0 e usando (B.18) temos,

B34.12 = B1234 = 0.

1-

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

Portanto, segue de (B.19), (B.23) e (B.25) que dB1> 3 = 0, isto €, By» 3 € constante.

Agora, por (B.6) e (B.7) temos,

o, = 21239 o Brse o Biso
(b1 —by)’ (b1 —b3)’ (by — b3)

, 04 = g =0.

(B.26)
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Usando (B.26) na expressdo d @;; = Z Wi, \ @ j — Z R; ji1 @y N @) seguem os célculos,
k

k<l
Y Riok 0 A oy = 1IN 1 SR
1 = TN » (B.
= (b1 —b3) (b2 — b3) (b1 —by)
B B 23%2,3
Y Rizu Ay = o Az —dans = b b (b L 3 (B.28)
k<l (b1 —b2) (b3 — b2)

B3
ZR14klwk/\wl:wl3/\w34:ﬁwz/\wﬂa (B.29)
k<l ( 1= 3)

Y Rosuo A @ = o1 A @13 —dans = 2B @ A a3, (B.30)
i<t (by —b1)(b3 — by)

Biy3
ZR24k10)k/\wz=w23/\(034—dwz4=ﬁahAw% (B.31)
k<l (b2 —b3)

Comparando os dois lados das expressoes (B.27) - (B.31) obtemos,
2B1) 5 2B} 5
R = : , Riziz= : ; (B.32)
27 (b1 —b3)(by— b3) (b1 —b2)(b3 — b2)
2B?
123 ,» Ris14 = Ro424 = 0. (B.33)

Roarn —
2323 (br— D) (bs— b))

Por (B.27), (B.29) e (B.31) temos,

Bz 3 Bixz 3 B2z 3

R =—>TI%,, R =—> T, R =——TI7,. B.34

12k4 CERS 142k (br— b)) K 24k1 (bs—by) ¥ ( )
Usando a identidade de Bianchi Rijkl +Riklj +Rl‘ljk =0e Rijkl = Rklija Rijkl = Rjilk
temos Ri4pi + Rioxa + Roar1 = 0. Entdo, por (B.34) obtemos F,§4 = 0, para todo k.
Como ws4 = ZF,%4a)k temos que @34 = 0. Dessa forma, usando novamente d@;; =

k
Z Wi N\ O j — Z R;ji o N\ @y € (B.26) concluimos que
k k<l

R3434 =0. (B.35)
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Por fim, segue de (B.17), (B.32), (B.33) e (B.35) obtemos,

Li—L 28123 (B.36)
LT (b = b3)(by — b)) '
2B, 5
L L= ’ : B.37
2T (ba—bi)(bs—b1) (B3
2B, 5
—L—13= i , (B.38)
1 (b1 —b) (b3 — b2)
Li+Ls=Lr+Lys=1L3+Ls=0. (B.39)

Fazendo operacdes nas expressoes (B.36) - (B.39) obtemos b; = b, = b3, 0 que € uma
contradicdo. Portanto, o caso da segunda forma fundamental ndo ser paralela nao

acontece, ou seja, a segunda forma fundamental € paralela.

2) y=3

Quando a segunda forma fundamental € paralela, pelo teorema apresentado em [12],
x é Laguerre equivalente a uma parte aberta da imagem de 7 de uma hipersuperficie
orientada x : R* — R3 dada no Exemplo 16.

Quando a segunda forma fundamental ndo € paralela, como by # by # b3 # bs, por
(B.3) temos que B;; x = 0, para todo i, k. Considere i, j, k, [ quatro indices distintos de
{1,2,3,4}. Entdo, segue por (B.3) que

Bij i@+ Bjj 0

W = (b)) i (B.40)

Por célculos similares ao que ja foi feito, usando — Z Rijriop N oy = day;j — Z Wi N\
k<l k
Wy j, dw; = Z ;j A\ @; e (B.40) obtemos a seguinte expressao,
J

2B2. 2B2.
ik + il . (B.41)
(bi —bi)(bj—by)  (bi—by)(bj—by)

Rijij =

Como a segunda forma fundamental ndo € paralela, pela simetria dos indices B;j x,

vamos considerar dois casos

Caso i) Se pelo menos dois elementos de {Bj2 3,B124,B134,B23 4} sdo ndo nulos, sem
perda de generalidade, assuma que Biy3 # 0 € By 4 # 0. Pela expressio da

derivada covariante dos tensores IL. e B, dadas em (1.112) temos,
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Lij i = Ex(L;)&;; +F{}<(Li —Lj), (B.42)
Bijx =T (bi—b)). (B.43)

Entdo, pela simetria dos indices B;j x € L;; x temos,

Lip3 =T3(Ly — L) =Ths(Ly — L3) =Ti5(Ly — L3), (B.44)
Biosz =Tl (b1 — ba) =Th(by —b3) =T35(by—b3) #0, (B.45)
Ligg=Ty(Li —Ly) = Thy(L1 — La) =TT, (La — L), (B.46)
Biog =Tl (by —by) =T, (by —by) =T4(by —by) 0.  (B.47)

logo,

Loz Li—Ly Li—Ly Ly—Lj3
Biaz bi—by bi—b3y  by—b3’
Lipa Li—Ly Li—Ls Lr—1Ly
Biaa bi—by bi—bsy by—bs

Portanto, existe funcao ¢ tal que

Li—Ly Li—Ly Ly—Ly Li—Li Ly —Li

= = = = =— B.48
by—by by—by by—by by—by by—by ¢, ( )
e existe outra funcdo u tal que
Li+¢by =Ly + @by = L3+ @bz = Ly + ¢by = U, (B.49)
isto é,
Lij+¢Bij:“8ij; Vi,j=1,....4. (B.50)

Vamos agora verificar que ¢ e y sdo constantes. Segue pela primeira e dltima
expressoes de (1.111) e (B.50) que

dN = udY — ¢dP. (B.51)
Considerando a derivada exterior de (B.51),

diAdY —do AdP = 0. (B.52)
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Caso ii)

Escrevendo d¢ = Z 0;0;, dp = Z Uu;@;, onde ¢; e U; sdo as derivadas das funcdes

1 1
¢ e U na direcdo do campo E;. Novamente usando as equacdes de estrutura
(1.111) em (B.52) temos,

Y (18 — 9iBij) 0 A Y; = 0. (B.53)
ik
Entao,
WS — QiBij = Wi bij — 9By, i, j,k=1...,4. (B.54)

Se ¢ ndo for constante em M, entdo existe uma vizinhanca de p € M tal que

V¢ # 0. Dessa forma, escolha um referencial ortonormal local £y, E3, E3, E4 para

(M. g) tal que Ey = —
) tal que Ey = ———.
Vo

Considere os indices i, j,k=1,...,4e p,g=12...,4, entdo,

¢P :EP(¢) :g(v¢vEp> = Oa ¢1 = |V¢| % 0.

Fazendoi=p, j =qge k=1 em (B.54) temos

¢1qu :ulépqa p7q:2"'747

o que implica que B, = B3z = B4, 0 que € uma contradicido. Logo, ¢ é constante e
consequentemente U também sdo. Logo, segue de (B.49) que L1,L;,L3,L4 sdo
constantes. Se L} = Ly = L3 = L4, entdo x é L-isotrdpica e o teorema segue pelo
resultado presente em [13].

Se tem pelo menos dois Ly, L, L3, L4 nd0 sdo iguais, segue por um resultado
presente em [13] que o tensor L. € paralelo. Portanto, obtemos de (B.44) - (B.47)
que Ly = Ly = L3 = L4, 0 que é uma contradi¢do.

Se exatamente um elemento de {B123,B124,B134,B23 4} ¢ ndo nulo, sem perda
de generalidade, assuma que By, 3 # 0. Usando (B.17) e (B.41) temos,

Li—L 2Bias B.55
2B} 5

—Ir—15= ’ B.56
2B?

L —L3= 12,3 (B.57)

(b1 —b2)(b3 —b2)’
Li+Lis=Lr+Lys=L3+Ls =0, (B.58)
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o que implica L, = L3 = L4. Fazendo célculos essencialmente andlogos ao que
j4 foi feito nas expressoes (B.55) - (B.58) segue que by = b3 = by, 0 que € uma
contradi¢cdo. Portanto o caso ii) ndo acontece.

]

A proposicdo a seguir serd usada como ferramenta para a prova do Teorema 22. A

demonstracdo desse proposicdo encontra-se em [17].

Proposiciao 29. (Li, Y. Shu,S. [17]) Sejax : M — R", n > 4, uma hipersuperficie L-isoparamétrica
com trés curvaturas principais distintas sendo uma simples. Entdo x é Laguerre equivalente
a uma parte da imagem pela imersdo T de uma hipersuperficie orientada x : R* — ]R(S) dada

no Exemplo 16.

No que segue, vamos apresentar alguns lemas técnicos necessarios para a prova do
Teorema 22.

Lema 34. Sejamx: M — RS hipersuperficie L-isoparamétrica e by, by, b3, by, b5 curvaturas
principais de Laguerre constantes de x com by # by # b3 # by = bs. Entdo temos,

Bi24B125 B13.4B13 5
(b1 —b2)(ba—b2) = (b1 —b3)(ba —b3)

:0,

(B.59)
B124B125 n B3 4B>3 5
(b2 —b1)(ba—b1) (b2 —b3)(ba—b3)

=0,

Lema 35. Nas mesmas condi¢des do Lema 34, considere i, j, k trés elementos distintos de

{1,2,3} com ordem arbitrédria dada. Entdo,

Rovi— 2B, 5 2B} 4+ B 5)
ijij (bk_bi)<bk_bj) (b4_bi)(b4—bj)7
Risis = 2B"2j 4 n 2Bi2k,4
idi (bj—bi)(bj—b4) <bk_bi)(bk—b4)’
(B.60)
2B}, 282
Risis = i3 + ik,5

(bj—bi)(bj—bs) = (bx—b;) (b —bs)

A prova dos Lemas 34 e 35 pode ser vista em [28].
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Lema 36. Sejam x: M — R hipersuperficie L-isoparamétrica e by, by, b3, b4, b5 curvaturas
principais de Laguerre constantes de x com by # by # b3 # b4 = bs. Se x ndo é hipersuperficie

L-isotrépica, entdo

i) Paraqualquer i, j € {1,2,3} distintos e qualquer o, B € {4,5} distintos, se B123B;j o 7
0 temos, BlZ,ﬁ = B]3713 = 323’13 = O;

i) Bip4Bi125 = B134B135 = B23 4B235 =0.

A prova do Lema 36 utiliza essencialmente, a menos de algumas adaptag¢des, do mesmo
argumento apresentado no Y = 3 Caso 1) do Teorema 21. Detalhes podem ser encontrados
em [28].

Por um método semelhante ao da prova do Lema 35, temos o seguinte:

Lema 37. Sejamx: M — RS hipersuperficie L-isoparamétrica e by, by, b3, by, b5 curvaturas
principais de Laguerre constantes tais que by # by # b3 # by # bs. Considere i, j, k,[,s cinco
elementos distintos de {1,2,3,4,5} com ordem arbitrdria dada. Entéo,

2B}, . 2B}, N 2B B61)
(b —bi) (b —bj) (b1 —bi)(by—bj) ~ (bs—bi)(bs—bj) '

Rijij =

Passamos agora para a prova do teorema a seguir.

Teorema 38. (Shu,S. [28]) Seja x : M — R® uma hipersuperficie L-isoparamétrica em R.

Entdo x é Laguerre equivalente a uma parte aberta das seguintes hipersuperficies:

i) a hipersuperficie orientada x : S* x H 7% — RS dada no Exemplo 17; ou

ii) a imagem pela imersdo T de uma hipersuperficie orientada x : R’ — ]RS dada no

Exemplo 16, ou
iii) A imagem pela ¢ de uma hipersuperficie X em ]R? comr =0 e p = constante, ou

iv) A imagem pela T de uma hipersuperficie x em Rg comr =0 e p = constante.

Demonstragcdo. Primeiramente, temos que o nimero Y de curvaturas principais de La-
guerre distintas pode assumir os valores ¥ = 2,3,4,5. Como x € uma hipersuperficie L-

isoparamétrica, C; = 0, Vi. Entdo, pelas relacdes (1.115), obtidas na Proposi¢ao 16 temos

ZBikij = ZBkiji-
% 3
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Logo, podemos escolher uma base ortonormal {E},---,Es} que diagonaliza as matrizes
B= (B,'j) el = (Lij), isto €,

Bl-j:b,-&j eLij:LiSij. (B62)

Sejam by, b;,b3, b4, bs curvaturas principais de Laguerre de x. Como x é L-isoparamétrica
temos, b;, Vi =1,...,5 sdo constantes. Assim, utilizando a expressdo da derivada covariante

do tensor B dada por
dBij+ Y B+ Y Bijow = Y Bijitx
k k k

obtemos,
Y Bijxox = (bi—bj)ay;. (B.63)
k

Vamos analisar os casos:

) y=2
Neste caso, x possui duas curvaturas principais de Laguerre constantes e distintas By e

B> com multiplicidades m; e mj, respectivamente. Por (B.63) temos,
Bjj = (bi—bj)T}, (B.64)

onde
w;j =Y Tjop, Th=-T} (B.63)
%

Logo,
Bijx =0, 1<i,j<mjoum+1<ij<m+m=35.

Pela simetria de B;;x, seque que B;;; = 0, V1 <1, j,k <5, isto €, x tem segunda
forma fundamental de Laguerre paralela. Portanto, pelo teorema apresentado em [12]
de classificacdo das hipersuperficies com segunda forma fundamental de Laguerre
paralela temos que x é Laguerre equivalente a uma parte aberta da hipersuperficie
orientdvel x : ¥~ 1 x HOF R6, dada no Exemplo 17.

2) y=3

Como temos 3 curvaturas principais de Laguerre distintas, entdo temos que pelo menos

uma dessas curvaturas principais de Laguerre € simples. Logo, pela Proposi¢ao 29,
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x é Laguerre equivalente a uma parte aberta da imagem de 7 de uma hipersuperficie
orientada x : R> — Rg dada no Exemplo 16.

3) y=4

Quando a segunda forma fundamental € paralela, pelo teorema apresentado em [12],
x é Laguerre equivalente a uma parte aberta da imagem de 7 de uma hipersuperficie
orientada x : R — RS dada no Exemplo 16.

Quando a segunda forma fundamental de Laguerre ndo é paralela, considere, sem
perda de generalidade, as curvaturas principais de Laguerre, by # by # b3 # by = bs.
Por (B.63) temos,

Biix =0, Bysy =0, Vik, (B.66)
© B
ik
;j :Zb‘ me"’ bi#b;. (B.67)
kY

Como, neste caso, a segunda forma fundamental de Laguerre ndo paralela, temos
Bjjx # 0, paraalgum 1 <i,j,k<5.

Por (B.66), os possiveis elementos de B;;x, 1 <1, j,k < 5 ndo nulos sdo

{B123,B12,4,B12,5,B13,4,B13 5,823 4,823 5 }.

Se x € hipersuperficie L-isotropica, pelo Teorema 1.1 presente em [13], segue o
resultado. Para continuar a prova, vamos supor que x nao é uma hipersuperficie
L-isotrépica.

Agora, vamos considerar dois casos: B3 =0ou B3 # 0.

Caso i) B]273 =0.

Como a segunda forma fundamental ndo € paralela, existe pelo menos um ele-

mento nao nulo de

{B124,B125,B134,B13,5,B23.4,B23 5},

sem perda de generalidade, suponha que Bz 4 # 0. Pelo Lema 36 item ii),
B> 5 = 0. Novamente pelo Lema 36 item ii), temos que existe no méaximo dois
elementos nao nulos em {81374,81 375,823747323,5}. Assim, temos que analisar os

seguintes subcasos:

Subcaso 1) Se B134 = B13 5 = B34 = B3 5 = 0. Lembrando que
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B123=0, B124#0, Bi25=0. (B.68)

Pela segunda e dltima expressdo do Lema 35 e usando R;jx; = L6y +
Liyi0jx — LixSj; — Lj; & temos,

23%24
Ly~ Ly = : :
2 (b1 — by) (b1 — ba)
—L,—Ls = 0,
—Li—Ly = 0, (B.69)
—L3—Ls = 0
23%2,4

Segue de (B.69) que =0, ou seja, Bjo 4 = 0, 0 que € uma

(b1 —b2)(b1 — bs)
contradicao.

Subcaso ii) Se exatamente um de {B134,B135,B23 4,835} ¢ diferente de zero.
Pela simetria dos indices € necessdrio considerar dois casos: B34 # 0 e
Bi34=B135=Bx35=00uBys5#0eBj34=>B135=DBx34=0.
a) Se B34 #0e Bi34 = B35 =By 5 =0, como

B33 =0, Bi24#0, Bip5=0, (B.70)

segue, pela primeira e dltima expressdes do Lema 35 que

2B?
LI, - 12,4 ’
(b4 —b1)(bs — b2)
2B3
LIy = 234 ,
(b4 —b2)(bs — b3)
—Li—L3 = 0,
—Li—Ls = 0,
—L,—Ls = 0,
—Ly—Ls = 0.

O que implica que Ly =L, = L3 =0 e Bip4 = B34 = 0 0 que € uma
contradicdo.
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Subcaso iii)

b) Se Byz 5 # 0 e Bi3 4 = Bi3 5 = B3 4 = 0, andlogo ao que foi feito anteri-

ormente obtemos,

2B?
LI, = 12,4 ’
(ba —b1)(bs—b2)
2B
Ly — 235 ,
(b4 —b2)(by — b3)
23%24
Iy—L, = :
2 (by —by)(by —by)’
2B
Ly Ls = 235 ,
(b3 —b2) (b3 —bs)
Li—Ly = 0,
—Li—Ls = 0,
Ii—Ly = O.

O que implicaque Ly = L4, Lz = Ls e

213%2,4 _ 23%2,4
(by —b1)(by — b3) (b1 —b2) (b1 —by)’
2 2
2B23,5 2823,5

(ba—ba)(by—b3) (b3 —ba)(b3—bs) (B.71
Como b4 = b5 obtemos das expressdes anteriores que 2by = by + by e 2by =
bz + b4. Assim, by = b3 o que é uma contradi¢do.
Se exatamente dois de {B}3 4,B135,B234,B23 5} ¢ diferente de zero. Pela
simetria dos indices e pelo Lema 36 item ii) € necessdrio considerar trés
casos: B34 #0, Bj34 #0com Bi35s =By 5=0,0u B34 #0,Bjzs#0
com B34 = B35 =0,0u B35 7# 0, Bi357# 0 com Biz4 =B34 =0.
a)By34 # 0, B34 #0com By3 5 = B35 = 0.
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Como B3 =0, Bi24 #0, Biz5 =0, por (B.66) e (B.67) temos,

YiBioxor  Bipams

~ YiBuzxor  Bizaoy

® = , O3 = = ,
2 (bi—by)  (bi—b2) ° (bi—b3) (b1 —bs3)
. LiBiax®  Biawy | B34 015 =0
(b1 —bs) (b1 —ba) (b1 —Dbs)’ ’
YiB3 ik B3 aty _ YiBoaxwy  Bioaw; | By ams
0)23 - b - - Y
(by—b3)  (ba—b3) (by—by)  (b2—ba) (ba—Dba)
YiB3axx  Bizaw; By
p— ()7 p— 2 p— ? ? ; p— 0‘
023 4T by —by)  (bs—ba) | (bs—ba)

Além disso, pelas expressoes d w;; = Z Wi N\ Wy j —
k

Zwij A @ temos,

J

B3 4
(by —b3)
B3 4
(by— b3
B3 4
(b2 —b3)
B3 4
(by —b3)
B34
(b —b3)
B3 4

(b2 —b3)

dwy +

@1 A s
Y (by — ba)

w N\

@3 A

k<l
dBy3 4

By 4

Rys3sp Ay = — Y Rz A\ @)

dB23 4
Lenon g,

ZRijkla)k A @ e dw;
k<l

=dawy — Y oy A oy
k

T~ N0 — ] AN @13 — g N\ 043
(b2 —b3)

b3)/\w4—w21/\0)13—0>24/\w43

B34

Bis 4

3

(b1 —ba)
B3 4

| (b2 —by)
[ Biza

) +

(b2 —by)
B3 4

| (b3 — ba)

w +

dB3 4

W5 N\ 54 +

(b2 —b3)

(b3 —ba) 602—

N\ Oy

B34
(b3 —ba4)

Bi34

“’Mm

Comparando os coeficientes de @; A @, € @; A @3 em ambos os lados da

B34
(b2 —ba4)

Biy4

T Ga—ba)

) + w +

equacdo e lembrando que estamos no caso onde B 4B23 4 # 0 € B12 4B13 4 #

0 temos,
1 I .\ I Y
(by—b3)(b1 —bs) (b2 —Db3)(ba—Dbs) (b2 —by)(b3 —by) ’
1 B 1 B 1 o

(b2 —b3)(b1 —bs) (b2 —Db3)(b3—bs) (b2 —b4)(b3 —ba)
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3
(b — ba) (b3 — bs)

Segue dessas duas equagdes que =0, o que é uma con-

tradicao.

b)By3 4 # 0, Bi3 5 # 0 com B3 4 = By3 5 = 0. C Nesse caso, segue por um
argumento analogo a demonstracio do Caso 1) do Teorema 21, quando y = 3,
que x € uma hipersuperficie L-isotrépica, o que € uma contradi¢ao.

C)B3s # 0, B35 # 0 com B34 = By3 4 = 0. Nesse caso, segue por um
argumento analogo a demonstragdo Caso 1) do Teorema 21, quando y =3

que x € uma hipersuperficie L-isotrépica, o que € uma contradi¢ao.
Caso ii) 31273 7§ 0.
Pelo Lema 34 e 36 (item ii) temos que existe no maximo trés elementos ndo nulos
em {B124,B125,B134,B13,5,B23.4,B23 5 }. Vamos analisar os subcasos:
Subcaso 1) Se Bio 4 =B125=B134=B135= B34 = B3 5 =0. Pelaprimeira e segunda

expressao do Lema 35 temos,

2B%23
—Li—L, = ’
b (b3 —b1)(b3—by)’
2B, 5
Li—L; = :
s (by —by)(by —b3)’
2B, 5
L1y = :
S (b1 —b3) (b1 —b3)’
Li—Ly = 0,
Lh—Ly = 0,
Is—Ly = O.

Assim, obtemos L; = L, = L3. Entdo, segue das equagdes anteriores que
b1 = by = b3 0 que € uma contradic¢do.

Subcaso ii) Se existe exatamente um elemento niao nulo em
{31274,B]275,313,4,31375,32374,32375}. Sem perda de generalidade, suponha
Bi24 #0com Bys =B34 = B35 =B34 =By 5=0.
Pela segunda e terceira expressao do Lema 35 temos,

23%24
Ly—Ly = ’ :
2 (b1 —b2) (b1 — by)
—L,—-Ls = O,
Li—L, = 0,
Iy—Ls = 0
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Subcaso iii)

2B},
(b1 —b2)(by —bs)

O que implica que =0, isto €, B1p4 = 0, 0 que € uma

contradicdo.

Se existe exatamente dois elemento nao nulo em
{B124,B1255,B134,B135,B23.4,B23 5}. Sem perda de generalidade, suponha
B4 # 0. Pelo Lema 36 item i) temos By 5 = Bj3 5 = B35 = 0. Logo,
existe exatamente um elemento nio nulo em {B;34,B23 4}, sem perda de
generalidade, considere B3 4 # 0, By3 4 = 0. Por (B.66) e (B.67) temos,

o1 LiBiox®x  Bi3ws | Biawy
(b1 —=by)  (b1—b2)  (b1—by)’
o3 YiBisx® Bz | Bizaoy
(b1—b3)  (b1—b3) (b1—b3)’
YiBiaxx  Bipam  Bi3ams
() : = 7 + ’ , 015 =0,
1 (by—bs) (b1 —ba) (b1 —ba) 1
By 10 Bpsow Br4 0 Bprai0
3 LiBui@x _ Biso ’ _ LB Braom s =0,
(ba—b3)  (b2—D3) (b2 —bs)  (b2—bs)
YiBaz @  Bi3am
043 . = : , a5 =0.
(ba—b3) — (ba—b3) >

Além disso, pelas expressoes d w;; = Z Wi N\ @ j — Z Rjju Ny e dw; =
k k<l
Z ;;j /\ @j temos,
J

— Ry A3 =) R3Ok A @y

=dwy—) Oy N O
k

k<l
Biz3 dBi23
" —d W) + = AN @] — 1 AN D13 — W4 N\
(ba—b3) 1+(b2—b3) 1 — @21 A @13 — 4 N\ 043

Bi23

(by—b3) (; 01 1)+ (by—b3)

dB123

N @) — W1 N 13 — W4 N\ 43

B3 Biy3 Bir4 ]
(by —b3) [ (b —572)603+ (b1 —bz)w4_ hen
B [ B B 1
(oab3) (o160 oy 5] ™)
B B B dB
B f’;) Iz f’;)wﬁ g f’;)wg_ powt _12;3) Ao
B B B B
(b1 fz2)603+ (b1 1—2722)604} : {(bl f75373)6024r (b1 ?723)0)4 '
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Comparando os coeficientes de @, A w4 € @3 A @4 em ambos os lados da

equacdo, uma vez que B2 3B124 # 0 € B2 3B13 4 7# 0 temos,

1 1 1
(b2 —b3)(b1 —by) (bz—b3)(b1—b4)+(bl—bz)(bl—b3) =0
1 1 1
(by—b3) (b1 —b3)  (ba—b3)(b1—bs) (b1 —ba)(b1—b3) O
3

O que implica que, =0, 0 que € uma contradicao.

(b1 —b2) (b1 — b3)
Subcaso iv) Se existe exatamente trés elemento ndo nulo em

{B12.4,B125,B13 4,B135,B23.4,B23 5 }. Vamos analisar os casos a seguir:

a) Se Bia5 = Bi35 = Bx3 5 = 0 entdo devemos ter Bip4 # 0,B134 # 0,
B34 # 0.

Pela expressdo (B.67) temos,

W15 = s = 35 = 0. (B.72)
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Além disso, pelo Lema 35 temos,

(B.73)

(B.74)

(B.75)

(B.76)

(B.77)

—Li—Ly=Rppn= by — Zi%(zbz " by) + (by —zi%(zl;i —by)’
—Li — L3 =Ri313 = b _zi%(zlj; " bs) + (by —lff;)%(i;i —b3)’
—Li — Ly =Ry414 = (by— zi%(zbi —ba) + (bs —zf)%;bz —by)’
—Ly) — L3 = Rp33 = by _25%(2[931 . + (by —Zj%l:; —b3)’
—Ly — Ly = Rpyp4 = (by = ;S%(ij “ba) T (bs —2;3(3!72 —by)’
—L3 — L4 = R3434 = 23%3’4 23%374

—Li—Ls = Ry515 =0,
—Ly —Ls = Ry505 =0,
—L3 — Ls = R3535 = 0.

(br—b3)(ba—ba) | (b1 —b3)(by —ba)’

(B.78)
(B.79)
(B.80)
(B.81)

Como R;ji; = 0 se trés indices de {i, j,k,1} sdo iguais ou distintos. Pela

ultima expressao de (1.112), (B.65), (B.72) e (B.79)-(B.81) temos,

0

— Y Risu@p Aoy =daws — Y o A s
k<l k

— s N ys = — (Thyn +T3,03) A o,

— Y Rosi AN @y = dans — ) Oy A s
k<l k
_ 2 2
—yy N ys = — (D401 +T3,03) A 05,

— Y Rasu@p Aoy = dass — ) 03 A s
k<l k

— g A oygs = — (T5,01 +T3,0) A s



136

4) y=5

Segue entdo que wy5 = 0. Logo, usando (B.72) temos,

—Rysass AN @s = — Y Rasqx Ny = doys — ) 0y N oys.  (B.82)
k<l 3
Entao,

—L4 — Ls = Rys45 = 0. (B.83)

Segue de (B.79)-(B.81) e (B.83) que, L; = Ly = L3 = L4. Somando as
equagdes (B.73)-(B.78) obtemos,

0 = Ri212+Ri313 +Ris14 + R2323 + Roa24 + R3434
= —3(L1—|—L2+L3+L4):—12L1.

Portanto, L; =0, o que implicaque L; =Ly =13 =L4=Ls =0,0que é
uma contradi¢do com o fato de x nao ser L-isotrdpica.

b)Se existe dois elementos nulos de {Bj2 5, B13 5,B23 5}, sem perda de gene-
ralidade, B1p 5 = B3 5 = 0 e B3 5 # 0 entdo pelo Lema 36 item ii) By3 4 = 0.
Como estamos no caso de existe exatamente trés elemento ndo nulo em
{B12,4,B125,B13.4,B13,5,B23 4,B23 5}, temos que Bia 4 # 0 e B34 # 0.
Raciocinando de maneira andloga a demonstracdo do Caso i) do Teorema
21, quando y = 3, vemos que x € uma hipersuperficie L-isotrépica, uma
contradicao.

c)Se existe um elemento nulo de {Bj2 5,B135,B23 5}, sem perda de generali-
dade, Bi2 5 =0, Bi3 5 # 0 e B3 5 # 0 entdo pelo Lema 36 item ii) temos que
B13.4 = B3 4 = 0. Como estamos no caso de existe exatamente trés elemento
ndo nulo em {By24,B12,5,B134,B13 5,823 4,B23 5}, temos que B2 4 # 0.
Segue por um argumento andlogo a demonstracao do Caso 1) do Teorema 21,

quando Y = 3, que x € uma hipersuperficie L-isotropica, uma contradigao.

Portanto, concluimos que o caso Y = 4 e segunda forma fundamental ndo paralela

ndo pode acontecer.

Quando a segunda forma fundamental € paralela, pelo teorema apresentado em [12],
x é Laguerre equivalente a uma parte aberta da imagem de 7 de uma hipersuperficie
orientada x : R> — R§ dada no Exemplo 16.
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Quando a segunda forma fundamental de Laguerre ndo € paralela, sem perda de
generalidade, podemos assumir que By, 3 # 0. Lembre-se que estamos considerando x
ndo L-isotrépica.

Como temos as curvaturas principais de Laguerre, by # by # b3 # by # bs. Por (B.63)

temos,
Biix =0, Vik, (B.84)

Por (B.84), os possiveis elementos de B;;«, 1 < i, j,k < 5 ndo nulos sdo
{B123,B12.4,B125,B13.4,B135,B234,B23 5,B14,5,B24 5,B34 5} .

Vamos considerar dois casos:

Casoi) Se Bjz3 # 0 e todos os elementos de {B124,B125,B134,B135,B23.4,B23 5} sd0
nulos, nesse caso, podemos mostrar que existe no maximo um elemento nulo em
{B145,B245,B345}.

De fato, sem perda de generalidade, se B14 5 = By4 5 = 0, pelo Lema 37 e usando
Rjjx = Ljx6y + LyyOjx — Lix6j; — Lj; 8 temos,

Ly - Ry 2B (B.85)
1 2 1212 (b3—b])(b3—b2)’ .
L —Ix = Rias— 2153 (B.86)
1 3 1313 (bz—bl)(bz—bg,)’ .
e = Reo— 2BD3 (B.87)
2 — L3 523 = () (by —ba)’ :

2B%45
—Is—Lsy = R = : B.88
3— Ly M4 = bV (bs — ba)’ (B.88)
2BZ%45
3—Ls 3535 = (e Zby)(bs —bs)’ (B.89)
2B3%
ly—Ls — >3 (B.90)

R P—
BB (bs — ba) (b3 —bs)’
—Li—Ly = 0, L —Ls=0, —-[,—Ly=0, —L,—Ls=0. (B.9])

De (B.91) temos, L; = L, e Ly = Ls. Somando (B.85), (B.86) e (B.87) temos que,
—Ly—Ly—L;=0. Somando (B.88), (B.89) e (B.90) obtemos, —L3 — L4 — L5 =0.
Logo, —L; — Ly = —L4—Ls. Assim, temos L) =Lse —Ly—L; =—L;—Ls =0,
2B,

(b3 —b1)(b3 — b2)

0 que implica que = 0, o que é uma contradi¢do. Agora,
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Caso ii)

vamos assumir que Byg 5 7# 0 € B34 5 # 0. Pelo método similar ao feito na prova

do Lema 35, vemos que existem constantes ¢ e U tais que,

Ly +¢by = L3+ ¢b3 = Ly + ¢bsy = L5 + ¢bs,
Li+uby =L+ uby = Ly + ubs,

o que implicaque ¢ = e
Li+¢by =L+ @by =L3+@b3 =Ls+ @by = L5+ @bs. (B.92)

Seguindo com um argumento andlogo a demonstracio do Caso 1) do Teorema 21,

quando Y = 3, temos que x € L-isotrdpica, o que é uma contradigao.

Se B2 3 # 0 e existe pelo menos um elemento nio nulo de
{B12.4,B125,B13 4,B135,B23.4,B23 5}, sem perda de generalidade, podemos assu-
mir By 4 # 0. Vamos considerar dois subcasos:

Subcaso i) Se todos os elementos de {B12 5,813 5,823 5,B14,5,B24 5,834 5} sdo nulos.

Como B3 # 0 e Bi2 4 # 0 pelo Lema 37 temos,

2B} 2B}

“Li—l = Ron =g bl)l(zbi T —bl)l(zl;i B9
2B, 5

—Li—L3 = Riziz= (bz—bl)(l;z—bz,)’ (B.94)
2Bty 4

—Li—Ly = Ryuya= (bz—bl)(l;z—lu)’ (B.95)
2Bt

—Ly—L3 = Ryps= (b1 —b2) (b1 —b3)’ (B.96)

2

Y (B.97)

—Ly—Ly = Rops=
2 4 2424 (bl _ bZ)(bl —b4),

—L1—Ls = 0, —Lr,—Ls=0, —13—Ls=0, —Ly—Ls=0(B.98)
Por (B.98) temos , L1 = Ly = L3 = L4. Somando (B.93)-(B.97) obtemos,

0 = Ri212+Ri313 +Ris14 +Ro323 + Roa24 + R3434
— 3L, —3Lp—2L;3—2Ls= —10L,,

istoé, L =0. Logo, Ly = Ly = L3 = L4y = Ls = 0, o que é uma contradi¢ao.
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Subcaso ii) Se pelo menos um elemento de {B125,B13 5,823 5,B14,5,B245,B345} é ndo
nulo, sem perda de generalidade, Bi, 5 # 0. Como B3 # 0 € Bip 4 # 0, por
um método semelhante a demonstra¢do do Caso i) do Teorema 21, quando
Y = 3, temos que x € uma hipersuperficie L-isotrépica, uma contradigdo.
Portanto, o caso Y =5 e a segunda forma fundamental de Laguerre nao é

paralela acontece. Isso completa a prova do Teorema Principal.






Apéndice C

Neste apéndice vamos apresentar com detalhes os célculos feitos para obter as funcdes
Fi' dadas em (2.134). A determinacao das fun¢des Fl-3, expressas conforme (2.136), se dard
de maneira andloga. Para isso, vamos utilizar uma integracdo presente no livro de Polyanin e
Zaitev [25].
Sejam f = f(x) e g = g(x) fungdes arbitrarias. Considere a equag@o diferencial ordindria de
segunda ordem linear dada por,
Y+ =g (C.1)

Utilizando a integracdo feita em [25], Capitulo 2, secdo 2.1.9-1, a solucdo da equacdo (C.1)

Y=%+/

onde F = / f(x)dx e @1, @, constantes de integragio.

¢ dada por,

et ((pz—l-/ngdx)] dx, (C.2)

No que segue, vamos aplicar essas informagdes para obter as fungdes Fl-l, para todo
i=1,...,n
Pela expressdo (2.133) temos que as fungdes Fil, que dependem apenas da variavel u;,
satisfazem a seguinte equagdo diferencial

A 2
_hiE bl

170,

1

BEp ()
l

Vi=1,....n, (C.3)

onde h; sdo fungdes diferencidveis ndo nulas que dependem de u;, b; e cf+3 # 0 sdo constantes
paratodoi=1,...,n. Reescrevendo (C.3) nos moldes da equagdo diferencial ordindria geral
dada em (C.1) temos,

FlLi+fFi=g Vi=1,..n, (C.4)
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" /2

onde f = f(u;) = — Z/ eg=g(uw)= <,+3)

. Entdo, segue (C.2) que

Fl=o + / et (goz - / el gdui>] du;, (C.5)
bill';
onde F = /f(u,-)dui, g=2gu) = ( .+3> e @1, ¢, constantes de integracéo. Agora, vamos
c
determinar (C.5). l
!
Como f(u;) = —h—fi temos que f(u;) = —(In(h;))'. Integrando com relagdo a u; obtemos,
F=—In(h) + ¢5. (C.6)

Logo, substituindo (C.6) em (C.5) e também a expressdo da fun¢do g segue que,

F,-] = §D1+/ et <(p2+/ngdu,->]du,-
F' = +/ Inlhy)= 903 +/ it o _bIE Sdu ) du;
i =P (P2 (H_3) Ui i

e bih'?
O+ [ —— du,’) du;
i (cft3)?

i i+3)2
: (i)
+ bih}
Flm g+ 25 8) g LT,
: (ci™)
onde e = @4 € @5, s = 1,...,7 sdo constantes de integragdo. Portanto, denotando essas

constantes conforme a notacao apresentada no Capitulo 2, chegamos na expressao apresentada
em (2.134),
bih?

_ b
2(c;")

+hBl+ut,  Vi=1,...n, (C.7)
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onde
B'l _ ((P2 + (pS)

P4

Observe que a situacao das constantes ¢, s = 1,2,3,5,6,7 serem todas nulas, pode acontecer.

wl=o+@s+@, Vi=1,...n (C.8)

Isso implicaria que ﬁil =0e /.Lil =0,paratodoi=1,...,n.

De maneira precisamente andloga, obtemos as funcoes F,-3 dadas, conforme a expressao
(2.136), por

h2

F3— i

i —W—l—h,ﬁf—l—ul}’, VZzl,,n (C.9
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