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Abstract

In this work we study the dinamics of the square mapping in some families of groups,
by exposing the iteration of the mapping as an action on a set of points generating a
directed graph. The action of the square mapping on ciclic and abelian groups is well
known and is estabilished, as well as the action in finite 2-groups with cyclic maximal
subgroup and groups of exponent p.
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Resumo

Nesse trabalho estudamos a dindmica de aplicagdes de poténcia em algumas familias de
grupos. Resultados bem estabelecidos para grupos ciclicos e abelianos sdo enunciados
e demonstrados. Estudamos também a dindmica da aplicacdo poténcia quadrado
para grupos de expoente p e 2-grupos de grupo maximal ciclico, expondo a dindmica
discreta da aplicagdo como uma grafo diretionado finito.

Palavras-Chave: Grupos finitos, sistemas dinamicos discretos, grafos direcionados, p-
grupos finitos
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema dindmico finito é o estudo de itera¢des de uma aplicagdo f : X — X,
onde X é um conjunto finito. O estudo de sistemas dindmicos finitos possui aplicagdes
em &dreas como criptografia, engenharia e biologia (veja por exemplo [8] para uma
coletanea de aplicagdes). Quando o conjunto X possui estruturas adicionais, como
sendo um grupo, anel ou corpo, e f for uma aplicagdo que é bem comportada com
essa estrutura, por exemplo, um endomorfismo, entdo é possivel fazer uma analise
adicional utilizando as propriedades algébricas de X.

O estudo de aplicagdes polinomiais em grupos finitos pode ser visto em [5], [6], [13],
[15], entre outros. Os dois primeiros estavam interessados no estudo de Corpos finitos:
quando Fy» € um corpo finito, seu subconjunto de elementos inversiveis F,, é um
grupo ciclico, o que proporciona uma motivagao natural para o estudo de aplica¢Ges
em grupos (ciclicos).

Em uma diregdo distinta de trabalhos como [1] ,[6] , [10] e [11] que buscaram estudar
a dindmica de diferentes classes de polindmios em corpos finitos (e portanto grupos
ciclicos), esse trabalho se preocupara com o estudo do mapa f : G — G, f(x) = x?
para diferentes classes de grupos. O estudo dessa fungao particular foi feita em [15]
para grupos ciclicos e em [13] para grupos abelianos e grupos de flores.

Uma poderosa ferramenta no estudo de dinamica finita é o Grafo Direcionado.
Grafos direcionados permitem a visualizagdo da dindmica de uma aplicagdo em um
conjunto finito de uma maneira concisa e pratica. Utilizando grafos também podemos
fazer perguntas sobre a conexidade do grupo sob a fun¢do. Devido a ubiquidade
de grafos direcionados nesse trabalho, o Capitulo 2 é dedicado a defini¢do formal
desses, e o estabelecimento de notagdes tteis. Os grafos estudados no texto serdo
predominantemente grafos definidos por fun¢des, que tornam a dindmica da aplicagdo
visivel. Grafos definidos por fun¢des tomam a forma de unides disjuntas de grafos
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da forma Cyc(k,7"), que sdo ciclos cujos vértices sdo raizes de arvores isomorfasa 7.
Iremos introduzir esses trés conceitos. Por fim, trataremos de produtos tensoriais:
uma forma de combinar diferentes grafos que sera central no final do Capitulo 3.

No Capitulo 3 iremos estudar a dindmica de grupos abelianos. Pelo teorema
fundamental de grupos abelianos finitos, todo grupo abeliano pode ser escrito como o
produto direto de grupos ciclicos. Por [15], possuimos a estrutura de grafo relacionado
com grupos ciclicos, e por [13] temos uma operacdo de grafos compativel com o produto
direto de grupos: o produto tensorial de grafos. Com esses dois resultados, é possivel
determinar o grafo funcional da aplicagdo quadrada para qualquer grupo abeliano
finito, embora algum trabalho extra sera feito para obter uma representa¢do isomorfa
ao produto tensorial que seja conveniente. Iremos classificar os grafos funcionais de
grupos ciclicos de ordem impar, inicialmente, e em seguida de ordens gerais, como foi
feito em [15]. Com isso, podemos obter uma descrigdo do grafo correspondente a um
grupo abeliano utilizando produtos tensoriais.

No Capitulo 4 a escolha de especializar-nos na aplicagdo f(x) = x* se mostrard
vantajosa. Classes de grupos finitos que possuem um subgrupo maximal ciclico cujo
indice é uma poténcia de 2 sdo comuns na literatura: Grupos Diedrais, Quatérnios
Generalizados, Semidiedrais, entre outros. Sob a agdo da nossa funcéo, esses grupos
sdo bem préximos de grupos ciclicos, que ja foram classificados no Capitulo 2. Nesse
capitulo também investigaremos grupos de expoente primo, onde uma propriedade
similar se revela: o grafo relacionado a um grupo de expoente p consiste em varias
copias do grafo relacionado ao grupo C,.



Capitulo 2

Conceitos preliminares sobre grafos

2.1 Grafos direcionados

Seja V um conjunto ndo vazio. Um grafo direcionado é um par (V, A) onde A é um
subconjunto de V x V. Iremos permitir que pares do tipo (v,v) € V X V estejam em A.
O conjunto V' é chamado de conjunto de vértices e o conjunto A é dito o conjunto de
arestas. Neste trabalho, todo grafo sera direcionado, e portanto omitiremos o termo
"direcionado" pelo resto do texto.

Representamos visualmente um grafo com um ponto para cada vértice e uma seta
de a para b para cada par (a,b) em A. Por exemplo:

Exemplo 2.1.1. Seja V = {1,2,3,4} eseja A = {(1,2),(1,3),(2,3)}. Entdo teremos a
seguinte representacgdo visual do grafo (V, A):

(&

Figura 2.1 : Grafo (V, A)

O conjunto de vértices pode ser qualquer conjunto. Porém, nos casos onde V é
infinito, a representacdo visual do grafo é invidvel. Nesse trabalho, salvo mencdo em
contrério, V corresponderd a um conjunto finito, portanto ndo teremos este problema.

Um fato importante relativo a grafos é que a representagdo visual nao é tinica.
Antes de formalizarmos esse principio, vejamos o seguinte exemplo:
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Seja Vi ={a,b,c,d} e A1 ={(a,b),(a,c),(b,c)}. Temos o grafo:

Figura 2.2 : Grafo (Vi, A1)

E possivel notar que os grafos (V, A) e (V1, A1) acima sdo semelhantes em estrutura,
mesmo que V; # V e as representacdes graficas utilizadas sdo distintas. De fato, eles
sdo 0 "mesmo" grafo, um conceito formalizado utilizando Isomorfismos de grafos:

Definicdo 2.1.1 (Isomorfismo de Grafos). Sejam G1 = (V1, A1) e G2 = (V,, Ay) grafos.
Uma bijecdo ¢ : Vi — V; tal que (u,v) € A se e somente se (¢(u), p(v)) € Ay é
chamada de Isomorfismo de Grafos. Se um tal isomorfismo existe, dizemos que G é
Isomorfo a G», com a notacdo G1 = &»

Diversas vezes cometeremos o abuso de referir a grafos isomorfo usando termos
como "iguais" ou "o mesmo grafo". Assim como isomorfismos entre estruturas
algébricas (grupos, anéis, corpos, etc), é possivel mostrar que G1 = G» é uma relagdo
de equivaléncia entre grafos.

2.2 Grafos Gerados por Fungoes

Os grafos que estaremos interessados nesse trabalho sdo Grafos gerados por funcdes:

Definicdo 2.2.1. Sejam V um conjunto e f : V — V uma func¢do. O grafo gerado por f,
denotado por G(V, f) é o grafo (V,A) onde A = {(a, f(a)) | a € V}

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2.1. Seja V =Z/6Z, e defina a fungdo f : V — V, por f(x) = x + 2. Entdo o
grafo G(V, f) é dado abaixo:
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E possivel notar algumas caracteristicas de grafos gerados por funcdes nesse
exemplo. Em especifico, todos os vértices tem grau de saida, isto é, para todoa € V
existe apenas um elemento de forma (a,b) € A. Isto é uma consequéncia direta
da definicdo de fungdes: para todo a € V existe apenas um f(a). Isso ndo impede
de termos multiplas arestas "entrando” em um vértice, como ilustrado no préximo
exemplo.

Exemplo 2.2.2. Seja V = N e definamos uma fungdo f : V — V da seguinte maneira:

1, sen=1;
f(n)={

n/pn, caso contrario, onde p, € o maior primo dividindo n

Como V é um conjunto infinito, ndo podemos representar o grafo completo. Vamos
representar apenas os vértices de 1 a 10:

X @\@f

Todos os ntimeros primos estdo adjacentes com o vértice 1. Note que 1 é um ponto
fixo da fungéo f,logo (1,1) € A . Para todo natural 1, existe k € N tal que f¥(n) = 1.

Exemplo 2.2.3. Vejamos um exemplo agora de grafo em um grupo. Seja V = C3 X C3
com C3 sendo o grupo ciclico de ordem 3. Seja f : V — V a funcdo dada por f(x) = x2.
Entdo se tomarmos a apresentacdao C3 X C3 = <a, bla3, b3, [a, b]>, temos o seguinte

grafo G(V, f):
Jj
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Como a ordem do grupo é impar, o tinico elemento cuja ordem é uma poténcia de 2
é a identidade, de ordem 2°. No grafo isso corresponde com nenhum elemento sendo
direcionado para a identidade. O mapa corresponde ao automorfismo de ordem dois
x — x7 L
Exemplo 2.2.4. Seja V = Fg o corpo finito de 9 elementos, cuja representacdo que
usaremos é Fg = F3/(X? +1) = {a +bi : a,b € F3,i?> = 2}. O corpo Fg é um espaco
vetorial de Dimenséao 2 sobre F3, onde a + bi corresponde com o vetor (a,b). Seja T a
transformacéao linear nesse espago vetorial dada por T'(a,b) = (2b,a). Entdo o grafo
G(V,T) é dado por:

Exemplo 2.2.5. Seja novamente V' = Fo, com f : F9 — Fo, a aplicagdo f(x) =i - x, onde

O
06
O
o6

i> = 2 como acima. Temos o grafo:

=0

E possivel notar, comparando os grafos dos exemplos 5 e 6 acima, que ambos sdo

T
O-C
0%6

isomorficos, e o isomorfismo de grafos é o isomorfismo natural de Fg visto como um

corpo e como um espaco vetorial.

2.3 Arvores e Ciclos

Iremos introduzir algumas notagées e operacdes de grafos que serdo frequentemente
utilizados no decorrer desse trabalho.
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Definic¢do 2.3.1 (ciclos). Para k > 1, um ciclo de comprimento k, denotado por
Cyc(k) é um grafo isomorfo a (V,A) com V = {v1,0v2,...,vx} e A = {(v;,0i41) 1 1 =
112/ ey k - 1} U {(Uk, '01)}-

Exemplo 2.3.1. Seguem representagdes dos grafos Cyc(i), com i € {3, 4, 5}

@ 020

Figura 2.3 : Grafos Cyc(1) e Cyc(2) respectivamente

(3)
e a
<&> (Oo—0  E—0
Figura 2.4 : Grafos Cyc(3), Cyc(4), Cyc(5), respectivamente

Vamos definir algumas operacdes tteis em grafos:

Definicdo 2.3.2 (Soma direta). Se G1 e G» sdo grafos, a soma direta de G e G», denotada
por G1 ® G» é a unido disjunta de G1 e G». Usaremos a notagdo k X G = @le Gi onde
cada um dos G; é isomorfoa G.

O grafo no Exemplo 2.2.1 acima é uma unido disjunta de dois ciclos; a saber,
G =2 xCyc(3). O grafo no Exemplo 2.2.3 acima é a soma direta Cyc(1) ® (4 X Cyc(2)).

Defini¢do 2.3.3 (Arvores). Uma drvore é um grafo (V, A) que possui um vértice especial
vp € V chamado de raiz tal que para todo vértice v € V existe um tinico caminho
direcionado de v para vy

Observacao 2.3.4. no estudo de grafos ndo direcionados, a defini¢do usual de &rvore é
notavelmente mais simples, a dizer, um grafo conexo que ndo possui ciclos. A nossa
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defini¢do requer adicionalmente que . Um exemplo dessa diferenga é observado nos
trés grafos com conjunto de vértices V = {a, b, c} abaixo, com conjuntos de arestas
distintas A1 = {(a,b),(c,b)}, A2 = {(b,a),(c,b)} e A3 = {(b,c),(b,a)}. Os grafos
(V,A1)e(V,Az)sdo arvores com raizes b e a respectivamente, enquanto o grafo (V, A3)
ndo é uma arvore pois ndo possui raiz. Do ponto de vista de grafos ndo direcionados
os trés grafos sdo isomorfos e portanto sdo todos arvores.

ONNOBNORNONRONNC
) O )

Figura 2.5 : Grafos (V, A1), (V,A2), e (V, A3z) respectivamente.

O grafo no Exemplo 2.2.2 anterior é uma arvore de infinitos vértices. A sua raiz
corresponde com o vértice 1.

Definicdo 2.3.5 (Floresta). uma floresta é uma unido disjunta de arvores

Defini¢do 2.3.6 (Arvores geradas). Seja G = @?:1 7; uma floresta onde v; é a raiz de
7;,i=1,2,...,n Entdo (G) é a arvore obtida com a unido de G com um novo vértice
vo, € arestas (v;,vg), i =1,...,n.

Exemplo 2.3.2.

0P apm .

() () (0 (9
(7) (0]

Figura 2.6 : A arvore a direita é gerada pelas arvores a esquerda

Uma familia importante de arvores é o conjunto das arvores bindrias.
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Definicio 2.3.7 (Arvores binarias). Uma arvore binaria de profundidade k, denotada
por 7 ¢ definida recursivamente da seguinte forma: 7 é o grafo com apenas um
vértice, 7' é um grafo isomorfo a ({a, B}, {(8, a)}) e para k > 1 7**1 ¢ obtido de T ¥ e
7! identificando o vértice f com as raizes de duas cépias disjuntas de 7~

O

Figura 2.7 : :arvores bindrias 7~ 0Ol g2 e73

Note que 7 ¥ possui 2¥ vértices no total.

Uma arvore bindria é um exemplo de uma drvore elementar, que serad definida no

capitulo 3, onde servird como uma nota¢do compacta para o grafo de grupos abelianos.

Definicdo 2.3.8. Seja 7 uma arvore. O grafo Cyc(k,7") é obtido identificando os
vértices de Cyc(k) por raizes de arvores isomorfas a 7 .

Para esse trabalho, esse é o tipo de grafo mais importante definido: grafos gerados
por fungdes em conjuntos finitos naturalmente sdo formados por unides de grafos
do tipo Cyc(k, 7°) como veremos posteriormente. No caso Cyc(1,7") o grafo consiste
na arvore 7 com um lago na identidade, e no caso 7 = 770 ¢ a arvore trivial, entdo
convencionamos Cyc(n, 7°) = Cyc(n)

Exemplo 2.3.3.
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Figura 2.8 : Grafo Cyc(3,7 1)

Exemplo 2.3.4.

Figura 2.9 : Grafo Cyc(4,7?)

Exemplo 2.3.5.
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Figura 2.10 : Grafo Cyc(5,7°) = Cyc(5)
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Exemplo 2.3.6.

Figura 2.11 : : Grafo Cyc(5,7 ')

2.4 Produtos tensoriais

Definicdo 2.4.1. Sejam G1 = (V1, A1) e Gz = (V2, A;) grafos. O produto tensorial G1® G»
é o grafo (V1 x V2, A) onde A = {((v1,v2), (w1, w2)) : (v1, w1) € A1 e (v2, wp) € As}.

Exemplo 2.4.1.

Figura 2.12 : Produto tensorial de grafos. Na figura a direita, pares ordenados sdo
representados como misturas de cores. (Crédito da imagem: David Eppstein, obtido
de Wikipédia em inglés: Tensor Product of Graphs, Imagem em Dominio Ptblico)



2.4 Produtos tensoriais 13

Exemplo 2.4.2. Seja G1 = (Vi,A1) onde Vi = {a,b,c}, A1 = {(a,b),(b,c),(c,c)} (a
esquerda na figura 2.13), e G» = (V, Az) é o grafo de ciclo Cyc(3), com V> = {1,2,3},
Az ={(1,2),(2,3),(3,1)} (no centro da figura 2.13). Denotaremos os pares ordenados
de maneira simplificada, por exemplo (a,1) = al, (b,3) = b3 etc. Se G =G1® Gz =
(V,A) (a direita na figura 2.13), entdao V = {al,a2,a3,b1,b2,b3,c1,c2,c3} e A =
{(al,b2),(a2,b3),(a3,b1),(b1,c2),(b2,c3),(b3,cl),(cl,c2),(c2,c3),(c3,cl)}. Noteque
se 7 é a arvore isomorfa a G1, entdo G é isomorfo a Cyc(3, 7°); Isto ndo é uma coinci-
déncia, como veremos no lema abaixo.

Figura 2.13 : Produto G1 ® G»

Lema 2.4.2 ([12], Lema 3.4). Sejam X, Y conjuntos finitos e (X, f), (Y, ) grafos gerados
pelas aplicacbes f e g. Se f X g : X XY — X XY éaaplicagio (x,y) — (f(x), g(y)) entdo o
sequinte isomorfismo de grafos é vilido:

GXXY, fxg)=G(X, f)®eg(,g)

Demonstragdo. Seja G1 = G(X XY, f xg)e G = G(X, f)® G(Y, g). Os conjuntos
de vértices sdo iguais, entdo basta mostrar que os conjuntos de arestas sdo iguais
a menos de isomorfismos. De fato, seja A; o conjunto de arestas de G; e Ax o
conjunto de arestas de G». Por definicao A1 = {((x,y), (f(x),g(y))) :x e X,y e Y} e
A ={((x,y),x",y)): (x,x") e XX f(X),(y,y) e Y X f(Y)} = As. O

Para o préximo lema, vamos definir o nivel de uma arvore:
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Defini¢do 2.4.3. Seja 7 = (V,A) um grafo de drvore direcionada. Para todov € V
definimos o nivel indutivamente: se v( é a raiz da arvore, o nivel de vy é 0. Se (v, w) € A
entdo o nivel de v é o sucessor do nivel de w.

Figura 2.14 : Exemplos de niveis em uma arvore direcionada

A defini¢do acima faz sentido pois na defini¢do de arvore direcionada utilizada,
temos apenas uma raiz e todos os outros vértices tem uma sequéncia de arestas
direcionando a raiz.

Lema 2.4.4 ([12], Lema 3.5). Se k € Z~o e T é uma drvore, entio o seguinte isomorfismo de
grafos é vilido:
Cyc(k,T) = Cyc(k) @ T

Demonstragdo. Seja Cyc(k) = (V,A) onde V = {a1,...,ar}, A = {(ai,ai+1), Vi <
k} U{(ak,a1)}, e considere também 7 = (V’, A’), onde

V, = {b()/ bl,l/' . -/bl,rlz .. '/bi’l,ll' . -/bn,rn}

e by é a raiz, n é o numero de niveis da arvore e r; e 0 niimero de vértices de nivel
k. Isto é, paratodo1l < i < n,1 < ¢ < ry existe um tnicos, 1 < s < r;_; tal que
(bijg, bi1,s) € A

Podemos escrever os grafos acima como grafos definidos por fungdes fazendo
f:V-V
Fa;) = {am, sei <k
) =

a1, sei =k
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gV -V
g(b1g) =bo, V1<l <n

gbse) =bs1,p,V1<s<n,1<l<rs

tal que (bs ¢, bs-1,¢-) € A’. Entdo pelo lema 2.4.2 temos que Cyc(k) ® T = G(V X
V’, f x g). Aplicando repetidamente f X g temos o grafo Cyc(k, 7).
O

2.5 Grafos de Endomorfismos

O caso onde G é um grupo e f é um endomorfismo de G nos revela a importancia de
grafos do tipo Cyc(k, 7). Usemos o lema abaixo:

Lema 2.5.1 (Fitting). Sejam G um grupo, f um endomorfismo de G tal que exista £ o menor
inteiro tal que ker(f*) = ker(f**1), e defina ker(f¢) = Ke Im(f%) = I. Entdo G = K=~ 1, f|x
é nilpotente de grau € e f|r é um automorfismo. Ademais, se G é abeliano, G = K X I

Demonstragio. Seja ¢ = f*. Seja x € ker(g) N Im(g). Entdo x = f!(y) para algum y € G.
Mas entdo 1 = f(x) = f**1(y) = f!(y) = x, e portanto K N I = {1}. Por outro lado f* é
um automorfismo em G/K, e portanto G = K > [.

Como f(k) = 1, para todo k € K, temos que f|x é nilpotente. Como f¢|; é
sobrejetora e I é finito, segue que f¢|; é bijetora e portanto f|; é isomorfismo. |

Olema 2.5.1 pode ser interpretado no ponto de vista de grafos. Se G é um conjunto
finito e f é uma bijecdo, entdo G(G, f) é uma unido de ciclos disjuntos. Se f possui
um "ponto terminal" x¢ tal que f"(x) = x¢, Vx € G, como € o caso de endomorfismos
nilpotentes, entdo o grafo G(G, f) é uma arvore de raiz xo. Observamos entdo que
no caso onde G é um grupo finito e f € um endomorfismo, entdo G(G, f) é a unido
disjunta de grafos da forma Cyc(k, 7).

Exemplo 2.5.1. Seja G = S3 o grupo simétrico de ordem 3. Sabemos que G =
((12), (123)), e portanto qualquer endomorfismo de G é determinado pelas imagens de
o =(12) et = (123). Seja f : S3 — S3 tal que f(n) = n? e f(0) = 1. Entdo temos que
todos os conjugados de g, os 2-ciclos, tem imagem 1 e f(n?) = n* = 7, isto é:



16 Conceitos preliminares sobre grafos

xe€S3| f(x)
1 1
(12) 1
13) | 1
23) | 1

(123) | (132)

(132) | (123)

O grafo G(G, f) é dado por:

G
1)
COERC) )

Figura 2.15 : Grafo G(S3, f)

Note que o grafo G(S3, f) é a unido disjunta de uma arvore e Cyc(2).

No caso onde f é um automorfismo de um grupo finito G, f é um elemento de
Sym(G), isto é, o grupo de permutac¢des dos simbolos em G (aqui, G é visto como
conjunto, sem preocupar com a estrutura de grupo). Neste caso, pela teoria de grupos
simétricos, f € uma unido de ciclos disjuntos. No ponto de vista de grafos, G(G, f)
também serd uma unido de ciclos disjuntos, pois a definicdo de um ciclo em um grupo
simétrico é feita pela agdo de permutagdo dos elementos.

Exemplo 2.5.2. Seja G =Z/8Z f : G — G, f(x) = 3x. Entdo f é um automorfismo pois
3 é coprimo com 8. Usando notagdo de permutagdes nos simbolos {1,2,3,4,5,6,7, 8},
temos que f = (13)(26)(57) e temos o seguinte grafo G(G, f):
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580 b4

Figura 2.16 : Grafo G(Cs, f)

Exemplo 2.5.3. Tomemos G = A4. O grupo de Klein Ky = ((12)(34), (13)(24)) é um
subgrupo normal de A4 e A4/Ks = C3 que é isomorfo ao subgrupo {1, (123), (132)}.
Pelo teorema de isomorfismo, temos um endomorfismo f : A4 — A4 de nucleo
{1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)} e imagem {1, (123), (132)}. Seu grafo corresponde a:

Figura 2.17 : Grafo do endomorfismo de A4
Exemplo 2.5.4. Seja G = Dy. Existe H < G tal que H = C3. Tome ,por exemplo,
H = <a2> onde a é o gerador de ordem 6. O quociente G/H = Ky o grupo de Klein

que é isomorfo ao subgrupo <a3, b) onde b é a involugdo de G. Temos entdo um
endomorfismo f : G — G com grafo:

OO OO

Figura 2.18 : Grafo do endomorfismo de Dg







Capitulo 3

Dindamica em grupos abelianos

3.1 Preliminares

Nesse capitulo estudaremos a dindmica da aplicagdo quadrada em grupos abelianos
finitos. Em grupos abelianos, a aplicagdo quadrada é um endomorfismo, entdo o lema
2.5.1 garante que o grafo G(G, f) serd a unido disjunta de grafos da forma Cyc(n;, 7"),
i=1,...,k

Nessa sessdo e no resto do trabalho iremos assumir alguns conceitos e notagdes
estudadas em cursos introdutérios de teoria dos nimeros: Divisibilidade, congruéncias,
e nimeros primos, e a fungdo ¢ de Euler. Também utilizaremos a no¢do de ordem
multiplicativa:

Definicao 3.1.1 (Ordem multiplicativa). Seja k um inteiro qualquer e n um ntmero
coprimo com k. Entdo a ordem multiplicativa de k modulo 7, notada como ord, (k) é
a ordem de k visto como um elemento do grupo multiplicativo (Z/nZ)*, isto €, o menor
inteiro positivo x tal que k* =1 mod n. Definimos também ord;(k) = 1 para todo k.

Exemplo 3.1.1. ordy;(2) = 18. De fato, ¢(27) = 18. Podemos calcular, sempre médulo
27, que 22 = 4,23 = 8,2° = 10,2° = 26, e portanto 2!% = 1.

Exemplo 3.1.2. ordip5(32) = 20. Temos que ¢(125) = 100 e (Z/125Z)" = Z/100Z é
ciclico. Entdo o0rdi25(32)[100. 3210 = 124, e 3220 = 1.

As notagdes utilizadas serdo ,quando possivel, as mesmas de [13].
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3.2 Grupos ciclicos

O primeiro resultado estabelecendo a estrutura de grafos para grupos ciclicos foi
apresentado em [15] , e também pode ser observado em [6] , [13]. Os artigos de Rogers
e Chou apresentavam um interesse em estudar corpos finitos. Se F é um corpo finito,
F\ {0} é um grupo ciclico (Veja, por exemplo,[4], 15.3 Teorema 6), portanto o estudo
da dinamica de aplica¢des que preservam o 0 em corpos finitos se reduz ao estudo
do mesmo em um grupo ciclico. Estaremos interessados na generalizacdo do estudo
dessa aplicacdo para outros grupos.

3.3 Grupos ciclicos de ordem impar

A partir da Proposigdo 2.5.1, temos que os grafos G(G, f), quando G é um grupo e f é
um endomorfismo tem estrutura de unides disjuntas de grafos da forma Cyc(n;, 7).
A menos que indiquemos o contrério, f serd a aplicacdo quadrada no grupo, isto é
f(x) = x? em notagdo multiplicativa, e f(x) = 2x em notagio aditiva. Como a aplicacio
f(x) = x? ¢ um endomorfismo no caso onde G é ciclico, obtemos o primeiro resultado
estabelecendo a estrutura de grafos. Vejamos alguns exemplos antes:

Exemplo 3.3.1. Seja G = Cy5. Vamos tomar notac¢do aditiva; nesse caso f(x) = 2x.
Temos que f(0) = 0 pois f é um endomorfismo. Além disso, temos as seguintes
sequéncias de aplicagdes:

1-52—-4—-58->1
3—-6—-12—-59->3
7—-14—-513-511->7
5—-10—-5

Temos entdo G(G, f) consiste na unido disjunta de trés 4-ciclos, um 2—ciclo e um
1—ciclo com a identidade

1 2 9 5
3 14 O
o 0
129
4 6 13 10

Figura 3.1 : Grafo do grupo Ci5 utilizando notagdo aditiva.
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Exemplo 3.3.2. Seja G = Cy;1. Entdo temos as seguintes sequéncias de aplicagdes:

1-2-54—-8-16—-11—>1
3—256—>12—->3
5-510—-20—-19—-17—-13 -5
7—14 -7

9-18—15—>9

1 11 ] 10 9
1 7
16 1 °1-—;‘__-Ll4 QU
2 20 6
1
4 8 19 18 |

Figura 3.2 : Grafo do grupo C»; utilizando notacdo aditiva.

Proposicdo 3.3.1 ([15], Teorema 1). Seja G = C,, o grupo ciclico de ordem n impar. Seja
f:G— G, f(x) = x2. Seja ¢ a funcio de Euler e ordy(2) a ordem multiplicativa de 2 modulo

k. Entdo o grafo G = G(G, f) é:

¢(d)
= xC da(2
G 6? i~ Celorda(2)
Demonstragdo. Como n é impar, f é um automorfismo de C,, de onde segue que é uma
permutacdo dos n simbolos de C;, e portanto seu grafo é uma unido de ciclos.

Seja G = Uy, Ga onde G4 € o subconjunto de elementos de ordem d em G. Temos

que f permuta elementos de cada G, entre si: de fato se x € G, entdo
(f) =)= =1

e se 0(x?) < o(x) entédo 2|d, absurdo pois d é impar.

Seja x € G4. Como f é uma permutagdo em G4, temos que existe um menor ¢ tal
que fi(x) = x2' = x. Neste caso d|2" — 1 e portanto 2! = 1 (mod d) isto &, orda(d)|¢. Por
minimalidade de ¢, { = ordy(d). Segue que cada G, é a unido de ciclos de tamanho
ordy(d). Como |G4| = ¢(d), temos o resultado. O

Exemplo 3.3.3. Seja G = C33. O conjunto de divisores de 33 é {1, 3, 11, 33} cujas imagens
por ¢ sdo 1, 2, 10, 20, respectivamente. Temos também que ord;(2) = 1,0rd3(2) =
2,0rd11(2) = 10, 0rds3(2) = 10. Temos entdo um 2-ciclo, e trés 10-ciclos, e a identidade.
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Q \ Q

Figura 3.3 : Grafo de Csz.

Exemplo 3.3.4. Seja G = Cy45. Entdo o conjunto de divisores de 45 é {1,3,5,9, 15,45}.
Suas imagens por ¢ sdo {1,2,4,6,8,24}, respectivamente. Temos também que as
ordens multiplicativas sdo ord1(2) = 1,0rd3(2) = 2, 0rds(2) = 4, 0rde(2) = 6, 0rd15(2) =
4,0rdy5(2) = 12. Temos entdo um 2-ciclo, trés 4-ciclos, um 6-ciclo, e dois 12-ciclos.

000
SO

Figura 3.4 : Grafo de Cys.

3.4 Grupos ciclicos de ordem par

Podemos generalizar o resultado para grupos ciclicos de ordem qualquer. Isto se d4 na

proposicado 3.4.1. Vejamos alguns exemplos antes:
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Exemplo 3.4.1. Seja G = Cpg. Em notagdo aditiva temos as seguintes sequéncias para a

aplicacdo f(x) = 2x:

™

1-2-54—-8->516—4
3256—212—-524—-20—12
5-510—-20—-12—-24 - 20
7—14 -0
9—-18—>8—16—>4—38
11-22—-516—-4—-58—>16
13526 —-524—-20—-12—24
15-52—-4—-8—>16 -4

17 -6 —>12—>24 - 20— 12
19 —>10—->20—>12 =24 — 20
21-14 -0

23 -518—-8—>16—>4—8
25—-522—>16—-4—>8—16
27 526524 —-20—>12 —>24

Q
e c"*“i
d

Figura 3.5 : Grafo de Cpg

\
/

Exemplo 3.4.2. Seja G = C3p. Temos as seguintes sequéncias de aplicagdes:
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1-52—-54—-8—->16—>2
356—>512—-524—-518—>6
5—10—20— 10

7—514 528526 —>22—>14
9-518—>6—>12—-524 - 18
11—-22—>14 —>28 — 26 — 22
13526522 —>14 - 28 — 26
15—-0
177—-4—-8—>-16—>52—4
19—-8—216—>2—-24—>8
21512524 -518—>6—> 12
23—-516—-2—-4—>8—>16
25—-20—10—20

27524 >—>18—6—>12—> 24
29 528 526 —-22 > 14 —> 28 — 26

R S

Figura 3.6 : Grafo de Czg

Proposigao 3.4.1 ([15] Teorema 2). Seja G = C,, 0 grupo ciclico de ordem n = 25m, onde m
é impar. Seja f : G — G, f(x) = x%. Entio o grafo G = G(G, f) é:

d
G = @ 021([1()2) X Cyc(ordd(Z),Tk).
d|m

Demonstragdo. Usaremos o fato que m é impar para escrever C,, = Cy X C;; € usaremos

o isomorfismo natural Cox X Cy; = Zyk @ Z,, = G para escrever o grupo em notagao

aditiva. Neste caso, os elementos de G sdo da forma (x,v), x € Zox,y € Zyy. A
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aplicacdo f em C, possui uma aplicacdo equivalente f em G, pois 0s grupos sio
isomorfos. f(x, y) = (2x,2y) por defini¢do. Iremos omitir as linhas em G e f por
simplicidade.

Como o(x) é uma poténcia de 2, temos que existe ¢ tal que f‘(x, y) = (0, y’). Por outro
lado, como f aplica coordenada a coordenada, (0, y’) e (0, y) estdo no mesmo ciclo.
Portanto basta definirmos quantos elementos de cada ordem estdo em Z,«, que nos
dardo a arvore conectada com o grafo ja determinado de Z,,.

Em um grupo de ordem 2F, temos ¢(2) = 1 elemento de ordem 2, ¢(4) = 2
elementos de ordem 4, ¢(8) = 4 elementos de ordem 8, e, em geral, (2F) = 2k — 2k=1
elementos de ordem 2¥. Logo para cada elemento do ciclico C,, temos uma arvore
bindria acoplada. o

Exemplo 3.4.3. Seja G = Cs6. 56 = 23 - 7 e temos que ¢(7) = 6, ord7(2) = 3, portanto o
grafo G(G, f) 6 2 x Cyc(3,72) @ Cyc(1, 7 %). Note que a diferenca entre esse grafo e o
de Cpg é a profundidade de cada &rvore

W § VA

::Ja\//é ::::3 i ‘i@

Figura 3.7 : Grafo de Csg

Exemplo 3.4.4. Seja G = Cy4. Temos que 44 = 22.11. Como 11 é primo, o grafo de Cy3
é Cyc(10) ® Cyc(1) e portanto o grafo G(G, f) é de Cyc(10,7 %) & T 2.
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A

G N C{QE’O
o~ "

e

Figura 3.8 : Grafo de Cyy

3.5 Produtos Tensoriais e Arvores Elementares

Podemos agora estabelecer a estrutura do grafo G(G, f) onde G é um grupo abeliano
qualquer. Isso se d4 pelo fato do teorema de classificagdo de grupos abelianos finitos
garantir que todo grupo abeliano finito é isomorfo ao produto direto de grupos ciclicos.
Pelo Lema 2.4.2, podemos representar o grafo associado a um grupo abeliano finito
como um produto tensorial de vérios grafos. Essa representacdo é pouco conveniente,
visto que produtos tensoriais de grafos sdo dificeis de representar e visualizar. Para
obter uma representacdo mais conveniente, vamos estudar propriedades do produto
tensorial, com o objetivo de obter representa¢des mais simples deste.
Ja vimos que Cyc(k,7") = Cyc(k) ® 7. Por construgdo, temos:

Lema 3.5.1. O produto tensorial de grafos possui as seguintes propriedades:
1. E comutativo, isto é, G1 ® G» é isomorfo a Go ® G1
2. E distributivo sobre ®, isto é G1 ® (Gr ® G3) é isomorfo a (G1 ® G2) ® (G1 ® G3)

Demonstragio. As propriedades sdo consequéncias diretas da definicdo.

Seja Gi=(;i,A), i€e{l1,2,3}. Entio G1® Go = (V1 XV, A1 X Ap) = (Vo x V1, Ay X
A1) = G» ® G1, 0 que dé a propriedade 1.

Para a propriedade 2, G1 ® (G2 ® G3) = (V1 X (VLU V3), A1 X (A2 U A3)) = (V1 x VLU
Vix V3, A1 X Ay U Ay X A3z) O

Vamos entdo estudar o produto tensorial de ciclos e de arvores:

Lema 3.5.2. Sejam r1, ..., ry inteiros positivos. Entio temos:
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k
(;;l) Cyc(ri) = mmrcl(i;’zl, r’j P~ X Cyc(mmc(ry, ..., k)
Demonstragdo. Seja s; : Zy; — Zy,, si(x) = x + 1. Entao Cyc(r;) = (Z;,, s;) e pelo Lema
2.4.2, temos que (X)i-{z1 Cyc(ri) = (Zy, X -+ - X Zy,,51 X - - - X 5¢). Este grafo é a unido de
ciclos disjuntos pois S = s1 X - - - X sx € uma bijecao.

Vistos como subconjuntos, cada um desses ciclos corresponde com uma classe
lateral de H = ((1,1,...,1)) no grupo Z,, X - -- X Z,,; De fato, se (a1, ..., ax), sejar o
maior nimero de elementos entre a1, ..., a4, que sdo iguais entre si (r pode ser 1.).
Entdo esse nimero, que determina as classes laterais de H, é preservado por S. Essas
classes laterais possuem |H| = mmc(ry, ..., rx) elementos. O

Exemplo 3.5.1. Considere os ciclos C; = Cyc(8) e C» = Cyc(12). Entdao C;1 ® C; =
4 x Cyc(24). Note a diferenca com C; ® C, = Cyc(8) ® Cyc(12)

Exemplo 3.5.2. Vamos estudar o produto de ciclos isomorfos. Seri =rp,=---=r =7,
entdo:

k k
® Cye(ri) = % x Cyc(r) = rF=1x Cye(r).
i=1

Para estudar o produto tensorial de arvores, vamos antes definir uma familia de
arvores mais geral que as arvores bindrias: as drvores elementares. Na definicao

. e e , k
abaixo, lembre a defini¢do de arvores geradas (G) em 2.3.6 eque k X G = @ i1G

Definic¢ao 3.5.3 (Arvore elementar). Seja v = (v1, ..., v4) uma sequéncia ndo crescente
de inteiros positivos, isto é v1 > v > --- > vz > 1. Definimos a drvore elementar 7,
pela relagdo recursiva abaixo:

7.0 = e, (0 grafo com um sé vértice);
G‘lﬁ = Up X 7:,"‘1 ® EBi:ll(vl —vi1) X Ty L e 7:," = (Gf,) ,Paral <k <d
Gy = (04 = )X T & P (0 —vis) X T e Ty = (G)
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TR S BT T T S
A i Vet 2 et 7] R i S e 7
v3 Vg —1g vqg—1 wv3—ry wvo—v3y

Figura 3.9 : Construcdo de uma arvore elementar onde d = 4. Imagem obtida de [13]

Vejamos alguns exemplos de arvores elementares para construir uma intuigdo
sobre a construgdo acima. Primeiramente note que se uma sequéncia é da forma
v = (v1,...,0,1,...,1), entdo a arvore elementar de v é a mesma que a arvore
elementar de Vv = (v1,...,vx). As duas sequéncias sdo ditas equivalentes. Outra
intui¢do para o fato que adicionar sequéncias de 1 ndo altera a arvore pode ser vista no
resultado abaixo:

Lema 3.5.4. Sejav = (vy,...,v4). Entdo a arvore elementar Ty possui Hle v; vértices.

Demonstragio. Vamos mostrar que para 1 < k < d, a quantidade de vértices de 7.F,
denotada |Vi|, é 1 + v1 + 102 + - -+ + 01 ... vk. Por indugdo, suponha que o resultado
valha para to indice menor que k. Entdo o nimero de vértices em GF ¢é:

k-1
Uk(1+01+0102+---+Z)12)2...Z)k_1)+2(0i—Z)k)(1+7)1 +---+7)1...Z)i_1)
i=1

Sejaép=1e &, =v1...0,. Entdo temos:

k-1
ve(Co+ &1+ -+ Ekm1) + Z(Uz' )&+ &1+ +Eim) =
i=1
50(0k+01—02+Z)2—03+---+Z}k_1—Z)k)+
E1(Vp + 0y — U3+ V3 — Vg + -+ U1 — Vk)+
oot Ek—2(Vk + V-1 — k) + Ek—1(vk) =

25001+£102+...£k_1?}k201+0102+---+01...7)k

E como | V| possui uma raiz a mais que GX, temos o que queriamos.
Agora um calculo similar mostra que:
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d-1
1+(Ud_1)(1+Ul+"’+vl---Ud—1)+Z(Uz‘_Ui+1)(1+01+"'+01---Ui—l):Ul---vd
i=1

O

Um exemplo ja visto anteriormente de drvores elementares sdo as arvores bina-
rias:Na notagao anterior a arvore bindria 7 ¥ corresponde agora com a 4rvore elementar
Jvondev =(2,2,...,2)é uma sequéncia de comprimento d = k, que possui 2k vértices
pelo lema acima.

Exemplo 3.5.3. Consideremos 7y onde v = (3,2,2). Iremos construir a drvore pela
defini¢do. Temos que d =3 evy =3, vy =v3 = 2.
Gl =3xe, 7' (Gl) =. Temos no 1o passo:

000

Figura 3.10 : Grafo G. a esquerda e 7! a direita

para o 20 passo temos G2 =2X 7, @ (3 -2) X e e 7,2 = (G2).

O
Figura 3.11 : Grafo G2

Figura 3.12 : Grafo 7,2

Para o passo final temos que Gy = 7,2 ® 7,0 e 7 é a arvore gerada por essas duas
arvores:
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Figura 3.13 : Grafo 7y

Definicao 3.5.5. Definimos o produto uv como sendo o produto coordenada a coor-
denada. Se as sequéncias tem comprimentos diferentes, entdo trocamos a de compri-
mento menor por uma equivalente de mesmo comprimento. Simbolicamente: Seja
u=(u,...,up)ev=_(01...,00) comk < {. Entdouv = (1101 ..., U0k, Vk41, . .- 0¢).

Temos o seguinte resultado sobre o produto tensorial de drvores elementares:

Proposicao 3.5.6 ([12], Proposicdo 2.10). Dadas sequéncias v e u ndo crescentes e positivas,
temos que Ty ® Ty = Tvu

3.6 Grupos Abelianos

Podemos agora classificar o teorema de classificagdo para grafos gerados por grupos
abelianos. Vamos introduzir notagdes: Para uma sequéncia d = (dy, ..., dx) iremos
notar d|w para indicar que d;|w;, Vi; p(d) = []; p(di) e 04(2) = mmc{ordy,(2),1 < i <
k}.
Teorema 3.6.1 ([13] Proposicdo 2.7). Seja G um grupo abeliano, f : G — G, f(x) = x>
eescreva G = Cy X - -+ X Cy,, um produto de grupos ciclicos. Tome r; = v,w; onde w; é o
maior divisor de r; coprimo com 2 (equivalentemente, v; é a maior poténcia de 2 que divide
ri). Escrevav = (v1,...,vr) ew = (w1,...,wg). Sejav; = 2liev; =(2,2,...,2) uma
sequéncia de comprimento {;. Seja v = H;‘:l Vi.

Entdo, o grupo G possui Hle w; elementos em ciclos, e o grafo funcional G = G(G, f) é
dado por:

¢(d
@ (2) x Cyc(04(2), %) (3.1)

Demonstragdo. Suponha que a equacdo 3.1 é verdadeira. Neste caso o nimero de

Z P (2) x04(2) = ) ¢(d)

dlw

elementos em ciclos é
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Ou seja:
k
ST e =112 e =]]w
dw d; i=1 d;|w; i=1
Para provar a férmula, primeiro tomemos a equagdo do grafo como um produto de

grupos ciclicos:

k

k
d;
G = ®Q(C,i,f) = ® P(di) x Cyc(ordy,(2), Ty;)
i=1

i=1 d;|w; Orddi (2)

Usando comutatividade e distributividade do produto tensorial, podemos rearranjar
os termos e obter:

k
d
G = @ ® ofcl(d ()2) x Cyc(ordy, (2),7y;)
dw i=1 i

Agora utilizando as férmulas de produto tensorial obtidas em 3.5.2 e 3.5.6, temos:

k ‘ k k
6= D152 |« (@ cvewtuin]o (@) -
' i i=1

dw \i=1 i=1

_ ¢(d)
= é@ 0a) X Cyeloa, 7)

O

Exemplo 3.6.1. Seja G = C, X C4 X C3 X Cs5 um grupo abeliano de ordem 120. Podemos
escrever G = Cp X Cgp utilizando os isomorfismos bem conhecidos de grupos abelianos.
temosentdior; =2 =2-1=0viwyerp, = 60 =4-15 = rpwy . Temos que v; =
(2),v2=1(2,2),ev=(4,2). w=(1,15), cujos divisores d sdo {(1, 1), (1,3),(1,5),(1,15)}.
Para cada um temos os valores de ¢ e 0 : {1,2,4,8}, {1,2,4,4}, ou seja temos que

{Z;(é)) : d|W} ={1,1,1,2}. Temos entdo que:

G = Cyc(1,74,2)® Cyc(2,T42) ® Cyc4,Tu2) ®2X Cyc(4,Tup) =
= T2 ® Cyc(2,T42) ®3X (4,7 4,2)
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Figura 3.14 : Grafo do grupo abeliano C; X Cgg. Lago na identidade nao representado
por claridade visual.



Capitulo 4

Alguns grupos ndo abelianos

Nesse capitulo iremos aplicar resultados do Capitulo 3, generalizando para grupos
ndo abelianos. Nessa parte do trabalho o nosso enfoque na dindmica da aplicagdo
f(x) = x?, ¥x € G ird se provar valiosa: Se x é um involugdo em G, temos que f(x) = 1.
Portanto, se G é um grupo possuindo um subgrupo N < G normal ciclico tal que
G/N possui apenas involugdes ou é um 2-grupo de ordem pequena, o grafo associado
terd uma estrutura préxima da estrutura do grafo associado ao grupo ciclico N. O
primeiro exemplo desse fendmeno que iremos estudar sdo grupos Diedrais: Tais
grupos possuem um subgrupo normal ciclico de indice 2, e portanto para todo x € G,
pelo menos um elemento do par (x, x2) estara no subgrupo ciclico normal.

Salvo mencao contraria, os resultados desse capitulo foram obtidos pelo autor. Por
uma questdo de completude e reconhecimento alguns dos grafos funcionais de alguns
dos grupos estudados aqui ja foram estudados em trabalhos como [13], em particular
em grupos de flores, estudados na se¢do 3 deste artigo; a abordagem utilizada nesta
dissertacdo distingue-se na andlise baseada na existéncia de subgrupos maximais
ciclicos.

Iremos introduzir uma nova notacao:

Defini¢io 4.0.1. Seja 7~ uma arvore direcionada. Denotaremos por 7"\ a floresta gerada
eliminando a raiz de 7, isto é, (T \> =((TH)\'=7.A composicdo de operagdes, nos
casos onde a composic¢do é bem definida, isto é, quando 7~ \ é uma arvore, usara notacao
usual: 7\ = (7))

Exemplo 4.0.1.
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2) (1) (5) (8)

Q09
ea - 4 © ©
(0 (™)

Figura 4.1 : A floresta a direita é gerada eliminando a raiz da drvore a esquerda

4.1 Grupos Diedrais

Uma vantagem do foco dado nesse trabalho a aplicagdo f(x) = x? é que involugdes -
elementos do grupo de ordem 2 - sdo levados para a identidade. Essa vantagem sera
ilustrada nos exemplos abaixo, e depois generalizada na proposigdo:

Exemplo 4.1.1. Seja D3 = {(a, b : a%,b?,(ab)?) o grupo diedral de ordem 6. Entdo pela
proposicao 3.4.1, sabemos que o grafo do subgrupo (a) é isomorfo a Cyc(1) ® Cyc(2).
Todos os outros elementos sdo involugdes, e portanto sdo levados a identidade. Note
também que o grafo é isomorfo a o exemplo 2.5.1 do grup S3, acima. Isto ocorre pois
0s grupos sao isomorfos.

Figura 4.2 : Grafo (D3, f)

Observacao 4.1.1. Nesse capitulo, em geral ndo representaremos os lagos no vértice
correspondendo com a identidade do grupo para evitar poluigao visual.
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Exemplo 4.1.2. Seja Dy = {(a, b : a*,b?,(ab)?) o grupo diedral de ordem 8. Entdo pela
proposicao 3.4.1, sabemos que o grafo do subgrupo (a) é isomorfo a 7, 5). Todos os
outros elementos sdo involugdes, e portanto sdo levados a identidade.

N

O

Figura 4.3 : Grafo (Dy, f)

Exemplo 4.1.3. Seja D5 = (a, b:a’, b?, (ab)2> o grupo diedral de ordem 10. Entao pela
proposigdo 3.4.1, sabemos que o grafo do subgrupo (a) é isomorfo a Cyc(1) ® Cyc(4).
Todos os outros elementos sdo involugdes, e portanto sao levados a identidade.

e
TN

Figura 4.4 : Grafo (Ds, f)
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Proposicao 4.1.2. Seja G = D, = <a,b : a”,bZ,(ab)Z> o grupo diedral de ordem 2n,
f:G—=G, f(x)= x2. Sen = 2km, com m imparev = (2,2,...,2) de comprimento k,.

entdo o grafo G = G(G, f) é dado por:

B ¢(d)
G=Ti® S’i S X Cyelorda), )

Onde 71 = <7;\ ® (n x Cyc(l))> é a drvore bindria T = Ty, v = (2,2, . ..,2) com n vértices
adicionais conectados d raiz.

Demonstragdo. G possui subgrupo normal (a) de indice 2, e portanto podemos partici-
onar G como (a) U b (a). Nessa particdo, todos os 1 elementos de b (a) tem ordem 2 e
portanto o grafo correspondente a restricdo de f em b (a) é a rvore com n vértices
conectados a uma raiz (a identidade): 7,41). Os outros elementos estdo em (a), um
grupo ciclico de ordem 7, e portanto o grafo sera como na proposigdo 3.4.1, exceto na
componente conexa do vértice 1. m|

O grupo diedral D, é, de um certo modo, "préximo" do grupo ciclico C,, pois é
a extensdo de C, por C,. Como involugdes do grupo possuem estrutura simples no
grafo G(G, f), a estrutura do grafo é bem préxima da estrutura do grafo em grupos
ciclicos.

4.2 Grupos Quatérnios Generalizados

O grupo quatérnio generalizado de ordem 47 é o grupo:

Q4n = <El,b at = b2/a2n — 1/ab — El_1>

Alguns resultados sobre essa familia podem ser vistos em [9] 2.5. Todo elemento
de Qu, pode ser escrito da forma a’b/ com 0 < i < 2n—-1e0 < j < 1. Temos que
(a'b)?® = a'ba'b = a'ba'b~'b? = a'a~'b? = b? = a", portanto o grafo de Qu, é muito
préoximo do grafo de Cy;,. A diferenga ocorre com os 2n elementos na classe lateral
b (a); todos eles sao levados para o vértice de a", o tinico vértice conectado com 1.
Visto de outra forma, é um grafo similar ao de D;;, porém com vértices conectados a
a" em vez de 1.

Exemplo 4.2.1. Vamos analisar os grafos de Qg, Q12, € Q20. Temos subgrupos ciclicos
maximais de ordens 4, 6, e 10 respectivamente, cujos grafos serdo isomorficos a
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T2,2),T2) ® Cyc(2,72) e Tp) ® Cyc(4, 7)) respectivamente. Em todos os casos, o
grupo ciclico possui ordem par, e portanto existe um elemento de ordem 2. Em cada
caso, todos os outros vétices se conectam com o elemento de ordem 2. Temos entado os

S

Figura 4.5 : Grafo (Qs, f)

seguintes grafos:

Figura 4.6 : Grafo (Q12, f)
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Figura 4.7 : Grafo (Q2o, f)

Proposicdo 4.2.1. Seja G = Quu, e f : G — G, f(x) = x2. Tome também 2n = 2km e Gy o
grafo dado por:

d
Go = @ o;il(d()Z) X Cyc(ordd(Z),Tk)
d\m

Isto é, o grafo correspondente ao grupo ciclico Cpy,. A componente conexa da identidade no
grafo é T = T5. Seja 71 = <<‘76\\ ® 2n X Cyc(1)>> Entdo o grafo G = G(G, f) é dado por:

3 o(d) K
G=T & S’i Nl Cyc(ordy(2), 75

Demonstragio. A maior parte da demonstracdo foi discutida no pardgrafo anterior.
Basta mostrar que 77 é o grafo que necessitamos. De fato, para os vértices que estdo
em (a), a combinacdo de duas operagdes do tipo \ e <> se cancelam, ndo alterando a
estrutura da arvore. Para os outros 2n vértices introduzidos, eles estardo conectados
ao unico vértice conectado a raiz, como requerido. m|

4.3 2-grupos

Lembramos que um p—grupo finito é um grupo cuja ordem é uma poténcia de um
primo p. O estudo de p—grupos é uma 4rea extensa e profunda na Teoria de Grupos.
Para o nosso interesse, um tipo especial de p—grupos se destaca: os 2—grupos, cuja
ordem é uma poténcia de 2.

O grafo funcional de um 2—-grupo é sempre uma tnica arvore pois todos os
elementos tem como ordem uma poténcia de 2. Abaixo temos, por exemplo, os
diferentes grafos dos 5 grupos de ordem 8:
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Grupo Arvore
Cs 72,2,2)
Cyx C T(a,2)
Cy X CorXx(Coh 7(8)
D4 (4 x T & T3))
Qs (7))

Tabela 4.1 : Os grafos dos grupos de ordem 8

VARV

@)
Figura 4.8 : Grafo do grupo Cg

v

Figura 4.9 : Grafo do grupo C4 X C»
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S\l

Figura 4.10 : Grafo do Grupo C;

e

Figura 4.11 : Grafo do grupo Dy

O

Figura 4.12 : Grafo do grupo Qg

4.4 2-grupos com subgrupo ciclico maximal

Como vimos no caso de grupo diedrais, grupos que sdo "proximos" a grupos ciclicos
tem estruturas mais simples. Entre os 2—grupos, essa propriedade é caracterizada pela
presenca de um subgrupo ciclico maximal. O Teorema 5.3.4 de [14] nos da a seguinte

classificacdo desses grupos:

Teorema 4.4.1 ([14] 5.3.4 para p = 2). Seja G um grupo de ordem 2" com subgrupo ciclico
maximal. Entdo G é de um dos seguintes tipos:
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1. Ciclico Cypn
2. Produto Cyn-1 X Cp

. -1 _
3. Diedral Dyn-1 = <a,x a2 X2 0% =a 1> n>3
, . -1 _ -2
4. Quatérnio Qon = <a,x g2 a¥=qa71, g2 = x2> ,n>3

. g -1 -2_
5. Semidiedral SDyn = <a,x a2 X2, 0% = g% 1> ,n >4

s . -1 -2
6. Modular mdximo Mon = <a, x:a?" , x% 0% = a? +1> n>4

Ja determinamos a estrutura de grafo para os casos 1, 2, 3 e 4 no teorema acima:
no caso 1, temos um grupo ciclico de ordem par, estudado na Proposi¢do 3.4.1; no
caso 2 temos um grupo abeliano, visto no Teorema 3.6.1; estudamos grupos diedrais
e quatérnios generalizados no Teorema 4.1.2 e na Proposicdo 4.2.1 respectivamente.
Para os grupos SDy» e Mp», temos os seguintes resultados:

Lema 4.4.2. Sejam n > 3 e SDyn = <a, X: azn_l, x2,a% = a2”_2_1> o grupo semidiedral de
ordem 2". Entdo todo elemento é da forma x'a’ com 0 < i < 1;0 < j < 2" —1. Além disso,
temos que:

(xa¥)? = ;:fekzo mod 2
ac ,sek=1 mod 2

2

~ . . . ~ n-2_
Demonstragido. A primeira afirmac¢do vem do fato que ax = xa ! Para a segunda

afirmacdo, seja k =2m +r comm € Zer € {0,1}. Entao:

n-2_ n-2 n-1 n-2 n-2
(X(Zk)2 — xakxak — (02 l)kak — akZ _ amZ ar2 _ arZ

Os dois valores correspondem com os dois casos de . m]
Lema 4.4.3. Seja G = My, para n > 4. Entio:
1. podemos particionar G = Go U xGg onde G é o subgrupo ciclico maximal {a).

2. Seja ¢ € G. Entdo se 0(g) = 2"~ ndo existe h € xGy tal que h* = g; Caso contrdrio,
existem exatamente dois elementos hy, hy € xGo tais que h? =g.eh;= xaki

Demonstragdo. A primeira afirmagdo segue do fato que Gg é um subgrupo normal de
G de indice 2. Portanto todo elemento de G é da forma a* ou xa*, e seu quadrado est4
em G pois G/Gg = C,. Tomemos xa* e apliquemos a fungdo quadrado:
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(xak)2 = xafxak = (a2”‘2+1)kak = g2k@"+1)

Entdo obter os valores de k para que (xa¥)? = a! para algum ¢ = a' dado corresponde
a solucionar em k a congruéncia linear:

2k(2" 3 +1)=t mod 2"!

Como 2"73 + 1 é impar, o ntimero de solugdes é 0 se mdc(t, 2"~1) = 1 e 2 caso contrario
(veja, por exemplo, [2] teorema 5.14) m|

Relembremos a defini¢do de nivel, em 2.4.3: Seja 7 = (V, A) um grafo de arvore
direcionada. Para todo v € V definimos o nivel indutivamente: se v, é a raiz da arvore,
o nivel de vy € 0. Se (v, w) € A entdo o nivel de v é o sucessor do nivel de w.

Definicdo 4.4.4. Seja 7 = (V, A) um grafo de drvore direcionada. Definimos o grafo
7+, chamada k—estrelada, como sendo o novo grafo de 4rvore, onde para cada

vértice de nivel ndo maximal em 7, adicionamos k vértices conectados a ele.

VAR VANV VANY RN
; <N,
I VR

Figura 4.13 : Exemplo do processo de arvore estrelada. Da esquerda pra direita: arvore
7 original, drvore 7+, e 4rvore 72,

Com esse resultados estabelecidos, temos entdo as ferramentas para classificar os
grafos de 2—grupos com subgrupo ciclico maximal. Esse resultado estd sumariado no

teorema abaixo:

Teorema 4.4.5. Seja G um 2—grupo de ordem 2" com um subgrupo ciclico maximal. Adotando
as notagdes do Teorema 4.4.1, seja f : G — G, f(x) = x2. Entio a estrutura do grafo G(G, f)
para as diferentes classes de G estio na tabela abaixo, onde as sequéncias v de indice Ty possuem
comprimento k no primeiro caso e k — 1 em todos os outros:
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Grupo Grafo

Czn 7(2,2 ..... 2)

Con1 X Co Ta2,..2)

Dot <‘T(2\2 2% ("1 x .)>

Q (72,02 @ x o))
(WD o)

+(2)
My 7?2,2,...,2)

Demonstragdo. A tnica informagdo nova sdo os grafos de SDyi-1 € Mys-1. Em ambos
temos um subgrupo normal ciclico de indice 2 gerado por a; portanto basta estudar
os quadrados dos elementos xa*. Para SD,:-1, 0 Lema 4.4.2 nos d4 que metade dos
elementos xa* quando elevados ao quadrado sdo iguais a 1 e a outra metade é igual a
a?"”. Para My.1, se a’ é tal que mdc(r,2""1) = 1, entdo o(a”) = 2"~! e ndo existe "raiz
quadrada" de a” da forma xa*. Caso contrario, existem dois elementos xa* tais que
(xak)? =a. O

Abaixo seguem os grafos dos grupos de ordem 16 com um subgrupo ciclico
maximal. Nelas, o subgrupo ciclico estd destacado em azul:

VOV VY
NN

'\I/'

®
Figura 4.14 : Grafo de Cy¢

INYZaE\v
y
P

Figura 4.15 : Grafo de Cg X C
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\ < >./’
O%WO

Figura 4.16 : Grafo de Dg

v Y

.

Figura 4.17 : grafo de Q16

\YARY
P

Figura 4.18 : Grafo de SDss

SNV
\\‘@V

Figura 4.19 : Grafo de My

4.5 Grupos de Expoente p

Dado um grupo finito G, o Expoente do grupo, escrito exp(G), é o menor natural n
tal que g” =1, Vg € G. Equivalentemente, exp(G) é mmc{o(g) : § € G}, o menor
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multiplo comum das ordens de elementos de G. Se exp(G) é um primo p, entdo
0(g) = p paratodo g # 1.

O exemplo classico de grupos de expoente p sdo os grupos Abelianos Elementares:
Cp X Cp X -+ X Cp. Um exemplo de grupo de expoente p ndo abeliano é o Grupo de
Heisenberg Médulo 3, o subgrupo de GL(3, Fs) dado por:

1
0
0

O =X

c
bl:a,b,c € Fs
1

E possivel mostrar que esse grupo é isomorfo ao grupo de apresentagao
<a,b,c a3, b8, 8, la,c], |b,c], [a,b] = c).
Nessa apresentacdo, todo elemento é de forma a'b/ck e
(ﬂibjck)(aﬂbmcn) — ai+£bj+mcn+k+j[.

Portanto, (a'bick)3 = a3ip% c3k+i+2ij = 1 e segue que o grupo de Heisenberg médulo 3
tem expoente 3.

Grupos de expoente p podem possuir estruturas bastante complexas: no estudo
do Problema de Burnside, isto é, se “um grupo finitamente gerado de expoente finito
é necessariamente finito?", Novikov e Adjan (1968) mostraram que o grupo livre de
Burnside B(n, e) é infinito para todo n > 1 e e > 665 impar. Para esse trabalho, basta o
corolario desse resultado, que existem grupos 2-gerados de expoente primo infinitos
para primos grandes o suficiente. Para uma exposi¢do mais detalhada do problema de
Burnside, ver [14].

Para f : G — G, f(g) = g%, a estrutura do grafo G(G, f) quando exp(G)=p nao é
complexa. No caso p = 2, G é um 2-grupo, e como foi discutido na sec¢do 4.3, o grafo
serd uma arvore, cuja estrutura é definida na proposi¢do abaixo (O primeiro resultado
é bem conhecido, e serd enunciado por completude):

Proposicao 4.5.1. Seja G um grupo de ordem n tal que exp(G) =2,eseja f : G — G, f(g) =
¢2. Entdo o grupo G é abeliano e o grafo G = G(G, f) é dado por:

g:ﬂn)=<(21’l—1)><0>

Demonstragdo. E suficiente mostrar que quaisquer dois elementos comutam. De fato se
a,b € G sdo ndo triviais, a> = b? = (ab)? = 1 e portanto abab = a’h?> = ba = ab.
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Se g € Ge g # 1entdo f(g) = 1; segue que G é uma arvore de n — 1 vértices
conectadas a raiz 1. m|

O caso onde p é impar temos um argumento similar:

Proposicdo 4.5.2. Seja G um grupo de ordem n tal que exp(G) = p, um primo impar, e seja
f:G— G, f(g)= g% Entdoografo G = G(G, f) é dado por:

G =Cyc(l)®

:l — 1 X Cyc(ord,(2))

ord,(2)
Demonstragio. A divisdo (n — 1)/ord,(2) faz sentido pois ord,(2)[p — 1 e como G
é um grupo de expoente p, em particular é um p—grupo, e portanto n = pk e
p-1pF-1 = ord,(2)ln - 1. Se g € G, g # 1, entdo por definicdo k = ord,(2) é o
menor inteiro positivo tal que ¢¥ = 1. Logo os elementos de g distintos de 1 estdo em
ciclos de ordem ord,(2), e a quantidade desses ciclos é (n — 1)/ord,(2). O

Uma consequéncia da proposi¢do acima é que o nimero de componentes conexas

do grafo é de
L= 1
ord,(2)’

Um caso interessante ocorre quando 2 é uma raiz primitiva médulo p, isto é ord,(2) =

p — 1. Este é o caso minimal, onde o nimero de componentes conexas é:

-1 k-1
I =pF e 4p+2,

1+P—1 p—1

que é portanto uma cota inferior para o nimero de componentes conexas que depende
apenas de p. Determinar os casos onde essa cota inferior é 6tima, ou equivalentemente,
determinar os casos onde 2 é uma raiz primitiva médulo p é um problema dificil
de teoria dos numeros. Um resultado relacionado é a aberta Conjectura de Artin,
que postula que infinitos tais primos existem e sua densidade assintética. (Para mais
detalhes, ver [7]). Os primos menores que 200 para qual essa cota é 6tima sdo: 3, 5, 11,
13,19, 29,37,53,59, 61,67, 83,101, 107, 131, 139, 149, 163, 173, 179, 181, 197 (fonte: OEIS
Foundation Inc (2025) entrada A001122 na On-line Encyclopedia of Integer Sequences
https:/ /oeis.org/A001122).

Exemplo 4.5.1. Seja H3 = (a,b,c:a%,b,¢% [a,c],[b,c],[a,b] = c) o grupo de Hei-
senberg médulo 3. O grupo possui ordem 27. Entdo 26/0rd3(2) = 13 e temos 14
componentes conexas, e o grafo é Cyc(1) & 13 x Cyc(2).
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Exemplo 4.5.2. Seja G = C3 X C3 X C3 o grupo abeliano elementar de ordem 27. O
grupo possui ordem 27. Entdo 26/0rd3(2) = 13 e temos 14 componentes conexas, e 0
grafo é Cyc(1) ® 13 X Cyc(2). Note que o grafo é isomorfo ao grafo de Hs.

Exemplo 4.5.3. Seja G um grupo de expoente 5 e ordem 125. Exemplos incluem C;’
e o grupo de Heisenberg médulo 5 <a, b,c:a® b% c [a,cl,[b,cl [a,b] = c>. Nesse
caso temos 124 /ords(2) = 31 e portanto temos o grafo Cyc(1) ® 31 x Cyc(4) de 32

componentes conexas.

Figura 4.21 : Tipos de componentes conexas nos grafos de expoente 5. No caso de Hs e
C2 a componente da esquerda aparece 31 vezes.
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Wl P A P A

Figura 4.20 : Grafo de H3 e de Cg



Capitulo 5

Consideracoes finais

No trabalho, estudamos profundamente a aplicagio f(x) = x2. Para poténcias positivas
distintas, resultados similares aos do capitulo 2 podem ser observados em [13]; por
exemplo:

Teorema 5.0.1 ([13], Proposicdo 2.2). Seja G = C,, o grupo ciclico de ordemne f : G —
G, f(x) = x!. Tome n = vw onde w é o maior divisor de n coprimo a t e mdct(v) =
(v1,...,vp) é o mdc iterado de v e t. Entdo temos o isomorfismo de grafos:

d
61,11 = B [t X Cve 040 T,
dlw

onde o mdc iterado é definido em [13] segdo 2.2.

Podemos também afirmar para a aplicacdo f(x) = x~! onde para qualquer grupo
G de ordem n o grafo G(G, f) = r X Cyc(1) ® 5" x Cyc(2) onde r é o nimero de
elementos de G tais que x = x71, isto é, involucdes e a identidade.

No capitulo 4 definimos a notagdo 7 *) para arvores k-estreladas e utilizamos
essa notagdo para o grafo de My«. E possivel mostrar a posteriori que essa notagao é
supérflua, pois os grafos de My« e C,u-1 X Ca sdo isomorfos. De fato:

Proposigdo 5.0.2. Os grafos (Man, f), e (Cyn1 X Ca, §) sdo isomorfos para f(x) = x* e
g(x) = x2.

Demonstragio. Basta que para v = (2,2,...,2) temos T(42, 2 = 7@ De fato
T@42,..2) = T2) ® Ty. Na defini¢do de produto tensorial, temos que todo elemento x no
conjunto de vértices de 7, que possui uma aresta direcionada a ele, temos mais dois
vértices direcionados. Isto é a definicao de 7;+(2). O
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Nesse trabalho demos énfase para a classificagdo das estruturas de grafo na dinamica
da fungdo f(x) = x2. Um possivel direcionamento em futura andlise seria utilizar
ferramentas da teoria de grafos - como por exemplo a computagdo de invariantes como
B-polindémios (ver [3])- para obter informagdes dos grupos.
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