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Resumo

A hipétese de volatilidade constante, central no modelo de Black-Scholes, di-
verge das observagdes empiricas do mercado, falhando em capturar o fendmeno
do "sorriso de volatilidade". Este trabalho analisa 0 modelo de volatilidade esto-
castica de Heston como uma alternativa mais realista para a precificacdo de opcdes
europeias no mercado brasileiro. O desenvolvimento teérico fundamenta-se no
calculo estocéastico para derivar a dindmica do preco do ativo e da variancia, utili-
zando a transformada de Fourier para a obten¢do de uma solugdo semi-analitica.
A implementa¢do numérica e a estimac¢do dos parametros, visando minimizar o
erro entre as volatilidades implicitas tedricas e as observadas nos dados, cons-
tituem o objetivo principal do texto. Os resultados indicam que o modelo de
Heston é capaz de se ajustar de maneira satisfatéria as superficies de volatilidade
implicita observadas no mercado brasileiro, dentro das limitagdes impostas pela
qualidade dos dados disponiveis e pela metodologia adotada.

Palavras-chave: Calculo Estocastico. Modelo de Heston. Volatilidade Estocéstica. Esti-
macado de Parametros. Métodos Numéricos.



Abstract

The constant volatility hypothesis, central to the Black-Scholes model, diverges
from empirical market observations, failing to capture the "volatility smile" phe-
nomenon. This work analyzes the Heston stochastic volatility model as a more
realistic alternative for pricing European options in the Brazilian market. The
theoretical framework relies on stochastic calculus to derive the asset price and
variance dynamics, employing the Fourier transform to obtain semi-analytical
solutions. Numerical implementation and parameter estimation, aimed at mini-
mizing the error between theoretical and observed implied volatilities, constitute
the main objective of this text. The results indicate that the Heston model yields a
satisfactory fit to the implied volatility surfaces observed in the Brazilian market,
subject to the limitations arising from data quality and the adopted methodology.

Keywords: Stochastic Calculus. Heston Model. Stochastic Volatility. Parameter Estima-
tion. Numerical Methods.
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Introducao

A compreensdo da volatilidade do ativo subjacente é fundamental na precifi-
cagdo e gestao de riscos de derivativos financeiros. O modelo de Black-Scholes,
embora forneca uma solugdo analitica elegante para o preco de opgdes europeias,
fundamenta-se na hipétese restritiva de volatilidade constante. A incompati-
bilidade dessa suposi¢cdo com a realidade observada no mercado manifesta-se
principalmente através do "sorriso de volatilidade", fendmeno que evidencia sua
natureza estocdstica.

Como resposta a essas limita¢oes, surgiram os modelos de volatilidade esto-
cdstica, nos quais a propria volatilidade é modelada como um processo aleatério.
Dentre esses, o modelo de Heston destacou-se por capturar dindmicas mais re-
alistas de volatilidade mantendo a tratabilidade analitica por meio de fungdes
caracteristicas, obtendo expressdes quase fechadas para o preco de opgdes vanilla.

Partimos da modelagem financeira para o problema de estimagdo de parame-
tros, uma aplicagdo pratica importante desses modelos. Mais especificamente,
estamos interessados em determinar o conjunto de pardametros que minimiza a
diferenca entre valores observados no mercado, como preco e volatilidade im-
plicita, e valores tedricos. Abordamos a tarefa de estima¢do como um problema
de otimizacdo nao linear e ndo convexo, potencialmente mal-posto e sensivel as
condigdes iniciais. Para sua resolugdo, adotamos o algoritmo de gradiente proje-
tado Auto-Conditioned Projected Gradient (AC-PG), que ajusta automaticamente o
tamanho do passo a partir de informag6es locais da funcado custo, dispensando a
escolha manual de parametros de passo.

A metodologia é aplicada a dados reais de opcoes de agdes negociadasna B3. A
analise empfirica permite avaliar o desempenho do procedimento de estimagao em
diferentes ativos, bem como interpretar financeiramente os parametros obtidos e
identificar situagdes nas quais o ajuste do modelo se mostra limitado, em especial
em fung¢do da qualidade dos dados disponiveis.

Por fim, o trabalho situa o modelo de Heston em um quadro mais amplo de
abordagens para a descrigdo da volatilidade, discutindo suas limitagdes e alterna-
tivas presentes na literatura. Em particular, é apresentado o paradigma da rough
volatility, motivado por evidéncias empiricas que indicam uma estrutura temporal
da volatilidade consideravelmente mais irregular do que aquela capturada pelos
modelos classicos. Embora a estimagdo de pardmetros em modelos rugosos nao
seja o objetivo deste estudo, a apresentacdo do modelo Rough Heston permite con-
textualizar o modelo cldssico como um caso limite de uma classe mais geral de
modelos, além de apontar dire¢des naturais para investigagoes futuras.
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Capitulo 1

Preliminares

Esta se¢do toma como referéncia principal Pfiitzenreuter (2021).

1.1 Opcoes

No mercado financerio, sdo exemplos padrdo de titulos derivativos, isto §,
titulos cujo valor depende dos precos de outros titulos mais bésicos (chamados
titulos primdrios ou ativos subjacentes) como agdes, por exemplo. Uma opgdo
pode ser semelhante a uma apdlice de seguro: a seguradora emite uma apdlice
e, em troca, cobra uma taxa - o prémio - cujo valor garantird o seu patrimoénio
durante a vigéncia dessa apolice.

Existem opgdes sobre inimeros tipos de ativos, por exemplo, sobre contratos de
futuros, mas trabalharemos apenas com opgdes sobre agdes.

Nosso foco serd nas opgdes denominadas vanilla, isto é,

+ Opgoes de compra (call): titulo que d4 o direito de comprar algo a um prego

determinado.

* Opcoes de venda (put): titulo que da o direito de vender algo a um preco

determinado.

Opcoes de compra e venda

Voltando a analogia com o seguro: se contratamos um seguro para o carro e
ele permanecer intacto, ficamos com ele. Entretanto, se o carro for roubado ou der
perda total, recebemos o dinheiro da seguradora. O seguro pode ser visto como
uma "opgdo de venda" do carro a seguradora.

O uso mais natural da opgdo de venda € a garantia do capital, a protecdo do
investimento.

Por outro lado, podemos enxergar as opgdes de compra como o sinal pago ao
comprar um imével: queremos garantir a preferéncia na compra de um imével,
entdo damos um sinal (uma pequena porcentagem do valor total) e, se concreti-
zarmos o negocio, ele constitui parte do pagamento. Se desistirmos, perdemos o
valor do sinal.

11
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O uso mais comum de uma op¢do de compra € planejar uma compra futura,
garantindo o preco de hoje.

As opgoes de venda podem ser também adquiridas com fins especulativos:
em vez de planejar um investimento futuro, pode-se simplesmente especular que
o prémio de uma opgao vai subir.

Valor intrinseco e extrinseco

No dia do pagamento da opcdo, s6 vale a pena exercer a opgao se ela nos ga-
rantir um preco melhor que o de mercado. Para uma opgdo vantajosa, a diferenca
entre o preco de mercado e o preco garantido é chamada valor intrinseco. No
caso das opgoes, ele é sempre ndo-negativo.

Para o comprador da opgao, um valor intrinseco maior é sempre melhor, tanto
para op¢des de venda quanto de compra. J4 para o vendedor, é mais interessante
um valor intrinseco menor (idealmente, zero), para calls e puts.

Antes do vencimento, é natural que o prémio da opcdo seja bem maior que
o valor intrinseco. Chamamos de valor extrinseco a diferenca entre o preco da
opgao e seu valor intrinseco.

Moneyness

Como a opgdo é um derivativo, seu prémio depende totalmente do prego atual
(spot) do ativo subjacente. A relagdo entre preco de exercicio (strike) e spot é de
extrema importancia e recebe o nome de moneyness, apresentando-se numa das
trés formas a seguir:

* Valor intrinseco positivo, chamado in the money (ITM). Se tudo continuar
como estd, a opcao vencerd valendo alguma coisa.

* Valor intrinseco zero e spot significamente distante do preco de exercicio.
Dizemos que a opgdo esta out of the money (OTM). Se tudo continuar como
estd, a opgdo ird expirar sem valor (informalmente, chamamos de "virar p6").

* Valor intrinseco préximo de zero e spot muito préximo ou igual ao strike.
Nesse caso, dizemos que a opgao esté at the money (ATM). Nesse caso, o spot
pode mover-se tanto para um lado quanto para outro, jogando a opgao para
ITM ou OTM.

Independentemente do ativo subjacente ou do mercado especifico, op¢des com
0 mesmo moneyness exibem comportamento andlogo:

* Uma opcdo ITM tende a acompanhar mais de perto as variagdes de preco
spot do ativo subjacente, e seu valor extrinseco fica cada vez menor.

* Uma opgdo ATM possui o maior valor extrinseco da série, ou seja, seu prémio
€ 0 "mais caro". Também tende a ser a opgdo mais negociada.

* Uma opc¢do OTM tem valor extrinseco menor que uma op¢ao ATM. Quanto
mais fortemente OTM, menos o prémio acompanha as variagdes do spot.
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Opcoes na B3
O ticket (simbolo) de uma opgdo da B3 possui a seguinte forma:

AAAASNNN

onde:

* AAAA : prefixo da acdo subjacente.
* S:letra que indica o c6digo de vencimentos, conforme a tabela 1.1 a seguir.

* NNN : ntimero de dois ou trés digitos que identifica o valor garantido (preco
de exercicio).

Por exemplo, PETRA50 é uma opcao de compra sobre a agdo PETR4 (Petrobras
preferencial), que provavelmente vence em janeiro e provalemente tem preco de
exercicio de $ 50.

Entretanto, nem sempre o sufixo NNN corresponde ao valor do strike. E
preciso consultar os dados da opgdo para descobrir o valor real do prego de
exercicio.

Vencimento Opcao de Compra Opcao de Venda

Janeiro A M
Fevereiro B N
Marco C @)
Abril D P
Maio E Q
Junho F R
Julho G S
Agosto H T
Setembro I U
Outubro ] \Y
Novembro K Y
Dezembro L X

Tabela 1.1: Cédigos de vencimento de op¢des na B3

Parametros de uma opc¢ao

O prémio (ou pagamento) de uma opcao é completamente determinado pelos
seguintes parametros:

* Spot S: preco atual do ativo subjacente a opgao.

+ Strike (ou preco de exercicio) K: preco do ativo subjacente que a opgao ga-

rante ao seu detentor.

* Vencimento T: data limite para o exercicio da opgdo, apés a qual a opcdo
deixa de existir.
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+ Estilo: define em que datas ou faixas de tempo a opgdo pode ser exercida
(europeia, americana, etc).

* Direito garantido: op¢do de compra ou opgado de venda.

* Taxa base de juros r: no Brasil, a taxa SELIC, paga pelo governo.

* Volatilidade o: oscilagdo dos rendimentos do ativo subjacente.

Na tabela abaixo, resumimos as informagdes acerca do moneyness de uma
op¢ao:

Condicao Opcao de Compra (Call) Opcao de Venda (Put)
Ss K In the Money (ITM) Out of the Money (OTM)
Valor Intrinseco =S — K Sem valor intrinseco
S-K At the Money (ATM) At the Money (ATM)
B Prémio = 100% Valor Extrinseco Prémio = 100% Valor Extrinseco
S<K Out of the Money (OTM) In the Money (ITM)
Sem valor intrinseco Valor Intrinseco=K — S

Tabela 1.2: Moneyness e valor intrinseco de opgdes
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Referéncias principais adotadas no restante deste capitulo: Dksendal (2003), Musiela e
Rutkowski (2005), Wiersema (2008), Oosterlee e Grzelak (2020) e Shreve (2004).

1.2 Nocgoes gerais de Calculo Estocastico

A conhecida ndo diferenciabilidade das trajetérias do movimento browniano
impede a aplicacdo direta de teoremas do célculo tradicional no contexto de
fungées desse processo estocéstico.

Em 1944, Kiyoshi Itd, no artigo intitulado “Stochastic Integral”, estabeleceu uma
maneira de resolver esse tipo de problema. No texto, ele introduz um novo tipo de
integral e mostra o resultado que ficou conhecido posteriormente como formula de
Ito. Essa férmula é frequentemente vista como anédloga ao Teorema Fundamental
do Caélculo, agora expresso em termos de integrais de It0, e que acrescenta um
"termo de corre¢do”, resultante da variacdo quadratica ndo nula do movimento
browniano. Ver mais detalhes em Kuo (2006).

1.2.1 A Integral de It6

Para simplificar a nota¢do, omitiremos o termo w € () sempre que possivel.
Além disso, as notacoes W; e W(t) serdo utilizadas de maneira intercambiével
ao longo do texto, ambas representando o valor do movimento browniano W no
tempo t (a menos que seja explicitamente definido de outra forma).

Comecemos com alguns conceitos fundamentais para o estudo do célculo
estocéstico.

Defini¢do 1.1. Seja (2, ¥, P) um espago de probabilidade. Um movimento brow-
niano (unidimensional), também conhecido como processo de Wiener, é um pro-
cesso estocdastico caracterizado pelas seguintes propriedades:

(i) Wo = 0 (mais precisamente, P(Wp = 0) = 1),
(ii) W; é continuo q.c. [P],

(iii) W; possui incrementos independentes e normalmente distribuidos, isto é,
Wi —W;s ~N(0,t —s), paras < t.

Um vetor n-dimensional W = (Wi (t), ..., W, (t)) onde
(i) Cada W; é um processo de Wiener unidimensional,
(i) W; e W; sdo independentes para i # j,

é chamado um movimento browniano n-dimensional.

Defini¢cdo 1.2. Seja W; um movimento browniano n-dimensional. Definimos

Fi = ﬁ(n) como sendo a o-algebra gerada pelas varidveis aleatérias {W;(s)}, com
1<i<ne0<s <t Emoutras palavras, ; é a menor o-dlgebra contendo todos
os conjuntos da forma

{w: Wy(w) € By, ..., Wy (w) € Br},
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onde t; < t e B; € B(R") sdo borelianos, j = 1,2, ... (Assumimos que ¥; é com-
pleta).

Definicdo 1.3. Seja {MV;}:>0 uma sequéncia crescente de o-dlgebras de (). Um
processo g(t, w) : [0,00) x 3 — R" é dito ser N;-adaptado se, para cadat >0, a
fungdo w — g(t, w) é Ni-mensuravel.

Definicdo 1.4. Seja0 <t <T eV = V(0,T) a classe de fungdes f(t, ) : [0, c0) X
Q) — R tais que:

(i) (t,w) = f(t,w) é B X F -mensuravel,

(i) f(t, w) é Fi-adaptada,

(iii) B [ f(t, 0)? < co.

Defini¢do 1.5. Dados X;, Y; : 2 — R processos estocdsticos, definimos a variagao
quadratica de X; como sendo, para w € 2, o processo

(X, X) = AlimO Z |Xt,.,, — X¢,[* (limite em probabilidade), (1.1)

tr—
k te<t

onde0 =1t <ty < ...<t, =telty =ty —tx. Similarmente, a variagao cruzada
de X; e Y; é dada pelo processo

X, = Jim 3 (X, = Xi) (Vi = Vi) (12)

<t

Teorema 1.6. Seja W um movimento browniano. Entdo, (W, W); =t, V't > 0, quase
certamente.

Demonstragdo. Shreve (2004). O

Informalmente, escrevemos esse fato como
AW, W), = dW(HAW(t) = (dW;)? = dt.

Observagio 1.1. Variagdo cruzada.
Além de calcularmos a variacdo quadratica de W, da mesma forma podemos

também calcular as variacdes cruzadas e quadratica entre W e t, resultando em:
dtdW(t) = dW(t)dt = (dt)?> = 0, como detalhado em Shreve (2004).

Observagio 1.2. A caracterizagdo de Levy.

Dentre as vérias caracterizagdes existentes para o MB, uma que se destaca por
sua elegancia € a caracterizacdo de Levy, que constitui uma espécie de reciproca
do teorema 1.6: se {X;} é um processo continuo, com Xy = 0, tal que X; é uma
martingale com respeito a ; (definicao 1.11) e (X, X); = ¢, Vt € [0, T], entdo X;
é um movimento browniano em %;.

Introduzimos, a seguir, a defini¢do de integral de Ito.
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Definic¢do 1.7. Sejam ¢ um processo simples, f € VeO=tg)<t; <. <t, =T
uma parti¢do de [0,T]. Definimos a integral de Ité de ¢ e f como sendo:

t k-1
[ o = 3000 - W1+ G000~ W] (13)
j=0
€ t t
/ f(u)dW, = lim / ¢n(1)dW, (limite em L*(P)), (1.4)
0 n—oo 0

onde {¢,} é uma sequéncia de func¢des simples tal que ||f — ¢u|l» — 0 quando
n — oo,

Exemplo 1.8. Calculando fOT W (t)dW; pela definicdo.
Tome n € Z grande. Vamos aproximar f(t) = W(t) pela seguinte sequéncia de
fungdes simples:

Pode-se mostrar que
IW = ¢pullp = 0, n — oo.
Agora, por definicdo,

T
/ W(t)th = hm/ (Pn(t)dwt
0

- S () - w )

R . iT . .
Para simplificar a notacdo, fagamos W; = W(]?) Antes de avaliar o limite
acima, vamos obter algumas expressoes que serdo tteis.

n-1 n-1 n-1

-1
1 1 ’ 1 ’
2 Z{;(W]H - W) = ) o Wisi = - WiWjs + 2 - Wi
1 n n—1 1 n—1
=5 W2 = > WiWj1 + 3 W? (comk=j+1)
k=1 j=0 j=0
1 1 n-1 n-1 1 n-=1
k=1 j=0 j=0
1 n-1 n—1
— 2 2
SWit D W= ) Wil
j=0 j=0
1 n-1

= —w2 + ZW(W Wis1).
j=0
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Da expressao acima, concluimos que

>_x

n—

—_

-1
W](W W]+1) - _W E Z j+1 — W)
j=0

I
(e}

j
Na notacao anterior,

)l {5 e

n

[

n—

—.
Il
o

n—1

52w -

i=0

~.

Tomando n — oo, obtemos

/ " Woaw = fwam - Lov, wy = fwn - Lt
0 T2 2 T2 27

O
O resultado a seguir relaciona integrais de It6 e integrais de Lebesgue.
Lema 1.9 (Isometria de It0). Para toda f € V, vale a sequinte relagio:
t 2 t
]E( / f(u)dwu) -E / Fu)dt. (1.5)
S S
Demonstragido. Oosterlee e Grzelak (2020). O

Algumas propriedades que seguem da definigao:

Proposicao 1.10. Sejam f, g € V(0,T) e considere 0 < t < T. Temos:

T t T
(a) / fudWy, = / fudWy, + / fudW,,, para quase todo w;
0 0 t
T T T
(b) / (cf+Q)udW, = c/ fudW,y, +/ gudWy, ¢ constante, para quase todo w;
0 0 0

T
(c) / fudW,, é Fr-mensurdvel.
0

Defini¢do 1.11. Uma filtra¢do em (QQ, ¥ ) é uma familia crescente M = {M;}s>0
de o-algebras em . Um processo n-dimensionl {X;}>o em (Q, ¥, P) é dito ser
uma martingale com respeito a M (sob a medida P) se, para todo ¢,

(i) X; é adaptado, isto €, X; é M;-mensuravel

(i) X; é integravel, isto é, E|X;| < oo
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(iii) e X; ndo apresenta tendéncia sistemdtica de crescimento ou queda, ou seja,
E[XsIMi] = X¢, Vs> t.

Observagio 1.3. Martingales e precos de ativos.

Os processos de precos de ativos considerados neste trabalho, denotados por
St, satisfazem E|S;| < oo, V't > 0, j& que exigimos integrabilidade na definicdo
1.11 acima.

Essa condigdo € essencial, pois a precificacdo de derivativos financeiros, como
as opg¢oes, depende fortemente do célculo do valor esperado de um pagamento
futuro com respeito a um processo subjacente. Assumimos que esse processo seja
uma martingale, uma vez que essa propriedade esta intimamente relacionada a
auséncia de arbitragem.

Exemplo 1.12. O movimento browniano W; em R" é uma martingale com respeito
aFi=o0(Ws,s <t).
De fato, W; = (W}, ..., W) satisfaz as condi¢des da defini¢do anterior:

(i) imediato pois W; é F;-mensuravel por construgdo;

(ii) analisando o 2° momento, obtemos, da desigualdade de Jensen:

n n
EW)? <E|WiP =B ) (Wi = > B(W,)?
i=1 i=1

n
= ) [varW/ + (EW;)z] = nt
i=1

o E[Wy < Vit <oo, Vit eW, é integravel;
(iii) Por fim, tome s > t. Basta notar que Ws; = W; + (W; — W;).

Assim, das propriedades de esperanca condicional e da defini¢do do movi-
mento browniano, segue que:

E[Ws|Ft] = E[W; + (Ws — Wy)[F4]
= E[W|F:] + E[(Ws — Wi)|F+]
=W;+0
= W;.

O

Outra propriedade importantissima das integrais de Itd é que elas sdo martin-
gales:

Proposicdo 1.13. Para todo f € V(0,T), existe uma F martingale em [0, T, {I(t)}, tal
que, para todo t € [0, T],

t
I(t) :/ f(w,s)dWs. (1.6)
0
Em particular,

t
E/O f(w,s)dW; =0. (1.7)
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NUm. Passos (N)
N =10

151 — N=50

— N =300

1.0

0.5

Wi

0.0

-0.5

-1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Figura 1.1: O movimento browniano padrdo como limite de um passeio aleatério.

Demonstragdo. Kuo (2006). O
Podemos também estender a nogdo de Integral de It6.

Definicao 1.14. Seja W = (W, ..., W) um movimento browniano n-dimensional.
Denote por (Vﬁxn (S,T) a classe das matrizes v = [v;j(t, w)]ux, tais que cada v;;
satisfaz as seguintes propriedades:

i) (t,w) — v;j(t,w) é B X F -mensuravel,

(ii) existe uma filtragdo H = (H;), t > 0, tal que W; é uma martingale com
respeito a H; e f; é H;-adaptado,

(iii) B [, f(t,w)2dt < co.

Parav € fvgxn(s , T), definimos, utilizando nota¢do matricial,

T
/ vsz/
0 0

como sendo o vetor coluna cuja i-ésima componente é a seguinte soma de integrais
de It6 unidimensionais: .
n
Z / vij(s)dW;. (1.9)
=13

Por fim, se H = F ) = {ﬁ(n)}tzo, escrevemos V™" (S, T) e, se m = 1, escrevemos
V,,(S,T) (respectivamente, V"(S, T)). Também, fazemos

T{011 - Uln dWy
: : : (1.8)
Uml *+ Omn) \dWy

(Van — (VmXI’l(O, OO) — ﬂ (men(ol T) (110)
T>0
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Exemplo 1.15. Cason = 2.
Para trazer mais clareza a definicdao anterior, vamos considerar m = 1 e m =
n = 2. Suponha também que estejamos trabalhando com a filtragdo natural ;.
Considere W = (Wi (t), Wa(t)). Pela defini¢do anterior, a integral de It6 de uma
funcdo v € V?(0,T) é dada por

T T AW, T T
/ vdW = / (v11 v12) (dW ) = / v11(s)dWq +/ v12(s)dW2 ,
0 0 2 0 0

um escalar.
Agora, tomando u € V?2(0,T), temos:

T T
/Tudw — /T (”11 ”12) (dwl) _ Jy un(s)dWr + |7 uradWs
0 o \uz1 ux|\dW fOT uz1(s)dWs +/OT UodWso |
uma matriz 2 X 1. -

Naturalmente, as propriedades da integral de It6 unidimensional também se
estendem para o caso mais geral. Em especial, a propriedade de que se W(t) =
(Wi(t), ..., Wy(t)) é um movimento browniano e v € V", entdo a integral de Itd

t
Xt:X0+/ v(s)dWs ; t >0
0
é uma martingale com respeito a Tt(").

1.2.2 Processos de Ito

Defini¢do 1.16. Definimos ‘W4¢,(0, T) como sendo a classe de processos f (t, w) € R
satisfazendo os itens (i) e (ii) da defini¢do 1.14 e a condi¢do abaixo:

T
2 col =1
P[/O f(s,w)ds < l 1

Similarmente, tomamos

Wi = | W0, 7).
T>0

Defini¢do 1.17. Seja Wy um movimento browniano unidimensional em (Q, ¥, P).
Um processo de Itd (ou integral estocéstica) unidimensional é um processo esto-
castico X; da forma

t t
X = Xp +/0 u(s)ds +/O v(s)dWs , (1.11)

onde v € Wy, de modo que

P(/tvz(s,w)ds <ooVi> o) - 1. (1.12)
0
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Além disso, u é H;-adaptado e satisfaz
t
P(/ l0(s, w)|ds < co ¥ t > o) - 1. (1.13)
0

E comum representarmos processos de Itd da forma (1.11) na notagéo diferen-
cial:
dX; = udt + vdW;, X(0) = Xo. (1.14)

Proposicao 1.18. Sejam Xy, Y; processos de It6 da forma dX; = urdt + v1dW; e dY; =
urdt + vodW;. Entdo,

(X, X) = Atu%(s)ds

(X, Y) = /Ot v%(s)v%(s)ds.
Teorema 1.19 (A férmula de It6). Sejam X; um processo de Ité dado por
dX; = udt + vdW,; (1.15)
e g(t, x) € C2([0, ) X R). Nessas condicdes, Y; = g(t, X;) é também um processo de Itd

e

2 I’g
dy = a_é:(t,Xt)dt + == (iL Xp)d X + 1 (iL X )(dXe)?, (1.16)

onde (dX;)? = (dX;)(dX;) é calculado de acordo com as regras

AW, dW; = dt
AW,dt = dtdW, = 0 (1.17)
dtdt = 0.

A férmula de It facilita consideravelmente o calculo das integrais de Itd, como
podemos ver no exemplo a seguir:

Exemplo 1.20. Aplicando a férmula de Ito.

Considere a fungdo g(t,x) = 1 x2. Utilizando o resultado no processo Y; =
g(t, W), obtemos:
_ (L2 g dg 2
dYt_d(ZW (t)) Lat+ Law; + 2a z(dW)

=0+ W, dW; + E(dwt)2

= Wtth + %dt
T 1., 1
B W(t)dWy = zW=(T) - =T,
0 2 2

como haviamos visto. m]
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Exemplo 1.21. Movimento Browniano Geométrico.
Considere o seguinte problema de crescimento populacional, como apresen-

tado em Jksendal (2003):
ds;

dt
onde a; = u+0W;, com y, 0 constantes e Wy um "ruido aleatério”. Vamos procurar,
de maneira informal, uma "interpretacdo de Itd" para esse problema. Escrevemos:

= thSt, (118)

dSt = yStdt + GStth. (119)

Assim,

t
/ dSSS = ut + oWy (Wp = 0).
0 S

Para avaliar a integral do lado esquerdo, utilizamos a férmula de It para a
fungdo g(t,x) =Inx, x > 0:

1 1 1
A(In ;) = £-dS; + 5 - = @S,
(InSy) Stt2 Stz(t)
= — — —0°5;dt
St tZ
dSt 1 2
=L __o%t
3, 20 d
ds; 1, S; ( 02)
L = = —=|u——=)t+oW
s, d(InS;) + 20 dt = In 5 1 5 oW,
ou entao,
o2
St = Soexp{(y—?)t+awt}. (1.20)
Processos assim sdo chamados movimentos brownianos geométricos e sao
muito importantes para a teoria que se segue. O

Em finangas, o movimento browniano geométrico surge como modelo para
o preco de uma ac¢do em alguns casos. Entretanto, qualquer carteira de investi-
mentos simples nos leva a considerar a dindmica de um sisterna de processos de
Ito.

Defini¢do 1.22. Seja W(t, w) = (W1i(t, w), ..., Wy, (t, w)) um movimento browniano
m-dimensional. Se cada um dos processos u; e v;; satisfaz as condi¢bes da defi-
ni¢do de processo de It6 unidimensional, 1 <i <n, 1 < j < m, entdo podemos
formar n processos de It6

dX1 = udt + v11dWq + - -+ + 01, AW,
(1.21)
AX, = u,dt + v,1dWq + -+ + U dW,,

Ou, em notagdo matricial,

dX(t) = udt + vdW(t), X(0) = Xo, (1.22)
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Figura 1.2: Simulacdo de 3 trajetérias de um Movimento Browniano Geométrico
ao longo de um ano, com parametros: Sop = 100, u = 0.05,e 0 = 0.2.

onde

Xa(t) ui 011ttt Ulm dWi(t)
XH= + |,u=|:],0o=]": D], AW() =
Xn(t) un vnl A Unm dWm(t)

Tal processo X(t) é chamado um processo de Itd6 n-dimensional.

Vale ressaltar que resultados vélidos para processos de Itd6 unidimensionais
continuam validos no caso n-dimensoional.

1.2.3 O Teorema da Representacao Martingale

Nesta se¢do, apresentaremos dois importantes teoremas de representacdo,
muito utilizados no contexto de finangas.
Seja W(t) = (Wi(t), ..., Wu(t)) um movimento browniano n-dimensional. Vi-

mos anteriormente que a integral de It6 é uma martingale com respeito a T;(").

Veremos agora que, surpreendentemente, a reciproca é verdadeira: qualquer ?'t(n)—
martingale (sob a medida P) pode ser representada como uma integral de Ito.

Teorema 1.23 (Teorema da Representacdo de Itd). Seja F € Lz(ﬁ(n), P) uma varidvel
aleatoria. Entdo, existe um tinico processo estocdstico f(t,w) € V"™(0,T), tal que

T
F(w) = EF + / F(t, w)dW(t). (1.23)
0



CAPITULO 1. PRELIMINARES 25

Teorema 1.24 (Representacio Martingale, unidimensional). Sejam X € L?(P) uma
varidvel aleatéria Fi-mensurdvel. Entdo, existe um processo a € V(0, t) tal que:

t
X =EX +/ a(s)dWs. (1.24)
0

Exemplo 1.25. Considere o processo M; = W? — t.

Uma conta simples mostra que M; é uma martingale com respeito a ¥; (note
também que E|M;| = 0 < ).

Assim, pelo teorema da Representagdo Martingale, existe um processo esto-
castico a tal que

t
Mt:/ a(s)dWs.
0

De fato, vimos no exemplo 1.8 que

' 1. , 1
[ wean, = S(W2-t) = 3m;

Portanto, a martingale M; pode ser representada como a integral de Itd

t
/ 2WsdWs,
0

com 2W; = a(s) € V(0, t). O

1.2.4 O Teorema de Girsanov

O Teorema de Girsanov fornece um resultado fundamental acerca da mudanca
na dindmica de um processo, através da mudanga de medida de probabilidade
sob a qual ele esta definido. Essencialmente, o teorema formaliza uma "mudanga
de referencial”, permitindo alterar o termo de drift de um processo de It6 utili-
zando uma medida equivalente. Além disso, o resultado fornece explicitamente
a derivada de Radon-Nikodym associada a essa mudanga de medida.

A capacidade de transitar entre medidas controladamente é fundamental no
contexto das finangas, como veremos adiante, pois serd do nosso interesse remover
o coeficiente de drift para realizarmos a precificagdo das opgoes.

Comecemos com um exemplo de motivagdo:

Exemplo 1.26. Mudanca de medida para uma variavel aleatéria normal.
Seja X ~ N(0, 1) definida sob (Q), ¥, P), isto é,

1 2
(B)=P(X € B) = /n(x)dx = /—e—x 2dx, V B € B(R). (1.25)
i B B V27
Em particular, tomando B = (—o0, x], obtemos:

X
P(X < x) = / \/%e‘xz/zdx, Y x € R. (1.26)
—00 ’]’(
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Note que EX = 0 e varX = 1. Agora, seja & > 0 uma constante e defina
Y := X +¢&,demodo que, sobP, Y ~ N(¢, 1).

Gostarfamos de obter uma nova medida Q em ), sob a qual Y ~ N(0,1).
Esse interesse surge pois, em finangas, mudar a medida de probabilidade nos
permite substituir o retorno esperado do ativo, um parametro incerto e que varia
com o risco, pela taxa de juros livre de risco, um parametro observavel. Assim,
conseguimos simplificar consideravelmente o procedimento de precificagdo.

Comecamos definindo uma nova variavel aleatoria:

Z(0) = exp { _&X(w) - %52} VaweQ.

Essa varidvel Z tem duas propriedades muito importantes, que permitirdo
que ela seja a derivada de Radon-Nikodym necesséria para obtermos a medida Q
equivalente a P

(i) Z(w)>0Y w e Q;
(i) EZ = 1.

De fato, (i) é imediato por defini¢do e (ii) segue das propriedades da esperanca:

EZ = /_ exp { —&x — %EZ}n(x)dx = \/%[ exp { - %(xz —2&x + 52)}‘”

[o¢]

- \/%/_;mexp { — %(x + é)z}dx = %[;wexp { -~ %yz}dy =1

Agora, usamos Z para criar uma nova medida de probabilidade Q << P ao
definirmos:

Q(A) = /AZ(w)dP(w), VAeTF. (1.27)

Além disso, Y tem distribui¢do normal padrdo sob Q. De fato,
QY <b) = / Z(w)dP(w)
{w:Y(w)<b}
= /Q Ly (w)<py Z(w)dP(w)
Lo
= | Ljy@)svy exp { — &X(w) - EE }dP(w)
Q

+00
:/ Lsp-ge” 2 n(x)dx

[o0]

1 b—¢ 12 1.2
— —Ex—5&% ,—5x
= — e 2 e 2% dx
b-¢
S / e~ 2+ gy
V27Z —00

— 1 /b e_%yzdy
V2 J-eo '

como queriamos. O
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O exemplo anterior nos mostra como podemos utilizar essa ideia de mover
a média de uma varidvel aleatéria normal. Essa ideia pode ser aplicada em um
contexto mais geral, onde mudamos a média ndo de uma varidvel aleatéria, mas
sim de um processo estocdstico inteiro.

Isso nos leva ao resultado a seguir.

Teorema 1.27 (Girsanov, unidimensional). Sejam W; um movimento browniano uni-
dimensional definido sob (Q2, F;,P), t € [0, T], e F+ sua filtragdo associada. Considere E;
um processo estocdstico adaptado e defina:

t t
1
7 =exp{—/ Edes——/ Esds}, (1.28)
0 2 0
t
W, =W, + / Beds, (1.29)
0
e suponha que
T
E / B272ds < oo, (1.30)
0

Por fim, faga Z = Z(T'). Nessas condigoes, EZ = 1 e, sob a medida P* definida por
PY(A) = / Z(w)dP(w)V A € F, (1.31)
A

o processo W/ é um movimento browniano.

Exemplo 1.28. Transitando entre movimentos brownianos.

Vamos praticar a mudanga de medida que vimos no teorema de Girsanov para
o caso mais simples, onde E = & constante.

Queremos mudar do movimento browniano W; (sob P), para outro, W =
W; + &t, definido sob outra medida P*, induzida por ele (pode-se provar que ele
segue um movimento browniano padrao sob ela). Sendo assim, a densidade de
W™ avaliada no ponto y é dada por

= e [~

e, da mesma forma, a densidade de W no ponto x é

1

\/%e)(p{ 2(\/;)2}'

De modo que a razao entre essas densidades no ponto x é (apds substituirmos
Yy = x + &t e rearranjarmos a expressao):

X

fw(x) =
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O que nos motiva a tomar:

aps
dp

= exp { —EWr — %Ezt} q.c [P].

Agora, quisermos voltar de W* para W, basta procedermos de maneira similar

para obtermos
dPp

1o
= ex Wy — = t} .c [P*].
Note que as duas mudangas de medida realmente se comportam como se
fossem uma razdo numérica pois, substituir W; = W} — &t na primeira expressao,
resulta:

dPpP* . 1
E —op{ st -0 -3¢
_ et e L2
—exp{ EW/ + 25 t}
Ou seja,
1 1., _ dP .
—5 = €Xp {EWt — 55 t} = 7 A€ [P*].

ap*
Naturalmente, podemos também aplicar diretamente o teorema para obter-

mos:
Zt:exp{—AtédWS—%/Otézds}:exp{—EWt—%Ezt}

Dai, por Girsanov, concluimos que W* = W; + £t é um movimento browniano

e a derivada de Radon-Nikodym é dada por
dP*
dP

= Zi = exp { —EW; - %5%}.
O

De maneira geral, temos o seguinte resultado, que une os teoremas de Girsanov
e da Representacdo Martingale:

Teorema 1.29 (Girsanov). Suponha que Z(t) € V™(0, T) satisfaga a sequinte condigio
de Novikov:

1 /7
Eexp (EA Ez(s,w)ds) < o0 (1.32)

e considere Q uma medida em ?}(m) tal que

T T
dQ(w):exp(— /0 E(t,w)dW(t)—% /0 Ez(t,w)dt)dP(w). (1.33)

Entdo,

t
W*(t) := /0 E(s,w)ds + W(t) (1.34)
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. . . N m . . m
é uma martingale com respeito d Tt( ' (e, portanto, um movimento browniano em 7—;( ))

sob Q. Além disso, qualquer F € Lz(ﬁ(m), Q) possui uma tinica representacio

T
F(w) = EgF + / o (t, w)dW(t), (1.35)
0

onde ¢ é um processo a valores em R™ que é ﬁ(m)—adaptado, (t, w)-mensurivel e quadrado
integrdvel em [0, T] com respeito a Q.

1.3 Financas Matematicas

1.3.1 Mercados, carteiras e arbitragem

Defini¢ao 1.30. Um mercado financeiro (ou, simplesmente, mercado) é um pro-

cesso de Itd (n + 1)-dimensional e ﬁ(m)-adaptado X(t) = (B(t), Xq1(t), ... , X,(1)),
t €0, T], que possui a forma

{ dB(t) = r(t)B(t)dt; B(0) =1 (1.36)

dXi(t) = yi(t)dt + Z;nzl Gi]'(t)de
{X(t)} te[o,r] € chamado normalizado se B(t) = 1.

Definicao 1.31. Uma carteira (ou portfélio) no mercado {X(t)} te[o,r] € um pro-

cesso estocastico (n + 1)-dimensional ?;(m)—adaptado e (t, w)-mensurével
Q(t) = (GO(t)I Ql(t)/ cee g Qn(t))/ te [0/ T] (137)
O valor (ou processo de riqueza), no tempo f, de uma carteira 0(t) é definido por

VO(t) = Z 0,()X;, (1.38)
i=0

onde Xy(t) = B(t).

Defini¢do 1.32. O portfélio O(t) é chamado auto-financiado se satisfaz

V(t) = V(0) + Z /0 t 0:(s)dX;(s), (1.39)
i=1

ou, em notacgado diferencial,

dv(t) = )" 0i(t)dX(t), V(0) = Vo (1.40)
i=1

Observagio 1.4. Alguns comentérios.
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()

(b)

(©)

Pensamos em X;(t) = X;(t, w) como o preco do i-ésimo ativo da carteira no
tempo t. Os ativos 1, ..., n sdo chamados arriscados devido a presenca dos
seus termos de difusdo. Eles podem representar, por exemplo, agdes. Ja
o ativo B(t) é chamado livre de risco por nao possuir o termo de difuséo.
Entre outras coisas, representa titulos da divida publica.

Podemos sempre tornar o mercado normalizado, basta definirmos
Xi(t) = BO) ' Xi(t); 1<i<n (1.41)

O mercado X(t) = (1, X1(t), ..., X,(t)) é chamado a normalizacdo de X(t).
Essa normalizagdo corresponde a usar o Xo(t) como numeraire, isto €, como
o ativo de referéncia usado para expressar os precos dos demais ativos.

Como t
B(t) = dst, 1.42
O =exp{ [ o] 142
temos: ;
B7l(#) = - d 0,Vtel0,T 1.43
t) exp{ /Or(s) s}> te0,T] (1.43)
e também

dXi(t) = dB7H)X(t)) = B HE)[(wi — rX)dt + 0;dW(H)]; 1<i<n. (1.44)

Os componentes 0;(t) representam o namero de cotas dos titulos que um
investidor detém no tempo t. Ou seja, representam o valor total de todos os
investimentos em .

Observagio1.5. Se 04, ..., 0, sdo dados, podemos sempre fazerde 0 = (09, 01, ..., 0,)
uma carteira auto-financiada ao escolhermos 6y como sendo

onde

t
0o(t) = VO(0) + BHHA(t) + / p(s)A(s)B™Y(s)ds, (1.45)
0

an=Y / 06X, - 00X, (1) (1.46)

i=1

Além disso, podemos escolher o valor inicial V?(0) da carteira.

Definic¢ao 1.33. Um portfélio auto-financiado 6(t) é chamado admissivel se seu
processo de valor correspondente, Ve(t), ¢é limitado inferiormente, isto é, se existe
K = K(0) < oo tal que

VO(t,w) > —K para q.t. (t,w) € [0, T] x Q. (1.47)

Essa condicdo é natural se pensarmos que deve existir um limite na quantidade
de débito que os credores podem tolerar.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 31

Defini¢do 1.34. Um portfélio admissivel O(t) é chamado uma arbitragem no mer-
cado {X;} sejo,r] se seu processo de valor V(t) satisfaz

Vo0)=0
{ V9(T)>0q.c.,com P(VO(T) > 0) > 0 (1.48)

Em outras palavras, O(t) é uma arbitragem se, de alguma forma, 6(t) gera
lucro sem qualquer risco de perder dinheiro. Isto é, com probabilidade positiva,
ha um aumento estritamente positivo no valor da carteira entre O e T.

Intuitivamente, a existéncia de oportunidades de arbitragem reflete uma falta
de equilibrio no mercado. Logo, é importante saber determinar se um dado mer-
cado admite arbitragem ou ndo. Essa possibilidade estd intimamente relacionada
com as condi¢des que impomos as carteiras que sdo admissiveis. Se exigirmos ape-
nas que nossos portfélios sejam auto-financiados, é possivel encontrar exemplos
de estratégias que permitam arbitragem. Assim, precisamos de mais condigdes.

Uma maneira simples de identificar quando um mercado {X;} ;c[o,7] possui
arbitragem ou ndo é dada pelo seguinte resultado:

Lema 1.35. Suponha que exista uma medida Q ~ P em ?'T(m) tal que o processo normali-

zado {X;} te[o,T] Seja uma martingale local com respeito @ medida Q. Entdo, {X;} te[o,1]
ndo possui arbitragem.

Demonstragido. Qksendal (2003). O

Definigao 1.36. Uma medida Q ~ P tal que o processo normalizado {X;} te[0,T]
é uma martingale (local) com respeito a Q é chamada uma medida martingale
equivalente (local).

Assim, o lema anterior afirma que se existe uma medida martingale equiva-
lente, entdo o mercado ndo possui arbitragem. Vale ainda a reciproca, de modo
que:

um mercado ndo admite arbitragem se, e somente se, nele existe uma medida martingale
equivalente.

Esse resultado é conhecido na literatura como o Primeiro Teorema Funda-
mental da Precificacdo de Ativos.

1.3.2 Replicabilidade e Completude

Comecamos com o simples, mas importante, resultado

Lema 1.37. Seja X(t) = B~(t)X(t) o processo de preco normalizado. O portfélio O(t) é
admisstvel para o mercado {X;}, com valor

VO(t) =(0(t), X (1)) (1.49)
se, e somente se, O(t) também é admissivel para o mercado normalizado, com valor

Vo) =(0(t), X(t)) = BL(t)VO ). (1.50)
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Demonstragido. OQksendal (2003). O

Definic¢ao 1.38. Um derivativo europeu, ou simplesmente um derivativo, é uma

variavel aleatéria F(w) € L?(Q), limitada inferiormente e (fT(m)—mensurével. Dize-
mos que F(w) é replicavel (no mercado {X;} tc[o,1]) se existe um portfélio admis-
sivel O(t) e z € R tais que:

T
F(w) =VI(T):=z + /O 0(t)dX(t) q.c.[Q] (1.51)

de modo que VI(t) seja uma Q-martingale. Se tal 6(t) existe, o denominamos
portfélio replicante, ou estratégia replicante, para F.

Defini¢do 1.39. O mercado {X;} t¢[o,r] ¢ chamado completo se todo derivativo
europeu com vencimento T for replicavel.

Em outras palavras, F(w) é replicavel se existe um ntimero real z tal que , se
z é nossa fortuna inicial, podemos encontrar uma estratégia admissivel 0(t) que
gera um valor V2 tal que

V(T) = F(w) para quase todo w. (1.52)

Observagdo 1.6. Mais ainda, existe a seguinte caracterizagdo para a completude,
conhecida como o Segundo Teorema Fundamental da Precificacdo de Ativos:

Um mercado {X;} é completo se, e somente se, existe uma tinica medida martingale
equivalente para o mercado normalizado {X;}.

1.3.3 Precificacao

Definicao 1.40. Seja F(w) um titulo derivativo europeu com vencimento em T.
Uma opgdo europeia no titulo F é uma garantia de pagamento da quantidade
F(w)no tempo t =T > 0.

Definicao 1.41. Sejam F um derivativo com vencimento T, B; um ativo livre
de risco e Q uma medida martingale equivalente. Definimos o pre¢o de nio
arbitragem de F no instante ¢ € [0, T] por

n¢(F) = B;Eg[B; F|F). (1.53)

Observagio 1.7. Sobre a precificagdo neutra ao risco.

Uma das nog¢des mais importantes da teoria de financas matematicas é a de pre-
cificagdo neutra ao risco. Ela surge como uma espécie de simplificagdo do mundo
real: supde-se um mundo onde os investidores sao indiferentes aos diversos tipos
de risco envolvidos nas transagdes financeiras.

Como consequéncia, o retorno esperado de qualquer ativo é exatamente a taxa
livre de risco r. Esse é o principio que motiva a equagdo (1.53). A maior vantagem
nessa abordagem é que ela elimina a taxa de retorno real y do ativo, que é um
parametro subjetivo e notoriamente dificil de estimar.
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Essa filosofia, contudo, ndo é apenas um artificio matematico e teérico. Na
prética, os precos praticados no mercado sdo baseados na medida neutra ao risco,
e procedimentos usuais como a calibra¢do de modelos, simulagdo de Monte Carlo
para precificagdo, gestdo de risco e modelagem da curva de juros também sao
fundamentados nessa estrutura.

Observagio 1.8. A paridade put-call.

Em mercados livres de arbitragem, existe uma famosa e importante expressao
que relaciona os pregos de opgdes europeias de compra e de venda, conhecida
como paridade put-call. Ela decorre das propriedades do payoff e é dada por:

C=P+S—Ke™, (1.54)

onde C representa o preco da call, P o preco da put, S é o spot, K o strike, r a taxa
de juros livre de risco e T a maturidade comum das op¢oes.

O modelo de Black-Scholes (BS)

Em seu artigo de 1973, Fischer Black e Myron Scholes fizeram uma série de
suposigdes para calcular o valor teérico do valor de uma opgdo em termos do prego
da agdo. Apesar de essas condigdes serem ideais e ndo refletirem a realidade do
mercado como um todo, elas possibilitaram que eles obtivessem uma expressao
fechada para esse valor tedrico, o que tornou o modelo proposto por eles uma
espécie de benchmarking para o mercado, ainda hoje utilizado no mundo todo.
Além disso,

As condig¢des assumidas foram:

(a) A taxa dejuros r é conhecida e constante ao longo do tempo.

(b) O preco da agdo segue um passeio aleatério a tempo continuo, com varian-
cia proporcional ao quadrado do prego da agdo. Logo, a distribuicdo dos
possiveis precos da agdo ao final de qualquer intervalo finito é log-normal.
A variancia do retorno da agado é constante.

(c) A agdo ndo paga dividendos ou outras distribuigdes.
(d) A opcdo é europeia, isto é, s6 pode ser exercida no vencimento.
(e) Nao existem custos de transagdo ao comprar ou vender a agdo ou a opgdo.

(f) E possivel financiar qualquer fracdo do preco de um ativo, seja para compra
ou manutengdo, usando a taxa de juros de curto prazo.

(g) Nao ha penalidades para a venda a descoberto. Um vendedor que nao
possui um ativo simplesmente aceitard o preco do ativo de um comprador e
concordard em liquidar a operagdo com o comprador em uma data futura,
pagando-lhe um valor igual ao preco do ativo naquela data.
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Sob essas hipéteses, o valor da opgdo dependerd apenas do prego da acdo e do
tempo, além das varidveis que sdo assumidas conhecidas e constantes.

Assim, utilizando os conceitos apresentados em 1.3, temos um mercado com
uma conta poupanca B;, pagando a uma taxa de juros constante 7, e uma agao
cuja dindmica do preco S; obedece a equagdo de um movimento browniano geo-
métrico:

{ dB; = rBidt; By =1 (1.55)

dSt = ‘let + GStth

A etapa crucial do desenvolvimento deste modelo € a de construir uma carteira
0 = (0o, 01) que replique o valor da opgdo, isto €,

VTQ (w) = F(w) quase certamente. (1.56)

Vejamos, agora, como esse modelo de encaixa na teoria que estudamos até o
momento.

Exemplo 1.42. De P para Q no modelo de Black-Scholes.
Como vimos, sob a medida fisica P, o modelo de BS supde que o ativo adjacente
possui dindmica

dSy = uSdt + oS dWFE, u e o constantes.

Vimos também que Q ¢ a medida que torna o prego descontado S; = S;/B;
uma martingale. Vamos relacionar esses fatos através da mudanca de medida.
Aplicando a férmula de It6 na funcdo S, obtemos:

s d(3) = Las— Saps Lapp- L
45 = d(3) = 545 - =3B + —=(dB)* - —dSdB.

De dB; = rB;dt e da tabela 1.17, segue que:

d(%) - %ds - %dB.

Substituindo a dindmica de S; e B; resulta:

d(%) = i(ystdt + oS dWE) — %(rBtdt)
! f (1.57)

=(u- r)—dt + (fidWP

Lembrando que S/B é uma martingale, que integrais de [t6 também o sdo
quando ndo contém qualquer termo de drift e que, como vimos em 1.2.4, a vo-
latilidade ndo é afetada por uma mudanga de medida, concluimos que S/B, na
medida Q, deve possuir a seguinte dindmica:

d(Z—’;) - Zide (1.58)
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Igualando as tltimas duas equagdes, encontramos:

p—r

dw? = ——dt + dW? . (1.59)

A equagdo (1.59) determina a transformagdo de Girsanov da medida real P para
a medida risco-neutra Q, sob o modelo de Black-Scholes. Assim sendo, temos

dS; = uSidt + aS;dW;

-7
= Syt + 0 (dW2 - ——at) (1.60)
= rSidt + GstthQ,
que é a equacgdo da dindmica de S sob Q. |

Coroldrio 1.43. Sob a medida neutra ao risco Q, um ativo Sy gerado por (1.60) possui

retorno esperado dado por
Eg[St] = Spe™. (1.61)

Demonstragdo. Com efeito, de (1.20) segue que

2
S = Soexp{(r - %) t +0WtQ}.

Tomando a esperanga (com respeito a Q), obtemos:

E[S/] = E lso exp {(r ; %2) - OWtQH
=soew [ )o|2fe (o1

Agora, perceba que esperanca na tiltima igualdade acima €, por defini¢do, uma
funcdo geradora de momentos e, sendo WtQ ~ N(0, t), concluimos que:

Q)| = 1,
E [exp (aWt )] = exp (20 t) .
Substituindo de volta:
2
E[St] = Soexp [(r - %) tl exp (%azt) .

.. Eg[S:] = Spe.
O

Procedemos aplicando nosso arcabougo teérico num problema um pouco mais
concreto.
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Exemplo 1.44. O preco de uma call europeia no modelo Black-Scholes.
Vamos encontrar o prego de ndo arbitragem para uma opgdo de compra euro-
peia, isto é, F(w) = (St — K)*. Assim,

i+ (F) = Egle ™" T)(St — K)*|F].

Primeiramente, note que: como o incremento WS - WtQ é independente de
¥t e o prego da acdo S; é Fi-mensuravel, segue, das propriedades de esperanga
condicional, que:

Bole™T™(St — K)*Fi] = H(S:, T - 1), (1.62)

onde a fun¢do H(S;, T —t) é definida por:
H(s, T —t) = EQ{(S pOWE-WR)+(r=30?)(T-1) _ K)+},

para qualquer (s, f) € Ry x [0, T].
Logo, basta fazermos para o caso t = 0 e encontrarmos a esperanca incondici-
onal

Eq(B7'(St — K)*) = Eq(SrB;'1p) — Bg(KB7'1p) = J1 — ]2,

onde 1p é a indicadora do conjunto D = {St > K}.
Para |, temos:

J = e”"TKQ(St > K)
= e "TKQ(S exp(aW%Q +(r — %Gz)T) > K)
= e_rTKQ{—UW;S2 < In(Sg/K) + (r — %GZ)T}

In(So/K) + (r — %oz)T}
oVT

= e‘TTKQ{cE <
= e "TKN(d2(So, T)),

jaque & = —W%Q JNT ~ N(0,1) sob a medida martingale Q.
Para a outra integral, primeiramente note que:

J1 = Eg(SrB;'1p) = Eg(Srlp). (1.63)

Agora, para o cdlculo de [, é conveniente introduzir uma nova medida P* em
(Q, Fr), a partir de Q, fazendo

dP*
dQ

= exp (GW;(W2 - %O’ZT) q.c. [Q].

Assim, pelo teorema de Girsanov, o processo WtP = WtQ — ot segue um movi-
mento browniano padrao no espago (Q,F, P*). Mais ainda, usando a solugdo de
(1.58), obtemos:

St = Spexp (owg?‘ + %UZT) . (1.64)
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Dai, _
J1 = Eq(Stlp)
= SoP*(Sr > KB;')

-1
= SOP*[exp (GW}? + EGZT) > Ke"rT]

. 1
- SOP*( — oWE' < In(Se/K) + EGZT).
De maneira semelhante ao que fizemos para J,, concluimos que
J1 = SoN(d1(So, T)).

Resumindo, mostramos que, para t = 0, o preco de uma call europeia é dado

por
Co = ¢(So, T) = SoN(d1(So, T)) — Ke "TN(da(So, T)), (1.65)

onde
In(So/K) + (r + 36H)T

oVT

O procedimento para demonstrar para 0 < t < T é essencialmente o mesmo,
basta substituir So por S¢, T por T = T —t e assim por diante. Isso nos fornece o
preco de uma call europeia no modelo de Black-Scholes no tempo ¢:

d1,2(S0,T) =

(1.66)

Ct = S¢N(d1(St, 7)) — Ke™""N(d2(St, 1)), (1.67)
onde 1K)+ (r £ 1o?)
In(S;/K) + (r £ 50°) T
d1(St,7) = 2 (1.68)
oVt
e N(x) é a fungdo de distribiui¢do normal padrdo. O

Exemplo 1.45. As gregas.

Para medir quantitativamente a influéncia de variaveis do mercado (como spot,
tempo até o vencimento, prego de exercicio, volatilidade, etc.) no prémio, utili-
zamos as chamadas gregas, que sdo, basicamente, derivadas parciais do prémio
em relacdo a alguma dessas varidveis. Em particular, o delta e o gamma corres-
pondem as derivadas de primeira e segunda ordem em relacdo ao preco do ativo
subjacente S, enquanto o theta, o vega e o rho sdo obtidos derivando-se em relagao
at,oer, respectivamente.

Elas recebem esse nome por, em sua maioria, serem representadas por letras
gregas no modelo Black-Scholes.

Para um vencimento T fixo e t < T arbitrario, considere T = T — t. Denote
por c(S¢,7,K,r,0) e p(S¢,7,K,7,0) o preco de uma call e uma put europeias,
respectivamente.

As fungdes c e p sdo dadas por:

c(s,7,K,r,0) =sN(d1) — Ke”""N(d3) (1.69)
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p(S, T, K/ r, U) = Ke—rTN(_dZ) - SN(_dl)/ (170)

onde
In(s/K) + (r + %02)’(

o\t
Assim, derivando essas expressdes, obtemos cada uma das gregas para os dois
tipos de opgdes:

dip=di(s,7,K,r,0)= (1.71)

Grega Opcao Expressdo
Delta (A) Call N(dy)
Put N(di) -1
N’(d
Gamma (I') Call & Put (dy)
Sovt
'(d
Theta (®)  Call —M —rKe™""N(d>)
241
Put _SN'(dy)o + rKe™""N(-d>)
2yt
Vega Call & Put Sv/TN’(dy)
Rho (p) Call Kte ""N(d3)
Put —Kte "' N(—d3)

Tabela 1.3: Gregas para opgdes europeias

Para ver como as gregas funcionam, vamos supor uma opg¢do de compra
europeia com o0s seguintes parametros: S = 100, K = 100, 0 = 0.25 ao ano,
r =0.06 ao ano e T = 2 meses.

A =0,559
A cada R$ 1 que a agdo sobe, a opgdo sobe 55,9 centavos.

I'=0,039
A cada R$ 1 que a agdo sobe, o delta ganha 3,9 pontos percentuais.

O =-0,0415
A cada dia corrido que passa, se nenhum outro parametro sofrer alteragao,
a opgdo desvaloriza 4,15 centavos.

v=16,11
Se a volatilidade aumentar 1 ponto percentual, a opc¢do valoriza 16,11 cen-
tavos.

p =28,56

Se a taxa de juros aumentar 1 ponto percentual, a opcdo valoriza 8,56 centa-
VOS.



Capitulo 2

Volatilidade Implicita e 0o Modelo de
Heston

Apesar da revolucdo criada no mercado financeiro pelo modelo de Black-
Scholes, ele apresenta limitagdes. Algumas hipéteses cruciais, apesar de facilita-
rem a obten¢do de uma solugdo analitica, mostraram-se questiondveis na pratica.
Por exemplo, no contexto de Black-Scholes, o delta-hedging (estratégia que visa
neutralizar o risco envolvendo mudangas nos precos do ativo subjacente) é um
processo continuo, mas, na pratica, é um processo discreto: o portfélio é rebalan-
ceado mais ou menos uma vez por semana, dependendo do tipo de derivativo.
Além disso, os custos de transagdes ndo sdo contabilizados (o que, definitiva-
mente, ndo condiz com a realidade). Entretanto, talvez a hipétese mais irreal
delas seja a de volatilidade constante.

A férmula de Black-Scholes, por inversdo numérica, nos fornece uma maneira
de mapear univocamente cada preco de mercado de calls ou puts a uma volatili-
dade, o que chamamos de volatilidade implicita. Se o modelo descrevesse fielmente
a realidade do mercado, a volatilidade implicita, quando calculada para diver-
sos strikes, deveria ser sempre a mesma (ja que, supostamente, ela é constante).
Entretanto, isso ndo se verifica no mundo real.

Se essa hipétese fosse verdadeira, o grafico dos strikes pela volatilidade impli-
cita seria uma reta horizontal, com valor igual a 0. Entretanto, o que se observa no
mercado é que a volatilidade implicita varia com o preco de exercicio. Mais ainda,
ela é uma func¢do convexa do strike. Por essa caracteristica, essa curva recebe o
nome de volatility smile, como mostra a figura 2.1.

E esse é o maior problema com o modelo de Black-Scholes: ndo conseguir
reproduzir os smiles observados no mercado. Assim sendo, é necessario utilizar
modelos mais complexos, que enfraquecem a hipétese de volatilidade constante,
assumindo que ela seja uma func¢do do tempo ou até um processo aleatorio.

Queremos mais: vamos supor que o quadrado da volatilidade (sua varian-
cia) seja governado por um processo de Itd. Mais especificamente, estudaremos
o famoso modelo de Heston, que possui diversas propriedades interessantes e
férmulas "quase fechadas", o que explica ele ser tdo amplamente estudado e uti-
lizado.

39
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Principais referéncias utilizadas ao longo desde capitulo: Oosterlee e Grzelak (2020),
Gatheral (2006), Rouah (2013) e Saporito (2023).

2.1 Volatilidade implicita

Considere r a taxa de juros livre de risco, um vencimento T e prego de exercicio
K sobre o ativo S. Denote por C5° o preco de uma call no modelo Black-Scholes e
Cmkt o preco de mercado dessa call (similarmente para puts).

Defini¢ao 2.1. Definimos a volatilidade implicita (de Black-Scholes) como sendo
O nimero o, para o qual:

CB(ty,S,K, T, Gimp, ) = C"™ (K, T), 2.1)

onde top = 0. Em outras palavras, 0;, € a volatilidade - inserida como parametro
na solugdo de Black-Scholes - que reproduz o preco de mercado da opgdo no
tempo to = 0.

Observagio 2.1. E comum referir-nos a volatilidade implicita a partir da frase de
Riccardo Rebonato: "é o ntiimero errado a ser colocado na férmula errada para
obter o preco certo".

VALE3 - Vencimento: 2025-09-12 ITUB4 - Vencimento: 2025-09-12
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Figura 2.1: Gréficos das curvas smile de calls e puts para dados de mercado da
VALE e ITAU, com 0 mesmo vencimento.

A importancia da volatilidade implicita decorre do fato de o mercado, por
vezes, quotar as opg¢des europeias em termos de suas volatilidades implicitas, em
vez dos precos de compra e venda da opgdo. Isso porque o preco monetério das
op¢des depende fortemente da unidade do ativo subjacente e do moneyness dela,
enquanto que a volatilidade implicita varia muito menos.

Em outras palavras, a volatilidade implicita pode ser vista como a linguagem
na qual as opgdes sdo expressas.
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211 Implementacdo computacional

Como ndo existe uma expressao fechada para a volatilidade implicita em ter-
mos dos precos da opcdo, para calcula-la precisamos recorrer a métodos numé-
ricos. A equagdo (2.1) pode ser reformulada no seguinte problema de célculo de
raizes:

§(0imp) = C"™ (K, T) = CP(to, S, K, T, Gimp, 1) = 0. 2.2)

Assim, podemos utilizar varios métodos existentes para resolver esse problema,
como o da bisse¢do ou o de Brent. Entretanto, um método bastante utilizado para

essa tarefa é o de Newton-Raphson, devido a sua taxa de convergéncia quadrética.
0)

Funciona assim: dado um chute inicial para a volatilidade implicita, impr
e a derivada de g(0imp) com respeito a 0jmp, podemos encontrar as proximas

(k)

aproximagoes, O imp” k=1,2,..., utilizando a recursao

(k)
k) _ o 8%y
- 7( )
8 (Gimp)
Note que, no contexto de Black-Scholes, os precos das op¢des europeias, bem
como de suas derivadas, podem ser obtidos analiticamente, donde segue que:

o , para k > 0. (2.3)

imp " imp

g'(0) = —g—g(to, So,K,T,0,r) = —Ke "TOIN"(dy)\T — tq, (2.4)

isto €, 0 vegu g’(0) de Black-Scholes. Entretanto, em algum caso mais complicado,
onde uma expressdo analitica para a derivada ndo for conhecida, aproximagdes
adicionais sdo necessarias para aplicarmos o método.

Exemplo 2.2. A volatilidade implicita de Black-Scholes.

Para ilustrar o uso do método de Newton-Raphson no calculo da volatilidade
implicita, vamos considerar uma opcdo de compra com as seguintes caracteristi-
cas: preco atual da agdo So = 100, taxa de juros r = 0.05 a.a., maturidade em 1

ano, preco de exercicio K = 120.
0)

Vamos utilizar um chute inicial al(.mp

= 0.1 e precisamos resolver o seguinte
problema de calculo de raizes:

g(0imp) =2 — CP5(0,100,120,1, 3imp, 0.05) = 0.

O programa nos retorna o valor oj,, ~ 0.16148272884139. Se, agora, uti-
lizarmos esse valor como pardmetro em CB°, obteremos um valor para call de
aproximadamente 2. m]

Ao observarmos os dados do mercado, fica claro que a volatilidade implicita
depende fortemente ndo s6 do preco de exercicio, mas também da sua maturidade.
Isso nos leva a considerar o seguinte conjunto:

Defini¢do 2.3. Seja T* > 0 fixo e considere a familia de precos C; = {C mkt(K T -
K >0, Te(t, T']}. Asuperficie de volatilidade implicita (SVI) para esses precos
é o conjunto

6t ={(T,K,0imp) : K>0, T €(t, T} (2.5)
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E dificil sobrestimar a importancia da superficie de volatilidade implicita, uma
vez que ela é a representacdo mais completa de como o mercado, em consenso,
precifica o risco. Ela contém toda a informacdo que nos interessa sobre precos de
opgodes europeias.

Sua estrutura ilustra o comportamento presente e futuro dos dados daquele
ativo: sua inclinagdo mostra como o mercado precifica o risco de queda e o poten-
cial de alta (puts e calls fora do dinheiro, respectivamente); sua forma ao longo do
vencimento (chamada estrutura a termo) mostra a expectativa do mercado sobre
a volatilidade futura.

Além disso, a SVIé o retrato que os modelos de volatilidade tentam reproduzir:
ja que o Black-Scholes falha, o objetivo dos modelos que surgiram depois € tentar
se ajustar a essa superficie através do processo de calibracdo. Um modelo bem
sucedido pode, entdo, ser usado para precificar derivativos exéticos, por exemplo,
ou realizar a gestdo de risco de forma consistente com os dados observados no
mercado.

VALE3 ITUB4

Figura 2.2: Superficies de volatilidade implicita (SVI) para os mesmos dados de
mercado da figura 2.1

2.2 Preliminares

2.2.1 A decomposicao de Cholesky

Defini¢do 2.4. Um processo estocdstico {X;}¢>0 € dito ser um processo gaussi-
ano se, para quaisquer instantes t1,--- , t,, o vetor (X, - -+ , X;,) tem distribuigdo
normal multivariada.

Primeiramente, é importante notar que os incrementos do movimento brow-
niano sdo um processo gaussiano. Portanto, podemos definir:
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Defini¢do 2.5. Dois movimentos brownianos Wi, W] sdo ditos independentes se
0, i#],

2.6
t, i=j, 26)

cov[Wi(t), W;(t)] = E[Wi()Wj(1)] = {

parai,j=1,..n.

Observagio 2.2. Independéncia em processos gaussianos.

A propriedade gaussiana do processo é essencial na definicdo acima. Isso
porque, de forma geral, duas varidveis aleatérias serem nao correlacionadas nao
implica que elas sejam independentes. Porém, no caso das distribui¢des normais
multivariadas, essa implicagdo é sim verdadeira. Mais detalhes em Ash e Doléans-
Dade (2000).

Agora, um problema de motivagao.

Exemplo 2.6. Construindo movimentos brownianos correlacionados.
Sejam Wi, W, movimentos brownianos independentes e =1 < p < 1 um nt-
mero dado. Para 0 <t < T, defina o seguinte processo:

Z(t) := pWi(t) + /1 - pZWZ(t).

Em cada t, Z é uma combinagdo linear de normais independentes, de modo
que também é normalmente distribuido, além de herdar a independéncia dos
incrementos. Mais ainda, Z é um movimento browniano.

De fato, é imediato que Z(0) = 0. Além disso, a continuidade das trajetdrias
de Z segue diretamente da continuidade de Wy e W;.

Agora,

BZ(t) = E[pWi(t) + y/1 - p>Wa(t)] = 0
e também

var Z(t) = var[pWi(t) + /1 — p?Wa(t)]

= var[pWi(t)] + var[4/1 — p?Wa(t)], pela independéncia

= p’t + (1 — p?)t, pelas propriedades da variancia
=t.

Por fim, considere
Z(t+u)—Z(t) = [pWa(t + u) + |1 = p?Wa(t + u)] — [pWi(t) + /1 — p?Wa(t)]

= p(Wa(t +u) = Wi(t)) + \[1 = p2(Wa(t + u) — Wa(t)).
Assim,
var[Z(t +u) — Z(t)] = var[p(Wi(t + u) — Wi(t))]
+ var[4/1 — p2(Wa(t + u) — Wa(t))]
= p*u+(1-pHu
=u.
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Logo, vemos que a varidncia ndo depende de t. Portanto, Z é um movimento
browniano.
Agora, vamos avaliar a correla¢do entre os processos Z e Wi:

cov[Z(t), Wa(#)]
yvar Z(t)y/var Wy(t)
= % cov[Z, Wq]

corr[Z(t), W1(t)] =

1
=7 cov[pWi + /1 — p2W,, Wi ]

= %(p cov[Wi, Wi] + /1 — p? cov[W;, Wl])

= %p var Wi (t)
= p.

Portanto, construimos dois movimentos brownianos correlacionados pelo fator

p, para todo t, a partir de dois movimentos brownianos independentes. Essa
construgdo € candnica na teoria que se segue.

O

p=0.5 p=-0.7

o
=]
s

W(t)
W(t)

-0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.3: Simula¢do de dois movimentos brownianos correlacionados. Na pri-
meira figura, temos uma correlagdo positiva, p = 0.5, enquanto que, na segunda,
as trajetdrias estdo negativamente correlacionadas: p = —0.7.

A base para transformar sistemas de EDEs com movimentos brownianos cor-
relacionados em sistemas com movimentos brownianos independentes, e vice-
versa, é a conhecida decomposi¢do de Cholesky, realizada na matriz de correla-
cao.

Proposicao 2.7. Toda matriz simétrica e definida positiva C possui uma tinica fatoragdo,
chamada decomposi¢cdo de Cholesky, da forma

C=LLT, (2.7)

onde L é uma matriz triangular inferior, com entradas diagonais positivas.
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O exemplo a seguir fundamenta a escolha do processo Z(t) no exemplo 2.6.

Exemplo 2.8. Decomposi¢ao de Cholesky para uma matriz de correlacao.
Considere C uma matriz de correlagdo dada por

<[ 1)

A ideia da decomposicdo de Cholesky é encontrar uma matriz L da forma

a 0
o=fi )
de modo que C = LLT. Assim,

o 8= 26 =l o)

Resolvendo o sistema, obtemos:

a=1
b=p )
c=4/1-p
Portanto,
1 0
L= (2.8)
(p 1- P)
€ a matriz procurada pela decomposicdo de Cholesky. |

Exemplo 2.9. Correlacionando movimentos brownianos independentes, revisi-
tado.

No exemplo 2.6, vimos como construir movimentos brownianos correlaciona-
dos a partir de movimentos brownianos independentes. Agora, vamos reescrever
esse procedimento em termos da decomposi¢do de Cholesky.

Realizamos a multiplicacdo de matrizes:

(1 0 ) (Wl(t)) _ ( Wa(t) (2.9)

p NL=p2] \Wa(t)]  \pWi(t) + 1 - p?Wa(t) '

e definimos Wi (t) := Wi(t) e Wa(t) := y/1 — p2Wa(t). Da mesma forma, determi-

namos a covariancia entre os movimentos brownianos correlacionados:
cov[Wi(t), Wa(t)] = p1at,

de modo que o coeficiente de correlacdo entre Wi e W, é p. O

O procedimento acima pode ser generalizado diretamente para dimensdes
maiores, mas as contas matriciais sdo mais complicadas. Felizmente, na pratica,
essa rotina ja estd implementada nas linguagens de programacdo, de modo que
nos resta apenas entender e saber aplicar o que esta sendo feito.
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2.2.2 Orstein-Uhlenbeck e Cox-Ingersoll-Ross

Uma das equagdes diferenciais estocdsticas mais antigas a ser registrada foi
postulada por Leonard Ornstein e George Eugene Uhlenbeck, em 1930, para des-
crever a aceleragdo de uma particula de pélen suspensa num liquido, a qual estava
sujeita a bombardeamento de moléculas. Nesse modelo, X; representa a veloci-
dade da particula, dX; sua variagdo com o tempo e W; um "ruido aleatério"causado
pelos bombardeamentos.

Quase 50 anos depois, essa EDE foi utilizada para modelar a taxa de juros
no chamado modelo de Vasicek, onde, agora, dX; representa a taxa de juros
instantanea, como apresenta Wiersema (2008).

Definicao 2.10. O processo de Orstein-Uhlenbeck (OU) é a solugdo da EDE
dXt = K(Q - Xt)dt + Oth, (210)

onde x,0 > 0 e 0 € R sdao chamados taxa de reversao a média, volatilidade e
média a longo prazo, respectivamente.

Exemplo 2.11. Resolvendo a EDE de OU.
Considere a fungéo f(t,x) = xe*!, que se comportard analogamente ao fator

integrante das EDOs classicas. Suas derivadas sdo: z—{ = xxe*, % =evle gxé =0.
Agora, a férmula de It6 para f(t, X;) nos da:
; af f 1 Pf af
Kty — —o-—=— —_—
d(Xee™) = { FTi [x(0 - X )] +50 8 }dt i AW;.

Substituindo as derivadas na expressdo acima resulta em:
d(X;e*) = kOe ' dt + ge* dW;.

Integrando de ambos os lados de 0 a ¢, obtemos:

t t
Xie¥t — Xp = / xk0e*°ds + / oe™* dW;
0 0

t
=Xo+ 60" -1) + 6/ e’ dWs.
0
Reorganizando a expressdo anterior, concluimos que a solucédo é dada por
t
Xi=0+e(Xg—-0)+0 / e =S g, .
0

Um fato interessante é que o processo OU possui uma distribui¢do estaciondria.
Para provar isso, primeiramente, note que X; é um processo gaussiano, pois € a
combinagdo linear de um termo deterministico com uma integral de Itd de um
integrando também deterministico (e que, portanto, tem distribuicdo normal).
Assim, sua média e varidncia determinam completamente sua distribuicao.
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Vamos entdo calcular os primeiros dois momentos condicionais ao valor inicial:

t
E[X/|Xo] = E[@ +e(Xg-0)+o0 / e (=S W, )Xo]
0

t
=0+ (Xo—0)+ E[a/ e-K(f-5>dws]
0
=0 +e " (Xg - 0).

Para a varidncia condicional:
- 2
varl Xi[Xo] = B[ (X - B[ 101 ) [%o]
_ t 2
-E (9 +e M (Xg—0)+ 0 / e~ =) g, — E[thXO]) ‘Xo]
- 0

_ t 2
-E (a / e"‘(t_s)dws) )Xo] pois E[Xi|Xo] = 0 + e (X — 0)
- 0

t
= g2 / e~2t=5)ds  pela isometria de Ito
0

1 t
- 2 - = —2K(t—s)]
¢ [ 21<e 0

2
o

=—(1- —ZKt‘
el —e™™)

Vemos que esses momentos sdo fung¢des do tempo. Entretanto, tomando
t — oo, encontramos:

tlim E[X:|Xo] = tlim 0+e " (Xg-0)=06

2

li [Xi|Xo] = lim Z-(1—e o’
e varl&dfol = A o0

—ZKt) —
2K

Como X; é gaussiano e seus dois primeiros momentos convergem para limites
independentes de Xy, segue, pelo Teorema da Continuidade de Lévy, que X;
converge fracamente para uma distribui¢do normal estaciondria. O

Observagido 2.3. Reversao a média.

O processo de OU possui uma caracteristica interessante, chamada reversao a
média. Quando o processo estd acima da média a longo prazo 0, o drift é negativo,
"puxando”o processo de volta a média 0. Similarmente, quando o processo esta
abaixo da média, seu drift o empurra de volta para cima, como podemos observar
na figura 2.4. A intensidade com que o processo retorna é dada pelo pardmetro «.

Exemplo 2.12. O processo OU-exponencial.
Considere {X;} um processo OU. Entdo, como vimos no exemplo anterior,

2
X[ Xo ~ N(Q +e (X - 6), ;’—Ka - e_z"t)).
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25.0 —=~- Média a longo prazo (6)

Figura 2.4: Simulacdo de 3 trajetérias do processo de Orstein-Uhlenbeck com
parametros: x = 0.5, 0 = 10,0 = 0.8 e Xp = 25.

Agora, se considerarmos S; = eXt, obtemos um modelo log-normal, chamado
OU-exponencial. Esse modelo é 1til para descrever ativos positivos que possuem
a propriedade de reversao a média, como commodities, taxas de juros, entre outros.

Além disso, S satisfaz a EDE

2
ds, = K(e + E—K _ lnSt)Stdt + S dW,.

O

O processo OU é normalmente distribuido e possui diversas propriedades bem
conhecidas. Entretanto, uma dessas propriedades é indesejada: a possibilidade
do processo tomar valores negativos. Sendo assim, ele ndo é adequado para
modelarmos a volatilidade. Precisamos de outras opgdes.

Exemplo 2.13. Cox-Ingersoll-Ross.

O modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) pode ser visto como uma extensao do
processo OU, onde a volatilidade é uma funcdo de X;. Mais especificamente, esse
modelo possui dindmica:

dX; = x(0 — X;)dt + o\/X;dW,. (2.11)

O coeficiente de difusdo oVX; impede que o processo assuma valores nega-
tivos. Além disso, também é um processo de reversdo a média. Dai seu uso na
modelagem de taxas de juros.

De maneira semelhante ao que fizemos no exemplo 2.11, podemos calcular:

E[X:|Xo] = Xoe ™ + 6(1 — ™)

a2 52
var[X;|Xo] = Xo—(e ™™ —e72) + 6—(1 — e )2
K 2K
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Seu comportamento limite é dado por:
tlim E[X:|Xo] = tlim Xoe * +0(1-e*) =0

: : o’ —xt —2xt o’ —xt)2 0o*
lim var[X;|Xp] = Iim Xo—(e™ —e™ ™)+ 0—(1—e ") = —.
t—o0 t—ooo K 2K 2K
Portanto, assim como o processo OU, o modelo CIR converge para uma dis-
tribuicdo estaciondria. Neste caso, porém, a distribui¢do limite é uma Gama com
R . 2
parametros de forma a = 2(’;—29 eescalaff = 7-. O
Observagio 2.4. A condicdo de Feller.
Apesar de evitados os valores negativos, o processo CIR ainda pode assumir
o valor zero (subsequentemente voltando para seus valores positivos, devido a
reversdo a média). Se quisermos garantir que o processo seja sempre positivo,
precisamos da condigio de Feller:

2k60 > 0. (2.12)

Se essa condi¢do ndo for garantida, o comportamento da fun¢do de distribuicdo
de X, perto da origem, torna-se mais delicado. Em particular, a possibilidade de
a variancia atingir o valor zero introduz grandes dificuldades numéricas.

Na pratica, entretanto, a condicdo de Feller é frequentemente violada quando
se trabalha com dados financeiros reais. Nesses casos, ao ocorrer v; = 0, costuma-
se recorrer a técnicas alternativas de precificagdo ou a esquemas numéricos es-
pecificos, desenvolvidos para lidar adequadamente com a degenerescéncia do
processo na fronteira. O

2.3 O modelo de Heston

Em 1993, Steven L. Heston propods uma formulagdo para o preco de opcdes
europeias por meio de uma técnica inovadora: uma solugdo baseada na fungao
caracteristica do log-preco. Nesse trabalho, ele também mostrou, por meio de
simulagdes, que a correlagdo entre o preco do ativo e sua volatilidade desempenha
um papel fundamental na explicacdo da assimetria (skewness) dos retornos e dos
vieses observados nos pregos das opg¢des no modelo de Black—Scholes.

2.3.1 Descricao matematica do modelo

No modelo de Heston (HSV), temos duas EDEs: uma para o ativo subjacente,
S(t), e outra para a variancia, v(t) = 02(t), de modo que, sob a medida Q, temos:

{ dSi = rSsdt + \J0;S1dW, S, = So > 0 (2.13)

dvy = k(0 — vp)dt + yJurdWS, vy =109 >0’

onde thSthU = pdt. Os parametros x, ¥ e y sdo chamados velocidade de rever-
sdo a média, média a longo prazo do processo v e volatilidade da volatilidade
(muitas vezes chamado de vol-vol), respectivamente.
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Exemplo 2.14. Propriedades estatisticas do modelo CIR.

Sendo v; um processo CIR, suas propriedades sdo bem conhecidas. Por exem-
plo, ele é um processo com reversdo a média, cuja velocidade de reversdo é
determinada pelo parametro «.

Além disso, como vimos no exemplo 2.13, dados s < t, temos:

E[vi|vs] = 0 + (vs — 9)e ™), (2.14)
2 ,—k(t—s) =2

var[v|vs ] = L(1 —es)y 4 %(1 — e K(t=9)y2, (2.15)
K 2K

O

Embora, ao longo deste trabalho, adotemos diretamente a medida neutra ao
risco para o desenvolvimento da teoria do modelo de Heston (uma vez que nosso
objetivo principal é a precificacdo de derivativos), bem como sua estimagdo de
parametros, é pedagdgico compreender como essa medida pode ser obtida a
partir da medida fisica.

Essa derivacdo tem o papel de explicitar o efeito da mudanca de medida sobre a
dindmica do modelo, em particular sobre os coeficientes da equacdo da variancia,
além de constituir um bom exercicio de aplicacdo do Teorema de Girsanov.

Exemplo 2.15. De P para Q no modelo de Heston.
Suponha que o HSV tenha sua dindmica descrita a partir da medida real P:

{ dSt = yStdt + \/v_tStdWé,P (2 16)

dTJt = K(T_JP - Ut)dt + )/\/Z)_deZI)P !

com correlagdo dW_éP (t)AWE(t) = pdt. Através da decomposicdo de Cholesky,
podemos reescrever o modelo em termos de movimentos brownianos indepen-
dentes: -

dSt = yStdt + \/v_tStdWéP

doy = 1(3° — vy)dt + )/\/U_t(def - pdef).

Agora, estamos procurando um processo Z; em
AWZ = Bydt + dWE,

de modo que S; = S;/B; seja uma martingale. A férmula de It6 aplicada em S;
fornece:

? = (u — r)dt + ordWg. (2.17)
t

Portanto, encontramos a seguinte transformagdo de medidas:

VP _ o givQ _ gt
AW = dWg -zt 219
AWE = dW,2.

Note que é necessario satisfazer v; > 0.
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Assim, sob Q, a dindmica do modelo de Heston é dada por
dSt = T’Stdt + \/U_tStdWéQ/

e o processo de varidncia por:
dvy = k(5 — op)dt + y\/v—t(pdwgp +1- pZde)
= K[Z‘JP - W - vt]dt + )/\/U_t[pdw;@ +4/1- pde;,Q].

Tomando 7 := 5° — py(u — r)/x e retornando aos movimentos brownianos
correlacionados, obtemos a EDE (2.13) para a varidncia na medida Q. O

A EDP de precificacao

Em modelos de difusdo continua, como os modelos de Black-Scholes e Heston,
o preco de ndo arbitragem de um derivativo europeu pode ser visto como uma
funcdo deterministica do tempo e das varidveis de estado do modelo.

Mais especificamente, ao supor que o preco do derivativo possa ser represen-
tado por uma funcao suficientemente regular V (¢, S¢, v¢), a exigéncia de que seu
valor descontado seja uma martingale sob Q impde que essa fungao satisfaga uma
equagdo diferencial parcial. Essa EDP expressa de forma precisa a condigdo de
auséncia de arbitragem do modelo.

Assim, para obtermos a EDP de Heston, considere, sob Q, o seguinte problema
de precificacado:

V(T,S,v)
Br
com V sendo o valor presente descontado, ; = 0(s,S,v : s < t) e B; nosso ativo

livre de risco usual.

Temos

V(t,S,0) = BtE[

7—;], (2.19)

T,
E[V( S, U)‘T] Vi(t,S, v)
B;
Suponha que nossa func¢do prego descontado V' /B seja suficientemente dife-
rencidvel. Ela também deve ser uma martingale. Sua dindmica é dada por:

(2.20)

d(z) - %dv —r%dt.

B
De (2.13) e da férmula de It6, segue:
A% av AV 1 L%V 1 , PV ;v
av = (a R G ri Lol T Vel “stasav)dt

+ s%gdws + y%%dwv

Para que a propriedade martingale valha, os termos com dt na dindmica devem
zerar, de modo que, quando substituimos na dindmica de V' /B,

A% av _ 9V 1 2av 1, *V ;v B
ﬁ 8S+K( —v)—v —vS 552 2)/ vaz U—rV_O, (2.21)
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obtemos a EDP procurada.
Agora, apliquemos esse resultado a um caso mais concreto.

Exemplo 2.16. O preco de uma call europeia no modelo de Heston.

Primeiramente, com o objetivo de transformar a equagdo numa EDP ho-
mogénea, fagamos a seguinte mudanca de varidveis: Considere 7 = T - t,
x =In(S/K) +rteV(t,S,v) = e""C(7,x,v). Aplicando as regras da cadeia e
produto, obtemos:

dav.  _.. [ JdC JdC

ST e 5T rg +rCJ,
aV . 1dC

5 ~° Sox’

oV . dC

0 o

Derivando novamente,

952 ¢ s2\9x2  ox
PV p-rel d*C
dSdv S dxdv’

&Z_V — e_rTaz_C

o2 0v?’

*V _”i(%c ac)

Substituindo essas expressdes na EDP original, obtemos a seguinte equagdo
homogénea:

dC 1 J*°C 1 0C 1, d°C 9*C _.dC
—E'FEUW—EU%'FE)/ Uﬁ‘f‘pyvaxav —K(U—U)% =0. (222)

Por analogia ao modelo de Black-Scholes, propomos uma solucdo da seguinte
forma:

C(t,v,t) = K[e*P1(x,v, 1) — Po(x, v, 7)]. (2.23)
Substituindo nossa solugdo proposta na nova equagao, por exemplo em
aC _ d .
x - g[K@ Pl(X,U, T)—KPO(X,U, 7'-)]
d . d
- a[Ke Pl(xlvl T)] - g[KPO(x, o, T)]
dPq dPy
_ x x4l - 920
—(Ke Py +Ke 8x) K&x'

implica que Py e P1 devem satisfazer:

8P]- 1 82P]' (1 ) 8P]- 1 5 82P]- 82P]'

OP;
P 1 P (1 P 1 , 9P 390
5e 120 3 T gtV g tPY g, Ha b5 =0, (224)
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paraj =0,1,ondea = k0 e b; = x — jpy estdo sujeitos a condi¢do terminal

Fl[li)l’(l) Pj(x/ o, T) = ]1{x>0}r (225)

que decorre diretamente do pagamento da opcao de compra europeia.

Com efeito, no vencimento (7 = 0), temos x7 = In(S7/K), de modo que o evento
{x > 0} é equivalente a {St > K}. Como o payoff da op¢do de compra é nulo fora
dessa regido e positivo em seu interior, a condigdo terminal das fungdes P; deve
reproduzir exatamente essa estrutura. Consequentemente, no limite © — 0, P;
coincide com a indicadora do conjunto {x > 0}.

Agora, resolveremos a equacdo (2.24) sujeita a condigdo (2.25) utilizando o
método da transformada de Fourier com o intuito de converter as EDPs em EDOs.
Essa técnica funciona bem aqui pois o modelo de Heston pertence a uma classe
maior chamada processos de difusdo afins - ver Osterlee, Grzelak (2020) - para a qual
a fungdo caracteristica do processo estd bem definida.

Seguindo a conven¢do mais usual em probabilidade/finangas, a transformada
de Fourier de P; é definida por

+00
Isj(k, v,T) = / e k*P(x, v, 7)dx,

(©e]

de modo que

N oo 1 P R |
. — —ikx — —ikx —
Pj(k,v,0) [oo e M Lyxs0pdx = — ke . e

Ja a transformada inversa é:

+00
P(x,v,1) = / %eikxﬁ(k,v,f)dk. (2.26)

Das propriedades da transformada, vemos que as derivadas de 13]' com respeito
a x correspondem a multiplicacdo por ik. Assim, aplicando a transformada em
(2.24), resulta em:

813]' 813]‘ 2 8213]' 1 ) ~ 813]'

o> +zpykv(9———k UP] 2)/ v—= 32 At kij+(a—ij)% =0. (2.27)

Rearranjando, obtemos:

a___

- =2=0, (2.28)

oP;  *P;\ 9P, IP;
v a]P - Bi=— 3 +17802

onde
K2 ’

1 . . Y
aj:—j—zk( ]), Bj =bj—ikpy, n=5-
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Agora, mais uma vez propomos uma solugdo. Dessa vez,

Pi(k,v, 1) = exp{C;j(k, 7)d + D;(k, T)v}P;(k, v, 0)

1 (2.29)
= exp{Cj(k, 7)o + D;(k, T)v}.
Tomando as seguintes derivadas de (2.29):
oP; [ dC;  ID; 5 oD oo 9%P; D2p
ac "o TV | 0 T G2 T
e inserindo-as de volta em (2.28) nos da:
D, + DY) +aD; - |59 + 0”2 | Z o 2.30
i —BiD;+nD?)+aDj - |0— +v——| =0. :
U(O(] ﬂ] ] 17 ]) a ] 0 a,_[ (% aT ( )
Isso implica que as duas equagdes abaixo devem ser satisfeitas:
JC;
5. =xDj
85‘ , (2.31)
— = aj - B;D; +1D?
5. = % ~BjDj+nb;

onde a EDO para D; é conhecida como equagio de Riccati.

As rafzes da equagio quadrética L e 7/, sdo dadas por:

pj+ \/5]2' —4dajn bj —ikpy +d;

21 y?

r

7

-

onde

d; = \/(bj —ikpy)? + y2[k2 — 2ik(j — 1/2)].

Integrando o sistema de equagdes diferenciais ordindrias (2.31) em relacdo a
7, com as condi¢es iniciais C(k,0) = 0 = D(k, 0), resulta em:

. _ ,—dit
IMkﬂ:ﬂ.l—i%r (2.32)
1-gje™"
© d
x| 1-gje” it
Ci(k,7) = = |rLy?t —2In | ———]], (2.33)
: 2| 1-g;

onde definimos g; := L/l

Por fim, resta aplicar a transformada inversa para recuperarmos P;. Isso pode
ser feito através do laborioso cdlculo direto da integral complexa, ou ainda, utilizar
o resultado proposto por Gil-Pelaez (1951). O resultado final € bem conhecido na
literatura e é dado por

1
P; == 4=

Os detalhes técnicos desse desenvolvimento podem ser encontrados em Sapo-
rito (2023), Rouah (2013) ou Osterlee, Grzelak (2020). O

1 /oo Re {exp{Cj(k, T)D +' Dj(k,t)v + ikx}} . (2.34)
0
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Observagido 2.5. Sobre os termos Py e P.

No exemplo 2.16, surgem os coeficientes Py e P1 na expressdo para o prego
da call. Veremos, agora, que eles possuem significados probabilistico e financeiro
reais. De fato, primeiramente perceba que a solugdo proposta em (2.23) é uma
representagdo do valor futuro da opgdo. Note que, sendo x = In(S/K)+rt, podemos
escrever (2.23) como:

C= SterTP1 - KP().

Podemos, ainda, reescrevé-la em termos do valor presente, descontando-a por e™"":
C =[Ste"" Py — KPyle™™™ = S;P1 — Ke " Py. (2.35)

Agora, considere o preco da opgédo (definido em termos do valor esperado do

payoff):
C(K) = e Eql(St - K)"]

= e ""Eo[(St — K)1{s,5K3] (2.36)
= e ""Eo[Stlis;>k3] — Ke ""Eq[lys,>k}]-

Analisemos essas esperancas separadamente. Note que, por definicao,
Eo[1(s;>k] = Q(St > K).

Para avaliar a outra esperanca, considere Q° e a derivada de Radon-Nikodym:

dQ _ Br/By eI Vs,

i05 " 50/8 - St (2.37)
Dai, segue que:
e ""Eg[Stls;>k3] = e "Egs VST11{5T>K};T§51
= e "B _5T1{5T>K}er(TS_Tt)Sf]
= e "Bos 15>k S ]
= 51Bqs[1s;>x]
= 5,Q°(St > K).
Dessa forma, podemos escrever
C(K) = $;Q°(St > K) — Ke " Q(ST > K). (2.38)

Comparando a tltima equagdo com (2.35), concluimos que Py é a probabilidade,
na medida neutra ao risco, da opgao vencer ITM, enquanto P; representa a proba-
bilidade de exercicio da opgao na medida Q°, utilizando o préprio preco do ativo
COMO NUMeTrario. |
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A distribui¢ao do log-preco

Agora, estamos em condi¢des de apresentar a funcado caracterisitca de Heston.
Por definicdo, a f.c. condicional de uma v.a. x é dada por

¢r(u) = E[e™T|x; = 0],

Como vimos, a probabilidade do log-preco final xt ser maior que o prego de
exercicio, isto é, a probabilidade de a opgao valer alguma coisa, é dada por

Pr(xt > x) = Py(x, v, 1)

* Co(u, 7)o + Do(u, +1
_1,.1 / Re {eXp{ olut, 19 + Do, 7)o zux}} i
2 mJ iu

com x = In(S;/K) e T = T —t. Defina também o log-strike k por k := In(K/S;).
Assim, a densidade de k = —x é dada por:

fiky =20

1 o0 (2.39)

=5 / exp{Co(u’, T)0 + Do(ut', T)v — iu'k}du’.

Dessa forma, a fungdo caracteristica (para a medida Q) no modelo de Heston
possui a seguinte forma:

or(u) = [ ) ek f(k)dk

o]
+00

+00
- %/ eXp{CO(u” T)Z_) + Do(u,, T)U}du// ei(u—u')kdu

—00

+00
= %/ exp{Co(u’, 7)0 + Do(u’, T)0}21d(u — u’)du’ (2.40)

+00
= / exp{Co(u’, ©)0 + Do(u", T)v}0 (1t — u”)du’

[00]

= exp{Co(u, 7)0 + Do(u, T)v},

onde 6 é a delta de Dirac e, na tltima igualdade, utilizamos sua propriedade de
filtragem.

2.3.2 Implementacdao numérica

Agora, com a fungdo caracteristica descontada em maos, podemos resolver o
problema de precificagdo neutra ao risco.

Até o presente momento, temos utilizado a discretizacdo de Euler-Maruyama
para simular nossos processos estocasticos. Entretanto, ela j4 ndo nos serve tdo
bem pois, se simplesmente fizermos

Vit1 = Ui + k(0 — v;))At + y\UiVALZ,
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com Z ~ N(0,1), podemos atingir varidncias negativas com probabilidade ndo
desprezivel, dependendo dos pardmetros.

Existem diversas maneiras de corrigir esse método, mas podemos contornar
esse problema de maneira simples implementando um esquema de discretizagio
de Milstein. Mais especificamente, acrescentando mais uma ordem superior na ex-
pansdo de Itd-Taylor de v(f + At), resulta na seguinte discretiza¢do para o processo
de variancia:

2
Vis1 = 0; + +i(5 — ) At + yVTIVALZ + %At(zz _1). (2.41)

Mais ainda, podemos acrescentar, por exemplo, uma hipétese de absorgio, isto é,
tomar v = max{0, v;} para garantir a ndo-negatividade da volatilidade.

Nesse contexto, deve-se utilizar a seguinte discretizagdo para o processo do
ativo, que é consequéncia da férmula de Itd para x; = In S;:

Xiv1 = Xi— %At + o AW, (2.42)
com x; :=In(S;/Sp), W ~ N(0,1) e E[ZW] = p.
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Figura 2.5: Simulacado das trajetérias do preco do ativo S; e do processo de varian-
cia v¢, respectivamente, no HSV. Os parametros utilizados foram: So = 100, vg =
0.04, r = 0.05, xk =2, 0 = 0.04 e y = 0.03, para um coeficiente de correlacdo
p = —0.7 entre os movimentos brownianos.

Observagio 2.6. Alavancagem e o sinal de p.

O chamado efeito de alavancagem refere-se a tendéncia observada no mer-
cado de os retornos de um ativo estarem negativamente correlacionados a vo-
latildade do mesmo. Isto é, tipicamente, um aumento no prego dos ativos esta
acompanhado de uma queda na volatilidade, e vice-versa. Entretanto, estd bem
documentado que esse efeito é assimétrico, no sentido de que quedas no precgo do
ativo sdo acompanhadas por maiores aumentos na volatilidade do que o contrério.

Essa interpretacdo econdmica para esse fendmeno foi introduzida em 1976 por
Fischer Black em seu artigo "Studies in stock price volatility changes". Apesar de
amplamente aceita, ela ndo é a tinica. Uma explicacdo alternativa € a hipétese de
retorno de volatilidade (volatility feedback), defendida por autores como Campbell
e Hentschel (1992) e French, Schwert e Stambaugh (1987). Para esses autores, a
relagdo é oposta: se a volatilidade aumenta, o mercado passa a exigir um prémio
de risco maior, o que pressiona o preco do ativo para baixo.
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2.3.3 A SVInomodelo de Heston

Estudo de parametros para a curva de volatilidade implicita

Discutiremos agora os padrdes de volatilidade implicita que podem ser ge-
rados pelo modelo de Heston. Como sabemos, a varidncia v; = o7 é governada
por um processo de reversdo a média CIR, e cada parametro possui um efeito
especifico na curva gerada pela dindmica proposta.

Entender o efeito dos pardmetros do modelo pode ser til, por exemplo, du-
rante a estimac¢do de parametros ou a calibragdo, onde um conjunto inicial de
parametros precisa ser prescrito a priori, antes das iteragdes comegarem, para
ajustar os parametros do HSV, {p, vy, 0, x, y}, para corresponder aos dados de
mercado.

Seguindo Oosterlee e Grzelak (2020), para analisarmos numericamente os
efeitos dos parametros, usaremos os seguintes parametros de referéncia:

So=100, T=2,r=0.05 vp=0.05, «k =01, 2=0.1, p=-0.75, y =0.1.

O estudo numérico foi realizado variando individualmente diversos para-
metros, enquanto os outros foram mantidos constantes. Para cada conjunto de
parametros, foram calculados precos de call no HSV, para uma grade de strikes,
utilizando as fungdes que implementamos. Cada um desses pregos foi utilizado
como "preco de mercado” na funcdo que calcula a volatilidade implicita (utili-
zando Newton-Raphson) e, entdo, as curvas smile foram plotadas.

Correlagao e vol-vol

Comecamos com os parametros que mais inteferem no formato da curva de
volatilidade implicita: p e y. A figura 2.6 mostra que, conforme p decresce, a incli-
nagdo da smile aumenta, o que chamamos de volatility skew e esta relacionado ao
terceiro momento - skewness - da distribui¢do dos retornos que esta implicita nos
precos das opgdes. Ja o pardmetro y, relacionado ao quarto momento - kurtosis -
afeta propocionalmente a curvatura da curva smile.

Impacto de p na vol. imp. Impacto de y na vol. imp.
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Figura 2.6: Impacto da variagdo da correlacdo p e da vol-vol y na volatilidade

implicita, como uma funcdo do prego de exercicio K.
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Reversio a média

Na Figura 2.7, observa-se que a taxa de reversdo a média x exerce influéncia
limitada sobre o formato do smile de volatilidade implicita. Em contrapartida,
seu efeito € mais pronunciado na estrutura a termo da volatilidade: valores mais
elevados de x promovem uma convergéncia mais rdpida da volatilidade implicita
para o nivel de longo prazo V7, especialmente para opgdes ATM. Do ponto de
vista visual, isso se manifesta pelo achatamento mais rdpido da estrutura a termo
da volatilidade implicita.

Impacto de k na vol. imp. Vol. imp. ATM para «
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Figura 2.7: Impacto da variacdo da velocidade de reversao a média x como uma
funcdo do preco de exercicio K e impacto da variagdo de k na volatilidade implicita
ATM, como uma fun¢do da maturidade 7.

Variancia inicial

Por fim, a Figura 2.8 mostra que a variancia inicial vy e a média a longo prazo,
que estdo relacionados ao segundo momento, possuem efeito parecidona curva de
volatilidade implicita: controlam o nivel da curva. Intuitivamente, elas "puxam"o
grafico para cima conforme v e 0 crescem. Entretanto, seu efeito é limitado, cerca
de 1% a 2% apenas. Além disso, ambos dependem de «.

Observagio 2.7. Vantagens e desvantagens dos modelos de volatilidade estocéstica.

A principal vantagem desses modelos é a capacidade de replicar, ao menos
de forma aproximada, as curvas smile e a dindmica dos dados observados no
mercado. Como vimos, algumas caracteristicas desse comportamento sdo: caudas
mais pesadas na distribuicdo dos retornos, reversao a média de longo prazo para
a volatilidade e o efeito de alavancagem.

Outra vantagem de alguns modelos é a disponibilidade de férmulas (quase)
fechadas para os precos das opgdes europeias, como no modelo de Heston, e até
para a volatilidade implicita.

Entre as desvantagens, destaca-seo fato de que tais modelos, em geral, ndo con-
seguem reproduzir exatamente a superficie de volatilidade implicita observada
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Figura 2.8: Impacto das mudancas na média a longo prazo o como funcdo do
strike K e impacto da variacdo de vg na volatilidade implicita ATM, como fungao

de 7.

no mercado. Além disso, a precificacdo de derivativos exéticos (como opgdes
asidticas, de barreira, bermudas, cestas, etc.) tende a ser computacionalmente
custosa, seja por métodos numéricos baseados em equacdes diferenciais parciais.
No escopo deste trabalho, contudo, essas limita¢gdes ndo sao centrais, uma vez que
nos restringimos ao modelo de Heston e a precificagdo de op¢des vanilla.



Capitulo 3

Estimacao de Parametros

Principais referéncias utilizadas ao longo desde capitulo: Oosterlee e Grzelak (2020),
Saporito (2023) e Seber e Wild (2003) e Press et al. (2007).

3.1 Fundamentos

Na literatura financeira, o termo calibragio é frequentemente utilizado de forma
ampla para descrever o ajuste de modelos a dados observados. Neste trabalho,
empregamos um procedimento no qual os pardmetros do modelo sdo obtidos a
partir da resolugdo de um tinico problema de otimizagéo, resultando em um vetor
fixo de parametros.

Por essa razdo, e a fim de evitar ambiguidades terminolégicas, ao longo deste
capitulo adotaremos a expressdo estimagio de pardmetros para nos referirmos ao
procedimento utilizado.

Formulamos essa tarefa como um problema de regressdo nao linear. Dentre
as diversas abordagens disponiveis (maxima verossimilhanc¢a, método dos mo-
mentos generalizados e até redes neurais) optamos pelo método dos minimos
quadrados, escolha que se justifica tanto por sua simplicidade teérica quanto por
sua ampla utilizagdo na pratica financeira, em particular no ajuste de superficies
de volatilidade implicita.

3.1.1 O Método dos Minimos Quadrados

Considere n observagoes (x;,yi), i =1,...,n, de um modelo de regressdo nao
linear com relagdo funcional f. Podemos representar isso como:

yi = modelo tedrico + ruido

= F(xi:0) + &, GD

onde ¢ é um erro aleatério, com E¢; = 0, x; é um vetor de varidveis independentes e
0 um vetor de parametros. No caso do modelo de Heston, 6 = (p, ), 9, k, vo) € R,
O método dos minimos quadrados consiste em buscar o estimador 0 que

61
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minimiza a soma dos erros quadraticos, definida por

n

LO)= Y [yi- f(xi:0)]". (32)

i=1

Na literatura, essa func¢do L é conhecida como loss ou target function
Portanto, o estimador de minimos quadrados, 0, é 0 argumento que minimiza
L(O):
0 = arg min L(0). (3.3)
0

Observagio 3.1. Alguns comentérios.

Deve-se notar que, ao contrdrio do caso linear, L(0) pode assumir diversos
minimos locais além do minimo global. Além disso, supondo que os ¢; sdo i.i.d.,
pode-se mostrar que, sob certas condicoes de regularidade, 6 é um estimador
consistente para 0.

Trazendo para o nosso contexto, considere um conjunto de m maturidades
distintas 71, ..., 7. Para cada t;, temos um conjunto de n; precos de exercicio
Ki1, ..., Kin;, j =1,...,n;, e, para cada par (7;, Kjj), temos um preco de mercado,
VZ.’]Tikt(Ti, Kj;), e um prego tedrico correspondente, V (7;, Kjj; 0), gerado pelo modelo
de Heston. Esses precos possuem volatilidades implicitas correspondentes dadas
por 0;’:”";(71-, Kij) e 0imp(7i, Kij; 0), respectivamente.

Associado a diferenga, é possivel ainda atribuir pesos w;; para refinar o pro-
cesso de otimizagdo. Dependendo do caso, pode-se tomar os pesos todos iguais
1 e, ap6s diversos testes, optamos por seguir essa abordagem. Entretanto, Sa-
porito (2023), por exemplo, sugere outras escolhas, como w;; = 1/(mn;) ou
wij = vega®S (1;, Kij, oimp (i, Kij)).

Naturalmente, ndo existe uma tnica fun¢do custo para o nosso problema de
estimacdo. Entretanto, mesmo que as defini¢des sejam diferentes, usualmente ou
sdo baseadas nas diferencas entre os precos ou na diferenca entre as volatilidades

implicitas, as mais comuns sendo:

m n;
L1(6) := Z Z wij [V (;, Kij) - V(1i, Kij; 9)]2 (3.4)
i=1 j=1
e
m n; 2
L2(0) 1= ) 3" wij | ol (i, Kij) = o (ti, K 0)] (35)
i=1 j=1

Embora a fungdo L; seja computacionalmente mais rapida e de implementacao
mais simples, pois evita a etapa de inversdo numérica necesséria para obter a
volatilidade implicita a cada iteragdo, optamos por trabalhar com L;.

Essa escolha justifica-se principalmente por possuir maior estabilidade numé-
rica, além de conter maior relevancia financeira, sendo, frequentemente, conside-
rada o "padrdo da indtstria".
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Observagdo 3.2. A notagdo x2.

E comum encontrarmos na literatura de otimizacio ou estatistica a notacdo x?
para a fungdo custo em vez de L ou qualquer outra letra.

Essa escolha estd relacionada ao fato de que, sob algumas hipéteses sobre
os erros de observagdo (em particular, normalidade e independéncia) a soma dos
residuos ao quadrado pode ser interpretada como uma estatistica com distribuigao
do tipo x?2.

Com efeito, se Z1,...,Z, ~ N(0,1), sdo varidveis aleatérias independentes,
entdo a soma dos quadrados

n
Q=7
1

segue uma distribuicdo x> com 1 graus de liberdade.

Assim, ao considerarmos uma hipétese sobre a natureza dos erros, mais especi-
ficamente, a de que ¢; ~ N(0, 01.2), onde o; representa a incerteza sobre a medicao
de y;, imbuimos uma interpretacdo estatistica ao problema de otimizacado, pois
agora a funcdo custo, com pesos wij = 1/ 01.2 é, por definicdo, uma estatistica )(2,

dada por
n 2
2 yi— f(xi;0)
X - ; ( Gi 7

onde Z; = ¥=L59 _ N(0, 1),
1 . L . .
Consequentemente, dentro da hipétese dos erros gaussianos e independentes,
a notagdo x? ndo somente indica a distribuicdo da funcdo custo, como também
sinaliza que o método de otimizacdo é, na verdade, uma implementagdo do prin-
cipio da mdxima verossimilhanga.

Densidade da Distribuicio (x?)
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Figura 3.1: Comportamento da distribui¢do x? conforme o valor de k aumenta.
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3.1.2 Implicacdes da escolha da funcao custo

Como nossa escolha de fung¢do custo foi motivada por sua robustez e esta-
bilidade, é natural esperar que o procedimento de otimizacdo seja penalizado
de alguma forma. A escolha de L, vem acompanhada do fato de essa ser uma
minimizag¢do consideravelmente mais lenta, uma vez que, a cada iteracdo, preci-
samos primeiro obter o preco tedrico V(1;, Kij; 0) e s6 entdo utilizarmos algum
algoritmo de célculo de raizes (optamos pelo Newton-Raphson, que possui con-
vergéncia quadratica) para extrairmos aimp(’ci, Kij; 0) e, por fim, calcularmos o
quadrado da diferenga entre os valores tedricos e de mercado.

A escolha da funcdo L1 mostrou-se inadequada neste contexto. Em primeiro
lugar, como os prémios das op¢des variam drasticamente, a fungdo objetivo acaba
sendo dominada pelos erros dos contratos mais caros, mal condicionando o pro-
blema de otimizagao.

Além disso, o célculo do gradiente por diferencgas finitas, implementado em
scipy.optimize.approx_fprime, introduz erros numéricos adicionais, inerentes
a aproximacdo discreta das derivadas.

Por fim, o algoritmo de otimiza¢do empregado mostrou-se altamente sensivel
a esse tipo de irregularidade, ndo sendo capaz de convergir de forma estavel
diante da combinacdo de disparidade de escalas e ruido numérico no calculo do
gradiente.

Ap6s diversos testes numéricos, a fun¢do custo mais adequada para o nosso
conjunto de dados foi:

m n; 2
L(6) := Z Z [U?fnk,f(Ti,Kij) = 0imp(Ti, Kij; 9)] : (3.6)

i=1 j=1

3.1.3 Desafios da estimagao

Uma das maiores dificuldades no ajuste do modelo de Heston é que o conjunto
H ={p,y,9,x,v0} possui 5 parametros a serem estimados cujo efeito no formato
da superficie de volatilidade implicita pode ser bastante similar. Por esse motivo,
pode acontecer de encontrarmos diversos minimos locais durante o procedimento
de otimizacao.

Entender como esses parametros afetam a volatilidade implicita, como fizemos
anteriormente, pode nos dar um bom ponto de partida, ou seja, um bom conjunto
inicial de parametros.

A situagdo ndo é tdo ruim quanto parece, tendo em vista que podemos acelerar
a determinacgdo dos parametros reduzindo o conjunto H a ser otimizado. Ao
compararmos o impacto a longo prazo da reversdo a média x e da curvatura y,
vemos que esses dois parametros possuem um efeito similar no formato da SVI.
E, portanto, pratica comum fixarmos x (com um valor, por exemplo, k = 0.5) e
otimizarmos ). Assim, nosso conjunto H reduz-se a 4 parametros.

Outro parametro que pode ser determinado a priori heuristicamente é o valor
inicial da varidncia, vg. Para maturidades muito curtas, isto é, T — 0, é de se
esperar que o prego do ativo se comporte de maneira muito préxima ao caso de
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Black-Scholes. O impacto da varidncia estocdstica do modelo de Heston deve se
reduzir a zero, no limite T — 0.

Para opg¢des com maturidades muito curtas, o processo de preco pode ser
aproximado por outro com seguinte forma:

dSt = T’Stdt + \/v_ostdWx

Isso sugere que, para vy, podemos considerar uma boa aproximacdo o quadrado
da volatilidade implicita ATM de uma opgdo com maturidade muito curta, vg =
Gl.zmp(l'min, Karm), para t — 0. Logo, reduzimos novamente nosso conjunto H.

Outro problema que se apresenta, antes mesmo da etapa de minimizacgao, diz
respeito a qualidade dos dados de mercado. Em qualquer contexto empirico,
dados reais exigem algum tipo de pré-processamento. No caso de opgdes, os
precos observados podem apresentar ruidos decorrentes, por exemplo, de baixa
liquidez, bid—ask spread, erros de registro, descompassos temporais entre ativos
correlacionados ou violagdes pontuais das condi¢gdes de ndo-arbitragem.

Consequentemente, se eles ndo forem devidamente tratados antes de serem
otimizados, o processo retornara pardmetros instdveis e com pouco significado
econdmico, que ndo se adequam a qualquer modelo, independentemente de quao
robusta seja a metodologia empregada.

Levando isso em consideracdo, optamos por seguir algumas recomendacdes
descritas por Bardgett et al. (2019) e remover op¢des:

* com vencimento muito curto ou muito longo, evitando possiveis distor¢oes
ou opg¢des esparsamente negociadas;

* com volume de negociagdes zero, para evitar o uso de pregos defasados;
+ ITM, por possuirem menor liquidez e informacgdes sobre a smile;

* e cujo moneyness estd abaixo de 75% ou acima de 125%, para eliminar outliers.

Por fim, vale notar que outra fonte de complexidade na otimizagdo da fungdo
custo L(0) é que, geralmente, ndo se trata de um problema convexo. Isso ocorre
porque a relagdo de V ou 0,y com 0 € extremamente ndo linear. Logo, a escolha
de um bom algoritmo de otimiza¢do ndo-linear deve ser feita levando em consi-
deragdo todas as particularidades do modelo. No nosso caso, estamos diante de
um problema de regressao ndo-linear, multidimensional e com restri¢des.

Varios algoritmos podem ser utilizados aqui, cada um com suas vantagens e
desvantagens, tanto de otimizacdo local quanto global. Optamos pela otimizagao
local por serem mais rdpidos e mais simples de compreender. Em troca, criamos
uma forte dependéncia de um bom chute inicial para garantirmos a convergén-
cia. Existem diversas possibilidades de algoritmos que poderiamos utilizar aqui,
alguns deles: Nelder-Mead (busca direta, sem uso de gradientes), Trust Region
Reflective (trabalha com uma regido de confianca ao redor do ponto atual), SLSQP
(projetado para problemas com restri¢des mais gerais), L-BFGS-B (quasi-Newton).

Entretanto, optamos pelo método do Gradiente Projetado (PG), que pode ser
visto como uma extensdo do Gradiente Descendente para lidar com problemas com
restri¢gdes sobre um conjunto convexo, como as restri¢des de caixa (box constraints).

A escolha desse método foi fundamentada numa série de fatores:
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*

sua simplicidade conceitual e de implementagao;

X

sua velocidade (possivelmente mais rapido que o Nelder-Mead, que também
é conceitualmente simples);

¥

sua estabilidade numérica;

*

e por lidar nativamente com restricdes, como as presentes no modelo de
Heston:

— restri¢des de caixa: -1 <p<1,y,0,x,00 >0

— condigao de Feller: 2x7 > 2.

Apesar de ser um algoritmo pensado para otimizagdo convexa, Lan, Li e Xu
(2024) forneceram uma nova e rigorosa andlise sobre os limites de complexidade
para esse método em problemas ndo convexos, mostrando ser um algoritmo ade-
quado para a situacao.

Além disso, os autores forneceram um melhoria significativa no método ao
propor o Auto-conditioned projected gradient (AC-PG), que elimina a necessidade de
um tamanho de passo fixo - um parametro dificil de ser ajustado - ao estima-lo
dinamicamente a cada iteracdo com base na curvatura local da funcdo objetivo.

3.1.4 Otimizacdo nao convexa e o algoritmo AC-PG

A ideia por trds do método é muito simples: realizar um "passo de gradiente",
projeté-lo - isto é, procurar o ponto mais préximo no conjunto de parametros
vidveis (feasible set) - para satisfazer as restri¢des e, por fim, o tamanho do préximo
passo é refinado com as informagdes atuais. Para que a projecdo possa ser feita
efetivamente, é preciso que essas restricdes sejam simples (é o nosso caso, com
excecdo da condicao de Feller).

Formalmente, considere o seguinte problema geral de otimizagdo, possivel-
mente nao-convexo:

L" = min L(6), (3.7)
6€®
onde ® C R" é um conjunto compacto e convexo, e L : ® — R é uma funcdo
continuamente diferenciavel, mas possivelmente ndo convexa. Suponha também
que L seja suave, com gradiente Lipschitz continuo, isto é, para algum M > 0,

IVL(x) = VL)l < Mllx = yll, ¥ x,y € ©. (3.8)
Temos, assim, que M € o limite superior da curvatura da fungdo L:
M 2
L) = Ly) = (VL) x - y) < S lx =yl Y,y € ©. (3.9)

Adicionalmente, assumimos que L é fracamente convexa com um parametro
de curvatura inferior m € [0, M], isto €,

L) - Ly) = (VL) x = p) = ~Zlx 2, Yx,y€©.  (310)
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O algoritmo PG pode ser resumido em seu passo de atualizagdo, dado por:

0; = arg min {(VL(@H), 0) + L||6vt_1 -~ 9||2} , (3.11)
CISC) 2a
onde a; é o tamanho do passo na iteracdo t.

Vale notar que a expressdo de 0; em (3.11) é equivalente ao passo do gradiente
seguido da projecdo no conjunto possivel ®. Para enxergar isso, basta realizar
algumas manipulagdes algébricas, expandindo o termo quadratico, agrupando
valores, completando quadrados, etc. O resultado é a definicdo de projegdo
euclidiana de um ponto sobre ©.

Finalmente, consideraremos uma variante do PG, chamado Auto-conditioned
projected gradient, que ndo requer nenhum conhecimento prévio acerca das cur-
vaturas M e m. Além disso, é um algoritmo livre de qualquer procedimento de
busca linear ou backtracking. O método é dado por:

Entrada: Ponto inicial 6y € © e estimativa My > 0

1 parat < 1 até k faca

2 Definir a; tal que at‘l =max{My, ..., M;_1}

W

Ot « argmin {(VL(Qt—l)/ 0) + 2L||9t—1 - 6||2}
6e® at
2(L(6;) — L(0;-1) — (VL(0:-1), 0: — 0;_1))

M:
f 16; — Or 112

5 fim
Algorithm 1: Método AC-PG
O teorema a seguir estabelece a convergéncia do algoritmo AC-PG.

Teorema 3.1. Sejam {0;} a sequéncia gerada pelo algoritmo 1 e considere
q < |log, /2(M /Mo)|+1 o nitmero de incrementos na estimativa da constante de Lipschitz.
Sob essas hipéteses, tem-se:

- k-1
min|leo | < 48a;2D2 N 12a;'D2 - (tho max{0, mt})
el SO = = 2g)2 (k —2¢)? ,

onde denotamos ge + := at‘l(Qt_1 — 0y) o gradiente projetado, Dg o didmetro do conjunto
© e m; < m o pardmetro de curvatura inferior local.

Observagio 3.3. A escolha de M.

E importante notar também que, no algoritmo acima, a quantidade My pode
ser determinada simplesmente escolhendo dois pontos em © e calculando o fator
de suavidade local usando a mesma férmula de M;. Nas itera¢des seguintes ele
serd adaptado sequencialmente.

(3.12)

3.2 Metodologia

3.2.1 Descricao dos dados

Os dados utilizados na minimizacdo da funcgao custo foram obtidos no dia
28/08/2025, de maneira gratuita, pelo site <https://opcoes.net.br/>. Sao plani-
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lhas x1sx com cotagdes de opgdes de compra e venda de a¢des do Banco do Brasil
(BBAS3), Bando Bradesco (BBDC4), Itatt Unibanco (ITUB4), Petrobras (PETR4) e
Vale (VALE3).

Cada linha do conjunto de dados corresponde a uma opgéo e inclui as seguintes
variaveis principais:

* Ticker: c6digo de negociacdo da opgao;
%+ Vencimento: data de vencimento do contrato;

+ Dias tteis até o vencimento: tempo restante até o vencimento, em dias
Gteis;

* Tipo: indica se a opgdo é uma call ou uma put;

*+ Mod.: modalidade de exercicio (americana ou europeia)

* Strike: preco de exercicio da opcao;

*+ A/I/OTM: classificagdo do moneyness (ITM, ATM ou OTM);

* Distdncia percentual do strike: diferenca percentual entre o prego de exer-
cicio e o prego a vista da acdo;

* Ultimo preco: preco mais recente negociado no mercado;

* Volume, Negdcios, Abertura, Fechamento, Mdxima e Minima: indicadores
de negociacdo do ativo derivativo;

* Delta, Gamma, Theta ($), Theta (%) e Vega: gregas calculadas pelo mercado
para cada opcao;

* 1Q: indicador de liquidez;

* Coberto, Travado, Descoberto, Titulares e Lancadores: posicOes agregadas
do mercado associadas a cada contrato.

Os dados contemplam op¢des com diferentes prazos até o vencimento, vari-
ando aproximadamente 16 a 60 dias tteis e com pregos de exercicio distribuidos
em torno do spot no momento da coleta.

3.2.2 Limpeza dos dados

Como esperado, os dados, da maneira como vieram, ndo estavam adequa-
dos ao procedimento. Para garantir a qualidade das informacdes que seriam
utilizadas na otimizacdo, foi desenvolvida uma funcdo de limpeza, chamada
calibration_cleaning, que realiza uma série de transformacées, filtragens e
padronizacdes dos dados, retornando um DataFrame apenas com as observagoes
adequadas para o processo de estimacdo, o que reduziu drasticamente o tamanho
do conjunto utilizado.

A seguir, um resumo das principais etapas do procedimento de limpeza:
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1. Selecao das colunas relevantes: o arquivo original é muito carregado e
a maioria das informagdes sdo irrelevantes para a estimagdo. Apenas as
colunas de interesse foram mantidas e renomeadas.

Sédo elas: K, 7 (dias), Vyuk, volatilidade implicita, vega, tipo, trades, mod.

Essas varidveis representam, respectivamente, o prego de exercicio, o tempo
até o vencimento, o preco de mercado da opgdo, a volatilidade implicita, o
vega, o tipo (se é call ou put), o nimero de negocia¢des e a modalidade de
exercicio (americana ou europeia).

2. Padronizac¢ao das unidades: algumas varidveis precisaram ser reescaladas
para manter a consisténcia das magnitudes:
* K foi dividido por 100;
* volatilidade implicita foi dividida por 1000;
* vega foi dividido por 10000.

3. Filtragem: o procedimento de filtragem das opgdes descrito em 3.1.3 foi
aplicado da seguinte maneira:

* Primeiramente, selecionamos apenas as opg¢des europeias no conjunto
de dados (coluna mod = ’E’), uma vez que o modelo de Heston é
formulado sob essa hipoétese;

* Definimos o minimo de negociacdes aceitas: min_trades = 10;

* Estipulamos como horizonte temporal o prazo entre 21 e 504 dias tteis;

* Estabelecemos o preco minimo de uma opgédo por min_price = 0.01;

* Para cada opgdo, calculamos seu moneyness, m = So/K, e mantivemos
no dataset apenas calls com 0.75 <m < 1eputscom 1 < m < 1.25.

4. Adicao de colunas:

* O tempo até o vencimento foi convertido para anos, utilizando o padrao
de 252 dias tteis por ano. Essa medida foi necesséria pois "ao ano (a.a.)"
é a unidade padrao utilizada no mercado;

* Para podermos estimar apenas em termos de calls, as op¢des de venda
tiveram seus precos equivalentes em opcao de compra calculados atra-
vés da paridade put-call (1.54), utilizando o vencimento 7 em anos.

3.2.3 Estratégia de estimacao

O procedimento de estimagdo de parametros foi estruturado em duas etapas
principais:

1. Pré-processamento dos dados de mercado;

2. Otimizacdo dos parametros do modelo.
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Vamos detalhar cada um dos passos.
Etapa1: Para cada ativo, os dados foram limpos e organizados por meio

da funcdo calibration_cleaning, eliminando contratos com inconsisténcias de
precos, liquidez insuficiente ou auséncia de informagoes relevantes.

Em seguida, o valor inicial da variadncia, v, foi estimado a partir das volatili-
dades implicitas observadas, como descrito em 3.1.3. Para essa tarefa, defimos a
funcdo vO_estimator.

Com a fungdo df_converter, os dados processados foram convertidos em um
formato mais simples de se percorrer durante as iteragdes: um diciondrio de listas,
onde cada lista representa uma opgéo.

Etapa 2: A otimizacdo foi conduzida separadamente, um ativo por vez. A
estratégia de busca de pardmetros consistiu em um grid search sobre diferentes
valores do parametro k, que ndo estava sendo minimizado. Foram testados os
seguintes valores:

x €{0.15, 05,1, 1.5, 2, 3, 5, 7}.

Para cada valor de «, os demais parametros (7, y e p) foram estimados a partir do
algoritmo 1.
Durante todo o procedimento de estimagdo, tomamos como vetor inicial de
parametros
90 = (’(_)0, Y0, PO) = (0.08, 0.1, —0.8).

Além de 0y, outras configuragdes constantes foram feitas: definimos trés dicio-
ndrios, col_loss, otime funcs contendo, respectivamente, as colunas necessarias
como argumento de df_converter, os pardmetros da otimiza¢do (como valor de
My, namero de itera¢des e tolerdncia) e as fun¢des que sdo chamadas dentro da
implementacdo do algoritmo 1.

O algoritmo AC-PG foi implementado na fun¢do ac_pg e, dentro dele, foram
chamadas as diversas fun¢des desenvolvidas especificamente para este trabalho:
loss_vol (que implementa nossa fun¢do custo (3.6)), approx_grad (que calcula
o gradiente numérico de L) e proj (que projeta os pardmetros de volta dentro
dos limites pré estabelecidos, garantindo que: o € [0.08,5], y € [0.1,7] e p €
[-0.999,0.999]).

A condicdo de Feller (2.12) foi verificada logo apds a etapa de projecgdo, ajus-
tando as possibilidades de pardmetros que a violassem para o maximo permitido,
garantindo que apenas parametros que satisfizessem a condigdo fossem utilizados
nos calculos subsequentes. Mais especificamente, caso a condicdo fosse violada
2k < y?), o valor de y era ajustado para o seu limite méximo permitido, V2«73,
antes de prosseguir com a iteragao.

Essa projecdo garante a consisténcia matemaética dos pardmetros, mas, como
veremos, cria uma dependéncia direta entre x, ¥ e 0 mdximo que y pode assumir,
influenciando forte e diretamente os resultados da minimizacao.

Diversos testes numéricos mostraram que uma tolerancia de 10™* sobre a
variacdo do valor da funcao custo ou um limite de 200 iteragcdes eram critérios de
parada mais que suficientes para nosso conjunto de dados.

Ao final da otimizagdo, para cada ativo obtivemos um conjunto de pardmetros
que minimizou o erro total dentro do grid de valores k. O resultado foi armaze-
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nado numa tabela resumo contendo, para cada ativo, o respectivo ticker, os valores
de x, o erro total e as estimagGes de ¥, y e p.

3.3 Resultados

Utilizando a metodologia descrita anteriormente, foram estimados os parame-
tros do modelo de Heston para os cinco ativos selecionados. A tabela 3.1 apresenta
os resultados 6timos encontrados para cada ativo, apresentando o valor de x que
minimizou a fun¢do custo (erro) e o valor de vj estimado para o ativo, juntamente
com os parametros 7, y e p correspondentes.

ticker v K erro 0 y P

BBAS3 0.1116 3.0 0.011985 0.098573 0.769048 -0.762411
BBDC4 0.0520 1.0 0.002041 0.320517 0.800646 -0.343435
ITUB4 0.0488 1.0 0.000831 0.080000 0.400000 -0.886510
PETR4 0.1391 7.0 0.243781 0.080000 0.993631 0.334658
VALE3 0.0420 3.0 0.003968 0.080000 0.692820 -0.420339

Tabela 3.1: Resumo da minimizac¢do: pardmetros 6timos por ativo, com sua
respectiva varidncia inicial estimada vy.

Andlise dos parametros

Os resultados individuais do processo de otimizacdo podem ser encontrados
nas tabelas 3.2 - 3.6. De modo geral, observa-se consisténcia entre os parametros
estimados e o comportamento esperado do modelo, sem valores extremos ou
inconsistentes, a excegdo de PETR4, que apresentou um comportamento atipico.

Comecando com a velocidade de reversdao a média. Os ativos BBAS3 e VALE3
apresentaram valores 6timos em torno de ¥ = 3, indicando uma reversao rela-
tivamente rdpida da volatilidade em diregdo ao nivel de longo prazo 0. Ja para
BBDC4 e ITUB4, o menor valor da funcdo custo foi obtido com x = 1, sugerindo
uma dindmica da varidncia mais persistente e com maior liberdade de flutuagao
ao redor da média de longo prazo.

O parametro 7, associado a varidncia de longo prazo, permaneceu fixado
no valor 0,08 para ITUB4 e VALE3. Esse comportamento decorre da restrigdo
de caixa imposta ao modelo, que, ao forcar 0 ao seu limite inferior admissivel,
permitiu maior flexibilidade no ajuste dos parametros responséaveis pela curvatura
e inclinagdo da superficie de volatilidade.

Quanto a y, que controla a volatilidade da volatilidade, os valores estimados
situaram-se entre 0,4 e 0,8 para BBAS3, BBDC4, ITUB4 e VALE3. Esses valores
mostraram-se adequados para reproduzir smiles de volatilidade moderadamente
acentuados, sem introduzir instabilidades numéricas relevantes durante o pro-
cesso de otimizacgao.

Por fim, a correlacdo p foi negativa para todos os ativos que apresentaram
convergéncia satisfatoria, confirmando a presenca do efeito de alavancagem. A
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magnitude dessa correlacdo variou entre os ativos, com valores mais pronunciados
para BBAS3 e ITUB4 e mais moderados para VALE3, sugerindo que o impacto
da alavancagem difere substancialmente mesmo entre ativos pertencentes a um
mesmo setor econdmico.

O ativo PETR4 apresentou comportamento atipico ao longo do processo de
otimizagdo. O menor valor da fungdo custo foi obtido para « = 7, ainda assim as-
sociado a um erro elevado, da ordem de 107! (aproximadamente 24%), indicando
um ajuste ruim. A anélise da Tabela 3.5 sugere que valores ainda maiores de « po-
deriam reduzir o erro, mas tais valores implicariam meias-vidas excessivamente
curtas, com pouco significado financeiro, razdo pela qual foram excluidos pela
metodologia adotada.

Além disso, os pardmetros 0 e y atingiram seus limites admissiveis, com
7 =0.08 e y = 0.999, indicando que o algoritmo buscou compensar a dificuldade
de ajuste por meio de pardmetros extremos. Esse comportamento evidencia a
sensibilidade do procedimento a qualidade dos dados de mercado e delimita os
limites praticos da metodologia empregada no contexto desse ativo especifico.

Em suma, a andlise dos pardmetros estimados indica que o modelo foi capaz
de capturar, de forma coerente, caracteristicas relevantes das dindmicas de volati-
lidade para a maior parte dos ativos considerados, com valores economicamente
plausiveis e boa qualidade de ajuste. As diferencas observadas nos pardmetros
refletem tanto particularidades intrinsecas de cada ativo quanto restri¢ées impos-
tas pela metodologia de otimizagdo e pelos dados disponiveis. O desempenho
atipico verificado em PETR4 reforca a sensibilidade do procedimento a qualidade
dos dados de mercado e evidencia os limites praticos do modelo e da abordagem
de estimacdo adotada, sem comprometer, contudo, a consisténcia dos resultados
obtidos para os demais ativos.

K erro 0 14 P

0.15 0.038493 0.159993 0.219084 -0.999000
0.50 0.029130 0.087061 0.295061 -0.999000
1.00 0.020222 0.080995 0.402481 -0.999000
1.50 0.016052 0.088443 0.515100 -0.985913
2.00 0.014429 0.093429 0.611324 -0.874857
3.00 0.011985 0.098573 0.769048 -0.762411
5.00 0.013568 0.102912 0.708548 -0.915999
7.00 0.014023 0.104692 0.699088 -0.980934

Tabela 3.2: Resultados da minimizagdo para BBAS3 (vg = 0.1116)
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K

erro

%

4

p

0.15
0.50
1.00
1.50
2.00
3.00
5.00
7.00

0.002599
0.002213
0.002041
0.004731
0.007447
0.007697
0.007675
0.007612

1.664328
0.575281
0.320517
0.241300
0.205697
0.160197
0.123400
0.107604

0.706610
0.758473
0.800646
0.537511
0.266017
0.217149
0.204644
0.198329

-0.347662
-0.346154
-0.343435
-0.421183
-0.638540
-0.737322
-0.796642
-0.809505

Tabela 3.3: Resultados da minimizagdo para BBDC4 (vo = 0.0520)

K

€rro

0

4

p

0.15
0.50
1.00
1.50
2.00
3.00
5.00
7.00

0.001533
0.001192
0.000831
0.000876
0.001287
0.002142
0.003384
0.005613

0.247830
0.092277
0.080000
0.080000
0.080000
0.080000
0.080000
0.080000

0.272670
0.303772
0.400000
0.482270
0.441137
0.389914
0.495819
0.380825

-0.999000
-0.999000
-0.886510
-0.749205
-0.794155
-0.828743
-0.568573
-0.627005

Tabela 3.4: Resultados da minimizagdo para ITUB4 (vg = 0.0488)

K

erro

v

4

p

0.15
0.50
1.00
1.50
2.00
3.00
5.00
7.00

0.459304
0.432523
0.402619
0.377889
0.356899
0.322809
0.271649
0.243781

0.080000
0.080000
0.080000
0.080000
0.080000
0.080000
0.080000
0.080000

0.154919
0.282843
0.400000
0.489898
0.565685
0.692820
0.894427
0.993631

0.999000
0.999000
0.999000
0.999000
0.999000
0.892704
0.717995
0.334658

Tabela 3.5: Resultados da minimizagdo para PETR4 (vo = 0.1391)

Analise dos ajustes

Apesar da otimizagdo ter gerado erros pequenos, isso ndo necessariamente
garantiu um bom ajuste para os ativos, como observa-se nas figuras 3.2 - 3.4. Os
graficos mostram as smiles de mercado e os ajustes realizados pelos parametros
6timos obtidos na minimizag¢do da fungédo custo, permitindo comparar o formato
e a curvatura de ambas as curvas. Essa comparagdo possibilita avaliarmos a
capacidade do modelo de capturar a forma da smile observada no mercado, que é
nosso objetivo principal.
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K erro 0 )4 P

0.15 0.005926 0.405138 0.348628 -0.713604
0.50 0.005331 0.150305 0.387692 -0.669014
1.00 0.004643 0.096319 0.438905 -0.623465
1.50 0.004060 0.080000 0.489898 -0.586692
2.00 0.004481 0.080000 0.507846 -0.648257
3.00 0.003968 0.080000 0.692820 -0.420339
5.00 0.007479 0.080000 0.894427 -0.294550
7.00 0.012228 0.080000 1.058301 -0.208665

Tabela 3.6: Resultados da minimizagdo para VALE3 (vg = 0.0420)
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Figura 3.2: Ajuste do modelo de Heston para os dados de VALE3, com vencimento
em aproximadamente 36 dias.

Pode-se afirmar que VALE3 apresentou o ajuste visual mais consistente dentre
os expostos. O maior problema com BBAS3 foi a pouca curvatura presente na
curva gerada pelo Heston, apesar de a inclinagdo estar bem alinhada com os
dados do ativo. Em BBDC4 e ITUB4 percebe-se distancias muito pequenas entre
o modelo e os dados. Essa dispersdo é, contudo, enganosa pois decorre, em
grande parte, da escassez de dados ap6s a aplicacao de todos os filtros nos datasets
originais.

Evidentemente, PETR4 representou um caso de falha de ajuste. O erro nu-
mérico de 24% é visualmente confirmado pela figura 3.4, que ilustra a curva do
modelo de Heston ndo conseguindo reproduzir o comportamento do mercado.
Isso é uma consequéncia direta dos parametros incoerentes resultantes do pro-
cedimento, notadamente o sinal positivo de p. Essa divergéncia reforca que o
método € sensivel a dados ruidosos e a superficies pouco informativas.

Assim sendo, os resultados obtidos indicam que a metodologia atual é ade-
quada, até certo ponto, para superficies bem comportadas e com dados abundan-
tes, mas perde eficiéncia diante de dados muito dispersos ou com muito ruido.
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Em outras palavras, ativos com superficies mais completas e estaveis, como BBAS3
e VALE3, apresentaram melhor aderéncia ao modelo, enquanto aqueles com me-
nor liquidez e maior ruido, como BBDC4, ITUB4 e PETR4, realcaram as limitagdes
préticas do modelo de Heston.

BBDC4 vs Heston ITUB4 vs Heston
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Figura 3.3: Ajuste do modelo de Heston para os dados de BBDC4 e ITUB4, com
vencimento em aproximadamente 36 dias.
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Figura 3.4: Ajuste do modelo de Heston para os dados de PETR4 e BBAS3, com
vencimento em aproximadamente 36 dias.
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3.3.1 Verificacio com Multi-Start

Uma pergunta natural surge ao avaliarmos a metodologia adotada para mi-
nimizar a fungdo custo: e se a busca realizada estiver presa em minimos locais?
Tal possibilidade é plausivel, pois, como vimos, algoritmos de otimizacdo local
dependem fortemente do ponto inicial da busca (que mantivemos constante para
todos os dados ao longo do procedimento de estimacdo).

Para investigar essa hipoétese, realizamos o seguinte experimento numérico,
conhecido como otimizag¢ao multi-start:

1. Fixamos um valor de x para os dados;
2. Para cada ativo, executamos o loop de otimizagdo n_starts = 20 vezes;

3. Em cada iteragdo, um vetor inicial foi gerado aleatoriamente, com limites
ligeiramente mais restritos nos parametros, a fim de garantir estabilidade
numérica, utilizando np.random.uniform;

4. O conjunto de pardmetros que produziu o menor erro foi selecionado como
o resultado 6timo correspondente ao « fixado.

Primeiramente, conduzimos os testes nos x 6timos encontrados na se¢do an-
terior: k¥ = 1 (para BBDC4 e ITUB4) e k = 3 (para BBAS3 e VALE3). Os resultados
sdo apresentados nas tabelas 3.7 e 3.8.

Para manter a secdo concisa, apresentamos aqui apenas os resultados conso-
lidados de cada ativo. As tabelas completas do procedimento encontram-se no
Apéndice B, contendo informacées detalhadas dos pardmetros e erros obtidos em
cada iteragdo para todos os ativos analisados.

ticker K erro @ y P

BBDC4 1.0 0.002041 0.320521 0.800651 -0.343581
ITUB4 1.0 0.000831 0.080000 0.400000 -0.886568

Tabela 3.7: Resultados do teste multi-start para x = 1.0 (BBDC4 e ITUB4).

ticker K erro 0 y p

BBAS3 3.0 0.011984 0.098595 0.769135 -0.758754
VALE3 3.0 0.003968 0.080000 0.692820 -0.418450

Tabela 3.8: Resultados do teste multi-start para k = 3.0 (BBAS3 e VALE3).

Comparando essas tabelas com a tabela resumo 3.1, observa-se que o procedi-
mento multi-start confirmou os resultados obtidos na busca em grade com vetor
inicial fixo, tanto os erros quanto os parametros 6timos, validando a consisténcia
e estabilidade locais da estimacdo e sugerindo que o grid search foi suficientemente
preciso na identificacdo dos minimos estdveis, mesmo diante de diferentes pontos
iniciais.
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Porém, é importante ressaltar que esse comportamento ndo pode ser gene-
ralizado: em outros testes - especialmente para PETR4 - o método mostrou-se
sensivel a escolha do ponto inicial, produzindo erros significativamente maiores
quando o vetor Oy se afastava muito do valor utilizado na otimizagdo principal.

Por fim, realizamos alguns testes adicionais para PETR4, com o intuito de
verificar se o problema estava relacionado aos pontos iniciais escolhidos ou a
inadequacdo do modelo para descrever os dados. A tabela 3.9 mostra que trata-se
da segunda opgdo: o modelo de Heston simplesmente ndo conseguiu representar
a superficie para esse ativo.

Esses resultados reforcam a necessidade de aprimorar o procedimento de
estimagdo, tema que discutiremos a seguir.

K erro 0 )4 P

0.5 0.432523 0.08 0.282843 0.999000
1.0 0.402619 0.08 0.400000 0.999000
3.0 0.322809 0.08 0.692820 0.892709
7.0 0.235360 0.08 1.058301 0.614394

Tabela 3.9: Resultados do teste multi-start para PETR4.

Observagio 3.4. Sobre a qualidade dos dados e o objetivo deste trabalho.

E importante destacar que parte das limitagdes refletidas nos resultados pode
ser atribuida a qualidade e ao tamanho do conjunto de dados que foi utilizado no
procedimento de minimizacdo. Apds a aplicagdo de diversos filtros, todos os da-
tasets tornaram-se reduzidos, o que, embora tenha diminuido os erros numéricos
da otimizac¢do, comprometeu a riqueza de informagdes das superficies analisadas
e, consequentemente, o ajuste do modelo.

Ressaltamos também que o objetivo principal deste texto ndo foi alcangar o me-
lhor ajuste possivel para o modelo, mas sim compreender o processo de estimagao
de parametros, o papel da volatilidade implicita no mercado, o comportamento do
modelo de Heston e suas limita¢des diante de dados reais do mercado brasileiro.

3.4 Melhorando a performance

A seguir, discutimos possiveis aprimoramentos no processo de determinagao
de parametros do modelo de Heston, com o objetivo de aumentar a velocidade,
a eficiéncia e a robustez numérica do procedimento. As solugdes apresentadas
sdo comentadas de forma sucinta, juntamente com suas principais limitagdes e
desafios de implementagéo.

3.4.1 Precos

O célculo dos pregos no modelo de Heston, tal como foi implementado, torna-
se ineficiente conforme avangamos no loop de otimizagdo. Isso ocorre porque cada
iteracdo requer diversas integracdes numeéricas, conforme o esquema a seguir:
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* Para calcular o preco de uma opgdo, duas integrais sdo avaliadas numerica-
mente via Quadratura Adaptativa, utilizando scipy.integrate.quad;

* Para cada iteracdo, a func¢do custo calcula a diferenca entre o preco de mer-
cado e o prego tedrico de todas as op¢des no conjunto de dados. Assim, para
n opgoes, sdo computadas 2n integrais;

* Se 0 procedimento de minimizacdo tiver m itera¢des, o total de integra-
¢Oes numéricas sobe para 2nm, representando um esforco computacional
consideravel.

Para contornar essa limitagdo, algumas técnicas se destacam na literatura,
como a Transformada Répida de Fourier (FFT) e o Método COS.

O FFT é um algoritmo altamente eficiente para calcular transformadas discre-
tas de Fourier e suas inversas. Carr e Madan (1999) mostraram que, quando a
funcdo caracteristica dos retornos é analiticamente conhecida, os precos de opgdes
podem ser obtidos por meio dessa técnica. A principal desvantagem é a necessi-
dade de reformular a estrutura de precificagdo, o que alteraria significativamente
o desenvolvimento teérico adotado neste trabalho.

Ja o método COS, proposto por Fang e Oosterlee (2008), aproxima a densidade
do log-preco do ativo no vencimento por uma expansao em cossenos de Fourier,
resultando em um ganho expressivo de performance, pois substitui a integragao
numérica por uma soma finita sobre termos da série. Mais detalhes a respeito
do método podem ser encontrados em Oosterlee e Grzelak (2020). A principal
desvantagem é a necessidade de um bom dominio da teoria de séries de Fourier
e da escolha adequada do intervalo de truncamento da densidade.

3.4.2 Otimizacao

O processo de otimizagdo também apresenta gargalos de performance. Isso
decorre da combinagdo de gradientes numéricos, obtidos a partir de dados ruido-
sos, com o uso de um otimizador local sensivel a esse ruido. A seguir, discutimos
algumas alternativas para tornar o processo de estimagdo mais eficiente e robusto.

Primeiramente, o método das diferencas finitas é computacionalmente caro. A
maneira mais eficiente de acelerar essa etapa seria através do cdlculo exato do gra-
diente da funcdo custo. A melhoria seria substancial, tanto na velocidade quanto
na estabilidade numéroca, uma vez que eliminariamos os ruidos decorrentes das
aproximagdes. Entretanto, sua implementagdo é muito desafiadora e suscetivel a
erros, uma vez que nossa fungao custo é baseada na volatilidade implicita o, (0).
Assim, para calcular o gradiente VL(0), seria necessario aplicarmos ferramentas
avangadas, como os métodos adjuntos (adjoint methods), conforme descrito em
Clevenhaus et al. (2023).

Resolvido o problema do gradiente numérico, podemos utilizar um algoritmo
de otimizacdo local mais potente como o L-BFGS-B, um método quasi-Newton ex-
tremamente rapido e eficiente, pois utiliza o histérico de gradientes para construir
uma aproximacgdo da Hessiana, convergindo em poucas iteragdes.

Entretanto, a possibilidade de convergéncia para minimos locais permanece.
Assim, propde-se uma estratégia hibrida, que combine a eficiéncia dos métodos
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locais com a capacidade exploratéria dos globais. Um exemplo é o algoritmo
Dual Annealing, disponivel em scipy.optimize.dual_annealing, que integra a
busca global do Simulated Annealing com um refinamento local interno. Esse
algoritmo pode, inclusive, incorporar o gradiente analitico obtido por métodos
adjuntos, tornando-se simultaneamente rdpido e preciso, resolvendo o problema
do ruido e acelerando a convergéncia.

Dessa forma, a combinac¢do de melhorias no calculo dos pregos e no processo
de otimizacdo tende a produzir estimagdes consideravelmente mais rapidas, efi-
cientes e numericamente robustas.

3.5 Limitacdes do modelo de Heston

Como discutido nas se¢des anteriores, o ajuste do modelo de Heston apresenta
dificuldades numéricas relevantes. Além dessas, ha limita¢des estruturais nesse
modelo, amplamente reconhecidas na literatura, que restringem sua aplicabili-
dade conforme o tipo de dado e o fendmeno que se deseja reproduzir. Menciona-
mos algumas delas a seguir.

+ Processo de varidncia: O processo de Cox-Ingersoll-Ross, utilizado no Hes-
ton para modelar a varidncia, tende a produzir trajetérias demasiadamente
suaves em comparacao aos dados empiricos. Evidéncias recentes - Gatheral,
Jaisson e Rosenbaum (2018) - indicam que a volatilidade de mercado exibe
comportamento mais irregular, caracterizado por propriedades de “rugosi-
dade” que o modelo de Heston nado reproduz.

* Auséncia de saltos: O modelo de Heston padrdo ndo captura saltos, que
ocorrem frequentemente nos retornos de ativos financeiros. Consequente-
mente, o smile gerado tende a dificultar a reproducao das superficies obser-
vadas no mercado, especialmente para maturidades muito curtas. Gatheral
(2006) discute em detalhes a importancia de incorporar saltos a modelos de
volatilidade e o impacto disso no formato da superficie.

+ Parametros constantes: O modelo de Heston possui uma férmula fechada
somente sob a hipétese de parametros constantes (ou constantes por partes).
Na prética, entretanto, esses parametros variam no tempo, o que reduz a
capacidade do modelo de reproduzir superficies dindmicas de volatilidade.
Benhamou, Gobet e Miri (2010) propdem uma generalizagdo com pardmetros
dependentes do tempo e derivam uma formulagdo analitica aproximada,
com ganhos expressivos em precisado e velocidade de otimizacao.

+ Instabilidade na otimizacdo: Como resultado, a minimizagdo pode ser
instavel, resultando em parametros pouco razodveis, além de ser computa-
cionalmente custosa, mesmo com as melhorias de performance discutidas
neste trabalho. Ademais, o procedimento de estimagao costuma ser diario, e
os valores 6timos podem variar significativamente entre dias, dependendo
das condigdes iniciais e dos minimos locais encontrados, como relatam Guil-
laume e Schoutens (2010)).
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Portanto, embora o modelo de Heston represente um avango em relacdo ao
de Black-Scholes, suas hipéteses fundamentais ainda sdo insuficientes para cap-
turar com precisdo e eficiéncia a complexidade do mercado financeiro, como
demonstrado neste trabalho. Essas limitagdes motivaram o desenvolvimento de
outros modelos, além de generalizagdes do Heston, que buscam representar de
maneira mais realista o comportamento dos pregos e da volatilidade observados
empiricamente.

3.6 Alternativas ao modelo de Heston

O desenvolvimento de modelos alternativos de volatilidade ndo necessaria-
mente seguiu a mesma abordagem do modelo de Heston. Algumas extensdes
introduzem saltos no processo de preco, outras modificam a dindmica da vari-
ancia ou consideram taxas de juros estocdsticas. A seguir, apresentamos alguns
modelos amplamente utilizados na literatura e na prética de mercado.

Bates

A generalizacdo do modelo de Heston proposta por Bates (1996) incorpora
saltos no processo de preco S;. Esse modelo é descrito pelo seguinte sistema de

EDEs:
dSi/Sy = (r — AE[e) — 1])dt + \ordW, + (¢/ — 1)dN;,
dvy = k(0 — vp)dt + y+[ordWy,

onde N; é um processo de Poisson com intensidade A e ] ~ N(uj, 0]2) representa o
tamanho dos saltos. O processo N; é independente tanto dos movimentos brow-
nianos quanto dos tamanhos dos saltos, o que permite calcular analiticamente a
fungdo caracteristica do log-preco, de forma analoga ao modelo de Heston. (Ver
Haugh (2013))

Esse modelo explica melhor o comportamento das caudas e o smile para
maturidades curtas, sem perder a estrutura afim do Heston.

SABR

O modelo SABR (de Stochastic Alpha, Beta, Rho), proposto por Hagan et al.
(2002), é amplamente utilizado na precificagdo e calibragdo de produtos de renda
fixa, commodities e cAmbio. Sua dindmica é dada por:

dS; = rS;dt + 0, SPAW,,
doy = yordWg,

onde 8 € [0, 1] controla o grau de elasticidade da volatilidade em relagdo ao prego
e d(Wy, W,) = pdt, com p € [-1,1].

A forca do modelo estd na aproximagdo analitica da volatilidade implicita
proposta pelos autores, que oferece excelente ajuste para smiles observados em
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mercado. Para o caso = 1, isto é, o modelo log-normal, a aproximagao é dada
por:

1 2 —3p2
GimP(T/ K) X Ot ¢;(Vy) 1+ (Zp?/gt + 24p 7/2) Tl s
onde
N l Se’T
Y= o log( X )
e

1-p

VI-2py +y2+y—p
P(y) = log :

Essa aproximacéo é vélida especialmente quando %7 < 1, e contribuiu para a
ampla ado¢do do modelo na inddtstria financeira.

Heston SLV

O modelo de Heston Stochastic-Local Volatility surge como uma proposta hibrida,
que combina as dindmicas de smile realistas do modelo de Heston a estimacdo
exata garantida pelos métodos de volatilidade local. Mais ainda, Stoep, Grzelak e
Oosterlee (2014) mostraram que este esquema permite uma precificagdo rapida e
consistente que sdo sensiveis ao skew de volatilidades futuras.

Sua dindmica é dada por:

{ dS;/S¢ = rdt + a(t, S (v )dWy, (3.13)

dv; = ay(t, ve)dt + by(t, v)d Wy,

onde o é o componente de varidncia local, (v;) controla a volatilidade estocéstica,
os parametros a, e b, determinam o drift e a difusdo do processo de varidncia,
respectivamente, r é ataxa de juros constante e os movimentos brownianos sao
correlacionados com parametro p.

Perceba, ainda, que esse modelo SLV geral descrito pela primeira equagdo
da dindmica acima pode colapsar num modelo de volatilidade puramente local
ou estocastica, depenendo da escolha dos pardmetros. Por exemplo, tanto o
modelo de Heston como o de Schobel-Zhu (que supde a varidncia como sendo
um processo OU, ndo um CIR) podem ser explicados a partir da dindmica 3.13.
Essa abordagem SLV é mais comum na pratica do que utilizar apenas métodos
locais ou estocésticos.

3.6.1 O paradigma da Rough Volatility

E comum, no mundo de derivativos, modelar o log-preco de um ativo como
uma semimartingale. Isto é, para um ativo com log-preco Y;, sua dindmica é
geralmente descrita por

dYt = [.ltdt + atth,

onde W; é um movimento browniano padrdo unidimensional e o; representa a
volatilidade instantanea.
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Como vimos, no contexto de Black-Scholes, 6; = ¢ constante ou uma funcao
deterministica do tempo. No paradigma da volatilidade local, tem-se o; = o(t, ),
uma funcao deterministica do tempo e do preco. Em ambos os casos, a dindmica
é pouco realista e gera superficies de volatilidade completamente diferentes das
observadas no mercado. Por outro lado, nos chamados modelos de volatilidade
estocdstica, como Hull-White, Heston e SABR, a volatilidade o; é ela prépria uma
semi-martingale continua, permitindo uma dindmica mais realista. Ainda assim,
os pregos gerados por esses modelos ndo reproduzem de forma consistente os
precos de opgdes europeias observados empiricamente.

Uma mudanga de paradigma foi sugerida por Comte e Renault (1998) ao
propor o uso do movimento browniano fraciondrio (fBm) para modelar a log-
volatilidade. Anos depois, ao revisitar a questdo da suavidade do processo de
volatilidade utilizando dados de alta frequéncia, Gatheral, Jaisson e Rosenbaum
(2018) mostraram que, de fato, a log-volatilidade se comporta essencialmente
como um fBm com expoente de Hurst H € (0,1). Essa descoberta levou ao
desenvolvimento do chamado paradigma da Rough Volatility, que propde que a
volatilidade exibe uma estrutura temporal muito mais irregular, ou “rugosa”, do
que a prevista pelos modelos cléssicos.

Para compreender essa abordagem, precisamos de alguns conceitos novos.
Para detalhes, ver Dupret (2020).

Definicdo 3.2. Um processo estocastico {X;}:>0 € chamado autossimilar se
3 H > 0 tal que, para todo ¢ > 0,

D
{Xet}so = {7 X }ex0, (3.14)

D . PR )
onde = representa igualdade em distribuicdo e H é chamado expoente de Hurst
do processo.

Intuitivamente, a propriedade de autossimilaridade significa que um processo
escalado no tempo € estatisticamente o0 mesmo do processo original quando rees-
calado adequadamente no espaco.

Observagio 3.5. Um processo autossimilar ndo pode ser estritamente estacionario,
mas pode possuir incrementos estritamente estaciondrios. Vale lembrar que um
processo possui incrementos estritamente estaciondrios se, para qualquer /1 € R¥,

D
{Xeon — Xi}es0 = {X¢t — Xo}tzo0-

Além disso, se X; é gaussiano com média 0 e Xy = 0, entdo a propriedade de
incrementos estaciondrios equivale a

E(X; — X,)* = E(X;—s)?, Vs, t € R,

Defini¢do 3.3. Seja 0 < H < 1. Um processo gaussiano a valores reais {Bf };5 ¢
chamado um movimento browniano fraciondrio (fBm) se EB{J =0e

1
cov(Bf!, BI') = E(B"BH) = E{tZH + 520 — |t — sPTYE(BL). (3.15)
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Pode-se provar que, quando 0 < H < 1, o movimento browniano fraciondrio
possui a seguinte representacdo integral em termos de movimentos brownianos
padréo:

o

BH = CH{/_O [(t _ s)H —(—s)H—%] AW, +/Ot(t —s)H—%dws}, (3.16)

onde W; é um movimento browniano padrdo e Cy é dado por

[0 ((1 _s)H-1 (—s)H—%) ds + %

o0

-1/2
Cy =

Agora, seguimos o desenvolvimento de Cheridito, Kawaguchi e Maejima
(2003) para definir:

Definicdo 3.4. O processo de Ornstein-Uhlenbeck fraciondrio (fOU) {YtH Hso €
dado por

t
Y = v/ e ¥MgBH L, teR, (3.17)

[©e]

paraa,v >0em eR.

O processo YtH é estaciondrio e gaussiano, e pode ser interpretado como uma
versdo fraciondria do Ornstein—-Uhlenbeck, preservando reversao a média, mas
com correlagdes de longo alcance determinadas por H.

Observagio 3.6. A influéncia de H.

Para o caso 0 < H < 1/2, o artigo mostra que o processo fOU apresenta incre-
mentos consecutivos do fBm negativamente correlacionados, o que resulta num
processo muito menos suave do que no caso 1/2 < H < 1 e com comportamento
muito mais irregular.

Agora, podemos apresentar o modelo introduzido por Gatheral, Jaisson e
Rosenbaum (2018):

O modelo RFSV

O modelo que melhor se ajustou aos dados analisados pelos autores, denomi-
nado Rough Fractional Stochastic Volatility (RFSV), é definido por

or = exp{YtH}, te[0,T], (3.18)

onde Y/ satisfaz a equagdo (3.17) para alguns pardmetros a,v > 0, m € R e
H < 1/2, que controla a "rugosidade"da volatilidade. O modelo € estacionario e,
quando @ < 1/T, a log-volatilidade se comporta localmente como um fBm, como
afirma o resultado abaixo:

Proposigdo 3.5. Sejam B um fBm e Y* definido por (3.17) para um a > 0 dado.
Conforme a — 0,
E sup |V - Yy - vall — 0.
te[0,T]
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Gatheral, Jaisson e Rosenbaum (2018) mostraram que o RFSV reproduz com
alta precisdo as propriedades empiricas da volatilidade, além de oferecer um
arcabougo promissor para previsdo da varidncia e calibragdo de modelos mais
gerais, como o Rough Heston.

Rough Heston

Para finalizar, apresentamos a adaptagdo do modelo de Heston para o con-
texto da volatilidade rugosa, proposta por Euch e Rosenbaum (2016). Os autores

acrescentaram ao modelo de Heston o kernel de Volterra (¢ — s)H_%, que tem um
papel central na dindmica do fBm para H < 1/2, da seguinte maneira:

dSt = St\/U_th

v =0 + /( t—s)H- 21<(v—vs)ds+

_\H—3
F(H /( 51ty VD dW;

r(H

onde I é a fun¢do gama, os parametros x, o e y desempenham o mesmo papel do
modelo de Heston tradicional e d(W;, W;') = pdt.

Os autores também derivam uma expressdo para a fungdo caracteristica do
log-preco para o modelo, e mostram que ela exibe a mesma estrutura da obtida
para o modelo cléssico:

EeiﬂXf — exp{gl(ﬂl, t) + Z)ng(a, t)}/

onde

t
gi(a, t) = K?_)/ h(a,s)ds,
0

1 f
g(a, t) = m/o (t—s)*Hh(a,s)ds,

e h(a,t) é a solucdo da seguinte equagdo de Riccati fracionaria:

t 2
m%[} (t=3)"2"h(a, s)ds = %(‘az—i”)Jr(iam/—K)h(a,t)+%h(a,t)2.

No limite H — 1/2, a dindmica converge para o modelo de Heston original.
Por outro lado, para H < 1/2, a equagdo assume a forma de uma equagdo integral
fraciondria do tipo Volterra, que ndo admite solugdo em forma fechada, mas pode
ser tratada numericamente por meio de esquemas apropriados.



Apéndice A
Disponibilidade dos codigos

Aqui, apresentamos o repositério onde estdo os cédigos em Python desen-
volvidos como parte fundamental do trabalho aqui apresentado. O objetivo é
garantir a transparéncia e a reprodutibilidade dos resultados, permitindo que
outros estudantes possam replicar, validar e estender os experimentos aqui des-
critos.
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Apéndice B
Resultados do multi-start

A seguir, as tabelas com os resultados nos experimentos de multi-search, se-
parados por « e, para PETR4, o resultado de todos os testes com os diferentes x
realizados.

ticker erro 0 Yy p 00 Y0 Po

BBDC4  2.04111e-03  0.32052  0.80065 -0.34344 0.58491 2.17405 -0.45712
BBDC4  2.00000e+10  0.46366  0.96297 -0.99890 0.46366 2.18894  -0.99890
BBDC4  2.04112e-03  0.32052 0.80064 -0.34338 0.48112 0.17519  -0.50485
BBDC4  2.04112e-03  0.32052  0.80064 -0.34338 0.58673 2.15363 -0.73748
BBDC4  2.04147e-03  0.32048 0.80060 -0.34199  0.96967 1.68697  -0.12456
BBDC4  2.04112e-03  0.32052 0.80064 -0.34339  0.28423 2.62512 -0.81316
BBDC4  2.04146e-03  0.32048 0.80060 -0.34201 0.90143 1.06274 -0.26072
BBDC4  2.04112e-03  0.32052 0.80064 -0.34338 0.15020 2.36176  -0.60487
BBDC4  2.04147e-03  0.32048 0.80060 -0.34200 0.88356  2.90877  -0.21759
BBDC4  2.04111e-03  0.32052  0.80065 -0.34343 0.08954 1.55544 -0.55330
BBDC4  2.04112e-03  0.32052  0.80064 -0.34337 0.78961 0.16018  -0.42935
BBDC4  2.04112e-03  0.32052 0.80065 -0.34340 0.24585 0.15648 -0.58257
BBDC4  2.04111e-03  0.32052  0.80065 -0.34340 0.22183 2.24614 -0.76228
BBDC4  2.04147e-03  0.32048 0.80060 -0.34199 0.79549 0.78887  -0.25797
BBDC4  2.04147e-03  0.32048 0.80060 -0.34197 0.55283  2.34218  -0.21649
BBDC4  2.04111e-03  0.32052  0.80065 -0.34343 0.86091 0.61880 -0.95013
BBDC4  2.04112e-03  0.32052 0.80064 -0.34337 0.28543 1.61717  -0.50392
BBDC4  2.04111e-03  0.32052  0.80065 -0.34343 0.35109 1.63870  -0.82682
BBDC4  2.04148e-03  0.32048 0.80060 -0.34195 0.67834 1.56581 -0.20914
BBDC4  2.04111e-03  0.32052  0.80065 -0.34341 0.16973 2.30762 -0.77700
ITUB4 8.33528e-04  0.08000 0.40000 -0.87552  0.58491 2.17405 -0.45712
ITUB4 8.31227e-04  0.08000  0.40000 -0.88650 0.46366  2.18894  -0.99890
ITUB4 8.31702e-04  0.08000 0.40000 -0.88295 0.48112 0.17519  -0.50485
ITUB4 8.31345e-04  0.08000  0.40000 -0.88541 0.58673 2.15363 -0.73748
ITUB4 8.44743e-04  0.08000 0.40000 -0.85467 0.96967  1.68697 -0.12456
ITUB4 8.31220e-04  0.08000 0.40000 -0.88656  0.28423  2.62512 -0.81316
ITUB4 8.38990e-04  0.08000 0.40000 -0.86333 0.90143 1.06274 -0.26072
ITUB4 8.31426e-04  0.08000 0.40000 -0.88476  0.15020 2.36176  -0.60487
ITUB4 8.41612e-04  0.08000  0.40000 -0.85908 0.88356 290877  -0.21759
ITUB4 8.31515e-04  0.08000 0.40000 -0.88413 0.08954  1.55544 -0.55330
ITUB4 8.32479e-04  0.08000  0.40000 -0.87921 0.78961 0.16018  -0.42935
ITUB4 8.31299e-04  0.08000  0.40000 -0.88580  0.24585  0.15648  -0.58257
ITUB4 8.31223e-04  0.08000  0.40000 -0.88653  0.22183  2.24614 -0.76228
ITUB4 8.37377e-04  0.08000 0.40000 -0.86629 0.79549  0.78887  -0.25797
ITUB4 8.37930e-04  0.08000 0.40000 -0.86524 0.55283  2.34218 -0.21649
ITUB4 8.31222e-04  0.08000  0.40000 -0.88655 0.86091  0.61880  -0.95013
ITUB4 8.32038e-04  0.08000 0.40000 -0.88116 0.28543 1.61717  -0.50392
ITUB4 8.31223e-04  0.08000  0.40000 -0.88653  0.35109 1.63870 -0.82682
ITUB4 8.38896e-04  0.08000 0.40000 -0.86349 0.67834  1.56581 -0.20914
ITUB4 8.31222e-04  0.08000  0.40000 -0.88654 0.16973 230762 -0.77700

Tabela B.1: Resultados do multi-start para x = 1.
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ticker erro (7 y P 00 Y0 Po
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75869 0.58491 2.17405 -0.45712
BBAS3 8.00000e+10 0.08000 0.69282 0.99900 0.46366 2.18894 -0.99890
BBAS3  1.19860e-02 0.09857 0.76903 -0.76306 0.48112 0.17519 -0.50485
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75869 0.58673 2.15363 -0.73748
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75868 0.96967 1.68697 -0.12456
BBAS3  1.19840e-02 0.09859 0.76913 -0.75876 0.28423 2.62512 -0.81316
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75837 0.90143 1.06274 -0.26072
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75861 0.15020 2.36176 -0.60487
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75869 0.88356 2.90877 -0.21759
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75870 0.08954 1.55544 -0.55330
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75847 0.78961 0.16018 -0.42935
BBAS3  1.19859e-02 0.09857 0.76904 -0.76295 0.24585 0.15648 -0.58257
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75872 0.22183 2.24614 -0.76228
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75839 0.79549 0.78887 -0.25797
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75865 0.55283 2.34218 -0.21649
BBAS3  1.19858e-02 0.09857 0.76904 -0.76282 0.86091 0.61880 -0.95013
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75869 0.28543 1.61717 -0.50392
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75866 0.35109 1.63870 -0.82682
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75866 0.67834 1.56581 -0.20914
BBAS3  1.19840e-02 0.09860 0.76914 -0.75870 0.16973 2.30762 -0.77700
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.41840 0.58491 2.17405 -0.45712
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.42033 0.46366 2.18894 -0.99890
VALE3 3.98373e-03 0.08000 0.69282 -0.43836 0.48112 0.17519 -0.50485
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.42031 0.58673 2.15363 -0.73748
VALE3 3.97620e-03 0.08000 0.69282 -0.40552 0.96967 1.68697 -0.12456
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.42033 0.28423 2.62512 -0.81316
VALE3 3.96771e-03 0.08000 0.69282 -0.41771 0.90143 1.06274 -0.26072
VALE3 3.96763e-03 0.08000 0.69282 -0.42039 0.15020 2.36176 -0.60487
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.41845 0.88356 2.90877 -0.21759
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.42036 0.08954 1.55544 -0.55330
VALE3 3.96787e-03 0.08000 0.69282 -0.42190 0.78961 0.16018 -0.42935
VALE3 5.38337e-03 0.08000 0.58372 -0.57772 0.24585 0.15648 -0.58257
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.42035 0.22183 2.24614 -0.76228
VALE3 3.96784e-03 0.08000 0.69282 -0.41700 0.79549 0.78887 -0.25797
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.41844 0.55283 2.34218 -0.21649
VALE3 3.96777e-03 0.08000 0.69282 -0.42144 0.86091 0.61880 -0.95013
VALE3 3.96763e-03 0.08000 0.69282 -0.41837 0.28543 1.61717 -0.50392
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.42034 0.35109 1.63870 -0.82682
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.41843 0.67834 1.56581 -0.20914
VALE3 3.96762e-03 0.08000 0.69282 -0.42031 0.16973 2.30762 -0.77700

Tabela B.2: Resultados do Multi-start para « = 3.
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K erro (7 14 P 0o Y0 Po
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.58491 2.17405 -0.45712
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.46366 2.18894 -0.99890
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.48112 0.17519 -0.50485
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.58673 2.15363 -0.73748
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.96967 1.68697 -0.12456
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.28423 2.62512 -0.81316
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.90143 1.06274 -0.26072
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.15020 2.36176 -0.60487
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.88356 2.90877 -0.21759
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.08954 1.55544 -0.55330
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.78961 0.16018 -0.42935
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.24585 0.15648 -0.58257
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.22183 2.24614 -0.76228
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.79549 0.78887 -0.25797
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.55283 2.34218 -0.21649
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.86091 0.61880 -0.95013
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.28543 1.61717 -0.50392
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.35109 1.63870 -0.82682
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284  0.99900 0.67834 1.56581 -0.20914
0.5 4.32523e-01 0.08000 0.28284 0.99900 0.16973 2.30762 -0.77700
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.58491 2.17405 -0.45712
1.0 4.44276e-01 0.08000 0.10000 -0.67594 0.46366 2.18894 -0.99890
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.48112 0.17519 -0.50485
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.58673 2.15363 -0.73748
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.96967 1.68697 -0.12456
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.28423 2.62512 -0.81316
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.90143 1.06274 -0.26072
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.15020 2.36176 -0.60487
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.88356 2.90877 -0.21759
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.08954 1.55544 -0.55330
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.78961 0.16018 -0.42935
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.24585 0.15648 -0.58257
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.22183 2.24614 -0.76228
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.79549 0.78887 -0.25797
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.55283 2.34218 -0.21649
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.86091 0.61880 -0.95013
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.28543 1.61717 -0.50392
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000  0.99900 0.35109 1.63870 -0.82682
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000 0.99900 0.67834 1.56581 -0.20914
1.0 4.02619e-01 0.08000 0.40000  0.99900 0.16973 2.30762 -0.77700

Tabela B.3: Resultados do Multi-start para PETR4 (x = 0.5 e ¥ = 1.0).
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K erro (7 14 P 0o Y0 Po
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89265 0.58491 2.17405 -0.45712
3.0 3.22809%e-01 0.08000 0.69282  0.89270 0.46366 2.18894 -0.99890
3.0 3.22819e-01 0.08000 0.69282  0.88070 0.48112 0.17519 -0.50485
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89264 0.58673 2.15363 -0.73748
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89271 0.96967 1.68697 -0.12456
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89269 0.28423 2.62512 -0.81316
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282 0.89271 0.90143 1.06274 -0.26072
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89268 0.15020 2.36176 -0.60487
3.0 3.2280%e-01 0.08000 0.69282  0.89265 0.88356 2.90877 -0.21759
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89264 0.08954 1.55544 -0.55330
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282 0.89238 0.78961 0.16018 -0.42935
3.0 3.43446e-01 0.08000 0.66709  0.15956 0.24585 0.15648 -0.58257
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282 0.89264 0.22183 2.24614 -0.76228
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89246 0.79549 0.78887 -0.25797
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89270 0.55283 2.34218 -0.21649
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89255 0.86091 0.61880 -0.95013
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89267 0.28543 1.61717 -0.50392
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89264 0.35109 1.63870 -0.82682
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89271 0.67834 1.56581 -0.20914
3.0 3.22809e-01 0.08000 0.69282  0.89264 0.16973 2.30762 -0.77700
7.0 235360e-01 0.08000 1.05830 0.61436 0.58491 2.17405 -0.45712
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61439 0.46366 2.18894 -0.99890
7.0 2.87098e-01 0.08000 0.10000 -0.32439 0.48112 0.17519 -0.50485
7.0 235360e-01 0.08000 1.05830 0.61434 0.58673 2.15363 -0.73748
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61381 0.96967 1.68697 -0.12456
7.0 235360e-01 0.08000 1.05830 0.61433 0.28423 2.62512 -0.81316
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61308 0.90143 1.06274 -0.26072
7.0 235360e-01 0.08000 1.05830 0.61439 0.15020 2.36176 -0.60487
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61438 0.88356 2.90877 -0.21759
7.0 235360e-01 0.08000 1.05830 0.61437 0.08954 1.55544 -0.55330
7.0 2.8645%-01 0.08000 0.10109 -0.16619 0.78961 0.16018 -0.42935
7.0 2.87675e-01 0.08000 0.10000 -0.46640 0.24585 0.15648 -0.58257
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61436 0.22183 2.24614 -0.76228
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61282 0.79549 0.788387 -0.25797
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61433 0.55283 2.34218 -0.21649
7.0 235362e-01 0.08000 1.05830 0.61011 0.86091 0.61880 -0.95013
7.0 235360e-01 0.08000 1.05830 0.61434 0.28543 1.61717 -0.50392
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61435 0.35109 1.63870 -0.82682
7.0 235360e-01 0.08000 1.05830 0.61365 0.67834 1.56581 -0.20914
7.0 2.35360e-01 0.08000 1.05830 0.61435 0.16973 2.30762 -0.77700

Tabela B.4: Resultados do Multi-start para PETR4 (x = 3.0 e k = 7.0).
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