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Resumo

Estudamos grupos finitos e profinitos nos quais os sinks de Engel a esquerda de p-elementos
tém cardinalidade limitada. Um sink a esquerda de Engel de um elemento g de um grupo
G € um subconjunto que contém todos os comutadores suficientemente longos da forma
[...[[x,&l,&l,-..,&], comx € G. Mostramos que, se p é um nimero primo e G é um grupo finito
no qual todo p-elemento possui um sink de Engel com no méximo m elementos, entdo G possui
um subgrupo normal N tal que G/N é um p’-grupo e o indice [N : O »(G)] € limitado em fungdo
de m apenas. No caso profinito, provamos que, se todo p-elemento possui um sink de Engel a
esquerda finito, entdo existe um subgrupo normal N < G tal que N ¢ virtualmente pro-p e G/N
é pro-p’. As demonstracdes utilizam técnicas da teoria de grupos finitos, como a¢des coprimas,
séries de Fitting e argumentos estruturais cldssicos, aprofundando resultados anteriores sobre
grupos quase Engel e refinando abordagens desenvolvidas por Khukhro e Shumyatsky, agora
com foco nos p-elementos.

Palavras-chave: Sink de Engel; Grupos Finitos; Subgrupos de Sylow; Grupos Profinitos.



Abstract

We study finite and profinite groups in which the left Engel sinks of p-elements have bounded
cardinality. A left Engel sink of an element g of a group G is a subset that contains all
sufficiently long commutators of the form [...[[x,g],g],...,g], where x € G. We show that
if p is a prime and G is a finite group in which every p-element has a left Engel sink with
at most m elements, then G has a normal subgroup N such that G/N is a p’-group and the
index [N : O,(G)] is bounded in terms of m only. In the profinite case, we prove that if every
p-element has a finite left Engel sink, then there exists a normal subgroup N < G such that
N is virtually pro-p and G/N is pro-p’. The proofs use techniques from the theory of finite
groups, such as coprime actions, Fitting series, and classical structural arguments, extending
previous results on almost Engel groups and refining approaches developed by Khukhro and
Shumyatsky, now focusing on p-elements.

Keywords: Engel sink; Finite Group; Sylow Subgroups; Profinite Groups.
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Introducao

O estudo de propriedades de um grupo G a partir do comportamento de subconjuntos
gerados por comutadores repetidos tem sido uma ferramenta recorrente em Teoria de Grupos,
especialmente no contexto de condi¢des do tipo Engel, onde temos por definicdo que um
elemento g € G € dito elemento de Engel a esquerda se, para todo x € G, existe um inteiro
positivo n = n(x, g) tal que:

[x,8,...,8] = 1.
—

E imediato observar que, em qualquer grupo nilpotente, todos os seus elementos satisfazem
a condi¢do de elemento de Engel a esquerda. De fato, como a série central descendente de um
grupo nilpotente termina na identidade apds um nimero finito de passos, qualquer comutador

do tipo [x,g,...,g] = 1 para algum n suficientemente grande. Em outras palavras, a defini¢do
——

n
de nilpoténcia implica diretamente que todo elemento do grupo € de Engel. Dizemos que um
grupo € de Engel quando todos os seus elementos sdo de Engel a esquerda. Assim, todo grupo

nilpotente €, necessariamente, um grupo de Engel.

A reciproca, contudo, ndo € verdadeira. Estabelecer que a condi¢ao de Engel para todos os
elementos implica a nilpoténcia do grupo exige um argumento mais elaborado. Esse resultado

foi demonstrado por Zorn no contexto de grupos finitos, como formalizado a seguir:
Teorema 1. [23, Teorema 12.3.4] Um grupo de Engel finito é nilpotente.

Esse teorema constitui um marco clédssico na teoria de Engel, ao mostrar que, no contexto

de grupos finitos, a condicao de Engel € suficiente para garantir a nilpoténcia.

Ainda considerando as condi¢des de Engel, destacamos um resultado cldssico devido a
Baer, que estabelece uma importante caracterizacdo dos elementos de Engel a esquerda no
contexto de grupos finitos. Tal caracteriza¢do permite vincular propriedades de comutagdo a

estrutura do grupo, em especial ao seu subgrupo de Fitting.
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Teorema 2. [9, Capitulo IIl, Teorema 6.15] Seja G finito. Um elemento g de G é Engel a

esquerda se, e somente se, g pertence ao subgrupo de Fitting F(G) de G.

Esse resultado € particularmente qtil, pois fornece um critério para reconhecer elementos de
Engel a esquerda como pertencentes ao subgrupo de Fitting. Com isso, € possivel, em diversas
demonstragdes, deduzir que certos elementos se encontram necessariamente na parte nilpotente

do grupo.

Essa ideia foi estendida nos ultimos anos por Khukhro e Shumyatsky ao considerar os
subgrupos
E,(g) = ([x,g,...,8] | x € G),
——
n

provando o seguinte resultado:

Teorema 3. [13, Teorena 1.1] Seja g um elemento de um grupo soliivel finito G, e n um inteiro

positivo. Se a altura de Fitting de E,(g) € igual a k, entdo g pertence a Fj.(G).

Ainda considerando comutadores repetidos, Khukhro e Shumyatsky introduzem em [14]
a ideia de grupos quase Engel (almost Engel groups). Nessa abordagem, ndo se exige que os
comutadores eventualmente se tornem triviais, mas sim que pertencam a um conjunto finito

&(g) (denominado sink ou sink a esquerda de g), para cada g € G.

A andlise dos grupos para os quais existe uma uniformidade no tamanho desses conjuntos -

isto &, |&(g)| < m para todo g € G - revelou fortes consequéncias sobre a estrutura de G.

Em particular, foi provado em [14, Teorema 3.1] que, se todos os elementos de um grupo
finito possuem sinks de Engel com cardinalidade no maximo m, entdo existe um subgrupo
normal N, cuja ordem é limitada em funcéo de m, tal que o quociente G/N é nilpotente. Esse
resultado ndo apenas fornece uma generalizacio quantitativa do teorema de Baer, como também
abre caminho para aplicagdes em contextos mais gerais, como grupos profinitos, que veremos a

seguir.

Além disso, alguns resultados na literatura reforcam o papel estrutural dos sinks a esquerda
com cardinalidade limitada. Um exemplo aparece em [2, Teorema 1.2], onde se considera a
acdo coprima de um grupo abeliano elementar A de ordem qz, com ¢ primo, sobre um grupo
finito G. Supondo que, para todo a € A*, cada elemento g € Cg(a) possui sink &(g) com no
maximo m elementos, os autores demonstram que a ordem de 7. (G) — o residual nilpotente de
G — ¢ limitada em funcdo apenas de m. Esse resultado exemplifica como a presenca de sinks
pequenos permite controlar aspectos profundos da estrutura do grupo, mesmo em situacdes

envolvendo acdes externas.
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Outro exemplo relevante € apresentado em [16, Teorema 1.3], onde se mostra que, se um
grupo finito G admite um automorfismo ¢ de ordem prima coprima com |G|, e cada elemento de
Ci(@) possui um sink a esquerda de cardinalidade no méaximo m, entdo G possui um subgrupo
normal metanilpotente de indice limitado em funcdo apenas de m. Tal resultado reforca a ideia
de que sinks de Engel de tamanho controlado impdem restri¢des significativas a estrutura do

grupo, permitindo o controle quantitativo de parametros importantes.

Neste trabalho, aprofundamos essa linha de investigac@o ao considerar o seguinte cendrio:

Teorema 4. Seja p um niimero primo e G um grupo finito tal que |&(g)| < m para todo
p-elemento g € G. Entdo, G possui um subgrupo normal N tal que G/N é um p'-grupo e o

indice [N : O,(G)] é limitado em fungdo apenas de m.

O resultado acima pode ser interpretado como uma extensao natural dos trabalhos anteriores,
mas que exige novas técnicas, pois a andlise € feita exclusivamente sobre os p-elementos, em

vez de todos os elementos de G.

Cabe observar que, se todos os p-elementos de G satisfazem a condicdo |&'(g)| < m, entdo
N coincide com o subgrupo residual O” /(G), que € o menor subgrupo normal de G tal que o
quociente G/ OPI(G) é um p’-grupo. Nesse cendrio, o teorema assegura que a existéncia de
sinks de Engel limitados para todos os p-elementos de G implica uma forte restri¢cao estrutural

sobre o p-residual do grupo.

A prova utiliza ferramentas da teoria de acdes coprimas, estruturas envolvendo subgrupos
quase Engel, bem como argumentos relacionados a série de Fitting e a série ndo-soluvel. Além
disso, demonstramos como a estrutura dos sinks de p-elementos pode ser explorada para

controlar limites quantitativos sobre a estrutura de certos subgrupos.

Como discutido anteriormente, diversos resultados estabelecidos para grupos finitos ad-
mitem extensdes significativas no contexto dos grupos profinitos. Um marco relevante nesse
sentido € o teorema de Wilson e Zelmanov [27], que afirma que todo grupo profinito de Engel
¢é localmente nilpotente — estabelecendo uma ponte conceitual entre a condi¢cdo de Engel e a
estrutura local desses grupos topolégicos.

Um exemplo importante encontra-se em [ 14, Teorema 1.2], onde Khukhro e Shumyatsky
demonstram que, se G € um grupo compacto quase Engel, entdo existe um subgrupo normal
finito N tal que o quociente G/N é localmente nilpotente. Esse resultado evidencia que a
presencga de sinks finitos, continua a produzir fortes implicacdes estruturais, inclusive em

contextos topoldgicos.
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Adicionalmente, estendemos essa linha de investigacdo ao contexto profinito, obtendo um

resultado andlogo aquele demonstrado para grupos finitos. Demonstramos o seguinte:

Teorema 5. Seja p um niimero primo e G um grupo profinito no qual todo p-elemento possui
um sink de Engel finito. Entdo, G possui um subgrupo normal N tal que N é virtualmente pro-p

e G/N é um grupo pro-p'.

Estendemos esses resultados ao contexto dos grupos profinitos, mesmo diante dos desafios
adicionais impostos pela topologia. Considerando a continuidade das operagdes, a estrutura
dos subgrupos fechados e o comportamento das agdes conjugacionais, observamos que, se
todos os p-elementos de um grupo profinito possuem sinks de Engel finitos, entdo o grupo
possui um subgrupo normal que é virtualmente pro-p, com quociente pro-p’. Trata-se de uma
generalizagdo significativa do caso finito, que evidéncia como a finitude dos sinks continua

impondo restri¢des estruturais mesmo em grupos com topologia profinita.

Lembre-se de que um grupo profinito € dito possuir uma propriedade virtualmente se admite
um subgrupo aberto com tal propriedade. De forma um tanto surpreendente, a demonstragao

do Teorema 5 apresentada ndo utiliza o Teorema 4.
Nas linhas que se seguem, apresentamos a organizagao deste trabalho.

No Capitulo 1, reunimos as defini¢des, notagdes e resultados elementares que serdo utili-
zados ao longo do texto, algumas vezes sem mencao explicita. Essa sec@o serve como base

técnica para o desenvolvimento dos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, estabelecemos limites para parametros como a altura de Fitting, a ordem
de subgrupos especificos e o comprimento ndo-solivel, todos em fun¢do da cardinalidade dos
sinks de Engel. O capitulo também retine resultados cldssicos e apresenta novos avangos que
aprofundam a compreensao do impacto da existéncia de sinks limitados na estrutura dos grupos

finitos.

No Capitulo 3, demonstramos o Teorema 4, investigando como a existéncia de sinks de
Engel com cardinalidade limitada para p-elementos impde restricdes estruturais significativas
em grupos finitos. A abordagem concentra-se na anélise do fecho normal dos p-subgrupos
de Sylow, cuja ordem € controlada em funcdo de m, por meio de técnicas envolvendo acdes
coprimas, séries de Fitting e outras ferramentas da teoria de grupos finitos. O capitulo mostra
como essas limitagdes impdem vinculos quantitativos sobre o p-residual do grupo, destacando

a influéncia das condicdes de Engel na estrutura dos grupos finitos.

O Capitulo 4 € dedicado a extensdo dos resultados para o contexto dos grupos profinitos.

Iniciamos com a apresentagdo de conceitos topolégicos fundamentais, incluindo a defini¢do de
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grupos profinitos. Em seguida, analisamos propriedades de grupos quase Engel nesse ambiente
e demonstramos o Teorema 5, que constitui uma generaliza¢iao do caso finito. Esse resultado
evidencia que a finitude dos sinks continua impondo restri¢cdes estruturais relevantes, mesmo

em grupos profinitos.

Por fim, o Capitulo 5 apresenta a defini¢do dos sinks a direita de Engel e discute brevemente
a possibilidade de adaptagdo dos resultados obtidos para essa nova configuragdo. Comentamos
que o resultado principal pode ser estendido ao caso de grupos finitos soliveis, embora
a generalizac@o para grupos simples apresente obstdculos significativos. Encerramos esse

capitulo com as consideracdes finais do trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos defini¢cdes essenciais e resultados fundamentais da Teoria de
Grupos, que constituem a base tedrica indispensavel para as discussoes desenvolvidas ao longo
deste trabalho. Em particular, abordamos conceitos como grupos soliveis, grupos nilpotentes
e acoes de grupos, fundamentando-nos em referéncias consagradas, como os trabalhos de
Blackburn e Huppert [4], Isaacs [10], Robinson [23] e Rose [24].

1.1 Principios Basicos

Neste trabalho, trabalharemos extensivamente com nocdes da Teoria de Grupos. Iniciamos,
portanto, apresentando um dos conceitos fundamentais que estard presente em grande parte das

construgdes e argumentos desenvolvidos: o comutador de dois elementos de um grupo.

Definicao 1.1.1. Seja G um grupo e sejam a, b elementos de G. Definimos o comutador de a e

b como o elemento a~'b~'ab = a~'a” e denotamos ele por [a, b).

Definimos, recursivamente, o comutador simples (ou normado a esquerda) dos elementos

ai,...,a, € G da seguinte forma:
[ala"'aan] = [[ala" '7an—1] 7al’l]7

e por convengdo [a;] = ay.

A seguir, enunciamos um lema que contém propriedades elementares dos comutadores,

cuja demonstragio pode ser encontrada em [23, Teorema 5.1.5].

Lema 1.1.2. Se G é um grupo e a,b,c € G, entdo:
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() la,b] = [b,a]™";
(i) [ab,c] = [a,c]’[b,c] = [a,c][a, ], b][b,c];
(iii) [a,67"] = (fa,b)" )"
(iv) [a,b~ 1, c)P[b,c7 1, a)lc,a™!,b]* = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Outras propriedades elementares sdo decorrentes dessas, como por exemplo, [a, b]® = [a“, b°]

e la,bc] = [a,c|[a,b]".

Lembrando que, dado um subconjunto S de um grupo G, definimos o subgrupo gerado por
S, denotado por (S), como o menor subgrupo de G que contém S. Para H e K subconjuntos de

um grupo G, definimos o subgrupo comutador como:
[H,K] = ([h,k] | h € H,k € K).

Note que [H, K] = [K,H], ji que [h,k] = [k,h] ! e os inversos dos geradores geram o mesmo

subgrupo. Em particular, [G,G] é o subgrupo derivado de G, o qual denotaremos por G'.

Lema 1.1.3 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam X,Y,Z subgrupos de um grupo G tais que
[X,Y,Z] =Y,Z,X| = 1. Entdo [Z,X,Y] = 1.

Introduzimos agora um subgrupo importante na teoria dos grupos: o subgrupo de Frattini,
denotado por ®(G). Ele € definido como a intersecéo de todos os subgrupos maximais de G.

No caso em que G ndo tem subgrupos maximais, por conven¢do ®(G) = G.

Um conceito util relacionado ao subgrupo de Frattini € o de elemento ndo-gerador de
G. Dizemos que um elemento g € G é um ndo-gerador se, para todo subconjunto X C G,
a igualdade G = (g,X) implicar necessariamente que G = (X). Em outras palavras, g ndo
contribui de forma essencial para a geracdo de G.

Com isso, o subgrupo de Frattini também pode ser caracterizado em termos dos elementos

ndo-geradores, como afirma o lema a seguir.

Lema 1.1.4. [23, Lema 5.2.12] Em qualquer grupo G, o subgrupo de Frattini € igual ao conjunto
formado pelos elementos nao-geradores de G.

Apresentamos agora um resultado fundamental para a manipulagdo de interse¢des e produ-
tos de subgrupos: a Lei Modular de Dedekind, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [23,
Teorema 1.3.14]. Essa identidade € uma ferramenta qtil na estrutura dos grupos, permitindo
reescrever intersecoes de forma conveniente e facilitando a anélise de subgrupos normais e

séries de subgrupos.
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Lema 1.1.5 (Lei Modular de Dedekind). Sejam H, K e L subgrupos de um grupo G com H < L.
Entdo, HN (LK) = (HNL)K.

O préximo lema apresenta propriedades fundamentais do subgrupo de Frattini.
Lema 1.1.6 ([23, Teorema 5.2.13]). Seja G um grupo finito.
(i) SeN<IG,H<GeN<P(H),entdio N < D(G).
(ii) Se K <G, entdo ®(K) < ®(G).
(iii) Se N < G, entdo ®(G/N) > (P(G)N)/N, com igualdade se N < P(G).

(iv) Se A é um subgrupo normal abeliano de G tal que ®(G) N A = 1, entdo existe um
subgrupo H talque G=HAe HNA = 1.

No decorrer do texto, utilizamos as defini¢des de m-elementos da seguinte maneira. Consi-
deremos [P como o conjunto de todos os niimeros primos, 7 como um subconjunto nao vazio

de P e 7’ como o complementar de 7 em PP, ou seja, 7’ =P\ 7.

Definimos um ndmero natural m como sendo um 7m-niimero se todos os seus divisores
pertencem a . Um elemento de um grupo é denominado um 7-elemento se a sua ordem € um

m-ndmero. Analogamente, definimos um 7’-niimero e um 7'-elemento.

Para manter a coeréncia com as notagdes anteriores, quando © = {p}, simplificamos e
chamamos de p-elemento. Além disso, dado um grupo finito G € um primo p, definimos o

p-core, denotado por O,(G), como o maior p-subgrupo normal de G.

Se 7y, ..., m, sdo conjuntos de primos, a defini¢do do subgrupo normal Oy, .. 7. (G) de G,

de acordo com [4, p. 407], € realizada por induc@o em m, como segue:

07r17--~77tm+1 (G)/Onlwwnm(G) = Oﬂ:m-H (G/0n17~-~77rm(G))'

Para um grupo finito arbitrdrio G, determinar ®(G) pode ser uma tarefa desafiadora. No
entanto, no caso de G ser um p-grupo finito, demonstra-se em [18, Teorema 5.2.8] que ®(G) é

o menor subgrupo normal de G cujo quociente induzido € abeliano elementar.

Lembre-se de que um p-grupo G € chamado abeliano elementar se G for abeliano e houver
um primo p tal que todos os elementos de G, exceto a identidade, tenham ordem p. Em outras

palavras, G = (g” | g € G) é trivial.

Com base nessa informacdo, podemos deduzir a seguinte descri¢do para o subgrupo de

Frattini de p-grupos finitos:
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Lema 1.1.7. Seja G um p-grupo finito. Entdo ®(G) = G'G”.
Demonstragéo. Primeiramente, observe que o quociente G/G'G” é um p-grupo abeliano
elementar, o que implica ®(G) < G'G?.

Por outro lado, seja M um subgrupo maximal de G. Pelo [24, Teorema 6.6], M é normal e

possui indice p em G, de modo que G/M tem ordem p. Consequentemente, G'G? < M.
Como isso vale para todo subgrupo maximal M de G, segue que G'G? < ®(G).

Assim, concluimos que ®(G) = G'G?. O

1.2 Grupos Solaveis, Grupos Nilpotentes e o Subgrupo de
Fitting

A estrutura de um grupo pode ser estudada por meio de suas séries normais, sendo duas das
mais relevantes a série abeliana e a série central, utilizadas na defini¢ao de grupos soliveis e

nilpotentes.

Definicao 1.2.1. Um grupo G é dito soliivel se possui uma série normal
1=Gy<G1<---<9G, =G

cujos quocientes G;41/G; sdo abelianos para todo i. Uma tal série é chamada série abeliana de
G.

Quando G ¢ soldvel, o comprimento da menor série abeliana de G € denominado com-
primento derivado de G. Temos que a classe dos grupos soliveis € fechada com respeito a
subgrupos, quocientes e extensdes de seus membros. Em particular, como o produto finito de
subgrupos normais soliveis € um subgrupo normal soldvel, para um grupo finito G podemos
definir o radical solivel de G, que serd denotado por R(G), como sendo o maior subgrupo

normal soluvel de G.

Adicionalmente, vale destacar que, se G € um grupo soluvel finito e N < G € um subgrupo

normal minimal, entdo N é um grupo abeliano elementar.
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Uma caracterizacao alternativa da solubilidade de um grupo pode ser feita por meio da

série derivada, definida indutivamente como:

" = G
GV = [6,G]=¢G,
G = [gI"D G,

onde o subgrupo G ¢ denominado n-ésimo derivado de G.

Definida desta maneira, a série derivada de um grupo G € uma cadeia descente de sub-

grupos caracteristicos de G cujos fatores G / G sdo abelianos, refletindo o grau de ndo
comutatividade do grupo. Um grupo G € soluvel se, e somente se, sua série derivada se torna

trivial em alguma etapa, isto €, se existe n tal que G" =1.

Definicao 1.2.2. Um grupo G € dito nilpotente se possui uma série normal
1=6G0<G1<--- <G =G

cujos quocientes G;;1/G; estdo contidos no centro de G/G; para todo i. Uma tal série é

chamada série central de G.

Segue da prépria definicdo que todo grupo nilpotente € solivel. A classe dos grupos
nilpotentes € fechada com respeito a subgrupos e quocientes de seus membros. Também ¢é

verdade que o produto de dois subgrupos normais nilpotentes de um grupo € nilpotente.

No entanto, ao contrario da classe dos grupos soldveis, a nilpoténcia nao é fechada para
extensdes. Um exemplo cldssico € o grupo simétrico S3, que possui comprimento derivado
igual a 2, tornando-o soluvel. No entanto, S3 ndo € nilpotente, pois sua série central inferior

ndo atinge o grupo trivial, estabilizando-se no subgrupo alternado As.

Quando G € nilpotente, o comprimento da menor série central de G € denominado classe
de nilpoténcia de G. Para medir essa estrutura, podemos utilizar a série central inferior de G,
definida por
n(G) = G,
%w(G) = [h-1(G),Gl.
Essa série nos informa o qudo longe um grupo esta de ser central e fornece uma condi¢@o
equivalente para a nilpoténcia, onde um grupo G € nilpotente se, e somente se, existe um

nimero n tal que %,(G) = 1.
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A nilpoténcia de um grupo é uma propriedade estrutural que pode ser caracterizada de
diversas formas. No caso de grupos finitos, algumas dessas caracterizagdes estdo reunidas no

préximo resultado.
Lema 1.2.3. Seja G um grupo finito. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(i) G é€ nilpotente;
(ii) 71(G) = 1 para algum inteiro positivo n;
(iii) Se H < G, entdo H < Ng(H);
(iv) Todos os subgrupos maximais de G sao normais em G;
(v) Todos os subgrupos de Sylow de G sdo normais em G;
(vi) G é isomorfo ao produto direto de seus subgrupos de Sylow;
(vil) Se a,b € G tém ordens coprimas, entdo a € b comutam.

De maneira andloga a definicao do radical soluvel de um grupo G, podemos definir o maior
subgrupo normal nilpotente de G, cuja fundamentagdo baseia-se no seguinte resultado de H.

Fitting.

Lema 1.2.4. [24, Teorema 10.22] Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de um grupo G.
Entdo MN € nilpotente.

A partir disso, dado um grupo G, definimos o subgrupo de Fitting de G, denotado por F(G),
como sendo o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de G. Claramente,

se G € um grupo finito, entdo F(G) € nilpotente.

Um grupo finito pode ter subgrupo de Fitting trivial, mesmo sem ser simples. Um exemplo
disso € o grupo simétrico Ss. No entanto, conforme argumentaremos a seguir, para todo grupo

finito soliivel e ndo trivial G, o subgrupo de Fitting F(G) é necessariamente ndo trivial.

No contexto dos grupos finitos, introduzimos o conceito de grupos caracteristicamente
simples. Um grupo finito e ndo trivial G é chamado de caracteristicamente simples se nao

possuir nenhum subgrupo caracteristico proprio e nao trivial.

Lema 1.2.5. [6, Teorema 1.4] Um grupo caracteristicamente simples é um produto direto de

um nimero finito de grupos simples mutuamente isomorfos.
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O resultado acima serd fundamental na anélise de subgrupos normais minimais em grupos

finitos, com énfase especial na estrutura dos grupos soldveis.

Lema 1.2.6. Seja G um grupo finito ndo trivial. Entdo, qualquer subgrupo normal minimal
de G € caracteristicamente simples. Se, além disso, G for soldvel, tal subgrupo € p-abeliano

elementar para algum primo p, e, em particular, F(G) # 1.

Demonstragcdo. Seja N um subgrupo normal minimal de G. Como qualquer subgrupo caracte-
ristico de N também € normal em G, a minimalidade de N implica que ele ndo possui subgrupos

caracteristicos proprios ndo triviais. Assim, N € caracteristicamente simples.

No caso em que G € soluvel, pelo Lema 1.2.5, N € o produto direto de um nimero finito de
grupos simples soliveis e mutuamente isomorfos. No entanto, um grupo simples soluvel nao
trivial tem ordem prima, o que implica que N € um grupo p-abeliano elementar para algum

primo p.

Como N é normal em G e nilpotente, segue que N C F(G), garantindo que F(G) # 1. O
Outra propriedade importante do subgrupo de Fitting de grupos finitos soltiveis € a seguinte.
Lema 1.2.7. [23, Teorema 5.4.4] Seja G um grupo finito solivel. Entdo Cg(F(G)) = Z(F(G)).

Agora, definimos os subgrupos F;,(G) indutivamente da seguinte maneira:

Fo(G = 1
R(G) = F(G)
Fia(G)/F(G) = F(G/F(G)), i=12,....

Assim, temos a seguinte série
1= F()(G) < Fj (G) < Fz(G) < -
Essa sequéncia ascendente de subgrupos € conhecida como série de Fitting de G, e o menor

nimero 2 = h(G) com a propriedade Fj,(G) = G, é denominado altura de Fitting de G.

No caso em que G € um grupo solivel finito, este nimero minimal sempre existe. Além
disso, mostra-se que a série de Fitting € a série de menor comprimento possivel entre as séries

ascendentes de G com fatores nilpotentes. Por fim, G é nilpotente se, e somente se, (G) = 1.

Listamos aqui alguns resultados conhecidos sobre altura de Fitting, que serdo usados em

futuras demonstragoes.
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Lema 1.2.8. Sejam G e K grupos soliveis e sejam H,N < G, com N < G. Entio:

(1)
(i)
(iii)
(iv)

h(H) < h(G);
h(G/N) < h(G);
h(G) < h(N)+h(G/N);

h(G x K) = max{h(G), h(K)}.

Demonstra¢do. Com o objetivo de simplificar a notagéo, seja F; = Fi(G) para todo i inteiro

positivo. Assuma que 1 = Fp < F} < --- < F,, = G seja a série de Fitting de G.

@

(i)

(iii)

(iv)

Observe que a série de Fitting de G naturalmente induz uma série para H da seguinte
maneira:
l=HNF<HNFK<---<HNF,=H.

Perceba que cada quociente H N F;/H N F;_; é isomorfo a um subgrupo de F;/F;_1, o
qual é nilpotente. Portanto, temos h(H) < h(G).

Como em (i), observe que

| =FRN/N<FN/N<---<FN/N=G/N

FN/N

¢ uma série de fatores nilpotentes de G/N, ja que paratodoi=1,...,n 0 grupo ————
Fi \N/N

¢ nilpotente. Portanto, temos #(G/N) < h(G).

Considere as séries de Fitting
1=Ng<N;<---<N,=Nel=My<M; <---<M,=G/N

de N e G/N, respectivamente. Para cada i =0,...,b, existe tnico N,4; < G, tal que

N < NgyieNyii/N = M;. Agora, a série normal
I=No <N < <Ny=N<Njj1 <--<Nyyp =G

¢ uma série de Fitting de G. Logo, h(G) < h(N)+h(G/N).

Sejal =Ky < K; <--- <K, =K uma série de Fitting de K. Assuma, sem perda de

generalidade, que n < m. A série

l=FxKy<F I xK1 <+ F, XK, <F,xKy1 < F; xKy,=GxK
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¢ uma série de Fitting de G x K. Portanto, temos h(G x K) < max{h(G),h(K)}. No
entanto, de acordo com (i), também temos max{/(G),h(K)} < h(G x K). Portanto, a

igualdade € estabelecida.

Lema 1.2.9. Seja G um grupo solivel finito ndo trivial. Entdo
h(G) =h(G/F(G))+1.

Demonstragdo. Considere G = G/F(G) e suponha que h(G) = n. Considere a série de Fitting
para G:

1=F(G) <F(G) <--<F(G)=G.

Para cada 0 < i < n, seja F;(G) o i-ésimo termo da série de Fitting de G. Com isso, temos a

seguinte série para G:
F(G)=FR(G) <h(G) <--- < F(G)=G.

Como Fr11(G)/Fi(G) = F(G/F(G)), temos que Fi+1(G)/F(G) = F(G/F(G)), para todo

0 <i<n—1,esendo F(G) nilpotente, temos que a série anterior torna-se:
I <F(G)<R(G)<- <F(G)=G,

que € uma série de Fitting para G de comprimento n + 1.

Claramente, temos que 2(G) = n+ 1, pois, caso contrario, poderiamos construir uma série
de Fitting para G com altura menor do que 7, 0 que seria um absurdo. Assim, o resultado

segue. ]

Um grupo finito G é dito quase simples se G/Z(G) é simples e G = G'. Um subgrupo quase
simples subnormal de um grupo G é chamado de componente de G. Denotemos por Comp(G)
o conjunto de todas as componentes de G e por E(G) o subgrupo gerado por Comp(G), ou

seja, E(G) = (Comp(G)). Comumente, esse subgrupo é denominado de layer de G.

Note que E(G) é o produto das componentes de G e é caracteristico em G. Um grupo G
pode ndo possuir componentes, por exemplo, isso ocorre quando G € soldvel, resultando em
E(G)=1.

Um fato importante sobre as componentes de um grupo finito pode ser encontrado no

resultado a seguir.
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Lema 1.2.10. [10, Teorema 9.4] Sejam H e K componentes distintas de um grupo finito G.
Entdo [H,K] = 1.

A ideia central da demonstracdo € provar, por indu¢do na ordem de G, que duas componentes
distintas comutam entre si. O argumento explora o fato de que, em um grupo simples, duas
componentes ndo podem coincidir com G, levando a uma contradi¢do. No caso geral, analisa-se
o quociente G = G/N, onde N é um subgrupo normal minimal, e mostra-se que as imagens
de H e K nesse quociente continuam sendo componentes. A indugio é entdo aplicada a G, e,
combinando com o Lema dos Trés Subgrupos, conclui-se que [H,K] = 1. No caso final, se
H = K, a suposicao de que sdo distintas leva a uma contradicio estrutural.

Desta maneira, segue do Lema 1.2.10 que as componentes de um grupo finito normalizam-
se e cada componente é normal em E(G). Agora, sendo G um grupo finito, o subgrupo de
Fitting generalizado de G é definido por F*(G) = F(G)E(G). E de acordo com [10, Teorema
9.8], o subgrupo de Fitting generalizado possui a seguinte propriedade: Cg(F*(G)) C F*(G).

1.3 Acoes de Grupos

Nesta secdo, abordaremos as a¢Oes de grupos, com €nfase na acdo coprima, destacando

suas principais propriedades.

Sejam G um grupo e £ um conjunto ndo vazio. Suponha que exista uma operagdo "x"tal
que, para cada elemento g € G e x € Q € bem definido um elemento x x g € Q. Para simplificar
a notacdo, frequentemente denotamos o elemento xx g como x*. Dizemos que essa operagao
define uma acdo de G sobre € se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

o x! = x para todo x € Q;

o (x%)"=x8" paratodox e Qe g,h € G.

Uma ag@o de um grupo G sobre um conjunto Q é denominada fiel se x* = x implica
necessariamente g = 1. Em contrapartida, se x® = x para todo g € G e para todo x € Q, dizemos

que a acdo € trivial.

Um elemento x € Q € dito G-invariante se é fixado por todos os elementos de G, ou seja,
x8 = x para todo g € G. De maneira mais geral, um subconjunto Y C Q é chamado G-invariante

se, paracaday € Y e g € G, temos y* €Y, isto é, Y é estavel sob a acdo do grupo.

O conjunto dos elementos g € G que fixam um dado a € Q é chamado de estabilizador de
o, denotado por
stabg(a) ={g€ G| a® = a}.
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E imediato verificar que stabg (o) é um subgrupo de G. De fato, o elemento identidade 1 € G
- - N -1
pertence ao estabilizador, e se a,b € stabg(a), entdo o = o0 = al. Isso implica que a’ =a,
. -1 -1 . - .
logo b~ ! € stabg(at). Além disso, a®’ = (a®)? =, e assimab ™! € stabg (o), garantindo

que stabg(a) < G.

Agora, suponha que o grupo G age sobre o conjunto . Podemos definir uma relacdo ~ em
Q da seguinte forma: para quaisquer x,y € Q, dizemos que x ~ y se existir g € G tal que x® = y.
Essa relacdo é facilmente verificada como uma relagao de equivaléncia, e, portanto, induz uma

particdo de €. Para cada x € €, o conjunto
orb(x) = {x* | g € G}
€ chamado de drbita de x. O resultado a seguir fornece informagdes importantes sobre a

cardinalidade de orb(x) com base na estrutura do grupo.

Lema 1.3.1 (Teorema 3.1.5). [18] Seja G um grupo que age sobre um conjunto . Entdo, para

cada x € Q tem-se que, |orb(x)| = [G : stabg(x)].

Uma situacdo particular ocorre quando a a¢do de um grupo G sobre um conjunto £ resulta
em uma Unica 6rbita. Nesse caso, dizemos que G age transitivamente sobre Q. Essa condi¢do

nos conduz ao célebre resultado apresentado a seguir.

Lema 1.3.2 (Teorema 3.1.4 - Argumento de Frattini). [18] Seja G um grupo agindo sobre um
conjunto Q. Suponha que G contenha um subgrupo normal N que age transitivamente sobre €.

Entdo, para todo x € Q, temos G = stabg(x)N.

Demonstragdo. Seja g € G. Como N age transitivamente sobre €2, existe n € N tal que:

X' = x5,
Ou seja, X&) = x o que significa que gn~' € stabg(x). Assim, podemos reescrever g como:
~1
g=(gn )n,

onde gn~! € stabg(x) e n € N. Portanto, g € stabg(x)N, provando que G C stabg(x)N.
A outra inclusdo é imediata, visto que stabg(x) C G e N C G. Portanto, G = stabg(x)N,

como desejado. [

Corolario 1.3.3. Seja G um grupo finito e N < G. Seja P um p-subgrupo de Sylow de N.
Entdo G = Ng(P)N.



1.3. ACOES DE GRUPOS 17

Demonstragdo. Consideramos a a¢ao do grupo G sobre o conjunto dos conjugados de P, ou

seja, a agdo de G sobre X = {P? | g € G} por conjugagdo, dada por:
g-P"= P& paratodo g,h € G.

Por defini¢do, Ng(P) é o estabilizador de P nessa acdo, pois contém exatamente os elemen-

tos de G que deixam P invariante por conjugacdo, ou seja:
Ng(P)={g€ G| P¢ =P}.

Além disso, como N € normal em G, ele age transitivamente sobre os conjugados de P. De
fato, para qualquer P¢ € X, temos que P$ = P5" para algum n € N, pois N é normal e, portanto,

seus elementos conjugam P dentro do conjunto dos seus conjugados.

Agora, aplicamos o Lema 1.3.2, que nos garante que, sob essas condi¢oes, G = stabg(P)N.

Como vimos, o estabilizador de P é precisamente Ng(P), logo obtemos G = Ng(P)N. O

Sejam A e G grupos. Dizemos que A age por automorfismos sobre G, se A age sobre G
como conjunto e além disso, (g1g2)" = g1g5, para quaisquer g1, g» € G e a € A. Nesse contexto,
se A e G sdo grupos finitos tais que (|Al],|G|) = 1, dizemos que tal agdo é coprima.

Suponhamos que um grupo H age por automorfismos sobre um grupo N. Entdo, existe um
homomorfismo ¢ : H — Aut(N) definido por A — ¢,. Assim, podemos sempre construir
um grupo, unicamente determinado por H, N e o homomorfismo ¢, que é o produto semidireto

de H e N, que denotamos por N x H.

Definimos o centralizador de A em G como C;(A) = {g € G | g é A-invariante}. Especifi-
camente, para ¢ € A, podemos expressar o subgrupo comutador |G, @] da seguinte maneira:
(G, 0] = (g7 '¢? | ¢ € G). De maneira mais geral, temos [G,A] = ([G, @] | ¢ € A).

Por fim, listamos alguns fatos fundamentais sobre a¢des de automorfismos, que serdo
usados ao longo do texto. As demonstracdes detalhadas podem ser encontradas nos Capitulos 3
e 4 de [10].

Lema 1.3.4. [10, Corolério 4.20] Seja A agindo via automorfismos sobre G, onde A e G sdo

grupos, e seja H C G. Entao, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) Toda classe lateral a direita de H em G € um subconjunto A-invariante.

(i1) Toda classe lateral a esquerda de H em G € um subconjunto A-invariante.
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(iii) [G,A] C H.

Em particular, [G,A] é o menor subgrupo de G com a propriedade de que todas as suas

classes laterais a direita sdo A-invariantes, e de forma similar se "esquerda"substituir "direita".

Outra propriedade fundamental € a preservagdo de centralizadores sob quocientes em acoes

de automorfismos quando a ordem do grupo que age é coprima a do subgrupo normal envolvido.

Lema 1.3.5. [10, Corolério 3.28] Seja A um grupo que age via automorfismos sobre G, onde
A e G sao grupos finitos, e seja N <G um subgrupo A-invariante. Assuma que (|A|,|N|) = 1.
Escrevendo G = G/N, temos que C5(A) = Cg(A).

A ideia central da demonstracdo € identificar os elementos fixados por A no quociente G/N.
Esses elementos correspondem exatamente as classes laterais gV que sdo fixadas pela acao
induzida de A, o que ocorre quando g € CG(A). Assim, os elementos fixos de A em G sdo
exatamente as classes lateiras que contém elementos de C(A), isto é, a imagem de Cg(A) em
G, que é Cg(A).

Além disso, a acdo sobre o quociente de Frattini pode ser usada para deduzir a trivialidade

de toda a acdo em G.

Lema 1.3.6. [10, Coroldrio 3.29] Seja A um grupo que age via automorfismos sobre G, onde A
e G sdo grupos finitos, e assuma que (|A|,|G|) = 1. Se a ac¢do induzida de A no quociente de

Frattini G/®(G) € trivial, entdo a a¢do de A em G ¢é trivial.

A ideia central da prova consiste em mostrar que cada elemento a € A pertence a C4(G), ou
seja, que A centraliza G. Como estamos lidando com uma ag¢@o coprima e o argumento se reduz
ao comportamento de cada automorfismo individualmente, nao hé perda de generalidade em
assumir que A = (a) é ciclico. Nesse caso, como subgrupos ciclicos finitos sdo sempre soltveis,
pode-se aplicar o Lema 1.3.5 com G = G/®(G), o que garante que C5(A) = Cg(A). Utilizando
o fato de que a acdo ¢ trivial em G, deduzimos que G = C;(A)®(G), e pela caracterizagio do

subgrupo de Frattini, isso implica que G = C;(A). Assim, a agdo de A em G é trivial.

Uma importante consequéncia das agdes de automorfismos em grupos de ordem coprima

estd na relacdo entre comutadores, conforme o proximo lema.

Lema 1.3.7. [10, Lema 4.28 e Lema 4.29] Seja A um grupo que age por automorfismos sobre
um grupo G, onde A e G sdo grupos finitos e assuma que (|A|,|G|) = 1. Entdo G = C5(A)[G,A]
e [G,A,A] = [G,A].
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Demonstragdo. Para primeira parte, consideremos o quociente G = G/[G,A]. Como [G,A] é o
subgrupo gerado pelos comutadores de G com A, temos que a acdo de A sobre G é trivial. Em

outras palavras, G C Cg(A).

Por outro lado, pelo Lema 1.3.5, temos que C(A) = Cg(A). Logo,

C6(A)[G,A] =Cs(A) =G.

Isso implica que a imagem de C;(A)[G,A] em G é todo G. Pelo Teorema da Correspondén-

cia [10, Teorema X.21], isso significa que:
G =Cg(A)[G,A],

como queriamos demonstrar.

Para demonstrar a segunda parte do lema, observe inicialmente que [G,A,A] C [G,A] por
defini¢do. Resta, portanto, mostrar a inclusdo reversa. Para isso, basta provar que, para todo
g€ Geac€A,ocomutador [g,a] € [G,A,A].

Assumamos inicialmente que A € soltvel. Pelo caso anterior, temos que G = Cg(A)[G,A].
Assim, dado g € G, podemos escrever g = cx, com ¢ € Cg(A) e x € [G,A]. Sejaa € A. Como

c € Cg(A), segue que [c,a] = 1. Aplicando a identidade dos comutadores para produtos, temos:
[g,a] = [cx,a] = [c,a]"[x,a] = [x,d] € [G,A,A].

Para o caso geral, em queA ndo € necessariamente soluvel, consideremos a € A fixado. O
subgrupo ciclico (a) é, por construgdo soldvel. Assim, aplicando o resultado ao grupo (a),
temos:

[8,a] € [G,(a)] =[G, (a),{a)] C [G,A,A].

Logo, em todos os casos, [G,A] C [G,A,A], e portanto [G,A] = [G,A,A], conforme queria-

mos demonstrar. ]

Além disso, quando a acdo ocorre sobre um grupo abeliano, obtemos uma decomposic¢io do

grupo entre o centralizador e o comutador do grupo um resultado classico atribuido a Fitting.

Teorema 1.3.8. [/0, Teorema 4.34] Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um
grupo abeliano G. Além disso, assuma que A e G sdo finitos e que (|G|,|A|) = 1. Entdo
G =Cgs(A) x [G,A].
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Quando consideramos automorfismos de um grupo que atuam trivialmente sobre o quociente

de Frattini, podemos obter restri¢des sobre a ordem desses automorfismos.

Lema 1.3.9. [9, Teorema 3.18] Seja o um automorfismo de G tal que (|¢t|,|®(G)|) = 1. Além
disso, seja g%®(G) = g®(G) para todos os g € G, ou seja, o atua sobre G/P(G) como o
automorfismo identidade. Entdo, & = 1.

Se, em particular, G for um p-grupo e o um automorfismo de G com g*®(G) = g®(G)

para todos os g € G, entdo |a| é uma poténcia de p.

Por fim, obtemos um resultado sobre a relagdo entre subgrupos normais e o centro do grupo

quando um automorfismo age de forma transitiva sobre os comutadores.

Lema 1.3.10. Seja o um automorfismo do grupo G com a propriedade de que [G, @] = G. Seja
N um subgrupo normal @-invariante de G tal que N < Cg(). Entdo N < Z(G).

Demonstra¢do. Como N é normal em G e N < Cg(), entdo, para todo x € G, temos N <
Cs(a"). Consequentemente, N < Cg([x, o]) para todo x € G.

Como G = ([x, al;x € G), concluimos que N < Z(G).



Capitulo 2
Limitacoes por sinks de Engel

Neste capitulo, buscamos estabelecer limites para certos parametros associados a grupos
finitos, utilizando os sinks de Engel como ferramenta central. Esses limites incluem a altura de
Fitting, a ordem de subgrupos especificos e o comprimento nao-solivel. O objetivo principal
¢ caracterizar esses parametros em termos do sinks, criando uma base tedrica sélida que
seré aplicada nas discussdes subsequentes. Além disso, apresentamos resultados cldssicos e
recentes que fundamentam essas limitacdes, explorando suas consequéncias e aplicabilidade

em diferentes contextos.

2.1 Condicoes de Engel

Nesta secdo, introduziremos os conceitos de grupo localmente nilpotente e grupo de Engel,
além de discutirmos algumas propriedades fundamentais associadas a condi¢des de Engel que

serdo relevantes ao longo deste trabalho.

Um grupo G € dito localmente nilpotente se todo subgrupo finitamente gerado de G é

nilpotente.

E possivel demonstrar que subgrupos e quocientes de um grupo localmente nilpotente
também sdo localmente nilpotentes. No entanto, o fato de um grupo ser localmente nilpotente
ndo implica que ele seja nilpotente: existem grupos localmente nilpotentes que ndo sdo
nilpotentes. Um exemplo cldssico é o grupo diedral generalizado, dado por A x C,, onde
A = Zp~ € 0 grupo abeliano conhecido como 2-grupo de Priifer, C; € um grupo ciclico de ordem

2. O gerador de C; age sobre A levando qualquer elemento em seu inverso.

Apresentamos agora a defini¢do de elemento de Engel, um conceito importante no estudo

da estrutura dos grupos e de propriedades relacionadas a nilpoténcia.

21
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Seja G um grupo. Um elemento a € G é denominado elemento de Engel a esquerda se
para todo g € G existir um inteiro positivo n = n(a, g), que depende possivelmente de a e g, tal
que

lg,a,a,....a] =1.
—
Nesse contexto, se todos os elementos de G sdo de Engel a esquerda, dizemos que G é um

grupo de Engel.

O préximo lema mostra que todo grupo localmente nilpotente €, necessariamente, um grupo

de Engel.
Lema 2.1.1. Se G € um grupo localmente nilpotente, entdo G € um grupo de Engel.

Demonstra¢do. Sejam x,g € G. Considere o subgrupo H = (x,g). Como G ¢é localmente

nilpotente, H € nilpotente.

Dessa maneira, existe um inteiro positivo n = n(x, g) tal que:

[x7g7g7"'7g] = 1'
——

n
Como isso vale para todo par (x,g) € G X G, segue que G é um grupo de Engel. ]

Observamos, entretanto, que a reciproca do Lema nio é verdadeira: existem grupos de
Engel que ndo sao localmente nilpotentes. Um exemplo cldssico € fornecido pelos grupos
construidos por Golod (veja, [11, Exemplo 18.3.2 ]): para cada inteiro d > 2, existe um grupo
G4 que € gerado por d elementos, ndo € nilpotente, mas possui a propriedade de que todos os
seus subgrupos gerados por no maximo d — 1 elementos sao nilpotentes. Isso mostra que a
condi¢do de Engel pode ser satisfeita de forma pontual, sem garantir a estrutura localmente

nilpotente do grupo.

Além disso, Zorn [23, Teorema 12.3.4] mostrou que todo grupo de Engel finito € nilpotente.
E importante ressaltar que a condi¢io de finitude nio pode ser descartada, uma vez que C p1C,
- o produto entrelagado de C), por C};, onde C, representa o p-grupo abeliano elementar de
posto infinito - € um p-grupo Engel, mas ndo € nilpotente, uma vez que seu centro € trivial (ver

[20, Teorema 24.23]).

Antes de prosseguirmos, € relevante mencionar um resultado importante atribuido a Baer.

Teorema 2.1.2. [9, Capitulo III, Teorema 6.15] Suponha que G seja finito. Se g é um elemento
Engel a esquerda de G, entdo g estd contido no subgrupo de Fitting F(G) de G.
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Para demonstrar esse teorema, consideramos o subgrupo
M = (g| g € G, g é um elemento de Engel a esquerda de G).

Primeiramente, notamos que M € um subgrupo normal de G. Isso se deve ao fato de que, se
g ¢ um elemento de Engel a esquerda, entdo qualquer conjugado de g também possui a mesma

propriedade, garantindo que M seja fechado sob conjugacao.

Além disso, conforme estabelecido em [9, Capitulo III, Teorema 6.14], sabemos que um
grupo finito gerado por elementos de Engel é necessariamente nilpotente. Portanto, M, sendo

um subgrupo nilpotente normal de G, esta contido no subgrupo de Fitting de G.

Essa ideia foi estendida nos dltimos anos por Khukhro e Shumyatsky ao considerar os

subgrupos

En<g) = <[x,g,g,...,g] ’XE G>7

n

e demonstraram, com base nessa construcio, o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. [13, Teorena 1.1] Seja g um elemento de um grupo solivel finito G, e n um

inteiro positivo. Se a altura de Fitting de E,(g) é igual a k, entdo g pertence a Fi.1(G).

A ideia central da demonstracdo consiste em analisar os subgrupos da forma [...[[G,g],g], ..., g]
que sdo subnormais em G, e identificar o menor dele, denotado por H. Caso H = 1, entdo

g € F(G), ja que g nesse caso é um elemento de Engel.

Em seguida, considera-se N = (H G> e observa-se que a imagem de g no quociente G/N é
um elemento de Engel, implicando que gN € F(G/N). A partir disso, utiliza-se o fato de que a
altura de Fitting se comporta bem com respeito a quocientes e fechos normais, concluindo que

H tem altura de Fitting no maximo k.

2.2 Limitacao da altura de Fitting

Dado um grupo G e g € G, definimos o sink de Engel para g, ou simplesmente g-sink,
como um conjunto &'(g) tal que, para todo a € G, todos comutadores de peso suficientemente
grande [a,g,...,g] pertencem a &(g), isto &, para todo a € G existe um inteiro positivo n(a, g)
tal que

a,g,8,...,8] € &(g) paratodo n > n(a,g).
2L 2

n
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Se um elemento g de um grupo G tem um sink Engel finito, entdo ele possui o0 menor sink
de Engel, de fato se &7(g) for um subconjunto contendo todos os comutadores [x, g,...,g| para
—

ni
qualquer inteiro positivo k > nj, e &>(g) satisfizer a mesma propriedade para um nimero ny,

entdo &1 (g) N &> (g) também satisfaz a mesma condi¢do com o nimero n(x, g) = max{nj,ny}.

Assim, quando G € grupo finito, para cada elemento g € G existe um conjunto minimo que
atende a defini¢do de sink, que denotaremos por &' (g). Daqui em diante, utilizaremos a notagéo
& (g) para nos referirmos aos g-sinks (minimos). Quando necessério, usaremos a notagio do
conjunto é;(g) = {|a, 8,8, -.,&] : @ € G} para k inteiro positivo.

T
Khukhro e Shumyatsky [14] destacam algumas propriedades relacionadas aos sinks de

subgrupos de um grupo G. Dentre elas, merecem destaque:

* Considerando H um subgrupo de G, o h-sink construido em H para um elemento & € H
¢ precisamente o subconjunto & (h) N H do h-sink & (h) em G. Denotaremos esse sink
por &y (h).

* Se N é um subgrupo normal de G, para g = gN, o g-sink em G/N é a imagem de &(g)

neste grupo quociente.

De acordo com [14, Lema 2.1], para qualquer g € G, o g-sink &(g) consiste precisamente
de todos os elementos a tais que a = [a,g,g,...,8|, onde g ocorre pelo menos uma vez.
Denotando E = (&(g)) e observando que cada elemento do sink pertence a [E, g], concluimos

que E C [E,g|. A outra inclusdo é imediata. Registramos este fato no seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja G um grupo finito e considere E = (&(g)), para algum g € G. Entdo, temos
que E = [E, g].

Apresentamos agora um resultado referente aos subgrupos normais de G.

Lema 2.2.2. Seja G um grupo finito e g € G. Suponha que N seja um subgrupo normal de G.
Entdo, NN &(g) = 1 se, e somente se, existe um inteiro positivo i tal que [N, g,g,...,g] = 1.
\w—/
l

Demonstrag¢do. Assumindo que NN &' (g) = 1, temos que nenhum elemento ndo trivial a € N

pode ser escrito como a = [a, g, g, - - -, g]. Logo existe um inteiro positivo i, tal que [N, g, g, ..., 8| =
w_/
1
1.
Agora, se existe um inteiro positivo i tal que [N, g, g, ..., g| = 1, entdo é evidente que nenhum
N—_——

i
elemento ndo trivial a satisfaz a = [a, g, g, ..., g]. Portanto, concluimos que NN&(g) = 1.



2.2. LIMITACAO DA ALTURA DE FITTING 25

]

Lema 2.2.3. Seja G um grupo finito € g € G. Suponha que N; e N, sejam subgrupos normais
de G.Se N\N&(g) =1 =N,N&E(g), entdo N\N, NE(g) = 1.

Demonstragdo. Como NyN&(g) =1=N,N&E(g), pelo Lema 2.2.2 temos que existem iy, iy €
N tais que [N1,g,8,...,8] =[N2,8,8,---,8] = 1.
— —
1] )

Note que
[N1N27g7g;"'7g] < [[NlNz,g,g,--.,g],g,g,...,g] =1

i1+ip ip i
Isso ocorre porque, ao considerar a agdo de g sobre N1 N, /Ny, temos que [N1N, /Ny, g,...,8] =
——

i

1, implicando que [N1NV,,g,g,...,8] < Ni.
w—/

ip
Portanto, N\N, N & (g) = 1.
[

Como consequéncia do Lema 2.2.3, temos que existe um unico subgrupo normal maximal
NdeGtalque NN&(g) = 1.

Tendo esses resultados em mente, conseguimos estabelecer o seguinte lema, que sera

fundamental para o desenvolvimento subsequente:

Lema 2.2.4. Seja G um grupo finito e g € G. Suponha que N seja um subgrupo normal de G
tal que NN&(g) = 1. Entdo, [N, g] < F(G).

Demonstracdo. Pela hipétese NN & (g) = 1, e aplicando o Lema 2.2.2, segue que existe um

inteiro positivo n tal que, para todo x € N,

[x7g7g7"'7g] = 1'
——

n

Isso significa que g é um elemento Engel & esquerda no subgrupo N(g).

Pelo Teorema 2.1.2, temos que g € F(N{g)). Como N < N(g), obtemos:

[N, 8] € [N(g), F(N(g))] < F(N(g))

e, portanto, [N, g] € nilpotente.
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Além disso, como N é g-invariante, temos [N, g] IN. Assim, [N,g] < F(N),ecomoN <G,
segue que F(N) < F(G). Logo,
[V,g] < F(G),

como desejado.
O

Com isso, podemos demonstrar o seguinte resultado, que estabelece uma conexao entre a

cardinalidade dos g-sinks e a altura de Fitting do subgrupo gerado pelos sinks:

Teorema 2.2.5. Sejam G um grupo solivel finito, g € G e considere E = (&(g)). Assuma que
|&(g)| < m. Entdo h(E) é m-limitada.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que G = E(g).

Passando ao quociente E = E/F (E), pelo Lema 2.2.4, podemos assumir [N,g] = 1, onde
N é o subgrupo normal maximal g-invariante de E tal que NN &' (g) = 1. Como E = [E, g] e
N < E é g-invariante, pelo Lema 1.3.10, temos N < Z(E).

Considerando E /N, temos que qualquer subgrupo normal g-invariante de E /N tem interse-

¢do ndo-trivial com &(g). Seja M /N um subgrupo normal minimal g-invariante de £ /N. Entdo
|<§E/M(g)| <m-—1.
Por indug¢@o, temos que h(E /M) é m-limitada.

Como E € solivel, temos M /N abeliano elementar. Isso implica que M/N também é

abeliano elementar. Além disso, como N < Z(E), segue que M < F (E).

Portanto, M < F»(E), mas h(E) < h(M)+ h(E/M). Logo, h(E) é m-limitada.

2.3 Limitacao na ordem do subgrupo [N, P]

Passamos agora a analisar como a cardinalidade do sink de um elemento pode também
controlar a ordem de certos subgrupos derivados. Nesse contexto, destaca-se o resultado de
Khukhro e Shumyatsky [14], que mostra que considerando Q um g-subgrupo de um grupo
finito G e g € G é um ¢'-elemento que normaliza Q, entdo a ordem de [Q, g] € limitada em

termos da cardinalidade do g-sink &(g). Mais precisamente, provam o seguinte:

Lema 2.3.1. [14, Lema 3.2] Seja P um p-subgrupo finito de um grupo G, e g € G um p'-
elemento normalizando P. Entdo a ordem de [P, g] € limitada em termos da cardinalidade do
g-sink £(g).
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A partir dessa ideia, podemos generalizar o resultado para o caso em que g atua sobre
um subgrupo normal nilpotente N sob a hipétese de coprimalidade entre |N| e |g|. A seguir,

apresentamos essa extensao:

Lema 2.3.2. Sejam G um grupo finito, N um subgrupo normal nilpotente de G e g € G um p-
elemento tais que (|V|,|g|) = 1. Entdo, a ordem de [N, g] é limitada em termos da cardinalidade
do g-sink &(g).

Demonstragdo. Como N € nilpotente, ele pode ser escrito como o produto direto de seus

subgrupos de Sylow, isto &,
J
N = HKi’ onde K; € Syl(N).
i=1

Note que (|K;j|,|g|) = 1, e como g normaliza todos subgrupos K;, conclui-se, de acordo
com Lema 2.3.1, que |[K;, g]| <, onde [ representa a limitacdo em termos da cardinalidade do
g-sink &(g).

Agora, se [Kj,g| # 1, entdo |[K;, g]| > ¢i, onde g; é o primo divisor da ordem de K;. Em
outras palavras, ¢; < |[K;, g]| < I. Logo, [Kj,g| # 1 é vélido apenas para g; < .

j
Portanto, [ J|[K;,g]| = |[N,g]| também € limitado em termos da cardinalidade do g-sink
i=1
&(g)- O
Dando continuidade a andlise da influéncia da cardinalidade dos sinks na limitagcao de certos
subgrupos derivados, destacamos o seguinte resultado obtido por Khukhro e Shumyatsky [14].
Nele, considera-se a agdo coprima de um grupo de automorfismos sobre um grupo abeliano
elementar, e mostra-se que o a limitacao dos comutadores individuais implica em uma limitacao
global da ordem do subgrupo gerado por esses comutadores, bem como do grupo atuante, mais

precisamente, provam o seguinte resultado:

Lema 2.3.3. [14, Lema 3.3] Sejam V um g-grupo abeliano elementar e U um ¢'-grupo de

automorfismos de V. Se |[V,u]| < m para todo u € U, entdo |[V,U]

¢ m-limitada e, portanto,

|U| também é m-limitada.

Utilizando a mesma abordagem empregada na demonstracdo do Lema 2.3.2, podemos
estender essa ideia ao caso em que V é um p’-grupo abeliano, ainda sob a¢do coprima. Essa

generalizacdo € apresentada a seguir:
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Lema 2.3.4. Sejam V um p’-grupo abeliano finito e U um p-grupo de automorfismos de V. Se

|[V,u]| < m paratodo u € U, entdo |[V,U]| é m-limitada e, portanto, |U| é também m-limitada.

Demonstracdo. Como V € abeliano, podemos expressa-lo como o produto direto de seus
subgrupos de Sylow, ou seja,

J

V =\ | Ki, onde K; € Syl(V).

i=1

Como V € abeliano, segue que cada K; também € abeliano, e cada um desses subgrupos
terd ordem poténcia de um primo, correspondente a decomposicdo da ordem de V.
Agora, para cada i, considere K; = K;/®(K;) e U; = U /Cy(K;). Afirmamos que U; age

fielmente sobre K;.

De fato, sejam ¢ € Cy(K;),u € U e k®(K;) € K;. Como c centraliza K, temos:
(k®(K;))“ = k“D(K;) = k“D(K;)

isto &, a acdo de uc sobre K; coincide com a de u. Assim, a acdo de U; em K; é bem definida, e
podemos considerar a aplicacdo ¢@; : K; — K;, dada por @ (k®(K;)) = k"®(K;). Essa agdo é

por automorfismos, e como (|U]|, |K;|) = 1, segue que essa a¢do é coprima.

Considere ®(K;) < K;. Pelo Lema 1.3.4, toda classe de ®(K;) em K; é um conjunto

U;-invariante. Logo, paracadau € U, temos:

¢u(k)@(K;) = k'®(K;) = (ko(K;))" = k@ (K;),

~.

0 que mostra que @y age trivialmente no quociente K;/®(K;).

Como K; é um g-grupo, em que ¢ é algum primo associado & decomposicio de p’, pelo
Lema 1.3.9, a ordem de ¢; é uma poténcia de g. Em outras palavras, a a¢io de U; sobre K; é

fiel. Portanto, de acordo com Lema 2.3.3, tanto |[K;, U;]| quanto |U;| sdo m-limitadas.

Para todos k € K;,u € U e ¢ € Cy(K;) temos que:

eou] =k Yu Yhu = ke Y ke = k7 (ue) T k(ue) = [k, uc].
K,
€K;

Portanto, concluimos que |[K;, U]| = |[K;, Uj|.

Resta mostrar que as ordens presentes na igualdade anterior sao m-limitadas.
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Como [K;,U;] é gerado pelos subgrupos [K;, |, com u € U, e cada |[K;,u]| < |[V,u]| <m, e

como |U;| é m-limitada, segue que |[K;, U;]| também é m-limitada. Finalmente, como:
J
[Tl U]l =v.u]l,
i=1

concluimos que |[V,U]| é m-limitada.

Com isso temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.5. Sejam p um niimero primo e G = NP um grupo finito soliivel, onde P € Syl,(G)

e N = 0,(G). Suponha que |&(g)| < m para todo g € P. Entdo, ||N,P]| é m-limitada.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que O,(G) = 1. De fato, se
0,(G) # 1, entdo O,(G) < P e, no quociente G/0,(G), a imagem de P permanece sendo um
p-subgrupo, enquanto N segue sendo um subgrupo normal de ordem coprima a p. Além disso,
como a cardinalidade dos sinks de Engel se preserva por homomorfismos, temos que a condi¢ao
|&(g)| < m paratodo g € P também vale para a imagem de P em G/O,(G). Assim, todas as
hipéteses do teorema se mantém no quociente, e como O,(G/0,(G)) = 1, podemos trabalhar

neste novo grupo sem perda de generalidade.

Podemos também assumir, sem perda de generalidade, que N = [N, P]. De fato, se [N,P] <
N, entdo o fator N = N /[N, P] € centralizado por P, ou seja, [N, P] = 1, o que implica que P
age trivialmente sobre N. Como essa parte de N ndo & influenciada pela a¢do de P, ela ndo
contribui para o subgrupo [N, P]. Assim, ao focar apenas na parte de N efetivamente gerada por
comutadores com P, isto é, assumindo N = [N, P], ndo se perde generalidade na anélise, pois
os demais componentes sdo centralizados e, portanto, nao interferem na estimativa desejada
para [[N, P]|.

Mostremos inicialmente que i(N) é m-limitada.

Para cada elemento a de P, seja h((&(a))) = h,. Pelo Teorema 2.2.5, temos que A, é

m-limitada. Seja hop = max{h,,a € P}.

De acordo com Teorema 2.1.3, [N,a] C Fj,+1(G), para todo a € P. Como essa inclusdo

vale para todos os elementos de P, segue que

[N, P] C Firy11(G)-
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Em particular, como N = [N, P|, concluimos que #(N) < ho+ 1, o que garante que h(N) é

m-limitada, como queriamos.
Provaremos o resultado usando inducao sobre a altura de Fitting de N.

Supondo i4(N) = 1, ou seja, N nilpotente. Sendo g € P, pelo Lema 2.3.2, temos que |[N, g]|
¢ m-limitada. Agora, considere V = N/®(N) e K = P/Cp(N). Note que, de acordo com
o Lema 1.3.6, K age fielmente sobre V, uma vez que K age via automorfismos sobre V e
(KL IV = 1.

Para todo b € K, note que, pelo Lema 2.3.2, |[V, D]| é m-limitada, ja que [V,b] = [N, b]®P(N)/P(N).

E, pelo Lema 2.3.4, concluimos que |K| também é m-limitada.

Observe que para todos x € N,y € P e ¢ € Cp(N), tem-se que [x,y] = [x,yc]. Como conse-
quéncia, |[N,P]| = |[N,K]|. Resta mostrar que |[N,K]| é m-limitada.

Note que [N, K] é o produto de subgrupos da forma [N, d], parad € P. Assim, pelo Coroldrio
2.3.2,|[N,d

|[N, P]| € m-limitada, finalizando o caso em que h(N) = 1.

¢ m-limitada, e como |K| é m-limitada, segue que |[N,K]|| também é. Portanto,

Seja h(N) =he M = F(N). Pelo caso anterior, sabemos que |[M, P]| € m-limitada. Além
disso, por inducdo, temos que |N/M| = |[N/M, P]
[N/M, P], conforme a suposi¢do de que N = [N, P|. Como M normaliza [M, P| e tem indice

¢ m-limitada, considerando que N/M =

m-limitado, segue que Ng(|M, P]) tem indice m-limitado e, tomando X = H M, PJ*, segue
xeG
que |X| é m-limitada, j& que |X| =< |[M, P]|[C:Nc(IMP],
Como X < N, considere o quociente N/X e assumindo que X ¢ trivial, temos que P
centraliza M. Como M < N, segue que P" centraliza M. Logo [N, P] centraliza M, e, pelo
Lema 1.3.10, temos M < Z(N) e h(N/X) < h— 1. Por indugio,

vimos que |X| é m-limitada, concluimos que |N| = |[N, P]| é (m,h)-limitada. Logo, a limitacdo

N/X| é m-limitada. Como j4

foi estabelecida.

Finalmente, concluimos que |[N, P]| é m-limitada.

2.4 Limitacao do comprimento nao-solavel

Todo grupo finito G possui uma série normal cujos fatores sdo soliveis ou um produto direto

de grupos simples nao-abelianos. Khukhro e Shumyatsky, em [12], definem o comprimento
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ndo-soliivel, denotado por A(G), como o nimero minimo de fatores ndo-soldveis em uma série

desse tipo.

Esta secdo tem como objetivo limitar tal parametro utilizando o sink de um automorfismo
do grupo, mas para isso,serd necessario recorrer a alguns resultados prévios que apresentaremos

a seguir.

Ainda em [12], os autores observam que o comprimento ndo solivel demonstra um compor-
tamento consistente em relacdo a subgrupos normais, imagens homomorficas, produtos diretos

e extensdes, 0 que € expresso no seguinte lema.
Lema 2.4.1. Dado um grupo finito G, tal que A(G) = k, entdo:
(i) Se N é um subgrupo normal de G, temos que A(N) < ke A(G/N) <k.

(ii) Se N é um subgrupo normal de G, tal que A(N) =1 e A(G/N) = m, temos que A(G) <
[+m.

(iii) Seja H um grupo finito, tal que A (H) = n. Entdo, A(G x H) = max{k,n}.

Dado um grupo finito G admitindo um automorfismo &, visando limitar o parAmetro A (G)
em relacdo ao sink de o, recorremos a alguns resultados preliminares que serao fundamentais

para a anélise.

Teorema 2.4.2. [7, Teorema 1.4] Sejam G um grupo finito e & um elemento de Aut(G) com a

propriedade de que G = [G, al. Entdo G = (&;(a)), para todo inteiro positivo k.

Esse resultado mostra que, sob a hipétese de G ser gerado pelos seus comutadores com ¢,
o grupo pode ser reconstruido a partir dos elementos presentes nos Q-sinks. Isso nos permite

explorar a estrutura de G com base na cardinalidade de tais conjuntos.

Teorema 2.4.3. [8, Teorema A] Existe uma fungdo f(n), tal que se G é um grupo finito contendo
um elemento x, tal que |Cg(x)| < k, entdo G tem um subgrupo normal soliivel de indice no

mdximo f (k).

Observamos que, no caso em que o grupo € semi-simples, ou seja, isomorfo a um produto
direto de grupos simples ndo-abelianos, a limitagdo na cardinalidade do sink de « ja garante
um limite tanto sobre a ordem do grupo quanto sobre a ordem do automorfismo. Esse resultado
representa um avanco significativo na compreensao da relacdo entre condi¢des de Engel e

parametros estruturais do grupo, conforme formalizado a seguir:
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Lema 2.4.4. Seja G um grupo semi-simples admitindo um automorfismo o tal que |8g ()| <m

e G =[G, a]. Entdo |G| é m-limitada e |a| também é m-limitada.

Demonstragdo. Seja C = Cg(a). Temos que & (a)¢ = &(at), implicando que C normaliza
& (o). Logo C naturalmente age sobre &(a), portanto |C/Cc(&())| < m!.

Pelo Teorema 2.4.2, temos que G = (&'(a)). Sendo G um grupo semi-simples, segue que
Ce(&(a)) =1,jaque Ce(&(a)) =Z(G). Portanto, |C| < m!.

Note que a ordem de o é no maximo m!, ja que a hipétese |&'(a)| < m nos dd que |C| < m!.

Consequentemente, temos que o™ centraliza &(a). Logo, centraliza G. Portanto, o™ = 1.

Dai, pelo Teorema 2.4.3, existe N < G soldvel, tal que |G/N| é m-limitada. Contudo, sendo
G semi-simples, segue que N = 1 e o resultado segue.
O]

Ao lidarmos com produtos diretos de grupos simples ndo abelianos, € essencial compreender
como se comportam seus subgrupos normais. O resultado a seguir, extraido de [23], descreve
com precisdo essa estrutura, mostrando que qualquer subgrupo normal de um produto direto
de grupos simples ndo abelianos €, necessariamente, o produto de alguns dos fatores. Essa

propriedade serd fundamental na anélise de grupos semi-simples.

Lema 2.4.5. [23, Proposicao 3.3.16] Seja G = G| X G X --- X Gy, onde cada G — i € simples

ndo-abeliano. Entdo, todo subgrupo normal de G € o produto direto de certos G;’s.

Agora, seja G = G| X Gy X - - X Gy, onde cada G; é simples ndo-abeliano. Seja o € Aut(G).
Entdo [G, a]<G.
Pelo Lema 2.4.5, temos que |G, ¢] € o produto de alguns fatores de G, isto &,

[G,OC] = Gil X Giz X oo X Giﬂ

para algum subconjunto {ij,...,i;} € {1,...,k}. Consequentemente, podemos decompor G
como:
G =[G,a]xCy(a),
onde Cp(at) = Gj, x Gj, X --- x Gj,, de modo que k = s +1, isto é, Co(ax) é formado pelos
termos que ndo aparecem em [G, a] e sdo centralizados por «.
Assumindo que exista outro automorfismo f8 € Aut(G) tal que [a,f]=1¢ [G,o,B] =1,

temos pela construgdo anterior que [G, o] C Cy(B) e [G,B] C Cop(a). Dai, concluimos que
[G,a]N[G,B]=1¢[G,B,a] =1.
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Agora, note que considerando a a¢do de aff em G = [G, o] x Cp(or) temos,

Gqﬁ: Gl(-x ,se G; C Co(B)
‘ GP . se G CCo()

Logo, [G, B][G,a] < [G, o f].

O resultado a seguir serd utilizado para controlar a ordem de grupos finitos com base na

limitagdo da ordem de seus subgrupos abelianos:

Teorema 2.4.6. [3, Teorema 2.1] Para cada inteiro positivo n, defina g(n) como o produto de
todas poténcias de primos no mdximo n. Seja G grupo finito e suponha que |A| < m para todo

subgrupo abeliano A de G. Entdo, |G| divide g(m).

Com base nas ideias anteriores e utilizando as limitacdes sobre os sinks de elementos,

obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.4.7. Seja G um grupo semi-simples admitindo um grupo de automorfismos A tal que
|&(a)| < m para todo a € A. Entdo |[G,A]| é

Demonstragdo. Sabemos que

[G,A] =[]IG.4],

acA
e pelo Lema 2.4.4, para cada a € A, temos que |[G, a]| € m-limitada. Assim, para concluir que

I[G,A]| é ¢ m-limitada.

Pelo Teorema 2.4.6, temos que |A| é limitada em termos da ordem de seus subgrupos

abelianos, logo podemos assumir que A € abeliano.

Tome a € A tal que |[G,a]| é maximal. Se A age fielmente em [G,al, nesse caso, como

|[G,a]| < m, aagio fiel implica que A estd imerso em Aut([G,al), e, portanto, |A| é m-limitada.

Caso contrério, tome b € A tal que [G,a,b] = 1. Entéo, pelo que foi comentado, [G,b] N
[G,a] =1¢[G,b,a] = 1. Temos que [G,b]|G,a] < [G,ab], contrariando a escolha de a. O

Encerrando esta sequéncia de resultados, apresentamos uma importante aplicagcdo da li-
mitacdo na cardinalidade dos sinks de um automorfismo a estrutura derivada do grupo. Em
particular, mostraremos que, se um grupo G € gerado pelos elementos pertencentes ao sink de
um automorfismo a, e esse conjunto tem ordem limitada, entdo o comprimento ndo solivel de

G também € limitado. Esse fato é formalizado no seguinte lema:
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Lema 2.4.8. Seja G um grupo admitindo um automorfismo a tal que |&'(a)| <me G = (&5(a)).
Entio A(G) < m.

Demonstra¢do. Demonstraremos por indu¢do em m. Suponha R = R(G) o radical soldvel. Ao

z

passarmos para o quociente G = G/R(G), observamos que o Fitting generalizado F*(G) é

dado por um produto direto

F*(G) =8 X--- XSk
onde cada S; € um grupos finito simples ndo-abelianos.

Observe que & (a) NF*(G) # 1, pois F*(G) ndo é nilpotente. Assim,
165/ @)(@) <m—1.

Por inducgio, concluimos que
A(G/F*(G)) <m—1.

Além disso, como A(F*(G)) = 1, de acordo com o Lema 2.4.1, deduzimos que A(G) <
m. OJ



Capitulo 3

Limitacio na ordem do p'-residual

3.1 Demonstracao do Teorema 4

Relembramos que o objetivo desta secdo € demonstrar o teorema principal a seguir, que
estabelece uma ligacdo entre a cardinalidade dos sinks de Engel dos p-elementos e a estrutura

do grupo:

Teorema 4. Seja p um niimero primo e G um grupo finito tal que |&(g)| < m para todo
p-elemento g € G. Entdo, G possui um subgrupo normal N tal que G/N é um p'-grupo e o

indice [N : 0,(G)] é limitado em fungdo apenas de m.
Para alcancar essa conclusdo, precisamos de alguns resultados auxiliares e defini¢des

técnicas que serdo apresentados a seguir.

Lema 3.1.1. Seja G um grupo finito, tal que O,(G) = 1, e N um subgrupo normal de G. Entéo

|0,(G/N)| é |N|-limitada.

Demonstragdo. Note que, mesmo com O,(G) = 1, o quociente G/N pode ter O,(G/N) # 1.
Seja L/N = O,(G/N). Entdo L é um subgrupo de G contendo N tal que L/N é um p-subgrupo
normal de G/N, ou seja, L < G e L = NP, para algum p-subgrupo Py < G.

Considere Py = Cp,(N). Observe que [Py : Pi] < |Aut(N)

N, e Py consiste nos elementos de Py que atuam trivialmente sobre N, isto €, P; € o nicleo da

, pois Py age por conjugacao sobre

acdo. Assim, o quociente Py/P; é isomorfo a um subgrupo de Aut(N). Como N é finito, temos

|Aut (N)| < |N|!, e portanto [P, : P;] é limitado em fungdo apenas de |N]|.

Note que, NP; < G, e portanto:
P < OP(NPI) < OP(G) =1.

35
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Assim, P; = 1, e como [P : Pi] é |[N|-limitado, conclui-se que |Py| também é |N|-limitado.
Como L = NP, segue que:
|0p(G/N)| = IL/N| < [Ry.

Portanto, a ordem de O,(G/N) ¢ limitada em funcdo apenas de |N|, como queriamos
demonstrar.
[

Fixado um primo p, consideraremos, sempre que necessario, a seguinte notacao: dado um
subgrupo normal de um grupo finito G tal que O,(G) = 1, denotaremos por Na pré-imagem
de O,(G/N) no grupo G. Pelo Lema 3.1.1, a ordem N é |N|-limitada.

Lema 3.1.2. [4, Lema 1.3] Seja G um grupo finito e seja & um conjunto de primos. Suponha

que G admite uma série normal tal que todo fator é um 7-grupo ou 7’-grupo. Entio,
CG(On,n’(G)/0ﬂ<G>) < On,n’(G)~

Em seguida, apresentamos um resultado técnico que nos permitird estimar o indice de
0,/(G) em G em termos da ordem de um p-subgrupo de Sylow. Essa estimativa serd essencial

para controlar a estrutura do grupo com base em informacdes sobre seus p-subgrupos.

Lema 3.1.3. Sejam p um primo, G um grupo solivel e P € Syl,(G). Se |P| < m, entdo
(G : 0,/(G)] é m-limitado.

Demonstragdo. Supondo que O,/(G) = 1, demonstrar que [G : O,/(G)] é m-limitado equivale

a mostrar que |G| é m-limitado.

Seja M = 0,(G), de acordo com o Lema 3.1.2, temos Cg(M) < M. Portanto, G/Cg(M)

¢ um subgrupo de Aut(M). Dado que |Aut(M)| é m-limitado, visto que |[Aut(M)| < (m—1)!,
concluimos que [G : Cg(M)] < (m—1)!. Além disso, como Cg(M) < M, deduzimos |G| < m!.
[l

O resultado a seguir mostra como a limitag¢do da cardinalidade dos sinks de elementos de
um subgrupo de Sylow impde restri¢des sobre a estrutura global do grupo. Mais precisamente,
estabelece que, em um grupo solivel, essa limitagdo garante que o indice de O, ,(G) também

¢ limitado:

Lema 3.1.4. Sejam p um primo e G um grupo soldvel no qual |£(g)| < m para todo g € P,
onde P € Syl,(G). Entio, o indice de O, ,y(G) em G é m-limitado.
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Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir O,(G) = 1. Portanto, limitar
o indice de O, ,;(G) em G equivale a limitar o indice de O,/(G) em G. Com o objetivo de

simplificar a notagdo, seja N = 0,/ (G).

De acordo com o Lema 3.1.2, temos C(N) < N. Em particular, a acdo de P em N ¢ fiel.
Com base no Teorema 2.2.5, concluimos que i({& (a))) é m-limitada para qualquer a € P.
Dessa forma, de acordo com Teorema 2.1.3, podemos afirmar que a € Fy(,;) 11 (G). Assim,
temos que A([N,a]) < f(m)+ 1 para qualquer a € P.

Dado que [N,P] = H [N,a], podemos concluir que 4([N, P]) é m-limitado. Pelo Teorema

acP
2.3.5, temos que |[N, P, P]| também é m-limitado. Observando que [N, P, P] = [N, P], segue que

|[N, P]| é m-limitada.

Portanto, como Cp(N) = 1, o que implica que N tem indice m-limitado em G, conforme o
Lema 3.1.3.
O

Definicao 3.1.5. Seja G um grupo finito, o socle de G, Soc(G), é o produto de todos os

subgrupos normais minimais de G.

Com o intuito de caracterizar tal subgrupo, utilizaremos o seguinte lema, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [6].

Lema 3.1.6. [6, Teorema 1.5] Se H € um subgrupo normal minimal de um grupo G, entdo ou
H é um p-grupo abeliano elementar para algum primo p ou H é o produto direto de grupos

simples ndo-abelianos isomorfos.

Deste modo, o subgrupo Soc(G) de um grupo finito G é o produto direto de grupos simples,

podendo alguns desses fatores serem abelianos.

SejaA = Np X --- X N; o subgrupo do socle de G resultante do produto de todos os subgrupos
N; normais minimais de G, os quais sdo abelianos elementares. Temos que A € normal em G e,
considerando sua construcdo, podemos concluir que A € abeliano. Portanto, A est4 contido no

radical soluvel de G.

Considere agora o grupo quociente G = G/R(G). Dado que a parte abeliana de Soc(G)

estd contida em R(G), que é trivial, podemos concluir que Soc(G) é o produto direto de grupos

simples ndo-abelianos, e portanto, Soc(G) ndo é solivel.

Com isso, estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.
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Teorema 4. Seja p um niimero primo e G um grupo finito tal que |&(g)| < m para todo
p-elemento g € G. Entdo, G possui um subgrupo normal N tal que G/N é um grupo p' e o

indice [N : O,(G)] é limitado em fungdo apenas de m.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que O,(G) = 1. Escolha um
p-subgrupo de Sylow P < G e defina N = (PG>. E suficiente mostrar que a ordem de N ¢é
limitada em fun¢@o de m. Como N = (PN ), sem perda de generalidade podemos assumir que

G = N. Resta mostrar que G tem ordem limitada em funcdo de m.

Assumindo G soltivel, denotemos M = O,/ (G). Pelo Lema 3.1.4 temos que M possui indice

m-limitado em G, em particular, |P| é m-limitada.
N
Seja P ={gi1,...,8s}. Como [M,P| = H[M,gi] e, pelo Teorema 2.3.5, temos que |[M, P]|
i=1
(M, P]%)| é m-limitada.

€ m-limitada. Logo,

Seja L a pré-imagem de 0,(G/{[M,P]°)). Pelo Lema 3.1.1, sabemos que IL| é m-limitada.

Considere o quociente G/ L. Nesse quociente, temos que M centraliza <PG> =G.

Logo, Z(G) tem indice m-limitado. Portanto, por Teorema de Schur [23, Teorema 10.1.4],
concluimos que |G'| é m-limitada. Assim, passando ao quociente G/G’, podemos assumir que

G ¢ abeliano, o que implica G = P X M. Isso, por sua vez, implica que P<G.
Portanto, G = P, e assim, |G| é m-limitada.

Agora, considerando o caso geral, podemos inferir, a partir do Lema 2.4.2 e do Lema 2.4.8,

que, sob as hipéteses do Teorema 4, A (G) é m-limitado. Usaremos inducdo em A (G).

Denotando R = R(G), suponha que R = 1. Mostremos que |G

€ m-limitada. Seja S =
Soc(G). Pelo Lema 2.4.7 a ordem de [S, P] € m-limitada. Por indugéo, temos que o indice de S

em G é m-limitado. Segue que a ordem de ([S, P]°) é m-limitada.

E ficil ver que S = ([S,P]%). De fato, como ([S,P]°) é o produto de uma quantidade
m-limitada de conjugados de [S,P], se [S,P] = 1, entdo S C Z(G), contradi¢do. Portanto,
§ = (s,P1°).

Dai o resultado segue, observando que ao considerar o quociente G/S, sendo S a pré-imagem

~

de 0,(G/S), temos, pelo Lema 3.1.1, que |§

A(G), segue que o indice de S em G é m-limitado, e, portanto, |G

€ m-limitada. Usando novamente indu¢do em

é m-limitada.

Agora, se R # 1, entdo R tem indice m-limitado. Sabemos pelo caso solivel que |[R, P]| é
m-limitada, daf |([R, P]°)| também o é.
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Passando ao quociente G = G/M, onde M é a pré-imagem de O »(G/([R,P]%)), temos pelo
Lema 3.1.1, que |M| é m-limitada. No quociente, temos que R C Z(G). Entdo [G : Z(G)] é

m-limitado.

Portanto, por Teorema de Schur [23, Teorema 10.1.4], concluimos que ]G’] ¢ m-limitada.
Assim, passando ao quociente G/G’, podemos assumir que G € abeliano, e o resultado segue.
[

Vale destacar que, sob a hipdtese de que todos os p-elementos de G satisfazem a condi¢ao
|&(g)| < m, o subgrupo N obtido na demonstragio coincide com o p’-residual OP/(G), ou
seja , o menor subgrupo normal de G tal que o quociente G/ O”/(G) seja um p’-grupo. Nesse
contexto, o teorema mostra que a existéncia de sinks de Engel com cardinalidade limitada para
todos os p-elementos de G impde uma restri¢do quantitativa sobre o indice [0 I(G) :0,(G)],

revelando uma limitacao estrutural sobre o p-residual do grupo.



Capitulo 4
Grupos Profinitos

Este capitulo serd dedicado a obtencdo de resultados para o caso dos grupos profinitos,
sendo os principais fundamentos tedricos baseados nas obras Analytic Pro-p Groups [5] e
Profinite Groups [21]. Exploraremos defini¢des e propriedades fundamentais da teoria dos
grupos profinitos, estabelecendo uma base sélida para os teoremas que serdo apresentados

posteriormente.

4.1 Resultados Preliminares

Para estudar grupos profinitos, € essencial compreender algumas no¢des bdsicas de topologia
e suas interagdes com estruturas algébricas. Nesta se¢do, revisamos conceitos fundamentais de
espacos topoldgicos, continuidade e compacidade, que serdo essenciais para o desenvolvimento

da teoria dos grupos profinitos.

Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢do 7 de subconjuntos de X, chamados

conjuntos abertos, que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) O conjunto vazio @ e o conjunto X sdo conjuntos abertos, isto é, 0, X € 7.

(i) Se U eV sdo subconjuntos abertos de X, entdo a intersecdo U NV € aberta. Em outras

palavras, 7 € fechada sob intersec¢des finitas.

(iii) Se {U;:i € I} é uma familia arbitraria de subconjuntos abertos de X, entdo a unido U U;
icl
¢ aberta. Ou seja, T € fechada sob unides arbitrarias.
Um espacgo topologico é um par (X, 7), onde X é um conjunto ndo vazio e T é uma topologia
em X. Normalmente, referimos a (X, ) simplesmente como espaco topoldgico X, mencionando

T somente quando necessario.

40



4.1. RESULTADOS PRELIMINARES 41

Dado qualquer conjunto X, podemos considera-lo como um espago topolégico ao definir
uma topologia em que cada subconjunto de X € aberto. Essa topologia é chamada de topologia

discreta em X, e dizemos que X é um espaco discreto.

A seguir, elencamos algumas defini¢des e propriedades fundamentais relacionadas a espacos

topolégicos.

Seja Y um subconjunto de um espago topoldgico X. A colecdo de todos os subconjuntos
da forma Y NU, com U sendo aberto em X, define uma topologia em Y. Esta topologia é

denominada topologia subespago, e, com respeito a ela, Y é chamado de um subespaco de X.

Dado um espaco topolégico X, um subconjunto Y C X € dito fechado se o seu complementar
X\ Y é aberto. Para qualquer subconjunto ¥ C X, o fecho de Y, denotado por Y, é a intersegiio
de todos os conjuntos fechados que contém Y. O fecho Y é sempre um conjunto fechado. Além

disso, dizemos que Y é denso em X se Y = X.

Uma vizinhanga aberta de um elemento x € X é qualquer conjunto aberto que contém x.
Uma base para a topologia em X é uma cole¢io {U), | A € A} de conjuntos abertos tal que todo

conjunto aberto em X pode ser escrito como a unido de alguns dos conjuntos de {U} }.

Um espaco topoldgico X € dito compacto se, dada qualquer familia de subconjuntos abertos

{Ug | a € A} tal que X = U Uq, existe uma subfamilia finita {Uy,,...,Uq, } para a qual
ocA

n
X =|JUq.
i=1

De forma equivalente, X é compacto se, para toda familia {Cy | @ € A} de subconjuntos
fechados com a propriedade de que cada interse¢do de uma quantidade finita de conjuntos Cy, €
ndo vazia, segue que a intersecao de todos os conjuntos Cy, € ndo vazia. Ambas as defini¢des

sdo equivalentes.

Um espaco topoldgico X é dito localmente compacto se cada elemento x € X possui uma
vizinhanca compacta. Note que todo espago compacto € localmente compacto, pois o0 proprio

espaco serve como uma vizinhanga compacta para qualquer de seus elementos.

Um espaco topolégico X é chamado Hausdorff se, para quaisquer elementos distintos
x,y € X, existem vizinhancas abertas U e V de x e y, respectivamente, tais que U NV = 0.
Observamos que, se X é Hausdorff, entdo o conjunto unitdrio {x} é fechado para todo x € X.
De fato, para cada y € X com x # y, existe uma vizinhanga aberta U de y que € disjunta de {x}.

Assim, o complementar X \ {x} é aberto, implicando que {x} é fechado.
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Dizemos que um espago topoldgico X € conexo se ndo é possivel escrevé-lo como uma
unido disjunta de dois conjuntos abertos ndo vazios. Por outro lado, X € dito totalmente

desconexo se todo subespaco conexo de X possui no maximo um elemento.

Os conceitos de espagos compactos, Hausdorff e totalmente desconexo desempenham
papéis importantes em nosso estudo. Em particular, veremos que os grupos profinitos sio

caracterizados com essas propriedades.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que uma aplicacdo f : X — Y é continua se,
para todo conjunto aberto U C Y, a imagem inversa f - (U) é abertaem X. E imediato verificar
que a composicao de fungdes continuas também é continua. Dizemos que uma aplicacao f
entre espacos topolégicos é um homeomorfismo se f é continua, bijetora, e sua inversa f~

também € continua.

A seguir, apresentamos uma proposi¢ao que redne resultados fundamentais sobre aplicacdes

continuas, espacos compactos, totalmente desconexos e Hausdorff.
Proposicao 4.1.1. As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:
(i) Todo subconjunto fechado de um espago compacto € compacto.
(i1) Todo subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.
(iii) Se f:X — Y é uma aplicagdo continua e X é compacto, entdo f(X) é compacto.

(iv) Se f:X — Y € uma bijecdo continua de um espago compacto X para um espago de

Hausdorff Y, entdo f € um homeomorfismo.

(v) Se f: X —Y eg:X —Y sdo aplicagdes continuas e Y € Hausdorff, entdo o conjunto
{xeX| f(x) =g(x)} é fechado em X.

(vi) Se X € um espago de Hausdorff, compacto e totalmente desconexo, entdo todo subcon-
junto aberto de X pode ser escrito como uma unido de subconjuntos simultaneamente

abertos e fechados.

Demonstragdo. (1) Seja F um subconjunto fechado de um espaco compacto X. Como X é
compacto, toda cobertura aberta de F' pode ser estendida para uma cobertura aberta de X.
Pela definicdao de compacidade, existe uma subfamilia finita que cobre F, o que prova

que F' é compacto.

(ii) Seja C um subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff X e x € X \ C. Como X

€ Hausdorff, para cada y € C, existem vizinhangas abertas A, de x e By de y tais que
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AyN By = 0. Como C é compacto, existe uma subfamilia finita {B,,,...,By, } cobrindo
C. DefinaA, =Ay, N---NA,,. O conjunto A, € aberto, contém x, e estd disjunto de C.

Assim, X \ C € aberto, o que implica que C é fechado.

(iii) Seja f(X) = U Ay, onde {A; } é uma familia de conjuntos abertos em Y. Como f é
AEA
continua, os conjuntos f ! (A;) sao abertos em X. Como X é compacto, existe uma

subfamilia finita {f_l(A;Ll), ., £ 1(Az,)} que cobre X. Assim, f(X) =Ay U---UA, ,
mostrando que f(X) é compacto.

(iv) Para mostrar que f € um homeomorfismo, precisamos provar que f ~1 ¢ continua. Seja
F C X um conjunto fechado. Pelo item (i), F é compacto. Pelo item (iii), f(F) é
compacto, e pelo item (ii), f(F) é fechado em Y. Assim, £~ (Y \ f(F)) =X \ F ¢ aberto,

provando que f ~1 ¢ continua.

(v) Seja N = {x € X | f(x) # g(x)}. Para caday € N, como Y é Hausdorff, existem vizi-
nhangas abertas U e V em Y com f(y) € U, g(y) € V,e UNV = 0. As imagens inversas
fH(U) e g 1(V) sdo abertas em X, e sua interseciio é uma vizinhanga aberta de y contida
em N. Assim, N € a unido de conjuntos abertos, logo, N € aberto. Portanto, o conjunto
{xeX| f(x) =g(x)} =X \N é fechado.

(vi) Sejam U um subconjunto aberto em X e x € U. Para cada y € X \ {x}, como X é
totalmente desconexo, existem subconjuntos Fy, que sio abertos e fechados, com x €
Fyey ¢ F,. Como X é compacto, existe uma subfamilia finita {F},,...,F,,} tal que
F,N---NF, CU. Portanto, U pode ser escrito como uma unido de subconjuntos
simultaneamente abertos e fechados.

[]

Agora, vamos recordar a no¢ao de produto cartesiano para introduzir o conceito de produto

de espacos topoldgicos e explorar algumas propriedades relacionadas.

Seja {X; | A € A} uma familia de conjuntos. O seu produto cartesiano (ou simplesmente

produto), denotado por C = H X),, € definido como o conjunto de todas as fungdes x : A —
AeA
U X), tais que x(A) € X, paracada A € A. Para simplificar a notagdo, escrevemos x(1) = x;,
A€EA
e denotamos x por (x, ). Assim, os elementos de C podem ser entendidos como vetores cujas

entradas sdo indexadas pelos elementos de A.
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Se algum conjunto X for vazio, entdo por definicdo o produto cartesiano também serd

vazio, ou seja, H X, = 0. Portanto, assumimos que X; # @ para todo A € A (essa suposi¢ao

AEA
recorre ao Axioma da Escolha).

No caso particular em que X; = X para todo A € A, o produto cartesiano H X), consiste

AeA
no conjunto de todas as func¢des x : A — X. Nesse cendrio, o produto cartesiano pode ser

interpretado como o produto de A copias do conjunto X.
Para cada A € A, existe uma aplicagdo 7, : C — X, definida por (x; ) — x;, chamada de
projegao.

Agora, suponhamos que cada X seja um espaco topoldgico. Dado C, o produto cartesiano
dos X, podemos torna-lo um espaco topoldgico ao definir uma topologia cujos conjuntos

abertos sdo todas as unides de conjuntos da forma
-1 -1
7[2'1 (Ul)m"'mﬂln (Un),

onde n € finito, A; € A, e U; € aberto em X, paracadai=1,...,n. Essa topologia é chamada
de topologia produto. Como consequéncia dessa defini¢do, cada projecdo m) : C — X; € uma

aplicacao continua.
Seja f: Y — C uma aplicagdo, onde Y é outro espaco topoldgico. A aplicac@o f € continua
se, e somente se, cada composicao 7y f € continua para todo A € A.

O préximo resultado estabelece como algumas propriedades topoldgicas de uma familia de

espacos se preservam em seu produto cartesiano.

Proposicdo 4.1.2 ([26, Teorema 0.2.1]). Sejam {X; | A € A} uma familia de espagos topoldgi-

cos e C o produto cartesiano dessa familia. Entao:
(i) Se cada X; é Hausdorff, entdo C também o €;
(i1) Se cada X, € totalmente desconexo, entdo C também o é&;
(ii1) Se cada X, é compacto, entdo C também o é (Teorema de Tychonoff).

Agora passaremos a estudar a definicdo e algumas propriedades de grupos topoldgicos
e limites inversos, conceitos centrais para a construcao de grupos profinitos. Veremos que
um grupo profinito pode ser caracterizado como um limite inverso de uma classe especifica
de grupos topolégicos, o que conecta suas propriedades algébricas e topoldgicas de maneira

profunda.
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Um grupo topolégico é um conjunto G que é simultaneamente um grupo e um espago
topoldgico, em que a aplicacdo
GxG — G
(xy) — !
¢é continua. Aqui, G X G é considerado com a topologia produto.
Para mais informagdes sobre grupos topoldgicos, consulte [26, p. 6-8].

Dando continuidade ao estudo de conceitos fundamentais para a definicdo de grupos
profinitos, introduzimos a no¢ao de conjunto parcialmente ordenado e sua relagao com sistemas

1Nnversos.

Um conjunto / € chamado de parcialmente ordenado com respeito a relacdo < se essa
relacdo satisfaz as propriedades reflexiva, transitiva e antissimétrica. Além disso, diremos que /
¢ dirigido se, além de ser parcialmente ordenado, para quaisquer i, j € I, existir um elemento
keltalquei<ke j<k.

Com essa defini¢do, podemos introduzir o conceito de sistemas inversos. Um sistema
inverso de espagos topolégicos {X;, @j;,I} sobre um conjunto dirigido / consiste em uma

familia de espagos topoldgicos e morfismos @;; : X; — X; satisfazendo:
* @; ¢ aidentidade em X;, para todo i € I;
* Sei< j<k, entdo @y = PijPjk-

Isso significa que o seguinte diagrama comuta sempre que i < j < k:

X, Pik . X;
o
X

Dado um sistema inverso {X;, ¢;;,/} e um espaco topolégico Y, um conjunto de aplicagdes

continuas {y; : Y — X; | i € I'} é dito compativel se, sempre que i < j, temos @;;Y; = ;.

O limite inverso, denotado por 1<i_rnX,- = (X, ¢;), é um espaco topolégico X junto com um
conjunto compativel de aplica¢des continuas {@; : X — X;} satisfazendo a seguinte propriedade
universal: para qualquer espacgo topoldgico Y e qualquer conjunto compativel de aplicacdes
{y;: Y — X;}, existe uma tnica aplicagéio continua y : ¥ — X tal que @; = y; paratodo i € I.
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O seguinte diagrama comuta:

Y v s X
X;

Se o limite inverso existir, ele € unico (ver [21, Proposi¢do 1.1.1]). Em nossos estudos,
assumimos que conjuntos finitos t€ém a topologia discreta. Se os objetos em um sistema inverso
forem finitos, o limite inverso herdara diversas propriedades topoldgicas, como ser de Hausdorff,
totalmente desconexo e compacto. Essas caracteristicas sdo preservadas, respectivamente, pela

topologia discreta e pelo Teorema de Tychonoff.

Se X for o limite inverso de um sistema inverso formado por conjuntos finitos, chamamos X
de um espacgo profinito. Um espaco profinito €, portanto, de Hausdorff, compacto e totalmente
desconexo (ver [21, Capitulo 1]). Quando os espagos topoldgicos sao grupos finitos munidos
da topologia discreta e os mapas sdo homomorfismos de grupos, o limite inverso € denominado

um grupo profinito.

O préximo lema redne algumas propriedades bdsicas de subgrupos de grupos profinitos.
Lema 4.1.3. [5, Proposicdo 1.2] Seja G um grupo profinito.

(i) Todo subgrupo aberto de G é fechado, tem indice finito em G, e contém um subgrupo
normal aberto de G. Um subgrupo fechado de G ¢ aberto se e somente se tem indice

finito. A familia de todos os subgrupos normais abertos de G se intersectam em {1}.

(i1)) Um subconjunto de G € aberto se e somente se € a unido de subconjuntos abertos de

subgrupos normais.

(iii) Se X e Y sdo subconjuntos fechados de G entdo o subconjunto XY = {xy |x € X,y € Y}

também o é. Se X é fechado e n é um inteiro entdo o conjunto {x" | x € X} é fechado.

(iv) Seja H um subgrupo fechado de G. Entdo H (com a topologia induzida) € um grupo

profinito. Todo subgrupo aberto de H € da forma H N K com K subgrupo aberto de G.

(v) Seja N um subgrupo fechado normal de G. Entdo G/N (com a topologia quociente) é um
grupo profinito, e 0 homomorfismo natural G — G/N é uma aplicag@o continua aberta e
fechada.

Discutiremos agora o conceito de grupo residualmente finito e algumas propriedades bésicas

relevantes para nosso estudo.
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Um grupo G € dito residualmente finito se, para cada elemento g # 1 em G, existe um

subgrupo normal N, <G tal que g ¢ N, e o quociente G /N, € finito.

A seguir, apresentamos uma caracterizacao fundamental dos grupos residualmente finitos.

Proposicao 4.1.4. Um grupo G € residualmente finito se, e somente se, a interse¢do de todos

os subgrupos normais de indice finito em G € trivial.

Demonstragdo. Seja I o conjunto de todos os subgrupos normais de indice finito em G e defina

H=N.

Nel
Primeiramente, suponha que G seja residualmente finito e, por contradi¢ao, que H # 1.
Isso significa que existe um elemento g € H com g # 1. Pela defini¢ao de grupo residualmente
finito, deve existir um subgrupo normal N, <G tal que g ¢ N, e G/Nj seja finito. Como N, € I,
segue que g € H C N,. Assim, temos g € N,, 0 que contradiz a escolha de Ng, pois assumimos

que g ¢ N,. Portanto, concluimos que H = 1.

Reciprocamente, suponha que H = 1 e considere um elemento arbitrario g € G com g # 1.
Como H ¢ a interse¢do de todos os subgrupos normais de indice finito em G, segue que g ¢ H.
Isso significa que deve existir um subgrupo normal N, <G com indice finito tal que g ¢ N,,
pois, do contrério, teriamos g € H, o que contraria nossa hipétese. Como essa escolha de g foi

arbitréria, concluimos que G € residualmente finito, finalizando a demonstracao. ]
O préximo resultado estabelece que todo grupo profinito € residualmente finito.
Proposicao 4.1.5. Se G € um grupo profinito, entdo G € residualmente finito.

Demonstragdo. Seja I o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G. Pelo Lema

4.1.3, sabemos que a intersec@o de todos esses subgrupos € trivial, ou seja,

(N=1
Nel
Além disso, como cada N € I € um subgrupo normal aberto em G, segue do Lema 4.1.3,
que seu indice [G : N] é finito. Assim, pela Proposicéo 4.1.4, concluimos que G é residualmente
finito. .

O préximo resultado, consequéncia da Proposicao 4.1.5, estabelece uma propriedade

fundamental sobre subconjuntos finitos em grupos profinitos.

Proposicao 4.1.6. Seja G um grupo profinito. Se H é um subconjunto finito de G que contém

o elemento identidade, entéo existe um subgrupo normal aberto N de G tal que HNN = {1}.
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Demonstragdo. Como G € profinito, segue da Proposicdo 4.1.5 que G € residualmente finito.

Seja |H| = n. Se H = {1}, o resultado é imediato. Suponhamos entdo que H # {1}. Como
G ¢ residualmente finito, para cada elemento nao trivial s; € H, existe um subgrupo normal
Np, <G tal que h; ¢ Nj, e o quociente G/Nj, € finito. Além disso, como G € profinito, podemos

assumir, sem perda de generalidade, que cada N, € um subgrupo normal aberto de G.
Definindo "
N = (N,

i=1
obtemos um subgrupo normal aberto de G. Ademais, por constru¢do, temos NNH = {1},
pois, caso contrdrio, existiria algum h; € NN H com h; # 1. Isso implicaria que h; € Nj,, 0 que

contradiz a escolha de N,

Assim, concluimos que NN H = {1}, finalizando a demonstragao. O]

Apresentamos agora, uma importante propriedade dos grupos profinitos, mostrando que
grupos profinitos infinitos ndo sdo enumeraveis. Esse resultado deriva do Teorema da Categoria

de Baire, aplicdvel a espacos localmente compactos.
Lema 4.1.7 ([21, Proposi¢ao 2.3.1]). Seja G um grupo profinito.

(a) Se Cy,(3,... é uma sequéncia infinita enumerével de subconjuntos fechados e ndo vazios

de G que ndo possuem interior, entao:
G# | JG
n=1

(b) A cardinalidade de G € sempre finita ou ndo enumeravel.

Considerando G um grupo profinito, temos, por defini¢do, que

G =limG;,
i€l

onde cada G; € um grupo finito e / € uma base filtrada de subgrupos normais fechados de G.

Se G € infinito, conhecer sua cardinalidade fornece pouca informacao a respeito do grupo,
pois, pelo Lema 4.1.7, sabemos que G € sempre ndo enumeravel. Dessa forma, € necessario

definir uma quantidade numérica que represente as propriedades aritméticas dos grupos finitos
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Gi, seja independente da apresenta¢do de G como um limite inverso de um sistema inverso de

grupos finitos e que expresse caracteristicas fundamentais de G.

Essa abordagem permitird, no contexto dos grupos profinitos, a formulacdo precisa de
conceitos como indices, ordens e subgrupos de Sylow. A ferramenta central para isso serd o

conceito de niimero supernatural, definido como um produto formal da forma:

o n
n— H ),
p
onde p percorre o conjunto de todos os niimeros primos e n(p) é um inteiro ndo negativo

Ou oo,

Adotamos as seguintes convengdes para operagdes envolvendo oo:
n<oo, oo4oo=oc0 oo4pn=n-+o0=o00 paratodoneN.

Se m é outro ndmero supernatural definido por m = H p"P) e se m(p) < n(p) para cada
P
p, entdo dizemos que m divide n, denotado por m | n.
Considerando uma cole¢do de nimeros supernaturais {n; = H p"P) | i eI}, definimos
p

o produto, 0 médximo divisor comum (mdc) e o minimo multiplo comum (mmc) da seguinte

forma:

. Hn,- = Hp"(p), onde n(p) = Zn(p,i);
1 p

. mdc{ni}iGI — Hpn(p)’ onde l’l(p) = mln,{n(p, l)},
p

o mmc{n;}ic; = Hp”(p), onde n(p) = max;{n(p,i)}.
P

Considere G um grupo profinito e H um subgrupo fechado de G. Seja U/ a cole¢do de todos
os subgrupos normais abertos de G. Definimos o indice [G : H] de H em G como o niimero

supernatural determinado pelo minimo multiplo comum dos indices dos quocientes:
[G:H]=mmc{[G/U :HU /U] |U € U}.
A ordem de G, denotada por #G, € o nlimero supernatural definido por:

#G=1[G: 1],
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ou seja, #G = mmc{|G/U| | U € U}.
Lema 4.1.8. [21, Proposi¢do 2.3.2] Seja G um grupo profinito.

(i) Se H é um subgrupo fechado de G, entdo [G : H| é um nimero natural se e somente se H

€ um subgrupo aberto de G;

(i) Se H € um subgrupo fechado de G, entao

G :H) =mmc{[G:U]|H <U < G,onde U é um subgrupo aberto de G}.

(111) Sejam K um subgrupo fechado de H, e H um subgrupo fechado de G. Entao

[G:K]=[G:H|H :K].

Assim como nos nimeros naturais, definimos 7-nimeros, onde 7 € um conjunto de nimeros
primos, e 7’ o conjunto de niimeros primos que no estdo em 7. Um niimero supernatural

n= H p”(p ) ¢ chamado de 7-ntimero se, sempre que n(p) # 0, entdo p € 7.
p

Com base nessa nocao, dizemos que um grupo profinito G é um pro-7m grupo se sua ordem
#G é um 7m-nimero. Se © = {p} consiste apenas do primo p, entdo o grupo é chamado de
pro-p grupo.

Por fim, abordaremos um pouco da teoria de Sylow em grupos profinitos, definiremos
o conceito de p-subgrupo de Sylow de um grupo profinito G, mostraremos a existéncia
destes subgrupos de Sylow e apresentaremos propriedades relevantes destes subgrupos que se

assemelham ao que é conhecido para subgrupos de Sylow de grupos finitos.

Sejam G um grupo profinito e p um primo. Um p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo
P tal que sua ordem |P| = p" é uma poténcia de p com n < o e seu indice [G : P] é coprimo
com p. Em particular, observamos que os p-subgrupos de Sylow de G sdo pro-p subgrupos

maximais de G.

A proposicao a seguir, mostra que os Teoremas de Sylow, conhecidos em grupos finitos,

podem ser estendidos para grupos profinitos.

Proposicao 4.1.9. [26, Proposi¢do 2.2.2] Sejam G um grupo profinito € p um primo. As

seguintes afirmacdes valem:

(i) o grupo G possui p-subgrupos de Sylow;
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(i1) se P € um p-subgrupo de Sylow de G e T € um subgrupo pro-p de G, entdo g lTg<P
para algum g € G;

(i11) cada subgrupo pro-p de G esta contido em um p-subgrupo de Sylow;

(iv) se P, e P sdo p-subgrupos de Sylow de G, entdo g_1P1 g =P, para algum g € G.

4.2 Grupos Profinitos Quase Engel

Como ja observado para grupos abstratos, todo grupo nilpotente € Engel. No entanto, a
reciproca geralmente ndo € verdadeira. Existem, contudo, resultados importantes que vali-
dam a relacdo sob condi¢des especificas, como demonstrado por Wilson e Zelmanov, que

estabeleceram o seguinte teorema:
Teorema 4.2.1. [27, Teorema 5] Todo grupo profinito Engel é localmente nilpotente.

Um grupo G é denominado quase Engel se, para cada elemento g € G, existe um conjunto
finito &(g) C G tal que, para todo x € G, todos os comutadores suficientemente longos da

forma [...[[x,gl,g],...,g] pertencem a &(g).

Khukhro e Shumyatsky [14] demonstraram que se um grupo compacto (Hausdorff) G é
quase Engel, entdo G possui um subgrupo normal finito N de modo que G/N € localmente
nilpotente. Além disso, se existe um inteiro positivo m de forma que para cada g € G, |£(g)| <

m, entdo o subgrupo normal N pode ser de ordem limitada por m.

Introduzimos também o conceito de grupo central-por-finito, que é caracterizado pelo fato
de que o indice |G : Z(G)] é finito.

Um conceito relacionado € o de FC-grupo, definido como um grupo G em que cada classe
de conjugacdo é finita. E conhecido que todo grupo central-por-finito é um FC-grupo, uma vez
que em tais grupos o centralizador de qualquer elemento tem indice finito, devido ao fato de

que contém o centro.

Neumann, em [19, Lema 2], demonstrou que, sob certas condi¢cdes adicionais, a reciproca
também € valida: um FC-grupo € central-por-finito. Essa relagdo é formalizada no seguinte

resultado.

Lema 4.2.2. Se G é um FC-grupo e contém um subgrupo abeliano A com indice finito [G : A],

entdo G é central-por-finito.
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Outra definicdo importante no estudo de grupos com restri¢des sobre classes de conjugacdo
€ a de BFC-grupo. Um grupo G é denominado BFC-grupo se existe um inteiro positivo d
tal que toda classe de conjugacdo em G € finita e possui no maximo d elementos. Em outras
palavras, trata-se de um FC-grupo com um limite uniforme para o tamanho das classes de

conjugacgao.

Neumann também investigou a estrutura desses grupos e os caracterizou em termos de seu

subgrupo derivado, conforme enunciado no resultado a seguir.
Teorema 4.2.3. [22, Teorema 4.35] Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente se, G' ¢ finito.

Shalev [25, Lema 2.6] ofereceu contribui¢des adicionais relevantes no contexto dos grupos
profinitos. Em particular, ele investigou o comportamento do subgrupo derivado em FC-grupos
profinitos, estabelecendo que, sob tais condi¢des, esse subgrupo possui estrutura controlada. O

resultado a seguir formaliza essa observacao:
Teorema 4.2.4. Se G é um FC-grupo profinito, entdo G' ¢é finito.

Um grupo G € dito possuir centralizadores restritos se, para cada elemento g € G, o
centralizador C(g) € finito ou possui indice finito em G. Esse conceito foi introduzido por

Shalev em [25], no contexto de grupos profinitos.

Shalev demonstrou que todo grupo profinito com centralizadores restritos € virtualmente
abeliano, isto é, possui um subgrupo aberto abeliano. Lembramos que, no contexto profinito,
uma propriedade é dita virtualmente satisfeita quando ha um subgrupo aberto do grupo que a

possui.

Por fim, apresentamos um teorema crucial que serd essencial para fundamentar nosso

resultado no contexto dos grupos profinitos.

Teorema 4.2.5. [ 1, Teorema 1.3] Seja © um conjunto de niimeros primos e G um grupo profinito
no qual o centralizador de cada m-elemento é ou finito ou aberto. Entdo G tem um subgrupo

aberto da forma P x Q, onde P é um subgrupo pro-7 abeliano e Q é um subgrupo pro-7'.

Além disso, utilizaremos o seguinte resultado cldssico, conhecido como Lema de Dicman,
que garante que subconjuntos normais finitos, formados por elementos de ordem finita, geram
subgrupos normais também finitos. Isso serd importante no contexto profinito, onde queremos

garantir que certas constru¢des permanecam dentro da classe dos subgrupos finitos.

Lema 4.2.6. [23, Teorema 14.5.7] Em qualquer grupo G, um subconjunto normal finito formado

por elementos de ordem finita gera um subgrupo normal finito.
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Encerrando o desenvolvimento principal deste trabalho, apresentamos a extensao do resul-
tado central ao contexto dos grupos profinitos. Sob a hipdtese de finitude dos sinks associados
aos p-elementos, demonstramos que uma estrutura andloga a obtida no caso finito permanece

valida:

Teorema 4.2.7. Seja p um niimero primo e G um grupo profinito no qual todo p-elemento
possui um sink de Engel finito. Entdo, G possui um subgrupo normal N tal que N é virtualmente

pro-p e G/N é um grupo pro-p'.

Demonstracdo. Seja g € G um p-elemento. Como, por hipétese, &(g) € finito, segue da

Proposigdo 4.1.6 que existe um subgrupo normal aberto N, de G tal que &(g) "N, = {1}.

Dessa forma, considerando N, (g), temos que g ¢ um elemento Engel em N, (g). De fato,
seja x € Ny (g). Note que [x,g] € N,, pois (Ny(g))" < Ng, em virtude de N, ser normal em G.
Mais geralmente, todo comutador iterado da forma [x, g, ...,g] também pertence a N,.

Por outro lado, pela defini¢do de &'(g), existe um inteiro n(g, x) tal que, para todo n > n(g, x),
tem-se

[x.8,....8] € £(g),
—
e, simultaneamente, esse comutador pertence a Ny.
Pelo fato de &(g) NNy = {1}, concluimos que

x,g,...,8] =1,
——

n

0 que mostra que g ¢ um elemento Engel em N, (g).

Agora, seja H <, Ng(g) um subgrupo normal aberto arbitrario. Como g é um elemento

Engel em Ng(g), sua imagem g em N, (g)/H também é um elemento Engel nesse quociente.

Como N, (g)/H ¢é um grupo finito, segue que g pertence ao subgrupo de Fitting de N,(g) /H.
Como a escolha de H foi arbitrdria, essa afirmagéo vale para qualquer quociente finito de N, (g).
Assim, deduzimos que g € F(N,(g)), onde F(Ng(g)) denota o subgrupo de Fitting, ou seja, o

maior subgrupo normal pronilpotente do grupo profinito considerado.

Adicionalmente, sendo g um p-elemento, segue que g € O,(Ng(g)). Assim, [Ng,g] <
0,(Ng) < 0,(G), o que garante que [Ny, g] € um subgrupo pro-p, e concluimos que o quociente
G/0,(G) possui a propriedade de que todo p-elemento é um FC-elemento, ou seja, sua classe

de conjugacao € finita no quociente.
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Para verificar isso, note que cada p-elemento de G/0,(G) € centralizado pela imagem
de N; no quociente G/0,(G). Sejay = y0,(G) para algum y € N,O,(G) e considere um
p-elemento arbitririo @ € G/0,(G). O centralizador de @ em G/0,(G) é dado por:

Co/0,(6)(@) ={x € G/0,(G) | [x,a] = 1} ={x € G/0,(G) | [x,a] € 0,(G)}.

Como y € N;O,(G), podemos escrever y = zk, onde z € Ny e k € O,(G). Assim, temos
que:
va] = [z,a]' [k, a] € [Ng,a) 7D 0,(G).

Além disso, como O,(G) contém [N,,al, segue que
[Ngva]Op(G) < 0,(G).

Portanto, concluimos que [y, a] € 0,(G), o que implica que y € Cg 0, () (@), como desejado.

Agora, como N, ¢ aberto em G, temos que o indice [G : N,O,(G)] é finito, o que implica
que
[G/0p(G) : NgOp(G)/0p(G)]

também € finito. Consequentemente, segue que

(G/0p(G) : Cg0,(6)(@)]

é finito para cada p-elemento. Portanto, a classe de conjugacao de p-elementos € finita.

Pelo Teorema 4.2.5, sabemos que G/ OP(G) é virtualmente pro—p’, e, portanto, os p-

subgrupos de Sylow de G/0,(G) sao finitos.

Levando em consideragdo que os p-subgrupos de Sylow de G/0,(G) consistem de ele-
mentos FC, e utilizando o Lema 4.2.6, concluimos que, se P € um p-subgrupo de Sylow de
G, entio a imagem de (PY) em G/0,(G) é finita. Portanto, o subgrupo N = (P®) possui as
propriedades desejadas, o que conclui a demonstragao.

[]



Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Limitacoes por sinks a direita de Engel

Os resultados discutidos neste trabalho consideram os sinks normados a esquerda. No
entanto, Khukhro e Shumyatsky [15] também definem os sinks a direita, proporcionando uma

abordagem alternativa para a teoria de Engel.

Dado um grupo G e um elemento g € G, o sink a direita de Engel para g ¢ um conjunto
Z(g) tal que, para todo a € G, os comutadores de peso suficientemente grande da forma
[g,a, ..., a] pertencem a Z(g). Ou seja, para cada a € G, existe um inteiro positivo n(a, g) tal

que:

lg,a,a,...,a] € #Z(g), paratodon > n(a,g).
——
n
Essa definicdo estabelece uma versdo alternativa do conceito de sink, considerando a
iteracdo dos comutadores em relacdo ao primeiro argumento, em contraste com a abordagem

normada a esquerda adotada nos capitulos anteriores.

Lembramos que um elemento g de um grupo G é chamado de Engel a esquerda se, para
todo x € G, existe um inteiro positivo n = n(g,x) tal que [x,g,g,...,g| = 1. Analogamente, um
N—_——

n
elemento g é dito Engel a direita se, para todo x € G, existe um inteiro positivo m = m(g, x)

tal que [g,x,x,...,x] = 1. Isso equivale a dizer que o sink a direita de g € trivial, ou seja,
——

A(e)={1}.

55
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O préximo resultado, demonstrado por Heineken, estabelece uma relagdo entre essas duas

nocoes.

Lema 5.1.1 ([23], Teorema 12.3.1). Se g € um elemento Engel a direita em um grupo G, entdo

¢~ ! é um elemento Engel 2 esquerda.

Esse resultado permite, em diversas situacdes, converter propriedades relacionadas a ele-
mentos Engel a direita para sua versao correspondente a esquerda, e vice-versa, facilitando a

andlise estrutural de grupos nos quais essas condi¢des sao relevantes.

O seguinte lema caracteriza os sinks a direita de Engel finitos.

Lema 5.1.2 ([15], Lema 2.2). Se um elemento g de um grupo G possui um sink de Engel a

direita finito, entdo
‘%(g) - {Z | = [gﬁlx] - [g7n+mx]7x € G,I’l Z 17m Z 1}

Aqui, os elementos x e os nimeros m,n do Lema anterior variam para diferentes z € ndo

sd0 Unicos.

Conseguimos adaptar alguns dos resultados demonstrados neste trabalho para o caso de
sinks a direita, desde que o grupo considerado seja finito e solivel. Em particular, verifica-se
que o Teorema 4 se mantém valido nesse novo contexto, com as devidas reformulacdes dos

resultados auxiliares.

No entanto, a adaptag@o para grupos simples apresentou obstaculos significativos, tornando

ndo triviais as extensoes desses resultados.

5.2 Sintese dos Resultados e Perspectivas

Este trabalho teve como objetivo investigar as consequéncias estruturais da existéncia de

sinks pequenos a esquerda de Engel em grupos finitos e profinitos.

Demonstramos que a limitacao da cardinalidade desses sinks impde restri¢des significativas
a estrutura dos grupos, afetando parametros como a altura de Fitting, o comprimento nao-
solivel, a ordem de subgrupos derivados e o indice de subgrupos naturalmente associados a

acado de p-elementos.

No caso dos grupos finitos, assumindo que todos os p-elementos de um subgrupo de Sylow

P e Syl p(G) possuem sinks de Engel a esquerda com cardinalidade limitada por m, provamos
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que subgrupos como [N, P], (PY) e certos subgrupos derivados possuem ordem e indice m-
limitados. Essas demonstragdes basearam-se em adaptacdes de técnicas cldssicas, como agdes

coprimas, séries de Fitting e propriedades de centralizadores.

Estendemos esses resultados ao contexto dos grupos profinitos, mesmo diante dos desafios
adicionais impostos pela topologia. Considerando a continuidade das operacdes, a estrutura dos
subgrupos fechados e o comportamento das a¢cdes conjugacionais, demonstramos que, se todos
os p-elementos de um grupo profinito possuem sinks de Engel finitos, entdo o grupo admite um

subgrupo normal que € virtualmente pro-p, com quociente pro-p’.

Tal resultado evidencia que a finitude dos sinks, mesmo sem limitacdo uniforme, ainda

impde restricdes estruturais substanciais em grupos infinitos e topologicamente mais complexos.

Outro resultado crucial para nossa abordagem foi o Teorema 2.4.2, que forneceu uma
caracterizagdo estrutural de grupos finitos a partir de seus comutadores com um automorfismo.
Esse teorema afirma que, se um grupo G satisfaz G = [G, o] para algum o € Aut(G), entdo G

¢ gerado pelos sinks de Engel associados a &, independentemente do pardmetro k considerado.

Um aspecto notdvel desse teorema € que ele nio requer que o grupo G seja soluvel, o que o
torna particularmente adequado para tratar casos mais gerais, incluindo grupos ndo soldveis.

Essa generalidade foi essencial para lidar com situagdes no contexto dos sinks a esquerda.

Contudo, a adaptacdo desses resultados para o contexto dos sinks a direita ainda permanece
incompleta. Embora tenhamos observado que o teorema principal também se verifica no caso
de grupos finitos soluveis, a generalizacdo para grupos nao soluveis ainda encontra obstaculos

técnicos relevantes.

Um dos principais obstdculos atuais reside na auséncia de um anédlogo ao Teorema de
Guralnick e Tracey para sinks a direita. Até o momento, o melhor resultado disponivel nesse

contexto € o seguinte:

Teorema 5.2.1. [17, Proposi¢cdo 3.1] Seja o um automorfismo de um grupo finito soliivel G,
tal que G =[G, o). Entdo G = Rg(q) »(@) para todo n > 1.

Essa lacuna inviabiliza, por ora, o pleno desenvolvimento das técnicas utilizadas neste
trabalho para o caso ndo solivel com sinks a direita. O avango dessa linha de pesquisa exigird
ou a formulagdo de um teorema analogo vélido para classes mais gerais de grupos, ou o

desenvolvimento de abordagens alternativas que permitam contornar essa limitagao.
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Assim, os resultados aqui obtidos consolidam uma base tedrica sélida para o estudo dos
sinks de Engel a esquerda, e apontam para direcdes promissoras em investigacdes futuras

envolvendo estruturas de grupos com sinks limitados — tanto a esquerda quanto a direita.
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