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Resumo

Estudamos grupos finitos e profinitos nos quais os sinks de Engel à esquerda de p-elementos
têm cardinalidade limitada. Um sink à esquerda de Engel de um elemento g de um grupo
G é um subconjunto que contém todos os comutadores suficientemente longos da forma
[. . . [[x,g],g], . . . ,g], com x ∈G. Mostramos que, se p é um número primo e G é um grupo finito
no qual todo p-elemento possui um sink de Engel com no máximo m elementos, então G possui
um subgrupo normal N tal que G/N é um p′-grupo e o índice [N : Op(G)] é limitado em função
de m apenas. No caso profinito, provamos que, se todo p-elemento possui um sink de Engel à
esquerda finito, então existe um subgrupo normal N ⊴ G tal que N é virtualmente pro-p e G/N

é pro-p′. As demonstrações utilizam técnicas da teoria de grupos finitos, como ações coprimas,
séries de Fitting e argumentos estruturais clássicos, aprofundando resultados anteriores sobre
grupos quase Engel e refinando abordagens desenvolvidas por Khukhro e Shumyatsky, agora
com foco nos p-elementos.
Palavras-chave: Sink de Engel; Grupos Finitos; Subgrupos de Sylow; Grupos Profinitos.



Abstract

We study finite and profinite groups in which the left Engel sinks of p-elements have bounded
cardinality. A left Engel sink of an element g of a group G is a subset that contains all
sufficiently long commutators of the form [. . . [[x,g],g], . . . ,g], where x ∈ G. We show that
if p is a prime and G is a finite group in which every p-element has a left Engel sink with
at most m elements, then G has a normal subgroup N such that G/N is a p′-group and the
index [N : Op(G)] is bounded in terms of m only. In the profinite case, we prove that if every
p-element has a finite left Engel sink, then there exists a normal subgroup N ⊴ G such that
N is virtually pro-p and G/N is pro-p′. The proofs use techniques from the theory of finite
groups, such as coprime actions, Fitting series, and classical structural arguments, extending
previous results on almost Engel groups and refining approaches developed by Khukhro and
Shumyatsky, now focusing on p-elements.
Keywords: Engel sink; Finite Group; Sylow Subgroups; Profinite Groups.
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Introdução

O estudo de propriedades de um grupo G a partir do comportamento de subconjuntos
gerados por comutadores repetidos tem sido uma ferramenta recorrente em Teoria de Grupos,
especialmente no contexto de condições do tipo Engel, onde temos por definição que um
elemento g ∈ G é dito elemento de Engel à esquerda se, para todo x ∈ G, existe um inteiro
positivo n = n(x,g) tal que:

[x,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n

] = 1.

É imediato observar que, em qualquer grupo nilpotente, todos os seus elementos satisfazem
a condição de elemento de Engel à esquerda. De fato, como a série central descendente de um
grupo nilpotente termina na identidade após um número finito de passos, qualquer comutador
do tipo [x,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸

n

] = 1 para algum n suficientemente grande. Em outras palavras, a definição

de nilpotência implica diretamente que todo elemento do grupo é de Engel. Dizemos que um
grupo é de Engel quando todos os seus elementos são de Engel à esquerda. Assim, todo grupo
nilpotente é, necessariamente, um grupo de Engel.

A recíproca, contudo, não é verdadeira. Estabelecer que a condição de Engel para todos os
elementos implica a nilpotência do grupo exige um argumento mais elaborado. Esse resultado
foi demonstrado por Zorn no contexto de grupos finitos, como formalizado a seguir:

Teorema 1. [23, Teorema 12.3.4] Um grupo de Engel finito é nilpotente.

Esse teorema constitui um marco clássico na teoria de Engel, ao mostrar que, no contexto
de grupos finitos, a condição de Engel é suficiente para garantir a nilpotência.

Ainda considerando as condições de Engel, destacamos um resultado clássico devido a
Baer, que estabelece uma importante caracterização dos elementos de Engel à esquerda no
contexto de grupos finitos. Tal caracterização permite vincular propriedades de comutação à
estrutura do grupo, em especial ao seu subgrupo de Fitting.
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Teorema 2. [9, Capítulo III, Teorema 6.15] Seja G finito. Um elemento g de G é Engel à

esquerda se, e somente se, g pertence ao subgrupo de Fitting F(G) de G.

Esse resultado é particularmente útil, pois fornece um critério para reconhecer elementos de
Engel à esquerda como pertencentes ao subgrupo de Fitting. Com isso, é possível, em diversas
demonstrações, deduzir que certos elementos se encontram necessariamente na parte nilpotente
do grupo.

Essa ideia foi estendida nos últimos anos por Khukhro e Shumyatsky ao considerar os
subgrupos

En(g) = ⟨[x,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n

] | x ∈ G⟩,

provando o seguinte resultado:

Teorema 3. [13, Teorena 1.1] Seja g um elemento de um grupo solúvel finito G, e n um inteiro

positivo. Se a altura de Fitting de En(g) é igual a k, então g pertence a Fk+1(G).

Ainda considerando comutadores repetidos, Khukhro e Shumyatsky introduzem em [14]
a ideia de grupos quase Engel (almost Engel groups). Nessa abordagem, não se exige que os
comutadores eventualmente se tornem triviais, mas sim que pertençam a um conjunto finito
E (g) (denominado sink ou sink à esquerda de g), para cada g ∈ G.

A análise dos grupos para os quais existe uma uniformidade no tamanho desses conjuntos -
isto é, |E (g)| ≤ m para todo g ∈ G - revelou fortes consequências sobre a estrutura de G.

Em particular, foi provado em [14, Teorema 3.1] que, se todos os elementos de um grupo
finito possuem sinks de Engel com cardinalidade no máximo m, então existe um subgrupo
normal N, cuja ordem é limitada em função de m, tal que o quociente G/N é nilpotente. Esse
resultado não apenas fornece uma generalização quantitativa do teorema de Baer, como também
abre caminho para aplicações em contextos mais gerais, como grupos profinitos, que veremos a
seguir.

Além disso, alguns resultados na literatura reforçam o papel estrutural dos sinks à esquerda
com cardinalidade limitada. Um exemplo aparece em [2, Teorema 1.2], onde se considera a
ação coprima de um grupo abeliano elementar A de ordem q2, com q primo, sobre um grupo
finito G. Supondo que, para todo a ∈ A#, cada elemento g ∈CG(a) possui sink E (g) com no
máximo m elementos, os autores demonstram que a ordem de γ∞(G) — o residual nilpotente de
G — é limitada em função apenas de m. Esse resultado exemplifica como a presença de sinks

pequenos permite controlar aspectos profundos da estrutura do grupo, mesmo em situações
envolvendo ações externas.
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Outro exemplo relevante é apresentado em [16, Teorema 1.3], onde se mostra que, se um
grupo finito G admite um automorfismo ϕ de ordem prima coprima com |G|, e cada elemento de
CG(ϕ) possui um sink à esquerda de cardinalidade no máximo m, então G possui um subgrupo
normal metanilpotente de índice limitado em função apenas de m. Tal resultado reforça a ideia
de que sinks de Engel de tamanho controlado impõem restrições significativas à estrutura do
grupo, permitindo o controle quantitativo de parâmetros importantes.

Neste trabalho, aprofundamos essa linha de investigação ao considerar o seguinte cenário:

Teorema 4. Seja p um número primo e G um grupo finito tal que |E (g)| ≤ m para todo

p-elemento g ∈ G. Então, G possui um subgrupo normal N tal que G/N é um p′-grupo e o

índice [N : Op(G)] é limitado em função apenas de m.

O resultado acima pode ser interpretado como uma extensão natural dos trabalhos anteriores,
mas que exige novas técnicas, pois a análise é feita exclusivamente sobre os p-elementos, em
vez de todos os elementos de G.

Cabe observar que, se todos os p-elementos de G satisfazem a condição |E (g)| ≤ m, então
N coincide com o subgrupo residual Op′(G), que é o menor subgrupo normal de G tal que o
quociente G/Op′(G) é um p′-grupo. Nesse cenário, o teorema assegura que a existência de
sinks de Engel limitados para todos os p-elementos de G implica uma forte restrição estrutural
sobre o p-residual do grupo.

A prova utiliza ferramentas da teoria de ações coprimas, estruturas envolvendo subgrupos
quase Engel, bem como argumentos relacionados à série de Fitting e à série não-solúvel. Além
disso, demonstramos como a estrutura dos sinks de p-elementos pode ser explorada para
controlar limites quantitativos sobre a estrutura de certos subgrupos.

Como discutido anteriormente, diversos resultados estabelecidos para grupos finitos ad-
mitem extensões significativas no contexto dos grupos profinitos. Um marco relevante nesse
sentido é o teorema de Wilson e Zelmanov [27], que afirma que todo grupo profinito de Engel
é localmente nilpotente — estabelecendo uma ponte conceitual entre a condição de Engel e a
estrutura local desses grupos topológicos.

Um exemplo importante encontra-se em [14, Teorema 1.2], onde Khukhro e Shumyatsky
demonstram que, se G é um grupo compacto quase Engel, então existe um subgrupo normal
finito N tal que o quociente G/N é localmente nilpotente. Esse resultado evidencia que a
presença de sinks finitos, continua a produzir fortes implicações estruturais, inclusive em
contextos topológicos.
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Adicionalmente, estendemos essa linha de investigação ao contexto profinito, obtendo um
resultado análogo àquele demonstrado para grupos finitos. Demonstramos o seguinte:

Teorema 5. Seja p um número primo e G um grupo profinito no qual todo p-elemento possui

um sink de Engel finito. Então, G possui um subgrupo normal N tal que N é virtualmente pro-p

e G/N é um grupo pro-p′.

Estendemos esses resultados ao contexto dos grupos profinitos, mesmo diante dos desafios
adicionais impostos pela topologia. Considerando a continuidade das operações, a estrutura
dos subgrupos fechados e o comportamento das ações conjugacionais, observamos que, se
todos os p-elementos de um grupo profinito possuem sinks de Engel finitos, então o grupo
possui um subgrupo normal que é virtualmente pro-p, com quociente pro-p′. Trata-se de uma
generalização significativa do caso finito, que evidência como a finitude dos sinks continua
impondo restrições estruturais mesmo em grupos com topologia profinita.

Lembre-se de que um grupo profinito é dito possuir uma propriedade virtualmente se admite
um subgrupo aberto com tal propriedade. De forma um tanto surpreendente, a demonstração
do Teorema 5 apresentada não utiliza o Teorema 4.

Nas linhas que se seguem, apresentamos a organização deste trabalho.

No Capítulo 1, reunimos as definições, notações e resultados elementares que serão utili-
zados ao longo do texto, algumas vezes sem menção explícita. Essa seção serve como base
técnica para o desenvolvimento dos capítulos seguintes.

No Capítulo 2, estabelecemos limites para parâmetros como a altura de Fitting, a ordem
de subgrupos específicos e o comprimento não-solúvel, todos em função da cardinalidade dos
sinks de Engel. O capítulo também reúne resultados clássicos e apresenta novos avanços que
aprofundam a compreensão do impacto da existência de sinks limitados na estrutura dos grupos
finitos.

No Capítulo 3, demonstramos o Teorema 4, investigando como a existência de sinks de
Engel com cardinalidade limitada para p-elementos impõe restrições estruturais significativas
em grupos finitos. A abordagem concentra-se na análise do fecho normal dos p-subgrupos
de Sylow, cuja ordem é controlada em função de m, por meio de técnicas envolvendo ações
coprimas, séries de Fitting e outras ferramentas da teoria de grupos finitos. O capítulo mostra
como essas limitações impõem vínculos quantitativos sobre o p-residual do grupo, destacando
a influência das condições de Engel na estrutura dos grupos finitos.

O Capítulo 4 é dedicado à extensão dos resultados para o contexto dos grupos profinitos.
Iniciamos com a apresentação de conceitos topológicos fundamentais, incluindo a definição de
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grupos profinitos. Em seguida, analisamos propriedades de grupos quase Engel nesse ambiente
e demonstramos o Teorema 5, que constitui uma generalização do caso finito. Esse resultado
evidencia que a finitude dos sinks continua impondo restrições estruturais relevantes, mesmo
em grupos profinitos.

Por fim, o Capítulo 5 apresenta a definição dos sinks à direita de Engel e discute brevemente
a possibilidade de adaptação dos resultados obtidos para essa nova configuração. Comentamos
que o resultado principal pode ser estendido ao caso de grupos finitos solúveis, embora
a generalização para grupos simples apresente obstáculos significativos. Encerramos esse
capítulo com as considerações finais do trabalho.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentamos definições essenciais e resultados fundamentais da Teoria de
Grupos, que constituem a base teórica indispensável para as discussões desenvolvidas ao longo
deste trabalho. Em particular, abordamos conceitos como grupos solúveis, grupos nilpotentes
e ações de grupos, fundamentando-nos em referências consagradas, como os trabalhos de
Blackburn e Huppert [4], Isaacs [10], Robinson [23] e Rose [24].

1.1 Princípios Básicos

Neste trabalho, trabalharemos extensivamente com noções da Teoria de Grupos. Iniciamos,
portanto, apresentando um dos conceitos fundamentais que estará presente em grande parte das
construções e argumentos desenvolvidos: o comutador de dois elementos de um grupo.

Definição 1.1.1. Seja G um grupo e sejam a,b elementos de G. Definimos o comutador de a e
b como o elemento a−1b−1ab = a−1ab e denotamos ele por [a,b].

Definimos, recursivamente, o comutador simples (ou normado à esquerda) dos elementos
a1, . . . ,an ∈ G da seguinte forma:

[a1, . . . ,an] = [[a1, . . . ,an−1] ,an] ,

e por convenção [a1] = a1.

A seguir, enunciamos um lema que contém propriedades elementares dos comutadores,
cuja demonstração pode ser encontrada em [23, Teorema 5.1.5].

Lema 1.1.2. Se G é um grupo e a,b,c ∈ G, então:

6
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(i) [a,b] = [b,a]−1;

(ii) [ab,c] = [a,c]b[b,c] = [a,c][[a,c],b][b,c];

(iii) [a,b−1] = ([a,b]b
−1
)−1;

(iv) [a,b−1,c]b[b,c−1,a]c[c,a−1,b]a = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Outras propriedades elementares são decorrentes dessas, como por exemplo, [a,b]c = [ac,bc]

e [a,bc] = [a,c][a,b]c.

Lembrando que, dado um subconjunto S de um grupo G, definimos o subgrupo gerado por
S, denotado por ⟨S⟩, como o menor subgrupo de G que contém S. Para H e K subconjuntos de
um grupo G, definimos o subgrupo comutador como:

[H,K] = ⟨[h,k] | h ∈ H,k ∈ K⟩.

Note que [H,K] = [K,H], já que [h,k] = [k,h]−1 e os inversos dos geradores geram o mesmo
subgrupo. Em particular, [G,G] é o subgrupo derivado de G, o qual denotaremos por G′.

Lema 1.1.3 (Lema dos Três Subgrupos). Sejam X ,Y,Z subgrupos de um grupo G tais que
[X ,Y,Z] = [Y,Z,X ] = 1. Então [Z,X ,Y ] = 1.

Introduzimos agora um subgrupo importante na teoria dos grupos: o subgrupo de Frattini,
denotado por Φ(G). Ele é definido como a interseção de todos os subgrupos maximais de G.
No caso em que G não tem subgrupos maximais, por convenção Φ(G) = G.

Um conceito útil relacionado ao subgrupo de Frattini é o de elemento não-gerador de
G. Dizemos que um elemento g ∈ G é um não-gerador se, para todo subconjunto X ⊆ G,
a igualdade G = ⟨g,X⟩ implicar necessariamente que G = ⟨X⟩. Em outras palavras, g não
contribui de forma essencial para a geração de G.

Com isso, o subgrupo de Frattini também pode ser caracterizado em termos dos elementos
não-geradores, como afirma o lema a seguir.

Lema 1.1.4. [23, Lema 5.2.12] Em qualquer grupo G, o subgrupo de Frattini é igual ao conjunto
formado pelos elementos não-geradores de G.

Apresentamos agora um resultado fundamental para a manipulação de interseções e produ-
tos de subgrupos: a Lei Modular de Dedekind, cuja demonstração pode ser encontrada em [23,
Teorema 1.3.14]. Essa identidade é uma ferramenta útil na estrutura dos grupos, permitindo
reescrever interseções de forma conveniente e facilitando a análise de subgrupos normais e
séries de subgrupos.
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Lema 1.1.5 (Lei Modular de Dedekind). Sejam H,K e L subgrupos de um grupo G com H ≤ L.
Então, H ∩ (LK) = (H ∩L)K.

O próximo lema apresenta propriedades fundamentais do subgrupo de Frattini.

Lema 1.1.6 ([23, Teorema 5.2.13]). Seja G um grupo finito.

(i) Se N ⊴ G, H ≤ G e N ≤Φ(H), então N ≤Φ(G).

(ii) Se K ⊴ G, então Φ(K)≤Φ(G).

(iii) Se N ⊴ G, então Φ(G/N)≥ (Φ(G)N)/N, com igualdade se N ≤Φ(G).

(iv) Se A é um subgrupo normal abeliano de G tal que Φ(G)∩ A = 1, então existe um
subgrupo H tal que G = HA e H ∩A = 1.

No decorrer do texto, utilizamos as definições de π-elementos da seguinte maneira. Consi-
deremos P como o conjunto de todos os números primos, π como um subconjunto não vazio
de P e π

′ como o complementar de π em P, ou seja, π
′ = P\π .

Definimos um número natural m como sendo um π-número se todos os seus divisores
pertencem a π . Um elemento de um grupo é denominado um π-elemento se a sua ordem é um
π-número. Analogamente, definimos um π

′-número e um π
′-elemento.

Para manter a coerência com as notações anteriores, quando π = {p}, simplificamos e
chamamos de p-elemento. Além disso, dado um grupo finito G e um primo p, definimos o
p-core, denotado por Op(G), como o maior p-subgrupo normal de G.

Se π1, . . . ,πm são conjuntos de primos, a definição do subgrupo normal Oπ1,...,πm(G) de G,
de acordo com [4, p. 407], é realizada por indução em m, como segue:

Oπ1,...,πm+1(G)/Oπ1,...,πm(G) = Oπm+1(G/Oπ1,...,πm(G)).

Para um grupo finito arbitrário G, determinar Φ(G) pode ser uma tarefa desafiadora. No
entanto, no caso de G ser um p-grupo finito, demonstra-se em [18, Teorema 5.2.8] que Φ(G) é
o menor subgrupo normal de G cujo quociente induzido é abeliano elementar.

Lembre-se de que um p-grupo G é chamado abeliano elementar se G for abeliano e houver
um primo p tal que todos os elementos de G, exceto a identidade, tenham ordem p. Em outras
palavras, Gp = ⟨gp | g ∈ G⟩ é trivial.

Com base nessa informação, podemos deduzir a seguinte descrição para o subgrupo de
Frattini de p-grupos finitos:
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Lema 1.1.7. Seja G um p-grupo finito. Então Φ(G) = G′Gp.

Demonstração. Primeiramente, observe que o quociente G/G′Gp é um p-grupo abeliano
elementar, o que implica Φ(G)≤ G′Gp.

Por outro lado, seja M um subgrupo maximal de G. Pelo [24, Teorema 6.6], M é normal e
possui índice p em G, de modo que G/M tem ordem p. Consequentemente, G′Gp ≤M.

Como isso vale para todo subgrupo maximal M de G, segue que G′Gp ≤Φ(G).

Assim, concluímos que Φ(G) = G′Gp.

1.2 Grupos Solúveis, Grupos Nilpotentes e o Subgrupo de
Fitting

A estrutura de um grupo pode ser estudada por meio de suas séries normais, sendo duas das
mais relevantes a série abeliana e a série central, utilizadas na definição de grupos solúveis e
nilpotentes.

Definição 1.2.1. Um grupo G é dito solúvel se possui uma série normal

1 = G0 ▹G1 ▹ · · ·▹Gn = G

cujos quocientes Gi+1/Gi são abelianos para todo i. Uma tal série é chamada série abeliana de
G.

Quando G é solúvel, o comprimento da menor série abeliana de G é denominado com-
primento derivado de G. Temos que a classe dos grupos solúveis é fechada com respeito a
subgrupos, quocientes e extensões de seus membros. Em particular, como o produto finito de
subgrupos normais solúveis é um subgrupo normal solúvel, para um grupo finito G podemos
definir o radical solúvel de G, que será denotado por R(G), como sendo o maior subgrupo
normal solúvel de G.

Adicionalmente, vale destacar que, se G é um grupo solúvel finito e N ⊴ G é um subgrupo
normal minimal, então N é um grupo abeliano elementar.
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Uma caracterização alternativa da solubilidade de um grupo pode ser feita por meio da
série derivada, definida indutivamente como:

G(0) = G

G(1) = [G,G] = G′,

G(n) = [G(n−1),G(n−1)],

onde o subgrupo G(n) é denominado n-ésimo derivado de G.

Definida desta maneira, a série derivada de um grupo G é uma cadeia descente de sub-
grupos característicos de G cujos fatores G(i)/G(i+1) são abelianos, refletindo o grau de não
comutatividade do grupo. Um grupo G é solúvel se, e somente se, sua série derivada se torna
trivial em alguma etapa, isto é, se existe n tal que G(n) = 1.

Definição 1.2.2. Um grupo G é dito nilpotente se possui uma série normal

1 = G0 ≤ G1 ≤ ·· · ≤ Gn = G

cujos quocientes Gi+1/Gi estão contidos no centro de G/Gi para todo i. Uma tal série é
chamada série central de G.

Segue da própria definição que todo grupo nilpotente é solúvel. A classe dos grupos
nilpotentes é fechada com respeito a subgrupos e quocientes de seus membros. Também é
verdade que o produto de dois subgrupos normais nilpotentes de um grupo é nilpotente.

No entanto, ao contrário da classe dos grupos solúveis, a nilpotência não é fechada para
extensões. Um exemplo clássico é o grupo simétrico S3, que possui comprimento derivado
igual a 2, tornando-o solúvel. No entanto, S3 não é nilpotente, pois sua série central inferior
não atinge o grupo trivial, estabilizando-se no subgrupo alternado A3.

Quando G é nilpotente, o comprimento da menor série central de G é denominado classe
de nilpotência de G. Para medir essa estrutura, podemos utilizar a série central inferior de G,
definida por

γ1(G) = G,

γn(G) = [γn−1(G),G].

Essa série nos informa o quão longe um grupo está de ser central e fornece uma condição
equivalente para a nilpotência, onde um grupo G é nilpotente se, e somente se, existe um
número n tal que γn(G) = 1.
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A nilpotência de um grupo é uma propriedade estrutural que pode ser caracterizada de
diversas formas. No caso de grupos finitos, algumas dessas caracterizações estão reunidas no
próximo resultado.

Lema 1.2.3. Seja G um grupo finito. As seguintes condições são equivalentes:

(i) G é nilpotente;

(ii) γn(G) = 1 para algum inteiro positivo n;

(iii) Se H < G, então H < NG(H);

(iv) Todos os subgrupos maximais de G são normais em G;

(v) Todos os subgrupos de Sylow de G são normais em G;

(vi) G é isomorfo ao produto direto de seus subgrupos de Sylow;

(vii) Se a,b ∈ G têm ordens coprimas, então a e b comutam.

De maneira análoga à definição do radical solúvel de um grupo G, podemos definir o maior
subgrupo normal nilpotente de G, cuja fundamentação baseia-se no seguinte resultado de H.
Fitting.

Lema 1.2.4. [24, Teorema 10.22] Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de um grupo G.
Então MN é nilpotente.

A partir disso, dado um grupo G, definimos o subgrupo de Fitting de G, denotado por F(G),
como sendo o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de G. Claramente,
se G é um grupo finito, então F(G) é nilpotente.

Um grupo finito pode ter subgrupo de Fitting trivial, mesmo sem ser simples. Um exemplo
disso é o grupo simétrico S5. No entanto, conforme argumentaremos a seguir, para todo grupo
finito solúvel e não trivial G, o subgrupo de Fitting F(G) é necessariamente não trivial.

No contexto dos grupos finitos, introduzimos o conceito de grupos caracteristicamente
simples. Um grupo finito e não trivial G é chamado de caracteristicamente simples se não
possuir nenhum subgrupo característico próprio e não trivial.

Lema 1.2.5. [6, Teorema 1.4] Um grupo caracteristicamente simples é um produto direto de
um número finito de grupos simples mutuamente isomorfos.
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O resultado acima será fundamental na análise de subgrupos normais minimais em grupos
finitos, com ênfase especial na estrutura dos grupos solúveis.

Lema 1.2.6. Seja G um grupo finito não trivial. Então, qualquer subgrupo normal minimal
de G é caracteristicamente simples. Se, além disso, G for solúvel, tal subgrupo é p-abeliano
elementar para algum primo p, e, em particular, F(G) ̸= 1.

Demonstração. Seja N um subgrupo normal minimal de G. Como qualquer subgrupo caracte-
rístico de N também é normal em G, a minimalidade de N implica que ele não possui subgrupos
característicos próprios não triviais. Assim, N é caracteristicamente simples.

No caso em que G é solúvel, pelo Lema 1.2.5, N é o produto direto de um número finito de
grupos simples solúveis e mutuamente isomorfos. No entanto, um grupo simples solúvel não
trivial tem ordem prima, o que implica que N é um grupo p-abeliano elementar para algum
primo p.

Como N é normal em G e nilpotente, segue que N ⊆ F(G), garantindo que F(G) ̸= 1.

Outra propriedade importante do subgrupo de Fitting de grupos finitos solúveis é a seguinte.

Lema 1.2.7. [23, Teorema 5.4.4] Seja G um grupo finito solúvel. Então CG(F(G)) = Z(F(G)).

Agora, definimos os subgrupos Fn(G) indutivamente da seguinte maneira:

F0(G) = 1
F1(G) = F(G)

Fi+1(G)/Fi(G) = F(G/Fi(G)), i = 1,2, . . . .

Assim, temos a seguinte série

1 = F0(G)< F1(G)< F2(G)< · · · .

Essa sequência ascendente de subgrupos é conhecida como série de Fitting de G, e o menor
número h = h(G) com a propriedade Fh(G) = G, é denominado altura de Fitting de G.

No caso em que G é um grupo solúvel finito, este número minimal sempre existe. Além
disso, mostra-se que a série de Fitting é a série de menor comprimento possível entre as séries
ascendentes de G com fatores nilpotentes. Por fim, G é nilpotente se, e somente se, h(G) = 1.

Listamos aqui alguns resultados conhecidos sobre altura de Fitting, que serão usados em
futuras demonstrações.
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Lema 1.2.8. Sejam G e K grupos solúveis e sejam H,N ≤ G, com N ⊴ G. Então:

(i) h(H)≤ h(G);

(ii) h(G/N)≤ h(G);

(iii) h(G)≤ h(N)+h(G/N);

(iv) h(G×K) = max{h(G),h(K)}.

Demonstração. Com o objetivo de simplificar a notação, seja Fi = Fi(G) para todo i inteiro
positivo. Assuma que 1 = F0 ≤ F1 ≤ ·· · ≤ Fn = G seja a série de Fitting de G.

(i) Observe que a série de Fitting de G naturalmente induz uma série para H da seguinte
maneira:

1 = H ∩F0 ≤ H ∩F1 ≤ ·· · ≤ H ∩Fn = H.

Perceba que cada quociente H ∩Fi/H ∩Fi−1 é isomorfo a um subgrupo de Fi/Fi−1, o
qual é nilpotente. Portanto, temos h(H)≤ h(G).

(ii) Como em (i), observe que

1 = F0N/N ≤ F1N/N ≤ ·· · ≤ FnN/N = G/N

é uma série de fatores nilpotentes de G/N, já que para todo i = 1, . . . ,n o grupo
FiN/N

Fi−1N/N
é nilpotente. Portanto, temos h(G/N)≤ h(G).

(iii) Considere as séries de Fitting

1 = N0 ≤ N1 ≤ ·· · ≤ Na = N e 1 = M0 ≤M1 ≤ ·· · ≤Mb = G/N

de N e G/N, respectivamente. Para cada i = 0, . . . ,b, existe único Na+i ⊴ G, tal que
N ≤ Na+i e Na+i/N = Mi. Agora, a série normal

1 = N0 ≤ N1 ≤ ·· · ≤ Na = N ≤ Na+1 ≤ ·· · ≤ Na+b = G

é uma série de Fitting de G. Logo, h(G)≤ h(N)+h(G/N).

(iv) Seja 1 = K0 ≤ K1 ≤ ·· · ≤ Km = K uma série de Fitting de K. Assuma, sem perda de
generalidade, que n≤ m. A série

1 = F0×K0 ≤ F1×K1 ≤ ·· ·Fn×Kn ≤ Fn×Kn+1 ≤ ·· ·Fn×Km = G×K
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é uma série de Fitting de G×K. Portanto, temos h(G×K) ≤ max{h(G),h(K)}. No
entanto, de acordo com (i), também temos max{h(G),h(K)} ≤ h(G×K). Portanto, a
igualdade é estabelecida.

Lema 1.2.9. Seja G um grupo solúvel finito não trivial. Então

h(G) = h(G/F(G))+1.

Demonstração. Considere G = G/F(G) e suponha que h(G) = n. Considere a série de Fitting
para G:

1 = F0(G)≤ F1(G)≤ ·· · ≤ Fn(G) = G.

Para cada 0≤ i≤ n, seja Fi(G) o i-ésimo termo da série de Fitting de G. Com isso, temos a
seguinte série para G:

F(G) = F0(G)≤ F1(G)≤ ·· · ≤ Fn(G) = G.

Como Fi+1(G)/Fi(G) = F(G/Fi(G)), temos que Fi+1(G)/Fi(G) = F(G/Fi(G)), para todo
0≤ i≤ n−1, e sendo F(G) nilpotente, temos que a série anterior torna-se:

1≤ F(G)≤ F1(G)≤ ·· · ≤ Fn(G) = G,

que é uma série de Fitting para G de comprimento n+1.

Claramente, temos que h(G) = n+1, pois, caso contrário, poderíamos construir uma série
de Fitting para G com altura menor do que n, o que seria um absurdo. Assim, o resultado
segue.

Um grupo finito G é dito quase simples se G/Z(G) é simples e G = G′. Um subgrupo quase
simples subnormal de um grupo G é chamado de componente de G. Denotemos por Comp(G)

o conjunto de todas as componentes de G e por E(G) o subgrupo gerado por Comp(G), ou
seja, E(G) = ⟨Comp(G)⟩. Comumente, esse subgrupo é denominado de layer de G.

Note que E(G) é o produto das componentes de G e é característico em G. Um grupo G

pode não possuir componentes, por exemplo, isso ocorre quando G é solúvel, resultando em
E(G) = 1.

Um fato importante sobre as componentes de um grupo finito pode ser encontrado no
resultado a seguir.
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Lema 1.2.10. [10, Teorema 9.4] Sejam H e K componentes distintas de um grupo finito G.
Então [H,K] = 1.

A ideia central da demonstração é provar, por indução na ordem de G, que duas componentes
distintas comutam entre si. O argumento explora o fato de que, em um grupo simples, duas
componentes não podem coincidir com G, levando a uma contradição. No caso geral, analisa-se
o quociente G = G/N, onde N é um subgrupo normal minimal, e mostra-se que as imagens
de H e K nesse quociente continuam sendo componentes. A indução é então aplicada a G, e,
combinando com o Lema dos Três Subgrupos, conclui-se que [H,K] = 1. No caso final, se
H = K, a suposição de que são distintas leva a uma contradição estrutural.

Desta maneira, segue do Lema 1.2.10 que as componentes de um grupo finito normalizam-
se e cada componente é normal em E(G). Agora, sendo G um grupo finito, o subgrupo de
Fitting generalizado de G é definido por F∗(G) = F(G)E(G). E de acordo com [10, Teorema
9.8], o subgrupo de Fitting generalizado possui a seguinte propriedade: CG(F∗(G))⊆ F∗(G).

1.3 Ações de Grupos

Nesta seção, abordaremos as ações de grupos, com ênfase na ação coprima, destacando
suas principais propriedades.

Sejam G um grupo e Ω um conjunto não vazio. Suponha que exista uma operação "⋆"tal
que, para cada elemento g ∈ G e x ∈Ω é bem definido um elemento x⋆g ∈Ω. Para simplificar
a notação, frequentemente denotamos o elemento x⋆g como xg. Dizemos que essa operação
define uma ação de G sobre Ω se as seguintes condições são satisfeitas:

• x1 = x para todo x ∈Ω;

• (xg)h = xgh para todo x ∈Ω e g,h ∈ G.

Uma ação de um grupo G sobre um conjunto Ω é denominada fiel se xg = x implica
necessariamente g = 1. Em contrapartida, se xg = x para todo g ∈G e para todo x ∈Ω, dizemos
que a ação é trivial.

Um elemento x ∈Ω é dito G-invariante se é fixado por todos os elementos de G, ou seja,
xg = x para todo g∈G. De maneira mais geral, um subconjunto Y ⊆Ω é chamado G-invariante
se, para cada y ∈ Y e g ∈ G, temos yg ∈ Y , isto é, Y é estável sob a ação do grupo.

O conjunto dos elementos g ∈ G que fixam um dado α ∈Ω é chamado de estabilizador de
α , denotado por

stabG(α) = {g ∈ G | αg = α}.
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É imediato verificar que stabG(α) é um subgrupo de G. De fato, o elemento identidade 1 ∈ G

pertence ao estabilizador, e se a,b ∈ stabG(α), então α
a = α = α

b. Isso implica que α
b−1

= α ,
logo b−1 ∈ stabG(α). Além disso, α

ab−1
= (αa)b−1

= α , e assim ab−1 ∈ stabG(α), garantindo
que stabG(α)≤ G.

Agora, suponha que o grupo G age sobre o conjunto Ω. Podemos definir uma relação ∼ em
Ω da seguinte forma: para quaisquer x,y ∈Ω, dizemos que x∼ y se existir g ∈G tal que xg = y.
Essa relação é facilmente verificada como uma relação de equivalência, e, portanto, induz uma
partição de Ω. Para cada x ∈Ω, o conjunto

orb(x) = {xg | g ∈ G}

é chamado de órbita de x. O resultado a seguir fornece informações importantes sobre a
cardinalidade de orb(x) com base na estrutura do grupo.

Lema 1.3.1 (Teorema 3.1.5). [18] Seja G um grupo que age sobre um conjunto Ω. Então, para
cada x ∈Ω tem-se que, |orb(x)|= [G : stabG(x)].

Uma situação particular ocorre quando a ação de um grupo G sobre um conjunto Ω resulta
em uma única órbita. Nesse caso, dizemos que G age transitivamente sobre Ω. Essa condição
nos conduz ao célebre resultado apresentado a seguir.

Lema 1.3.2 (Teorema 3.1.4 - Argumento de Frattini). [18] Seja G um grupo agindo sobre um
conjunto Ω. Suponha que G contenha um subgrupo normal N que age transitivamente sobre Ω.
Então, para todo x ∈Ω, temos G = stabG(x)N.

Demonstração. Seja g ∈ G. Como N age transitivamente sobre Ω, existe n ∈ N tal que:

xn = xg.

Ou seja, x(gn−1) = x, o que significa que gn−1 ∈ stabG(x). Assim, podemos reescrever g como:

g = (gn−1)n,

onde gn−1 ∈ stabG(x) e n ∈ N. Portanto, g ∈ stabG(x)N, provando que G⊆ stabG(x)N.
A outra inclusão é imediata, visto que stabG(x)⊆ G e N ⊆ G. Portanto, G = stabG(x)N,

como desejado.

Corolário 1.3.3. Seja G um grupo finito e N ⊴ G. Seja P um p-subgrupo de Sylow de N.
Então G = NG(P)N.
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Demonstração. Consideramos a ação do grupo G sobre o conjunto dos conjugados de P, ou
seja, a ação de G sobre X = {Pg | g ∈ G} por conjugação, dada por:

g ·Ph = Pgh, para todo g,h ∈ G.

Por definição, NG(P) é o estabilizador de P nessa ação, pois contém exatamente os elemen-
tos de G que deixam P invariante por conjugação, ou seja:

NG(P) = {g ∈ G | Pg = P}.

Além disso, como N é normal em G, ele age transitivamente sobre os conjugados de P. De
fato, para qualquer Pg ∈ X , temos que Pg = Pgn para algum n ∈ N, pois N é normal e, portanto,
seus elementos conjugam P dentro do conjunto dos seus conjugados.

Agora, aplicamos o Lema 1.3.2, que nos garante que, sob essas condições, G = stabG(P)N.
Como vimos, o estabilizador de P é precisamente NG(P), logo obtemos G = NG(P)N.

Sejam A e G grupos. Dizemos que A age por automorfismos sobre G, se A age sobre G

como conjunto e além disso, (g1g2)
a = ga

1ga
2, para quaisquer g1,g2 ∈G e a∈ A. Nesse contexto,

se A e G são grupos finitos tais que (|A|, |G|) = 1, dizemos que tal ação é coprima.

Suponhamos que um grupo H age por automorfismos sobre um grupo N. Então, existe um
homomorfismo ϕ : H −→ Aut(N) definido por h 7−→ ϕh. Assim, podemos sempre construir
um grupo, unicamente determinado por H,N e o homomorfismo ϕ , que é o produto semidireto
de H e N, que denotamos por N ⋊H.

Definimos o centralizador de A em G como CG(A) = {g ∈ G | g é A-invariante}. Especifi-
camente, para ϕ ∈ A, podemos expressar o subgrupo comutador [G,ϕ] da seguinte maneira:
[G,ϕ] = ⟨g−1gϕ | g ∈ G⟩. De maneira mais geral, temos [G,A] = ⟨[G,ϕ] | ϕ ∈ A⟩.

Por fim, listamos alguns fatos fundamentais sobre ações de automorfismos, que serão
usados ao longo do texto. As demonstrações detalhadas podem ser encontradas nos Capítulos 3
e 4 de [10].

Lema 1.3.4. [10, Corolário 4.20] Seja A agindo via automorfismos sobre G, onde A e G são
grupos, e seja H ⊆ G. Então, as seguintes condições são equivalentes:

(i) Toda classe lateral à direita de H em G é um subconjunto A-invariante.

(ii) Toda classe lateral à esquerda de H em G é um subconjunto A-invariante.
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(iii) [G,A]⊆ H.

Em particular, [G,A] é o menor subgrupo de G com a propriedade de que todas as suas
classes laterais à direita são A-invariantes, e de forma similar se "esquerda"substituir "direita".

Outra propriedade fundamental é a preservação de centralizadores sob quocientes em ações
de automorfismos quando a ordem do grupo que age é coprima à do subgrupo normal envolvido.

Lema 1.3.5. [10, Corolário 3.28] Seja A um grupo que age via automorfismos sobre G, onde
A e G são grupos finitos, e seja N ▹G um subgrupo A-invariante. Assuma que (|A|, |N|) = 1.
Escrevendo G = G/N, temos que CG(A) =CG(A).

A ideia central da demonstração é identificar os elementos fixados por A no quociente G/N.
Esses elementos correspondem exatamente às classes laterais gN que são fixadas pela ação
induzida de A, o que ocorre quando g ∈ CG(A). Assim, os elementos fixos de A em G são
exatamente as classes lateiras que contêm elementos de CG(A), isto é, a imagem de CG(A) em
G, que é CG(A).

Além disso, a ação sobre o quociente de Frattini pode ser usada para deduzir a trivialidade
de toda a ação em G.

Lema 1.3.6. [10, Corolário 3.29] Seja A um grupo que age via automorfismos sobre G, onde A

e G são grupos finitos, e assuma que (|A|, |G|) = 1. Se a ação induzida de A no quociente de
Frattini G/Φ(G) é trivial, então a ação de A em G é trivial.

A ideia central da prova consiste em mostrar que cada elemento a ∈ A pertence a CA(G), ou
seja, que A centraliza G. Como estamos lidando com uma ação coprima e o argumento se reduz
ao comportamento de cada automorfismo individualmente, não há perda de generalidade em
assumir que A = ⟨a⟩ é cíclico. Nesse caso, como subgrupos cíclicos finitos são sempre solúveis,
pode-se aplicar o Lema 1.3.5 com G = G/Φ(G), o que garante que CG(A) =CG(A). Utilizando
o fato de que a ação é trivial em G, deduzimos que G =CG(A)Φ(G), e pela caracterização do
subgrupo de Frattini, isso implica que G =CG(A). Assim, a ação de A em G é trivial.

Uma importante consequência das ações de automorfismos em grupos de ordem coprima
está na relação entre comutadores, conforme o próximo lema.

Lema 1.3.7. [10, Lema 4.28 e Lema 4.29] Seja A um grupo que age por automorfismos sobre
um grupo G, onde A e G são grupos finitos e assuma que (|A|, |G|) = 1. Então G =CG(A)[G,A]

e [G,A,A] = [G,A].
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Demonstração. Para primeira parte, consideremos o quociente G = G/[G,A]. Como [G,A] é o
subgrupo gerado pelos comutadores de G com A, temos que a ação de A sobre G é trivial. Em
outras palavras, G⊆CG(A).

Por outro lado, pelo Lema 1.3.5, temos que CG(A) =CG(A). Logo,

CG(A)[G,A] =CG(A) = G.

Isso implica que a imagem de CG(A)[G,A] em G é todo G. Pelo Teorema da Correspondên-
cia [10, Teorema X.21], isso significa que:

G =CG(A)[G,A],

como queríamos demonstrar.

Para demonstrar a segunda parte do lema, observe inicialmente que [G,A,A]⊆ [G,A] por
definição. Resta, portanto, mostrar a inclusão reversa. Para isso, basta provar que, para todo
g ∈ G e a ∈ A, o comutador [g,a] ∈ [G,A,A].

Assumamos inicialmente que A é solúvel. Pelo caso anterior, temos que G =CG(A)[G,A].
Assim, dado g ∈ G, podemos escrever g = cx, com c ∈CG(A) e x ∈ [G,A]. Seja a ∈ A. Como
c ∈CG(A), segue que [c,a] = 1. Aplicando a identidade dos comutadores para produtos, temos:

[g,a] = [cx,a] = [c,a]x[x,a] = [x,a] ∈ [G,A,A].

Para o caso geral, em queA não é necessariamente solúvel, consideremos a ∈ A fixado. O
subgrupo cíclico ⟨a⟩ é, por construção solúvel. Assim, aplicando o resultado ao grupo ⟨a⟩,
temos:

[g,a] ∈ [G,⟨a⟩] = [G,⟨a⟩,⟨a⟩]⊆ [G,A,A].

Logo, em todos os casos, [G,A]⊆ [G,A,A], e portanto [G,A] = [G,A,A], conforme quería-
mos demonstrar.

Além disso, quando a ação ocorre sobre um grupo abeliano, obtemos uma decomposição do
grupo entre o centralizador e o comutador do grupo um resultado clássico atribuído a Fitting.

Teorema 1.3.8. [10, Teorema 4.34] Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um

grupo abeliano G. Além disso, assuma que A e G são finitos e que (|G|, |A|) = 1. Então

G =CG(A)× [G,A].
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Quando consideramos automorfismos de um grupo que atuam trivialmente sobre o quociente
de Frattini, podemos obter restrições sobre a ordem desses automorfismos.

Lema 1.3.9. [9, Teorema 3.18] Seja α um automorfismo de G tal que (|α|, |Φ(G)|) = 1. Além
disso, seja gα

Φ(G) = gΦ(G) para todos os g ∈ G, ou seja, α atua sobre G/Φ(G) como o
automorfismo identidade. Então, α = 1.

Se, em particular, G for um p-grupo e α um automorfismo de G com gα
Φ(G) = gΦ(G)

para todos os g ∈ G, então |α| é uma potência de p.

Por fim, obtemos um resultado sobre a relação entre subgrupos normais e o centro do grupo
quando um automorfismo age de forma transitiva sobre os comutadores.

Lema 1.3.10. Seja α um automorfismo do grupo G com a propriedade de que [G,α] = G. Seja
N um subgrupo normal α-invariante de G tal que N ≤CG(α). Então N ≤ Z(G).

Demonstração. Como N é normal em G e N ≤ CG(α), então, para todo x ∈ G, temos N ≤
CG(α

x). Consequentemente, N ≤CG([x,α]) para todo x ∈ G.

Como G = ⟨[x,α];x ∈ G⟩, concluímos que N ≤ Z(G).



Capítulo 2

Limitações por sinks de Engel

Neste capítulo, buscamos estabelecer limites para certos parâmetros associados a grupos
finitos, utilizando os sinks de Engel como ferramenta central. Esses limites incluem a altura de
Fitting, a ordem de subgrupos específicos e o comprimento não-solúvel. O objetivo principal
é caracterizar esses parâmetros em termos do sinks, criando uma base teórica sólida que
será aplicada nas discussões subsequentes. Além disso, apresentamos resultados clássicos e
recentes que fundamentam essas limitações, explorando suas consequências e aplicabilidade
em diferentes contextos.

2.1 Condições de Engel

Nesta seção, introduziremos os conceitos de grupo localmente nilpotente e grupo de Engel,
além de discutirmos algumas propriedades fundamentais associadas a condições de Engel que
serão relevantes ao longo deste trabalho.

Um grupo G é dito localmente nilpotente se todo subgrupo finitamente gerado de G é
nilpotente.

É possível demonstrar que subgrupos e quocientes de um grupo localmente nilpotente
também são localmente nilpotentes. No entanto, o fato de um grupo ser localmente nilpotente
não implica que ele seja nilpotente: existem grupos localmente nilpotentes que não são
nilpotentes. Um exemplo clássico é o grupo diedral generalizado, dado por A⋊C2, onde
A =Z2∞ é o grupo abeliano conhecido como 2-grupo de Prüfer, C2 é um grupo cíclico de ordem
2. O gerador de C2 age sobre A levando qualquer elemento em seu inverso.

Apresentamos agora a definição de elemento de Engel, um conceito importante no estudo
da estrutura dos grupos e de propriedades relacionadas à nilpotência.

21
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Seja G um grupo. Um elemento a ∈ G é denominado elemento de Engel à esquerda se
para todo g ∈ G existir um inteiro positivo n = n(a,g), que depende possivelmente de a e g, tal
que

[g,a,a, . . . ,a︸ ︷︷ ︸
n

] = 1.

Nesse contexto, se todos os elementos de G são de Engel à esquerda, dizemos que G é um
grupo de Engel.

O próximo lema mostra que todo grupo localmente nilpotente é, necessariamente, um grupo
de Engel.

Lema 2.1.1. Se G é um grupo localmente nilpotente, então G é um grupo de Engel.

Demonstração. Sejam x,g ∈ G. Considere o subgrupo H = ⟨x,g⟩. Como G é localmente
nilpotente, H é nilpotente.

Dessa maneira, existe um inteiro positivo n = n(x,g) tal que:

[x,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n

] = 1.

Como isso vale para todo par (x,g) ∈ G×G, segue que G é um grupo de Engel.

Observamos, entretanto, que a recíproca do Lema não é verdadeira: existem grupos de
Engel que não são localmente nilpotentes. Um exemplo clássico é fornecido pelos grupos
construídos por Golod (veja, [11, Exemplo 18.3.2 ]): para cada inteiro d ≥ 2, existe um grupo
Gd que é gerado por d elementos, não é nilpotente, mas possui a propriedade de que todos os
seus subgrupos gerados por no máximo d−1 elementos são nilpotentes. Isso mostra que a
condição de Engel pode ser satisfeita de forma pontual, sem garantir a estrutura localmente
nilpotente do grupo.

Além disso, Zorn [23, Teorema 12.3.4] mostrou que todo grupo de Engel finito é nilpotente.
É importante ressaltar que a condição de finitude não pode ser descartada, uma vez que Cp ≀C∞

p

- o produto entrelaçado de Cp por C∞
p , onde C∞

p representa o p-grupo abeliano elementar de
posto infinito - é um p-grupo Engel, mas não é nilpotente, uma vez que seu centro é trivial (ver
[20, Teorema 24.23]).

Antes de prosseguirmos, é relevante mencionar um resultado importante atribuído a Baer.

Teorema 2.1.2. [9, Capítulo III, Teorema 6.15] Suponha que G seja finito. Se g é um elemento

Engel à esquerda de G, então g está contido no subgrupo de Fitting F(G) de G.
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Para demonstrar esse teorema, consideramos o subgrupo

M = ⟨g | g ∈ G, g é um elemento de Engel à esquerda de G⟩.

Primeiramente, notamos que M é um subgrupo normal de G. Isso se deve ao fato de que, se
g é um elemento de Engel à esquerda, então qualquer conjugado de g também possui a mesma
propriedade, garantindo que M seja fechado sob conjugação.

Além disso, conforme estabelecido em [9, Capítulo III, Teorema 6.14], sabemos que um
grupo finito gerado por elementos de Engel é necessariamente nilpotente. Portanto, M, sendo
um subgrupo nilpotente normal de G, está contido no subgrupo de Fitting de G.

Essa ideia foi estendida nos últimos anos por Khukhro e Shumyatsky ao considerar os
subgrupos

En(g) = ⟨[x,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n

] | x ∈ G⟩,

e demonstraram, com base nessa construção, o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. [13, Teorena 1.1] Seja g um elemento de um grupo solúvel finito G, e n um

inteiro positivo. Se a altura de Fitting de En(g) é igual a k, então g pertence a Fk+1(G).

A ideia central da demonstração consiste em analisar os subgrupos da forma [. . . [[G,g],g], . . . ,g]

que são subnormais em G, e identificar o menor dele, denotado por H. Caso H = 1, então
g ∈ F(G), já que g nesse caso é um elemento de Engel.

Em seguida, considera-se N = ⟨HG⟩ e observa-se que a imagem de g no quociente G/N é
um elemento de Engel, implicando que gN ∈ F(G/N). A partir disso, utiliza-se o fato de que a
altura de Fitting se comporta bem com respeito a quocientes e fechos normais, concluindo que
H tem altura de Fitting no máximo k.

2.2 Limitação da altura de Fitting

Dado um grupo G e g ∈ G, definimos o sink de Engel para g, ou simplesmente g-sink,
como um conjunto E (g) tal que, para todo a ∈ G, todos comutadores de peso suficientemente
grande [a,g, . . . ,g] pertencem a E (g), isto é, para todo a ∈ G existe um inteiro positivo n(a,g)

tal que
[a,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸

n

] ∈ E (g) para todo n≥ n(a,g).
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Se um elemento g de um grupo G tem um sink Engel finito, então ele possui o menor sink

de Engel, de fato se E1(g) for um subconjunto contendo todos os comutadores [x,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n1

] para

qualquer inteiro positivo k ≥ n1, e E2(g) satisfizer a mesma propriedade para um número n2,
então E1(g)∩E2(g) também satisfaz a mesma condição com o número n(x,g) = max{n1,n2}.

Assim, quando G é grupo finito, para cada elemento g ∈ G existe um conjunto mínimo que
atende à definição de sink, que denotaremos por E (g). Daqui em diante, utilizaremos a notação
E (g) para nos referirmos aos g-sinks (mínimos). Quando necessário, usaremos a notação do
conjunto Ek(g) = {[a,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸

k

] : a ∈ G} para k inteiro positivo.

Khukhro e Shumyatsky [14] destacam algumas propriedades relacionadas aos sinks de
subgrupos de um grupo G. Dentre elas, merecem destaque:

• Considerando H um subgrupo de G, o h-sink construído em H para um elemento h ∈ H

é precisamente o subconjunto E (h)∩H do h-sink E (h) em G. Denotaremos esse sink

por EH(h).

• Se N é um subgrupo normal de G, para g = gN, o g-sink em G/N é a imagem de E (g)

neste grupo quociente.

De acordo com [14, Lema 2.1], para qualquer g ∈ G, o g-sink E (g) consiste precisamente
de todos os elementos a tais que a = [a,g,g, . . . ,g], onde g ocorre pelo menos uma vez.
Denotando E = ⟨E (g)⟩ e observando que cada elemento do sink pertence a [E,g], concluímos
que E ⊆ [E,g]. A outra inclusão é imediata. Registramos este fato no seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja G um grupo finito e considere E = ⟨E (g)⟩, para algum g ∈ G. Então, temos
que E = [E,g].

Apresentamos agora um resultado referente aos subgrupos normais de G.

Lema 2.2.2. Seja G um grupo finito e g ∈ G. Suponha que N seja um subgrupo normal de G.
Então, N∩E (g) = 1 se, e somente se, existe um inteiro positivo i tal que [N,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸

i

] = 1.

Demonstração. Assumindo que N∩E (g) = 1, temos que nenhum elemento não trivial a ∈ N

pode ser escrito como a= [a,g,g, . . . ,g]. Logo existe um inteiro positivo i, tal que [N,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
i

] =

1.

Agora, se existe um inteiro positivo i tal que [N,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
i

] = 1, então é evidente que nenhum

elemento não trivial a satisfaz a = [a,g,g, . . . ,g]. Portanto, concluímos que N∩E (g) = 1.
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Lema 2.2.3. Seja G um grupo finito e g ∈ G. Suponha que N1 e N2 sejam subgrupos normais
de G. Se N1∩E (g) = 1 = N2∩E (g), então N1N2∩E (g) = 1.

Demonstração. Como N1∩E (g) = 1 = N2∩E (g), pelo Lema 2.2.2 temos que existem i1, i2 ∈
N tais que [N1,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸

i1

] = [N2,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
i2

] = 1.

Note que
[N1N2,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸

i1+i2

]≤ [[N1N2,g,g, . . . ,g]︸ ︷︷ ︸
i2

,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
i1

] = 1.

Isso ocorre porque, ao considerar a ação de g sobre N1N2/N1, temos que [N1N2/N1,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
i2

] =

1, implicando que [N1N2,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
i2

]≤ N1.

Portanto, N1N2∩E (g) = 1.

Como consequência do Lema 2.2.3, temos que existe um único subgrupo normal maximal
N de G tal que N∩E (g) = 1.

Tendo esses resultados em mente, conseguimos estabelecer o seguinte lema, que será
fundamental para o desenvolvimento subsequente:

Lema 2.2.4. Seja G um grupo finito e g ∈ G. Suponha que N seja um subgrupo normal de G

tal que N∩E (g) = 1. Então, [N,g]≤ F(G).

Demonstração. Pela hipótese N ∩E (g) = 1, e aplicando o Lema 2.2.2, segue que existe um
inteiro positivo n tal que, para todo x ∈ N,

[x,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n

] = 1.

Isso significa que g é um elemento Engel à esquerda no subgrupo N⟨g⟩.

Pelo Teorema 2.1.2, temos que g ∈ F(N⟨g⟩). Como N ≤ N⟨g⟩, obtemos:

[N,g]⊆ [N⟨g⟩,F(N⟨g⟩)]≤ F(N⟨g⟩)

e, portanto, [N,g] é nilpotente.



2.3. LIMITAÇÃO NA ORDEM DO SUBGRUPO [N, P] 26

Além disso, como N é g-invariante, temos [N,g]⊴ N. Assim, [N,g]≤ F(N), e como N ⊴ G,
segue que F(N)≤ F(G). Logo,

[N,g]≤ F(G),

como desejado.

Com isso, podemos demonstrar o seguinte resultado, que estabelece uma conexão entre a
cardinalidade dos g-sinks e a altura de Fitting do subgrupo gerado pelos sinks:

Teorema 2.2.5. Sejam G um grupo solúvel finito, g ∈ G e considere E = ⟨E (g)⟩. Assuma que

|E (g)| ≤ m. Então h(E) é m-limitada.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que G = E⟨g⟩.

Passando ao quociente E = E/F(E), pelo Lema 2.2.4, podemos assumir [N,g] = 1, onde
N é o subgrupo normal maximal g-invariante de E tal que N ∩E (g) = 1. Como E = [E,g] e
N ⊴ E é g-invariante, pelo Lema 1.3.10, temos N ≤ Z(E).

Considerando E/N, temos que qualquer subgrupo normal g-invariante de E/N tem interse-
ção não-trivial com E (g). Seja M/N um subgrupo normal minimal g-invariante de E/N. Então
|EE/M(g)| ≤ m−1.

Por indução, temos que h(E/M) é m-limitada.

Como E é solúvel, temos M/N abeliano elementar. Isso implica que M/N também é
abeliano elementar. Além disso, como N ≤ Z(E), segue que M ≤ F(E).

Portanto, M ≤ F2(E), mas h(E)≤ h(M)+h(E/M). Logo, h(E) é m-limitada.

2.3 Limitação na ordem do subgrupo [N, P]

Passamos agora a analisar como a cardinalidade do sink de um elemento pode também
controlar a ordem de certos subgrupos derivados. Nesse contexto, destaca-se o resultado de
Khukhro e Shumyatsky [14], que mostra que considerando Q um q-subgrupo de um grupo
finito G e g ∈ G é um q′-elemento que normaliza Q, então a ordem de [Q,g] é limitada em
termos da cardinalidade do g-sink E (g). Mais precisamente, provam o seguinte:

Lema 2.3.1. [14, Lema 3.2] Seja P um p-subgrupo finito de um grupo G, e g ∈ G um p′-
elemento normalizando P. Então a ordem de [P,g] é limitada em termos da cardinalidade do
g-sink E (g).
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A partir dessa ideia, podemos generalizar o resultado para o caso em que g atua sobre
um subgrupo normal nilpotente N sob a hipótese de coprimalidade entre |N| e |g|. A seguir,
apresentamos essa extensão:

Lema 2.3.2. Sejam G um grupo finito, N um subgrupo normal nilpotente de G e g ∈ G um p-
elemento tais que (|N|, |g|) = 1. Então, a ordem de [N,g] é limitada em termos da cardinalidade
do g-sink E (g).

Demonstração. Como N é nilpotente, ele pode ser escrito como o produto direto de seus
subgrupos de Sylow, isto é,

N =
j

∏
i=1

Ki, onde Ki ∈ Syl(N).

Note que (|Ki|, |g|) = 1, e como g normaliza todos subgrupos Ki, conclui-se, de acordo
com Lema 2.3.1, que |[Ki,g]| ≤ l, onde l representa a limitação em termos da cardinalidade do
g-sink E (g).

Agora, se [Ki,g] ̸= 1, então |[Ki,g]| ≥ qi, onde qi é o primo divisor da ordem de Ki. Em
outras palavras, qi ≤ |[Ki,g]| ≤ l. Logo, [Ki,g] ̸= 1 é válido apenas para qi ≤ l.

Portanto,
j

∏
i=1
|[Ki,g]| = |[N,g]| também é limitado em termos da cardinalidade do g-sink

E (g).

Dando continuidade à análise da influência da cardinalidade dos sinks na limitação de certos
subgrupos derivados, destacamos o seguinte resultado obtido por Khukhro e Shumyatsky [14].
Nele, considera-se a ação coprima de um grupo de automorfismos sobre um grupo abeliano
elementar, e mostra-se que o a limitação dos comutadores individuais implica em uma limitação
global da ordem do subgrupo gerado por esses comutadores, bem como do grupo atuante, mais
precisamente, provam o seguinte resultado:

Lema 2.3.3. [14, Lema 3.3] Sejam V um q-grupo abeliano elementar e U um q′-grupo de
automorfismos de V . Se |[V,u]| ≤ m para todo u ∈U , então |[V,U ]| é m-limitada e, portanto,
|U | também é m-limitada.

Utilizando a mesma abordagem empregada na demonstração do Lema 2.3.2, podemos
estender essa ideia ao caso em que V é um p′-grupo abeliano, ainda sob ação coprima. Essa
generalização é apresentada a seguir:
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Lema 2.3.4. Sejam V um p′-grupo abeliano finito e U um p-grupo de automorfismos de V . Se
|[V,u]| ≤ m para todo u ∈U , então |[V,U ]| é m-limitada e, portanto, |U | é também m-limitada.

Demonstração. Como V é abeliano, podemos expressa-lo como o produto direto de seus
subgrupos de Sylow, ou seja,

V =
j

∏
i=1

Ki, onde Ki ∈ Syl(V ).

Como V é abeliano, segue que cada Ki também é abeliano, e cada um desses subgrupos
terá ordem potência de um primo, correspondente à decomposição da ordem de V .

Agora, para cada i, considere Ki = Ki/Φ(Ki) e Ui = U/CU(Ki). Afirmamos que Ui age
fielmente sobre Ki.

De fato, sejam c ∈CU(Ki),u ∈U e kΦ(Ki) ∈ Ki. Como c centraliza Ki, temos:

(kΦ(Ki))
uc = kuc

Φ(Ki) = ku
Φ(Ki)

isto é, a ação de uc sobre Ki coincide com a de u. Assim, a ação de Ui em Ki é bem definida, e
podemos considerar a aplicação ϕu : Ki −→ Ki, dada por ϕu(kΦ(Ki)) = ku

Φ(Ki). Essa ação é
por automorfismos, e como (|U |, |Ki|) = 1, segue que essa ação é coprima.

Considere Φ(Ki) ≤ Ki. Pelo Lema 1.3.4, toda classe de Φ(Ki) em Ki é um conjunto
Ui-invariante. Logo, para cada u ∈Ui, temos:

ϕu(k)Φ(Ki) = k
u
Φ(Ki) = (kΦ(Ki))

u = kΦ(Ki),

o que mostra que ϕu age trivialmente no quociente Ki/Φ(Ki).

Como Ki é um q-grupo, em que q é algum primo associado à decomposição de p′, pelo
Lema 1.3.9, a ordem de ϕu é uma potência de q. Em outras palavras, a ação de Ui sobre Ki é
fiel. Portanto, de acordo com Lema 2.3.3, tanto |[Ki,Ui]| quanto |Ui| são m-limitadas.

Para todos k ∈ Ki,u ∈U e c ∈CU(Ki) temos que:

[k,u] = k−1u−1ku = k−1c−1 u−1ku︸ ︷︷ ︸
∈Ki

c = k−1(uc)−1k(uc) = [k,uc].

Portanto, concluímos que |[Ki,U ]|= |[Ki,Ui]|.

Resta mostrar que as ordens presentes na igualdade anterior são m-limitadas.
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Como [Ki,Ui] é gerado pelos subgrupos [Ki,u], com u ∈U , e cada |[Ki,u]| ≤ |[V,u]| ≤ m, e
como |Ui| é m-limitada, segue que |[Ki,Ui]| também é m-limitada. Finalmente, como:

j

∏
i=1
|[Ki,U ]|= |[V,U ]|,

concluímos que |[V,U ]| é m-limitada.

Com isso temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.5. Sejam p um número primo e G = NP um grupo finito solúvel, onde P∈ Sylp(G)

e N = Op′(G). Suponha que |E (g)| ≤ m para todo g ∈ P. Então, |[N,P]| é m-limitada.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que Op(G) = 1. De fato, se
Op(G) ̸= 1, então Op(G)≤ P e, no quociente G/Op(G), a imagem de P permanece sendo um
p-subgrupo, enquanto N segue sendo um subgrupo normal de ordem coprima a p. Além disso,
como a cardinalidade dos sinks de Engel se preserva por homomorfismos, temos que a condição
|E (g)| ≤ m para todo g ∈ P também vale para a imagem de P em G/Op(G). Assim, todas as
hipóteses do teorema se mantêm no quociente, e como Op(G/Op(G)) = 1, podemos trabalhar
neste novo grupo sem perda de generalidade.

Podemos também assumir, sem perda de generalidade, que N = [N,P]. De fato, se [N,P]⪇
N, então o fator N = N/[N,P] é centralizado por P, ou seja, [N,P] = 1, o que implica que P

age trivialmente sobre N. Como essa parte de N não é influenciada pela ação de P, ela não
contribui para o subgrupo [N,P]. Assim, ao focar apenas na parte de N efetivamente gerada por
comutadores com P, isto é, assumindo N = [N,P], não se perde generalidade na análise, pois
os demais componentes são centralizados e, portanto, não interferem na estimativa desejada
para |[N,P]|.

Mostremos inicialmente que h(N) é m-limitada.

Para cada elemento a de P, seja h(⟨E (a)⟩) = ha. Pelo Teorema 2.2.5, temos que ha é
m-limitada. Seja h0 = max{ha,a ∈ P}.

De acordo com Teorema 2.1.3, [N,a] ⊆ Fh0+1(G), para todo a ∈ P. Como essa inclusão
vale para todos os elementos de P, segue que

[N,P]⊆ Fh0+1(G).
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Em particular, como N = [N,P], concluímos que h(N)≤ h0 +1, o que garante que h(N) é
m-limitada, como queríamos.

Provaremos o resultado usando indução sobre a altura de Fitting de N.

Supondo h(N) = 1, ou seja, N nilpotente. Sendo g ∈ P, pelo Lema 2.3.2, temos que |[N,g]|
é m-limitada. Agora, considere V = N/Φ(N) e K = P/CP(N). Note que, de acordo com
o Lema 1.3.6, K age fielmente sobre V , uma vez que K age via automorfismos sobre V e
(|K|, |V |) = 1.

Para todo b∈K, note que, pelo Lema 2.3.2, |[V,b]| é m-limitada, já que [V,b] = [N,b]Φ(N)/Φ(N).
E, pelo Lema 2.3.4, concluímos que |K| também é m-limitada.

Observe que para todos x ∈ N,y ∈ P e c ∈CP(N), tem-se que [x,y] = [x,yc]. Como conse-
quência, |[N,P]|= |[N,K]|. Resta mostrar que |[N,K]| é m-limitada.

Note que [N,K] é o produto de subgrupos da forma [N,d], para d ∈P. Assim, pelo Corolário
2.3.2, |[N,d| é m-limitada, e como |K| é m-limitada, segue que |[N,K]| também é. Portanto,
|[N,P]| é m-limitada, finalizando o caso em que h(N) = 1.

Seja h(N) = h e M = F(N). Pelo caso anterior, sabemos que |[M,P]| é m-limitada. Além
disso, por indução, temos que |N/M| = |[N/M,P]| é m-limitada, considerando que N/M =

[N/M,P], conforme a suposição de que N = [N,P]. Como M normaliza [M,P] e tem índice
m-limitado, segue que NG([M,P]) tem índice m-limitado e, tomando X = ∏

x∈G
[M,P]x, segue

que |X | é m-limitada, já que |X |=≤ |[M,P]|[G:NG([M,P])].

Como X ⊴ N, considere o quociente N/X e assumindo que X é trivial, temos que P

centraliza M. Como M ⊴ N, segue que PN centraliza M. Logo [N,P] centraliza M, e, pelo
Lema 1.3.10, temos M ≤ Z(N) e h(N/X)≤ h−1. Por indução, |N/X | é m-limitada. Como já
vimos que |X | é m-limitada, concluímos que |N|= |[N,P]| é (m,h)-limitada. Logo, a limitação
foi estabelecida.

Finalmente, concluímos que |[N,P]| é m-limitada.

2.4 Limitação do comprimento não-solúvel

Todo grupo finito G possui uma série normal cujos fatores são solúveis ou um produto direto
de grupos simples não-abelianos. Khukhro e Shumyatsky, em [12], definem o comprimento
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não-solúvel, denotado por λ (G), como o número mínimo de fatores não-solúveis em uma série
desse tipo.

Esta seção tem como objetivo limitar tal parâmetro utilizando o sink de um automorfismo
do grupo, mas para isso,será necessário recorrer a alguns resultados prévios que apresentaremos
a seguir.

Ainda em [12], os autores observam que o comprimento não solúvel demonstra um compor-
tamento consistente em relação a subgrupos normais, imagens homomórficas, produtos diretos
e extensões, o que é expresso no seguinte lema.

Lema 2.4.1. Dado um grupo finito G, tal que λ (G) = k, então:

(i) Se N é um subgrupo normal de G, temos que λ (N)≤ k e λ (G/N)≤ k.

(ii) Se N é um subgrupo normal de G, tal que λ (N) = l e λ (G/N) = m, temos que λ (G)≤
l +m.

(iii) Seja H um grupo finito, tal que λ (H) = n. Então, λ (G×H) = max{k,n}.

Dado um grupo finito G admitindo um automorfismo α , visando limitar o parâmetro λ (G)

em relação ao sink de α , recorremos a alguns resultados preliminares que serão fundamentais
para a análise.

Teorema 2.4.2. [7, Teorema 1.4] Sejam G um grupo finito e α um elemento de Aut(G) com a

propriedade de que G = [G,α]. Então G = ⟨Ek(α)⟩, para todo inteiro positivo k.

Esse resultado mostra que, sob a hipótese de G ser gerado pelos seus comutadores com α ,
o grupo pode ser reconstruído a partir dos elementos presentes nos α-sinks. Isso nos permite
explorar a estrutura de G com base na cardinalidade de tais conjuntos.

Teorema 2.4.3. [8, Teorema A] Existe uma função f (n), tal que se G é um grupo finito contendo

um elemento x, tal que |CG(x)| ≤ k, então G tem um subgrupo normal solúvel de índice no

máximo f (k).

Observamos que, no caso em que o grupo é semi-simples, ou seja, isomorfo a um produto
direto de grupos simples não-abelianos, a limitação na cardinalidade do sink de α já garante
um limite tanto sobre a ordem do grupo quanto sobre a ordem do automorfismo. Esse resultado
representa um avanço significativo na compreensão da relação entre condições de Engel e
parâmetros estruturais do grupo, conforme formalizado a seguir:
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Lema 2.4.4. Seja G um grupo semi-simples admitindo um automorfismo α tal que |EG(α)| ≤m

e G = [G,α]. Então |G| é m-limitada e |α| também é m-limitada.

Demonstração. Seja C = CG(α). Temos que E (α)C = E (α), implicando que C normaliza
E (α). Logo C naturalmente age sobre E (α), portanto |C/CC(E (α))| ≤ m!.

Pelo Teorema 2.4.2, temos que G = ⟨E (α)⟩. Sendo G um grupo semi-simples, segue que
CC(E (α)) = 1, já que CC(E (α)) = Z(G). Portanto, |C| ≤ m!.

Note que a ordem de α é no máximo m!, já que a hipótese |E (α)| ≤m nos dá que |C| ≤m!.
Consequentemente, temos que α

m! centraliza E (α). Logo, centraliza G. Portanto, α
m! = 1.

Daí, pelo Teorema 2.4.3, existe N ⊴ G solúvel, tal que |G/N| é m-limitada. Contudo, sendo
G semi-simples, segue que N = 1 e o resultado segue.

Ao lidarmos com produtos diretos de grupos simples não abelianos, é essencial compreender
como se comportam seus subgrupos normais. O resultado a seguir, extraído de [23], descreve
com precisão essa estrutura, mostrando que qualquer subgrupo normal de um produto direto
de grupos simples não abelianos é, necessariamente, o produto de alguns dos fatores. Essa
propriedade será fundamental na análise de grupos semi-simples.

Lema 2.4.5. [23, Proposição 3.3.16] Seja G = G1×G2×·· ·×Gk, onde cada G− i é simples
não-abeliano. Então, todo subgrupo normal de G é o produto direto de certos Gi’s.

Agora, seja G = G1×G2×·· ·×Gk, onde cada Gi é simples não-abeliano. Seja α ∈ Aut(G).
Então [G,α]▹G.

Pelo Lema 2.4.5, temos que [G,α] é o produto de alguns fatores de G, isto é,

[G,α] = Gi1×Gi2×·· ·×Gis,

para algum subconjunto {i1, . . . , is} ⊆ {1, . . . ,k}. Consequentemente, podemos decompor G

como:
G = [G,α]×C0(α),

onde C0(α) = G j1 ×G j2 × ·· ·×G jt , de modo que k = s+ t, isto é, C0(α) é formado pelos
termos que não aparecem em [G,α] e são centralizados por α .

Assumindo que exista outro automorfismo β ∈ Aut(G) tal que [α,β ] = 1 e [G,α,β ] = 1,
temos pela construção anterior que [G,α] ⊆ C0(β ) e [G,β ] ⊆ C0(α). Daí, concluímos que
[G,α]∩ [G,β ] = 1 e [G,β ,α] = 1.
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Agora, note que considerando a ação de αβ em G = [G,α]×C0(α) temos,

Gαβ

i =

{
Gα

i , se Gi ⊆C0(β )

Gβ

i , se Gi ⊆C0(α)

Logo, [G,β ][G,α]≤ [G,αβ ].

O resultado a seguir será utilizado para controlar a ordem de grupos finitos com base na
limitação da ordem de seus subgrupos abelianos:

Teorema 2.4.6. [3, Teorema 2.1] Para cada inteiro positivo n, defina g(n) como o produto de

todas potências de primos no máximo n. Seja G grupo finito e suponha que |A| ≤ m para todo

subgrupo abeliano A de G. Então, |G| divide g(m).

Com base nas ideias anteriores e utilizando as limitações sobre os sinks de elementos,
obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.4.7. Seja G um grupo semi-simples admitindo um grupo de automorfismos A tal que
|E (a)| ≤ m para todo a ∈ A. Então |[G,A]| é m-limitada.

Demonstração. Sabemos que
[G,A] = ∏

a∈A
[G,a],

e pelo Lema 2.4.4, para cada a ∈ A, temos que |[G,a]| é m-limitada. Assim, para concluir que
|[G,A]| é m-limitada, basta mostrar que |A| é m-limitada.

Pelo Teorema 2.4.6, temos que |A| é limitada em termos da ordem de seus subgrupos
abelianos, logo podemos assumir que A é abeliano.

Tome a ∈ A tal que |[G,a]| é maximal. Se A age fielmente em [G,a], nesse caso, como
|[G,a]| ≤ m, a ação fiel implica que A está imerso em Aut([G,a]), e, portanto, |A| é m-limitada.

Caso contrário, tome b ∈ A tal que [G,a,b] = 1. Então, pelo que foi comentado, [G,b]∩
[G,a] = 1 e [G,b,a] = 1. Temos que [G,b][G,a]≤ [G,ab], contrariando a escolha de a.

Encerrando esta sequência de resultados, apresentamos uma importante aplicação da li-
mitação na cardinalidade dos sinks de um automorfismo à estrutura derivada do grupo. Em
particular, mostraremos que, se um grupo G é gerado pelos elementos pertencentes ao sink de
um automorfismo a, e esse conjunto tem ordem limitada, então o comprimento não solúvel de
G também é limitado. Esse fato é formalizado no seguinte lema:
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Lema 2.4.8. Seja G um grupo admitindo um automorfismo a tal que |E (a)| ≤m e G = ⟨EG(a)⟩.
Então λ (G)≤ m.

Demonstração. Demonstraremos por indução em m. Suponha R = R(G) o radical solúvel. Ao
passarmos para o quociente G = G/R(G), observamos que o Fitting generalizado F∗(G) é
dado por um produto direto

F∗(G) = S1×·· ·×Sk

onde cada Si é um grupos finito simples não-abelianos.

Observe que E (a)∩F∗(G) ̸= 1, pois F∗(G) não é nilpotente. Assim,

|EG/F∗(G)(a)| ≤ m−1.

Por indução, concluímos que

λ (G/F∗(G))≤ m−1.

Além disso, como λ (F∗(G)) = 1, de acordo com o Lema 2.4.1, deduzimos que λ (G)≤
m.



Capítulo 3

Limitação na ordem do p′-residual

3.1 Demonstração do Teorema 4

Relembramos que o objetivo desta seção é demonstrar o teorema principal a seguir, que
estabelece uma ligação entre a cardinalidade dos sinks de Engel dos p-elementos e a estrutura
do grupo:

Teorema 4. Seja p um número primo e G um grupo finito tal que |E (g)| ≤ m para todo

p-elemento g ∈ G. Então, G possui um subgrupo normal N tal que G/N é um p′-grupo e o

índice [N : Op(G)] é limitado em função apenas de m.

Para alcançar essa conclusão, precisamos de alguns resultados auxiliares e definições
técnicas que serão apresentados a seguir.

Lema 3.1.1. Seja G um grupo finito, tal que Op(G) = 1, e N um subgrupo normal de G. Então
|Op(G/N)| é |N|-limitada.

Demonstração. Note que, mesmo com Op(G) = 1, o quociente G/N pode ter Op(G/N) ̸= 1.
Seja L/N = Op(G/N). Então L é um subgrupo de G contendo N tal que L/N é um p-subgrupo
normal de G/N, ou seja, L ⊴ G e L = NP0 para algum p-subgrupo P0 ≤ G.

Considere P1 =CP0(N). Observe que [P0 : P1]≤ |Aut(N)|, pois P0 age por conjugação sobre
N, e P1 consiste nos elementos de P0 que atuam trivialmente sobre N, isto é, P1 é o núcleo da
ação. Assim, o quociente P0/P1 é isomorfo a um subgrupo de Aut(N). Como N é finito, temos
|Aut(N)| ≤ |N|!, e portanto [P0 : P1] é limitado em função apenas de |N|.

Note que, NP1 ⊴ G, e portanto:

P1 ≤ Op(NP1)≤ Op(G) = 1.

35
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Assim, P1 = 1, e como [P0 : P1] é |N|-limitado, conclui-se que |P0| também é |N|-limitado.
Como L = NP0, segue que:

|Op(G/N)|= |L/N| ≤ |P0|.

Portanto, a ordem de Op(G/N) é limitada em função apenas de |N|, como queríamos
demonstrar.

Fixado um primo p, consideraremos, sempre que necessário, a seguinte notação: dado um
subgrupo normal de um grupo finito G tal que Op(G) = 1, denotaremos por N̂ a pré-imagem
de Op(G/N) no grupo G. Pelo Lema 3.1.1, a ordem N̂ é |N|-limitada.

Lema 3.1.2. [4, Lema 1.3] Seja G um grupo finito e seja π um conjunto de primos. Suponha
que G admite uma série normal tal que todo fator é um π-grupo ou π

′-grupo. Então,

CG(Oπ,π ′(G)/Oπ(G))≤ Oπ,π ′(G).

Em seguida, apresentamos um resultado técnico que nos permitirá estimar o índice de
Op′(G) em G em termos da ordem de um p-subgrupo de Sylow. Essa estimativa será essencial
para controlar a estrutura do grupo com base em informações sobre seus p-subgrupos.

Lema 3.1.3. Sejam p um primo, G um grupo solúvel e P ∈ Sylp(G). Se |P| ≤ m, então
[G : Op′(G)] é m-limitado.

Demonstração. Supondo que Op′(G) = 1, demonstrar que [G : Op′(G)] é m-limitado equivale
a mostrar que |G| é m-limitado.

Seja M = Op(G), de acordo com o Lema 3.1.2, temos CG(M) ≤M. Portanto, G/CG(M)

é um subgrupo de Aut(M). Dado que |Aut(M)| é m-limitado, visto que |Aut(M)| ≤ (m−1)!,
concluímos que [G : CG(M)]≤ (m−1)!. Além disso, como CG(M)≤M, deduzimos |G| ≤ m!.

O resultado a seguir mostra como a limitação da cardinalidade dos sinks de elementos de
um subgrupo de Sylow impõe restrições sobre a estrutura global do grupo. Mais precisamente,
estabelece que, em um grupo solúvel, essa limitação garante que o índice de Op,p′(G) também
é limitado:

Lema 3.1.4. Sejam p um primo e G um grupo solúvel no qual |E (g)| ≤ m para todo g ∈ P,
onde P ∈ Sylp(G). Então, o índice de Op,p′(G) em G é m-limitado.
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Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir Op(G) = 1. Portanto, limitar
o índice de Op,p′(G) em G equivale a limitar o índice de Op′(G) em G. Com o objetivo de
simplificar a notação, seja N = Op′(G).

De acordo com o Lema 3.1.2, temos CG(N)≤ N. Em particular, a ação de P em N é fiel.
Com base no Teorema 2.2.5, concluímos que h(⟨E (a)⟩) é m-limitada para qualquer a ∈ P.
Dessa forma, de acordo com Teorema 2.1.3, podemos afirmar que a ∈ Ff (m)+1(G). Assim,
temos que h([N,a])≤ f (m)+1 para qualquer a ∈ P.

Dado que [N,P] = ∏
a∈P

[N,a], podemos concluir que h([N,P]) é m-limitado. Pelo Teorema

2.3.5, temos que |[N,P,P]| também é m-limitado. Observando que [N,P,P] = [N,P], segue que
|[N,P]| é m-limitada.

Portanto, como CP(N) = 1, o que implica que N tem índice m-limitado em G, conforme o
Lema 3.1.3.

Definição 3.1.5. Seja G um grupo finito, o socle de G, Soc(G), é o produto de todos os
subgrupos normais minimais de G.

Com o intuito de caracterizar tal subgrupo, utilizaremos o seguinte lema, cuja demonstração
pode ser encontrada em [6].

Lema 3.1.6. [6, Teorema 1.5] Se H é um subgrupo normal minimal de um grupo G, então ou
H é um p-grupo abeliano elementar para algum primo p ou H é o produto direto de grupos
simples não-abelianos isomorfos.

Deste modo, o subgrupo Soc(G) de um grupo finito G é o produto direto de grupos simples,
podendo alguns desses fatores serem abelianos.

Seja A=N1×·· ·×Ni o subgrupo do socle de G resultante do produto de todos os subgrupos
Ni normais minimais de G, os quais são abelianos elementares. Temos que A é normal em G e,
considerando sua construção, podemos concluir que A é abeliano. Portanto, A está contido no
radical solúvel de G.

Considere agora o grupo quociente G = G/R(G). Dado que a parte abeliana de Soc(G)

está contida em R(G), que é trivial, podemos concluir que Soc(G) é o produto direto de grupos
simples não-abelianos, e portanto, Soc(G) não é solúvel.

Com isso, estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.
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Teorema 4. Seja p um número primo e G um grupo finito tal que |E (g)| ≤ m para todo

p-elemento g ∈ G. Então, G possui um subgrupo normal N tal que G/N é um grupo p′ e o

índice [N : Op(G)] é limitado em função apenas de m.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que Op(G) = 1. Escolha um
p-subgrupo de Sylow P ≤ G e defina N = ⟨PG⟩. É suficiente mostrar que a ordem de N é
limitada em função de m. Como N = ⟨PN⟩, sem perda de generalidade podemos assumir que
G = N. Resta mostrar que G tem ordem limitada em função de m.

Assumindo G solúvel, denotemos M = Op′(G). Pelo Lema 3.1.4 temos que M possui índice
m-limitado em G, em particular, |P| é m-limitada.

Seja P = {g1, . . . ,gs}. Como [M,P] =
s

∏
i=1

[M,gi] e, pelo Teorema 2.3.5, temos que |[M,P]|

é m-limitada. Logo, |⟨[M,P]G⟩| é m-limitada.

Seja L̂ a pré-imagem de Op(G/⟨[M,P]G⟩). Pelo Lema 3.1.1, sabemos que |L̂| é m-limitada.
Considere o quociente G/L̂. Nesse quociente, temos que M centraliza ⟨PG⟩= G.

Logo, Z(G) tem índice m-limitado. Portanto, por Teorema de Schur [23, Teorema 10.1.4],
concluímos que |G′| é m-limitada. Assim, passando ao quociente G/G′, podemos assumir que
G é abeliano, o que implica G = P×M. Isso, por sua vez, implica que P▹G.

Portanto, G = P, e assim, |G| é m-limitada.

Agora, considerando o caso geral, podemos inferir, a partir do Lema 2.4.2 e do Lema 2.4.8,
que, sob as hipóteses do Teorema 4, λ (G) é m-limitado. Usaremos indução em λ (G).

Denotando R = R(G), suponha que R = 1. Mostremos que |G| é m-limitada. Seja S =

Soc(G). Pelo Lema 2.4.7 a ordem de [S,P] é m-limitada. Por indução, temos que o índice de S

em G é m-limitado. Segue que a ordem de ⟨[S,P]G⟩ é m-limitada.

É fácil ver que S = ⟨[S,P]G⟩. De fato, como ⟨[S,P]G⟩ é o produto de uma quantidade
m-limitada de conjugados de [S,P], se [S,P] = 1, então S ⊆ Z(G), contradição. Portanto,
S = ⟨[S,P]G⟩.

Daí o resultado segue, observando que ao considerar o quociente G/Ŝ, sendo Ŝ a pré-imagem
de Op(G/S), temos, pelo Lema 3.1.1, que |Ŝ| é m-limitada. Usando novamente indução em
λ (G), segue que o índice de Ŝ em G é m-limitado, e, portanto, |G| é m-limitada.

Agora, se R ̸= 1, então R tem índice m-limitado. Sabemos pelo caso solúvel que |[R,P]| é
m-limitada, daí |⟨[R,P]G⟩| também o é.
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Passando ao quociente G = G/M̂, onde M̂ é a pré-imagem de Op(G/⟨[R,P]G⟩), temos pelo
Lema 3.1.1, que |M̂| é m-limitada. No quociente, temos que R ⊆ Z(G). Então [G : Z(G)] é
m-limitado.

Portanto, por Teorema de Schur [23, Teorema 10.1.4], concluímos que |G′| é m-limitada.
Assim, passando ao quociente G/G′, podemos assumir que G é abeliano, e o resultado segue.

Vale destacar que, sob a hipótese de que todos os p-elementos de G satisfazem a condição
|E (g)| ≤ m, o subgrupo N obtido na demonstração coincide com o p′-residual Op′(G), ou
seja , o menor subgrupo normal de G tal que o quociente G/Op′(G) seja um p′-grupo. Nesse
contexto, o teorema mostra que a existência de sinks de Engel com cardinalidade limitada para
todos os p-elementos de G impõe uma restrição quantitativa sobre o índice [Op′(G) : Op(G)],
revelando uma limitação estrutural sobre o p-residual do grupo.



Capítulo 4

Grupos Profinitos

Este capítulo será dedicado à obtenção de resultados para o caso dos grupos profinitos,
sendo os principais fundamentos teóricos baseados nas obras Analytic Pro-p Groups [5] e
Profinite Groups [21]. Exploraremos definições e propriedades fundamentais da teoria dos
grupos profinitos, estabelecendo uma base sólida para os teoremas que serão apresentados
posteriormente.

4.1 Resultados Preliminares

Para estudar grupos profinitos, é essencial compreender algumas noções básicas de topologia
e suas interações com estruturas algébricas. Nesta seção, revisamos conceitos fundamentais de
espaços topológicos, continuidade e compacidade, que serão essenciais para o desenvolvimento
da teoria dos grupos profinitos.

Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos de X , chamados
conjuntos abertos, que satisfaz as seguintes condições:

(i) O conjunto vazio /0 e o conjunto X são conjuntos abertos, isto é, /0,X ∈ τ .

(ii) Se U e V são subconjuntos abertos de X , então a interseção U ∩V é aberta. Em outras
palavras, τ é fechada sob interseções finitas.

(iii) Se {Ui : i ∈ I} é uma família arbitrária de subconjuntos abertos de X , então a união
⋃
i∈I

Ui

é aberta. Ou seja, τ é fechada sob uniões arbitrárias.

Um espaço topológico é um par (X ,τ), onde X é um conjunto não vazio e τ é uma topologia
em X . Normalmente, referimos a (X ,τ) simplesmente como espaço topológico X , mencionando
τ somente quando necessário.

40
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Dado qualquer conjunto X , podemos considerá-lo como um espaço topológico ao definir
uma topologia em que cada subconjunto de X é aberto. Essa topologia é chamada de topologia
discreta em X , e dizemos que X é um espaço discreto.

A seguir, elencamos algumas definições e propriedades fundamentais relacionadas a espaços
topológicos.

Seja Y um subconjunto de um espaço topológico X . A coleção de todos os subconjuntos
da forma Y ∩U , com U sendo aberto em X , define uma topologia em Y . Esta topologia é
denominada topologia subespaço, e, com respeito a ela, Y é chamado de um subespaço de X .

Dado um espaço topológico X , um subconjunto Y ⊆X é dito fechado se o seu complementar
X \Y é aberto. Para qualquer subconjunto Y ⊆ X , o fecho de Y , denotado por Y , é a interseção
de todos os conjuntos fechados que contêm Y . O fecho Y é sempre um conjunto fechado. Além
disso, dizemos que Y é denso em X se Y = X .

Uma vizinhança aberta de um elemento x ∈ X é qualquer conjunto aberto que contém x.
Uma base para a topologia em X é uma coleção {Uλ | λ ∈ Λ} de conjuntos abertos tal que todo
conjunto aberto em X pode ser escrito como a união de alguns dos conjuntos de {Uλ}.

Um espaço topológico X é dito compacto se, dada qualquer família de subconjuntos abertos
{Uα | α ∈ A} tal que X =

⋃
α∈A

Uα , existe uma subfamília finita {Uα1, . . . ,Uαn} para a qual

X =
n⋃

i=1

Uαi .

De forma equivalente, X é compacto se, para toda família {Cα | α ∈ A} de subconjuntos
fechados com a propriedade de que cada interseção de uma quantidade finita de conjuntos Cα é
não vazia, segue que a interseção de todos os conjuntos Cα é não vazia. Ambas as definições
são equivalentes.

Um espaço topológico X é dito localmente compacto se cada elemento x ∈ X possui uma
vizinhança compacta. Note que todo espaço compacto é localmente compacto, pois o próprio
espaço serve como uma vizinhança compacta para qualquer de seus elementos.

Um espaço topológico X é chamado Hausdorff se, para quaisquer elementos distintos
x,y ∈ X , existem vizinhanças abertas U e V de x e y, respectivamente, tais que U ∩V = /0.
Observamos que, se X é Hausdorff, então o conjunto unitário {x} é fechado para todo x ∈ X .
De fato, para cada y ∈ X com x ̸= y, existe uma vizinhança aberta U de y que é disjunta de {x}.
Assim, o complementar X \{x} é aberto, implicando que {x} é fechado.
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Dizemos que um espaço topológico X é conexo se não é possível escrevê-lo como uma
união disjunta de dois conjuntos abertos não vazios. Por outro lado, X é dito totalmente
desconexo se todo subespaço conexo de X possui no máximo um elemento.

Os conceitos de espaços compactos, Hausdorff e totalmente desconexo desempenham
papéis importantes em nosso estudo. Em particular, veremos que os grupos profinitos são
caracterizados com essas propriedades.

Sejam X e Y espaços topológicos. Dizemos que uma aplicação f : X → Y é contínua se,
para todo conjunto aberto U ⊆Y , a imagem inversa f−1(U) é aberta em X . É imediato verificar
que a composição de funções contínuas também é contínua. Dizemos que uma aplicação f

entre espaços topológicos é um homeomorfismo se f é contínua, bijetora, e sua inversa f−1

também é contínua.

A seguir, apresentamos uma proposição que reúne resultados fundamentais sobre aplicações
contínuas, espaços compactos, totalmente desconexos e Hausdorff.

Proposição 4.1.1. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) Todo subconjunto fechado de um espaço compacto é compacto.

(ii) Todo subconjunto compacto de um espaço de Hausdorff é fechado.

(iii) Se f : X → Y é uma aplicação contínua e X é compacto, então f (X) é compacto.

(iv) Se f : X → Y é uma bijeção contínua de um espaço compacto X para um espaço de
Hausdorff Y , então f é um homeomorfismo.

(v) Se f : X → Y e g : X → Y são aplicações contínuas e Y é Hausdorff, então o conjunto
{x ∈ X | f (x) = g(x)} é fechado em X .

(vi) Se X é um espaço de Hausdorff, compacto e totalmente desconexo, então todo subcon-
junto aberto de X pode ser escrito como uma união de subconjuntos simultaneamente
abertos e fechados.

Demonstração. (i) Seja F um subconjunto fechado de um espaço compacto X . Como X é
compacto, toda cobertura aberta de F pode ser estendida para uma cobertura aberta de X .
Pela definição de compacidade, existe uma subfamília finita que cobre F , o que prova
que F é compacto.

(ii) Seja C um subconjunto compacto de um espaço de Hausdorff X e x ∈ X \C. Como X

é Hausdorff, para cada y ∈ C, existem vizinhanças abertas Ay de x e By de y tais que
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Ay∩By = /0. Como C é compacto, existe uma subfamília finita {By1, . . . ,Byn} cobrindo
C. Defina Ax = Ay1 ∩ ·· ·∩Ayn . O conjunto Ax é aberto, contém x, e está disjunto de C.
Assim, X \C é aberto, o que implica que C é fechado.

(iii) Seja f (X) =
⋃

λ∈Λ

Aλ , onde {Aλ} é uma família de conjuntos abertos em Y . Como f é

contínua, os conjuntos f−1(Aλ ) são abertos em X . Como X é compacto, existe uma
subfamília finita { f−1(Aλ1), . . . , f−1(Aλn)} que cobre X . Assim, f (X) = Aλ1 ∪·· ·∪Aλn ,
mostrando que f (X) é compacto.

(iv) Para mostrar que f é um homeomorfismo, precisamos provar que f−1 é contínua. Seja
F ⊆ X um conjunto fechado. Pelo item (i), F é compacto. Pelo item (iii), f (F) é
compacto, e pelo item (ii), f (F) é fechado em Y . Assim, f−1(Y \ f (F)) = X \F é aberto,
provando que f−1 é contínua.

(v) Seja N = {x ∈ X | f (x) ̸= g(x)}. Para cada y ∈ N, como Y é Hausdorff, existem vizi-
nhanças abertas U e V em Y com f (y) ∈U , g(y) ∈V , e U ∩V = /0. As imagens inversas
f−1(U) e g−1(V ) são abertas em X , e sua interseção é uma vizinhança aberta de y contida
em N. Assim, N é a união de conjuntos abertos, logo, N é aberto. Portanto, o conjunto
{x ∈ X | f (x) = g(x)}= X \N é fechado.

(vi) Sejam U um subconjunto aberto em X e x ∈ U . Para cada y ∈ X \ {x}, como X é
totalmente desconexo, existem subconjuntos Fy que são abertos e fechados, com x ∈
Fy e y /∈ Fy. Como X é compacto, existe uma subfamília finita {Fy1 , . . . ,Fyn} tal que
Fy1 ∩ ·· · ∩Fyn ⊆ U . Portanto, U pode ser escrito como uma união de subconjuntos
simultaneamente abertos e fechados.

Agora, vamos recordar a noção de produto cartesiano para introduzir o conceito de produto
de espaços topológicos e explorar algumas propriedades relacionadas.

Seja {Xλ | λ ∈ Λ} uma família de conjuntos. O seu produto cartesiano (ou simplesmente
produto), denotado por C = ∏

λ∈Λ

Xλ , é definido como o conjunto de todas as funções x : Λ→⋃
λ∈Λ

Xλ tais que x(λ ) ∈ Xλ para cada λ ∈ Λ. Para simplificar a notação, escrevemos x(λ ) = xλ

e denotamos x por (xλ ). Assim, os elementos de C podem ser entendidos como vetores cujas
entradas são indexadas pelos elementos de Λ.
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Se algum conjunto Xλ for vazio, então por definição o produto cartesiano também será
vazio, ou seja, ∏

λ∈Λ

Xλ = /0. Portanto, assumimos que Xλ ̸= /0 para todo λ ∈ Λ (essa suposição

recorre ao Axioma da Escolha).

No caso particular em que Xλ = X para todo λ ∈ Λ, o produto cartesiano ∏
λ∈Λ

Xλ consiste

no conjunto de todas as funções x : Λ→ X . Nesse cenário, o produto cartesiano pode ser
interpretado como o produto de Λ cópias do conjunto X .

Para cada λ ∈ Λ, existe uma aplicação πλ : C→ Xλ definida por (xλ ) 7→ xλ , chamada de
projeção.

Agora, suponhamos que cada Xλ seja um espaço topológico. Dado C, o produto cartesiano
dos Xλ , podemos torná-lo um espaço topológico ao definir uma topologia cujos conjuntos
abertos são todas as uniões de conjuntos da forma

π
−1
λ1

(U1)∩·· ·∩π
−1
λn

(Un),

onde n é finito, λi ∈ Λ, e Ui é aberto em Xλi para cada i = 1, . . . ,n. Essa topologia é chamada
de topologia produto. Como consequência dessa definição, cada projeção πλ : C→ Xλ é uma
aplicação contínua.

Seja f : Y →C uma aplicação, onde Y é outro espaço topológico. A aplicação f é contínua
se, e somente se, cada composição πλ f é contínua para todo λ ∈ Λ.

O próximo resultado estabelece como algumas propriedades topológicas de uma família de
espaços se preservam em seu produto cartesiano.

Proposição 4.1.2 ([26, Teorema 0.2.1]). Sejam {Xλ | λ ∈ Λ} uma família de espaços topológi-
cos e C o produto cartesiano dessa família. Então:

(i) Se cada Xλ é Hausdorff, então C também o é;

(ii) Se cada Xλ é totalmente desconexo, então C também o é;

(iii) Se cada Xλ é compacto, então C também o é (Teorema de Tychonoff).

Agora passaremos a estudar a definição e algumas propriedades de grupos topológicos
e limites inversos, conceitos centrais para a construção de grupos profinitos. Veremos que
um grupo profinito pode ser caracterizado como um limite inverso de uma classe específica
de grupos topológicos, o que conecta suas propriedades algébricas e topológicas de maneira
profunda.
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Um grupo topológico é um conjunto G que é simultaneamente um grupo e um espaço
topológico, em que a aplicação

G×G −→ G

(x,y) 7−→ xy−1

é contínua. Aqui, G×G é considerado com a topologia produto.

Para mais informações sobre grupos topológicos, consulte [26, p. 6-8].

Dando continuidade ao estudo de conceitos fundamentais para a definição de grupos
profinitos, introduzimos a noção de conjunto parcialmente ordenado e sua relação com sistemas
inversos.

Um conjunto I é chamado de parcialmente ordenado com respeito à relação ≤ se essa
relação satisfaz as propriedades reflexiva, transitiva e antissimétrica. Além disso, diremos que I

é dirigido se, além de ser parcialmente ordenado, para quaisquer i, j ∈ I, existir um elemento
k ∈ I tal que i≤ k e j ≤ k.

Com essa definição, podemos introduzir o conceito de sistemas inversos. Um sistema
inverso de espaços topológicos {Xi,ϕ ji, I} sobre um conjunto dirigido I consiste em uma
família de espaços topológicos e morfismos ϕi j : X j→ Xi satisfazendo:

• ϕii é a identidade em Xi, para todo i ∈ I;

• Se i≤ j ≤ k, então ϕik = ϕi jϕ jk.

Isso significa que o seguinte diagrama comuta sempre que i≤ j ≤ k:

Xk Xi

X j

ϕik

ϕ jk ϕi j

Dado um sistema inverso {Xi,ϕi j, I} e um espaço topológico Y , um conjunto de aplicações
contínuas {ψi : Y → Xi | i ∈ I} é dito compatível se, sempre que i≤ j, temos ϕi jψ j = ψi.

O limite inverso, denotado por lim
←−

Xi = (X ,ϕi), é um espaço topológico X junto com um
conjunto compatível de aplicações contínuas {ϕi : X → Xi} satisfazendo a seguinte propriedade
universal: para qualquer espaço topológico Y e qualquer conjunto compatível de aplicações
{ψi : Y → Xi}, existe uma única aplicação contínua ψ : Y → X tal que ϕiψ = ψi para todo i ∈ I.
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O seguinte diagrama comuta:

Y X

Xi

ψ

ψi ϕi

Se o limite inverso existir, ele é único (ver [21, Proposição 1.1.1]). Em nossos estudos,
assumimos que conjuntos finitos têm a topologia discreta. Se os objetos em um sistema inverso
forem finitos, o limite inverso herdará diversas propriedades topológicas, como ser de Hausdorff,
totalmente desconexo e compacto. Essas características são preservadas, respectivamente, pela
topologia discreta e pelo Teorema de Tychonoff.

Se X for o limite inverso de um sistema inverso formado por conjuntos finitos, chamamos X

de um espaço profinito. Um espaço profinito é, portanto, de Hausdorff, compacto e totalmente
desconexo (ver [21, Capítulo 1]). Quando os espaços topológicos são grupos finitos munidos
da topologia discreta e os mapas são homomorfismos de grupos, o limite inverso é denominado
um grupo profinito.

O próximo lema reúne algumas propriedades básicas de subgrupos de grupos profinitos.

Lema 4.1.3. [5, Proposição 1.2] Seja G um grupo profinito.

(i) Todo subgrupo aberto de G é fechado, tem índice finito em G, e contém um subgrupo
normal aberto de G. Um subgrupo fechado de G é aberto se e somente se tem índice
finito. A família de todos os subgrupos normais abertos de G se intersectam em {1}.

(ii) Um subconjunto de G é aberto se e somente se é a união de subconjuntos abertos de
subgrupos normais.

(iii) Se X e Y são subconjuntos fechados de G então o subconjunto XY = {xy | x ∈ X ,y ∈ Y}
também o é. Se X é fechado e n é um inteiro então o conjunto {xn | x ∈ X} é fechado.

(iv) Seja H um subgrupo fechado de G. Então H (com a topologia induzida) é um grupo
profinito. Todo subgrupo aberto de H é da forma H ∩K com K subgrupo aberto de G.

(v) Seja N um subgrupo fechado normal de G. Então G/N (com a topologia quociente) é um
grupo profinito, e o homomorfismo natural G→ G/N é uma aplicação contínua aberta e
fechada.

Discutiremos agora o conceito de grupo residualmente finito e algumas propriedades básicas
relevantes para nosso estudo.
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Um grupo G é dito residualmente finito se, para cada elemento g ̸= 1 em G, existe um
subgrupo normal Ng ▹G tal que g /∈ Ng e o quociente G/Ng é finito.

A seguir, apresentamos uma caracterização fundamental dos grupos residualmente finitos.

Proposição 4.1.4. Um grupo G é residualmente finito se, e somente se, a interseção de todos
os subgrupos normais de índice finito em G é trivial.

Demonstração. Seja I o conjunto de todos os subgrupos normais de índice finito em G e defina
H =

⋂
N∈I

N.

Primeiramente, suponha que G seja residualmente finito e, por contradição, que H ̸= 1.
Isso significa que existe um elemento g ∈ H com g ̸= 1. Pela definição de grupo residualmente
finito, deve existir um subgrupo normal Ng ▹G tal que g /∈ Ng e G/Ng seja finito. Como Ng ∈ I,
segue que g ∈ H ⊆ Ng. Assim, temos g ∈ Ng, o que contradiz a escolha de Ng, pois assumimos
que g /∈ Ng. Portanto, concluímos que H = 1.

Reciprocamente, suponha que H = 1 e considere um elemento arbitrário g ∈ G com g ̸= 1.
Como H é a interseção de todos os subgrupos normais de índice finito em G, segue que g /∈ H.
Isso significa que deve existir um subgrupo normal Ng ▹G com índice finito tal que g /∈ Ng,
pois, do contrário, teríamos g ∈ H, o que contraria nossa hipótese. Como essa escolha de g foi
arbitrária, concluímos que G é residualmente finito, finalizando a demonstração.

O próximo resultado estabelece que todo grupo profinito é residualmente finito.

Proposição 4.1.5. Se G é um grupo profinito, então G é residualmente finito.

Demonstração. Seja I o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G. Pelo Lema
4.1.3, sabemos que a interseção de todos esses subgrupos é trivial, ou seja,

⋂
N∈I

N = 1.

Além disso, como cada N ∈ I é um subgrupo normal aberto em G, segue do Lema 4.1.3,
que seu índice [G : N] é finito. Assim, pela Proposição 4.1.4, concluímos que G é residualmente
finito.

O próximo resultado, consequência da Proposição 4.1.5, estabelece uma propriedade
fundamental sobre subconjuntos finitos em grupos profinitos.

Proposição 4.1.6. Seja G um grupo profinito. Se H é um subconjunto finito de G que contém
o elemento identidade, então existe um subgrupo normal aberto N de G tal que H ∩N = {1}.
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Demonstração. Como G é profinito, segue da Proposição 4.1.5 que G é residualmente finito.

Seja |H|= n. Se H = {1}, o resultado é imediato. Suponhamos então que H ̸= {1}. Como
G é residualmente finito, para cada elemento não trivial hi ∈ H, existe um subgrupo normal
Nhi ▹G tal que hi /∈ Nhi e o quociente G/Nhi é finito. Além disso, como G é profinito, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que cada Nhi é um subgrupo normal aberto de G.

Definindo

N =
n⋂

i=1

Nhi,

obtemos um subgrupo normal aberto de G. Ademais, por construção, temos N ∩H = {1},
pois, caso contrário, existiria algum hi ∈ N∩H com hi ̸= 1. Isso implicaria que hi ∈ Nhi , o que
contradiz a escolha de Nhi .

Assim, concluímos que N∩H = {1}, finalizando a demonstração.

Apresentamos agora, uma importante propriedade dos grupos profinitos, mostrando que
grupos profinitos infinitos não são enumeráveis. Esse resultado deriva do Teorema da Categoria
de Baire, aplicável a espaços localmente compactos.

Lema 4.1.7 ([21, Proposição 2.3.1]). Seja G um grupo profinito.

(a) Se C1,C2, . . . é uma sequência infinita enumerável de subconjuntos fechados e não vazios
de G que não possuem interior, então:

G ̸=
∞⋃

n=1

Cn.

(b) A cardinalidade de G é sempre finita ou não enumerável.

Considerando G um grupo profinito, temos, por definição, que

G = lim
←−
i∈I

Gi,

onde cada Gi é um grupo finito e I é uma base filtrada de subgrupos normais fechados de G.

Se G é infinito, conhecer sua cardinalidade fornece pouca informação a respeito do grupo,
pois, pelo Lema 4.1.7, sabemos que G é sempre não enumerável. Dessa forma, é necessário
definir uma quantidade numérica que represente as propriedades aritméticas dos grupos finitos
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Gi, seja independente da apresentação de G como um limite inverso de um sistema inverso de
grupos finitos e que expresse características fundamentais de G.

Essa abordagem permitirá, no contexto dos grupos profinitos, a formulação precisa de
conceitos como índices, ordens e subgrupos de Sylow. A ferramenta central para isso será o
conceito de número supernatural, definido como um produto formal da forma:

n = ∏
p

pn(p),

onde p percorre o conjunto de todos os números primos e n(p) é um inteiro não negativo
ou ∞.

Adotamos as seguintes convenções para operações envolvendo ∞:

n < ∞, ∞+∞ = ∞, ∞+n = n+∞ = ∞ para todo n ∈ N.

Se m é outro número supernatural definido por m = ∏
p

pm(p), e se m(p)≤ n(p) para cada

p, então dizemos que m divide n, denotado por m | n.

Considerando uma coleção de números supernaturais {ni = ∏
p

pn(p,i) | i ∈ I}, definimos

o produto, o máximo divisor comum (mdc) e o mínimo múltiplo comum (mmc) da seguinte
forma:

• ∏
I

ni = ∏
p

pn(p), onde n(p) = ∑
i

n(p, i);

• mdc{ni}i∈I = ∏
p

pn(p), onde n(p) = mini{n(p, i)};

• mmc{ni}i∈I = ∏
p

pn(p), onde n(p) = maxi{n(p, i)}.

Considere G um grupo profinito e H um subgrupo fechado de G. Seja U a coleção de todos
os subgrupos normais abertos de G. Definimos o índice [G : H] de H em G como o número
supernatural determinado pelo mínimo múltiplo comum dos índices dos quocientes:

[G : H] = mmc{[G/U : HU/U ] |U ∈ U}.

A ordem de G, denotada por #G, é o número supernatural definido por:

#G = [G : 1],



4.1. RESULTADOS PRELIMINARES 50

ou seja, #G = mmc{|G/U | |U ∈ U}.

Lema 4.1.8. [21, Proposição 2.3.2] Seja G um grupo profinito.

(i) Se H é um subgrupo fechado de G, então [G : H] é um número natural se e somente se H

é um subgrupo aberto de G;

(ii) Se H é um subgrupo fechado de G, então

[G : H] = mmc{[G : U ] | H ≤U ≤ G,onde U é um subgrupo aberto de G}.

(iii) Sejam K um subgrupo fechado de H, e H um subgrupo fechado de G. Então

[G : K] = [G : H][H : K].

Assim como nos números naturais, definimos π-números, onde π é um conjunto de números
primos, e π

′ o conjunto de números primos que não estão em π . Um número supernatural
n = ∏

p
pn(p) é chamado de π-número se, sempre que n(p) ̸= 0, então p ∈ π .

Com base nessa noção, dizemos que um grupo profinito G é um pro-π grupo se sua ordem
#G é um π-número. Se π = {p} consiste apenas do primo p, então o grupo é chamado de
pro-p grupo.

Por fim, abordaremos um pouco da teoria de Sylow em grupos profinitos, definiremos
o conceito de p-subgrupo de Sylow de um grupo profinito G, mostraremos a existência
destes subgrupos de Sylow e apresentaremos propriedades relevantes destes subgrupos que se
assemelham ao que é conhecido para subgrupos de Sylow de grupos finitos.

Sejam G um grupo profinito e p um primo. Um p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo
P tal que sua ordem |P|= pn é uma potência de p com n≤ ∞ e seu índice [G : P] é coprimo
com p. Em particular, observamos que os p-subgrupos de Sylow de G são pro-p subgrupos
maximais de G.

A proposição a seguir, mostra que os Teoremas de Sylow, conhecidos em grupos finitos,
podem ser estendidos para grupos profinitos.

Proposição 4.1.9. [26, Proposição 2.2.2] Sejam G um grupo profinito e p um primo. As
seguintes afirmações valem:

(i) o grupo G possui p-subgrupos de Sylow;



4.2. GRUPOS PROFINITOS QUASE ENGEL 51

(ii) se P é um p-subgrupo de Sylow de G e T é um subgrupo pro-p de G, então g−1T g≤ P

para algum g ∈ G;

(iii) cada subgrupo pro-p de G está contido em um p-subgrupo de Sylow;

(iv) se P1 e P2 são p-subgrupos de Sylow de G, então g−1P1g = P2 para algum g ∈ G.

4.2 Grupos Profinitos Quase Engel

Como já observado para grupos abstratos, todo grupo nilpotente é Engel. No entanto, a
recíproca geralmente não é verdadeira. Existem, contudo, resultados importantes que vali-
dam a relação sob condições específicas, como demonstrado por Wilson e Zelmanov, que
estabeleceram o seguinte teorema:

Teorema 4.2.1. [27, Teorema 5] Todo grupo profinito Engel é localmente nilpotente.

Um grupo G é denominado quase Engel se, para cada elemento g ∈ G, existe um conjunto
finito E (g) ⊆ G tal que, para todo x ∈ G, todos os comutadores suficientemente longos da
forma [. . . [[x,g],g], . . . ,g] pertencem a E (g).

Khukhro e Shumyatsky [14] demonstraram que se um grupo compacto (Hausdorff) G é
quase Engel, então G possui um subgrupo normal finito N de modo que G/N é localmente
nilpotente. Além disso, se existe um inteiro positivo m de forma que para cada g ∈G, |E (g)| ≤
m, então o subgrupo normal N pode ser de ordem limitada por m.

Introduzimos também o conceito de grupo central-por-finito, que é caracterizado pelo fato
de que o índice [G : Z(G)] é finito.

Um conceito relacionado é o de FC-grupo, definido como um grupo G em que cada classe
de conjugação é finita. É conhecido que todo grupo central-por-finito é um FC-grupo, uma vez
que em tais grupos o centralizador de qualquer elemento tem índice finito, devido ao fato de
que contém o centro.

Neumann, em [19, Lema 2], demonstrou que, sob certas condições adicionais, a recíproca
também é válida: um FC-grupo é central-por-finito. Essa relação é formalizada no seguinte
resultado.

Lema 4.2.2. Se G é um FC-grupo e contém um subgrupo abeliano A com índice finito [G : A],
então G é central-por-finito.
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Outra definição importante no estudo de grupos com restrições sobre classes de conjugação
é a de BFC-grupo. Um grupo G é denominado BFC-grupo se existe um inteiro positivo d

tal que toda classe de conjugação em G é finita e possui no máximo d elementos. Em outras
palavras, trata-se de um FC-grupo com um limite uniforme para o tamanho das classes de
conjugação.

Neumann também investigou a estrutura desses grupos e os caracterizou em termos de seu
subgrupo derivado, conforme enunciado no resultado a seguir.

Teorema 4.2.3. [22, Teorema 4.35] Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente se, G′ é finito.

Shalev [25, Lema 2.6] ofereceu contribuições adicionais relevantes no contexto dos grupos
profinitos. Em particular, ele investigou o comportamento do subgrupo derivado em FC-grupos
profinitos, estabelecendo que, sob tais condições, esse subgrupo possui estrutura controlada. O
resultado a seguir formaliza essa observação:

Teorema 4.2.4. Se G é um FC-grupo profinito, então G′ é finito.

Um grupo G é dito possuir centralizadores restritos se, para cada elemento g ∈ G, o
centralizador CG(g) é finito ou possui índice finito em G. Esse conceito foi introduzido por
Shalev em [25], no contexto de grupos profinitos.

Shalev demonstrou que todo grupo profinito com centralizadores restritos é virtualmente
abeliano, isto é, possui um subgrupo aberto abeliano. Lembramos que, no contexto profinito,
uma propriedade é dita virtualmente satisfeita quando há um subgrupo aberto do grupo que a
possui.

Por fim, apresentamos um teorema crucial que será essencial para fundamentar nosso
resultado no contexto dos grupos profinitos.

Teorema 4.2.5. [1, Teorema 1.3] Seja π um conjunto de números primos e G um grupo profinito

no qual o centralizador de cada π-elemento é ou finito ou aberto. Então G tem um subgrupo

aberto da forma P×Q, onde P é um subgrupo pro-π abeliano e Q é um subgrupo pro-π ′.

Além disso, utilizaremos o seguinte resultado clássico, conhecido como Lema de Dicman,
que garante que subconjuntos normais finitos, formados por elementos de ordem finita, geram
subgrupos normais também finitos. Isso será importante no contexto profinito, onde queremos
garantir que certas construções permaneçam dentro da classe dos subgrupos finitos.

Lema 4.2.6. [23, Teorema 14.5.7] Em qualquer grupo G, um subconjunto normal finito formado
por elementos de ordem finita gera um subgrupo normal finito.



4.2. GRUPOS PROFINITOS QUASE ENGEL 53

Encerrando o desenvolvimento principal deste trabalho, apresentamos a extensão do resul-
tado central ao contexto dos grupos profinitos. Sob a hipótese de finitude dos sinks associados
aos p-elementos, demonstramos que uma estrutura análoga à obtida no caso finito permanece
válida:

Teorema 4.2.7. Seja p um número primo e G um grupo profinito no qual todo p-elemento

possui um sink de Engel finito. Então, G possui um subgrupo normal N tal que N é virtualmente

pro-p e G/N é um grupo pro-p′.

Demonstração. Seja g ∈ G um p-elemento. Como, por hipótese, E (g) é finito, segue da
Proposição 4.1.6 que existe um subgrupo normal aberto Ng de G tal que E (g)∩Ng = {1}.

Dessa forma, considerando Ng⟨g⟩, temos que g é um elemento Engel em Ng⟨g⟩. De fato,
seja x ∈ Ng⟨g⟩. Note que [x,g] ∈ Ng, pois (Ng⟨g⟩)′ ≤ Ng, em virtude de Ng ser normal em G.
Mais geralmente, todo comutador iterado da forma [x,g, . . . ,g] também pertence a Ng.

Por outro lado, pela definição de E (g), existe um inteiro n(g,x) tal que, para todo n≥ n(g,x),
tem-se

[x,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n

] ∈ E (g),

e, simultaneamente, esse comutador pertence a Ng.
Pelo fato de E (g)∩Ng = {1}, concluímos que

[x,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸
n

] = 1,

o que mostra que g é um elemento Engel em Ng⟨g⟩.

Agora, seja H ▹o Ng⟨g⟩ um subgrupo normal aberto arbitrário. Como g é um elemento
Engel em Ng⟨g⟩, sua imagem g em Ng⟨g⟩/H também é um elemento Engel nesse quociente.

Como Ng⟨g⟩/H é um grupo finito, segue que g pertence ao subgrupo de Fitting de Ng⟨g⟩/H.
Como a escolha de H foi arbitrária, essa afirmação vale para qualquer quociente finito de Ng⟨g⟩.
Assim, deduzimos que g ∈ F(Ng⟨g⟩), onde F(Ng⟨g⟩) denota o subgrupo de Fitting, ou seja, o
maior subgrupo normal pronilpotente do grupo profinito considerado.

Adicionalmente, sendo g um p-elemento, segue que g ∈ Op(Ng⟨g⟩). Assim, [Ng,g] ≤
Op(Ng)≤Op(G), o que garante que [Ng,g] é um subgrupo pro-p, e concluímos que o quociente
G/Op(G) possui a propriedade de que todo p-elemento é um FC-elemento, ou seja, sua classe
de conjugação é finita no quociente.
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Para verificar isso, note que cada p-elemento de G/Op(G) é centralizado pela imagem
de Ng no quociente G/Op(G). Seja y = yOp(G) para algum y ∈ NgOp(G) e considere um
p-elemento arbitrário a ∈ G/Op(G). O centralizador de a em G/Op(G) é dado por:

CG/Op(G)(a) = {x ∈ G/Op(G) | [x,a] = 1}= {x ∈ G/Op(G) | [x,a] ∈ Op(G)}.

Como y ∈ NgOp(G), podemos escrever y = zk, onde z ∈ Ng e k ∈ Op(G). Assim, temos
que:

[y,a] = [z,a]k[k,a] ∈ [Ng,a]Op(G)Op(G).

Além disso, como Op(G) contém [Ng,a], segue que

[Ng,a]Op(G) ≤ Op(G).

Portanto, concluímos que [y,a]∈Op(G), o que implica que y∈CG/Op(G)(a), como desejado.

Agora, como Ng é aberto em G, temos que o índice [G : NgOp(G)] é finito, o que implica
que

[G/Op(G) : NgOp(G)/Op(G)]

também é finito. Consequentemente, segue que

[G/Op(G) : CG/Op(G)(a)]

é finito para cada p-elemento. Portanto, a classe de conjugação de p-elementos é finita.

Pelo Teorema 4.2.5, sabemos que G/Op(G) é virtualmente pro-p′, e, portanto, os p-
subgrupos de Sylow de G/Op(G) são finitos.

Levando em consideração que os p-subgrupos de Sylow de G/Op(G) consistem de ele-
mentos FC, e utilizando o Lema 4.2.6, concluímos que, se P é um p-subgrupo de Sylow de
G, então a imagem de ⟨PG⟩ em G/Op(G) é finita. Portanto, o subgrupo N = ⟨PG⟩ possui as
propriedades desejadas, o que conclui a demonstração.



Capítulo 5

Considerações Finais

5.1 Limitações por sinks à direita de Engel

Os resultados discutidos neste trabalho consideram os sinks normados à esquerda. No
entanto, Khukhro e Shumyatsky [15] também definem os sinks à direita, proporcionando uma
abordagem alternativa para a teoria de Engel.

Dado um grupo G e um elemento g ∈ G, o sink à direita de Engel para g é um conjunto
R(g) tal que, para todo a ∈ G, os comutadores de peso suficientemente grande da forma
[g,a, . . . ,a] pertencem a R(g). Ou seja, para cada a ∈ G, existe um inteiro positivo n(a,g) tal
que:

[g,a,a, . . . ,a︸ ︷︷ ︸
n

] ∈R(g), para todo n≥ n(a,g).

Essa definição estabelece uma versão alternativa do conceito de sink, considerando a
iteração dos comutadores em relação ao primeiro argumento, em contraste com a abordagem
normada à esquerda adotada nos capítulos anteriores.

Lembramos que um elemento g de um grupo G é chamado de Engel à esquerda se, para
todo x ∈ G, existe um inteiro positivo n = n(g,x) tal que [x,g,g, . . . ,g︸ ︷︷ ︸

n

] = 1. Analogamente, um

elemento g é dito Engel à direita se, para todo x ∈ G, existe um inteiro positivo m = m(g,x)

tal que [g,x,x, . . . ,x︸ ︷︷ ︸
m

] = 1. Isso equivale a dizer que o sink à direita de g é trivial, ou seja,

R(g) = {1}.

55
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O próximo resultado, demonstrado por Heineken, estabelece uma relação entre essas duas
noções.

Lema 5.1.1 ([23], Teorema 12.3.1). Se g é um elemento Engel à direita em um grupo G, então
g−1 é um elemento Engel à esquerda.

Esse resultado permite, em diversas situações, converter propriedades relacionadas a ele-
mentos Engel à direita para sua versão correspondente à esquerda, e vice-versa, facilitando a
análise estrutural de grupos nos quais essas condições são relevantes.

O seguinte lema caracteriza os sinks à direita de Engel finitos.

Lema 5.1.2 ([15], Lema 2.2). Se um elemento g de um grupo G possui um sink de Engel à
direita finito, então

R(g) = {z | z = [g,n x] = [g,n+m x],x ∈ G,n≥ 1,m≥ 1}.

Aqui, os elementos x e os números m,n do Lema anterior variam para diferentes z e não
são únicos.

Conseguimos adaptar alguns dos resultados demonstrados neste trabalho para o caso de
sinks à direita, desde que o grupo considerado seja finito e solúvel. Em particular, verifica-se
que o Teorema 4 se mantém válido nesse novo contexto, com as devidas reformulações dos
resultados auxiliares.

No entanto, a adaptação para grupos simples apresentou obstáculos significativos, tornando
não triviais as extensões desses resultados.

5.2 Síntese dos Resultados e Perspectivas

Este trabalho teve como objetivo investigar as consequências estruturais da existência de
sinks pequenos à esquerda de Engel em grupos finitos e profinitos.

Demonstramos que a limitação da cardinalidade desses sinks impõe restrições significativas
à estrutura dos grupos, afetando parâmetros como a altura de Fitting, o comprimento não-
solúvel, a ordem de subgrupos derivados e o índice de subgrupos naturalmente associados à
ação de p-elementos.

No caso dos grupos finitos, assumindo que todos os p-elementos de um subgrupo de Sylow
P ∈ Sylp(G) possuem sinks de Engel à esquerda com cardinalidade limitada por m, provamos
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que subgrupos como [N,P], ⟨PG⟩ e certos subgrupos derivados possuem ordem e índice m-
limitados. Essas demonstrações basearam-se em adaptações de técnicas clássicas, como ações
coprimas, séries de Fitting e propriedades de centralizadores.

Estendemos esses resultados ao contexto dos grupos profinitos, mesmo diante dos desafios
adicionais impostos pela topologia. Considerando a continuidade das operações, a estrutura dos
subgrupos fechados e o comportamento das ações conjugacionais, demonstramos que, se todos
os p-elementos de um grupo profinito possuem sinks de Engel finitos, então o grupo admite um
subgrupo normal que é virtualmente pro-p, com quociente pro-p′.

Tal resultado evidencia que a finitude dos sinks, mesmo sem limitação uniforme, ainda
impõe restrições estruturais substanciais em grupos infinitos e topologicamente mais complexos.

Outro resultado crucial para nossa abordagem foi o Teorema 2.4.2, que forneceu uma
caracterização estrutural de grupos finitos a partir de seus comutadores com um automorfismo.
Esse teorema afirma que, se um grupo G satisfaz G = [G,α] para algum α ∈ Aut(G), então G

é gerado pelos sinks de Engel associados a α , independentemente do parâmetro k considerado.

Um aspecto notável desse teorema é que ele não requer que o grupo G seja solúvel, o que o
torna particularmente adequado para tratar casos mais gerais, incluindo grupos não solúveis.
Essa generalidade foi essencial para lidar com situações no contexto dos sinks à esquerda.

Contudo, a adaptação desses resultados para o contexto dos sinks à direita ainda permanece
incompleta. Embora tenhamos observado que o teorema principal também se verifica no caso
de grupos finitos solúveis, a generalização para grupos não solúveis ainda encontra obstáculos
técnicos relevantes.

Um dos principais obstáculos atuais reside na ausência de um análogo ao Teorema de
Guralnick e Tracey para sinks à direita. Até o momento, o melhor resultado disponível nesse
contexto é o seguinte:

Teorema 5.2.1. [17, Proposição 3.1] Seja α um automorfismo de um grupo finito solúvel G,

tal que G = [G,α]. Então G = RG⟨α⟩,n(α) para todo n≥ 1.

Essa lacuna inviabiliza, por ora, o pleno desenvolvimento das técnicas utilizadas neste
trabalho para o caso não solúvel com sinks à direita. O avanço dessa linha de pesquisa exigirá
ou a formulação de um teorema análogo válido para classes mais gerais de grupos, ou o
desenvolvimento de abordagens alternativas que permitam contornar essa limitação.
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Assim, os resultados aqui obtidos consolidam uma base teórica sólida para o estudo dos
sinks de Engel à esquerda, e apontam para direções promissoras em investigações futuras
envolvendo estruturas de grupos com sinks limitados — tanto à esquerda quanto à direita.
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