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Resumo

Seja G um grupo. As 6rbitas da acdo de Aut(G) em G sdo chamadas de drbitas por auto-
morfismos de G. Neste trabalho, estudamos dois tipos de grupos com quantidades finitas de
orbitas por automorfismos: os grupos residualmente finitos e os grupos nilpotentes radica-

veis. Iniciamos com uma constru¢do de um subgrupo do produto cartesiano HG, chamado
X

poténcia booleana de G, e verificamos que um grupo residualmente finito nio soldvel pode
ter uma quantidade finita de orbitas por automorfismos. Em seguida, provamos que se
G é grupo residualmente finito com uma quantidade finita de orbitas por automorfismos,
entdo G é localmente finito com expoente. Nos grupos nilpotentes radicaveis, estudamos
0 Q-completamento de Mal’cev Ng do grupo nilpotente livre N,.., r-gerado de classe c.
Provamos que o grupo G = Ng tem uma quantidade finita de orbitas por automorfismos se,
e somente se, G = Ng ouG= N;%.






Abstract

Let G be a group, the orbits of the action of Aut(G) on G are called automorphism orbits

of G. In this work, we study two types of groups with finitely many automorphism orbits:

residually finite groups and radicable nilpotent groups. We begin by constructing a subgroup

of the Cartesian product H G, called the Boolean power of G, and verify that a non-solvable
X

residually finite group can have finitely many automorphism orbits. We then prove that if G
is a residually finite group with finitely many automorphism orbits, then G is locally finite
with exponent. In radical nilpotent groups, we study the QQ-Mal’cev completion Ng. of the
free nilpotent group N,.., r-generated of class c. We prove that the group G = N?i, has finitely
many orbits by automorphisms if and only if G = N% orG= Ng%.
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Introducao

Sejam G um grupo e Aut(G) seu grupo de automorfismos. Para g € G sua 6rbita por

automorfismos € definida como
g™ = {g? | ¢ € Aut(G)}.

Dois elementos g,h € G pertencem a mesma Orbita por automorfismos sempre que existir
¢ € Aut(G) tal que g? = h. Tais elementos também sio chamados de Aut(G)-conjugados.
O estudo do ndmero de 6rbitas por automorfismos de um grupo, denotado por @(G), teve
inicio nos trabalhos de Laffey e MacHale [15] em 1986 ([14]). Desde entdo, o tema tem
atraido interesse de diversos matematicos, consolidando-se como uma linha de pesquisa na
teoria de grupos.

O fato de ®(G) ser finito impde algumas restri¢des a estrutura do grupo. Por exemplo,
¢ imediato que w(G) =1 se, e somente se, G € o grupo trivial; tal grupo é chamado
excessivamente homogéneo. Se G é finito e ®(G) = 2, entdo G é um grupo abeliano elementar
de ordem p", para algum primo p; grupos com duas 6rbitas sdo chamados homogéneos. No
entanto, esse resultado ndo pode ser estendido para grupos infinitos: Higman, Neumann e
Neumann construiram um grupo simples e livre de tor¢do U que possui duas Orbitas por
automorfismos [21, 6.4.6]. Grupos para os quais ®(G) = 3 sdo chamados quase homogéneos.
No caso de grupos finitos, alguns autores se dedicaram a classificacdo de grupos com pequeno
nimero de 6rbitas por automorfismos. Por exemplo, em [4] foram classificados os grupos
finitos ndo soliveis com até cinco Orbitas, e em [9] essa classificagdo foi estendida para
grupos ndo soldveis com @(G) < 6. Recentemente, foram classificados todos os grupos
finitos com até trés drbitas por automorfismos, veja [11] e [16].

Essa linha de pesquisa ndo se limita ao estudo de grupos finitos. No contexto de grupos
infinitos, quando se restringe uma certa classe de grupos é possivel dizer algo sobre os
grupos daquelas classes com um ndmero finito de érbitas por automorfismos. Por exemplo,
em [7] foi demonstrado que se um F'C-grupo infinito possui nimero finito de 6rbitas por
automorfismos, entdo seu subgrupo derivado G’ é finito e G admite uma decomposicio do
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tipo G = Tor(G) x D, onde Tor(G) é o subgrupo de elementos de ordem finita de G e D
¢ um subgrupo caracteristico divisivel do Z(G). Nesse mesmo trabalho, foram obtidos os

seguintes resultados com a hipétese de G ser FC-grupo:
* se 0(G) <4, entdo G é nilpotente;
* se (G) <7, entdo G é solivel;

* se ®(G) = 8 e G nio é soldvel, entdo G ~ A5 X H, com H abeliano infinito tal que
o(H)=2;

* se G é um grupo infinito ndo solivel com ®(G) < 11, entdo G é central por finito.

O artigo [5] trata do caso em que G € soluvel de posto finito. Os autores mostraram que, se
®(G) < oo, entdo existe um subgrupo caracteristico K, nilpotente, radicdvel e livre de tor¢@o,
tal que G = K x H, com H finito. Além disso, classificaram os grupos soltveis de ordem
mista e posto finito, tal que ®(G) = 3. Se G € um grupo e r um inteiro positivo, dizemos
que G tem posto finito r se todo subgrupo finitamente gerado de G pode ser gerado por r ou
menos elementos, e se r € 0 menor inteiro com essa propriedade. Uma classe de particular
interesse € a classe dos grupos localmente graduados: Um grupo G é chamado localmente
graduado se todo subgrupo ndo trivial finitamente gerado em G possui um subgrupo proprio
de indice finito.

Nesse contexto, o trabalho [6], apresenta resultados relacionados a grupos virtualmente
nilpotentes. Dentre os quais destacam:

1. sejam A um grupo abeliano e B um subgrupo finito de Aut(A). Se G =A x B com A
caracteristico em G, entdo ®(G) < oo se, e somente se, A possui niimero finito de orbitas sob
a agdo de Cpy(a)(B).

2. se G é um grupo virtualmente nilpotente com 0(G) < oo, entdo existem um subgrupo

nilpotente, radicdvel e livre de torcdo K, e um subgrupo de torcdo H, tais que
G=KxH.

Além disso, o subgrupo derivado admite a decomposi¢do G' = D x Tor(G'), com D caracte-
ristico, nilpotente, radicdvel e livre de tor¢cdo.

Um grupo possui uma certa propriedade virtualmente se tiver um subgrupo de indice finito
com essa propriedade. Grupos localmente finitos com finitas érbitas por automorfismos foram
estudados em [3]. Orbitas por automorfismos em grupos localmente compactos foram estudas
em [24, 25], onde propriedades de grupos topoldgicos com finitas Orbitas por automorfismos

sdo apresentadas.
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Neste trabalho, dedicamos ao estudo de 6rbitas por automorfismos de grupos infinitos, com
énfase em algumas familias de grupos localmente graduados: grupos residualmente finitos e
Q—completamento de Mal’cev de grupos nilpotentes livres finitamente gerados. No estudo
de grupos residualmente finitos com uma quantidade finita de érbitas por automorfismos, as
poténcias boolenas de grupos simples finitos sdo exemplos de grupos caracteristicamente
simples com finitas drbitas por automorfismos. Um anel booleano R € um anel comutativo
em que todo elemento é idempotente. Sejam G um grupo, X um conjunto ndo vazio, P(X) o
conjunto das partes de X e R C P(X) um anel booleano. A poténcia booleana de G por R

denotada por G™ é definida como o subgrupo do produto cartesiano HG gerado por todos
X

os elementos da forma g4, com g € Ge A € R, onde g4 é definido

ga € HG, dado por g4 = (hy)xex com
X

g, SexX€EA,
hy =
1, caso contrario.
Provamos o seguinte resultado que fornece uma estimativa superior para o nimero de Orbitas

por automorfismos de certas poténcias booleanas

Proposicao A. Seja G um grupo com r+ 1 orbitas por automorfismos e R um anel booleano

com m+ 1 orbitas por automorfismos. Entdo a poténcia booleana G* tem no mdximo

1+mCy +m>Cy+---+m"C”

r

k
Os exemplos encontrados de poténcias boolenas residualmente finitas com uma quantidade

orbitas por automorfismos, onde Cj =

finita de 6rbitas por automorfismos sdo periédicos. O proximo resultado confirma esse fato

para grupos residualmente finitos.

Teorema B. Seja G um grupo residualmente finito com finitas orbitas por automorfismos.

Entdo G possui expoente finito. Além disso, G é localmente finito.

E importante observar que um grupo finitamente gerado e localmente graduado ndo é, em
geral, residualmente finito. Por exemplo, o grupo S30!Z é localmente graduado, mas nao
€ residualmente finito. Em [20], Denis Osin construiu um grupo 2-gerado livre de tor¢ao
com apenas duas 6rbitas por automorfismos e, como mencionado, esse exemplo fornece

uma resposta afirmativa a conhecida questao sobre a existéncia de um grupo finitamente
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gerado G, distinto do C;, no qual todos os elementos ndo triviais sdo conjugados. Para
grupos localmente graduados, porém, tal comportamento ndo se verifica: um grupo infinito
localmente graduado finitamente gerado ndo pode ter um nimero finito de drbitas por
automorfismos.

Teorema C. Se G é um grupo localmente graduado, finitamente gerado e com uma quanti-

dade finita de orbitas por automorfismos, entdo G é finito.

Nos grupos nilpotentes radicaveis, estudamos o (Q-completamento de Mal’cev N;% do grupo

nilpotente livre N, r-gerado de classe c. Inicialmente provamos a seguinte proposicao.

Proposicao D. Seja G = Nﬁ% = (x1,x2,... ,x,>Q, onde Ny. = (x1,x2,...,X.). Se os elementos

o Q, ~ .
Xi=x{"xlrgr, L X =x{" e xP g, comgy,. .. 8y € G’ sado tais que

{(alla" '7alr>7“' 7(ar17---aarr)}
é uma base do espago vetorial Q" sobre Q, entdo a fungdo

0:x1 — X

X2 I—)Xz

x, — X,

se estende a um automorfismo de G. Por outro lado, para todo automorfismo ¢ de
G, existem elementos X| = xix“ cxdrgy, L X = x<1x,.1 cx%rg, com gy,...,g, €G e
{(t11y-eey00r)y s (041, ., 04y) } uma base de Q" tais quex;p =X;,i=12,...,r

Usando o resultado anterior provamos

Teorema E. Seja G 0 Q-completamento de Mal’cev de um grupo nilpotente livre ndo abeli-
ano r-gerado de classe c. Entdo G possui uma quantidade finita de orbitas por automorfismos
se, e somente se, o grupo G é isomorfo a N;% com r > 2 ou isomorfo a N;%.

Nas préximas linhas, descreveremos a estrutura deste trabalho, para além dessa introdugao.
Iniciaremos o Capitulo 1 com o estudo de 6rbitas por automorfismos. Em seguida, apresenta-
remos a constru¢do do Q-completamento de um grupo nilpotente livre de tor¢ao finitamente
gerado, bem como os conceitos de grupos residualmente finitos, grupos localmente finitos e

a largura do grupo Ng
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No Capitulo 2, apresentaremos o conceito de poténcia boolena. Demonstraremos a Proposi-
¢do A e iremos calcular o nimero exato de 6rbitas por automorfismos de alguns exemplos
ndo triviais de poténcia booleanas. Demonstraremos também os Teoremas B e C. Além disso,
provaremos um resultado que estabelece que, se G for um grupo infinito caracteristicamente
simples e residualmente finito, com ®(G) < 7, entdo G serd um p-grupo abeliano elementar.
Por fim, no Capitulo 3, com referéncia a Proposicdo D, determinaremos todos os Q-
completamentos de Mal’cev de grupos nilpotentes livres de posto finito que possuem niimero
finito de drbitas por automorfismos, provando assim o resultado principal do capitulo, o

Teorema E.






Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo apresentar alguns conceitos necessarios para o desenvolvi-
mento desse estudo. Assumiremos conceitos basicos da teoria de grupos como conhecidos,

podendo serem encontrados, por exemplo em [21].

1.1 Orbitas por automorfismos

Sejam G um grupo e Aut(G) seu grupo de automorfismos. Para um elemento g em G, a

orbita gAut(G) sob a acdo dos automorfismos de G € definida por

gM9 = (g% | 9 € Aut(G)}.

Dizemos também que g e i sdo Aut(G)-conjugados, quando g e & pertencem a mesma Orbita,
isto é, quando existe @ em Aut(G) tal que g¥ = h. Como se trata de uma agfio, o grupo
G ¢ particionado em 6rbitas disjuntas sob a agdo de Aut(G). Isso significa que existe um

conjunto de indices / e elementos g; em G, para i em /, tais que

e Aut(G)
G= Uielg i '
Se o conjunto de indices / € finito, entdo existem um inteiro positivo n e elementos g1, ...,&x,
em G tais que
e Aut(G)
G= 8

Nesse caso, diremos que Aut(G) age sobre G com uma quantidade finita de Orbitas, e
denotaremos esse nimero por @(G). Caso contrdrio, diremos que a acao de Aut(G) em G

ndo possui uma quantidade finita de orbitas.
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Observacao 1.1.1. O espectro de um grupo é o conjunto de ordens de seus elementos. Deno-
taremos por spec(G) o espectro do grupo G. Note que spec(G) C NU{+eo}. Por exemplo,
spec(As) = {1,2,3,5} e spec(Ag) = {1,2,3,4,5}. Dado um grupo G, como automorfismos
preservam ordens, temos que

o(G) = |spec(G)|.

Um subgrupo H é chamado caracteristico em G se H? < H para todo ¢ € Aut(G). Um
grupo G € chamado caracteristicamente simples se 0s Unicos subgrupos caracteristicos de G

sd0 o grupo trivial e o proprio G. Se H for um subgrupo caracteristico de G, entdo, dado
Caw(c)(H) ={¢ € Aut(G) | h* =h,Y he H},

Aut(G) induz em H o grupo de automorfismos Aut(G)|n = Aut(G)/Cayyg)(H). Similar-

mente, o grupo Aut(G) induz em G = G/H o grupo de automorfismos

Au(G) = Aut(G) /Cau(c)(G/H).

Subgrupos caracteristicos de G sao unides de 6rbitas da a¢do de Aut(G) sobre G, conforme

estabelece o resultado a seguir.

Proposicao 1.1.2 ([13], pag. 2802). Sejam G um grupo, Aut(G) o grupo de automorfismos
de G e H um subgrupo caracteristico de G. Suponha que G seja a unido de um niimero finito

n de orbitas por automorfismos. Nesse caso, temos

(a) O subgrupo H é uma unido de um niimero finito ny de orbitas por automorfismos, e se
H < G, temos ny < n.

(b) O quociente G = G/H é uma unido de um niimero finito it de 6rbitas por automorfismos,
ese {1} <Htemosi<n;

Exemplo 1.1.3. Se G ¢é isomorfo ao grupo aditivo de um K-espaco vetorial V, entdo

o(G) =2.

Demonstragdo. Sejam v e u dois vetores ndo nulos em V. Considere duas bases By e B, de
V tais que v € B e u € B;. Entdo existe um isomorfismo 7 : V — V tal que (B))T =B e
(V)T =u. Como T € Aut(G), segue que &(G) = 2. O

Esse exemplo mostra, em particular, que um grupo abeliano divisivel livre de tor¢dao possui

exatamente duas 6rbitas por automorfismos.

Definicao 1.1.4. Um grupo G é dito radicdvel se para todos g € G e n € L~ existe h € G

tal que g = h". Se G for abeliano e radicdvel, entdo G é chamado divisivel.
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Para cada primo p, o grupo abeliano infinito
Z(pw) = <x1,x2,-.. | px1 = Ovp-xn—l—l = pxp, para n= 1,27>

€ chamado de p-grupo de Priifer (ou p-grupo quase-ciclico).

Proposicao 1.1.5. Um grupo abeliano divisivel G tem uma quantidade finita de orbitas por

automorfismos se, e somente se, ¢ livre de torcdo.

Demonstragcdo. Se G é divisivel, entdo G é uma soma direta de copias isomorficas de Q e
grupos quase-ciclicos ([21], pag. 97). Se G possuir um fator quase-ciclico, entdo o conjunto
spec(G) € infinito. Logo, ®(G) é também infinito. Por outro lado, se G € livre de torgdo,
entdo G € isomorfo a um grupo aditivo de um (Q-espaco vetorial. Pelo exemplo 1.1.3, G
possui duas 6rbitas por automorfismos. [

Apresentamos a seguir um exemplo de um grupo radicavel G com @(G) finito.

Exemplo 1.1.6. ([10], 2025). Seja

G:UT3(@): a,b,c € Q <GL3(@).

S O =
S~ Q
S

O grupo G ¢é nilpotente de classe dois. Mostraremos que ®(G) é finito.

Demonstragcdo. Note que UT3(Q) é subgrupo normal de 73(Q). Observamos que

1 0 ¢
Z(G)=G =101 0] |ceQ;p~(Q,+).
0 01
Sejam x,y € G'\ {1}, com
10 C1l 1 0 (&)
x=101 0], y=101 0
0 0 1 0 0 1
Considere a matriz diagonal
ct 00
A=10 1 0
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~ ~ « o . / N
Entao, A= ¥, 0 que mostra que todos os elementos nao triviais de G' pertencem a mesma
6rbita por automorfismos. Assim, G’ \ {1} constitui uma dnica 6rbita.

Agora, consideramos um elemento x € G\ G'. Entio,

=
Il

S O =

S = Q

- S 0

com a, b ndo ambos nulos. Analisaremos os possiveis casos.

Casol: a#0,b=0,c#0.

Tomando
1 0 0 1 10
A=10 a!' —ca'|, =01 0|=B
0 0 1 0 01
Caso2:a#0,b=0,c=0.
Com
a 0 0
Ar=|0 10|, ¥ =8
0 01
Caso3:a=0,b#0,c#0.
Com
1 et 0 100
A=|0 1 o |, ¥=]01 1|=8
0 0 b 00 1
Caso4:a=0,b#0,c=0.
Com
1 00
As=10 b 0], xXB=F
0 01
Caso5:a#0,b#0,c#0.
Com
ab a+c 0O 1 10
Ag=10 b 1|, =01 1]|=8"
0O 0 1 0 0 1
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Caso6: a#0,b#0,c=0.

Conjugando x pela matriz

Q
S

As =

oS O =
o o O
—_ = O
=
Il
S O =

O =

Em seguida, conjugamos B; pela matriz

ab 0 0
As=|0 1 0|, B=B"
0 0 1

Assim, qualquer elemento x € G\ G’ é conjugado a uma das trés matrizes:

110 1 00 110
B=|010]|, B=|l0o11]|, B"=|0 11
00 1 0 0 1 0 0 1

Assim ©(G) é no mdximo 5. Mais a frente, forneceremos uma demonstragdo alternativa que
confirma que 0(G) = 3. O

Finalizaremos esta se¢do com um exemplo que ilustra um FC-grupo com expoente finito que
ndo possui uma quantidade finita de érbitas por automorfismos. Um elemento g de um grupo
G ¢ chamado de FC-elemento se ele possui um nimero finito de conjugados em G, isto €, se
o indice [G : Cg(g)] é finito, onde Cs(g) = {h € G| g" = g}. O conjunto de todos os FC—
elementos de G é denotado por Z(G). Se cada elemento de G for um FC-elemento, entio G
é chamado de FC—grupo, em particular, G = Z(G). Se existir um inteiro positivo d tal que
(G : Cs(g)] < d paratodo g € G, entdo o grupo G é chamado de BFC-grupo, e existe uma
cota comum para o tamanho das classes de conjugacdo em G. Além disso, por ([21]( B.H.
Neumann) 14.5.11, pag. 444) um grupo G é um BFC-grupo se, € somente se, 0 subgrupo
comutador G’ € finito .

Exemplo 1.1.7. Seja G = D H, com H grupo finito e ndo abeliano e I um conjunto infinito.
1

Entdo G ndo possui uma quantidade finita de orbitas por automorfismos.

Demonstragdo. Note que G € um FC—grupo. Suponha, por absurdo, que G possua uma

quantidade finita de 6rbitas por automorfismos. De acordo com ([7], pag. 2), tal hipotese
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implica que G é um BFC-grupo. Em particular, G’ é finito. Mas,
G =DH.
1
Assim, G’ ndo é finito. Portanto G no possui uma quantidade finita de érbitas por automor-

fismos. L]

Em particular, G = P S3 ndo possui uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos.
N

Para uma discussao mais detalhada sobre orbitas por automorfismos em F'C—grupos, veja

[7].

1.2 Grupos localmente graduados

Grupos Localmente Graduados foram introduzidos por Chernikov em 1970, [17]. Esta se¢@o

tem por objetivo estudar os grupos localmente graduados.

Definicao 1.2.1. Um grupo G é chamado localmente graduado se todo subgrupo ndo trivial

finitamente gerado em G possui um subgrupo proprio de indice finito.
Apresentamos a seguir algumas propriedades e exemplos de grupos localmente graduados.

Proposicao 1.2.2 ([17], Corolério 1, pdg. 1949). A classe dos grupos localmente graduados

é fechada sob a formagdo de subgrupos, extensoes e produtos cartesianos.

Exemplo 1.2.3. Grupos localmente finitos, grupos residualmente finitos sdo localmente
graduados. Se G é uma extensdo de um grupo nilpotente por um grupo localmente finito,

entdo, pela Proposicdo 1.2.2, G é um grupo localmente graduado.

O Exemplo 1.2.3 destaca classes especificas de grupos localmente graduados que desempe-

nham um papel relevante para os objetivos deste trabalho:

* O Q-completamento de Mal’cev de um grupo nilpotente livre de tor¢@o finitamente

gerado;
* Os grupos residualmente finitos;

* Os grupos localmente finitos.
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1.2.1 Q-completamento de Mal’cev de um grupo nilpotente livre de
torcao finitamente gerado

Esta subsecdo € dedicada a constru¢do do (Q-completamento de Mal’cev de um grupo
nilpotente livre de tor¢ao finitamente gerado. Salvo indicacdo em contrério, todo o contetido
desta subsecdo é baseado em [8] e todo Q—completamento de Mal’cev é uma adaptacao da

mesma referéncia.

Inicialmente apresentamos alguns resultados fundamentais de comutadores.

Definicao 1.2.4. Sejam G um grupo e x1,x3,... elementos de G. O comutador de x| e x, é 0
elemento

[x1,x] :xflxglxlxz :)cflx)]62 €aG.

Mais geralmente, um comutador de comprimento n > 2 é definido recursivamente por
[xlaXZa ce 7xn] - [[xla-xZa cee 7xn*1]axn]a

e por convengdo [x1] = x1.
Lema 1.2.5 ([8]. Lema 1.4, pag. 07). Sejam x,y e z elementos de um grupo G. Entdo, valem:
(i) xy = yx[x,y].
(i) X = x[x,y].
(iii) [x,y] =[] 7
(iv) [x,y]" = [x%y7].
v) by, =[x, 2Py, 2] =[x, 2l lx, 2, ], 2
(vi) [x,yz] = [x,2][x,y]* = [x,2][x,y][x,,2].

(vii) ey '] = (e )~

1

(viii) [x~",y) = (fey )7

Lema 1.2.6 ([8]. A identidade de Hall-Witt. Lema 1.5, , pdg. 08). Se x,y e z sdo elementos

de um grupo, entdo

1 1

by L2 e ey =1
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x,y, 2] [z, %, [y, 2, x"] = 1

Lema 1.2.7 ([8]. P. Hall. Lema 1.12, pag. 19). Seja G um grupo com subgrupos H e K, e
suponha que [H,K| < Z(G). Para quaisquer a € H e b € K, as funcdes

¢4 : K — Z(G) definida por k% = [a,k]

oy : H — Z(G) definida por h® = [h,b]
sao homomorfismos.

Demonstracdo. Suponhamos ki,k; € K. Pelo lema 1.2.5 (vi),
[a,klkz] = [a,kz] [a,kl]kz = [a,kz] [a,kl].

Portanto, ¢, € um homomorfismo. De maneira anédloga, ¢, ¢ um homomorfismo. [

Lema 1.2.8 ([8]. Lema 1.13, pag. 19). Seja G um grupo. Se [g,h] € Z(G) para g,h € G e
n € 7, entdo

[g",h] = [g,h]" = [g,h"].

Demonstragdo. O resultado é 6bvio paran =0 e n = 1. Pelo Lema 1.2.7, o resultado é
vélido para n > 2. Suponha que n < 0. Como [g, /] é central, entdo [g,h] " também é. Isso

junto com o lema 1.2.5 (viii), implica

& =1 h = (1)
= (Ger™) " = ek ™)
= [gah]n'
De forma semelhante, temos que [g, "] = [g,h]". O

Passaremos agora ao estudo de comutadores basicos que serdo Uteis para a constru¢ao da
base de Mal’cev.

Definicao 1.2.9. Seja G um grupo gerado por um conjunto X = {x,--- ,x,}. O peso de um

comutador c;, denotado por w(cj) é definido da seguinte maneira:

* Os comutadores de peso um sdo os elementos de X , ou seja, c; = X1, =Xp,--+ ,Cp =

Xp.
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* Sei# jec;ec;sdocomutadores de pesos w(c;) e w(c ) respectivamente, entdo [c;,c;]

é um comutador de peso w(c;) +w(c;).

Todo comutador com peso atribuido € construido a partir dos elementos do conjunto gerador,

sem envolver seus inversos. Por exemplo, se X = {x1,xp,x3} entdo [x|,x3,x3] € um comuta-

1

dor de peso 3, enquanto [x; ", x;] ndo possui peso atribuido.

E bem conhecido que os comutadores podem ser ordenados de acordo com seu peso. Assim,

* Os comutadores cy,cs, -, ¢, sdo ordenados conforme seus subscritos: ¢; = x1,¢y =
X2, yCn = Xp.
* ApOs ¢, os comutadores ¢;41,C,+2,- -+ sao listados em ordem crescente de peso, e,

entre os comutadores de mesmo peso, adotamos uma ordenacdo arbitraria.

Dado que X € finito, existe uma quantidade finita de comutadores para um dado peso, o que
garante que essa ordenacdo seja bem definida. Os comutadores com peso que aparecem na
forma organizada de uma palavra positiva sdo chamados comutadores basicos. Formalmente

apresentamos a seguinte definicao.

Definicdo 1.2.10. Seja G um grupo gerado por X = {x1,--- ,x,}. Um comutador bdsico b;

de peso w(b;) € definido da seguinte maneira:

1 Os elementos de X sdo os comutadores bdsicos de peso um. Impomos uma ordem

arbitrdria sobre eles e os renomeamos como by, by, - by, onde bi <bjsei < j.

2 Suponha que jd tenhamos definido e ordenado os comutadores bdsicos de peso menor

que | > 1. Os comutadores bdsicos de peso | sdo [b;,b;|, onde:

i) b; e bj sdo comutadores bdsicos e w(b;) +w(b;) =1,
ii) b; > bj, e

iii) se b; = [by,b;|, entdo bj > b;.

3 Comutadores de peso | vém depois de todos os comutadores de peso menor que | e sdo

ordenados arbitrariamente em relagdo uns aos outros.
A sequéncia by,b,,--- é chamada de sequéncia bdsica de comutadores bdsicos em X .

Exemplo 1.2.11 ([8]. Exemplo 3.1, pag. 78-79). Seja G = (x1,x2,x3). Suponhamos que os

geradores estejam ordenados como

X1 <X < X3
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esses sdo justamente os comutadores bdsicos de peso 1. Os comutadores de peso 2 sdo
[x2,x1], [x3,x1] e [x3,x2].

Esses comutadores sdo ordenados como
[x2,x1] < [x3,x1] < [x3,%2].

Agora, os comutadores de peso 3 sdo

X2, x1,x1], [X2,Xx1,%2], [X2,x1,x3], [x3,201,x1], [x3, 21, x2], [x3, %1, X3], [x3, X2, X2] € [x3,2x2,x3].

Observamos que [x3,x3,x1] ndo ocorre como um comutador bdsico, pois pela Defini¢do
1.2.10 em iii),by = x; e bj = x1, mas x| z X2. Os comutadores bdsicos de peso 3 sdo

ordenados como

[x2,21,x1] < [x2,x1,x2] < [x2,x1,X3] < [x3,x1,x1] < [x3,x1,%2] < [x3,x1,%3] < [x3,%2,%2] <
[x3,%x2,x3].

Os comutadores de peso 4 sdo:

[x2,x1,x1,x1], [x2,X1,X1,%2], [x2, X1, X1, %3], [x2, %1, X2, X2], [x2, %1, %2, x3],
[xa, x1,x3, %3], [3, x1, %1, %1, [x3, X1, %1, %2], [X3, %1, %1, %3], [X3,%1, %2, %2],
[X3,X1,X2,X3 5 [X3,X1,X3,X3], [X3,X2,X2,X2], [X3,X2,XQ,X3], [X3,X2,X3,X3],
(b3, x1], bz, ]l [[xs, 2], Pz, xa]] e s, x2], [z, ]

E importante observar que, mesmo quando a palavra ndo é necessariamente positiva, podemos,
ainda organizar os comutadores, como serd detalhado a seguir.

Seja X = {x1,x2,--,x;} um conjunto gerador de um grupo G e suponha que w seja uma
palavra qualquer em X UX ~!onde X! = {xl_l Xy L. ,xk_1 }. Suponha adicionalmente

que a e b sejam comutadores basicos, e que w contenha uma das seguintes expressoes
b_la, ba~' ou b a7l

Essas expressdes podem ser organizados de tal forma que apenas comutadores bésicos ou
seus inversos aparecam no produto resultante.

* Consideramos primeiramente a expressao b~ la.

b la=a(a 'b'ab)b™! = ala,b)b™! = a[b,a] b7
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Onde a, b, [b,a] sdo comutadores bésicos.
* Agora, consideramos ba~ .

Usando a propriedade ab = balb,a] temos que ba~' = a~'b[b,a”!]. Note que a e b sdo
comutadores bdsicos, enquanto [b, ail] ndo, pois contém a~'. Observe que:

1=[b,1]=[b,aa" ] = [b,a '][b,d][b,a,a”"].

Assim,
b,a™ ') =[b,a,a ] b,a] " (1.1)

[b,a] é um comutador basico, enquanto [b,a,a”'] ndo. Podemos repetir o processo
1= [b,a,1] = [b,a,aa" '] = [b,a,a '|[b,a,d|[b,a,a,a” "]
Entao,
b,a,a”'| = [b,a,a,a " [b,a,a] "

Novamente, [b,a,a] é um comutador bésico, enquanto [b,a,a,a_l] ndo. Note que, esse
procedimento pode ser repetido infinitas vezes, pois a cada passo surge um comutador
envolvendo a~! . No entanto, para qualquer n € N, existe um s € N tal que o comutador
[bs,a~'] possui peso n+ 1 ou mais. Em outras palavras, [bs,a” '] € 7,41G , 0 que significa
que, médulo 7,41 G o procedimento chega ao fim. De forma generalizada, definindo bg = b e
recursivamente b; 1| = [b;,a], como a e b sdo comutadores bdsicos, entdo b; também & para

cada i > 0. Conforme calculos anteriores,
bi,a” '] = bip1,a ] bial T = [bigr,a B (1.2)

E entao,
[bi,a~ ']} =bi+1[bi+1,a_]]_lb,~_+11- (1.3)

Usando (1.2) e (1.3) repetidas vezes, chegamos a
[b,a™ '] = bababe- -+ [bs,a”']---b5 b3 b mod Y41 G.
Onde apenas um nimero finito de comutadores bdsicos b; aparecem. Assim,

ba ' =a 'blb,a”"| = a 'bbrbabs---bs'by by mod Y11 G.

* Por fim, consideramos a expressao b~ 'a~!. Note que,
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b lal=aYabla Y =a(aba )7\
do passo anterior obtemos
aba' = bbyby---bs'by by mod Y41 G.

Portanto, b 'a ! =a 'b1b3bs---b; by b7 mod 7,11G.
Como consequéncia da discussio acima, o seguinte resultado é conhecido.

Teorema 1.2.12 ([8]. P.Hall. Teorema 3.1, pag. 82). Seja G um grupo finitamente gerado
com conjunto gerador X = {xy,--+ ,x}, e escolhan € N . O grupo abeliano ¥,G/¥,+1G é
gerado, modulo 7,1 G pelos comutadores bdsicos de peso n. Além disso, cada elemento de

G pode ser expresso (ndo necessariamente tinica) na forma
€1 1,62 €]
b,'by* - --b;" mod ¥,11G,
onde ey,--- ,e; sdo inteiros e by, - - - b; sdGo comutadores bdsicos de pesos 1,2,--- . n.

Corolario 1.2.13 ([8]. Coroldrio 3.1, pag. 82). Se G é um grupo finitamente gerado por X,
entdo G ¢ nilpotente se e somente se todos, exceto um niimero finito de comutadores bdsicos

em X, forem iguais a identidade.

O ultimo coroldrio estabelece que, se G € um grupo nilpotente de classe ¢, gerado por um
conjunto finito X, entdo cada elemento de G pode ser escrito (embora ndo necessariamente
Unica) na forma b’ll1 ---bi" onde ny,--- ,n, sdo inteiros, € by, - - - ,b; sio comutadores bdsicos
em X de pesos 1,2,---,c. Além disso, o resultado a seguir, relacionado a grupos livres,
complementa essa perspectiva.

Teorema 1.2.14 ([8]. Teorema 3.5, pag. 99). Seja F um grupo livre, livremente gerado
por X = {x1, -+ ,xx}. Suponha que cy,cy,--- seja uma sequéncia de comutadores bdsicos
em X e escolha n € N. Os comutadores bdsicos de peso n, médulo V,11(F), formam uma
base para o grupo abeliano livre ¥,(F)/Yn+1(F). Além disso, cada elemento de F pode ser

expresso unicamente na forma

el e e
c('c5’ ¢’ mod Yq1(F),
onde ey,--- ,e; sdo inteiros e cy,- - ,c¢; sao comutadores bdsicos de pesos 1,2,--- . n.

Exemplo 1.2.15 ([8]. Exemplo 3.8, pag. 100). Seja F = F(a,b,c) um grupo livre, livremente

gerado por a,b e c, e seja aba*ca™'b € F. Considere n =1 no Teorema (1.2.12). Qualquer
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comutador bdsico de peso maior ou igual a 2 pertence a Y,(F). Note que F/y(F) é
abeliano, assim

aba*ca™'b = a’b*c  mod p(F).

Agora, considere n = 2. Neste caso, os comutadores bdsicos de peso maior que 2 estdo
contidos em Y3(F) e os comutadores de peso 2 pertencem ao centro de F. Isso, em conjunto
com (1.1):

aba*ca™'b=abaaca”'b mod % (F)
=a’b [b,alaca'b mod p3(F)

=a® ba [b,alca™'b mod p;3(F)

= a’blb,d][b,al ca_' b mod p3(F)

=a’bb,d] [b,ala”" dla ' cle,a™'lb mod y3(F)

=a’b [b,ala”" a] Lb,a)clc,a]™'p  mod y5(F)

=a’ba"! [b,d][b,alc[c,a]'b mod p3(F)

:azb[b,a]cm mod 3(F)

= a*blb,a) cb [c,a]”' mod % (F)

= a*b [b,alb c[c,b][c,a]”!  mod p3(F)
=a’b” b,alc [c,bl[c,a] ™" mod y3(F)
=a’b’clb,dl[e,b[c,a] "' mod y3(F).

Se G é um grupo nilpotente de classe no maximo c, entdo, [g1,82...,8.+1] = 1 para quaisquer
g1,82,---,8c+1 € G. Além disso, se G satisfaz apenas as identidades decorrentes dos axiomas
de grupos e a identidade [g1,82...,8c+1] = 1, entdo G é denominado grupo nilpotente livre

de classe no maximo ¢. Formalmente:

Definicao 1.2.16. Seja N um grupo nilpotente de classe c. Suponha que X seja um conjunto
ndo vazio e p : X — N seja uma fungdo injetiva. O grupo N = (N, p) é chamado nilpotente
livre sobre X se para cada func¢do U : X — H, onde H é um grupo nilpotente de classe c,

entdo existe um vnico homomorfismo 3 : N — H tal que L = p o .

N

» NEELY

- H
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Isto é, o diagrama comuta. Se um grupo nilpotente de classe c é nilpotente livre sobre algum
conjunto ndo vazio, entdo chamamos de grupo nilpotente livre. Se X C N e p é a identidade,

entdo N é livremente gerado por X .
Uma maneira equivalente de obter um grupo nilpotente livre € usando a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2.17. Seja F um grupo livre, gerado por um conjunto ndo vazio X. E considere
Ne =F /Y1 (F), onde ¥.41(F) € o (c+ 1)—ésimo termo da série central inferior de F, e c é
um inteiro positivo. Entdo N, é um grupo nilpotente livre de classe c e posto a cardinalidade

de X. Se X = {x1,x2,...,x,} entdo denotaremos N por Ny.

Observacao 1.2.18 ( [8]. Coroldrio 3.4, pdg. 101). Em N,.. os fatores ¥;(Nr¢)/Yi+1(N.c) sdo
grupos abelianos livres, livremente gerado por comutadores bdsicos em X de peso i, modulo
Yit1(Nre), para i =1,--- c. Além disso, se ci,---,¢; é uma sequéncia de comutadores
bdsicos de peso no mdximo c entdo cada elemento de N, pode ser escrito unicamente como

cit---cf', onde ey, e sdo inteiros e o grupo (c;) é ciclico infinito para cada i =1,--- .

Todo grupo nilpotente finitamente gerado pode ser construido por meio de uma sequén-
cia finita de extensOes ciclicas. Essa descri¢do serve de motivacao para a definicdo que

apresentamos a seguir.

Definicao 1.2.19. Um grupo G é chamado policiclico se tem uma série subnormal
=Gy <G - 4G, =G (1.4)

tal que Gi11/G; é ciclico para 0 <i<n—1. A Série (1.4) é chamada de Série policiclica
para G. Além disso, se cada Gi11/G; é infinito, entdo G é chamado ciclico poli-infinito e a

Série (1.4) é chamada de Série ciclica poli-infinita.

Teorema 1.2.20 ([8]. Teorema 4.2). Todo subgrupo e todo grupo quociente de um grupo

policiclico é policiclico.

Teorema 1.2.21 ([8]. Teorema 4.5). Todo grupo nilpotente finitamente gerado e livre de

tor¢do possui uma série central poli-infinita.

Observacao 1.2.22 ([8], pag. 115). Todo grupo policiclico é finitamente gerado. No entanto,
nem todo grupo policiclico é um grupo nilpotente. Por exemplo S3 é um grupo policiclico,

admitindo a série policiclica 1 <Az <183 e S3 mas ndo é nilpotente.

Teorema 1.2.23 ([8]. K.A.Hirsch. Teorema 4.6, pag. 115). Se G é um grupo policiclico,
entdo o niimero de fatores ciclicos infinitos em qualquer série policiclica de G é um invariante
de G.
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Definicao 1.2.24. O niimero de fatores ciclicos infinitos em qualquer série policiclica de um
grupo policiclico G é chamado de comprimento de Hirsch ou rank livre de tor¢cdo de G e é
denotado por h(G).

Apresentaremos a seguir, uma constru¢do da base de Mal’cev para grupos nilpotentes
finitamente gerados e livre de tor¢do. Seja G um grupo nilpotente, livre de torcao, finitamente
gerado. Considere uma série central e poli-infinita de G com comprimento de Hirsch n,

G=G>G>-->Gyy = 1.

Como cada fator dessa série € ciclico infinito, podemos escolher u; € G; de modo que
G; = (Git1,u;), i €{1,---,n}. Assim, cada elemento de G pode ser expresso unicamente
em forma normal u'f‘1 --u¥" onde o, -+, 0 € Z. Chamamos o conjunto u = {uy, - ,u, }
associado a série poli-infinita de G de base de Mal’cev para G. Diremos que o elemento
ul---ul" tem coordenadas de Mal’cev & = (@, -, 0,) € Z" com respeito a u. Para

. o ~ _(_x 051 an
simplificar notag¢do, escreveremos algumas vezes it em vez de u;" ---u,".

Observacao 1.2.25 ([8]. Observacido 4.4, pag. 116). Por construcdo, para cada j =

0,1,---,n—1, cada elemento de G\, na Definicdo 1.2.24, pode ser expresso na forma
normal
®j+1 o
“jil C U, Oy, 0y € 2.

Além disso, como (G, G| < Gy para algum k > 1+ max{i, j}, onde 1 < i, j < n, temos

n
o Gy _ o
[ui 7uj ] - H umm'
m=k
Um caso particularmente interessante ocorre quando N,.. € um grupo nilpotente livre. Nesse
contexto, o seguinte resultado € conhecido.

Teorema 1.2.26 ([8]. Teorema 4.8, pag. 117). Em N,. qualquer sequéncia bdsica de

comutadores bdsicos em X de peso no mdximo ¢ forma uma base de Mal’cev para N,...

Demonstragdo. Denote G = Ny.. Pelo Colordrio 1.2.18, cada ¥;(G)/7%+1(G) é abeliano livre
livremente gerado por comutadores bdsicos de peso i, médulo ¥, (G). Um refinamento da

série central de G leva a uma série poli-infinita e central

G=GI>GD>-->Gy =1
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tal que G;/G ;1 € gerado pelo j—ésimo comutador basico, médulo G, para cada j =
1,2, .-t O

Exemplo 1.2.27 ( [8]. Exemplo 4.2, pdg. 117). Seja N, » um grupo nilpotente livre de classe
2, livremente gerado pelo conjunto X = {x1,x}. Uma sequéncia de comutadores bdsicos
emX é

X1, X2, [x27x1]'

Pelo Teorema 1.2.26, esses comutadores formam uma base de Mal’cev para N, ». Entdo,

cada elemento de N, > pode ser escrito na forma normal iinica
ny_ny n3
Xy x5 [, x1]
para alguns inteiros ny,n»,nj.

Exemplo 1.2.28 ([8]. Exemplo 4.3, pag. 117). Seja N, 3 um grupo nilpotente livre de classe
3, livremente gerado pelo conjunto X = {x1,x,}. Uma sequéncia de comutadores bdsicos

emX é

x1,X2, [x2,x1], X2, x1,%1], [x2,x1,X2].

Pelo Teorema 1.2.26, esses comutadores formam uma base de Mal’cev para N; 3. Cada

elemento de N, 3 pode ser escrito unicamente como
ny ny n n n
X1 Xy [x27-x1] 3[x2,x1,x1] 4[x2,x1,x2] 5

para alguns inteiros ny, ..., ns.

O resultado a seguir introduzird os polindmios de multiplicacio e exponenciacdo f e g, de
um grupo nilpotente finitamente gerado livre de tor¢cdo G em termos das coordenadas de
Mal’cev.

Teorema 1.2.29 ([8]. P. Hall, A. I. Mal’cev. Teorema 4.9, pag. 118). Seja G um grupo
nilpotente de classe c livre de tor¢do finitamente gerado, e seja {uy,--- ,u,} uma base de

Mal’cev de G com respeito a série ciclica poli-infinita e central

G=G >G> - DGy =1.

B

I o y= uy --ug" para alguns o;,B; € Z, e se A € Z, entdo

— %
Sex=uy --uy,
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onde cada f; é um polinémio com coeficientes racionais em 2n varidveis, e cada g; é um

polinomio com coeficientes racionais em n+ 1 varidveis.

Definiciio 1.2.30. Os polinomios f;( &, B) e gi( &, A) do teorema anterior si@o chamados,
respectivamente, de polinomios de multiplicacdo e exponenciagdo para G com respeito a

base de Mal’cev. Na forma vetorial escrevemos

fa.B)=(fi(@.B). -, ful@ B))

gla,A)=(g1(a,A), - ,gn(@,A)).

Exemplo 1.2.31 ([8]. Exemplo 4.4, pag. 120). Para um grupo abeliano finitamente gerado

livre de tor¢do com base de Mal’cev {uy, ... ,u,}, temos

(u‘lxl...ugﬂ)(u?l...ugn):u‘lxl_‘—ﬁl...ugﬂ'i'ﬁn e

oA

a,,,)), :utqu)L 0

(u?l...un U

para qualquer o;, B;, A € Z. Portanto,

]E(&’B):<al+ﬁla a2+l327 ) an‘l‘ﬁn) e
g(o,A) = (A, mA, -, ).

Exemplo 1.2.32 ( [8]. Exemplo 4.5, pdg. 120-122). Seja N, » gerado por {x1,x2}. Defina
x3 = [xp,x1], e note que x3 € Z(G). Pelo Teorema 1.2.26, o conjunto {xy,x2,x3} é uma base
de Mal’cev para N> ». Sejam x‘lxlx(zx 2x3a e x[f 'xgzxg3 elementos de N » em sua forma normal
com respeito a essa base. Usamos o Lema 1.2.8, o fato de x3 € Z(G), e a identidade de

comutador xy = yx|[x,y| para obter o polinémio de multiplicacdo a seguir

o, 0 a3y B B Bsy oo Bi B 05+
(27 ) (' x57x57) = X XX
_ L outBroop o Biy B 03+p3
= X Ut g

_ Loutpi o P B o3+B3

= x; g [, x| PP

_ Lot By B2 o3+B3
X, X5 (x3) P57 X

a a a o
_ x11+ﬁ1x22+ﬁ2x33+ﬁ3+ 2/31.

Entdo
fa,B)=(on+Bi, or+Pr az+Ps+0p).
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Agora, mostraremos por inducdo em A que

A(A-1)
oy _0p 03\A ad A OBA+=F—0n0n
(x11x22x33) :x11 X22 X 2
para qualquer A € Z.. Claramente é verdadeiro para A =0 e A = 1. Suponha que a afirmagdo

seja vdlida para A — 1. Queremos mostrar que ela também é vdlida para A > 1.

a0 o\A o) 0 O0B\A—1,. 0 0Oy 03
(x'x7x30 )" = (g xy ) (] xyaG)
a1 (A—-1) ap(A-1) a3(1*1)+wa10€2 a0 0
= x X, Xy (x]'xy2x357)
-1 -1 as(A—1)+ 2022 o g, 4
— A=) m@-1) o m 6(A-]) 5 10+
1 2 1723
(A-1)(A-2)
_ (A1) o (A1) (A1) oy 0 AT nm
= N *1 X [ X1 XX
(A-1)(-2)
oy _op(A-1 aqap(A—1) o BA+—5——am
_ xll xz( )[x%xl] 100( )x22x3 2
A-D(A-2)
oA (A=) _ajmp(A—1) oy BA+ T o
= X N X3 Xy 3
A-1)(A-2
_ x(lxlxxgz(xfl)xgzxgcla2(1—1)+a3a+%a1a2
_ oA oA 053}{4‘7“/12_1)0!1052
= x;7x 7" x, .
Novamente, usamos a identidade xy = yx[x,y].
Ainda, (x?‘xgz);%z ):)1 =x; %xy 2x31%7 % e finalmente, para A < 0 temos: (x]'x52x5 DLEs
BA+=5— o
x?l’lxgzlx; 22 Portanto,

(@, 1) = (ocl)L, o, ogﬂ@alaz).

Passaremos agora a construcao do Q—completamento de Mal’cev de um grupo nilpotente
finitamente gerado e livre de tor¢cdo. Sejam G um grupo nilpotente livre de tor¢ao finitamente

gerado com uma base de Mal’cev {uy,--- ,u,}. Defina G© como o conjunto
GU={a®%=u" .. .u%| o € Q}.

Consideramos a multiplicagdo e a exponenciagdo em GY por meio de polindmios dados no
Teorema 1.2.29, isto é, fi(@, ) e gi(@,A), ou seja,

WP =i/ (@P) ¢ (g% = g8(@A) (1.5)
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onde @, Qe €Q.

Teorema 1.2.33 ( [8]. P. Hall. Teorema 4.11 adaptado, pag. 125). O conjunto GY junto com

a multiplicagdo definida em 1.5, é um grupo.

Demonstragdo. A prova depende do seguinte:

Lema 1.2.34 ([8]. Lema 4.5, pag. 125). Seja f(x1,- -+ ,x;) um polinémio de grau n sobre
um corpo F de caracteristica zero. Se f(ay,--- ,a;) = 0 para todas as possiveis escolhas de

elementos a; € Z, entdo f(xi,--- ,x;) € o polindmio zero.

Demonstracdo. A prova segue por indugdo em k. Se k = 1, entdo f(x1) deve ser o polindmio
zero. Caso contrdrio, teria no maximo # raizes, contradizendo a hipétese de que todo inteiro
€ uma raiz.

Suponha que o lema seja verdadeiro para todos os polindmios com (k — 1) varidveis.
Escreva f(xp,- -+ ,x;) como um polindmio na varidvel x; com coeficientes em F|xy,--- ,x;_1]

como tal:

Fen, e xe) = (e, X)X+ famt (n, e )X foxr, e, x1)

estd contido em F[x;] e tem grau menor ou igual a n. Como cada inteiro € uma raiz, deve ser

flay, -+ ,ar_1,x;) o polindmio zero. E entdo, f;(aj,---,ax_1) =0paratodo (aj, - ,ax_1) €
ZF1ei=0,1,---,n. Por inducdo, fix1,-++ ,xx_1) é o polindmio zero parai=0,1,--- ,n.
Segue que f(xy,- - ,x;) é 0 polindmio nulo. 0

Provaremos agora o teorema, verificando os axiomas de grupo.

» Associatividade: Queremos mostrar que

(@%@ )i’ = a®(aPa")

para qualquer &, B, ¥y € Q". Note que

Afirmagdo:
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ou equivalentemente,

filf(a,B),y) = fila. F(B. 7))

paratodo @, B, 7€ Q" e 1 < i< n. Considere a fungdo
hi(f, v, Z) :fl<f_(x7 )7)72) _fi(x7f_(yaz))7

onde %, y, 7 € Q". Como os elementos em G sdo multiplicados usando a base de
Mal’cev e os polindmios correspondentes, hi(x, y, 7) = 0 sempre que X, ¥, 7 sdo

elementos de 7". Pelo lema anterior, h; = 0 e a afirmag¢do estd provada.

* Ildentidade: Afirmacdo: i = ”(1) e ug ¢ 0 elemento identidade em G9. Claramente, i

0

é 0 elemento identidade em G se, e somente se, ii =% para qualquer i® e GU.

Como % = ﬁf(a,('))’ precisamos mostrar que f(&,0) = aV & € Q". Considere a
fungdo

h(%) = f(%,0) — %
para %, 0 € Q". Por um raciocinio semelhante ao anterior, fica claro que h(x) =0
para todo X € 7. Segue do iltimo lema que h =0, e entdo f(@,0) = & para todo
a €Q".

e Inverso: Seja ii® € G Afirmamos que i possui um inverso. Assumindo que este seja
1= @0 Note que a®(a®*)"' = i°

implica que %8 %=1 = 70 Entao a/(@8@=1) = 70 Novamente, pelo tltimo lema

o caso, entdo existe (i%)~' € GV tal que a®(a®)

temos

(dv_l)

para todo & € Q". O elemento ii® é de fato o inverso de ii®.

O

Definicao 1.2.35. O grupo GQ descrito acima, é chamado Q-completamento de G com

respeito a base de Mal’cev ii.

A aplicagdo (oy,...,0,) — (1-0y,...,1- @,) define um mergulho candnico do anel Z" em
Q", assim, o grupo G mergulha naturalmente como um subgrupo de GY. Note também que

n 1

n
GQ¢ radicével, pois, dados x € G@ e n um inteiro positivo, temos x = xl=xn = <x2> =y",
1
comy=uxn € GY.

Exemplo 1.2.36. O grupo UT3(Q) é isomorfo ao grupo Né@z- De fato, definimos

¢ :UT3(Q) — Ny,
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dado por
1 o o3
01 m r—>x‘f‘2xg‘x§‘3, onde x3 = [xp,x1].
0 0 1

Note que @ é claramente uma bijecdo. Basta entdo provar que ¢ é homomorfismo. Temos

1 g o3 1 Bi B3 1 ou+p1 afr+pB3+ 03
01 m 0 1 ﬁz =10 1 oo+ ﬁz
0O 0 1 0O 0 1 0 0 1

A B C

Por outro lado, (x‘lxzxglx?3)(x?2x§1x§3) = x?2+52xgl+ﬁ1x§clﬁ2+a3+ﬁ3. Dai, (AB)? = A?B?.

Para concluir esta subsecdo, e por uma questdao de completude, enunciamos os seguintes

resultados.

Teorema 1.2.37 ([8]. Teorema 4.13, pag. 129). Se G é um grupo nilpotente finitamente
gerado livre de torgdo, entdo G é um completamento de Mal’cev de G de mesma classe de

nilpoténcia de G.

Teorema 1.2.38 ([8]. Teorema 4.14, pag. 130). Dados quaisquer dois completamentos de
Mal’cev de um grupo nilpotente finitamente gerado livre de tor¢do G, existe um isomorfismo

tinico entre eles que estende o automorfismo identidade de G.

Teorema 1.2.39 ([8]. Teorema 4.15, pag. 131). Se G é um grupo nilpotente de classe c,
finitamente gerado livre de tor¢do, entdo G pode ser mergulhado em um completamento de

Mal’cev G* de classe c. Além disso, G* é vinico a menos de isomorfismo.

1.2.2 Largura do Grupo Ng

Apresentaremos aqui a defini¢do da largura de um grupo e veremos que a largura é um

limitante inferior para a quantidade de 6rbitas por automorfismos.

Definicio 1.2.40. Seja G um grupo. Dizemos que um elemento a € G' é um elemento ndo

comutador (em G) se ndo existem elementos x,y € G tais que a = [x,y].

Definicdo 1.2.41. Seja G um grupo. A largura de um elemento g do comutador G', denotada
por A(g), é o menor niimero m tal que podemos expressar g como o produto de m comutadores

dos elementos de G. Jd a largura A(G) de um grupo G é definida como maxqscr(A(g))
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sempre que esse valor existir. Caso contrdrio, dizemos que a largura de G é infinita. Um

elemento g € G para o qual A(g) = A(G) é chamado de elemento de largura mdxima.

Lema 1.2.42 ([22]. Lema 10, pag. 682-683). Se G é um grupo nilpotente ou um Q-
completamento de Mal’cev de um grupo nilpotente com geradores x1,--- ,X,, entdo cada

elemento do comutador G' pode ser expresso como
r
8= H[fiaxi]v fl €G.
i=1

Em particular, A(G) <.

Lema 1.2.43 ([1]. Lema 2, pag. 119). Seja G = (x1,x2) nilpotente de classe 3. Para inteiros
o, B, valem:

a(a—1)
[x(lx7x2] = [x17-x2]a[x17x25x1] 2,

aB(a-1) aB(B-1)
[X‘f‘,xg]=[xl,xz]“ﬁ[xl,xz-xl] 2 [x1,x2,x0] 2

Exemplo 1.2.44 ([1]. Teorema 1, pdg. 118). O grupo N 3 tem largura 2.

Demonstragdo. De fato, se Ny 3 = (x1,x2) e se h = xf“xgC2 [x2,x1]%z, g= x?lxgz [xz,xl]ﬁ3w €

N> 3 com z,w € Z(N; 3), entdo

lg,h] = [)cf‘l)cg‘2 [x2,x1]%z, xll)cg2 [xz,xl]ﬂ3w]

= [ R S Do, P [, ) )

= [, B g D e e P e, P[5, [, )P [, ) 52
(2,1, 2]

ﬁ2] [ B2

=[x e X X2 ? 7x1 g2 7x1 , X5 ][x1,x2,x1]a1ﬁ3[xz,[xz,xl]]a2B3[x27x1,xz]a3ﬁ2

[x27-x17x1]a3ﬁ1

Bpoy (o —1) a1B(Br—1) Bioyp(ap—1
= e, 0] 4P ] T a2 s xa,xa] MR % x| 2P [ xp x0T 2
By(BL-1)
[x27x17x1]a2121 [XZ’XIaxz]azmﬁz[xz,xl,xl]a3ﬁ1_“lﬁ3[xz,xl,xz]“3ﬁ2_0‘2ﬁ3

_ u S n
= , ,
[-xz X]] [xz,xla-XZ] [Xz,XI,X]] com




1.2 Grupos localmente graduados
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H=of—op,
= ﬁm(;‘z —_ O‘lﬁz(gz "D 4 0o — Bt — By + s
SN TR TR N

Suponha, por absurdo, que [x2,x1][x2,x1] = [x2,x1]* = [g, 4] = [x2, 1M [x2, 21, x1] ™ [x2, x1,%2] .
Pela escrita dnica de cada elemento de G, devemos ter

Hy =P —af=2
_Bim(x—1) aif(f—1)

1= (2 2
o gl —1) _ ﬁZO‘l(gl ) + 3B — Pz =0

+ P — o Brop — Bz + 03B =0
nm=

Sejam ¢ = ﬁ30€2 — (X3ﬁ2, c) = ﬁ30€1 — (X3ﬁ1. Entdo,

cr —B

(&) _Bl [316‘1 — ﬁ2C2
[),3 - - > 5

o —B

ar —pB

c

0

o ocp — 0o
03 = ) = 5 .

Portanto, precisamos que Bic; — B¢z € otjcp — 0y sejam inteiros pares, temos
(o —1 o —1
Prop(x—1)  aup(Be )+062[32(Bl—061),

2 2
_wpi(Bi—1)  afa(on—1)
Cy) = 2 — 2 .

Assim, temos:

2c1 = B1og — Brag — oy B3 + o Br + 2B1 0o — 200z Ba,

= (Broa —ouf) — (Broe — a1 f) — Pa(oufa — Bron) — oo fpr + Broafhs,
=—2+2(x+f2) — B0 — By).

De forma semelhante, para c;
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200 = Bion —Brop — aiBy + oy = —2+ Bian — of Ba.

Portanto, as seguintes condi¢cdes devem ser satisfeitas:

P —afr=2 2.1)
2c; = 2+42(+ B2) —2fa(01 —B1) (24)
20) = =2+ By — i By (2.5)

ﬁlcl —i—ﬁzCz =oicit+ome =0 (mod 2) (2.6)

Caso (1) Existe inteiro & tal que 3, = 2k. Entao

cr=—1+(p+Br)—kop+ (1+k)B
cy=—1+(14+k)B) —koy.

Segue que

{ 0=Bici+ P =Pi+Bifa+ B (mod2) (2.7)

O0=aqc1 + ey =01+ 010+ o (modZ) (2.8)

De (2.7) e (2.8), concluimos que ;, @y, B1 e B, sdo todos pares. No entanto, isso implica
que oy B, — ap By € divisivel por 4, contradizendo (2.1).

Caso (2) O nimero o B, é impar . Segue de (2.1) que o, 0, B1, B> séo impares.
1 1
Bici + Pacy = Eﬁfaz(az — ) =5Bhiafa(B—1) +Biroa(Br —ou)

+3Baanfi(Bi 1) — 3 Ban(on — 1)

1

= 5(51 = Brou)(Bron + Baon) _%ﬁl(ﬁl o — o f) - %Blﬁ2(alﬁ2 — o)

_%ﬁz(azlﬁ — B2ou) + 1202 (B — ou)

= (Braa+ o) — i+ 12— B2+ Bi1Bro2(Br — o),

que é fmpar e contradiz (2.7). Logo, o sistema ndo possui solu¢des inteiras. O que é um
absurdo. Logo A(N23) > A([x2,x1]*) > 2. Mas, pelo Lema (1.2.42), A(G) < 2, assim,
A(N23) =2. O

Proposicao 1.2.45 ([22]. Proposi¢do 12, pag. 683, demonstragcdo pag. 693). A largura do
grupo Né@3 éigualal.
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Demonstracdo. Considere o conjunto X, = {x1,x,} de geradores livres do grupo N(2@3. Cada

elemento g do subgrupo comutador (N;@3)’ admite a expressdo tnica da forma:

2, x1) %[, x1, 21 )P [, x1, 0 )7

coma,f,y € Q.Seax =0, entdo g = [[xz,xl],xfxg]. Caso contrdrio, temos:

-1
g =[x 2, x1 1P x1 o2, x| M,

onde p e u aparecem como termos aditivos em f3 e y respectivamente. Para valores apropria-
dos destes termos, podemos expressar g como um comutador. 0
Proposicao 1.2.46 ([22]. pag. 682-693). Os seguintes valem:

(a) A largura do grupo N% éigual a [g] parar>2;
(b) A largura A(N,.) éigual ar, onder>2ec>3;

(c) A largura ?L(NS.) éigual ar, parar > 2,c > 4, assim como r > 3,c > 3. No caso

excepcional, ﬂ,(N;Qg) =1
Onde a fungdo piso, denotada por [x| é o maior inteiro positivo menor ou igual a x.

Finalizaremos essa subsecdo com um resultado que estabelece uma relag@o entre a largura de

um grupo nilpotente e a sua quantidade de 6rbitas por automorfismos.
Proposicao 1.2.47. Seja G um grupo nilpotente, entdo A(G)+2 < o(G).

A demonstracdo segue do fato que a largura do grupo € preservada por automorfismos.

1.2.3 Grupos residualmente finitos

Nesta subsecao estudaremos os grupos residualmente finitos, conceito que serd util no
Capitulo 2.

Definicao 1.2.48. Dizemos que um grupo G é residualmente finito se, para todo elemento
ndo trivial g em G, existe um subgrupo normal Ny de G tal que g ndo pertence a Ny e 0

quociente G [N, ¢é finito.

Nessas condigdes, vale que

Equivalentemente a definicao 1.2.48, temos:
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Lema 1.2.49 ([8], Lema 5.31, padg 190). Um grupo G é residualmente finito se, e somente
se, para cada elemento ndo trivial g em G, existe um grupo H finito e um epimorfismo

¢ : G — H tal que g% é ndo trivial.

Demonstragdo. Suponha que G seja residualmente finito e 1 # g € G. Entdo existe um
subgrupo normal N, de G com g ¢ N, tal que G/N, ¢ finito. Considere o epimorfismo
¢ : G — G/N,. Claramente, g? # 1 em G/N,. Por outro lado, seja 1 # g € G, suponha que
H seja finito. Além disso, suponha que ¢ : G — H seja um epimorfismo tal que g% # 1.
Dado que g ¢ ker e

G/kero ~G? =H,

o subgrupo N, = ker ¢ satisfaz as condi¢des da Definigdo 1.2.48. 0

Definicdo 1.2.50. Seja {G; | i € I} uma familia de grupos indexada por um conjunto I ndo
vazio. Denotando o produto cartesiano por HGi’ e seja T; 0 homomorfismo projecdo em
iel
G| dado por
;i ((gi)ier) = 8-
SeH < H Gi, 0 homomorfismo iy : H— G é chamado de proje¢do de H em G;. Dizemos
icl
que H é um produto subcartesiano dos G; se H" = G; para todo i € I.

Temos ainda o seguinte lema equivalente a definicao 1.2.48.

Lema 1.2.51 ([8], Lema 5.32, pag. 191). Um grupo G é residualmente finito se, e somente
se, G é um produto subcartesiano de grupos finitos.

Demonstragdo. Se G é residualmente finito, para cada g € G\ 1 existe N, <G tal que g # Ng
e G/Ng é finito. Tome a familia {N, | ¢ € G\ 1}. Assim, G ¢ um subcartesiano dos G/Ng,
ou seja, 0 homomorfismo

Ty : G — H G/Ng dado por x+— (XNg)gGG\l’
g€eG\1

¢ tal que
mg:G— G/N, dadopor x+——xN,

¢ sobrejetora. Para a injetividade, suponha para efeito de contradigdo que 1 # x € ker(,).
Como G ¢ residualmente finito, temos xNg # N,. Portanto 7,(x) # 1, o que contradiz o
fato x € ker(m,). Reciprocamente, suponha que G seja um subcartesiano de uma familia
{G; | i € I} de grupos finitos. Entdo para cada i € I, a projecdo 7; : G — G; é sobrejetora.
Para cada g € G, existe i € I tal que g™ # 1. Tome N, = kerm; que temos g # Ny, N, <G e
G/N, ~ G; que é finito. O
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Podemos enunciar as seguintes propriedades de grupos residualmente finitos.
* Subgrupos de grupos residualmente finitos sao residualmente finitos;

* Produto cartesiano de grupos residualmente finitos € residualmente finito, em particular,

o produto cartesiano de grupos finitos € residualmente finito;

* Um grupo abeliano com expoente finito € um produto direto de grupos finitos, em

particular, um grupo abeliano com expoente finito € residualmente finito;

* Todo grupo policiclio € residualmente finito, em particular todo grupo nilpotente

finitamente gerado é residualmente finito;
* Todo grupo livre é residualmente finito.
Os seguintes grupos nado sao residualmente finitos.
* Um grupo radicdvel ndo trivial;

* Um produto entrelacado de um grupo ndo abeliano por um grupo infinito, por exemplo
$3UZ;

* Um grupo simples infinito.

Um grupo abeliano com expoente finito, possui uma quantidade finita de érbitas por au-
tomorfismos, veja [23]. No Capitulo 2, estaremos interessados em grupos residualmente
finitos com uma quantidade finita de drbitas por automorfismos, e provaremos que tais grupos
possuem expoente finito. Em particular, um grupo residualmente com uma quantidade finita

de drbitas por automorfismos € localmente finito, que € o tema da préxima subsecao.

1.2.4 Grupos localmente finitos

Nesta subsecao, apresentaremos grupos localmente finitos.

Definicao 1.2.52. Um grupo é localmente finito se todo subgrupo finitamente gerado for

finito. Assim, um grupo localmente finito é necessariamente um grupo de tor¢do.

A classe dos grupos localmente finitos € fechada para imagens homomorficas e também €
fechada para extensdes ([21], pag. 429). Além disso, no capitulo 14 pag 428, do mesmo
livro é mencionado que Zel’manov demonstrou que o Problema Restrito de Burnside admite

solucdo positiva para todos os expoentes.
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Teorema 1.2.53 ([26], 1997). Um grupo residualmente finito com expoente é localmente
finito.

Enunciamos a seguir algumas propriedades de grupos localmente finitos.

* Subgrupos e grupos quocientes de grupos localmente finitos sdo localmente finitos;
* Todo grupo infinito localmente finito possui um subgrupo abeliano infinito;

* Um grupo infinito localmente finito cujos subgrupos préprios sao finitos € quase-

ciclico;

* Todo grupo localmente finito G tem um elemento nao trivial cujo centralizador em G é

infinito.

Sao exemplos de grupos localmente finitos.
* Produtos diretos de grupos finitos;
» FC-grupos de tor¢io;
* Grupos soluveis de tor¢ao.

Todo grupo de Burnside é um grupo de tor¢do nio localmente finito, um exemplo € o grupo

de Gupta-Sidki que € um p-grupo 2-gerado infinito.



Capitulo 2

Grupos residualmente finitos com uma
quantidade finita de orbitas por

automorfismos

Neste capitulo, trabalharemos com 6rbitas por automorfismos de poténcias booleanas, de

grupos residualmente finitos e de grupos localmente graduados finitamente gerados.

2.1 Poténcias booleanas

No estudo de grupos com uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos, as poténcias
boolenas de grupos simples finitos aparecem como grupos residualmente finitos caracteris-
ticamente simples com finitas Orbitas por automorfismos, veja [3]. Aqui apresentaremos

defini¢des e propriedades dessa estrutura [2].

Definicao 2.1.1. Um anel booleano R é um anel comutativo em que todo elemento satisfaz a

identidade x* = x.x = x, para qualquer x € R.

Note que em um anel booleano R tem-se que x +x = 0, para todo x € R. De fato, 2x =
(zx)z = (2x)(2x) = 4x2 =4x, ou seja, x+x = 2x = 0.

Exemplo 2.1.2. Sejam X um conjunto e P(X) o conjunto das partes de X. Se R C P(X) é
fechado para intersecdo e unido simétrica, entdo R é um anel booleano. De fato, temos que

(R,A\,N) € um anel comutativo, onde a adi¢do de R é dada por

AAB=(A\B)U(B\A) comA,BER



36 Grupos residualmente finitos com uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos

e a multiplicacdo
ANBcomA,BeR.

(a) Temos que ({0},A,N),(P(X),A,N),(D,A,N) sd@o aneis booleanos, onde

D={AcP(X)|Aéfinito}.
(b) SejaX =1[0,1) C R munido da topologia T gerada pela base
b={la,b) |a,beQ,0<a<b< 1}

Note que (T ,/\,N) é um anel booleano. Considere R o subanel de T gerado por b.
E considere Ry o subanel de T gerado por

by ={[a,b) |a,be Q,0<a<b<1}.

Note que R1,R, e Dy ={A € P(Q) | A é finito} sdo aneis booleanos enumerdveis.

Exemplo 2.1.3. Considere [0,1) munido da topologia T gerada pela base b. Note que essa

topologia é a mesma gerada pela base b.

(a) Qualquer homeomorfismo f :10,1) — [0,1) tal que Af,Af_l € Ry, paratodo A € Ry,
define um automorfismo oty do anel R. De fato, defina oy : Ri — Ry por A% = Al

que temos
(AAB)% = (AAB) =A7 AB/ =A% ABY,

(ANB)* =(ANB) =A’NB/ =A% NBY,
ou seja, Oy € um homomofismo de anéis. Como W =0ea '€ R1, segue que oy é
injetor e é sobrejetor, logo um automorfismo de anel.

Agora, dados A,B € R\ {0}, existe um homeomorfismo f de [0,1) tal que A¥ = B.
Portanto, o grupo de automorfismos Aut(R 1) age com apenas duas érbitas em R, ou
seja

Ri = {0}U[0,1/2)4R);

(b) Analogamente, é possivel provar que

Ro = {0}U[0, 1/2)4 (R2) [0, 1) (Ra);
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(e) Jd o anel Dy possui uma quantidade infinita de orbitas por automorfismos.

Um anel € dito caracteristicamente simples se os unicos ideais caracteristicos sdo o ideal
nulo e ele todo.

Proposicao 2.1.4 ( [2], Hall). A menos de isomorfismo, existem apenas trés aneis booleanos

enumerdveis caracteristicamente simples, a saber, os aneis Dy, R e R».

Sejam G um grupo, X um conjunto nio vazio, P(X) o conjunto das partes de X e R como
no Exemplo 2.1.2. Seja o grupo HG. Considere g em G e defina
X

gA € HG, dado por g4 = (hy)rex onde
X

g, SexX€EA,
hy =
1, caso contrério.

Definicao 2.1.5. Com as condigcées acima, a poténcia booleana G ¢ definida como o

subgrupo de H G gerado por todos os elementos da forma ga, comg € GeA € R,
X

Gl =(ga|g€G,AER).

Seguem da Definicdo 2.1.5 os seguintes:
* 8a-hg=gap- (8h)ans hp\a;
* (ga) ' =(e s
* ga-hp=hp-ga,se ANB=0;
* 8A-8B = 8arp, € ANB =10;
« g =g ga hp=gap(8")ans.

Naigualdade g4 -hp = ga\g - (gh)ans - hp\a» 0s elementos g4\p, (8/)ans, hp\a pertencem a
G* pois, ANB, A\B=AA(ANB), B\A=BA (BNA) € R. Assim, cada y € G™ pode

ser escrito de maneira unica (a menos da ordem dos fatores) como

(gl)Al "'(gn)An7

onde os elementos g; sdo distintos e nao triviais de G, e os conjuntos A; sdao disjuntos e ndao

vazios em K.
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Exemplo 2.1.6. Seja G um grupo. Seguindo as notagcoes do Exemplo 2.1.2 (a), temos que

G ~G, G"M~T]G e GP~Pa.
X X

Apresentamos a seguir alguns automorfismos de uma poténcia booleana. Para uma descri¢do
de outros tipos de automorfismos, recomendamos [2]. Considere I' = G® uma poténcia

booleana como na Definigdo 2.1.5.

* Seja oo um automorfismo do anel R, ou seja, @ € Aut(R). Assim, & se estende a um
automorfismo ! de I' definindo o' nos geradores de I por

r

(gA)* =gae paratodoge G,A€ER.

Escrevemos (Aut(R))' = {a' | o € Aut(R)} como o subgrupo de Aut(I') isomorfo
a Aut(R);

* Seja f um automorfismo de G, ou seja, f € Aut(G). Assim, f se estende a um
automorfismo fx de I" definindo fx nos geradores de I" por

(ga)* = (¢/)a paratodo g € G e paratodo A € R;

* Dados A € R e f € Aut(G) defina f4 como o automorfismo de I" dado nos geradores
de I por

(g8)* = (gf)AﬂB(g)B\A, paratodo g € G e paratodo B € R.

Escrevemos Fr = (fx, fa |A € R) < Aut(T).

Proposicio 2.1.7. O grupo (Au‘[(R))F normaliza Fr. Em particular, o produto fR(Aut(R))F

é um subgrupo de Aut(T) isomorfo a Fr x (Aut(R))T.

Demonstragdo. De fato, sejam ol em (Aut(R))' e f4, fx geradores de Fr. Temos que
(@) fa(oh) = faw e (o) fx(ah) = fx € Fr

pois para todo gerador gp de I vale

(o) /i al o
88— Gpa1 (gf)Ba—lmAgBa—l\A < ghepagpae = (g8)
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-1 r
8B (a'—)> gBa—] 'A (gf)B(x_l )a_> g];
Assim, A = Fr(Aut(R))! ~ Fr x (Aut(R))'. O

Definicao 2.1.8. Um grupo G ¢é indecomponivel se G # 1 e, se G=H x K, entdo ou H =1
ouK=1.

Proposicao 2.1.9. [[2].Coroldrio C1, pdg. 386]. Sejal’ = G® uma poténcia booleana de G,
onde G é um grupo finito ndo abeliano indecomponivel, tal que Hom(G,Z(G)) = 1. Entdo
Aut(T") é isomorfo a Fr x (Aut(R))L.

Como na Defini¢do 2.1.5, considere I' = G* uma poténcia booleana de um grupo G. Suponha

que G tenha r+ 1 6rbitas por automorfismos, ou seja, existem g = e,82,...,8r,8&r+1 €m G

tais que G = U; +11 gf"t( ), Suponha também que R tenha m + 1 rbitas por automorfismos,

ou seja, existem A = 0,A,,...,Ay,Apr1 em R tais que R = UmHAAm( )

Proposicao 2.1.10. Assuma as hipétese acima. Entdo I" tem no mdximo
14+mC4+m’Cy +---+m' T CT

orbitas por automorfismos, onde C;, = <]:)

Demonstragcdo. Seja g € I' um elemento nao trivial. Pela observagao logo apds a Definicao

2.1.5, o elemento g pode ser escrito na forma

g= (M), (h2), - (hn)B,,

onde By,B,,...,B, sdo dois a dois disjuntos. Reordenando se necessdrio, existem i; < --- <
i1 €41,2,....,n},com I <vr, ji,....j; €{1,2,...,r}, e f1, f2,--., fn € Aut(G) tais que
fi
hl_g]17h2—gjl7 '7hi1:gjll7
fii +1 fi +2 fi
hl1+1_g]2 7hi1+2:gj21 ) "'7hi2:gj227
fij+1 fij+2 ;
hi1_1—|—1 g/l ’ hi[_1+2 gjl sy hn _g{l

Considere os automorfismos (f; ')s,, (f5 )By» - (f; ')B, de T. Entdo

F=0 e Dey - (f s, € Aut(T)

¢ tal que
f71 f71 ;]
g = (1] ), (h} )g, - (W )p, =

n



40 Grupos residualmente finitos com uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos

=(851)81(851)8, "+ (81)B:,(8j2)Bi, 11 (82 )Bi, 12 (82 )By, *+~ (851)By, 41 (87)By_ 127" (8)1)Bu-
Agora tome o € Aut(R) tal que

(BiUByU -+ UB)*=BYUB% ) - UBY = A,
comA € {Ay, A3, -+, Ay, Apt1}. Logo

fat

g’ =gy )me(es )y (8j)me - (8)se , (8i)me o (8)mg-

i171+2

Escreva A = D{UD,U...UD;, onde Dy € (BY UBgilﬂU...UBg)Am(R) com 1 <k<IL.

lk—1
Note que se D', D5, - -+, D] sdo elementos de R tais que

A=D\UD,U...0D, e D € D)

entdo a fungdo

D~ Dy,D,+ Dy,--- D)+ Dy
se estende a um automorfismo 3 de R. De fato, basta escolher By, B, -+, B; € Aut(R) tais
que (D;C)ﬁ" = Dy, e definir para cada B € R a fungéo 3 : R — R por

BP = (B\A)UBND,)PUBND,)PU...u(BND)P.

Logo a parti¢do Dy,D,,...,D; de A pode ser fixada para cada [, cada g; , g, ,gi, € cada A.
Dai existe § € Aut(R) tal que BZB L'JBgﬁU : ..UBgﬁ = (BYUB3U.. .UBg‘)ﬁ = Dy, para cada
k, e

rpl
i1 -1 B
= <gjl )B?BUBg‘ﬁU...UBf:ﬁ .”<ng)BgfwlUBZfHZU'”UBZﬁ N

= (gj1)D1 (gjz)Dz T (gji)Dz'

Seguindo esse processo temos as seguintes Orbitas
1. a Orbita trivial;

(G)

2. as orbitas de elementos g tais que hy,...,h, € g?m , resultando em nao mais que mCj
orbitas;

3. as Orbitas de elementos g tais que hy,...,h;, € g/;lm(c), v By SRy Ry € g?lm(G)
resultando em ndo mais que m.m'C/ 6rbitas.

Portanto, o subgrupo Fr x (Aut(R))" de Aut(I") age por no méximo

14+mC+m’Cy+---+m' T CT
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orbitas sobre I'. U]
Na Proposi¢do 2.1.10, se G é residualmente finito, entdo G = H G também o €. Em particular,
X

uma poténcia booleana I' = G ¢ residualmente finito se G assim o for. A seguir, daremos
alguns exemplos de grupos infinitos residualmente finitos nao abelianos que possuem uma
quantidade finita de 6rbitas por automorfismos.

Um grupo possui uma certa propriedade virtualmente se tiver um subgrupo de indice finito

com essa propriedade.

Exemplo 2.1.11. (Grupo infinito enumeravel solivel nao virtualmente abeliano re-
sidualmente finito com 4 érbitas por automorfismos). Considere o grupo simétrico
Sz = Sym({1,2,3}) de grau 3 e R, o anel booleano definido no Exemplo 2.1.2-(b). Seja
I' = S?' a poténcia booleana de S3 por Ri. Como o centro Z(S3) de S5 é trivial, pelas
Proposicoes 2.1.9 e 2.1.10, temos

o) <1+1.C+13.CG=14+2+1=4.

Uma vez que spec(I'1) = {1,2,3,6}, segue que (') = 4.

Exemplo 2.1.12. (Grupo infinito enumeravel nao virtualmente solavel residualmente
finito com 8 érbitas por automorfismos). Considere As o grupo alternado de grau 5 e R
o anel booleano definido no Exemplo 2.1.2-(b). Seja I', = A?l a poténcia booleana de As
por Ry. Como o centro Z(As) de As € trivial, pelas Proposicées 2.1.9 e 2.1.10, temos

o) <1+1.CG+13.C+14.C3=1+3+3+1=38.

Uma vez que spec(I';) ={1,2,3,5,6,10, 15,30}, segue que o(I'y) = 8.

Exemplo 2.1.13. (Grupo infinito ndo enumeravel nao virtualmente soltivel residual-

mente finito com 8§ érbitas por automorfismos). Seja R o anel booleano gerado por
b, ={la,b) |a,b € R, com0<a<b<1}.

Analogamente ao Exemplo 2.1.3-(a), segue que R tem 2 orbitas por automorfismos de anéis.
De modo semelhante ao Exemplo 2.1.12, a poténcia booleana A? possui 8 orbitas por

automorfismos.
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2.2 Grupos residualmente finitos com uma quantidade fi-

nita de orbitas por automorfismos

Vimos na subse¢@o anterior que existem grupos infinitos residualmente finitos com uma
quantidade finita de drbitas por automorfismos. Note que os exemplos dados sdo periddicos.

O préximo teorema prova que isso € um fato.

Teorema A. Seja G um grupo residualmente finito com uma quantidade finita de érbitas por

automorfismos. Entdo G tem expoente finito. Além disso, G é localmente finito.

Demonstragcdo. Primeiramente provaremos que G é um grupo de tor¢do. Suponha que exista
g em G de ordem infinita. Como G € residualmente finito existe um subgrupo normal N; de

G tal que g ndo pertence a Nj e o indice [G : Nj] = n; é finito. Entdo
1< {(g") <G" <N <G.

Como N é residualmente finito, existe um subgrupo normal N, de N; tal que g"' ndo pertence
a N, e o indice [N] : Np| = n, é finito. Entdo

1< (g"™) < (GM)"™ <N, <N <G.

Note que (G™)" é um subgrupo préprio de G"'. Continuando com esse processo, obtemos
uma cadeia infinita

< (e ((GMYR) Y < < (GMYR < GM < G

de subgrupos caracteristicos proprios ndo triviais de G, uma contradi¢do. Portanto G é um
grupo de tor¢ao.

n
Agora, sejam g1,...,g, elementos de G tais que G = U g?m(G). Entdo a ordem |g| de g

i=1
divide mmc{|g1],...,|gn|} para todo g em G, logo G tem expoente. Por fim, pelo Teorema
1.2.53, o grupo G ¢é localmente finito, o que completa a prova. [

Definicao 2.2.1. Um grupo G é chamado um S—espago, para algum grupo finito ndo
abeliano simples S, se todo subconjunto finito de G estd contido em um subgrupo de G

isomorfo a S", para algum n > 0.

Teorema 2.2.2 ([3],Wilson, ndo publicado ). Suponha que G seja um grupo localmente finito
caracteristicamente simples de expoente limitado. Entdo, ou G é um p-grupo para algum

primo p ou G é um S-espaco para algum grupo ndo abeliano simples finito S.
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Lema 2.2.3 ([3]-Lema 3.1). Suponha que G seja um grupo caracteristicamente simples ndo
abeliano contendo um subgrupo proprio de indice finito. Entdo G é um S—espago para

algum grupo finito simples ndo abeliano S.

O produto direto de grupos simples isomorficos € caracteristicamente simples, ([21], 3.3.15,
pag. 87). Em particular, os Exemplos 2.1.12 e 2.1.13 sdo grupos infinitos caracteristicamente
simples residualmente finitos que ndo sdo p-grupos abelianos elementares com finitas érbitas

por automorfismos. Por outro lado, o grupo G = (D As, embora também seja um grupo
N

caracteristicamente simples, residualmente finito e ndo seja p-grupo abeliano elementar, ndo

possui uma quantidade finita de érbitas por automorfismos pelo Exemplo 1.1.7.

Proposicao 2.2.4. Seja G um grupo infinito caracteristicamente simples residualmente finito

com ®(G) < 7. Entdo G é um p—grupo abeliano elementar.

Demonstragdo. Suponha que G ndo seja um p—grupo abeliano elementar. Pelo Lema 2.2.3,
o grupo G € um S-espaco infinito. Assim existe um subgrupo finito H de G isomorfo a
S x 8§ xS. Como § € simples e ndo abeliano, existem trés primos distintos p, g e r tais que
{1,p,q,r,pq, pr,qr,pqr} C spec(G), entdo |spec(G)| > 8, e ®(G) > 8, uma contradig@o.

[

Fica assim a questao:
Existe um p-grupo localmente finito caracteristicamente simples infinito ndo abeliano com

uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos? Confira [3] e [19].

2.3 Grupos localmente graduados com uma quantidade

finita de orbitas por automorfismos

Uma classe que engloba as classes dos grupos residualmente finitos, dos grupos localmente
finitos e dos grupos nilpotentes € a classe dos grupos localmente graduados. Um grupo é
dito localmente graduado se todo subgrupo finitamente gerado possui um subgrupo préprio
de indice finito. E importante observar que um grupo finitamente gerado e localmente
graduado ndo é, em geral, residualmente finito. Por exemplo, o grupo S3?Z € localmente
graduado ( pois os grupos envolvidos possuem essa propriedade e, pela Proposi¢ao 1.2.2,
a propriedade € preservada em extensoes). Contudo, esse grupo nao € residualmente finito,
veja ([18], pag.308). Em [20], Denis Osin provou que um grupo enumeravel livre de tor¢ao
pode ser mergulhado em um grupo 2-gerado com uma quantidade finita de classes de
conjugacdo. Assim, existe grupo finitamente gerado com uma quantidade finita de 6rbitas
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por automorfismos. Nesta secdo, provaremos que isso ndo ocorre em grupos localmente
graduados infinitos.

Proposicao 2.3.1 ([12], Corolario 7.2.1. pag. 97). Se G é um grupo finitamente gerado e

H < G tem indice finito em G, entdo H ¢ finitamente gerado.

Proposicao 2.3.2. ([21], pdg. 24). Um grupo finitamente gerado G contém uma quantidade

finita de subgrupos de um dado indice n.

Lembramos que a expressdo “limitado por {aj,az,a;3---}" significa "limitado superiormente
por alguma funcao que depende apenas dos parametros ap, ay, a3 ...". Além disso, se d é
um inteiro positivo, dizemos que um grupo € um grupo d-gerado se ele pode ser gerado por
algum subconjunto de d elementos {x;,x3,...,x;}. Um grupo € finitamente gerado se for
d-gerado para algum d.

Teorema B. Sejam d,n inteiros positivos e p um primo.
(a) Seja G um grupo d-gerado localmente graduado com ®(G) = n. Entdo G é finito,

(b) Seja m um conjunto de primos. Seja G um grupo d-gerado localmente graduado

w—grupo com ®(G) = n. Entdo G é finito com ordem {d,n,n}-limitada.

Demonstragdo. (a) Argumentaremos por contradi¢do, assumindo que G seja infinito. Como
G é um grupo finitamente gerado e localmente graduado, segue que existe um subgrupo
caracteristico proprio de indice finito K; em G (confira Proposicdo 2.3.2). Como G € infinito,
temos que K; também € infinito. Note que o subgrupo K; tem no maximo n — 1 Orbitas
de automorfismo sob a a¢do de Aut(G). Além disso, K; € um grupo finitamente gerado e
localmente graduado. Aplicamos o mesmo argumento, agora com G substituido por K,
para obter um subgrupo caracteristico préprio infinito K de indice finito em G que esta
contido em K;. Em particular, ®(K>) < n— 2. Podemos obter uma cadeia infinita (prpria)

de subgrupos caracteristicos de G, digamos {K;};cn tal que
n=0(G)> oK) >wnlkK)>...>0(K;)>...>1.

Isso contradiz nossa suposi¢do. Portanto, G € finito.

(b) Pelo item (a), o grupo G € finito. Resta provar que a ordem |G

é {d,n, m}-limitada.
Primeiro provaremos que o expoente exp(G) é {n,w}-limitado. Defina py,...,p; como

primos tais que T = {pj,..., pr}. Primeiro observamos que exp(G) divide N, onde

N=pi-...-p}.
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Como ®(G) = n, segue-se que o expoente exp(F;) divide p;, para todo P, € Syl,,(G).
Agora, mostraremos que exp(G) divide N. Escolha arbitrariamente x € G. E claro que a
parte p; de |x| divide p7. Em particular, |x| divide |N|. Como exp(G) = mmc {|x|: x € G}
temos que exp(G) divide N. Pela solug@o positiva do RBP, existe um inteiro positivo B(d,N)
tal que |G| < B(d,N). Como N é {n,n}-limitado, deduzimos que G € finito com ordem
{d,n,m}-limitada também. A prova estd completa. O

Sobre grupos localmente graduados podemos perguntar:
Um grupo localmente graduado livre de tor¢do com uma quantidade finita de 6rbitas por
automorfismos € radicavel?






Capitulo 3

Orbitas por automorfismos de
Q-completamento de Mal’cev de grupos
nilpotentes livres

Neste capitulo, determinaremos todos os QQ-completamentos de Mal’cev de grupos nilpotentes
livres com uma quantidade finita de drbitas por automorfismos. Considere N, o grupo
nilpotente livre de posto r e classe de nilpoténcia c e G = Ng, 0 Q-completamento de
Mal’cev de N,... Provaremos que G tem uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos

se, e somente se, G = N% ouG= Né%.

3.1 O grupo de automorfismos de Nﬁ%

A proposic¢do seguinte estabelece condi¢des necessdrias e suficientes para que uma aplicagdo

definida nos geradores de N, se estenda a um automorfismo de G.

Proposicio 3.1.1. Seja G = Ng = <x1,x2,...,xr>Q, onde Ny. = (x1,x2,...,X;). Se os

elementos Xy = x{" - x%rgy, .., Xp = x{ - x%7 g, com g1,...,8 € G' sdo tais que
{(a11,...,01), -, (Qp1,...,0,)} € uma base do espaco vetorial Q" sobre Q, entdo a
fungdo

o:x1 — X

X2 I—)Xz

x — X
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se estende a um automorfismo de G. Por outro lado, para todo automorfismo ¢ de

G existem elementos X = x{"'---x%gy, ..., X, = x\"" - x%7g, com gi,...,8- € G e
{(t11y-eey0p)y e (O1y. .., Oy) } € uma base de Q" tais quex;P =X, i=12,...,r.
Demonstracdo. Note que o subgrupo r-gerado (X,...,X,) de G tem classe de nilpoténcia

no maximo c¢. Como N, € nilpotente livre, existe um tinico homomorfismo
(p :Npe — <X17"'7Xr>

que completa o diagrama

A
{xl,...,xr}—><X1,...,Xr>
?

Assim ¢ se estende a um homomorfismo de G em G. Provaremos que @ se estende a
um automorfismo de G por inducdo em c. Se ¢ = 1, entdo G é um Q—espago vetorial de
dimensdo r e ¢ se estende claramente a um automorfismo de G. Suponha ¢ > 1. Por indugao,
a fun¢do ¢ induz um automorfismo

¢1:G/Z(G) — G/Z(G)
$Z(G) — ¢"Z(G)

Dai, (X,Z(G),- -, X,Z(G))® = G/Z(G) e paracada i = 1,2,...,r existem g1, ...,qir € Q
tais que
6Z(G) =X{" - XJryiZ(G), yi € G'\ Z(G).

Agora, tome w(xy,...,x,) um comutador basico em Z(G). Temos
w(xt,..x) =wX{M Xy X Xy = wX XXX,
que estd em (i | u é comutador basico em X;,i = 1,...,7)<. Considere o conjunto
{u | u é comutador basico em X;} = U.

Entdo U é conjunto gerador do Q—espago vetorial Z(G). Mas |U| = dim(Z(G)), logo, U é
base de Z(G). Dai

O :wxy,...,x) — w(Xp,.... X))
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se estende a um isomorfismo de Z(G) em Z(G), ou seja, um automorfismo de Z(G). Note

que,

¢0:G—G

xi— X;, parai=1,2,...,r

¢ um homomorfismo bem definido. Seja g € G. Entéo g = hz, com gZ(G) = hZ(G). Mas ¢,
¢ sobrejetora, logo existe kZ(G) tal que

(kZ(G))? = hZ(G).

k?Z(G) = hZ(G).

Em particular, existe z; tal que
k71 = hz=g.

Como z; € Z(G) e @[y () € um automorfismo, existe z, € Z(G) tal que z; = qu‘). Dai
g=k%z = k‘pz(zp = (kz2)?.

Suponha g? = 1. Entdo, g% = Z(G). Dai, g% = ¢®Z(G) = Z(G). Logo g% € Z(G), assim,
g€Z(G)eg=1.

Para concluir, suponha ¢ um automorfismo de G. Entdo

$:G/G' — GG’
gG — g%G

¢ um automorfismo. Dai

(x:G)? =xPG

1

=x{" .. X% G
Em particular, para cadai = 1,2,...,r existe g; € G’ tal que

¢ __ Cir . —
X, =x" . x" g = Xigi
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Que {(ai1,...,%y),...,(Q,...,0 )} é uma base de Q" segue do fato de que ¢ é isomor-
fismo de Q-espagos vetoriais.
O

3.2 Os grupos Ng com uma quantidade finita de 6rbitas
por automorfismos

Nesta subsecdo, iremos provar que 0s grupos N% e N;@3 possuem quantidades finitas de

Orbitas por automorfismos.

Proposicio 3.2.1. O grupo G = N;@z possui A(G) + 2 érbitas por automorfismos, onde A(G)

é a largura de G.

Demonstragdo. Considere N;» = (x1,x2,...,%,). Assim
G = (x;,x2,...,x)%

Escreva r = 2k se r for par e r = 2k + 1 se for impar. Provaremos que as drbitas por

automorfismos de G sdo as seguintes
14409) ey, g JM 09D ([, xp ] g, 3] )49, L (P ] P s e, e ] )29,
49 = G\ Z(G).
Note que G = {1} | (2(G)\{1}) |J (G\ Z(G)) e Z(G) = G. Seja
g=x"..x%z€e G\Z(G),

onde z € Z(G) e (oy1,...,a1,) € Q"\ {(0,...,0)}. Como o vetor (ayy,...,0,) € Q" éndo

nulo, segue que existe uma base

{(a117"'7a1r)7(a217"'7a27')7"'7(ar17"'7arr)}

de Q". Defina g, = x?” B N x?’l ...x%1 € G. Pela Proposi¢do 3.1.1, a fungio
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(P X1 — g
X2 > &2
X3 — g3
Xr > &

se estende a um automorfismo de G e é tal que x{ = g. Assim G\ Z(G) = x?m(G).

Agora, provaremos que
Z(G)\ {1} = bt M DY (b, e, s ) O - U b ] e, 23]- s )
Sejaz € Z(G), com A(z) =n, com 1 <n < A(G). Podemos escrever z da seguinte maneira

2= [z1,22][z3,24] - [22n-1,220]

~~
n

com z; —x?" . xg"’ evi=(Bi, -, Bir) € Q". Afirmamos que o conjunto {vi,va, -+ ,Vau_1,v2n}
¢ linearmente independente no Q-espaco vetorial Q". Suponha, para efeito de contradicéo,
que

Von =Mvi+ -+ A 1van—1

com A; € Q. Entdo

M A Aon—1
Zon =712y 2

Suponha, sem perda de generalidade, que A; # O parai=1,2,...,r. Dai

A
z=[a1,20] - [eon1, 211252 252

= [z1,22) -+~ [z2n-3> Z22n—2) ([z2n—1, 21 M 2201, 22) -+ 2201, 220 3) "3 2201, 220 2) 27 2)
_2 —2 o Aoy
= [z1,22] -+ [z2n=3, 20n—2) ([21, 2 ) [225 20 21 ) -+ [220=3, 2021 220=2, 20,021 2))

Py R d, o
([Zl,Zz][Zl,Zzn Jlz2,25.40) -+ ([z2n—3 22n—2) [220-3: 20, 2V [220—2: 25, 21 2])

A/ A Mon—2/A2p—3 —A2n—3
= [212; vZZZzn U)o e300 T 2220,
Assim,
A2 /A - Aon—2/Aon—3 —an-3
2= a2 22y, ] [z2n-32, 5 " 2o 22,21 ]

n—1

uma contradi¢do com a largura de z ser igual a n.
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Como o conjunto {vy,va,- -+, vo, } é linearmente independente, podemos adicionar vetores
Vonil,- -,V para completd-lo a uma base de Q’. Seja Zj= xlfjl ---xEj’, com?2n+1<j<

r, Bji € Q. Pela Proposicdo 3.1.1, a fungdo

QOr:x1 +——
X2 +—— 22

Xon > Z2n

Xr = Z

se estende a um automorfismo de G e € tal que

([pr2,x1] x4, x3) - . X2, X20-1]) " = [22, 21][24, 23] - - - [2205 2201).

[ /
-~

n

O resultado segue. [

Uma demonstracdo alternativa resulta de uma aplicacdo direta da proposi¢do anterior e
mostra que o grupo do Exemplo 1.1.6 possui exatamente 3 Orbitas por automorfismos. De
fato, pelo Exemplo 1.2.36, UT3(Q) ~ Né@z e pela Proposi¢do 1.2.46, A(G) = 1. Portanto,

0(G)=0UT(Q))=1+2=3.
Alternativamente, construiremos os automorfismos correspondentes. Pelo Teorema 1.2.26,

X1,X2, [x2,%1]

¢ uma sequéncia bdsica de comutadores basicos de G. Como [x,x;] € Z(G), dado z €
Z(G)\ {1}, podemos escrever z como z = [x2,x]"', com B; € Q\ {0}. Pela Proposicio
3.1.1, a funcdo

o] X — xlfl[xbxl]ﬁz

com f1,6,€Q,B1 #0

X2 +——> X3
se estende a um automorfismo de G, e é tal que

([x2,x1])°" = [, x1]Pr.

Logo, G' = Z(G) \ {1} ocupa uma 6rbita por automorfismos.



3.2 Os grupos Ng com uma quantidade finita de érbitas por automorfismos

53

Agora, consideramos g € G\ G'. Neste caso, g = x‘f‘lxg‘2 [x2,x1]% com oy, @ ndo ambos

nulos. Assim (@, o, 03) € Q*\ {(0,0,0)}. Analisaremos entdo os possiveis casos.

Caso 1: o # 0,00 = 0, a3 # 0. Pela Proposi¢ao 3.1.1, a fun¢ao

. o o
orixy — X x,x]®
X2 +H—— X7

z (04
se estende a um automorfismo de G e € tal que x7? = x{" [xp,x1]%.

Caso 2: a1 #0,ap = 0,3 =0. A funcdo

03:x] +— x‘f‘1
X2 +—— X2

que, pela Proposi¢do 3.1.1, se estende a um automorfismo de G e € tal que x? =X,

Caso 3: a1 =0, # 0,3 = 0. A fungio

Oy4:X1 +H—— ng
X2 — Xi

(03]

que, pela Proposi¢do 3.1.1, se estende a um automorfismo de G e € tal que x‘f“ = xg 2

Caso 4: a; =0,ap # 0,03 # 0. A fungio

. 127] o
O5:X] = X [xz,xl] 3
X2 — Xi

que, pela Proposicdo 3.1.1, se estende a um automorfismo de G e € tal que x?S =

X520, x1]%.

Caso 5: a1 #0,ap # 0,3 = 0. A fungio

Og:X1 +—— x‘f“xg52
Xy = X2

que, pela Proposi¢do 3.1.1, se estende a um automorfismo de G e € tal que xfﬁ = x(lxlxg 2

Caso 6: a; #0,ap # 0,03 # 0. A funcdo
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07:x1 — X2 [xa,x0] %
X2 = X2

que, pela Proposicdo 3.1.1, se estende a um automorfismo de G e € tal que xf7 =
o) . .0 o3
X7 x5 X2, x1] .

Portanto, todo elemento em G\ G’ € x?m(G). Como 14%(%) = {1}, segue que ©(G) = 3.

Mostraremos agora que o grupo N;@3 possui exatamente 4 6rbitas por automorfismos.
Proposicao 3.2.2. O grupo G = N;@3 possui 4 orbitas por automorfismos.

Demonstragdo. Seja Np3 = (x1,x2), assim
G= <X1 ,X2>Q.

Os comutadores basicos de G de peso 1 sdo xj,x; que ordenamos como x| < x». Logo,
uma sequéncia de comutadores bdsicos de G é x1,x7, [x2,x1], [x2,x1,x1], [x2,X1,X2]. Note que,

[x2,x1,x1], [x2,x1,%2] € Z(G). Provaremos que as érbitas por automorfismos de G sdo
lAut(G), x?m‘(G) _ G\Gl7 [x27xl]Aut(G) _ G,\Z(G), [xz’xl,xl]Aul(G) _ Z(G)\{l}

Claramente 14%(%) = {1}
Seja g =xP'x2f € G\G',onde f € G'e (a1, 0) € Q*\{(0,0)}. Como o vetor (01, 0) €
Q? ¢ ndo nulo, segue que existe uma base

{(a1, ), (a3, 04) }

de Q. Defina g, = x‘lx3xg‘4. Pela Proposicao 3.1.1, a fun¢ao

Qp:x3y — &1
X2 — &2

se estende a um automorfismo de G e é tal que xip =g1. Assim G\ G’ = xflm(G).

Seja h € G'\Z(G). Entdo podemos escrever h da seguinte maneira

h = [x27-x1]a1 [XQ,X] 7-x1]a2 [x27x17x2]a37

]Aut(G)

com o # 0. Provaremos que [x3,x) constitui uma unica o6rbita. Analisaremos os

quatro casos possiveis.
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Caso 1: a; #0,ap =0, a3 #0.
Pela Proposi¢ao 3.1.1, a fungdo

—o3 (1)
¢):x1 +—— xl[xz,xl] o 2

Xy x(le
se estende a um automorfismo de G e é tal que [xp,x1]?" = [x2,x1]% [x2, x1,x2] .
Caso 2: a; # 0, ap # 0, a3 = 0. Pela Proposicdo 3.1.1, a funcgio
1 _ o (1)
Prix; > X, [xo,xp] A 2
Xy x‘f‘1
se estende a um automorfismo de G e é tal que [x2,x1]%2 = [xp,x1]% [x2, x1,x1]*.

Caso 3: a; # 0, ap # 0, a3 # 0. Pela Proposicdo 3.1.1, a fungio

Q3:x] —> x(1361[x2’xl]—a3

o a(a-1)
O(3 2063
X2 = X X2

se estende a um automorfismo de G e é tal que [x2,x1]% = [xp, x1]% [x2, x1,x1]) % [x2,x1, x2] %.

Caso 4: o) # 0,0p = o3 = 0. Pela Proposigdo 3.1.1, a fungdo

_ (o1
Ps:x1 —> xoxg,xg] ™

Xy +— xfal

se estende a um automorfismo de G e € tal que [x,x1]? = [xp,x1]%.

Portanto, G'\Z(G) = [xp, x;]**(®.
Seja z € Z(G)\{1}. Entdo z = [x2,x1,x1]% [x2,x1,x2]%, onde (0, 00) € Q*\{(0,0)}.
Provaremos que [x,x] ,xl]Am (G) constitui uma tnica 6rbita. Consideraremos os casos possi-

veis.

Caso 1: a1 # 0,0 = 0. Pela Proposicdo 3.1.1, a funcio

(])11)61 — X]
Xy xg'

se estende a um automorfismo de G e é tal que [xz,xl,xl]‘p =[x, x1,x1]%.
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Caso 2: o =0, 0 # 0. pela Proposigao 3.1.1, a fungéo

h:ix; — x?z
X2 = X2

se estende a um automorfismo de G e é tal que [x3,x] 7X1]¢h = [x2,x1,x2] .

Caso 3: a1 # 0, ap # 0. Pela Proposicdo 3.1.1, a fungao

o
. a1
(P3 X1 XX,
Xy — xgz

se estende a um automorfismo de G e é tal que [x2,x1,x1]% = [x2,x1,x1]% [x2,x1,x2] 2.

Logo, Z(G)\{1} = [x2,x1,x1]* (%) Daf 0(G) =4 e

G:{l} U x?ut(G) U [Xz,xl]Am(G) U [x27xl’xl]Aut(G)'

O

3.3 Os grupos Ng com uma quantidade infinita de orbitas

por automorfismos

Nessa secdo, provaremos que, a ndo ser pelos casos Ng e N;%, 0 grupo Ng possui uma
quantidade infinita de 6rbitas por automorfismos.

Proposicao 3.3.1. O grupo G = N;@C ndo possui uma quantidade finita de orbitas por

automorfismos se ¢ > 3.

Demonstragdo. Provaremos o caso N;@4 e o caso geral segue por indugdo. Seja Ny 4 =
(x1,x2). Assim, G = N;@4 = (x1,x)%. Ordenamos os comutadores basicos de peso 1
como x| < xp. Entdo, os comutadores basicos centrais sdo [xp,x1,x1,x1], [x2,X1,X1,X2] €

[x2,X1,X2,x2]. Considere a fungdo

) b
Q:x1 — x| X381

c d
X2 X1 X282
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com, a,b,c,d € Q, g1,g> € G'. Pela Proposicio 3.1.1, essa funcdo se estende a um automor-
fismo de G. Seja

[x2,2x1,x1,%1]" [x2,x1,x1,%2]" [x2,X1,%2,X%2]" € Z(G)

com (u,v,w) € @Q*\{(0,0,0)}. Observe que

(lx2, 21,21, 21" [0, 21,201, X2)” [0, 01,20, 20]™) = [, x,201, 20 ¥, x, x1,60)P [, 1,30, 30)7,

onde
o = ua*D + acvD + czwD, B= vD2, Y= ub*D +vdbD + dzwD,

e D = ad — bc. Assim a acéo de ¢ no Q-espaco vetorial Z(G) de dimensao 3 é dada pela

matriz
D 0 b*D
acD D* bdD
D 0 d°D

Em particular, o vetor [xp,x1,x,x2]" é levado pela ¢ em

2, x1,x1,x1]%PY [0, x1, %1 ,Xz]Dzv[xz,Xl X2, x2]7PY.

Suponha, por absurdo, que G possua uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos.
Como existem infinitos nimeros primos e @(G) < oo, existem primos distintos p,ge ¢ €
Aut(G) tais que

2
WPy x1, 21, %2)P P [x2, 21, X2, %2]PPP = [x2, %1, x1, %2

(P2, x1,x1,%2]7)? = [x2,x1,%1,x1]
Como D # 0, podemos supor que ou a = ¢ =0 ou b = d =0, o que resulta em
2
([XZ,XI,XhXZ]p)gD - [XQ,XI,Xl,XZ]D P = [x27x17x17x2]q'

Entdo D*p = ¢, ou seja, pr=1 0 que nao ocorre em Q. Essa contradi¢do demonstra que G

ndo possui uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos.
Q

Como N,._j ~ —*— temos em particular N;@4 ~ & Sabendo que o grupo N;@4
’ Ye(Nre) 4T Z(NK) ’

nao possui uma quantidade finita de érbitas por automorfismos, concluimos que o mesmo
vale para N;QS. Por inducdo, obtemos que o grupo Né@c nao possui uma quantidade finita de

Orbitas por automorfismos para todo ¢ > 4. 0
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Proposicao 3.3.2. O grupo N;@3 ndo possui uma quantidade finita de orbitas por automorfis-

mos.

Demonstragdo. Sejam N33 = (x1,x2,x3) € G = (xl,xz,x3>Q. Ordenamos os comutadores
basicos de peso 1 da forma x; < xp < x3. Os comutadores basicos de peso 3 sdo [xp,x1,X1],
[x2,x1,%2], [x2,%x1,x3], [x3,x1,X1], [x3,%x1,%2], [x3,%x1,X3], [x3,%2,X2] € [x3,x2,x3]. Suponha,
por absurdo, que G possua uma quantidade finita de drbitas por automorfismos. Con-
sidere o elemento [x,x;,x1]”[x3,x2,x3] € Z(G), onde p é um nimero primo. Como a
quantidade de nimeros primos € infinita, deve existir um automorfismo ¢ de G tal que
([x2,x1,x1]P[x3,x%2,%3])? = [x2,x1,%1]%[x3, X2, %3], com p,q nimeros primos distintos. Como

¢ ¢ automorfismo de G, pela Proposi¢do 3.1.1, ¢ induz uma funcio
@:x; — xpUoag? xgmfl
Xy —> x(13621 xfzxzz x30523 fz
X3 —> x(lxn (2)6%2 ?33 f3

tal que { (a1, 12, 003), (021,002, 023), (051, 032, A33) } € uma base de Q* e f1, 2, /3 € G
Assim,

(2, x1,x1]7 [x3,%2,x3])® = 21.20.23.24.25-26.27.28 = [x2,x1,X1]9[x3, 22, x3]

onde

PO (002011 — 012001 )+031 (032001 — 02031

1 = [x27-x17x1

_ 012(002011 — 012001 )+ 032 (032021 — 02 031
2 = [x2,x1,x2]P 3213 3

o3 (00201 — 02001 ) 033 (032001 — 0031 ) — oty 1 (03 02— 02 013 ) — 031 (0330l — Q3 032 )

73 = [x2,x1,X3

4 = [X3,X] » X1
_ 012 (003001 — 01 0413 )+032 (03301 — 023031 )+ P01 (003 02— 002 013 ) 031 (033 02 — 003032
75 = [x3,x1,%2)7 P ( Jraai( )

_ 013(0p3011 — 021 013)+033 (033021 — 023 031
26 = [x3,x1,x3)P

— 012 (003012 — 022013 )+ 032 (033020 — 023 032
1= [X3,X2,X2 P 3 32 3

] (o )+ (o )
] ( )+032( )
] ( )+o33( )—
[P (301 —0p10u3)+031 (033001 — 03 0531)
] ( )+ ( )
] ( )+o3( )
] ( )+ ( )
( )+o33( )

po3 (003012 — 002 03)+033 (033 02 — 03 032
8 = [X3,X2,X3]

Obtemos dessa forma o seguinte sistema nao linear S com 8 equacdes e 9 incognitas

o1 (02001 — a2001) + 031 (032001 — 02031) = g

PO (002001 — Q2001 ) + 032( Q32001 — 02 031 0

po3 (0201 — 02001 ) + 033( 032001 — 02031 o1 (003002 — 02 0013) — 031 (03302 — 0230532)
pon1(030] — 021013) + 031 ( Q33021 — 023031

03(0300 1 — 01 03) + 033(A33001 — 030631
PaIZ 0302 — 02003) + 032 (033022 — 03032

0
0
23002 — 02 043) + 033 1

poi3 33002 — 03032

( ) ( )=
( ) ( )—
( ) ( )=0
POC12(06230611 — 001 043) + 03233001 — 093031 ) + poiy1 (02302 — G2 03) + 031 (033002 — (3032) =
( ) ( )=
( ) ( )=
(o ) (o3 )=

=0

0

(D
2
3)
“)
®)
(6)
(7
®)
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Considere o subsistema homogéneo formado pelas equagdes (4) e (6)

po1 (0301 — 021 043) + 031 (033001 — 03031) =0 (4)

S1
po3 (03001 — 021 003) + 033(033001 — 3031) = 0. (6)

Se o sistema S tem solu¢do em Q°, entfio o sistema S| também tem solugdo e assim o sistema

linear homogéneo
po X +o31Y =0
po3X +a33Y =0
compartilha dessa solugdo. Seja M = ;033 — 03113 Temos dois casos: M #= 0 ou M = 0.
Primeiramente considere o subsistema formado pelas equagdes (1) e (2)
PO (02001 — 012001) + 031 (032001 — 02031) =g (1)
PO (002001 — 012001) + 032 (032001 — 02031) =0 (2)
e defina D = o1 033 — 012 031. Provaremos que D # 0. Suponha para efeito de contradi¢io

que D = 0. Note que D € o determinante da matriz

o o2
031 032

= 041032 — Q2031 =0

Afirmamos que o vetor (a1, a2) € Q\ {(0,0)}. De fato, se o) = @2 = 0, das equagdes
(1) e (2), obtemos o3y = 0. Assim, a equagdo (5) se torna o3 03302 = 0. Concluimos que

o33 = 0. Pois, da equacdo (1), temos @y # 0 e az; # 0. Note que de (1) temos 0y = —iz,
a3
1 o3
e de (8) temos @y = ———-. Igualando, obtemos gp = —~, um absurdo em Q.
a o

13 3
Dai, existe r € Q\ 0 tal que (a1, a12) = r(o31,032), isto €, &) = roz; e A = rog.

Substituindo essas igualdades em (1) e em (2) obtemos respectivamente
progi(02ras; — ras ) + 031 (2001 — 02 031) =g

prrog;(00a] — 32001) — 031 (— 032001 + 002031) = ¢

(2031 — 032001) (prias) — 031) = q.

. J/

0 0

proza(0paras) —rozatny) + 032( 032001 — 02031) =0
prros (0o — a32001) 4 032 (032001 — 02 031) = 0

prlogy (002051 — 32001) — 032 (— 032061 + 02031) = 0



600rbitas por automorfismos de Q-completamento de Mal’cev de grupos nilpotentes livres

(02031 — 032001 ) (priasy — 032) = 0.

(. J/

%

2

) 1
Assim, se a3, # 0, entdo pr2a32 = 0Ol3p, portanto pr2 = 1. Logo, r* = —, um absurdo em

Q. Logo, azy =0, o que implica o, = 0, pois (¢1,012) = r(31,037) de onde concluimos
o1 # 0 e a31 # 0. De maneira andloga, considerando as equagdes (7) e (8), segue que
o3 # 0 e o33 # 0. Como o = a3y = 0, é imediato pelas equagdes (1) e (8) que apy # 0.

Portanto, as equagdes a seguir devem ser satisfeitas simultaneamente.

PO 0y — 03102 = q 1)
po10g3 — 033031 =0 (3"
poui (a3 — 001 003) + 031 (033001 — 030531) =0 (47)
poui(—0xnai3) + 051 (033022) =0 (5"
po3 (03001 — 01 003) + 033 (33001 — 03031) =0 (67)
— P00 + 033002 = 1 &)

Da equagio (1'), temos

an(pat, —a3) =q. (3.1)
E da equacio (8')
(07 : 3.2)
S, R, .
—pagy + 0
Substituindo (3.2) em (3.1), obtemos
(poiy — 05y) = q(033 — pagy). (3.3)
~ o (2 po110q3 o .
Da equag@o (3') obtemos o3 = o Substituindo essa igualdade em (3.3), temos
33
202 o2
prag, o
Pa121 - # = 4(0%23 _pa123)'
033

2 2 290 2 9. 9 2
POy 0533 — PO Q3 = q033 (0533 — paty3)
2 2 2 2,2 2 2 2
pai (a3 — pog3) = qog3 (053 — pai;) com a3z — poys # 0

) 2 2
»  qag3(05; — pag;) o 9q
an = 2 N T 2
plag; — pag;) 033 P
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Um absurdo em Q. Logo, D # 0.
Caso 1. M #£0
Como M # 0, temos o033 # 031013. Consideramos o sistema formado pelas equacdes

(4) e (6)
pox+o31y =0
po3x+ 033y =0
Entdo x := (OC230611 — 06210613) =0e y .= (06330621 — 06230631) =0

Com isso, obtemos o seguinte sistema com as equagdes (5),(7) e (8) :

pa (0302 — 02 03) + 031 (0330 — 0p3032) =0
PO (0302 — 02 043) + 032(033002 — 03032) =0
POz (00302 — 02 03) + 033(033 02 — 03 032) = 1

Definindo x; := 03012 — Opp 013 € V1 = 033002 — 03037  temos

a31y1
POl

x| =— e y1(ono — op031) =0=x; =y =0.

D0

Assim, a dltima equagdo se reduz ao absurdo 0 = 1. Logo, esse caso ndo ocorre.

Caso2. M =0
Como M = 0, temos (11033 = 031013. Note que M € o determinante da matriz

o1 031
013 033

Logo, existe s € Q tal que (OCH,OC31) = S<0613,0633), ou seja, 0j] = sSU3 € 03] = S033.
Substituindo essas informagdes em (4) temos

PS03 (03s03 — 01 03) + 5033 (033001 — C3s033) =0
pSOC123(0623S — (le) +SOC323(OC21 — SOC23) =0
pSOC123(0623S — 0621) — SOCg%3 (S0623 — 0621) =0

(035 — 01) (psoifs — s033) =0

Se a1 = s0n3, entdo a primeira e a terceira colunas da matriz
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O 012 0g3

01 02 003
031 032 033

2
. . ~ o
sdo multiplas e ¢ ndo é automorfismo, um absurdo. Logo psoc123 — soc§3 =0. Entdo, p = %,
o
13
outro absurdo. Logo, ndo podemos ter M = 0. 0

Agora estenderemos a proposi¢cao anterior para o grupo Ng.

Proposicao 3.3.3. O grupo G = N% ndo possui uma quantidade finita de orbitas por

automorfismos se r > 4.
Demonstragdo. Suponha por absurdo que o grupo Ng possua uma quantidade finita de
orbitas por automorfismos. Como o conjunto dos nimeros primos € infinito, deve existir

(NS Aut(N%) tal que
([e2, 1,217 [x3,x2,x3])® = [x2,x1,x1]9[x3, x2,x3]

com p,q primos distintos. Mas

(b2, x0,1]P [x3,02,23)) = [ 2P a7 1P [ 23 0] | =
= [WZ(X1,"' ,Xr),Wl(.X]," : ,xr)7w1(x1,--- ,xr)][W3<X1,"' 7xr)7w2(x17"' ,Xr),W3(XI,"' 7xr)]
onde, w;(xy,- -+ ,x,) sdo palavras em xj,---,x, parai € {1,2,3}. Usando a propriedade de

comutador [xy,z| = [x,z]"[y,z] = [x,2][x,z,¥][y, 2], podemos escrever

[W2(x1,"‘ ;xr),W1<x1;"' 7xr);W1(x17"' ,xr)][W3(x1,"‘ ,xr),W2<X],"' ,Xr),W3(X1,"‘ 7xr)]
da seguinte maneira

[wa1 (x1,%2,%3), w1 (x1,%2,%3), w1 (x1,%2,%3)] [War (x1,%2,X3), wa1 (xX1,%2,X3 ), w31 (x1,%2,X3) | W,

onde W € uma palavra em x1,x2,x3,X4,Xs5,- -+ ,X, € cada comutador de peso 3 fator de W
envolve necessariamente uma das letras x4, xs,-- - ,x,. Logo W =1 e pela Proposi¢do 3.1.1, a

funcdo
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Olngs ix1 > wir(xg,x2,x3)
X2 — woy(x1,x2,x3)
x3 > w3 (x,x2,x3)

se estende a um automorfismo do grupo Né% e é tal que

(P|N3y3 —

([x2,x1,2x1]P [x3,%2,x3]) [x2,x1,x1]9[x3, 22, X3

o que, pela Proposi¢do 3.3.2, € um absurdo. [

Utilizando a proposic¢ao anterior, segue por inducdo que Ng, com r > 3 e ¢ > 3 ndo possul

uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos. Temos assim o resultado principal.

Teorema C. Seja G 0 Q-completamento de Mal’cev de um grupo nilpotente livre ndo abeli-
ano r-gerado de classe c. Entdo G possui uma quantidade finita de orbitas por automorfismos

L. Q . Q
se, e somente se, o grupo G é isomorfo a N5 comr = 2 ou isomorfo a Ny

Por fim, fica a questdo: quais Q-completamentos de Mal’cev de grupos nilpotentes livres

de tor¢do possuem finitas Orbitas por automorfismos?
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