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Resumo

Esta dissertacao investigou a relacao entre as raizes enésimas de nimeros primos e os
numeros irracionais, com demonstragoes autorais e adaptacgoes da literatura para analise
de suas propriedades e implicagoes educacionais, resultando na criagdo de um produto
educacional baseado em multiplas estratégias pedagogicas juntas: apostilas, videos e ga-
mificagdo. A metodologia incluiu revisao bibliografica sobre aprendizagem multimodal e
aplicacoes de questionarios antes e depois para validar o produto educacional. Os resul-
tados confirmaram que estratégias pedagogicas diversificadas facilitam a compreensao da
relagdo entre os nimeros primos e os nimeros irracionais. Conclui-se que o uso da apren-
dizagem multimodal foi eficaz para o entendimento dos conceitos teéricos abordados com

destaque na gamificagao.

Palavras-chaves: Niimeros Primos; Raiz de Ntimeros Primos; Raiz Enésima de Ntimeros

Primos; Numeros Irracionais.






Abstract

This dissertation investigated the relationship between the nth roots of prime numbers
and irrational numbers, with authorial projections and adaptations of literature to analyze
their properties and educational implications, resulting in the creation of an educational
product based on multiple pedagogical strategies together: handouts, videos and gamifi-
cation. The methodology included a literature review on multimodal learning and appli-
cation of before and after questionnaires to validate the educational product. The results
confirmed that diverse pedagogical strategies facilitated understanding between prime
numbers and irrational numbers. It is concluded that the use of multimodal learning was

effective for understanding the theoretical concepts highlighted in gamification.

Key-words: Prime Numbers. Root of Prime Numbers. n-th Root of Prime Numbers.

Irrational Numbers.
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Introducao

A Matematica é composta por padroes fascinantes que, apesar de serem simples a
primeira vista, revelam uma complexidade profunda. A busca por padroes é um trabalho

inerente dos matematicos.

O que motiva a existéncia de um matematico é a descoberta de padroes,
para encontrar e explicar as regras subjacentes. A jornada do matematico
em busca de primos ¢ ilustrada perfeitamente por uma das tarefas que
todos tivemos que realizar na escola (Sautoy, 2007, p.32).

Os numeros primos tém fascinado matematicos desde os tempos antigos, enquanto
0s nuimeros irracionais, com suas representacoes decimais infinitas e nao perioédicas, desa-
fiam nossa intui¢ao sobre o padrao desses nimeros. Os matematicos nunca se convenceram
da aleatoriedade dos primos e nem do ntimeros irracionais, assim chamados, pois refletia

o desconforto dos matematicos em descrever precisamente esses numeros (Sautoy, 2007).

Os numeros nao foram descobertos na sequéncia, conforme indicam os conjun-
tos numéricos (N, Z,Q,R,I e C). Os membros da escola pitagérica viram que V2 era
irracional (Roque; Carvalho, 2019). Para Stewart (2016), o v/2 foi o primeiro irracional
conhecido. Ou seja, esse estudo de raizes e de niimeros primos nao é algo contemporaneo.
Assim surgiu a motivacao de estudarmos aqui as raizes enésimas de um nimero primo e

sua relagao com os numeros irracionais.

Estudos recentes destacam a relevancia dos nimeros primos nao apenas na teoria
dos niimeros, mas também em aplicagoes praticas, como criptografia e seguranca de dados
(Sautoy, 2007). A irracionalidade das raizes enésimas de niimeros primos, por sua vez, é
um conceito fundamental que transcende a Matematica pura e encontra ressonancia em

diversos campos cientificos, como a computacao e a fisica tedrica.

Assim, compreender a estrutura dos niimeros é essencial para explorar novas apli-
cagoes, como na cibernética e na resolucao de problemas de otimizacao. Dessa forma,
motivados pela relevancia crescente dessas interacoes entre niimeros primos e irracionais,
este estudo busca compreender e aprofundar a andlise da irracionalidade das raizes ené-

simas de ntimeros primos, utilizando teoremas classicos como o de Gelfond-Schneider.!
2

! Aleksandr Osipovich Gelfond (1906 - 1968) foi um matemético russo que criou técnicas bésicas no

estudo de nimeros transcendentais (ntimeros que nao podem ser expressos como raiz ou solucao de
uma equagdo algébrica com coeficientes racionais). Ele avangou profundamente na teoria dos ni-
meros transcendentais e na teoria da interpolagdo e aproximacao de fung¢bes de varidveis complexas
(O’Connor; Robertson, 2005).

Theodor Schneider (1911 - 1988) foi um matemé&tico aleméo, conhecido por ter formulado e provado
o Teorema de Gelfond-Schneider (O’Connor; Robertson, 2011).
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Além de sua relevancia tedrica, os niimeros primos possuem aplica¢oes
praticas de extrema importancia. Eles formam a base de algoritmos uti-
lizados na criptografia moderna, fundamentais para garantir a seguranca
digital e proteger informacoes confidenciais. Como explica Roque (2012),
0s numeros primos desempenham um papel estruturante na aritmética,
servindo como os componentes fundamentais a partir dos quais todos os
nimeros inteiros podem ser decompostos. Isso é evidenciado pelo Teo-
rema Fundamental da Aritmética, que estabelece que qualquer niimero
inteiro positivo maior que 1 pode ser representado de forma tinica como
um produto de ntimeros primos (Roque, 2012 apud Lima, 2024, p.2).

A irracionalidade, ao ser explorada dentro desse contexto, oferece uma visao mais
rica sobre a distribuicdo dos ntimeros primos e suas propriedades, fornecendo um me-
lhor entendimento sobre como essas raizes podem ser usadas nao apenas em Matemaética
tedrica, mas também em contextos educacionais e computacionais. Ressaltando que a
criptografia ¢ um ramo da informatica que surge da limitacdo em manipularmos com

exatidao o conjunto do niimeros primos (Sautoy, 2007).

Em suma, a irracionalidade associada as raizes enésimas de ntimeros primos nao so6
ilumina a beleza da Matematica tedrica, mas também abre caminhos para inovagoes em
educacao e computacao, mostrando que a Matematica é uma disciplina interconectada e

em constante evolugao.

Assim, o principal objetivo desta dissertacao é investigar a relacao entre as raizes
enésimas de numeros primos, visto que os nimeros irracionais sao implicagoes significa-
tivas em areas como a teoria dos ntimeros, onde esses irracionais podem ser usados para
investigar a distribuicdo de primos em relagao as fungoes analiticas, como a fungao zeta
de Riemann (Sautoy, 2007). Por isso, as raizes enésimas, ou seja, as raizes de ordem n
de um nimero primo p, sdo objetos de interesse significativo. A irracionalidade dessas
raizes ¢ um aspecto central neste estudo, e o objetivo ¢ explorar por que essas raizes se

comportam como nimeros irracionais.

Desta forma, esta dissertacao estd organizada da seguinte forma. O Capitulo 1
aborda a revisao tedrica que fornece a base para o presente estudo, abordando os con-
ceitos fundamentais de ntimeros primos e raizes enésimas. O Capitulo 2 aborda a funda-
mentacao Matematica relacionada aos ntimeros irracionais. Ele inicia com a defini¢ao de
numeros irracionais, que nao podem ser expressos como fracoes de dois inteiros e possui
uma representacio decimal infinita e nao periédica, com exemplos notaveis como , V2 e
e. Explicando conceitos basicos e suas principais aplicagoes. J& no Capitulo 3, estd o nosso
produto educacional, onde coloca-se em pratica os conhecimentos abordados nesse traba-
lho. Finalmente, o Capitulo 4, traz-se as discussoes dos resultados que puderam ser vistos
ao longo da execucao do produto educacional aplicado. E por fim temos as Consideragoes

Finais que encerra essa explanacao.
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1 Referencial teédrico

O ensino de Matematica, em suas diversas abordagens, pode se beneficiar de estra-
tégias pedagogicas multiplas que consideram a diversidade de estilos e ritmos de apren-
dizagem dos estudantes. O uso de apostilas, videos, gamificacao e praticas avaliativas di-
versificadas sdo exemplos de ferramentas pedagogicas que, quando combinadas de forma
eficaz, podem proporcionar uma experiéncia de aprendizagem mais dinamica, acessivel e
significativa. Essas estratégias tém o potencial de nao apenas facilitar a compreensao dos
conceitos matematicos, mas também de engajar os alunos de forma ativa e criativa no

processo de aprendizagem (Klein; Laburid, 2012).

As apostilas desempenham um papel importante como recurso didatico no en-
sino de Matematica, pois oferecem um material estruturado e sistematizado que facilita
a revisao e o aprofundamento dos contetidos. De acordo com Moreno (2005), o uso de
apostilas permite ao aluno revisar os conceitos trabalhados em aula de forma autonoma,
promovendo uma aprendizagem mais personalizada. Apostilas bem elaboradas sao recur-
sos essenciais, principalmente em disciplinas que exigem resolucao de problemas, como a
Matematica. Elas podem conter explicagoes detalhadas, exemplos praticos e exercicios de
fixacdo, o que torna o aprendizado mais organizado e acessivel, auxiliando o aluno a de-
senvolver habilidades importantes como a organizagao do pensamento logico e a resolucao

de equagoes.

A utilizagdo de videos e outras formas de multimidia se mostrou extremamente
eficaz, especialmente no ensino de Matematica, pois possibilita aos alunos visualizarem
conceitos que muitas vezes sao abstratos e dificeis de compreender apenas por meio da
linguagem textual. Mayer (2001) argumenta que a aprendizagem multimodal, que combina
palavras e imagens, facilita a constru¢ao do conhecimento, pois ativa diferentes areas
do cérebro e contribui para a retencao das informagoes. Quando se trata de conceitos
matematicos, como geometria ou calculo, os videos ajudam a tornar os conceitos mais
tangiveis. Por exemplo, animacoes que ilustram transformagoes geométricas ou videos que
demonstram a aplicagao de féormulas mateméaticas em contextos praticos proporcionam
uma compreensao mais concreta e visual, o que facilita o entendimento e a memorizacao

dos conteudos.

Além disso, a gamificacdo tem se mostrado uma poderosa ferramenta no ensino
de Matematica. Elementos de jogos, como pontuagao, desafios e recompensas, sao incor-
porados ao processo de aprendizagem para tornd-lo mais envolvente e motivador. Gee
(2008) destaca que a gamificagdo ndo s6 atrai os alunos pela sua natureza lidica, mas

também proporciona um ambiente de aprendizagem interativo, onde o erro ¢ visto como
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uma oportunidade de aprendizagem e nao como uma falha. Através de jogos educativos,
os alunos podem praticar habilidades matematicas, como a resolucao de equagoes, de ma-
neira divertida e desafiadora. A gamificacdo promove um aprendizado ativo, no qual os
alunos tém a oportunidade de aplicar seus conhecimentos em situagoes simuladas, o que

estimula o desenvolvimento do raciocinio logico e da criatividade.

As praticas avaliativas, por sua vez, sdo essenciais para acompanhar o progresso
dos alunos no aprendizado de Matemética. Contudo, para que sejam realmente eficazes,
as avaliacoes devem ser diversificadas e considerar diferentes aspectos do desempenho dos
alunos. Perrenoud (2000) defende que uma avaliagao eficiente deve ser continua, diversi-
ficada e incluir diferentes instrumentos, como provas, trabalhos, apresentacoes e autoa-
valiagoes. No contexto da Matematica, isso significa que, além das tradicionais provas de
calculo e algebra, o professor pode usar avaliagbes mais dindmicas, como atividades de
resolucao de problemas em grupo, projetos, ou até mesmo portfolios, que permitem ao
aluno demonstrar sua compreensao de maneira mais abrangente. A avaliacao deve, assim,
nao apenas medir o conhecimento factual, mas também avaliar a capacidade do aluno de

aplicar os conceitos matematicos de forma critica e criativa.

A integracao dessas estratégias pedagdgicas multiplas — apostilas, videos, gami-
ficagdo e praticas avaliativas diversificadas — cria um ambiente de aprendizagem mais
inclusivo e eficaz, que atende a diversidade de necessidades dos estudantes. Anderson
(2002) afirma que a diversidade de métodos pedagdgicos é fundamental para que todos os
alunos, independentemente de seu estilo de aprendizagem, tenham a oportunidade de se
engajar no processo de aprendizagem de forma significativa. Ao combinar diferentes re-
cursos didaticos, como materiais impressos, multimidia e ferramentas lidicas, o professor
consegue criar um ambiente de ensino mais dindmico e flexivel, permitindo que os alunos

se envolvam com a Matematica de formas variadas e mais eficazes.

Portanto, ao adotar estratégias pedagdgicas multiplas no ensino de Matematica,
é possivel promover uma aprendizagem mais interativa, envolvente e adaptada as ne-
cessidades dos alunos, tornando a Matematica mais acessivel e compreensivel. Apostilas
estruturadas, videos explicativos, jogos educativos e avaliagoes diversificadas sdo recursos
que, quando usados de maneira integrada, ndo apenas enriquecem o ensino, mas também
ajudam os alunos a se tornarem mais protagonistas no seu processo de aprendizagem,

desenvolvendo habilidades importantes para sua formacgao académica e profissional.

Neste contexto, este trabalho abordara uma aprendizagem multimodal para o en-

sino de nimeros primos e nimeros irracionais para alunos da rede rural.
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2 Numeros primos, raizes enésimas e nime-

ros Irracionais

Comecgarmos estudando os niimeros primos, as raizes enésimas e os nimeros irraci-
onais mostrando as suas defini¢oes, propriedades, notagoes e importancia. Por fim, ainda
nesse capitulo falaremos da irracionalidade da raiz enésima de ntimeros primos e sua re-
lagdo com os numeros transcendentes. Apresentaremos a definicdo de irracionalidade e

transcendentalidade e teoremas chaves nesse estudo.

2.1 Nidmeros primos

Os nuimeros primos sao fundamentais na Matematica, servindo como blocos de
construcao para os nimeros inteiros. Sua definicao e suas propriedades sdo importantes
para varias areas da teoria dos niimeros e tém implicagoes significativas em diversas dis-
ciplinas. E justamente isso que menciona Sautoy (2007, p.14) “... a hipdtese de Riemann
tenta compreender os objetos mais fundamentais da Matematica - os nimeros primos.

Esses ntimeros sao os proprios atomos da aritmética.”

De acordo com Santos (1998), pode-se definir um nimero primo como:

Definicao 2.1. Um numero primo é um numero natural maior que 1 que possui exata-
mente dois divisores positivos, 1 e ele mesmo. Um numero que ndao € primo é composto.

O 1 nem é primo e nem € composto.

Os niimeros primos tém varias propriedades que os tornam tunicos, detre elas cita-

mos, por exemplo:

P.1. Infinitude: A primeira prova da infinitude dos niimeros primos foi apresentada por
Euclides'. Na obra de Euclides (2009) volume IX, o Teorema 20, diz: “Os niimeros primos
sao mais numerosos do que toda quantidade que tenha sido proposta de ntimeros primos.”
Isso continua sendo um pilar fundamental da teoria dos ntimeros. Outros mateméaticos

posteriores apresentaram outras provas, dentre os quais citamos: EulerQ, Thue3, Furstem-

! Euclides (300 a.C) foi um importante mateméatico grego. Ele reuniu e produziu uma obra composta

por 13 volumes com todo o conhecimento da época, chamada OS ELEMENTOS. Essa obra foi um
divisor de dguas na histéria da Matematica, sendo usada até os dias de hoje. Apesar de representar
numeros por segmentos, como era o habito dos gregos e das limitagoes da época, nesse livro esteve
presente o método dedutivo, ou seja, processo légico, pelo qual um teorema (raciocinio) pode ser
demonstrado, segundo Pombo (2002).

Leonhard Euler (1707 - 1783) foi um importante matematico e fisico russo que contribuiu em vérias
areas da Matematica, tais como: geometria, calculo infinitesimal, trigonometria, algebra e teoria dos
nimeros, assim diz Virtuous (2025d).

3 Alex Thue (1863 - 1922) foi um matemé&tico noruegués conhecido por seus trabalhos sobre a aproxi-
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berg?, Paul Erdés ® e Washington®. E ha tanbém trés demonstracoes de matematicos
desconhecidos Perott, Auric e Métrod, sobre os quais nao se encontra muitas informagoes.
Essas e outras demonstragoes sobre a existéncia de infinitos nimeros primos pode ser
vista no Capitulo 1 da obra de Ribenboim (2012).

Faremos aqui uma prova andloga a de Euclides, inspirada em Pereira (2020).

Teorema 2.1. Os numeros primos sao infinitos.

Demonstracao: Suponha por contradicdo que os niimeros primos sao finitos.

Entéo, seja P o conjunto dos niimeros primos até p. Assim, P = {2,3,5,7,...,p},
onde p é o maior primo dessa lista.

E seja também m = (2-3-5-7-...-p)+1. Desse modo, m > p. Note que nenhum
elemento de m é divisivel por P, pois essa divisao sempre deixa resto 1. Assim, m ou é

outro nimero primo ou é um nimero composto, cujos fatores sao ntimeros primos que

nao estao nessa lista.

Logo, a suposic¢ao inicial esta equivocada. Portanto, o conjunto dos nimeros primos

nao é finito. |

P.2. TFA: O teorema fundamental da aritmética é essencial na Matemaética, é pois com
base nele que fazemos a conhecida, famosa e importante fatoragao. Ele ¢é citado no livro
do Euclides (2009) no volume VII, teoremas 30, 31, 32 , mas a demonstragdo completa

foi feita por Gauss em 1801, isso é o que fala Paro (2016).

A luz disso cita Santos (1998):

Teorema 2.2. Todo niumero inteiro maior que 1 pode ser escrito de maneira unica como

um produto de numeros primos, a ndo ser pela ordem dos fatores.

Ou seja, qualquer inteiro R maior que 1 pode ser representado da sequinte forma:

(82

— 1 a2 a3 .
R=p{"-py® - ps® - pi
em que P1, P2, P3, - - -, Pi SGO NUMETOs Primos e vy, G, A3, . ..y SG0 inteiros nao negativos.

Demostracao: E feita em duas partes. Primeiramente, provaremos a existéncia e na

sequéncia a unicidade.

magdo diofantina e andlise combinatdria, de acordo com O’Connor e Robertson (2014).

Hillel Furstenberg (1935 - até o presente) é um matemdtico americano nascido na Alemanha que
trabalha com combinatoria, teoria da probabilidade, teoria ergddica e dinamica topolédgica. Ele rece-
beu grandes prémios matematicos, incluindo o Prémio Wolf e o Prémio Abel, como diz O’Connor e
Robertson (2023a).

Paul Erdds (1913 - 1996) propos e resolveu problemas na teoria dos niimeros e outras dreas e fundou
o campo da Matematica discreta, é o que fala O’Connor e Robertson (2023b).

Lawrence Clinton Washington (1951 - até o presente) é um matemédtico americano especialista em
Teoria dos Ntimeros Washington (2024).
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12 Parte: Existéncia
Aqui usaremos o principio da inducao finita.

Seja P(n): Todo nimero natural n, com n > 2 pode ser escrito de maneira tnica

como um produto de niimeros primos, a nao ser pela ordem dos fatores.

Base de inducgao: O primeiro niimero é n = 2, que é um ntmero primo e é escrito

como produto de nimeros primos (ele mesmo).

Hipé6tese de Indugao: Considerando P(k) é verdadeira, ou seja, que qualquer

inteiro k, onde 2 < k < n pode ser escrita como produto de primos.

Tese: Agora precisamos provar que n + 1 também pode ser escrito como produto

de niimeros primos.

Assim, temos dois casos para considerar:

o Caso 1: Se n + 1 é primo, entao ele ja estd na forma que queremos, pois ele é um

produto de apenas um niimero primo (ele mesmo).

o Caso 2: Se n+ 1 nao ¢é primo, entao ele é composto e pode ser escrito como produto
de dois inteiros menores, digamos n+ 1 = a - b. Assim, por hipotese a e b podem ser
decompostos em produtos de niimeros primos menores, pois 2 <a <ne2 <b<n.

Portanto, n + 1 = a - b pode ser escrito como produto de niimeros primos.

22 Parte: Unicidade

Como ¢ de praxe nas provas de unicidade vamos supor que n pode escrito de duas

maneiras diferentes como produto de ntimeros primos:

n=pi-p2--.- Pe=q "G -.." qn-

Provaremos que as duas fatoracoes sao essencialmente as mesmas. Primeiro, note que p;
deve dividir ¢; - g2 - ... - ¢m. Como p; é primo ele deve dividir algum ¢;,1 < 7 < m. Sem
perda de generalidade podemos assumir que p; divide ¢;. Como p; e ¢; sdo primos, entao
p1 = q1, dai podemos cancelar pye ¢;. Repetindo esse processo para os termos restantes
vemos que primo pk da primeira fatoragdo é igual ao primo ¢, da segunda fatoragao,
provando que a decomposi¢ao é tinica, exceto pela ordem dos fatores. |
P.3. Distribuicao: A distribuicdo dos ntiimeros primos é irregular, mas segue padroes
que foram estudados extensivamente. Um proeminente matematico em sua época, Gauss’

conjecturou que a funcdo m(z) que descreve a quantidade dos nimeros primos menores

ou iguais a x era assintoticamente igual a funcao da integral logaritmica, definida como:

" Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) foi um matemético, astrénomo e fisico alemao, considerado

o principe da Matematica, ja que o rei de Hanover cunhou uma moeda em homenagem ao nome.
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Li(r) = [ dt

2 logt’

sendo Li(x) ~ -
ogx

Com o passar do tempo, essa conjectura revelou-se verdade e esse fato ¢ hoje
conhecido como o Teorema dos Nimeros Primos (Ribenboim, 2012). Essa obra destina

todo o Capitulo 4, somente para comentar como se distribuem os niimeros primos.

2.2 Raiz enésima

A raiz enésima é um conceito fundamental na Matematica, representando um valor
que quando elevado a uma determinada poténcia, resulta em um nimero especifico. Este
conceito é amplamente utilizado em diversas areas da Matematica, incluindo algebra e

andlise. Esta segdo tomou como referéncia alguns conceitos Neto (2013).

Definicao 2.2. Sejam a um numero real a e n um nimero real positivo. Chama-se raiz

enésima do numero real a, se existir um numero real x, tal que ™ = a.

A existéncia da raiz enésima do nimero real a é dada pela Tabela 1 abaixo:

Tabela 1 — Raizes enésimas

n impar n par

existe uma raiz inica positiva, in- | existem duas raizes opostas, a raiz po-

a >0 | dicada por /a. sitiva indicada por /a e a raiz negativa
indicada por — {/a.

a= existe uma raiz Unica que é zero | existe uma raiz Unica, que é zero

existe uma raiz unica negativa, in- | nao existe raiz
a<0 . "

dicada por a

Fonte: Elaborada pelo autor (2025), baseado em Neto (2013).

Conforme, a discussao da Defini¢ao 2.2 feito por Krikorian e Grespan (2016), temos
que determinar todas as raizes enésimas de a é o mesmo que determinar as solucoes da

equacao r" = a.
i) Sea=0en e R", entdo a raiz enésima de zero ¢é zero.
ii) Se a > 0 e n é um natural par nao nulo, entao o nimero a possui duas raizes enésimas.

Estas duas raizes sao simétricas. A raiz enésima positiva de a, também chamada

de raiz aritmética de a é representada pelo simbolo /a. A raiz negativa de a por ser

simétrica da primeira, é representada pelo simbolo —/a.

iii) Se a # 0 e n é um natural impar, entdo o nimero a possui uma tGnica raiz enésima.

Esta raiz tem o mesmo sinal de a e é representada pelo simbolo /a.
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iv) Se a < 0 e e n é um natural par ndo nulo, entdo nao existe raiz real de a.
Exemplo 1: i) /0 =0,V n e R".

Exemplo 2: ii) O nimero 16 tem duas raizes quartas. A raiz quarta positiva de 16 e
é representada pelo simbolo v/16 e vale 2. E a raiz quarta negativa de 16, representada
pelo simbolo —v/16 que vale —2.

Exemplo 3: iii) O nimero 8 tem uma tunica raiz ctibica, representada pela V/8 e vale 2.

Logo v/8 = 2. O ntimero —8 tem uma tnica raiz cibica, representada pela v/—8 e vale
—2. Logo v—8 = —2.

Exemplo 4: iv) Nao existe raiz quadrada de —4, pois ndo existe nenhum nimero real z,

tal que 2° = —4.

Observacoes:

1) No simbolo {/a = x dizemos que

o v 6o radical.
e a e o radicando.
e 1 é indice.

e x & a raiz.

2) Note que de acordo com a definigdo de raiz enésima, ja que a é real e n é um real

positivo, pode-se ter por exemplo, os seguintes caso para calcular:
a) V2 =1,391065619.
b) /3 =1,41864069.

Uma calculadora cientifica ela faz essa conta, qual o conhecimento matematico
utilizado para efetuar isso? Nesse caso, é necessario voltar para o calculo numérico e
utilizar um método de interagao. Desse modo, sugere-se que o leitor veja o método de
Newton-Raphson®? para calcular a raiz de uma funcio, (Ruggiero; Lopes, 2000). Isso nio
¢ propriamente o objeto de investigacao aqui, mas deixa-se uma ideia de como o leitor

podera resolver essas questoes sem auxilio de uma calculadora.

No item (a) pode-se transformar essa raiz em fungao, do seguinte modo:

Issac Newton (1643 - 1727) foi um eximio matemético e fisico inglés coator do calculo diferencial e
integral, assim revela (Virtuous, 2025¢).

Joseph Raphson (1668- 1712) foi um matemético inglés responsdvel pela descoberta independente do
método de Newton para resolver equagdes numericamente (O’Connor; Robertson, 2017).
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Passo 1: Iguala-se a raiz dada a x:

32—

Passo 2: Eleva-se toda a expressao ao indice da raiz:

(;{f/g)% _ 2l

Passo 3: Elimina-se a raiz, conforme desejado:

2 = g2t

Passo 4: Coloca-se todos os termos no 1° membro:

3t —2=0. (1)

Passo 5: Agora, conforme indica Ruggiero e Lopes (2000) é resolver essa equagao usando

o método de Newton-Raphson.

Na equacao 1, x é a raiz da funcao que acabamos gerar quando chamamos a
operagao de radiciagdo dada de x. A ideia para resolver o item b) é anédlogo ao item a).

Portanto, o leitor podera seguir as mesmas referéncias.

Ainda nessa aplicacdo do método de Newton-Raphson para calcular a raiz enésima

de um ndmero primo aproximada sugerimos o leitor ver o artigo Neves (2020).

3) O livro do Iezzi, Dolce e Murakami (2013), sé cita a raiz aritmética (positiva), ndo

explicitando os outros casos.

O conceito de raiz por vezes é mal interpretado, entendido e explicado nos livros
didaticos. Isso causa confusdo deixando muitas lacunas para o entendimento do leitor.
Neste quesito pensamos que as referéncias mais elucidantes sobre esse assunto sdo Neto
(2013) e Krikorian e Grespan (2016).

4) A operagao de radiciagdo é oriunda da geometria, entdo provavelmente por isso a

maioria dos livros define apenas a raiz positiva (aritmética).

Assim, analise o seguinte problema: qual é o lado de um quadrado de area 47 Para
responder essa questdo precisamos resolver a seguinte equacio 2° = 4 & x = +V/1 <
x = £2. Talvez, seja esse é o motivo de tanta confusao: a definicao de raiz se mistura com

a de uma equacao (quadratica, cibica, ..., enésima).

Mas lembre-se que o conceito de raiz é geométrico, onde nao tem medida negativa,

por isso o simbolo de raiz (\/_ ) é considerado positivo. Assim, a V4 é igual 2, somente, e
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nio +2. E hibito ao resolvermos essa equacio colocar o mais ou menos (£), o que nao esta
errado na solucao de uma equacao do 2° grau, s6 nao pode ser para as raizes de indices
pares. Lembre-se que o simbolo de raiz foi definido para ser positivo (em convengao), cuja
a notacao é /a e nos casos em que aparece a raiz negativa, usa-se a notacao —{/a. Ha

também outras razoes para isso, como por exemplo, nas fung¢odes trigonométricas, para

: . < . : 3 :
satisfazer o conceito de fungao e a imagem ser tnica sen(60°) = - Caso contrario,

haveriam dois valores, um positivo e outro negativo para o sen(60°), por exemplo.

Com isso, é muito comum a seguinte pergunta em sites na internet: A v/4 é?

Respondendo essa pergunta o resultado é 2, pois reiterando o simbolo de raiz é
definido para ser positivo. Agora se a pergunta fosse qual ou melhor quais sao as raizes
quadradas de 4 (em forma de texto)? Ou, quais os nimeros que elevado ao quadrado dao

4, ai a resposta é £2.

5) Por fim, observe que o conceito de raiz é muito delicado. Ele merece toda a nossa
atencao. Por isso, causa tanta confusdo, pela facilidade de se confundir com a solucao
de equagoes e também porque o simbolo de raiz foi convencionado (definido) para ser

positivo, por varios fatores ja supra citados.

As rafzes enésimas possuem varias propriedades mateméaticas importantes. Se /a

e Vb pertencentes ao conjunto dos niimeros reais, valem:
P.1. Multiplicagdo: Va-b= /a- Vb.

P.2. Divisao: Q/E: W.
b b
P.3. Poténcia: (C/E)m = Vam.

. s e . s . m
P.4. Transforma raiz enésima em expoente fracionario: vVa™ =an~.

Existem outras propriedades que nao sao tao relevantes neste estudo aqui, mas sao
discutidas por lezzi, Dolce e Murakami (2013) e Neto (2013), onde enfatizam a utilidade
dessas relacoes na resolugdo de equagoes e na simplificacdo de expressoes mateméaticas.
Outro autor que vai de encontro com o que diz Neto (2013) sobre a defini¢do de raizes é
Krikorian e Grespan (2016).

Observacao:

As raizes enésimas também podem ser classificadas em inteiras e ndo inteiras.

Raizes inteiras ocorrem quando n é um divisor exato do expoente da base, resultando
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em um ndmero inteiro, por exemplo, V4 = 2. Em contraste, raizes nio inteiras surgem

quando nao ha divisores exatos, frequentemente resultando em niimeros irracionais, por
3 ;. . e . ~ N . ,

exemplo, V2 é irracional. Essa distingao é crucial para entender a natureza das raizes

enésimas de nimeros primos e sua irracionalidade.

2.3  Ndmeros irracionais

Os niimeros irracionais sdo uma categoria fundamental de nimeros na Matematica,
caracterizados pela incapacidade de serem expressos como fragoes de dois inteiros. Eles
desempenham um papel crucial em diversas areas, incluindo a algebra, a andlise e a

geometria.

Definicao de Nimeros Irracionais

Assim, define lezzi e Murakami (2013) os niimeros irracionais:

Definicao 2.3. Um niumero irracional é definido como um nimero real que ndo pode

p [ .
ser representado na forma de =, com p e q sao inteiros e ¢ # 0. Isso significa que sua

representacao decimal € infinita e nao periddica.

Alguns exemplos comuns de niimeros irracionais incluem:

« Raiz quadrada de um nimero ndo quadrado perfeito: Por exemplo, v/2 ~ 1,4142.. ..

¢ um numero irracional, pois nao pode ser expresso como uma fragao.

o Numero m: A constante m &~ 3,14159... é irracional e representa a razao entre o

comprimento de uma circunferéncia e o o seu didmetro.

o Numero e: A base do logaritmo natural, e ~ 2,71828..., também ¢é irracional e é

fundamental em calculos envolvendo crescimento exponencial.

Assim como na radiciagao, acontecem alguns equivocos nos livros didaticos. O
diagrama dos conjuntos numéricos é por vezes apresentado erroneamente. Um nimero
real ou é racional ou é irracional, ndo havendo outra possibilidade. Desse modo, o que
acontece muito é os diagramas deixarem uma lacuna e darem a entender que existe um
numero real que nao é racional e nem irracional, como pode ser observado nas Figuras 1
e 2.
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Figura 1 — Diagrama dos conjuntos nu- Figura 2 — Diagrama de conjuntos nu-
méricos com erro méricos certo

Irracionais(l)

Naturais (N)

Fonte: Asth (2021).

Fonte: Marciano (2020).

Note que na Figura 1 ha um espago em branco no conjunto dos ntimeros reais,
dando a entender que existem niimeros reais que nao sado nem racionais e nem irracionais.
Ja na Figura 2 fica claro que os reais s6 podem ser racionais ou irracionais, ai esta correto.
Esses sdo modelos de diagramas e a maioria dos materiais (livros e internet) mostram algo

parecido com isso, seja para o diagrama certo ou para o errado.

Por isso vale a recomendacao: Nem tudo o que estd nos materiais didaticos esta
totalmente correto. Apresentamos estes dois erros classicos, mas existem outros. Assim é
bom o leitor ter um senso critico, pesquisar e estudar para ver se aquela informagao esta

correta, em sua maioria os livros acertam, esses sao pontos especificos.

Apesar da incompreensao dos matematicos a cerca dos nimeros irracionais, muito
devido também a incapacidade de se entender os nimeros primos, eles sao essenciais
)
para o desenvolvimento da Matematica, especialmente na andlise real e na teoria dos
limites. Eles permitem um entendimento mais completo do conjunto dos niimeros reais,
que inclui tanto os racionais quanto os irracionais. Assim, a provavel solucao da Hipdtese
de Riemann'® que é um dos 23 problemas de Hilbert'!, poderd abrir uma janela para o
)

entendimento pleno dos ntimeros irracionais.

Para que o leitor entenda a problematica nos nimeros primos. Sabe-se dizer se
um determinado nimero é primo e também encontrar nimeros primos, mesmo que eles
sejam grandes, através de computadores até um certo limite. O maior primo encontrado
foi 0 51° primo de Mersenne, (Gusmao, 2002). Ou seja, os primos sdo infinitos, mas sdés

os conhecemos até certo nimero finito. Portanto, ndo sabemos nos descolocar na reta

19" Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) mateméatico aleméo estudioso da Analise e da fungio
zeta que constitui a Hipdtese de Riemann. Caso seja resolvida saberemos como se comporta a sequéncia
dos nimeros primos, conforme Virtuous (2025a).

' David Hilbert (1862 - 1943) foi um mateméatico alemao que enunciou 23 problemas para os mateméaticos
resolverem no século XX. Muitos foram resolvidos, porem A hipétese de Riemann que fala da fungao
zeta e da forma como os niimeros primos se comportam ainda néo, assim diz Virtuous (2025b).
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dos ntimeros primos, em especial, dos grandes e nem como eles ocorrem ou se distribuem

exatamente.

2.4 lrracionalidade da raiz enésima de nimeros primos e os nime-

ros transcendentes

A irracionalidade da raiz enésima de primos é um tema central na teoria dos
numeros, envolvendo conceitos de algebra e andlise. Esse conceito aborda a impossibilidade
de representar a raiz enésima de um nimero primo como uma fragdo de dois inteiros, o

que é um aspecto importante para entender a estrutura dos niimeros.

Apesar dos nimeros transcendentes nao serem objetos deste trabalho propriamente
dito, eles dao suporte para a compreensao de como as raizes enésimas de niimeros primos
(que sdo numeros algébricos) nao podem ser racionais, ajudando o discernimento da irra-
cionalidade das raizes em muitos casos. Desse modo, definimos a irracionalidade de um

nimero primo, como:

Definicao 2.4. Um numero p é primo se tem exatamente dois divisores positivo: 1 e ele
mesmo. A raiz enésima de um nimero primo, denotada por /p, é considerada irracional
. a ~ p . .
se ndo puder ser expressa na forma 7 onde a e b sao numeros inteiros e b £ 0.
A Definicao 2.5 abaixo é essencial para diferenciar niimero algébrico e nimero

transcendente. Nesse sentido, Marques (2013) define os ntimeros transcendentais como:

Definicao 2.5. Um numero complexo é chamado de algébrico se € raiz de um polinomio
nao nulo, com coeficientes inteiros. Caso contrdrio, é chamado de transcendente.

12,13 “apresentado em 1882, estabelece as condi-

O teorema de Hermite-Lindemann
¢oes sob as quais certas raizes sao irracionais. O seu enunciado pode ser visto baixo e é

crucial na prova da irracionalidade de {/p com p primo.

Conforme, cita Marques (2013) o teorema de Hermite-Lindemann é um dos mais
importantes resultados da Teoria Transcendente, pois dele pode-se deduzir a transcendén-
cia de varios numeros relacionados com as necessarias fun¢oes exponenciais, logaritmos e

trigonométricas.

12 Charle Hermite (1822 - 1901) foi um matemético francés. Ele nasceu com uma deficiéncia na perna
estudou em boas escolas francés porque a familia dele tinha poses, pois atuava numa empresa de
tecidos, isso foi o que diz O’Connor e Estatistica (2001).

Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852 - 1939) foi um matemaético alemao nascido em Hanover. No
trabalho Uber die Zahl 7, Lindemann mostra que 7 é transcendental. Essa abordagem é considerada
a maneira mais simples e elegante de demonstrar isso, pois evita abordagens mais complexas ou
construgoes diretas envolvendo polinémios especificos, segundo O’Connor e Robertson (2001).

13
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Teorema de Hermite-Lindemann

Teorema 2.3. Se ay,qs,...,q,,, m € IN sao niumeros algébricos distintos, entdao e,

e, ..., e*™ sdo linearmente independentes sobre o corpo dos nimeros algébricos.

O Corolério 2.1 é conhecido como Teorema de Lindemann é um caso particular do

Teorema 2.3, param =2, a; = 0, g = a € Q.

Corolario 2.1. Se a € algébrico nao nulo, entdao e* € transcendente.

Existe uma formulacao equivalente ao Teorema de Hermite-Lindemann
que é comumente chamado de Teorema de Lindemann-Weierstrass: “O
Teorema de Lindemann-Weierstrass é fundamental para a prova da irra-
cionalidade de niimeros como /p para um nimero primo p. Este teorema

diz que: Se ai, s, ..., a,, sdo ntmeros algébricos lineares independen-

tes sobre Q, entdo e e*? ... e*™ sdo algebricamente independentes.

(Marques, 2013, p.116).

A fim s6 de esclarecer o conceito de independéncia linear dito na citacao logo
acima, nesse sentido afirma Steinbruch e Winterle (2012). Também nessa referéncia o

leitor podera ter mais informagdes sobre vetores LI e LD.

Defini¢ao 2.6. Um conjunto de vetores {vy,vs,...,v,} € linearmente independente (LI)
se a unica solugdo para a equagdao c1vy + CaUs + ... + v, = 0 ocorre quando ¢y, ca, . . ., Cy

540 1guais a zero.

Se existirem solugoes a; diferente de zero o conjunto de vetores € linearmente

dependente (LD).

De maneira simples podemos dizer que um conjunto de ntimeros (vetores) sao
linearmente independentes, quando temos uma combinagao linear entre esses nimeros e

seus coeficientes que dara zero.

A demonstragdo do Teorema de Hermite-Lindeman nao serd demonstrada aqui,
pois foge um pouco aos propositos desse trabalho, conforme ja mencionado. Mas, ela

pode ser vista na integra no apéndice da obra de Marques (2013).

Outro teorema fundamental para a irracionalidade de certas expressoes é o que

segue abaixo. Ele é citado por Marques (2013).

Teorema de Gelfond-Schneider

Este é um teorema valioso na teoria dos nimeros transcendentes, pois permite
a classificacdo de nimeros que estdo em forma de poténcia, sendo a base um nimero

algébrico e o expoente um nimero transcendente.
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e

Teorema 2.4. Se o é um numero algébricos diferentes de 0 e 1, e B € um niumero

B

transcendente, entdo o € transcendente e, portanto, irracional.

A prova do Teorema de Gelfond-Schneider também nao sera feita feita, pelos mo-

tivos supracitados. Ademais, ela pode vista no livro de (Marques, 2013).

Entretanto, os ntimeros irracionais podem ser divididos em algumas categorias
com base em suas propriedades e representacoes. Aqui estao algumas das divisoes mais

comuns:

1. Nimeros algébricos: Figueiredo (2011), define que:

Definigao 2.7. Qualquer solugio de uma equagio polinomial da forma P(x) = ap,x™ +
ap 12" . Farrt +ag =0, onde o0s coeficientes als sdo inteiros, é chamado de mimero

algébrico.
A aritmética dos ntimeros algébricos obedecem as seguintes propriedades:

(i) A soma de dois niimeros algébricos é um nimero algébrico.
(ii) O produto de dois ntimeros algébricos é algébrico.
(iii) O simétrico —a de um ntmero algébrico é algébrico.

(iv) o inverso a~1 de um numero algébrico, com « # 0

Por motivos de conveniéncia, ja citados nesse trabalho, omite-se aqui as demons-

tracoes dessas propriedades.

2. Ntimeros Transcendentes:'* Um ntimero que nao é algébrico é chamado de trans-

cendente.

Isto é, os niimeros transcendentes sao aquela que nao sao solucées de nenhuma

equacao polinomial com coeficientes inteiros.

Marques (2013) ainda cita que:

Teorema 2.5. Quase todos 0s niumeros sao transcendentes.

A prova desse teorema também serd omitida aqui.

Exemplo 5: Sao niimeros algébricos:

14 A existéncia dos nimeros transcendentes foi provada pelo matematico alemao Georg Cantor (1845 -
1945) (Figueiredo, 2011).
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1. Niimeros inteiros: Todos os inteiros sao algébricos, pois podem ser expressos como

solucoes da equagdo x — a = 0, onde a é um inteiro.

. . . , . p . . ,
2. Numeros racionais: Qualquer niimero racional = (com p e ¢ inteiros e g # 0) é
q

algébrico, pois é solucao da equacao qr — p = 0.

, » . p 3 ~ 7 . . ~
3. Raizes de ntmeros primos: Ntmeros como v2 e v/5 sdo algébricos, pois sao

solucoes das equacoes 2> —2 = 0 e > — 5 = 0, respectivamente.

Exemplo 6: Sao niimeros transcendentes:
1. O 7 e e. Esses niimeros nao podem ser expressos como solugoes de nenhuma equagao
polinomial com coeficientes inteiros.
. . p V3
2. Imediatamente do Teorema 2.4, os niimeros 2\/5, i’ e V2" sdo transcendentes.
3. E também como corolario do Teorema 2.4, €™ é transcendente.
Como sugestao de leitura e aprofundamento nos estudos sobre os nimeros trans-

cendentes o leitor pode consultar Figueiredo (2011) e Marques (2013). Neles o leitor

encontrard a prova dos teoremas nao demonstrados nessa segao.






39

3 Estudo da Irracionalidade

Nessa secao comecaremos o estudo da irracionalidade provando que V2 é irracional
como Hipaso' e depois uma prova extramente curta, conforme Lima (2022). Na sequén-
cia faremos uma prova geométrica da irracionalidade da v/2 e analisando essas provas

generalizamos para a raiz {/p, para qualquer p primo e n € IN*.

3.1 Provas das irracionalidades da v/2 e a generalizaco para a /D

A prova seguinte é atribuida a Hipaso. Ela gerou a crise dos incomensuraveis na es-
cola de Pitdgoras ? que acreditavam que tudo era niimero (racional). Eles nio acreditavam
que existiam nimeros irracionais, isso é o que revela Roque e Carvalho (2019).

Prova algébrica que v/2 é irracional

Teorema 3.1. V2 ¢ irracional.

Demonstracdo: Para mostrar que v/2 é irracional, usaremos o método da prova por
. . . . a
contradicao. Suponha que v/2 seja racional, ou seja, podemos escrever que v2 = 7 uma

fragao irredutivel, ou seja, mdc(a,b) = 1, onde a e b sdo inteiros positivos.

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos:

a\?2 a?
2= (3) =%

Multiplicando ambos os lados por lados por b%, temos:

2.-0% = a’ (1)

! Hipaso de Metaponto (VI -V a.C) ele foi um matematico, filésofo e teérico musical da escola pitagérica.

Pressupoe-se que devido a sua descoberta do v/2 que era incomensurével (irracional) e isso feria o lema
dessa seita fundada por Pitdgoras ele teria sido morto e seu corpo langado no mar, conforme menciona
Viegas (2020).

Pitagoras de Samos (570 - 495 a.C) foi um importante matemédtico grego, atribui-se a ele a descoberta
do Teorema de Pitagoras, essencial na Matemaética. Descobertas recentes revelam que ele nao teria
sido ele a “descobrir” isso. Indianos, egipcios e babilénios ja o utilizava, segundo aborda Vaindiner
(2019).
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Isso implica que a? é par, o que significa que a também ¢é par.®> Entdo, podemos

escrever a = 2k para algum inteiro k.

Substituindo a = 2k na equagado 1 obtemos:

(2k)° =2-1* =
4> =2 v* =
2k% = b2

Portanto, b* também é par, o que implica que b também é par. Agora, se tanto a,
a
quanto b sdo pares, entdo mdc(a,b) > 2 o que contradiz a suposigao inicial de que 7 esta

na forma simplificada com mdc(a,b) = 1.

Assim, chegamos a uma contradicdo. Portanto, nossa suposicao de que v'2 é raci-

onal estd errada. Consequentemente, concluimos que v/2 é irracional. [ |

Contudo, note que v/2 é um exemplo cléssico de um nimero irracional, pois nao
pode ser expresso como uma fracao, onde ambos numerador e denominador sao inteiros

e estao na forma simplificada.

Agora, faremos uma outra prova da irracionalidade do v/2 adaptada da publicacdo

do Lima (2022).

Teorema 3.5. Nao existe um numero racional, cujo quadrado seja igual a 2.

Demonstragio: Suponhamos, por absurdo que V2 = =, com p e ¢ inteiros, coprimos e

p

) 4q

q # 0. Assim, <p> = 2, ou seja, p? = 2¢° = 2° . p? = 2' . ¢%. Agora, note que o fator 2
4q

aparece um ntimero par de vezes na decomposicio de p* e um ntimero impar de vezes em

2¢>. Isso contradiz a nossa suposicao, pois nao é possivel ter p*> = 2¢°. Portanto, V2 el
[ |

Prova geométrica da irracionalidade do v/2

A prova seguinte segue bem de perto a da publicacdo de Possani (2000). Ela é bem

interessante, pois é fundamentada em argumentos geométricos de que V2 é irracional.

Teorema 3.5. V2 ¢é irracional.

3 Para provar que se a’ é par, entdo a é par, usa-se a contrapositiva. Suponha por contradicdo que

a é fmpar, assim a = 2k + 1, para algum k inteiro. Desse modo, a® = (2k + 1)2 =4k> + 4k +1 =
2 (2k2 + 2k) + 1. Isso é um miltiplo de 2 mais 1, logo é um ntimero impar, absurdo. Portanto, a? é
par. A demonstracdo que de se b? é par, entdo b é par é andloga.
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Demonstragao: Comecaremos observando que da igualdade v/2 = P s p? =

q
2¢> & p* = ¢* + ¢* e essa é uma relaciao que obedece ao Teorema de Pitagoras.

Entao, assuma, por absurdo, que V2 = b , com p e ¢ numeros inteiros positivos
e primos entre si. Assim, existirda um tridngulo retangulo isoésceles de lados inteiros p
(hipotenusa) e ¢ (catetos). Observe que quaisquer dois tridngulos retangulos isésceles sao
semelhantes e, como p e ¢ nao possuem fator comum, esse triangulo de lados p, g e g é o

menor tridngulo retangulo isosceles de lados inteiros, conforme a Figura 3.

. T, ; . 5 e
Na Figura 3, o AD é um arco de Figura 3 — Demonstracao geométrica
que raiz 2 é irracional

circunferéncia de raio g e centro C', com
D € OB. Toma-se E em AB de modo que
D = 90°. Daf segue que DE é tangente ao
arco de circunferéncia mencionada e, tam-
bém, que EA = ED, j4 que sao segmentos
tangentes a circunferéncia tragados a partir
de um ponto externo.

Como o A ABC' é retangulo e isos-
celes de base p e A reto, entao C = Be
C+ B = 90°, logo C = B = 45°. Assim,
no A DEB, temos que B = 45°, logo ele
também é isdsceles e retangulo. Desse modo,
ED = DB = p — q é inteiro e também EB
é inteiro, pois A + EB = ¢ = EB =

q—AE=q—ED=q— (p—q) =2q—p. Fonte: Elaborada pelo
autor, com uso do Geogebra (2025).
Entéo, por semelhanca podemos escrever que v/2 = b_ 24=p =, onde p e ¢ sao
nao tem fatores em comum. Mas, isso é um absurdo, porqu% exigtemqp e ¢ coprimos, na
qual a fracao ) —qp é redutivel. A conclusdo é que V2 é irracional. |

Exemplo 7: Se o leitor tomar, como exemplo, p = 3 e ¢ = 2, temos que o mdc(2,3) = 1
2g—p 2-2-3
e =
p—q 3—2
Vk € Z, temos que k e k + 1 sd@o coprimos e a 2q — p é divisivel por p — q.

= 1 que ¢é redutivel. Para generalizar basta tomar p =ke q=Fk+ 1,

Generalizacdo de que a raiz enésima de qualquer nimero primo é ndmero

irracional

Esta prova é uma contribuicao desse trabalho, fundamentada na demonstragao da
irracionalidade do v/2 de Hipaso.
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Teorema 3.6. Sen € N e p primo, entdo a {/p € irracional.

Demonstracao: Para mostrar que a raiz enésima de um nimero primo p ¢é irracional

para n > 1, argumenta-se por contradi¢ao.

a
Suponha que {/p ¢é racional, ou seja, pode ser expresso na forma {/p = 7 onde a

e b sdo inteiros positivos e o mdc(a,b) = 1.

Elevando ambos os lados a poténcia n, obtemos:

- G-

Multiplicando ambos os lados da equacao 2 por b", temos:

p-b"=a". (3)
Isso implica que a" é um multiplo de p. Portanto, p divide a". Pelo Teorema
Fundamental da Aritmética, como p é primo, p deve dividir a.

Suponha a = k - p onde k é um inteiro. Substituindo na equacao 3 obtemos:

p-b"=(k-p)=k"p" (4)

Dividindo ambos os lados da equacao 4 por p, obtemos:

pn o= k. p(n—l)‘ (5)

Da Equacao 5 concluimos que 0" é um multiplo de p. Novamente, pelo Teorema
Fundamental da Aritmética, p deve dividir b. No entanto, isso contradiz a suposicao inicial
de que mdc(a,b) = 1. Portanto, /p = % nao pode ser verdade, o que implica que {/p
nao pode ser racional. Assim, concluimos que a raiz enésima de um nimero primo p, com

(n > 1) é irracional. [

Exemplo 8: Sao irracionais. v2,v/3, V5, V7,V11,v/13, .. ..

3.2 lrracionalidade da raiz enésima

Nesta secao, traz-se outra contribuicao desse trabalho a partir do que foi até apre-
sentado até aqui. Partiremos da irracionalidade um primo para discutir a irracionalidade

da raiz enésima de nimeros compostos que nao sejam enésimos perfeitos.

Faremos agora a discussao da natureza dos nimeros na forma:



3.2. Irracionalidade da raiz enésima 43

VR = {fpy - p8% - p§* .- pf", onde mde(py, ps, .., pi) = 1

Com base nos fundamentos discutidos até agora neste trabalho. Acompanhe os

Casos:

Analise da irracionalidade da raiz enésima de um d(nico primo
Caso 1: Seja VR = \17p§‘1, com «; < n e p; primo.

Como ja foi amplamente discutido aqui, a {¥/p, para qualquer primo p e n natural
é sempre irracional. Usaremos essa premissa para entender o comportamento da {/pi*,

onde ay < n e p; primo.

Ao fazer p{", temos uma multiplicacao de irracionais. A multiplicacao de nimeros
irracionais nao pode resultar em um nimero racional, a menos que se trate de uma
combinagao especifica de termos que permita simplificacdo, o que nao ocorre aqui, ja que

ap < n.
Portanto, concluimos que {/p{* com «a; < n, é irracional.
Caso 2: Seja VR = {/p5* com as = n e py primo.
2

Neste caso, temos que ag = n ou seja, o expoente do primo p, ¢é igual ao indice da

raiz. Utilizando a propriedade das poténcias, sabemos que:

W:pz-

Ou seja, a raiz enésima de um numero primo elevado ao seu proprio expoente

resulta em um ntimero racional. Portanto, conclui-se que, quando oy = n, a raiz enésima
de \/p5? é racional.
Caso 3: Seja VR = \’7/1% com a3 > 7 € p3 primo.

Quando o expoente a3 > n é maior que n, o nimero composto de primos que
aparece sob a raiz se decompoe em duas partes. Para entender melhor, consideramos a

expressao:

VP3* = pg - /P37

a

onde [ é um inteiro tal que g = {3J ey = az—n- 3, entdo a parte p permanece dentro
n

da raiz, tornando o resultado irracional.

Agora, consideraremos as combinagdes possiveis desses trés casos e analisaremos

a irracionalidade resultante em cada situacao.
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Caso 4: Seja VR = {/p{* - p3?, com a; <1, ay =N e p; # Pa.

Aqui, se as = n, entdo ps saird da raiz, sendo um numero racional. Ja p{' perma-
nece dentro da raiz, resultando em um ntimero irracional. Como o produto de um nimero

racional por um niimero irracional é sempre irracional, o resultado sera irracional

Caso 5: Seja VR = ({/pf*-p3®, com a; < n , a3 > n e p; # ps. Aqui, se
ag > n, entao parte de p3?® saird da raiz, mas a outra parte permanecera. Isso cria duas

multiplicagoes de ntimeros irracionais, resultando em um ntimero irracional.

Caso 6: Seja VR = {/p3?-p3®, com a; = n , ag > n e py # ps. Neste caso,
se ag = n, entao po saird da raiz, sendo racional. No entanto, como ag > n, parte de
p3*® sairda da raiz e outra parte permanecerd, formando uma multiplicacdo de nimeros

racionais e irracionais. O resultado serd irracional.

Caso 7: Seja VR = {/p1°t - py®2 . p3®, com a; < n , a3 =N, g > N €
P1 7 P2 # Ps. Aqui, temos uma combinagao das trés situagdes anteriores: p;“! permanece
dentro da raiz, enquanto p, sai da raiz e p3*® se divide em duas partes. Como temos

multiplicagoes de irracionais com racionais, o resultado sera irracional.

Exemplo 9 (Caso 1): Considere v/52 = v/5-v/5 (irracional)-(irracional). Como o expoente
2 é menor que o indice 3, o resultado é irracional. Portanto, concluimos que {/p{*!, com

o1 < n é irracional.
Exemplo 10 (Caso 2): Considere v/75 = 7, que é um nimero racional.

Exemplo 11 (Caso 3): Quando ag nao é miltiplo de n: Considere V28 = V/23.93.22 =

2.2.v/22 = (racional) - (racional) - (irracional), resultando em irracional.

7 , . . 3 3 ,
Quando a3 é multiplo de n: Considere V26 = v23.23 = 2.2 = 4, que é um
numero racional. No entanto, isso é um caso particular, pois 2° pode ser reescrito como

(22>3, um cubo perfeito.

Exemplo 12 (Caso 4): Considere v/24 = v/23 . /3 = 2/3, (racional) - (irracional). O

resultado é irracional.

Exemplo 13 (Caso 5): Considere v/250 = v/2 - 5v/5 = 5v/10 (racional) - (irracional). O

resultado é irracional.

Exemplo 14 (Caso 6): Considere v/392 = /49 - v/8 = 14v/2 (racional) - (irracional). O

resultado é irracional.

Exemplo 15 (Caso 7): Considere v/363 = v/121 - v/3 = 11v/2 (racional) - (irracional). O

resultado é irracional.

Como o problema que estamos analisando envolve uma irracionalidade de raizes

enésimas de nimeros compostos. Em particular, queremos examinar como os expoentes
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das poténcias e a participacdo do ntimero em fatores primos afetam a irracionalidade
da raiz. A ideia principal é que a raiz enésima de um nimero composto, se nao for um
nimero perfeito (ou seja, nao for um enésimo perfeito), serd irracional, a menos que certos
expoentes sejam multiplos do indice da raiz. Para simplificar a analise, podemos considerar
dois casos principais, utilizando a propriedade das poténcias, segundo a qual todo radical

pode ser expresso como uma poténcia com expoente fracionario:

Decompondo o radicando em fatores primos, obtemos, por exemplo:

VR = {fpyt - pi - pf, onde mde(pr,pa, - pi) = 1.

Caso 8: Raiz enésima irracional

Sendo QQ o conjunto dos niimeros racionais e podemos afirmar que a {/Q™ ¢ irra-

: m
cional, se e somente se — € (Q —Z),comm € Qen € (N> 1).
n
Caso 9: Raiz enésima racional

m
A {/Q™ é racional, se e somente se — € (Z), comm € Q en e (N> 1).
n

Observacgao:

A raiz enésima de um nimero racional, com indice n e radicando racional de

expoente m, possui algumas restrices importantes:

o Para n par e diferente de zero, por exemplo se n = 2,4,6,..., entdo o nimero
racional dentro da raiz de expoente m deve ser um ntimero racional positivo. Pois,
caso contrario, a operagao resultaria em um nimero complexo, o que nao se aplica

a0s numeros racionais.

o Para n impar, por exemplo se n = 3,5, 7, ..., entdo o nimero racional dentro da raiz
de expoente m pode ser positivo ou negativo. Uma vez que, ao contrario do caso
anterior, a raiz de um nimero negativo ainda pode ser representada por um niimero

racional, evitando que a operacao leve a resultados em nimeros complexos.

5/ 14000

Exemplo 16 (Caso 8): 9

Primeiro, decompondo os niimeros em fatores primos:

1400 = 2% .52 . 71 ¢ 729 = 3.

14000

Agora, calcula- iz, ctibica d
gora, CalCula-se a ralz cubilCa de 729

14000 of20.5%.70 Lot 5.7 2

3
729 36 36 3
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Analisando cada termo, temos:

ol

4
é irracional, porque 3 nao ¢ inteiro.
3, . : e
e 53 é racional, pois 3/3 é inteiro.

1. r
e 73 ¢ irracional, porque 3 nao é inteiro.

6, . .6 L
e 33 ¢é racional, pois 3= 2 é inteiro.

O produto de termos racionais e irracionais resulta em um namero irracional, ja
que qualquer operacao envolvendo um numero irracional (exceto, uma multiplica¢do ou

divisao por 0) com um nimero racional resultard em um ntmero irracional. Portanto, o

s L 514000 , .
produto e a divisao de termos racionais e irracionais resultam em 59 é irracional.
7776
E lo1 Y .
xemplo 17 (Caso 9) 3195

Decompondo os ntimeros em fatores primos:

7776 = 25 - 3% e 3125 = 5°.

Assim, temos que a {; 7776 = \5/25 '3 = (6)5 — 6
’ 3125 57 5 5
T

5 C . -
E como S € um 1inteiro entao

¥ 5195 é racional.

Os valores calculados para as raizes enésimas de nimeros primos, embora apresen-
tados com cerca de 13 digitos apés a virgula na Tabela 4 abaixo, mostram-se infinitos e
nao peridédicos. Essa caracteristica reafirma a irracionalidade dessas raizes, uma vez que
nao envolve fracoes exatas. Essa andlise nao apenas destaca a natureza irracional das
raizes enésimas, mas também enriquece nossa compreensao sobre a relacao entre niimeros

primos e a irracionalidade.
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Figura 4 — Raizes aproximadas

2 1,4142135623731 2 1,2599210498949 2 1,1892071150027 2 1,1892071150027
3 1,7320508075689 3 1,4422495703074 3 1,3160740129525 3 1,3160740129525
5 2,2360679774998 5 1,7099759466767 5 1,4953487812212 5 1,4953487812212
7 2,6457513110646 7 1,9129311827724 7 1,6265765616978 7 1,6265765616978
13 3,6055512754640 13 2,3513346877208 13 1,8988289221159 13 1,8988289221159
17 4,1231056256177 17 2,5712815906582 17 2,0305431848689 17 2,0305431848689
19 4,3588989435407 19 2,6684016487219 19 2,0877976299298 19 2,0877976299298
23 4,7958315233127 23 2,8438669798516 23 2,1899387030948 23 2,1899387030948
29 5,3851648071345 29 3,0723168256859 29 2,3205957871061 29 2,3205957871061
31 5,5677643628300 31 3,1413806523914 31 2,3596110617706 31 2,3596110617706
37 6,0827625302982 37 3,3322218516460 37 2,4663257145597 37 2,4663257145597
41 6,4031242374329 41 3,4482172403827 41 2,5304395344352 41 2,5304395344352
43 6,5574385243020 43 3,5033980603867 43 2,5607496020310 43 2,5607496020310
47 6,8556546004010 47 3,6088260801387 47 2,6183304986959 47 2,6183304986959
53 7,2801098892805 53 3,7562857542211 53 2,6981678764081 53 2,6981678764081
59 7,6811457478686 59 3,8929964158733 59 2,7714880024760 59 2,7714880024760
61 7,8102496759067 61 3,9364971831022 61 2,7946823926712 61 2,7946823926712

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Com base em todo o exposto até agora, demonstraremos que a multiplicacao de
um numero racional diferente de zero por um nitimero irracional resulta em um ntimero

irracional, veja a seguir:

Teorema 3.7. O produto de um niumero racional diferente de zero por um irracional €

um numero irracional.

Demonstragao: Vamos considerar um nimero racional r = — (onde, a e b sdo inteiros e

> e

b # 0) e um nimero irracional .

. a .. .
Queremos mostrar que o produtop =r-i = . ¢ irracional. Suponha por absurdo

que p é racional. Se p fosse racional, entdo existe um par de inteiros m e n (com n # 0)

m
tal que p = —. Assim, temos:
n

— = —. (6)
Multiplicando ambos os lados da equacao 6 por b-n (que é diferente de zero),

temos:

a-n-i=m-b. (7)

Rearranjando a Equacao 7, obtemos: i = . Aqui, m-b e a-n sao ambos inteiros

a-n
(ja que m, a, b e n sao inteiros e o produto de inteiros é um inteiro). Assim, podemos
expressa-se ¢ como uma fracdo de dois inteiros, o que contradiz a suposicao de que 7 é

irracional.
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Como a suposicao de que p é racional leva a uma contradicao, conclui-se que o
produto p = r-i deve ser irracional. Portanto, a multiplicagdo de um ntimero racional por

um nuamero irracional resulta em um niamero irracional. |

Exemplo 18: Mostre que V12 ¢ irracional.

Como a raiz do produto é igual ao produto das raizes, entao pelo Propriedade da
multiplicacdo de radiciais, vista no capitulo 1, temos que a: V12 = vV4-3 = V4.3 =
2V/3.

Pelo Teorema 3.7, conclui-se que a multiplicacao de um racional diferente de zero

por um irracional também irracional, portanto v/12 ¢é irracional.

3.3 Nuimeros irracionais famosos e suas curiosidades

Nesta secao veremos alguns niimeros irracionais conhecidos, suas defini¢oes e prin-

cipais propriedades.

Os ntimeros irracionais tem representacao decimal infinita e nao periddica,
ou seja, ela ndo termina em um nimero finito de digitos e que nao se repete nunca. Alguns
numeros irracionais sdo transcendentes, isto é, eles nao sao raizes de nenhum polinémio
com coeficientes lineares, tais como 7 e o e. Eles sao um conjunto denso na reta dos
reais, assim entre dois reais diferentes sempre existe pelo menos outro ntimero irracional.
Os irracionais sao também incomensuraveis, desse modo, ndo pode ser expressos como
a razao entre dois inteiros, ja que os gregos tratavam os nimeros como segmentos (Roque;

Carvalho, 2019). Segue a Tabela 3 que resume outras informagoes.

Tabela 2 — Numeros irracionais e suas propriedades

(continua)

n? irracional Defini¢coes e Propriedades

E o nimero que quando multiplicado por si mesmo resulta em 2. Foi
V2 descoberta por pelo grego Hipaso da escola pitagorica. Ele é usando
em varias aplicagoes matematicas, como na geometria, em especial
em problemas que envolve o Teorema de Pitdgoras, conforme Roque

e Carvalho (2019).

E o nimero que quando multiplicado por si mesmo resulta em 3.
Assim como V2 e V3 é conhecida desde os tempos antigos. Ele
aparece em varias areas da Matematica, incluindo geometria, trigo-

nometria e teoria dos nimeros, assim revela Niven (2012).
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Tabela 3 — Numeros irracionais e suas propriedades

(conclusao)

E a razdo entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro.
Atribui-se a Arquimedes a descoberta do 7. O pi é um numero
transcendental, isto é, ele ndao é raiz de nenhum polindmio com
coeficientes inteiros. Sua expansao decimal é infinita e periddica.
Ele é usado extensivamente na geometria, trigonometria, fisica e
engenharia, assim nos mostra Figueiredo (2011).

O numero de Euler é a base dos logaritmos naturais e vale aproxi-
madamente e = 2, 71828. Assim como o 7, 0 e também é transcen-
dental. Ele surge naturalmente em muitos contextos matematicos,
como no calculo diferencial, equagdes diferenciais e ¢ fundamental
em areas como andlise, probabilidade e estatistica, assim menciona
Figueiredo (2011).

A razao aurea e a razdo entre duas partes de um segmento divi-
dido de tal forma que a parte maior é para a parte menor como a
soma das duas partes é para a parte maior. Ela tem propriedades
geométricas interessantes e aparece em muitos contextos naturais
artisticos e estéticos. Sua representacao numérica é aproximada-
mente ¢ = 1,61803 e ¢ irracional, de acordo com Biembengut e
Hein (2021).

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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4 Produto Educacional

O objetivo deste trabalho é proporcionar aos alunos do 92 ano e do Ensino Médio
uma compreensao clara e acessivel sobre a irracionalidade das raizes enésimas de niimeros,
com énfase especial nas raizes de nimeros primos. Para facilitar a compreensao deste

conceito adotou-se o uso de:
a) Material didatico préprio (apostila).
b) Videos do Youtube.
¢) Gamificagao.

As apostilas foram fundamentais para a construcao da base de conhecimento neces-
saria para o estudo do tema. Elas foram elaboradas, com uma sequéncia légica e gradual,

facilitando a compreensao dos conceitos de maneira clara e objetiva.

O uso de videos do YouTube contribuiu no processo de aprendizado, oferecendo
uma abordagem mais pratica e visual. Esses videos ajudaram a ilustrar os conceitos abor-
dados nas apostilas, proporcionando uma compreensao mais dindmica dos contetdos,
promovendo uma melhor fixagao dos conceitos e atendendo a diferentes estilos de apren-

dizagem.

A gamificagao, implementada apds a conclusao das apostilas e videos sobre o tema,
demonstrou um aumento notavel no interesse dos alunos e na sua motivacao para aprimo-
rar o desempenho académico. Essa abordagem nao apenas estimulou o raciocinio logico,
mas também promoveu a troca de ideias e o desenvolvimento de estratégias, tornando o

aprendizado mais envolvente, significativo e colaborativo.

Para medir o aprendizado, foram elaboradas duas provas diagnosticas: Diagnostica

1 e Diagnostica 2.

A Diagnostica 1 foi aplicada na primeira aula, no inicio do produto educacional,
com o objetivo de avaliar o conhecimento prévio dos alunos antes do inicio das ativi-
dades. Ela consistia em 12 questoes, divididas em 4 blocos de 3 perguntas, cada um
correspondente a uma das apostilas (1, 2, 3 e 4), que abordavam os contetidos que seriam

trabalhados ao longo do curso.

J& a Diagnostica 2 foi aplicada na aula 20, apds a conclusao de todas as atividades.
Assim como a Diagnéstica 1, ela também era composta por 12 questoes, distribuidas em
blocos semelhantes. O objetivo dessa avaliacdo era comparar os resultados com os da

Diagnostica 1 e verificar se houve evolugao no aprendizado dos alunos ao longo do curso.

A combinacao desses materiais foram produtivas e dindmicas, pois permitiu que
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os alunos tivessem acesso a diversas formas de aprendizado, ou seja, videos, apostilas e

gamificagao.

4.1 Metodologia

A pesquisa foi realizada em um colégio publico da zona rural de Brazlandia, Brasi-
lia - DF com turmas pequenas, envolvendo uma turma do 9° ano e seis turmas do ensino
médio, sendo duas turmas para cada ano do 1° ao 3° ano totalizando 62 discentes distri-
buidos em 7 salas. A turma do 9° ano era uma turma heterogénea, isto é, composta por
alunos e alunas com idades aproximadas, num total de 11 alunos. Ja as turmas de ensino
médio também eram heterogéneas composta com 51 alunos, sendo 25 estudantes do 1°

ano, 12 estudantes do 2° ano e 14 estudantes do 3° ano.

O objetivo principal foi aprimorar os conhecimentos dos alunos por meio do estudo
de conteudos abordados em momentos anteriores, com foco no aprofundamento de con-
ceitos matematicos. As atividades foram planejadas no terceiro bimestre do ano de 2024
para ocorrerem ao longo de 20 aulas com duracao de 45 minutos cada, sendo as aulas
ministrada pelo professor autor do trabalho incluindo duas aulas dedicada a pratica de

jogos educativos, que se mostrou particularmente eficaz para o 1° ano do Ensino Médio.

Além disso, as sessoes de explicacao de debate sobre as apostilas e videos, em sala
de aula, proporcionaram um espaco interativo onde os alunos puderam esclarecer duvidas,
discutir conceitos e aprofundar seu entendimento. Esse ambiente de troca de ideias e
colaboracao foi fundamental para enriquecer o aprendizado, estimulando a participacao
ativa e a construcao coletiva do conhecimento. O uso de métodos variados, como apostilas,
videos, discussoes em grupo e jogos, resultou em uma metodologia integrada e eficaz, que
nao s6 aumentou o interesse dos alunos, mas também facilitou a assimilacao dos conceitos
de maneira significativa e duradoura. Na Tabela 4 temos as divisdes das aulas sobre os

conteudos das apostilas.

Tabela 4 — Cronograma de aulas ministradas

(continua)

Cronograma para 9°ano e 1°, 2° e 3° do ensino médio.
aula 1 Questionario diagndstico 1 com 12 questdes sobre o tema.
aula 2 Propriedades dos radicais ou propriedades das raizes
aula 3 Videos 1,2 e 3.
aula 4 Debates sobre a apostila 1.
aula 5 Resolucoes de questoes.
aula 6 Simplificacdo de radicais.
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Tabela 4 — Cronograma de aulas ministradas

(conclusao)

aula 7 Videos 4,5 e 6.

aula 8 Debates sobre a apostila 2.
aula 9 Resolugoes de questoes.

aula 10 Numeros irracionais

aula 11 Videos 7,8 e 9.

aula 12 Debates sobre a apostila 3.
aula 13 Resolugoes de questoes.

aula 14 Numeros primos.

aula 15 Videos 10, 11 e 12.

aula 16 Debates sobre a apostila 4.
aula 17 Resolucoes de questoes.

aula 18 Aplicacao do jogo da velha 2D.
aula 19 Aplicagao do jogo da velha 3D.
aula 20 Questionario diagnostico 2 com 12 questoes sobre o tema.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Essas 20 aulas extras foram realizadas em no mesmo periodo onde o contetudo-
programatico das aulas era ministrado. Isso levou a uma suspensao temporaria do con-
teido normal, que é ministrado conforme o plano de ensino de cada turma. Contudo, é
possivel observar que a implementacao dessas aulas foi benéfica para corrigir defasagens
no aprendizado dos alunos, assegurando que tivessem uma base mais solida para as séries
seguintes. Isso porque os contetidos abordados eram temas que os alunos ja deveriam ter

dominado.

Entretanto, o impacto na continuidade do plano de ensino anual e a necessidade
de explicacoes mais rapidas e superficiais sdo pontos que merecem atencao para futuras
estratégias educacionais. Porém, a retomada desses assuntos, mesmo que em um momento
onde ha defasagem ja é nitidamente notada e existem outras prioridades educacionais pode
ser considerada positiva, pois os possiveis hiatos nos assuntos abordados nesse trabalho
e que deveriam ter sido aprendidos pelos alunos impactam significamente a absorcao
de outras habilidades que sdo também tuteis na aprendizagem de Matematica. Assim,

elencamos a seguir as principais vantagens.

Vantagens:

1. Revisao de Contetidos Essenciais: As 20 aulas extras focaram em contetidos essenci-
ais que funcionavam como pré-requisitos para as séries subsequentes. Esses topicos
frequentemente apareciam em avaliagoes e eram recorrentes nas atividades de apren-
dizagem. Ao revisa-los, os alunos consolidaram conhecimentos fundamentais, o que

lhes proporcionou maior seguranga e compreensao para seguir em frente.
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2.

Reduc¢ao de Lacunas no Aprendizado: A falta de dominio desses conteidos pode-
ria prejudicar o desenvolvimento dos alunos nas séries seguintes. Ao abordar essas
lacunas de forma sistematica, foi possivel preencher as defasagens mais criticas,
garantindo que os alunos estivessem melhor preparados para enfrentar os novos

desafios educacionais.
Como desvantagens apontamos:

Suspensao do Contetido Programatico Atual: Como as 20 aulas de revisao ocorreram
durante o tempo previsto para o conteuido do plano de ensino anual, houve atraso
na cobertura dos tépicos programados. O contetido de cada série é extenso, e ao
perder essas aulas, foi necessario reduzir o tempo destinado a outros temas. Isso

comprometeu a profundidade das explicagoes e a compreensao de certos conteidos.

Explicagoes Superficiais: Com a redugao no tempo disponivel para o ensino do con-
tetido previsto no plano de ensino, algumas explica¢des precisaram ser mais rapidas
e menos detalhadas. Isso pode resultar em um aprendizado superficial, dificultando
a assimilacao e a capacidade dos alunos de aplicar o conhecimento de maneira critica

e contextualizada.

E importante destacar que, apesar da perda de 20 aulas no periodo dedicado ao

produto educacional, esse tempo nao foi desperdicado. Apds a realizacao das aulas de

revisao, as atividades foram retomadas com a abordagem do contetido programatico de

forma mais concisa, permitindo que o ensino seguisse seu curso de maneira eficiente. Além

do que ele parte da premissa de que os contetiddos nao aprendidos pelos alunos ao longo das

séries anteriores devam ser retomados em momento oportuno quando assim o professor

identificar que tais assuntos nao formam devidamente compreendido pelos alunos.

4.2

Material didatico

Cada aluno recebia apostilas na forma impressa. Como se tratava de se uma zona

rural com acesso precario a Internet elas foram disponibilizadas para que fossem usadas

em sala e também em casa. Essas apostilas sao mostradas na integra no Apéndice B na

pagina 85.

Apostila 1: Explora as principais propriedades dos radicais, enfatizando:

Raiz enésima de uma poténcia.
Multiplicagao/divisao do indice e expoente.

Produto de radicandos.
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e Divisao de radicandos.

e Poténcia de uma raiz.

e Raiz de uma raiz.

« Radical como poténcia fracionaria.

» Exercicios de fixacao.

Essas propriedades facilitam a simplificacao de calculos envolvendo radicais e sao

essenciais para o entendimento da radiciacao.

Apostila 2: Trata da simplificacao de radicais com exemplos praticos, tais como:

e Quando um ou mais fatores do radicando tém o expoente igual ao indice do radical.
« Caso o expoente seja maior que o indice.

o A fatoragdo do radicando.

Célculo de raizes aproximadas.

o Exercicios para praticar.

Em resumo, a Apostila 2 oferece uma abordagem como simplificar radicais, fatorar

radicandos e calcular raizes aproximadas.

Apostila 3: Trata dos nimeros irracionais, destacando:

» Diferentes tipos de nimeros irracionais, como raizes nao exatas e dizimas nao pe-

riddicas.

« Exemplos importantes, como os nimeros 7 (ndmero pi), ¢ (nimero de ouro) e e

(constante de Euler).

o Compara ntmeros racionais e irracionais. Com diversos exemplos e exercicios de
fixacao ao final, ela ilustra a importancia dos niimeros irracionais na resolugao de

problemas que os niimeros racionais nao podem resolver.

» Exercicios de fixacao.

Em resumo, a Apostila 3 evidencia a propriedades dos niimeros irracionais.

Apostila 4: Trata dos nimeros primos, explica:
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e A importancia dos niimeros primos e sua relagao com o Teorema Fundamental da

Aritmética.

o Aplicacao dos niimeros primos na criptografia e computacao.

o Identificar nimeros primos, comecando pela listagem de divisores e utilizando o

Crivo de Eratdstenes.

o Demonstra a irracionalidade de qualquer raiz enésima de um nimero primo.

Em resumo, a Apostila 4 mostra como identificar um nimero primo e a irraciona-

lidade da raiz de um niimero primo.

4.3 Videos

Os 12 videos utilizados sao de acesso livre e estavam distribuidos em blocos de
3 videos por apostila, conforme a Tabela 5. Os videos 1, 2 e 3, referentes a Apostila 1,
tinham juntos uma duragdo de 19 minutos e 54 segundos. Os videos 4, 5 e 6, referentes
a Apostila 2, somaram 38 minutos e 54 segundos. Os videos 7, 8 e 9, correspondentes a
Apostila 3, totalizaram 46 minutos e 9 segundos. J& os videos 10, 11 e 12, relacionados a

Apostila 4, tiveram uma duragao total de 41 minutos e 17 segundos.

Esses videos foram selecionados com base em seus temas, de modo a complementar
o conteudo abordado nas apostilas. Embora fossem provenientes de diversos canais do
YouTube, a proposta nao era limitar-se a videos exclusivos, mas sim mostrar que existem
diferentes formas de aprender, além da explicagdo do professor. Por isso, os videos nao
eram autorais, permitindo que os alunos desenvolvessem o habito de pesquisar sobre os

temas em diversas fontes de video no YouTube.

Essa abordagem oferece aos alunos a oportunidade de entender o contetido por
meio de uma perspectiva diferente da apresentada em sala de aula, promovendo um
aprendizado mais dindmico e acessivel. A estratégia visa superar possiveis dificuldades
de entendimento com o professor habitual, ampliando as formas de aprendizagem e faci-

litando o acesso ao conhecimento.
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Tabela 5 — Videos apresentados nas aulas

Canal | Murakami-Matematica Rapidola

Video 1 | Temas | Propriedades dos radicais

Link | Link do video 1

Canal | Gis com Giz

Propriedades dos radicais | Video 2 | Temas | Propriedades dos radicais

Link | Link do video 2

Canal | Dicasdemat Sandro Curid

Video 3 | Temas | Propriedades dos radicais em 7 minutos

Link | Link do video 3

Canal | Murakami-Matematica Rapidola

Video 4 | Temas | Simplificagdo de radicais

Link | Link do video 4

Canal | Universo Narrado

Simplificagdo de radicais | Video 5 | Temas | Como calcular a raiz quadrada

Link | Link do video 5

Canal | Gis com Giz

Video 6 | Temas | Extragao de fatores no radicando

Link | Link do video 6

Canal | Universo Narrado

Video 7 | Temas | Numeros irracionais o que sao?

Link | Link do video 7

Canal | Professor Ferreto

Numeros irracionais Video 8 | Temas | Ntimeros Irracionais e Reais

Link | Link do video &

Canal | Marcos Aba Matemaética

Video 9 | Temas | Conjunto numéricos

Link | Link do video 9

Canal | Gis com Giz

Video 10 | Temas | Ntumeros primos e compostos resumao

Link | Link do video 10

Canal | Professor Ferretto

Numeros primos Video 11 | Temas | Nimero primo ou composto

Link | Link do video 11

Canal | Gis com Giz

Video 12 | Temas | Crivo de Erastostenes

Link | Link do video 12

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).



https://www.youtube.com/watch?v=Kn37m6pif8Y 
https://www.youtube.com/watch?v=494171csjuw 
https://www.youtube.com/watch?v=AZHl4UrdOew 
https://www.youtube.com/watch?v=03b0-PylKp8 
https://www.youtube.com/watch?v=1xCEG8CUEwE 
https://www.youtube.com/watch?v=es505ntn0gg 
https://www.youtube.com/watch?v=QVBGk_NxvR0 
https://www.youtube.com/watch?v=J4vD5RpOqJY 
https://www.youtube.com/watch?v=ikBQxQXAfPo 
https://www.youtube.com/watch?v=RCH48p2S0Ww 
https://www.youtube.com/watch?v=MrHhUUnOtPc 
https://www.youtube.com/watch?v=8pKMXwD4Reg 
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4.4  Gamificacao

A aplicagao dos jogos ocorreu apds a conclusao das quatro apostilas e videos rela-
cionados ao tema. Nesse momento, foi possivel observar um elevado interesse dos alunos
em revisar os contetudos discutidos em sala de aula, evidenciando um claro desejo de apri-
morar seu desempenho. Esse engajamento reforcou a importancia da aprendizagem ativa,
onde os estudantes se sentem motivados a aplicar o conhecimento tedrico em contextos

praticos.

Durante a atividade dindmica, foram formadas equipes de trés alunos por meio de
sorteio, que competiram contra outras equipes selecionadas da mesma forma. O objetivo
foi incentivar a colaboracao e o intercambio de ideias. Nas disputas, os alunos nao ape-
nas discutiram as respostas as perguntas das fichas, mas também elaboraram estratégias
para determinar a melhor posicao de suas pecas, tanto no jogo da velha em 2D quanto,
principalmente, no jogo da velha em 3D, que exigia um raciocinio mais complexo. Essa
interagao possibilitou a troca de diferentes abordagens e solucoes, criando um ambiente

de aprendizado colaborativo, dinamico e interativo.

A experiéncia demonstrou que o uso de jogos pode ser uma ferramenta eficaz
para consolidar o aprendizado, estimulando nao apenas o raciocinio légico, mas também

habilidades sociais e de trabalho em equipe.

Em resumo, a utilizacao dos jogos funcionou como um catalisador para a revisao
dos contetdos, criando um ambiente colaborativo, como ilustrado na Figura 5. Esse am-
biente estimulou a discussao e a formulacao de estratégias, elementos fundamentais para

0 sucesso tanto no jogo da velha em 2D quanto no 3D.

Figura 5 — Jogo da velha 2D e 3D

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Os dois jogos foram elaborados com perguntas sobre radiciagdo e suas proprie-
dades, simplificacao de radicais, nimeros irracionais e nimeros primos, apresentadas no
formato de quiz com trés opgoes de resposta. Essa metodologia interativa nao sé tor-
nou o aprendizado mais dinamico, mas também permitiu que os alunos se envolvessem

ativamente com o conteido de uma maneira prazerosa e estimulante.

Durante as atividades, foi utilizado feedback continuo para identificar areas que
precisavam de mais esclarecimento. Esse retorno foi essencial para ajustar as abordagens
pedagogicas, assegurando que cada aluno recebesse o apoio necessario para avancar. A
analise das respostas e do nivel de participagao permitiu perceber quais conceitos estavam
dominados e quais apresentavam dificuldades, possibilitando a adaptacao do contetido e
das explicagbes em tempo real. A seguir, sao apresentados alguns exemplos das questoes

utilizadas no quiz, conforme ilustrado nas Figuras 6 e 7.

Como evidenciado nas questoes dessas figuras, as perguntas foram formuladas de
maneira clara e objetiva, com o objetivo de avaliar os conhecimentos adquiridos durante
as aulas. Elas nao servem apenas como uma revisao do conteiido, mas também oferecem
uma oportunidade para que os alunos coloquem em pratica o que aprenderam, estimu-
lando o raciocinio critico e a reflexdo. Além disso, a estrutura das questdes promove uma
competicao saudavel, incentivando o engajamento dos alunos e a participagao ativa no

processo de aprendizagem.

O quiz foi integrado ao jogo da velha, com um total de 100 perguntas distintas, com
a finalidade de testar o conhecimento sobre as apostilas de maneira lidica e interativa.
Cada ficha do jogo continha uma pergunta com trés alternativas, sendo uma delas correta.
Ao responder corretamente, o aluno tinha direito de realizar uma jogada no tabuleiro; se
errasse, a vez passava para o adversario. Essa abordagem nao apenas tornou o aprendizado
mais envolvente e divertido, mas também reforcou a ideia de que o aprendizado ¢ mais
eficaz quando aliado a atividades que incentivam a competicdo amigavel, o trabalho em

equipe e o pensamento estratégico.

Dessa forma, a combinagao de um jogo classico com elementos educativos ajuda a
criar uma atmosfera mais envolvente e motivadora, favorecendo a retencao do contetudo e

a aplicagao pratica do que foi estudado.
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Figura 6 — Questoes do quiz 1

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Figura 7 — Questoes do quiz 2

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

O jogo da velha, tanto na versao 2D quanto na 3D, foi escolhido por ser uma
atividade simples, divertida e intuitiva, que facilitou o engajamento dos participantes.
No entanto, para potencializar o aprendizado, foi inserido um questionario no formato
de quiz, conforme as Figuras 6 e 7 a cada jogada, com perguntas baseadas nas apostilas
utilizadas nas aulas. Esse acréscimo tornou a experiéncia mais dindmica e enriquecedora,
pois os alunos precisavam responder a questoes relacionadas aos temas abordados nas

apostilas, o que nao s6 incentivou o raciocinio légico e a revisao do contetido, mas tam-
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bém trouxe um espirito de competigao saudavel. A exigéncia de responder corretamente
a cada pergunta antes de fazer a jogada aumentou significativamente o interesse e a mo-
tivagao dos participantes, que, mesmo diante de davidas, se empenharam em buscar as
respostas certas para nao comprometer sua performance no jogo. Essa abordagem contri-
buiu para consolidar o conhecimento de forma prética e divertida, proporcionando uma
forma envolvente de revisar e fixar os conceitos abordados nas aulas, além de estimular a

aprendizagem colaborativa e a busca ativa pelo conhecimento.

Regras do Jogo da Velha 2D

O jogo da velha usado (Figura 8) é um jogo simples e popular que envolve dois
jogadores, geralmente simbolizados por um “X” e um “O”. O objetivo é marcar trés
simbolos consecutivos, seja na horizontal, vertical ou diagonal, em uma grade 3x3. Apesar
de sua simplicidade, o jogo estimula o raciocinio légico e estratégico, sendo uma otima
opcao para exercitar a mente e se divertir de maneira rapida e dinamica. O jogo da velha é
amplamente conhecido em todo o mundo, sendo uma das formas mais antigas e acessiveis
de entretenimento, ideal para todas as idades e facil de ser jogado em qualquer lugar,

apenas com papel e caneta.

Figura 8 — Jogo da velha 2D

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Material Necessario.

o Um tabuleiro de 3 x 3 dividido em trés linhas e trés colunas.
« Dois jogadores, que escolherao seus simbolos: um sera “X” e o outro “O”.

o Fichas de perguntas de multipla escolha, com um total de 100 perguntas com trés
opgoes de respostas separadas por fichas, que abordam propriedades das raizes,

numeros irracionais e nimeros primos.
Como Jogar.

1. Inicio do Jogo.

e O jogo comeca com o tabuleiro vazio.

« Os jogadores decidem quem inicia (pode ser por sorteio ou escolha).

o Selecionam 9 fichas das 100 op¢oes de perguntas sem olhar e as posicionam no
tabuleiro.

2. Turnos.

e Os jogadores se alternam em turnos com tempo de 30 segundos para responder

a fichas selecionada do quiz.

« No seu turno, um jogador deve marcar seu simbolo (X ou O) em uma das 9
casas disponiveis, apenas se responder corretamente a pergunta da ficha cor-

respondente a casa desejada.

o E necessario que um professor de Matematica ou alguém com conhecimento
em calculos verifique a resposta dada esta correta, para entao ser permitida a
colocacao do simbolo dele no jogo, caso haja um erro na resposta essa chance

e passada ao adversario.
3. Condicoes de Vitéria.

e O jogo termina quando um dos jogadores alinha trés de seus simbolos:

Horizontalmente (em uma das trés linhas).

Verticalmente (em uma das trés colunas).

Diagonalmente (em uma das duas diagonais do tabuleiro).

O jogador que conseguir isso primeiro é declarado o vencedor.
4. Empate.

» Se todas as 9 casas do tabuleiro forem preenchidas e nenhum jogador conseguiu

alinhar trés simbolos, o jogo termina em empate.
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Jogo da velha 3D.

O Jogo da Velha em 3D (Figura 9) é uma versdo moderna e inovadora do cldssico
jogo, que adiciona uma camada extra de complexidade e diversao. Enquanto no formato
tradicional o tabuleiro é limitado a uma grade 3x3 bidimensional, com dois jogadores.
No Jogo da Velha em 3D o tabuleiro é expandido para trés camadas, criando um cubo
3x3x3, onde podem jogar 3 jogadores. O objetivo permanece o mesmo: formar uma linha
com trés simbolos consecutivos, mas agora essa linha pode ser feita nao apenas nas dire-
¢oOes horizontais, verticais ou diagonais tradicionais, mas também ao longo das diferentes
camadas do cubo. Essa versao desafia ainda mais a logica e a estratégia dos jogadores,
tornando o jogo mais envolvente e estimulante. Ideal para quem busca uma experiéncia
mais desafiadora do jogo 2D pois o jogador terd que observar 15 planos distintos onde
podemos fazer um alinhamento em mais de um plano ao mesmo tempo, o Jogo da Velha
em 3D traz uma nova dindmica que pode ser jogada tanto de forma digital quanto fisica,

oferecendo novas possibilidades e tornando o jogo ainda mais emocionante.

A principal diferenca entre o Jogo da Velha em 2D e 3D estd na forma como o

tabuleiro é organizado e na complexidade das jogadas possiveis.

1. Jogo da velha 2D: E 0 modelo cldssico que todos conhecemos. O tabuleiro é composto
por uma grade 3x3, onde dois jogadores alternam marcando X e O nas casas. O
objetivo é alinhar trés simbolos (horizontalmente, verticalmente ou diagonalmente)

para vencer. O jogo é simples e possui um niimero limitado de estratégias.

2. Jogo da velha 3D: Nesse caso, o tabuleiro ndo ¢ mais uma simples grade plana, mas
um espaco tridimensional. A versao mais comum utiliza varias camadas de tabuleiros
2D empilhados. Normalmente, sdo 3 tabuleiros de 3x3, formando uma estrutura
3x3x3. Os jogadores podem fazer movimentos em qualquer uma das camadas, e o
objetivo continua sendo alinhar trés simbolos, mas agora no espago tridimensional,

o que adiciona uma camada extra de estratégia e complexidade.

Enquanto o jogo da velha 2D é relativamente simples e rdpido, o 3D exige mais
raciocinio e planejamento, ja que o nimero de combinacoes possiveis aumenta significati-

vamente.

O jogo da velha em 2D foi utilizado principalmente para compreender as dinamicas
que seriam aplicadas no quiz, por ser um jogo intuitivo e de facil compreensao. Dessa

forma, conseguimos estabelecer uma base sélida antes de avancar para o jogo da velha
3D.



4.4. Gamifica¢io 65

Figura 9 — Jogo da velha 3D

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
Material Necessario.

o Um tabuleiro de 3x3x3 (pode ser feito de acrilico ou madeira).

« Para dois jogadores, cada um usa 14 bolinhas; para trés jogadores, cada um usa 9

bolinhas.

« Fichas de perguntas de multipla escolha, totalizando 100, sobre propriedades das

raizes, nimeros irracionais e niimeros primos.

« Materiais: tabuleiros de acrilico fosco, 37 bolinhas de acrilico cristal colorido (duas

cores com 14 bolinhas cada e uma cor com 9 bolinhas), hastes de metal.

Como Jogar.

1. Inicio do Jogo.

e O jogo comeca com o tabuleiro vazio.
« Os jogadores decidem quem inicia (pode ser por sorteio ou escolha).

« Cada jogador pega uma ficha de perguntas sem olhar e deve respondé-la; se a
resposta estiver correta, ele pode colocar sua bolinha em qualquer espaco nao
ocupado no tempo maximo de 30 segundos. Caso ele erre e passado a vez para

o outro jogador.
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2. Turnos.

e Os jogadores se alternam em turnos.

« No seu turno, um jogador deve marcar sua bolinha (azul, verde ou branca) em
uma das 27 casas disponiveis, respondendo corretamente a pergunta da ficha

que pegou.

o E necessario que um professor de Matematica ou alguém com conhecimento

em calculos verifique a resposta dada.

3. Condigoes de Vitoria.

e O jogo termina quando todas as 27 bolinhas forem colocadas. O vencedor é
aquele que tiver feito o maior nimero de alinhamentos: trés elementos da sua

cor em qualquer posigao (horizontal, vertical ou inclinada).

4. Empate.

» Se houver empate na contagem de alinhamentos, considera-se que o jogo ter-

mina em empate.
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5 Discussao dos resultados propostos

5.1 Andlise dos resultados do material didatico e das apostilas

Os resultados obtidos no trabalho educacional realizado com alunos do 9° ano do
Ensino Fundamental e o 12, 2° e 32 do Ensino Médio demonstram que, quando ha um
planejamento e uma organizacao adequados, ¢ possivel alcangar bons resultados, mesmo
com estudantes que apresentam dificuldades de aprendizado. A utilizagdo de discussoes
em grupo se mostrou uma ferramenta essencial, permitindo que os alunos trocassem ideias,
esclarecessem duvidas e compreendessem melhor os conceitos trabalhados. Além disso, as
apostilas, estruturadas de forma gradual e com exercicios focados em temas especificos,
desempenharam um papel crucial na retencao do conhecimento, permitindo que os alunos

alcangassem os objetivos propostos com mais eficacia.

Figura 10 — Comparacao das apostilas

Vantagens Dasvantagens Feadback discente Feedback docente
Apostilal | Focado direto aotema S0 vantagens Bem didatica Deveria ter mais aulas
Apostila 2 | Focado direto ao tema 56 vantagens Achavam dificil Deveria ter mais aulas
Apostila3 | Focado direto ao tema 56 vantagens Poucos conheciam | Deveria ter mais aulas
Apostilad | Focado direto ao tema 50 vantagens Demonstracao dificil | Deveria ter mais aulas

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Conforme ilustrado na Figura 10, os resultados apontam que as apostilas oferece-
ram vantagens significativas, especialmente considerando que se tratava de um material
impresso destinado a uma zona rural, onde o acesso a internet é limitado. A simplicidade
e praticidade desse formato foram particularmente valorizadas pelos alunos, que puderam
acessar o conteudo sem depender de recursos digitais. No entanto, observou-se que, em-
bora o material tenha sido eficaz, muitos alunos sentiram que o ritmo de transicao entre os
temas foi muito rapido, sugerindo a necessidade de mais tempo para absorver o contetido

de maneira mais profunda e realizar mais exercicios de revisao.

Os alunos demonstraram grande aprego pelo formato direto e objetivo das apos-
tilas, que abordavam os topicos de maneira clara, sem rodeios. Na primeira apostila, a
maioria dos alunos se recordava bem do contetido, evidenciando um bom nivel de fami-
liaridade com os temas abordados. Porém, na segunda apostila, muitos consideraram o
contetdo mais desafiador, mencionando que nao haviam sido adequadamente preparados

em aulas anteriores. Na terceira apostila, o cenario foi ainda mais desafiador, pois muitos
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alunos sequer conheciam o contetido abordado. Ja na quarta apostila, os alunos consegui-
ram compreender de maneira satisfatoria a definicdo de niimeros primos e a metodologia
para identifica-los. Contudo, a secao que tratava da demonstracao da irracionalidade de
um ndmero primo causou certa confusdo entre os estudantes. Embora a maioria tenha
entendido o conceito de irracionalidade de forma geral, a demonstragdo em si gerou um
nivel consideravel de perplexidade, indicando que a complexidade da prova talvez exigisse

uma abordagem mais gradual.

Portanto, os resultados sugerem que, embora o material tenha sido eficaz na maior
parte do tempo, ajustes sao necessarios para garantir que os alunos tenham mais tempo
para se aprofundar nas questdes mais complexas, especialmente em conteidos que envol-

vem conceitos mais abstratos e desafiadores.

5.2 Analise dos resultados dos videos

Em cada aula, foram inseridos trés videos distintos que abordavam tépicos presen-
tes nas apostilas. Essa abordagem proporcionou um aumento significativo na confianga
dos alunos, que passaram a se sentir mais capazes de aprender e aplicar o contetido. Uma
das grandes vantagens observadas foi que, com o uso dos videos, os estudantes puderam
buscar outros videos complementares caso nao tivessem compreendido algum tema espe-
cifico. Além disso, a possibilidade de dar pausas, voltar a partes do video ou até ajustar
a velocidade de reproducao tornou o processo de aprendizagem mais dindmico e flexivel,

0 que nao seria possivel em uma aula presencial.

Figura 11 — Comparacao dos videos

Vantagens Desvantagens Feedback discente  Feedback docente
Video 1 Sempre disponivel Acesso ainternet | Professor muito bom Bem eficaz
Video 2 Sempre disponivel Acesso a internet Faz parecer facil Abordagem simples
Video 3 Sempre disponivel Acesso a internet Direto ao ponto Aula sem rodeios
Video 4 Sempre disponivel Acesso a internet Bem didatico Bem sucinto
Video 5 Sempre disponivel Acesso a internet Acharam dificil Explica muito bem
Video 6 Sempre disponivel Acesso a internet Muito Icngn Muito experiente
Video 7 Sempre disponivel Acesso a internet Acharam dificil Explica muito bem
Video 8 Sempre disponivel Acesso ainternet | Gostaram da didatica | Excelente professor
Video 9 Sempre disponivel Acesso a internet Muito longo Eficaz na esplicagdo
Video 10 Sempre disponivel Acesso a internet Resumo e bom Resumdo
Video11 | Sempre disponivel Acesso a internet Muito longo Primos e composto
Video 12 Sempre disponivel Acesso a internet Adoraram Crivo de Erastones |

Entre as principais vantagens dos videos, destaca-se o fato de estarem disponiveis

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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a qualquer momento, permitindo que os alunos assistissem ao contetido sempre que ne-
cessario, e tantas vezes quanto desejassem. Essa flexibilidade foi particularmente valiosa,
pois ofereceu aos estudantes a autonomia para estudar no seu proprio ritmo, algo que é
frequentemente restrito em ambientes de ensino tradicionais. No entanto, apesar das van-
tagens evidentes, um desafio significativo foi a dependéncia de uma internet de qualidade
limitada, especialmente em areas rurais. A baixa qualidade do sinal e a alta demanda dos
alunos para ajudar nas tarefas domésticas e nos trabalhos das chacaras frequentemente
deixavam os estudantes sem tempo suficiente para rever os videos ou dedicar-se ao estudo,

limitando o impacto positivo dessa ferramenta.

A Figura 11 ilustra os feedbacks recebidos tanto dos alunos quanto do docente
sobre a utilizagao dos videos. No entanto, é importante ressaltar que, embora os videos
selecionados tenham sido relevantes para o aprendizado, o mais importante foi a habilidade
dos alunos em se tornarem autodidatas, aprendendo a selecionar e buscar videos que se
alinhassem ao seu préprio estilo de aprendizagem. Percebeu-se que o aprendizado é um
processo individual, e o que funciona bem para um aluno pode nao ser tao eficaz para
outro. Portanto, incentivar os alunos a desenvolverem sua capacidade de escolher videos
com base em suas necessidades e afinidades didaticas foi uma das licoes mais valiosas do

projeto.

Adicionalmente, ao permitir que os alunos tomassem controle sobre seu proprio
processo de aprendizagem, os videos também fomentaram a autonomia e a responsabili-
zagao pelo proprio estudo. Essa habilidade de aprender de forma independente pode ser
crucial para o futuro académico dos estudantes, especialmente em um contexto de ensino

cada vez mais digital e autonomo.

5.3 Analise dos resultados da Gamificacao

Ao final de 16 aulas, que combinaram o uso das apostilas e o auxilio de videos,
os alunos participaram de jogos interativos que abordavam temas como propriedades das
raizes, nimeros primos e irracionais. Esses jogos proporcionaram uma aprendizagem mais
dindmica e envolvente. A interagdo durante os jogos foi notavel, e o formato liudico teve
um papel fundamental na consolidacdo do conhecimento adquirido, permitindo que os

alunos aplicassem os conceitos de maneira pratica e divertida.

A utilizacao de jogos e quizzes foi muito bem recebida tanto pelos alunos quanto
pela instituicao, gerando grande interesse e motivacao entre os estudantes. Essa aborda-
gem inovadora nao sé incentivou a participacao ativa, mas também ajudou a aumentar
o engajamento dos alunos nas atividades, tornando o aprendizado mais significativo e

prazeroso.
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Figura 12 — Comparacao dos jogos

Vantagens Desvantagens Feedback discente  Feedback docente
Jogo 2D Facil acesso Nio tem Quiz virtual Quiz virtual
Jogo aD Mais possibilidades Dificil acesso Poderia ser virtual Poderia ser virtual |

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Conforme ilustrado na Figura 12, podemos observar que o jogo da velha em 2D
apresentou enormes vantagens pela sua simplicidade, bastando apenas papel e caneta
para que os alunos pudessem jogar. Sua acessibilidade foi um ponto forte, permitindo que
todos participassem sem depender de recursos tecnolégicos. No entanto, o jogo da velha
em 3D, apesar de ser mais emocionante e desafiador, apresentou algumas desvantagens.
A principal delas foi a dificuldade de encontréa-lo, ja que poucos conhecem esse formato
e ¢ raro encontra-lo disponivel para compra. Porém, uma vez acessado, o jogo em 3D
proporcionou uma experiéncia mais estratégica, exigindo dos jogadores um nivel maior de

raciocinio e planejamento, o que o tornou mais envolvente.

Uma sugestao que surgiu a partir dos feedbacks dos alunos e do docente foi a
criacdo de um quiz virtual para ser integrado aos jogos. A ideia de ter um sistema de
respostas automaticas, em que o aplicativo informasse ao aluno se a resposta estava correta
ou errada sem a necessidade de um professor intermediario, foi muito comentada. Isso nao
so facilitaria o processo, como também permitiria que os alunos praticassem de maneira
mais autoénoma e independente. Além disso, um quiz virtual poderia ser ajustado para
incluir diferentes niveis de dificuldade, oferecendo um desafio mais personalizado para

cada estudante.

Outro ponto que foi discutido foi a limitacao relacionada a falta de tabuleiros fisicos
para o jogo da velha. Para superar esse obstaculo, sugeriu-se a criacgao de uma versao
virtual do jogo, o que, além de resolver o problema de acesso ao material, proporcionaria
uma experiéncia inovadora e desafiadora. Criar um jogo da velha virtual seria nao apenas
uma solugao pratica, mas também um grande desafio para os alunos, estimulando o uso

de tecnologias e ampliando suas habilidades digitais.

Em suma, a gamificacdo se mostrou uma estratégia altamente eficaz para engajar
os alunos, tornando o aprendizado mais interativo e estimulante. A implementacao de
jogos e quizzes, aliada a melhorias como a criacao de versoes virtuais, pode potencializar

ainda mais o impacto dessa abordagem no processo de ensino-aprendizagem.

5.4 Analise dos resultados das diagndsticas

Antes de iniciar o processo educacional, foi aplicada a Diagnéstica 1 na primeira

aula, com o objetivo principal de avaliar o conhecimento prévio dos alunos sobre os con-
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teidos que seriam abordados ao longo das aulas. Ao final do ciclo de ensino, foi realizada
a Diagnoéstica 2 para comparar o aprendizado adquirido durante o periodo de instrucao.

Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 13.

Figura 13 — Resultados da diagnostica 1 e da diagnéstica 2

Séries Porcentagem de acertos da Diagndstica 1 Séries Porcentagem de acertos da Diagndstica 2
Apostilal Apostila2 Apostila3 | Apostila 4 Apostila 1 | Apostila 2 | Apostila 3 | Apostila 4
9° ano 45,43% 40,90% 43,18% 38,63% 9° ano 72,72% 65,90% 59,09% 65,90%
1° ano 56,00% 42,00% 38,00% 47,00% 1° ano 88,00% 84,00% 79,00% 91,005
2° ano 77,08% 62,50% 47,91% 52,08% 2° ano 83,33% 81,25% 75,00% 85,41%
3° ano 71,42% 60,71% 48,21% 51,78% 3° ano 89,28% 80,35% 76,78% 94,64%

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Ap6s a aplicagao da Diagnostica 1, os alunos relataram, de forma geral, que nao
se lembravam completamente dos contetidos abordados ou que haviam esquecido grande
parte das informagoes que haviam aprendido anteriormente. Isso resultou em um desem-
penho insatisfatorio para a maioria, refletindo as lacunas de conhecimento antes do inicio

do processo educacional.

Como mostrado na Figura 13, as avalia¢oes foram organizadas de acordo com as
apostilas, sendo que cada apostila foi dividida em quatro questoes, totalizando 12 questoes
no total. Na Diagnostica 1, os resultados mostraram que, para o 9° ano, a maior defasagem
de aprendizado estava relacionada a Apostila 4, enquanto para os alunos do 1°, 2° e 3°
anos, a Apostila 3 foi a que gerou mais dificuldades. Esse panorama reflete a necessidade

de reforgar esses contetidos desde o inicio do trabalho educacional.

Na Diagnéstica 2, a maior dificuldade identificada foi unénime: todos os alunos
apresentaram maiores dificuldades relacionadas ao conteido da Apostila 3, especifica-
mente sobre niimeros irracionais. No entanto, observou-se uma evolugao significativa nos

resultados comparados a Diagnostica 1, como pode ser visto na Figura 14.

Figura 14 — Evolucao do aprendizado dos alunos

Evolugdo do aprendizado
Apostilal Apostila2 Apostila3 | Apostila 4
9° ano 27,27% 25,00% 15,91% 27,27%
1° ano 32,00% 42,00% 41,00% 44,00%
2° ano 6,25% 18,75% 27,09% 33,33%
3° ano 17,86% 19,64% 28,57% 42,86%

Séries

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

A turma que demonstrou o melhor desempenho foi a do 1° ano, que alcancou um

aumento notavel de 44% no conhecimento relacionado & Apostila 4. Esse ganho representa
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uma grande conquista, pois antes do inicio do processo educacional os alunos estavam
abaixo da média no entendimento desse conteiido. O aumento no desempenho da turma
reflete o impacto positivo da metodologia aplicada, especialmente ao proporcionar uma

abordagem mais interativa e personalizada para os alunos.

Em suma, as andlises das diagnosticas revelaram que, embora houvesse uma defa-
sagem significativa de conhecimento no inicio, o processo educacional ajudou os alunos a
superar essas dificuldades de maneira consistente. A evolucao dos resultados demonstrou
que, com o apoio adequado e a utilizacao de diferentes estratégias de ensino, é possi-
vel promover um aprendizado substancial e eficaz, especialmente quando os alunos sao

incentivados a se envolver ativamente no processo.

Além disso, as dificuldades identificadas nas diagnodsticas destacam a importancia
de estratégias de ensino que abordem as lacunas de aprendizado de forma mais persona-
lizada, garantindo que os alunos possam avancar no contetido com confianga e seguranca.
A continuidade da aplicagao de diagnosticas, aliada ao monitoramento continuo do pro-
gresso, pode ser uma ferramenta poderosa para adaptar o ensino as necessidades de cada

aluno e promover melhores resultados educacionais no futuro.
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6 Consideracoes Finais

O objetivo central desta dissertacao foi investigar a relagdo entre as raizes enésimas
de niimeros primos e os nimeros irracionais, analisando suas propriedades e implicacoes
educacionais por meio de demonstragoes autorais da raiz enésima de ntimeros primos e ir-
racionais. Essas demonstracoes basearam-se em teoremas classicos presentes na literatura
matematica, como a irracionalidade da raiz quadrada de 2 e a partir disso foi feita uma
demonstragao autoral para a raiz enésima de um primo, conforme visto no Teorema 3.6.
Adaptando os conceitos o autor elaborou um estudo sobre a raiz de niimeros compostos

que nao sejam enésimos perfeitos, de acordo com a Secao 3.2.

Adicionalmente, foi explorada a relacdo entre a forma de poténcia com expoente
fraciondrio irredutivel e a irracionalidade do nimero resultante, o que pode ser gene-
ralizado para as raizes de quaisquer ntimeros racional. A raiz enésima de um ntimero
racional, com indice n e radicando racional de expoente m, apresentou algumas restri-
¢oes importantes, dependendo de n ser par ou impar, especialmente quando nao se trata
de enésimos perfeitos. Essas abordagens tedricas e suas aplicagoes contribuem para uma
compreensao mais profunda do comportamento das raizes enésimas e sua conexao com
os numeros irracionais, oferecendo também importantes implicagoes pedagbgicas para o

ensino de conceitos avancados de Matematica.

O estudo buscou nao apenas explorar a natureza Matematica dessas rela¢oes, mas
também investigar como as multiplas estratégias pedagogicas podem contribuir para o
ensino desses conceitos de maneira mais acessivel e engajante. Em particular, o trabalho
procurou entender como recursos, nomeadamente, apostilas, videos e gamificacao pode-
riam ser aplicados para facilitar a compreensdo dos estudantes, especialmente em um
contexto de ensino rural, onde os desafios pedagdgicos e a disponibilidade de materiais

podem ser limitados.

Os resultados obtidos confirmaram a irracionalidade das raizes enésimas de nu-
meros primos, alinhando-se com as teorias matematicas classicas e corroborando o en-
tendimento tradicional sobre o tema. No entanto, o foco principal da pesquisa esteve na
analise do impacto das estratégias pedagdgicas que aplicadas ao produto educacional se
mostraram essenciais para o avango no entendimento dos alunos. A utilizacao de multiplos
recursos, como apostilas detalhadas, videos explicativos e gamificacao, demonstrou grande
potencial para engajar os estudantes e tornar o aprendizado mais efetivo. A comparagao
dos questionarios aplicados antes e depois das atividades revelou um avanco significativo
no nivel de compreensao dos alunos, com destaque para a maior seguranca e agilidade nas

respostas ao longo do tempo.
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Esse avanco nao s6 reforcou a eficacia das abordagens pedagogicas no ensino de
Matematica, mas também indicou a importancia de integrar métodos diversificados que
atendam a diferentes estilos de aprendizagem. A combinacao de estratégias como de uma
aprendizagem multimodal e os conceitos de gamificacao foram eficazes para promover
um aprendizado mais dindmico e significativo. Além disso, as atividades de resolucao de
problemas e a adaptacao de teoremas classicos dentro de uma abordagem pratica contri-

buiram para o desenvolvimento do pensamento critico e da autonomia dos estudantes.

Portanto, o trabalho nao apenas validou a irracionalidade das raizes enésimas
de niimeros primos, mas também demonstrou como a aplicacdo de multiplas estratégias
pedagdgicas pode ser uma ferramenta poderosa no ensino de conceitos matematicos com-
plexos. O estudo conclui que, ao integrar teoria Matematica com praticas educacionais
diferentes, é possivel ndo apenas aprimorar o entendimento de topicos desafiadores, mas
também promover uma educac¢ao mais inclusiva e engajante, capaz de atender a diferentes

necessidades de aprendizagem, como observando no contexto rural.

Uma possivel contribuicao futura deste trabalho pode ser abordar as estratégias
pedagdgicas miiltiplas com o uso de recursos tecnoldgicos, como plataformas de aprendi-
zagem interativas aliadas a jogos digitais, que permitam uma exploracao mais profunda

e visual dos conceitos matematicos, com um feedback mais dindmico e personalizado.
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APENDICE A - Plano de Ensino

GOVERNO DO DISTRITO FEDERAL
SECRETARIA DE ESTADO DE EDUCACAO
COORDENACAO REGIONAL DE ENSINO DE BRAZLANDIA
CENTRO EDUCACIONNAL 04 DE BRAZLANDIA

| PROFESSOR: Renato Gongalves da Fonseca | DISCIPLINA: Matemdtica

Plano de Ensino

Cronograma para 9° ano e 1°, 2° e 3° do Ensino Médio.
Aula Atividades

1 Aplicar questionario diagnéstico 1 com 12 questdes sobre o tema.

2 Estudar as propriedades dos radicais ou propriedades das raizes.
3 Assistir aos videos 1, 2 e 3.

4 Realizar debates.

5 Resolver questdes.

6 Simplificar radicais.

7 Assistir aos videos 4,5 e 6.

8 Realizar debates.

9 Resolver questdes.

10 Estudar nimeros irracionais.

11  Assistiraos videos 7,8 e 9.

12 Realizar debates.

13 Resolver questoes.

14  Estudar nimeros primos.

15 Assistir aos videos 10, 11 e 12.
16 Realizar debates.

17 Resolver questdes.

18 Aplicar o jogo da velha 2D.

19 Aplicar o jogo da velha 3D.

20 Aplicar questionario diagnéstico 2 com 12 questdes sobre o tema.

Descrigdo das Aulas:

1. Aplicar questionario diagnostico 1 com 12 questdes sobre o tema para todas as turmas
simultaneamente. A aplicagdo serd feita com o auxilio de outros professores, garantindo a
imparcialidade e evitando a troca de informacdes sobre as possiveis respostas. O objetivo é
identificar os conhecimentos prévios dos alunos sobre o tema e suas dificuldades iniciais.

2. Estudar as propriedades dos radicais, utilizando a apostila 1. Realizar leitura e explicacdo

no quadro, exemplificando as propriedades de forma diferente da apostila para enriquecer a
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compreensdo. A explicagdo serd intercalada com perguntas aos alunos para estimular a
participagéo ativa e o pensamento critico.

3. Assistir aos videos 1, 2 e 3, previamente selecionados do YouTube, com abordagem do
conteldo especifico da apostila 1. Utilizar data show, notebook e a internet do colégio. Apds
cada video, promover uma discussdo sobre o contelido assistido, permitindo que os alunos
compartilhem suas observagbes e dlvidas. A ideia é conectar o conhecimento teérico com
exemplos praticos apresentados nos videos.

4. Realizar debates em sala, onde os alunos poderéo expressar suas opinides sobre o contelido
aprendido até o momento. O professor mediara a discusséo, incentivando o respeito pelas
opinibes dos outros e o esclarecimento de dulvidas. Este momento visa promover o
pensamento critico, a comunicagdo e a troca de ideias entre os alunos.

5. Resolver questdes, aplicando o conhecimento adquirido nas apostilas, videos e debates. A
resolugdo de exercicios sera feita de forma colaborativa, com os alunos trabalhando em pares
ou pequenos grupos, promovendo a cooperacéo e a troca de ideias para solucionar problemas
matematicos.

6. Estudar as propriedades das raizes, utilizando a apostila 2, com leitura e explicagédo no
quadro, intercalada com exemplos praticos e contextos do cotidiano para ilustrar a aplicagéo
dos conceitos. Durante a explicacédo, serdo feitas perguntas direcionadas para incentivar os
alunos a refletirem sobre os conceitos de forma mais profunda.

7. Assistir aos videos 4, 5 e 6, previamente selecionados do YouTube, com enfoque no
conteldo especifico da apostila 2. Apds cada video, realizar uma analise critica do contetdo
apresentado, discutindo os pontos principais e relacionando-os com o que foi aprendido nas
aulas anteriores. Serd uma oportunidade para esclarecer dividas de forma mais visual e
dindmica.

8. Realizar debates, permitindo que os alunos discutam questdes levantadas durante o estudo
das propriedades das raizes e radicais. O professor estimulara os alunos a questionarem uns
aos outros e a defenderem suas opinides, desenvolvendo habilidades de argumentacéo e
reflexdo.

9. Resolver questdes, novamente com o uso das apostilas, videos e debates anteriores. A
resolugdo sera realizada individualmente ou em pequenos grupos, com o acompanhamento
do professor para garantir que os alunos consigam aplicar o conteldo de maneira eficaz.

10.Estudar nameros irracionais, utilizando a apostila 3. A leitura sera acompanhada de
explicagdes detalhadas no quadro, complementadas por exemplos praticos para ilustrar como
0s numeros irracionais se aplicam no mundo real. Serao discutidos os conceitos fundamentais
como a diferenga entre nimeros racionais e irracionais, e como identifica-los.

11.Assistir aos videos 7, 8 e 9, com foco em nlmeros irracionais. Apos a exibigdo dos videos,

o professor promovera uma discussdo critica, conectando o conteldo dos videos com os
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conceitos abordados nas aulas anteriores. O objetivo é reforgar a aprendizagem por meio de
uma abordagem multimodal.

12.Realizar debates, dando aos alunos a oportunidade de refletirem sobre o conceito de nimeros
irracionais e suas aplicacdes. Durante os debates, os alunos serédo incentivados a questionar
as definigdes e a explorar exemplos do cotidiano, aprofundando o entendimento do conteldo.

13.Resolver questdes sobre numeros irracionais, utilizando os conceitos adquiridos nas aulas
anteriores. O foco sera a pratica da resolugédo de problemas envolvendo nimeros irracionais,
com a possibilidade de resolucdo colaborativa para estimular a troca de conhecimento entre
os alunos.

14. Estudar nameros primos, utilizando a apostila 4. A explicagéo sera realizada no quadro, com
exemplos de como identificar nUmeros primos e como eles se relacionam com outros conceitos
matematicos. Sera dada atengdo especial a importancia dos niimeros primos em diversos
contextos da matematica e da ciéncia.

15. Assistir aos videos 10, 11 e 12, que abordam o tema de nlmeros primos. Apos cada video,
realizar uma analise critica, discutindo como os nimeros primos se aplicam a diferentes areas
da matematica. O professor incentivara os alunos a refletirem sobre as propriedades desses
numeros e sua relevancia.

16.Realizar debates, permitindo que os alunos discutam as propriedades dos nimeros primos e
suas aplicacbes em diferentes areas. Este momento sera importante para estimular o
pensamento independente e a capacidade de argumenta¢ao dos alunos.

17.Resolver questdes sobre nimeros primos, utilizando o contelido estudado até o momento.
As questdes serdo desafiadoras, estimulando os alunos a pensarem de forma critica e criativa
sobre o tema. A resolugédo podera ser feita em grupos para promover a colaboragdo entre os
alunos.

18.Aplicar o jogo da velha 2D, utilizando uma abordagem ludica para revisar os conceitos
aprendidos nas aulas anteriores. O jogo sera realizado com todas as turmas juntas,
promovendo a interagé@o entre os alunos e incentivando o trabalho em equipe e a resolucéo de
problemas de forma divertida.

19. Aplicar o jogo da velha 3D, mantendo a interagéo entre as turmas e promovendo uma reviséo
pratica dos conceitos de uma maneira mais dindmica e envolvente. A ideia é utilizar o jogo
como uma ferramenta para reforgar o aprendizado de maneira criativa e cooperativa.

20.Aplicar questionario diagnéstico 2, com 12 questées sobre o tema. Assim como no
questionario diagnostico 1, a aplicacdo sera feita simultaneamente para todas as turmas, com
auxilio de outros professores, para garantir que as respostas ndo sejam compartilhadas. O
objetivo é avaliar o progresso dos alunos e identificar os pontos que ainda precisam ser

reforcados.
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APENDICE B - Apostilas utilizadas durante

as aulas

A ordem tematica das apostilas ndo seguiu a mesma deste manuscrito em si, mas

todo o contetdo dele foi abordado, mesmo que de maneira mais superficial.

B.1 Apostila 1: Propriedades da Radiciacao

Antes de comentar sobre as propriedades da radiciagao fez-se falar das propriedades
da potenciagdo também, porque através delas e da propriedade que transforma expoente
fracionario em raiz todas as propriedades da radiciacao podem ser deduzidas. Deixa-se
a cargo do leitor tentar fazer isso. Desse modo, foi necessario fazer uma revisao também

sobre potenciacao antes de entrar nesse assunto de radiciagao.

Revisdo sobre potenciacao

a) Elementos da potenciagao
Numa potenciagao o a é chamado de base e n é o expoente, para todo a real e n
inteiro, conforme a Figura 15.
Figura 15 — Base e expoente

an —— expoente

- » base
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em Giovanni e Bonjonro (1992, p.137)
b) Ponteciagdo com expoente inteiro positivo

Definicao B.1. Se a € um numero real e n € inteiro positivo, a expressao a” representa

o produto de n fatores, todos iguais a a, ou seja:

at=a-a-a...a
—_——

n fatores

c) Expoente inteiro negativo

Defini¢ao B.2. Se a € um real nao nulo (a # 0) e n é um nimero inteiro e positivo,

define-se:
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d) Expoente racional fracionario

Defini¢ao B.3. Se a é um nimero rela positivo (a > 0) e m e n nimeros inteiros e
positivos, define-se:

313

am

Essa defini¢ao é importantissima, pois transforma expoente fracionario em raiz e

¢ usando ela que podemos deduzir as propriedades da radicacao, tomando como base as
propriedades da radiciagao.

Propriedades da Potenciacao Propriedades dos Radicais
Sea,b € R* em,n € Z, entao valem Se a,b € Ry,m € Z e n,p € N*,
as seguintes propriedades: entao valem as propriedades:

1) a™-a"=a""™". 6) Va-b=<a- Vb

2y L gm n i \ﬁ (b+0).
8) {[Va="Va

9) am

5) Z) — L (b#£0). 10)  (va)" = Var.

3) (a™)'"=am".
4) (a-b)"=a"-b".

Atividades

1. Em quais dos casos abaixo a resposta estd devidamente correta?

I V4-6=+vV4-V6.
I. V13-7=+/7-v13.
. V27 =14
IV. V4 -v11=+v/4-11.

A) Apenas as alternativas I, III e IV estao corretas.

C

(A)
(B) Apenas as alternativas I e II estao corretas.
(C) Todas as alternativas estao corretas.

(D)

D) Nenhuma das alternativas esta correta.
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Solucgao: Alternativa C.

2. Nas simplifica¢oes a seguir podemos afirmar que:

I V29 =2,

IL V65 =6

1. V10" = 10 = 100.
V. V132 =13"

A

Somente as alternativas II e III estdo corretas.

)

B) Apenas a alternativa I esta errada.
) Todas as alternativas estao corretas.
)

(
(
(C
(D) Nenhuma das opgoes.

Solucgao: Alternativa A.

3. Considerando as propriedades da radiciacao, calcule e verifique qual a alternativa
CORRETA:

(A) VA1 - V7 =417,

s o V12
(B)\/ﬁ-\/l_—%.
(C) V168 : V8t = 4.

(D) v/27-v/8-V125=3-2-5 = 30.
Solucgao: Alternativa A.

4. Qual das alternativas abaixo esta representada de forma INCORRETA.

(A) 25 = V22
(B) 127 = /124,
(C) 105 = /10
(D) 53 = /53

Solucgao: Alternativa B.

5. Considerando as propriedades dos radicais, assinale a alternativa INCORRETA.

o7 VT
M=

(B)ﬁz\%:é/ﬁ.
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4 2
©) \/; 2,5
[—1 —
E) {J— =
) 7
Solugao: Alternativa C.

6. A professora de Joao disponibilizou como tarefa uma lista de exercicios que deveria

ser feita em casa. Ele chegou aos seguintes resultados:
(A) V45 = V1024

(B) V(2-5)" =10

CREERE

(D) V28 =24

Podemos concluir que Joao realmente aprendeu o contetido estudado? Justifique sua

resposta.

Uma possivel solucgao: Infelizmente, nao porque, o item C foi respondido incor-

retamente. A resposta correta para ele é: v/3.

7. Assinale com verdadeiro (V) ou falso (F) em cada uma das igualdades:
(A) () V28 = /2%, portanto = = 7.

(B) () V105 = ¥/107, portanto x = 0.

(C) () V6° = /6, portanto x = 5.

(D) () V5% = V57, portanto = = 1.

Solugao: (A) V; (B) F; (C)Fe (D) V

8. Qual das expressoes tem sua decomposicao INCORRETA?
(A) V10 = v2- V5.
(B) V21 = V7- V7.
(C) V15 = V3. V10.
(D) V30 = V2. V/3- V5.

Solucgao: Alternativa B.

9. Assinale a alternativa que corresponde ao valor x, dado na expressao:
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{¥10= 1o

Solucao: Alternativa A.

10. Verifique se as afirmagoes a seguir estdo corretas, em seguida assinale a alternativa

CORRETA:

A) V267 = 2V/7.

B) V3112 = 11V/3.
C) V45235 = 127/2.
)

(
(
(
(D) V63 - 22 = 6v/22.

(A) Somente as alternativas II e III estao corretas.
(B) Apenas a alternativa I estd errada.
(C) Todas as alternativas estao corretas.

(D) Nenhuma das opgoes.

Solugao: Alternativa C.

B.2 Apostila 2: Simplificacdao de Radicais

Toda expressao matematica que tenha forma Figura 16 — Radical, radi-

{/a, com a € Ry e n > 1, recebe o nome de radical cando e indice
aritmético. L
’—' indice
Em todo radical, destaca-se: b —— radical
No radical v/2, o indice é 3, e o radicando é 2. va

No radical v/3, o indice é 5, e o radicando é 3. \—, radicando

No radical v/7, o indice é 2 (pois, na raiz quadrada, o
Fonte: Elaborada pelo

indice pode ser omitido), e o radicando é 7.
autor (2025).
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Simplificando radicais.

Se um ou mais fatores do radicando tém o expoente igual ao indice do radical, de

acordo com a propriedade va™ = a, esses fatores podem ser extraidos do radicando.

Em alguns casos, o expoente do radicando é maior que o indice do radical. Procura-
se, entao, fazer transformacoes convenientes no radicando, como vocé pode ver nas ex-

pressoes abaixo.

Exemplo 1:

V23 =/(22.2) = V22 . V2 = 2V/2.

Exemplo 2:

V107 = V103 - 103 - 10 = v/103 - V103 - /10 = 10 - v/10 = 100+/10.

Exemplo 3:

V24,35 =+/23.2.32.33 =2.3v/2.32 = 6V/18.

Exemplo 4:

V24,53 =4/22.22.52.5 =2.2.5V5 = 20V/5.

Ha situagoes, porém, em que temos necessidade de fazer uma fatoragao do radi-

cando antes de realizar a extracao dos fatores. Veja alguns exemplos.
1. Simplificar a expressao V45

Fatorando o radicando 45, encontramos 3% - 5. Dai, temos:
V45 =+/32.5=3V5.

2. Qual é a forma mais simples possivel de escrita da expressio v/'12507

Fatorando o radicando 1250, encontramos 2 - 5%. Dai, temos:

V2.5 =+/2.5.5 = 5v10.

3. Sabendo que x e y sao niimeros reais positivos, simplifique a expressao:



B.2. Apostila 2: Simplificacio de Radicais 91

; - \/54xt - y.

Fatorando o radicando 54, encontramos 54 = 2 - 3%. Dai, temos:

2 2 2
3 \/bdxt -y = 3 \3/2 23 xy = 3 dr2xy = 2x/21Y.
4. Simplifique a expressao:

V196 = v22-72 =27 = 14.

5. Simplifique a expressao:

V216 = V23 .33 =2.3 =6.

6. Simplifique a expressao:

V360 = V23325 =v22. /2. V32 . \/5=2-3V2.5 = 6V10.

Tabela 6 — Raizes quadradas exatas

Quadrado | Raiz Quadrada || Quadrado | Raiz Quadrada
12=1 Vi=1 162 = 256 V256 = 16
22— 4 Vi =2 172 = 289 V289 = 17
3?=9 V9=3 18% = 324 V324 = 18
4’ =16 V16 =4 192 = 361 V361 =19
52 = 25 V25 =5 20° = 400 V400 = 20
62 = 36 V36 =6 212 = 441 V441 = 21
72 =49 V49 =7 222 = 484 V484 = 22
82 = 64 V64 =8 232 = 529 V529 = 23
92 = 81 V81 =9 24% = 576 V576 = 24
102 = 100 V100 = 10 252 = 625 V625 = 25
112 = 121 V121 =11 262 = 676 V676 = 26
122 = 144 V144 = 12 272 = 729 V729 = 27
132 = 169 V169 = 13 282 = 784 V784 = 28
142 = 196 V196 = 14 20% = 841 V841 = 29
152 = 225 V225 = 15 302 = 30 V900 = 30

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela 7 — Raizes cubicas exatas

Cubo Raiz Cubica
=1 vVi=1
23 =8 V8 =2
33 =27 V27T =3
43 = 64 V64 = 4
5% =125 /125 =5
6% = 256 V256 = 6
73 = 343 /343 =7
8 =512 V512 =8
93 =729 V729 =9
10® = 1000 | v/1000 = 10
113 =1331| Vv1331=11
123 =1728 | V1728 =12
133 =2197 | V2197 =13
143 = 2744 | V2744 = 14
15 =3375 | V3375 =15

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Calculo da raiz aproximada por tentativa.

Para agilizar a determinacao de uma raiz quadrada aproximada, seguimos os se-

guintes passos:
12 passo: raiz exata mais proxima, anterior e posterior.
29 passo: tentativa com os decimais.

3¢ passo: subtragao para saber qual é o mais proximo.

Exemplo 19: Usando o método citado, calcule a raiz quadrada de 17.

1° passo: raiz exata mais proxima, anterior e posterior.

A raiz quadrada exata anterior é a de 16 e, a posterior, é a de 25. Como a raiz
quadrada de 16 é 4, e, a raiz quadrada de 25 é 5, a raiz quadrada de 17 deve ser um

numero entre 4 e 5:

V16 < V17 < V25.

2° passo: tentativa com os decimais.

Como 17 estd mais proximo de 16 do que de 25, vamos comecar testando 4,1.
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(4,1 =4,1-4,1 = 16,81.

Continuamos com as tentativas, decimal por decimal, até obter os valores mais

proximos a 17, antes e depois.

(4,2)° =4,2-4,2 = 17,64.

Assim, a raiz aproximada de 17 é um nimero entre 4,1 e 4,2.

32 passo: subtracao para saber qual é o mais préximo.

17 — 16,81 = 0, 19.

17,64 — 17 = 0, 64.

Como 0,19 é menor que 0,64, concluimos que 4,1 é uma melhor aproximacao para

raiz quadrada de 17.

Para obter uma melhor aproximacao, repetimos o processo, agora com os centési-

mos.

Calculo da raiz aproximada com férmula.

Uma maneira de obter um valor aproximado para a raiz ¢ utilizando a seguinte

féormula:

- n+Q

Onde: n é o nimero que pretendemos obter a raiz;

Q@ é o quadrado perfeito mais préximo de n.

B.3 Apostila 3: Nameros Irracionais

O conjunto dos nimeros irracionais é formado pelos nimeros que nao podem ser
representados como fragoes. Em algumas situacoes, o conjunto dos ntimeros racionais
nao era suficiente para a resolucao de problemas, foi quando se percebeu a existéncia
dos niimeros irracionais, como as raizes nao exatas, as dizimas nao periddicas, o 7, entre

outros.
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Conjunto dos nimeros irracionais.

No decorrer da histéria, na aplicagdo do teorema de Pitagoras em um triangulo

retangulo de lados medindo 1, percebeu-se que a resposta era igual a raiz de 2.

Figura 17 — Triangulo retangulo

A

Ej h, C
1

Fonte: Elaborada pelo autor

Acontece que essa resposta, aparentemente simples, tornou possivel a descoberta
de um novo conjunto numérico. Na tentativa de encontrar-se a resposta para essa raiz
quadrada de 2, encontrou-se um nimero decimal conhecido como dizima nao periédica,
que é impossivel de ser representada como uma fracgao. Isso fez necessaria a criacao
de um novo conjunto, os irracionais, ja que, até aquele momento, todos os niimeros eram

racionais (que podem escritos como fragao).

O conjunto dos ntimeros irracionais é composto por todos os nimeros que nao

podem ser escritos na forma de uma fragao.

Quais sdao os nameros irracionais?

Para que um ntimero seja considerado irracional, ele precisa respeitar a defini¢ao,
ou seja, ele nao pode ser representado como uma fracao. Esses nimeros sao as raizes nao
exatas, as dizimas nao periddicas e alguns casos especiais, como a constante 7 (1é-se:

pi) ou o nimero ¢ (1é-se: fhi), entre outros.

e Raizes nao exatas

Quando o nimero nao é um quadrado perfeito, é conhecido como raiz nao exata.

Veja alguns exemplos:

Exemplo 20: v2, V3, V5 V7, V8, V10, V11, ...

o Dizimas nao periddicas: Ao resolver-se essas raizes, a resposta sempre vai ser

uma aproximacao, o que chamamos de dizimas nao periodicas.

V2 =1,414213562.. . .
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V3 = 1,7320508075 . . .

Note que a parte decimal ¢é infinita e que nao existe um periodo, ou seja, uma
sequéncia que faca com que a gente consiga prever o proximo numero da parte
decimal, e é por isso que chamamos esse niimero de dizima nao periédica. Nao so
as dizimas geradas por raizes nao exatas, mas qualquer dizima nao peridédica é um

numero irracional.

Outros niimeros irracionais

Numero 7: é bastante comum para calculos envolvendo curvas, como area e com-
primento de circunferéncia ou volume de cilindros e cones, e é um dos mais co-
nhecidos ntmeros irracionais. Pelo fato de ser irracional, utilizamos um simbolo
para representa-lo, ainda assim, m é uma dizima nao periddica, e seu valor é igual
a 3,1415926535897932384 . ... Sao conhecidas varias casas desse niimero, mas nor-
malmente utilizamos uma aproximacao, com o valor de 3,14, ou até 3 em alguns

Casos.

Numero ¢: é conhecido também como nimero de ouro e é estudado desde a Anti-
guidade, descrevendo varios fenomenos da natureza, como a reproducao de popula-
¢oes de coelhos. Ha também relato do uso dessa proporcao em obras artisticas. Ele
também é um numero irracional, e por isso é representado pelo simbolo ¢, sendo
seu valor de: 1,61803398875. . ..

Constante de Euler (e): é utilizada para fendmenos que envolvem matematica
financeira, e nas areas de biologia, astronomia, entre outras. Ela também é um

numero irracional e, por isso, é representada pelo simbolo e, sendo seu valor de:

2,7718281828459045235360 . . ..

Numero racional e irracional.

Acontece que um nimero qualquer pode ser classificado como racional ou irracio-

nal. De forma direta, o nimero racional é todo niimero que pode ser escrito como fragao.

Sao numeros racionais os decimais exatos, as dizimas periddicas, os nimeros inteiros. Ja

os numeros irracionais sao o oposto disso, ou seja, sao 0s que nao podem ser escritos como

fragdo, como citamos, sao eles as dizimas nao periddicas e raizes nao exatas.

Exemplo 21: A dizima 3,12121212... é periddica, note que na sua parte decimal existe

um periodo, que é o nimero 12, que sempre se repete, logo, esse niimero é racional. A

dizima 6, 1249375. .. é nao periddica, note que nao ha um periodo na sua parte decimal,

o que faz com que esse niimero seja irracional.
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O 7 é um numero irracional Util para calculos com circulo, circunferéncia, cilindros

€ cones.

Exercicios resolvidos

Questao 1 - Qual dos niimeros a seguir pode ser classificado como irracional?

a) v/25.

Solugao: Alternativa C.

a) Sabemos que V25 é um quadrado perfeito, ou seja, sua raiz quadrada é exatamente

igual a 5, logo, esse é um nimero racional.

b) Ao calcular a raiz dev/81, sabemos que seu resultado é 9, o que faz com que aquele

nimero seja racional.

¢) A V10 nao possui raiz quadrada exata, ou seja, ele é um nimero irracional, o que torna

a alternativa C correta.
d) 5,1888 é um ntimero decimal exato, logo, ele é racional.
e) 1,2323... é uma dizima com o periodo igual a 23, logo, trata-se de um nimero racional.

Questao 2 - Sobre os nimeros irracionais, julgue as afirmativas seguintes como verda-

deiras ou falsas:
I - Toda raiz quadrada é um nimero irracional.
IT - Toda dizima nao periédica é um ntimero irracional.
IIT - O niimero ¢ e o nimero 7 sdo exemplos de nimeros irracionais.
De acordo com o julgamento das sentencas, é correto afirmar que:
a) Somente a afirmativa I é verdadeira.
b) Somente a afirmativa II é verdadeira.
c¢) Somente as afirmativas II e III sdo verdadeiras.

d) Somente as afirmativas [ e II sdo verdadeiras.

e) Todas as afirmativas sdo verdadeiras.
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Solucgao: Alternativa C.

I - Falsa, pois somente a raiz quadrada nao exata é um ntmero irracional.
IT - Verdadeira. Dizimas nao periédicas sao ntimeros irracionais.

I - Verdadeira, pois os numeros ¢ e 7 sao dizimas nao periddicas, logo, sao nimeros

irracionais.

B.4 Apostila 4: Niimeros primos

Numeros primos sao aqueles divisiveis apenas por 1 e por eles mesmos. Estao
presentes na Matematica desde a Antiguidade, e varios métodos foram desenvolvidos a

fim de verificar se um niimero é de fato primo, como o Crivo de Erastostenes.

O estudo dos ntimeros primos acabou resultando no Teorema Fundamental da
Aritmética, que afirma que todo niimero inteiro positivo e maior que 1 pode ser repre-
sentado de maneira tnica como um produto de fatores primos. Atualmente os nimeros

primos tém um papel fundamental no campo da criptografia e computacao.

Como saber se um nimero é primo ou nao?

Uma das maneiras de descobrir se um nimero ¢é primo ¢ pela listagem dos seus
divisores. Caso aparega mais nimeros além do 1 e do nimero a ser verificado, o niimero

nao é primo e é chamado de nimero composto.

Exemplo 22: 1. Verifique quais dos niimeros entre 2, 3, 10, 20, 35 e 100 sdo primos.

Para isso, escreveremos os divisores de cada um desses niimeros:
D(2) ={1,2}.
D(3) ={1,3}.

(
(
D(10) = {1,2,5,10}.
(
(
(

>

20) = {1,2,4,5,10,20}.
D(35) = {1,5,7,35}.
D(100) = {1,2,4,5,10, 20, 25, 50, 100}.

Perceba que, de todos os nuimeros listados, somente os niimeros 2 e 3 possuem
como divisores o 1 e si proprio. Logo, da listagem acima, somente os nimeros 2 e 3 sao

primos e 10, 20, 35 e 100 sao compostos.
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Mas vocé percebeu que, a medida que o valor dos niimeros cresce, mais complicado
fica de listar os seus divisores? Nos dias atuais, ¢ um grande desafio para matematicos e

computadores determinar se um nimero € ou nao primo.

Existe uma ferramenta que possibilita verificarmos se nimeros maiores sao pri-
mos ou nao, mas mesmo essa ferramenta possui limitagdes para nimeros relativamente
maiores. Essa ferramenta foi desenvolvida por Erastostenes, matematico grego, e foi de-

nominada como Crivo de Erastdstenes.

Crivo de Eratdstenes

O Crivo de Erastostenes consiste em criar uma tabela com nimeros que vao de
2 até o numero desejado, visto que o numero 1 ndo é primo. Em seguida, realizamos os

seguintes passos:

Passo 1: Tendo em vista as regras de divisibilidade, sabemos que o tinico niimero par
primo é o numero dois. Entao, excluimos todos os demais pares da tabela, ou seja, os
multiplos de 2. A saber: 4,6,8,10,12,.. ..

Passo 2: De acordo com as regras de divisibilidade por 3, sabemos que um ntmero é
divisivel por 3 caso a soma dos algarismos também seja. Assim, excluiremos todos os

numeros que sao multiplos de 3. Ou seja, 6,9,12,15,18,...,321,324, .. ..

Passo 3: Do critério de divisibilidade por 5, sabemos que um ntmero é divisivel por 5
caso ele termine em 0 ou em 5. Vamos eliminar todos os niimeros que terminam em 0 e
em 5. Assim, excluimos 10, 15,20, 15, 30, . ..,5920, 5925, .. ..

Passo 4: De maneira analoga, verificando o critério de divisibilidade, vamos excluir todos
os multiplos de 7, 14,21,28,35,...,539,546, . ... Feito todo esse processo, os niimeros que

sobrarem sao os primos de 2 até o nimero desejado.

Exemplo 23: Determine os nimeros primos menores que 100.

Na Figura 18 construiremos uma tabela de 2 até 100.

Posteriormente, na Figura 19 aplicando o crivo de Eratostenes, teremos a lista dos

primos.
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Figura 18 — Ntumeros naturais de 2 a 100  Figura 19 — Ntimeros primos em amarelo

O Crivo de Eratdstenes @6 X O X Q@ X X X

1 ndo é primo nem composto 1 }é 13 :4 )Q M 17 t( 19 2:K

'—’“’_ X[2]2lalse/ 7890 A 2 23 M4 28 26 27 28 29 3K
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Teorema Fundamental da Aritmética.

O Teorema Fundamental da Aritmética é muito importante quando se fala de

decomposicao em fatores primos. O teorema afirma que:
Teorema B.1. Todo numero inteiro maior que 1 pode ser representado como uma mul-

tiplicagdo de fatores primos.

Decomposicao em fatores primos.

Como dito, o Teorema Fundamental da Aritmética garante que todo niimero com-
posto, com excecao do 1, pode ser escrito como forma de multiplicacdo de nimeros primos.
Para encontrar a forma fatorada de determinado ntimero primo, basta realizar divisoes

sucessivas por niimeros primos.

Exemplo 24: Determine a forma fatorada do ntimero composto 630.

Passo 1: Dividir o nimero dado pelo primeiro possivel, nesse caso o nimero 2, por se

tratar de um ntmero par. Assim:

630 = 315 - 2.
Passo 2: Pegamos o resultado da divisao e realizamos o mesmo processo. Note que 315
nao ¢é divisivel por 2, entao buscamos outro nimero primo. Pode ser o niimero 3, ja que

a soma de seus algarismos é divisivel por 3. Assim:

630 = 105 - 3.
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Passo 3: O mesmo processo deve ser aplicado ao 105, ou seja, vamos dividi-lo por 3

novamente. Logo,
105 =35 - 3.
Passo 4: Dividindo o nimero 35 por 5, temos:
35="7-5.

Passo 5: Dividindo o 7 por ele mesmo, pois, por ser primo, s6 pode ser divisivel por 1 e

ele mesmo, temos:
7T=1-7.

Quando o quociente, que é o resultado da divisao, for igual a 1, o processo de

decomposicao chega ao fim. Assim, o nimero 630 na forma fatorada é:

630=2-3-3-5-7.
630 =2-32.5-7.

Existe uma notacao que simplifica todo o processo de decomposicao. Veja a seguir:

Figura 20 — Decomposi¢ao em fatores primos

630 2

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).



APENDICE C - Avaliacdes diagndsticas

C.1 Avaliacao diagnostica 1

GOVERNO DO DISTRITO FEDERAL
SECRETARIA DE ESTADO DE EDUCACAO -
COORDENAGAO REGIONAL DE ENSINO DE BRAZLANDIA
CENTRO EDUCACIONNAL 04 DE BRAZLANDIA
ESTUDANTE: Ne: TURMA:

PROFESSOR: Renato Gongalves da Fonseca | COMP. CURRICULAR: Matemadtica DATA:

AVALIACAO DIAGNOSTICA 1

Questao 1: Nas simplificagdes a seguir podemos afirmar que:
132 =2
11.615 = 6°

11.3/101% = 102

v.y132 = 13"

a)Apenas a alternativa | esta errada.
b)Somente as alternativas Il e Ill estao corretas.
c)Todas as alternativas estéo corretas.

d)Nenhuma das opg¢bes estéo corretas.

Questédo 2: Em quais dos casos abaixo a resposta esta devidamente correta?
1V4-6=V4-Ve
11.Y13-7 = V7- V13

HIN2 V7 =14
wa-11=¥4-11

a) Apenas as alternativas |, lll e IV estéo corretas.

Todas as alternativas estéo corretas.

)
b) Apenas as alternativas | e Il estéo corretas.
c)

)

d) Nenhuma das alternativas esta correta

Questéo 3: Qual é o valor de V16 - 25?
a) 20
b) 40
c) 80
d) 60
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Questdo 4: Qual é a simplificacdo de v72?
a) 7v2
b) 8v3
c) 6v3
d) 6v2

Questao 5: Simplifique a expresséo v98.
a) 7v3

b) 7v7

c) 14V2

d) 7v2

Questéo 6:

Qual é a simplificagdo de v200?
a) 10v2

b) 10v5

c) 14V2

d) 20v5

Questdo 7: Qual das alternativas € um naimero irracional?
8

a) 5

b) 1,2525...

c) V2
d) 6,66

Questao 8: Qual é a caracteristica de um numero irracional?
a) Ele tem uma expanséo decimal finita e periédica.

b) Ele tem uma expanséo decimal infinita e ndo periédica.

c) Ele pode ser expresso como uma fragéo de dois inteiros.

d) Ele é sempre um numero inteiro.
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Questao 9: Qual dos seguintes nimeros & irracional?

Questdo 10: Qual das alternativas descreve um nimero primo?

a) Um numero que possui mais de dois divisores.

b) Um ndmero natural maior que 1 que possui exatamente dois divisores distintos: 1 e ele mesmo.
¢) Um nimero que pode ser dividido por qualquer nimero.

d) Um numero natural que possui apenas um divisor.

Questao 11:

Qual dos nimeros abaixo ndo é primo?
a)2

b) 3

c)5

d)9

Questao 12: O nimero 1 é considerado primo?

a) Sim, pois ele tem exatamente dois divisores: 1 e ele mesmo.
b) Néo, porque ele sé possui um divisor: 1.

¢) Sim, porque ele € um numero impar.

d) Nao, porque 1 ndo é um nimero natural.

Gabarito:
1. b) 4. d) 7. b) 10.b).
2. ¢ 5. d) 8. ¢ 11.d)
3. a) 6. a) 9. ¢ 12.b)
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C.2 Avaliacao diagnostica 2

GOVERNO DO DISTRITO FEDERAL
SECRETARIA DE ESTADO DE EDUCACAO
COORDENAGAO REGIONAL DE ENSINO DE BRAZLANDIA
CENTRO EDUCACIONNAL 04 DE BRAZLANDIA

ESTUDANTE: Ne: TURMA:

PROFESSOR: Renato Gongalves da Fonseca I COMP. CURRICULAR: Matemdtica DATA:

AVALIACAO DIAGNOSTICA 2

Questao 1: Considere as expressdes a seguir. Marque a alternativa em que todas as simplificagées
estdo corretas.

1.4/50 = 5v2
11.V32 = 42
111.4/180 = 65
1V.N245 = 7V5

a) Apenas as alternativas |, Il e IV estéo corretas.
b) Todas as alternativas estéo corretas.
c) Apenas as alternativas | e lll esto corretas.

d) Nenhuma das alternativas esta correta.

Questao 2: Qual das expressdes a seguir esta incorreta em relagéo a propriedade dos radicais?
INa-b=+a-Vb

a
1. |—= W

b b

.Ja* =a
w.(V&@) = Ja®

a) Apenas a alternativa Il esta incorreta.

b) Apenas a alternativa | esta incorreta.

c) Apenas a alternativa IV esté incorreta.

d) Nenhuma das alternativas esta incorreta.

Questdo 3: Qual é a soma de V50 ++18 ?
a) V68

b) 15v2

c) 8v2

d) V34
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: e o 20
Questao 4: Qual das alternativas a seguir € uma simplificagao correta para %’?

a)2
b) V5
c)4
d)5

Questio 5: Se v2 e V3 sdo nlimeros irracionais, entdo a expressao v2 + V3 é:
a) Irracional.

b) Racional, pois a soma de dois nimeros irracionais sempre € racional.

¢) Irracional, pois a soma de dois nimeros irracionais sempre é irracional.

d) Racional, pois a soma de dois nUmeros irracionais sempre € racional.

Questdo 6: Considere a expresséo %\/ﬁ . Qual das alternativas abaixo apresenta uma
simplificagdo correta?

a)18

b) 8

c)3V3

d)3v2

Questdo 7: Se x = V7 -v/3, qual é o valor de x*?
a)9

b) 21

c) 49

d) 441

Questao 8: Qual dos nimeros abaixo é irracional?
a)Va
b)

(¢]
~

o
Nz
<| Wik N]n
@
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Questao 9:

Em um gréfico, a distancia entre dois pontos é dada por +/18. Qual é a forma simplificada dessa

distancia?

a)Vv3
b) V9
c)6

d) 3v2

Questio 10:

Qual das alternativas descreve corretamente um numero primo?

a) Um ndmero que pode ser dividido por qualquer nimero inteiro.

b) Um naimero natural maior que 1 que possui exatamente dois divisores distintos: 1 e ele mesmo.
¢) Um numero que tem exatamente um divisor distinto.

d) Um nUmero inteiro maior que 1 que tem mais de dois divisores.

Questao 11:

Entre os seguintes nimeros, qual NAO é primo?
a) 51

b) 77

c) 131

d) 207

Questao 12: O numero 11 é considerado primo?

a) Sim, porque ele tem exatamente dois divisores: 1 e ele mesmo.
b) Nao, porque ele s6 possui um divisor: 1.
¢) Sim, porque é impar.

d) Nao, porque 1 ndo é um nimero natural.

Gabarito:

1. b) 4. a) 7. b) 10.b)
2. d) 5. a) 8. d) 11.¢)
3. ¢ 6. c) 9. d) 12.a)
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