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”

“A Matemdtica é a unica linguagem que temos em comum com a natureza.

Stephen Hawking



Resumo

O presente trabalho visa analisar os efeitos de cinco oficinas centradas em demonstragoes
matematicas em salas de aula do Ensino Médio, a partir de uma abordagem qualitativa.
Foram escolhidos contetidos da area de Matematica e suas Tecnologias, presentes na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), das trés séries do Ensino Médio no Distrito Fe-
deral. A partir da selecao dos contetdos, as cinco oficinas, que envolviam aspectos de
demonstragoes, foram realizadas em sala de aula com os estudantes. Posteriormente, fo-
ram coletadas e analisadas informacoes sobre os limites e potencialidades desta proposta,
além da producao escrita dos alunos. Como resultado inicial, nota-se, no campo das pos-
sibilidades, que as demonstragoes em sala de aula tém um efeito positivo no aprendizado
dos estudantes. Além disso, um produto desenvolvido a partir desta proposta foi a criagao
de um website que apresenta uma série de atividades ludicas, programaveis e gamificadas.
O objetivo é oferecer a professores e estudantes acesso pratico e criativo as informagoes,

incluindo ideias de como trabalhar determinados contetidos em sala de aula.

Palavras-chaves: Oficinas. BNCC. Demonstra¢oes Mateméticas. Ensino Médio.



Abstract

This study aims to analyze the effects of five workshops focused on mathematical demon-
strations in high school classrooms, using a qualitative approach. The chosen content was
from the area of Mathematics and its Technologies, as outlined in the Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), for all three years of high school in the Federal District. Fol-
lowing the selection of the content, the five workshops, which involved aspects of demon-
strations, were conducted in the classroom with the students. Subsequently, information
on the limits and potential of this proposal was collected, in addition to the students’
written work. As an initial result, it is noted that classroom demonstrations have a posi-
tive effect on student learning. Furthermore, a product developed from this proposal was
the creation of a website featuring a series of playful, programmable, and gamified activ-
ities. The goal is to provide teachers and students with practical and creative access to

information, including ideas on how to address specific content in the classroom.

Key-words: Workshops. BNCC. Mathematical Proofs. High School.
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Introducao

A Matematica enquanto ciéncia exata apresenta uma estrutura logica de argu-
mentacgao, prova e deducao de fatos muito distinta das demais ciéncias, também exatas,
tais como a Fisica e a Quimica. Enquanto na Quimica, tem-se varios modelos que visam
descrever a organizagao e a estrutura de um atomo, seu nicleo e elétrons, que, ao longo
dos anos, foram mudando e sendo avaliados, validados e experimentados, analogamente,
na Fisica, had dois modelos que sao capazes de descrever a gravidade e como 0s corpos
interagem com a mesma, um proposto por Newton e outro por Einstein. Na Matematica,
existem modelos validados e datados em um periodo antes de Cristo que sao aceitos até
0 presente momento, como as axiomas, defini¢oes, teoremas, postulados, entre outros,

conhecidos no livro os elementos, de Euclides (Euclides, 2009).

O fato citado acima nao diminui a importancia das demais ciéncias exatas e nao
invalida a relevancia delas para o avang¢o como um todo da humanidade, mas ressalta uma
notavel estabilidade nas demonstracoes feitas nos modelos Matematicos e como essas fer-
ramentas podem e devem ser lteis no contexto das aprendizagens, principalmente dentro
de sala de aula, facilitando o entendimento e a compreensao de teoremas, férmulas, de-
finigoes, entre outros, e evitando um ensino matematico voltado e pautado em processos

de memorizagao.

De acordo com as Diretrizes Curriculares da Educagao Basica do Governo do Pa-
rand (Governo do Parand, 2008), tal metodologia baseada em processos de memorizagao,
com aulas completamente expositivas, foi estimulada em décadas passadas, o que pode
justificar o ensino seguir a mesma direcao nos dias atuais. Tal carater mecanicista do
ensino da Matematica foi muito utilizado no decorrer da década de 1970, onde a base do
ensino aprendizagem era a memorizacao de defini¢oes, formulas, habilidades de manipu-
lacao de algoritmos e expressoes algébricas e até mesmo como desenvolver e resolver as

questoes e itens.

Segundo as orientagoes curriculares para o Ensino Médio (Ministério da Educagéo,
2006), um dos propositos da formagao matematica na educacao bésica é compreender que
a Matematica é uma ciéncia com caracteristicas préprias, que se organiza via teoremas e

demonstragoes. Além disso, o documento afirma que

a forma de trabalhar os conteidos deve sempre agregar um valor for-
mativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matema-
tico. Isso significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem
que valorize o raciocinio matemético — nos aspectos de formular ques-
toes, perguntar-se sobre a existéncia de solugao, estabelecer hipoteses
e tirar conclusoes, apresentar exemplos e contraexemplos, generalizar
situagoes, abstrair regularidades, criar modelos, argumentar com funda-
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mentacao logico-dedutiva. Também significa um processo de ensino que
valorize tanto a apresentagao de propriedades matematicas acompanha-
das de explicacdo quanto a de férmulas acompanhadas de deducdo, e
que valorize o uso da Matematica para a resolugao de problemas inte-
ressantes, quer sejam de aplicacao ou de natureza simplesmente teérica.
(Ministério da Educagéo, 2006, p. 69-70)

Notam-se prejuizos, além dos citados anteriormente, e que estao interligados de
certa maneira, nos livros didaticos adotados pela SEEDF para escolha, dos professores,
nas escolas, a cada triénio. Vale citar a colegdo Prisma (Bonjorno, J.R., Giovanni Jr,
J., Camara, P, 2021), onde, em vérios livros e areas da Matemédtica, como Geometria
e Algebra, encontram-se diversas paginas que fazem conexoes entre a Matemadtica e a
Engenharia Civil, entre a matematica e até mesmo a Arte, além de contar, brevemente,
a historia dos Matematicos responséaveis pelas respectivas descobertas, o que é valido,
interessante e dialoga diretamente com as perspectivas e ideais do Novo Ensino Médio
(NEM), porém, nao é destinado espago algum nos mesmos que justifique questoes mais
simples, como por exemplo a drea de um paralelogramo e o porqué da mesma ser calculada
como um produto entre as medidas da base e da altura do quadrilatero. A colecao citada
acima foi escolhida, em 2022, na escola em que este trabalho foi desenvolvido, de maneira
democrética, pela equipe de professores da Area de Matemética e suas tecnologias e, entre
as opgoes de escolha de colegoes, a mesma atendia a necessidade imediata de todos e era

a mais completa.

Durante a experiéncia ao longo de 6 anos de Secretaria de Educagao, sempre
interagindo, comunicando, trocando conhecimentos com os demais professores da area, e 4
anos somente no Ensino Médio, nao identificou-se professores que, durante suas atividades,
aulas, provas e testes, solicitaram aos estudantes que sequer justificassem suas respostas,
pensamentos e conclusoes, menos ainda quando trata-se de uma aula ou oficina onde o

objetivo é provar um teorema, por exemplo.

Os fatos acima citados, somados a um interesse motivador, um sentimento de fazer
cientifico, de curiosidade, de criatividade, de questionamento dos estudantes de primeira,
segunda e terceira série do Ensino Médio, do CEMI de Taguatinga Norte, no ano de
2024, aliados a um professor que desde a educagao basica apresentava dificuldades em
memorizar ideias, definicoes e férmulas e sempre se questionava dos porqués de tudo
que era ensinado, resolve-se propor este trabalho que busca investigar os efeitos de cinco
oficinas envolvendo demonstragdes matematicas, no Ensino Médio. Além disso, propoem-
se um produto educacional diverso, em formato de site, capaz de armazenar as oficinas

testadas, além de jogos, animacoes e videos envolvendo demonstracoes.

Sendo assim, seguem os objetivos gerais e especificos do trabalho realizado, que

sao indissocidveis entre si e que se complementam, de modo geral.
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Objetivo Geral:

Analisar os efeitos de cinco oficinas centradas em demonstragoes matematicas junto
a um grupo de estudantes, da primeira a terceira série do Ensino Médio, de uma escola
publica do Distrito Federal.

Objetivos especificos:

- Elaborar planos de aula centrados em demonstragoes matematicas;

- Realizar intervencgoes pedagogicas, a partir dos planos de aula;

- Analisar a compreensao dos estudantes, a partir de suas produgoes escritas;

- Gerar discussoes com os estudantes sobre a efetividade desse processo realizado

e se de fato contribuiu com a aprendizagem dos mesmos;

- Publicar um site repositério para compartilhar os planos de aula gerados durante

a pesquisa.

Ressalta-se a importancia de conhecer as potencialidades e as dificuldades dos
estudantes antes de realizar uma dedugdao matematica em sala de aula, evitando assim
possiveis frustragoes, e que os objetivos elencados acima contemplam o grupo de alunos
que participaram do trabalho. E fundamental que o professor tenha dominio da metodo-
logia que sera aplicada a fim de proporcionar, de maneira mais efetiva, a aprendizagem

para seus estudantes.

Por fim, considerando tudo que foi abordado até aqui, nesta introducao, o presente
trabalho de dissertagao sera dividido da seguinte maneira: o capitulo 1 traz o referencial
tedrico que aborda temas envolvendo demonstragoes Matematicas e o contexto de sala de
aula de acordo com a BNCC e alguns tedricos. O capitulo 2 traz a abordagem matematica
do trabalho, como as dedugoes e as atividades foram realizadas e a metodologia adotada.
O capitulo 03 traz a producgao por parte dos estudantes, a opinidao deles a respeito das
atividades as quais participaram, o produto educacional, além de trazer os resultados,

quais objetivos foram atingidos, etc. Por fim, o capitulo 04 traz as consideragoes finais.
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1 Referencial teédrico

Este capitulo traz o referencial tedrico ao qual esta pesquisa se apoiou. Além
de uma abordagem e discussao a respeito das competéncias especificas e habilidades da
BNCC que abordam o tema das demonstracoes e dedugoes em sala de aula e quais as
vantagens e as potencialidades dessa acao, hd também um didlogo com outros teéricos

que ja exploraram o tema e trazem contribuicoes essenciais para este trabalho.

1.1 Aspectos Cognitivos das deducoes

A psicologia cognitiva vai definir a dedugao ou prova de afirmagoes nos seguintes
niveis: prova em acao, prova por exemplo genérica ou prova por generalizacao, prova

pragmatica, prova intelectual e provas matematicas.

De acordo com (Semadeni, Zbigniew, 1984), a prova em ag¢ao de uma afirmagao
¢ a mais elementar das provas e consiste basicamente em identificar um padrao que fun-
cione para algum exemplo (aqui é interessante que nao seja um exemplo trivial) e tentar
reconstruir as razoes formuladas pelo problema, até que as agoes fisicas deixem de ser
realizadas e que as agoes mentais se tornem o novo processo. Portanto, pode-se concluir
que a prova em acgao consiste no resultado da internalizacdo das ac¢des ao invés de uma
inferéncia logica propriamente dita. A figura abaixo segue como exemplo. Julgue a afir-
macao: a quantidade de triangulos brancos na imagem da figura 5 da sequéncia abaixo é

igual a 40.

Figura 1 — Triangulo de Sierpinski

A Y
(fonte:https://escolakids.uol.com.br/matematica/fractais.htm)

A afirmacao feita acima é verdadeira, pois o padrao que define a maneira como os
triangulos brancos sao construidos é dado por 3n+ 1, onde n ¢é a quantidade de tridngulos
brancos da figura anterior, por exemplo. E para se construir tal padrao, é necessario

tentar, testar e internalizar as a¢oes, como afirma a prova em agao.
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Segundo (Balacheff, Nicolas, 1988), a partir do momento em que o exemplo nao
¢ mais tomado como caso particular, mas como uma generalizacao de um todo, essa é
a prova por generalizacdo. O mesmo define prova pragmatica como aquelas que
dependem de agao, como por exemplo ter que desenhar as figuras 4 e 5 na figura 1 acima
para checar a afirmacao. E por fim, define prova intelectual como aquelas que necessitam

de propriedades dos objetos envolvidos e suas relagoes.

De acordo com (Rezende, J., Nasser, L, 1994), existem ainda mais niveis ou tipos
de prova, e vale citar: a justificativa pragmatica, quando o estudante confirma um
fato de acordo com a validagdo de apenas alguns casos particulares. A recorréncia a
uma autoridade, quando a justificativa se da a partir de um argumento que os alunos
adquiriram porque o professor citou em sala, ou porque constam nos livros didaticos. E
para finalizar, a justificativa por meio de grafico, quando graficos, desenhos ou figuras

sao construidos visando validar os argumentos.

Por fim, em um nivel mais complexo, tem-se as provas ou demonstracoes mate-
maticas, que podem ser feitas de diversas maneiras e usando diferentes tipos de argumen-
tagoes. Pode-se provar afirmagcoes usando o principio da inducao finita ou por contradicao,
por exemplo. H4 como provar afirmacoes por construcao e até por forga bruta. De acordo

com (Garnica, Antonio Vicente Marafioti, 2002):

a prova rigorosa, sendo elemento fundamental para entender a pratica
cientifica da Matemaética, seria também fundamental nos cursos de for-
magao de professores, ndo como mero recurso técnico, mas numa abor-
dagem critica, que possibilitasse uma visada panoramica nos modos de
producdo e manutencdo da “ideologia da certeza” para que, a partir
disso, pudessem ser produzidas formas alternativas de tratamento as
argumentacoes sobre os objetos matematicos em salas de aula reais.
(Garnica, 2002, p.3-4).

Vale ressaltar ainda que, de acordo com a teoria construtivista de Piaget, que
traz contribuig¢oes para este trabalho, existem diversos estagios de desenvolvimento da
crianca, que vai desde o estagio sensério-motor, de 0 a 2 anos de idade, onde o individuo
comeca a realizar repetidas agoes até a generalizacado da mesma, desenvolvendo reflexos
corporais, até o estagio operatério-formal, que é justamente o estagio onde os estudantes
do Ensino Médio encontram-se, em idade acima dos 12 anos, que é quando comecam a
pensar de maneira abstrata, deixando de lado a dependéncia, o vinculo com o mundo
real. E neste momento que os estudantes comecam a formular hipéteses, passando a
compreender e observar melhor construgoes e teorias, ou seja, é exatamente nessa fase

que os alunos sao capazes de desenvolver o pensamento hipotético-dedutivo.

De acordo com Piaget (Piaget, J. Hernandez, J., 1986), o papel inicial das ex-
periéncias logico-matematicas sao a preparagao necessaria e essencial para se chegar as

demonstragoes matematicas. Além disso, quando estas agoes sao simplesmente interi-
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orizadas e suficientes, o processo se torna inttil, pois ndo ocorre a transicdo da fase
operatoério-concreta para operatério-formal. Ou seja, entende-se, que em determinadas fa-
ses do desenvolvimento da crianga (até os 12 anos de idade), é necessaria uma abordagem

visando a utilizagao de material concreto nos processos de demonstragoes.

A compreensao dos estagios citados acima, definidos por Piaget, sao fundamentais
para compreender o estudante e seus aspectos do desenvolvimento cognitivo, pois evi-
denciam a transi¢do dos pensamentos vinculados ao concreto para a fase das elaboragoes
formais dedutivas. Entende-se também que estes avancos iniciam-se pelas agoes de sujeitos
ativos, que entendem o mundo por meio de suas relagoes com os objetos. O tedrico ainda
reforca o ensino reflexivo, formador do pensamento matematico, que traz o estudante a
interpretar e compreender problemas reais, que se opoe aos processos de memorizagao das

formulas e regras.

1.2 A BNCC e as demonstracoes Matematicas no contexto da sala

de aula.

A Base Nacional Comum Curricular (Ministério da Educagao, 2018) coloca as
demonstragoes e dedugoes matematicas como um elemento fundamental para o desenvol-
vimento do pensamento logico-matematico dos estudantes. Ela propoe que, desde os anos

iniciais do Ensino Fundamental, os alunos sejam estimulados a:

a) Justificar seus raciocinios: ao invés de apenas apresentar resultados, os estudan-
tes devem ser capazes de explicar como chegaram a determinada conclusao, utilizando

argumentos claros e coerentes.

b) Construir argumentos: a BNCC incentiva a produgao de argumentos matema-

ticos, nos quais os alunos utilizam conceitos e propriedades para defender suas ideias.

c¢) Verificar conjecturas: os estudantes devem ser capazes de formular hipdteses e

testa-las, utilizando diferentes estratégias para verificar se sao verdadeiras ou falsas.

d) Desenvolver o raciocinio dedutivo: a BNCC enfatiza a importancia de desen-

volver a capacidade de deduzir novas informacoes a partir de conhecimentos prévios.

Além disso, ao longo dos diferentes anos de escolaridade, a BNCC apresenta habi-
lidades especificas que, quando trabalhadas em conjunto, contribuem com o desenvolvi-
mento da capacidade de realizar dedugoes matematicas. Algumas habilidades incluem: a
identificacdo de padrdes para formulacao de conjecturas e a generalizacao de resultados,
permitindo que os estudantes construam teorias mais abrangentes. A utiliza¢ao de diferen-
tes representagoes (tabelas, graficos, diagramas) para facilitar a visualizagao de relagoes
e compreensao de conceitos. E, por fim, a aplicacao de conhecimentos e a utilizagao de

diferentes estratégias, incluindo as demonstragoes, para resolver problemas.
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Nos quadros abaixo, tabelas 01, 02 e 03, logo no inicio do cédigo da habilidade,
EF se refere a etapa da Educacao Basica, que no caso é o Ensino Fundamental e EM
é o Ensino Médio e os dois valores numéricos, logo na sequéncia, se referem ao ano. No
caso das habilidades do Ensino Médio, o valor numérico apés EM é sempre o mesmo (13).
Isso porque as habilidades no Ensino Médio podem ser trabalhadas da primeira a terceira
série. Tais habilidades foram retiradas da propria BNNC e abordam, de maneira direta e

indireta, o tema aqui trabalhado e discutido.

Tabela 1 — Habilidades - Ensino Fundamental |

Habilidades - Ensino Fundamental I

(EF01MA10) Descrever, apds o reconhecimento e a explicitagio de um
padrao (ou regularidade), os elementos ausentes em sequéncias recursivas de
nuimeros naturais, objetos ou figuras.

(EF04MA02) Mostrar, por decomposicao e composi¢ao, que todo niimero
natural pode ser escrito por meio de adi¢oes e multiplicagcées por poténcias
de dez, para compreender o sistema de numeracao decimal e desenvolver
estratégias de calculo.

(EF04MA10) Reconhecer que as regras do sistema de numeragao decimal
podem ser estendidas para a representacao decimal de um ntimero racional
e relacionar décimos e centésimos com a representacao do sistema monetario
brasileiro.

(EF04MA14) Reconhecer e mostrar, por meio de exemplos, que a relagao
de igualdade existente entre dois termos permanece quando se adiciona
ou se subtrai um mesmo niimero a cada um desses termos.

(EF05MA10) Concluir, por meio de investigagées, que a relacdo de igualdade
existente entre dois membros permanece ao adicionar, subtrair, multiplicar
ou dividir cada um desses membros por um mesmo nimero, para construir a
nocgao de equivaléncia.

(EF05MA20) Concluir, por meio de investigagGes, que figuras de perimetros
iguais podem ter areas diferentes e que, também, figuras que tém a mesma
area podem ter perimetros diferentes.

(Fonte: Elaborada pelo autor, a partir da BNCC (Brasil, 2025).)

Para os anos iniciais do Ensino Fundamental I, a BNNC estabelece a necessidade
da retomada da vivéncia cotidiana das criangas com os numeros, formas e espagos, mas
permitindo que as mesmas desenvolvam habilidades que possam ir além das aplicagoes dos
algoritmos usuais, como as quatro operagoes, por exemplo, visando alcancar um processo

de reflexao, sistematizacao e formalizagao. Além disso, aponta que

Na Matematica escolar, o processo de aprender uma noc¢ao em um con-
texto, abstrair e depois aplicid-la em outro contexto envolve capacidades
essenciais, como formular, empregar, interpretar e avaliar — criar, enfim
—, e ndo somente a resolucao de enunciados tipicos que sdo, muitas vezes,
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meros exercicios e apenas simulam alguma aprendizagem. (Ministério da

Educagao, 2018, p. 277)

Tabela 2 — Habilidades - Ensino Fundamental 11

Habilidades - Ensino Fundamental I1

(EF06MAZ23) Construir algoritmo para resolver situagoes passo a passo (como
na construcao de dobraduras ou na indicacao de deslocamento de um objeto
no plano segundo pontos de referéncia e distancias fornecidas etc.).

(EFO7MA23) Verificar relagdes entre os dngulos formados por retas paralelas
cortadas por uma transversal, com e sem uso de softwares de geometria
dinamica.

(EF07MA24) Construir tridngulos, usando régua e compasso, reconhecer a
condicao de existéncia do tridngulo quanto a medida dos lados e verificar
que a soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é 180°.
(EFO7TMAZ27) Calcular medidas de 4ngulos internos de poligonos regulares,
sem o uso de féormulas, e estabelecer relagoes entre dngulos internos e
externos de poligonos, preferencialmente vinculadas a construgao de
mosaicos e de ladrilhamentos.

(EF07TMA28) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um
algoritmo para a construcgao de um poligono regular (como quadrado

e tridngulo equilatero), conhecida a medida de seu lado.

(EFO8MA11) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica
recursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxograma que
permita indicar os nlimeros seguintes.

(EFO8MA14) Demonstrar propriedades de quadrildteros por meio da
identificacao da congruéncia de triangulos.

(EFO8MA16) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma,

um algoritmo para a construcao de um hexagono regular de qualquer
area, a partir da medida do angulo central e da utilizacao de esquadros
e compasso.

(EF09MA10) Demonstrar relagoes simples entre os dngulos formados
por retas paralelas cortadas por uma transversal.

(EF09MA13) Demonstrar relagoes métricas do tridngulo retangulo,
entre elas o teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhancga
de triangulos.

(EF09MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a
distancia entre dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses
pontos no plano cartesiano, sem o uso de férmulas, e utilizar esse
conhecimento para calcular, por exemplo, medidas de

perimetros e areas de figuras planas construidas no plano.

(Fonte: Elaborada pelo autor, a partir da BNCC (Brasil, 2025).)

Ja no que diz respeito ao Ensino Fundamental II, os aspectos do uso da comu-
nicacao matematica, com sua linguagem simbolica, da representagao e da argumentacao

matematica devem ser explorados e aprofundados. O documento ainda afirma que:

Além disso, nessa fase final do Ensino Fundamental, é importante ini-
ciar os alunos, gradativamente, na compreensao, analise e avaliacao da
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argumentacao matematica. Isso envolve a leitura de textos matematicos
e o desenvolvimento do senso critico em relagdo a argumentagao neles
utilizada. (Ministério da Educagéo, 2018, p. 299).

Tabela 3 — Habilidades - Ensino Médio

Habilidades - Ensino Médio

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtengdao da medida da
area de uma superficie (reconfiguragdes, aproximagio por cortes etc.) e
deduzir expressoes de calculo para aplica-las em situagoes reais (como

o remanejamento e a distribuicdo de plantagGes, entre outros), com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT501) Investigar relagGes entre niimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo
quando essa representacao é de fun¢ao polinomial de 1° grau.

(EM13MAT502) Investigar relagées entre niimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrées e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generalizagao, reconhecendo
quando essa representacio é de funcdo polinomial de 22 grau do tipo y = ax®.

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencao da medida do volume de
prismas, pirAmides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a
obtencao das féormulas de calculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou
sem apoio de aplicativos de geometria dinamica, para conjecturar a respeito
dos tipos ou composicao de poligonos que podem ser utilizados em
ladrilhamento, generalizando padroes observados.

(Fonte: Elaborada pelo autor, a partir da BNCC (Brasil, 2025).)

Por fim, no que diz respeito ao Ensino Médio, a competéncia especifica de ntimero
cinco da BNCC (Ministério da Educagao, 2018) vai tratar sobre o assunto das demons-

tragoes de maneira mais explicita. De acordo com a competéncia, tem-se que:

o desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupoe um conjunto
de habilidades voltadas as capacidades de investigacdo e de formulagao
de explicacoes e argumentos, que podem emergir de experiéncias em-
piricas — inducoes decorrentes de investigagoes e experimentacoes com
materiais concretos, apoios visuais e a utilizacdo de tecnologias digitais,
por exemplo. Ao formular conjecturas com base em suas investigagoes, os
estudantes devem buscar contraexemplos para refutd-las e, quando ne-
cessario, procurar argumentos para valida-las. Essa validagao nao pode
ser feita apenas com argumentos empiricos, mas deve trazer também
argumentos mais “formais”, incluindo a demonstragao de algumas pro-
posigoes. (Ministério da Educagao, 2018, p. 540)

Em resumo, de acordo com o estudo dos textos e as competéncias especificas conti-
das na BNCC, o documento norteador destaca a importancia das demonstragoes em sala
de aula, pois além de proporcionarem uma compreensao mais profunda dos conceitos ma-

tematicos, ja que durante o processo precisam relacionar diferentes ideias e propriedades,
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ajudam os estudantes com as resolucoes de problemas e possibilita o desenvolvimento do

pensamento critico, aprendendo a avaliar a validade de diferentes afirmacoes.

O documento ressalta também a importancia de iniciar os estudantes nesses proces-
sos de dedugoes ja nos anos iniciais, utilizando exemplos concretos e linguagem acessiveis,
além da proposta de problemas desafiadores, a criacdo de um ambiente colaborativo e a
utilizacao de diferentes recursos, tais como jogos, materiais manipulaveis e softwares edu-
cativos. De maneira complementar, (Amado, Nélia and Sanchez, Juan and Pinto, Jorge,
2015) justifica que introdugao tardia das demonstragoes no contexto de sala de aula pode
originar dificuldades na forma de pensar dedutivamente, tanto em tarefas que pressupoem

raciocinio dedutivo como nas demais.

1.3 Problematizando o tema das demonstracoes

De acordo com (Balacheff, Nicolas, 1988), o ensino da demonstracao, da prova Ma-
tematica, em varios paises tem se tornado um fracasso. Como consequéncia, as deducoes
Matematicas ou deixaram de existir nos curriculos da Educagdo Bésica, como ocorrera
na Franca, ou simplesmente passaram a ser ofertadas em cursos avancados de Algebra,
Geometria, etc, nos Estados Unidos. Em contrapartida, no curriculo de Portugal (Lisboa,
Ministério da Educagao, 2007), nota-se uma relevancia maior quando o assunto sao as

demonstragoes.

A partir dos fatos citados no paragrafo anterior, os problemas gerados sao tama-
nhos, por diversos fatores. Primeiro porque o conhecimento Matematico que é disseminado
e ensinado nas escolas se baseia fundamentalmente na prova, na validacdo de seus pro-
prios conceitos, teoremas, dentre outros. Segundo porque a prova matematica se torna,
de fato, um meio de comunicac¢do, nao somente entre os préprios matematicos, por de-
sempenhar um papel de validar afirmacgoes e trazer clareza a fatos, ou seja, acaba virando

um problema de contexto social.

Ainda segundo (Balacheff, Nicolas, 1988), para a maioria dos estudantes, as de-
monstragoes matematicas parecem ser apenas mais uma atividade comum de uma aula
de Matematica. Eles produzem apenas porque lhes é proposto e nao enxergam como algo
necessario em sua pratica académica, como uma ferramenta 1util. Isso se deve a maneira
como os estudantes sao inseridos neste cenario, que é completamente novo. Por isso, é
fundamental permitir que os estudantes, primeiramente, criem os proprios critérios para
validacao e revalidagao das afirmacoes matematicas que sao feitas em sala de aula, para

entao serem inseridos de fato nos processos de dedugoes propriamente ditos.

Outro fator de relevancia, que prejudica as demonstracoes em sala de aula, é a
formagao académica dos professores, além da falta de formacao continuada ou do incentivo

dela, como observado no Distrito Federal, e os varios problemas, lacunas e deficiéncias
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adquiridos ao longo do percurso de formacao, o que pode justificar o fato da nao utilizacao
das ferramentas de provas matematicas em sala de aula, por parte dos docentes, como

evidenciado por (Nasser, L and Tinoco, L, 1999).

Ainda de acordo com (Vianna, CCS, 1988), muitos sao os argumentos dos docentes
em relacdo a nao realizacao das demonstracoes em sala de aula, que vao desde falas que
ressaltam que a matematica deve ser ensinada sempre visando uma praticidade, para o dia
a dia, por exemplo, até argumentos que ressaltam uma incapacidade de aprendizagem dos
proprios estudantes, por falta de conhecimentos prévios, etc. A mesma ainda sugere uma
falta de conhecimento dos préprios professores no que diz respeito as provas e deducoes

matematicas.

A partir deste ponto, pode-se citar possiveis implicagoes e dificuldades, que podem
ter origem nos aspectos discutidos acima, principalmente no que diz respeito formacao

deficiente dos docentes, a falta de incentivo a formacao continuada, entre outros. Sao elas

-Superficialidade na aprendizagem: com a falta da necessidade de justifica-
tivas, os alunos podem acabar se contentando com respostas prontas e simplesmente se
apoiarem no processo de memorizagao, nao desenvolvendo assim um conhecimento mais

aprofundado dos conceitos matematicos;

-Dificuldades em problemas mais complexos: a falta de pratica em criar
justificativas plausiveis para os raciocinios pode dificultar a resoluc¢ao de problemas mais

complexos, que exigem maior construcao de argumentos logicos.

-Dificuldade em comunicar ideias matematicas: a capacidade de justificar
o raciocinio é fundamental para comunicar ideias mateméaticas de forma clara e precisa,

tanto para outros alunos e professores, quanto para a sociedade como um todo;

-Falta de desenvolvimento do pensamento critico e criativo: a exigéncia de
justificativas estimula o desenvolvimento do pensamento critico e criativo, a capacidade

de analisar informagoes, avaliar argumentos e tomar decisdes fundamentadas.



25

2 A metodologia do trabalho

Neste capitulo serao abordados a metodologia do trabalho, com a sua organizagao,
datas de aplicacoes das oficinas, turmas e ntimeros de participantes, além da abordagem
matematica das demonstracoes realizadas em sala de aula, os pré-requisitos observados,
entre outros aspectos, que sao indispensaveis para a compreensao do trabalho e da pes-

quisa.

Ressalta-se, inicialmente, que os estudantes passaram por uma avaliagao diagnos-
tica inicial, que sempre é realizada no comego do ano letivo, que buscou fazer um levanta-
mento dos assuntos que seriam trabalhados, abordando o tema das demonstragoes, além
de trazer também as fragilidades dos estudantes, ja mostrando os pré-requisitos que deve-
riam ser explorados, anteriores as oficinas. Além disso, demais professores da area foram

consultados, com o objetivo de entender quais os principais temas a serem trabalhados.

Partindo dai, 5 assuntos foram escolhidos, dado que estes atendiam também a
necessidade imediata do ptblico de estudantes que a escola atendeu, no ano de 2024. Foram
eles: progressoes aritméticas e geométricas; férmula resolutiva da equagao de segundo grau;
relacao entre o volume de prismas e piramides; logaritmos; soma dos angulos internos de

um poligono convexo de n lados.

A partir daqui, comecgou-se um trabalho baseado nos temas escolhidos que basica-
mente levou em consideragao trés momentos: o primeiro momento seria a produgao dos
materiais necessarios para que o segundo e terceiro momentos pudessem de fato ocor-
rer, que incluem nao somente os materiais onde os estudantes realizaram as dedugoes
ou justificariam algo, que foram impressos, os planos de aula que ja serviriam de apoio
para o produto educacional, mas também os formulérios do Google Forms, onde os estu-
dantes expressaram suas opinioes pessoais a respeito das atividades propostas. Em um
segundo momento, algumas demonstragoes matematicas, de maneira mais formal, seriam
realizadas no quadro, exatamente como explorado posteriormente, buscando inspirar e
apresentar aos estudantes o tema. Por fim, em um terceiro momento, os alunos foram
divididos em duplas ou grupos para que pudessem realizar a parte pratica da atividade
e, no fim, de maneira individual, responderem as perguntas do formulario. Esta foi, ba-
sicamente, a estrutura geral de todas as atividades realizadas ao longo da pesquisa. E
importante ressaltar que ao término de cada aula e agao, os alunos tiveram a devolutiva
sobre a atividade pratica e foi apresentado aos mesmos um possivel caminho para reso-
lucdo dos desafios. O Feedback constitui importante ferramenta no que diz respeito ao

ensino aprendizagem dos estudantes e deve ser sempre realizado.
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Considerando os apontamentos feitos em (Garnica, Antonio Vicente Marafioti,
2001), define-se que esta pesquisa caracteriza-se como qualitativa, pois: os resultados nao
sao definitivos e universais, ou seja, sao transitérios e podem variar considerando diferentes
contextos e momentos; nao é possivel estabelecer uma hipotese no inicio e comprova-la,
posteriormente, como ¢é feito na pesquisa quantitativa, e o objetivo aqui é aprofundar a
compreensao de um fendmeno, onde as conclusdes emergem do processo de investigacao,
ou seja, nao se estabelecem verdades definitivas; ndo é possivel, neste trabalho, propor
um modelo algoritmico, ou seja, ndo ha como estabelecer um conjunto rigido de passos ou
procedimentos a serem seguidos. Aqui a abordagem é mais flexivel e se moldam aos dados
que sao coletados e analisados ao longo do processo; ha a valorizagao da voz do participante
e do relato. Logo, nao existe uma verdade tnica estabelecida, mas uma multiplicidade de

visoes, comportamentos e ideias.

Em resumo, segundo Garnica, a pesquisa qualitativa se caracteriza a partir de um
processo dinamico e flexivel, que busca aprofundar a compreensao de fenémenos comple-
x0s, considerando a subjetividade e o contexto dos participantes, sem a rigidez de um
modelo pré-estabelecido e reconhecendo a transitoriedade e a contextualidade dos conhe-
cimentos produzidos, valorizando o didlogo, a negociagao e a emergéncia dos resultados a

partir dos dados coletados.
Contexto dos participantes da pesquisa e da escola

A escola em que o trabalho foi desenvolvido é o Centro de Ensino Médio Integrado
a Educacgao Profissional de Taguatinga, tinica escola com este perfil da regiao, localizada
na periferia, no setor M-norte. A mesma é uma representacao do que é o NEM. Encontra-
se, na mesma instituicdo de ensino, a Educagdo em Tempo Integral, com a oferta da
Formacao Geral Bésica (FGB) comum a todas as outras instituicoes, Itinerdarios Forma-
tivos Integradores (IFT’s), eletivas, projeto de vida, Formagao de Habitos Individuais e
Sociais (FHIS), além da oferta do curso técnico em computagao gréfica. Vale ressaltar que
a escola proporciona aos estudantes uma aprendizagem voltada a participacao e realiza-
cao de projetos, como os projetos que, anualmente, estao presentes nas Feiras de Ciéncias

organizadas pela SEEDF.

Sobre o publico, a escola atendeu cerca de 350 estudantes no ano de 2024, com
6 turmas de primeira série, 4 turmas de segunda série e 3 turmas de terceira série, que
inclusive sdo os primeiros estudantes a se formarem no curso técnico. Pela oferta diversa,
a mesma atende estudantes nao s6 da comunidade da M-norte, mas também do entorno,

principalmente de Aguas Lindas do Goids.

De acordo com (INEP, 2023) e o boletim divulgado, da prova aplicada em 2023,
os estudantes, no que diz respeito a proficiéncia em Matematica, obtiveram média de
264,51, subindo quase 4 pontos em relacao a 2019 e ficando menos de 1,5 pontos abaixo

da média de outras escolas com o mesmo perfil, o que reitera ainda mais a importancia
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deste trabalho realizado.

Além disso, os mesmos resultados apontam que os estudantes da terceira série
nao atingiram percentual algum na Distribuigdo Percentual dos Alunos do 3°/4° série do
Ensino Médio por Nivel de Proficiéncia nos niveis de 7 a 10, que sao niveis que exigem

um maior aprofundamento, abstracao e dominio da Matematica.

Como o produto educacional proposto é amplo, todas as turmas da escola, totali-
zando 14 turmas, participaram ao menos de uma das 5 agoes propostas ao longo do ano
de 2024, neste trabalho.

Ressalta-se que, adiante, serd apresentada a estrutura das oficinas realizadas em
sala de aula, com os estudantes, contendo os pré-requisitos que foram observados com este
publico especifico. Naturalmente, cada escola apresenta uma realidade e uma necessidade
que deve ser observada e levada em consideracao. Além disso, os planos de aulas estao

disponiveis, bem como os formularios padroes que os estudantes responderam.

2.1 Sobre Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas

Em relacao ao contetdo voltado as progressoes aritméticas e progressoes geomé-
tricas, participaram da oficina as turmas de A a F, da primeira série do Ensino Médio,
totalizando 200 estudantes, aproximadamente. A ideia da aula a qual as dedugoes ocorre-
ram, que, de fato, é mais tedrica, foi deduzir primeiramente a férmula para o termo geral
da progressao aritmética, utilizando recorréncia matematica. Em seguida, deduziu-se a
formula para a soma dos n termos da progressao aritmética. Por fim, os estudantes foram
desafiados a deduzir a férmula para o termo geral da PG, em duplas. A oficina ocorreu
entre os dias 02 e 13 de Setembro de 2024.

Naturalmente, o contetiddo envolvendo as progressoes acima citadas nao foi ex-
plorado de maneira imediata. Inicialmente, as aulas introdutoérias ao assunto abordavam
algumas sequéncias numéricas, como na figura 3 abaixo, por exemplo, e os estudantes
foram desafiados a encontrar os termos que faltavam. Em seguida, antes das defini¢oes
propriamente ditas, os alunos trabalharam com questoes envolvendo progressoes aritmé-
ticas e geométricas, ainda sendo desafiados a encontrar termos que faltavam, para entao
buscarem diferencas entre esses dois grupos de sequéncias. Com a atividade em questao,
os alunos ja conseguiam definir com as préprias palavras o que é uma PA e o que é uma
PG. Posteriormente, os estudantes foram apresentados as defini¢des formais das progres-
soes citadas. Foram definidas da seguinte maneira, de acordo com (Hefez, Abramo and
Aritmética, Colegao PROFMAT, 2009):

a)ProgressGes aritméticas: sequéncias numéricas onde a diferenga entre termos

consecutivos é constante;
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b)Progressoes geométricas: sequéncias numéricas onde o quociente entre ter-

mos consecutivos é constante.

Figura 2 — Aquecimento Pa e Pg

(1,1,2,3,5,8, 7,21, ... ) - sequéncia de Fibonacci
(D, S, T, Q,7,8,S) - dias da semana
(2,4, 6,7, 10, ...) - sequéncia dos pares
(1,3,5,7, 7,11, ...) - sequéncia dos {mpares
(1, 2,4, 8,7, 32, 64, ...) - sequéncia das poténcias de 2

(fonte: elaborada pelo autor)

Nas aulas seguintes, as formulas abaixo foram introduzidas e uma lista de exercicios
foi trabalhada com os estudantes e posteriormente corrigida, para sé entao a atividade
com as demonstragoes ser aplicada de fato. Tal lista de exercicios esta presente no plano de
aula da referida atividade. Nas formulas que seguem, n é a posicao do termo na progressao,
r é a razao da PA e q a razao da PG, e Sn representa a soma dos n termos da PA.

- Férmula para o termo geral da PA = a, = a; + (n — 1)r

- Soma dos n termos da PA = s, = W
- Férmula para o termo geral da PG = a, = a;.¢"*

Os pré requisitos observados, para que a atividade aplicada pudesse ser aproveitada

a0 Maximo, sdo, nao necessariamente nesta ordem:
- manipulagoes algébricas que envolvem uma igualdade;
- conhecer as defini¢bes das progressoes;

- conhecer a relagdo entre o n-ésimo termo, a razao e o termo de posi¢ao n — 1,

que no caso da PA é a,, = a,_1 +r , e em relacdo a PG é a, = a,,_1.¢;

- manipular sistema de equagdes com duas equagoes e duas incognitas, utilizando

a soma ou a subtracao entre as linhas.
Termo geral da progressao aritmética

Atendidos os pré-requisitos, as demonstracoes puderam ser realizadas. Inicial-
mente, tomou-se a sequéncia 1,2, 3,4, ... como exemplo. Em seguida, os alunos deveriam
perceber que é uma progressao aritmética de razao 1 e ay = 1,a9 = 2,a3 =3,...,a, = n,
e assim por diante. Por fim, construiu-se o termo de posicao n + 1 como uma soma entre

o termo de posi¢cao n mais a razao, como segue abaixo.
a1 = 1
a2:1—|—1:2:a1+1

a3:2+1:3:a2+1
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a100 = agg + 1

(pi1 = Qp + 1

Para a demonstracao da formula, é fundamental que os estudantes compreendam
a relagao acima citada. Além disso, a mesma ideia podera ser usada para demonstrar a

formula para o termo geral da progressao geométrica.

Por fim, toma-se uma progressao aritmética genérica de termos aq,as,as, ..., €

razao r. Seguindo as ideias acima, pode-se escrever:
o = a; +7r
as =as+r

a4 =as+r

Apy1 = QAp + 7

Agora, basta substituir as informacoes da linha 1 na linha 2, com o objetivo de
escrever todos os termos em fungdo apenas do primeiro termo (al) e da razao r, e assim

sucessivamente. Dessa maneira, obtém-se:
az=ag+r=a+r+r=a +2r
as=as+r=a; +2r+r=a; +3r
as =aq4+7r=a,+3r+r=a +4r

A partir daqui, os estudantes ja serao capazes de afirmar como deve ser o termo
@100, POr exemplo, e o termo asgg, mais a frente, notando que todos os termos tem o lado
direito da igualdade como a; mais um ntimero de vezes a razao, e que esse numero de vezes
a razao ¢ uma unidade menor que a posi¢ao do termo do lado esquerdo da igualdade. E

assim,
ags=as+r=a1+r+r=a+2r
ag=as+r=a,+2r+r=a;+3r

as=as+r=a,+3r+r=a; +4r

Q100 = Q1 + 99r
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G200 = Q1 + 199r

a, =a;+ (n—1)r,
como se desejava mostrar.
Soma dos n termos da progressao aritmética

Apos a deducao feita acima, toma-se a soma Sjgo =14+2+3+4+5+... + 100.
Os alunos devem identificar que se trata de uma progressao aritmética de razao 1, a; = 1
e aijpo = 100. Daqui, basta escrever a soma acima de outra maneira, tal qual, Sipy =
100 4+99+ 98 + 97+ 96 + ... + 1. Assim, tem-se:

Sigo=14+2+3+4+5+... +100
S100 =1004+99 + 98 + 97+ 96 + ... + 1.

O objetivo agora é notar que a soma dos extremos da primeira e segunda linhas
sao sempre iguais. Por exemplo: 100 + 1 = 101, 99 + 2 = 101, 98 + 3 = 101, 97 + 4
= 101, 96 + 5 = 101, 100 + 1 = 101. Agora, o préximo passo é notar que existem 100

somas que resultam em 101. Em outras palavras, somando-se as linhas, obtém-se:
25100 = 101.100 — 5100 = w

Agora, é necessario generalizar a situagao acima, notando que pode-se escrever

. 100+1).100 1100
101 = 100 + 1 = aqgp + a;. Dessa maneira, sigg = 101;00 = ( +2) = (a10°+;1) . Por
(an+al).n

2

fim, substituindo 100 por n, conclui-se que S,, = , como esperado.

Por fim, os estudantes ainda em dupla, foram desafiados a deduzir a formula para
o termo geral da progressao geométrica, na parte pratica da atividade, e alguns resultados

serao mostrados nos proximos capitulos.

Férmula para o termo geral da Progressao Geométrica, xadrez e os graos

de arroz

Inicialmente, conta-se uma histéria sobre o jogo de xadrez: a histéria retrata um
periodo, nao muito distante, onde um determinado Rei ficou encantado com o jogo de
xadrez, ao joga-lo pela primeira vez. O Rei, maravilhado, resolve oferecer um prémio ao
inventor do jogo. Dai entao, comega-se uma busca pelo tal criador. Quando encontrado, o
Rei o pergunta qual o prémio o mesmo desejava, e que poderia solicitar qualquer coisa. O
criador do jogo entao pede um grao de arroz pela primeira casa do tabuleiro, 2 graos pela
segunda, quatro graos pela terceira, oito graos pela quarta casa e assim sucessivamente,
sempre dobrando a quantidade de graos da casa anterior. O Rei, entao assustado, devido
ao pedido inusitado, pede imediatamente a seus contadores que contabilizem a quantidade

de graos de arroz e que entreguem imediatamente ao inventor do jogo.
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A partir dessa breve historia, que pode ser encenada pelos préprios estudantes ou
pelo préprio professor, de maneira artistica, os estudantes sao divididos em duplas, um
tabuleiro de xadrez impresso e um copo cheio com graos de arroz é entregue aos alunos. A
ideia é que eles estimem a quantidade de graos de arroz que o inventor do jogo receberia.
Além disso, apds a conclusao que o nimero de graos de arroz é enorme, pois, na ultima
casa tem-se 29 grios, comeca-se uma estimativa de onde essa quantidade poderia ser
estocada, por exemplo, ou quantas viagens de aviao sao necessarios para transportar o
volume total de graos, ou ainda, considerando o preco atual de um pacote com 5kg de

arroz, quantos reais o criador do jogo ganharia.

A tabela abaixo foi construida durante a aula, com a participacao dos estudantes,
para que a estimativa citada no paragrafo anterior fique ainda mais clara. Nota-se, por
exemplo, que na casa de ntimero 33, ja se alcangcou mais de 8 bilhdes de graos de arroz.

Somando a quantidade total de graos de arroz, tem-se 1,8 x 10 graos.

Tabela 4 — Quantidade de graos de arroz

Casa do tabuleiro Grios de arroz
(Considerando a primeira casa como 0)

0 1

1 2

2 4

3 8

4 16

5 32

6 64

7 128

8 256

9 512

10 1024

33 8589934592
34 17179869184
35 34359738368
62 4,61169E4-18
63 9,22337E+18
64 1,84467E 419

(elaborada pelo autor)

De acordo com (Arnaldo Gunzi, 2016), considerando que 100 graos de um tipo
especifico de arroz pesam 2,7 gramas, o entdo maior aviao ja construido, Antonov AN-225
Mriya, deveria fazer mais de 20 milhoes de viagens para transportar todo o arroz solicitado
pelo inventor do jogo. Outro fato interessante é que esse niimero de graos é equivalente

a 633 anos de uma producao em escala mundial de arroz. Isso demonstra o crescimento
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dessa progressao geométrica.

2.2 Sobre a Férmula Resolutiva da equacdo de segundo grau

A oficina em questao foi aplicada para as turmas A, D e F, da primeira série do
Ensino Médio, entre os dias de 16 a 20 de Setembro de 2024. Participaram da atividade 70
estudantes e o objetivo da aula foi deduzir, junto aos alunos, no quadro, a formula resolu-

tiva da equacdo de segundo grau, onde, dada a equacao az? + bz +c = 0, com a diferente

—bh/b%2—4ac
2a

de zero, as solugoes podem ser geradas por z = . Ressalta-se, novamente, que

antes de qualquer dedugao, os pré-requisitos sao observados, levantados e entao revisados

com os estudantes.

A ideia para dedugao foi usar a forma candnica da parabola, uma abordagem mais

algébrica, e os pré-requisitos observados foram:
- manipulagoes algébricas que envolvam uma igualdade;
- produtos notaveis, em especial o quadrado de uma soma;
- operagoes com fragoes;
- menor multiplo comum,;
- monomios e polinémios;
Férmula resolutiva da equacao de segundo grau

Atendidos os pré-requisitos, desejava-se chegar a conclusao que as solucoes para a

equacao ax’ +bx +c =0, com a # 0, podem ser geradas por ¢ = —bEvb-—dac V;f_‘lac. Tem-se que:
9 s bx ¢
ax*+br+c=alx"+—+ -] =0. (2.1)
a a
Vale notar agora que (z + = )? = 2 + % 4 %, ou ainda que (22 + %) = (z + £)* — %.
Portanto, pode-se reescrever a equacao tal da seguinte maneira:
2
br ¢ b v¥oooc
ar+br+e=al2*+—+-|=allz+—| —-=+-|=0. (2.2)
a a 2a 4a® = a
De —% + £, temos que —% + <= _bz;“f“ Logo,
L ’ P b 2+—b2+4ac b 2+—62+4ac
allz+—| ——S+—-|=allz+—| +—— | =alz+ ) +——— =
2a 4a?  a 2a 4a? 2a 4a
(2.3)
Para finalizar, deve-se somar —(%) em ambos os lados da igualdade e em se-

. T . . — /b2 —
guida, tomando a # 0, dividir ambos os lados por a. Assim, conclui-se que x = W

’

como esperado.

0.
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Esta aula pode ser inserida em diversos momentos, seja quando os alunos comecam
a buscar solugoes para equagoes de segundo grau, ainda no Ensino Fundamental II, seja
quando estao buscando as raizes da funcao de grau dois para construcao do grafico da

mesma, por exemplo, que é o caso.

2.3 Relacao entre o volume de Prismas e Piramides

A ideia para esta atividade surge da necessidade e da motivagao de responder a
pergunta de um estudante da terceira série do Ensino médio que, ao calcular o volume
de uma piramide, utilizando uma férmula que o mesmo possuia em suas anotagoes no
caderno, pergunta: “professor, por que eu devo dividir por trés? Por que nao dividir por

dois ou por cinco?”.

Ao longo do terceiro bimestre, do ano letivo de 2024, durante as aulas envolvendo
volume de prismas e pirdmides, percebe-se a dificuldade dos estudantes das turmas de
A a C, da terceira série do Ensino Médio, em compreender e aplicar as férmulas para
calcular volume de sélidos, apesar da abordagem meticulosa durante as aulas e de diversos

exercicios e exemplos resolvidos.

De acordo com (Ministério da Educacao, 2018),

a Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e pro-
cedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento. Assim, nesta unidade temética, estu-
dar posicao e deslocamentos no espaco, formas e relagoes entre elementos
de figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico
dos alunos. Esse pensamento é necessario para investigar propriedades,
fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes. (Mi-
nistério da Educagao, 2018, p. 271)

Para evitar a memorizacao das féormulas, os alunos tiveram aulas, no primeiro se-
mestre, que revisaram os métodos para se calcular a area de poligonos regulares, principal-
mente triangulos, quadrilateros de maneira geral, hexdgonos, circulos e circunferéncias.
Ja no segundo semestre, além das férmulas usuais para o calculo de volume de cubos,
paralelepipedos, prismas de base hexagonal, cilindros, piramides de bases triangulares,
quadradas, retangulares, pentagonais, hexagonais, e cones, as aulas reforcaram a seguinte

ideia, de acordo com (Muniz Neto, Antonio Caminha, 2013):

a) Para os prismas - O volume dos prismas retos é dado a partir de uma relagao
entre o produto da area da base pela altura do mesmo. O cilindro foi apresentado da

mesma maneira.

Volumep,isma = (Areadabase) x altura
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b) Para as piramides - O volume de qualquer piramide é calculado a partir de uma
relacao entre o produto de um terco da area da base pela altura. O cone foi apresentado

da mesma maneira.

Areadabase) x altura
Volumepiramidze = ( 3) )

Os pré-requisitos para que a atividade pudesse ser aplicada com maior aproveita-

mento, foram:

- compreender como calcular a area de figuras planas, de maneira geral, principal-

mente triangulos, quadrilateros de maneira geral e o hexagono;
- compreender o teorema de Pitagoras e como aplicé-lo;
- manipulagoes com nimeros decimais;
- compreender a diferenca entre prismas e piramides.

Antes de iniciar a oficina que visa mostrar que o volume da pirdmide é proporcional
a um terco do volume do respectivo prisma, é necessario citar aos estudantes o principio
de Cavalieri, que, de acordo com (Tose, Marina de Toledo, 2017), dois sélidos possuem
mesmo volume quando, além de possuirem mesma altura, possuem mesma area de seccao
transversal ao longo de qualquer ponto dessa referida altura. Ter mesma area de seccao
transversal implica basicamente em: se um plano qualquer, seja [, paralelo ao plano
que contém as bases de ambos os sélidos, seja «, interceptar os mesmos em uma altura
arbitraria, seja h’/, e as dreas dos respectivos poligonos gerados pela interseccao forem

iguais, entao o volume dos sélidos ¢é igual.

Figura 3 — Principio de Cavalieri
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(fonte: elaborada pelo autor)

As pirdmides utilizadas na parte pratica da atividade contida no plano da referida
acao, foram inicialmente construidas no software Geogebra Calculator e posteriormente
planificadas, para que os alunos pudessem recortar as mesmas, em uma impressao reali-

zada em folha A4, para entao formar trés figuras tridimenssionais.
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Apébs o conteudo ser trabalhado com os alunos, os pré-requisitos tratados e as
duvidas sanadas, estes foram divididos em grupos de até 4 pessoas, para que pudessem
colorir as pirdmides e organizar melhor as tarefas e os processos. A atividade foi proposta
a todos os estudantes da terceira série do Ensino Médio, das turmas de A a C, totalizando
60 estudantes.

A partir daqui, ja com as piramides montadas, os estudantes deveriam buscar as
posicoes corretas para encaixar as mesmas, formando assim um prisma, o que ja mostra,
visualmente, o porqué do volume da piramide ser proporcional a um terco do volume do

respectivo prisma (conclusao essa que os alunos conseguiram chegar por conta prépria).

Por fim, na tultima parte da atividade realizada, os alunos, com o auxilio de réguas
e calculadoras, tiraram as medidas necessarias das piramides para que pudessem calcular o
volume das mesmas e em sequéncia, realizaram o mesmo processo com o prisma montado,
para dai entao concluirem que, de fato, os volumes sao iguais ou entao aproximados
(aproximados devido a montagem que cada grupo realizou, uns com maior precisao do

que outros).

2.4 Logaritmo

O logaritmo costuma ser um contetido que assusta os estudantes, por diversos
fatores, como a dificuldade de enxergar aplicagoes relacionadas ao mesmo, de manipular
o proprio logaritmo, com suas propriedades especificas, por exemplo, ou uma defasagem
quando o assunto relacionado a poténcias foi introduzido, em anos anteriores, que é um

dos pré-requisitos para entender a dinamica e funcionamento do assunto.

Entendendo as questoes acima, resolve-se propor uma oficina interdisciplinar, en-
volvendo a Biologia, a Matematica, a Quimica e a Fisica, em uma aula que explora como
concluir a idade do planeta terra e outras questoes ligadas a datacao do carbono 14, por

exemplo, além de algumas questoes envolvendo terremotos.

Participaram da oficina 75 estudantes da segunda série do Ensino Médio, entre os

dias 19 e 29 de Setembro de 2024, e os pré -requisitos observados foram:
- compreender potenciacao e suas propriedades;

- compreender a definicdo de logaritmo, que pode ser escrito como uma igualdade
de poténcias;

- manipular e compreender as propriedades do logaritmo.

Iniciou-se as atividades revisando a definicao de logaritmo com os estudantes e
resolvendo algumas questoes menos contextualizadas, como uma maneira de aquecimento,

e com o objetivo de revisar as propriedades do logaritmo. Em seguida, abordou-se os temas

interdisciplinares citados.
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No que diz respeito a maneira de estimar a idade do planeta terra, ou uma delas,
que é de, aproximadamente, 4.5 bilhoes de anos de acordo com (Carneiro, Celso Dal Ré
and Mizusaki, Ana Maria Pimentel and de Almeida, Fernando Flavio Marques, 2005), a
ideia para a aula foi utilizar a férmula para o decaimento radioativo, que é uma funcao
exponencial, e a relagao do tempo de meia vida dos elementos radioativos, em especifico
do Urénio. De acordo com (Cardoso, Eliezer de Moura and others, 2000), quando uma
determinada quantidade de Uranio leva 4.5 bilhées de anos para decair metade desta
amostra. Entao, por exemplo, se hoje verificou-se 1kg de uranio, daqui a 4.5 bilhdes de
anos, essa mesma amostra somente apresentara 0.5kg de uranio. Os outros 0.5kg de uranio

decairam formando um elemento radioativo ligeiramente menos denso.

-

E dessa maneira que os especialistas concluiram, aproximadamente, a idade do
planeta. O maior desafio até entdao era encontrar uma rocha antiga, ou de maneira mais
precisa, a rocha mais antiga (ou muito préxima disso). Em seguida, sabendo que na
amostra havia uranio e ja conhecendo o tempo de meia vida do mesmo, bastava aplicar o
log em ambos os lados da igualdade, com o objetivo de isolar a variavel que diz respeito

ao tempo. E assim foi trabalhado em sala de aula, junto aos estudantes.

Em sequéncia, abordou-se o assunto dos terremotos em sala de aula e como a
ciéncia faz para medir a intensidade dos tremores, a energia dissipada por eles, e o qual a
conexao do logaritmo com o assunto. Além disso, os alunos tiveram acesso as férmulas e
puderam perceber que Richester e sua equipe utilizaram sabiamente o logaritmo para que
os dados reais das medigoes pudessem ser transformados em niimeros mais agradaveis,
por assim dizer. Por fim, considerando a localizacao da escola, os alunos tiveram acesso a
uma tabela que mostrou o que poderia ocorrer com a localidade nos tremores de escalas
de 0 a 10.

Por ultimo, os estudantes acompanharam as demonstragoes de quase todas as pro-
priedades do logaritmo, no quadro, de maneira mais algébrica, e em sequéncia se dividiram
em duplas para a realizacao da parte pratica da atividade, que no final, assim como todas
as oficinas propostas e de maneira individual, deveriam responder ao formuléario e regis-
trar suas opinioes a respeito da atividade a qual participaram. Neste caso, a atividade
pratica envolvia duas tarefas: a primeira delas diz respeito a uma cruzadinha com as pro-
priedades do logaritmo que os alunos deveriam completar. A segunda atividade apresenta
a demonstragao formal de uma das propriedades do logaritmo, que nao foi realizada no
quadro, em que algumas partes da prova foram extraidas, sendo exatamente o objetivo
dos estudantes completar as lacunas propositalmente criadas. E importante dizer que as

atividades devem ser realizadas pelos estudantes nesta ordem.
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Propriedades do Logaritmo

Com os pré-requisitos atendidos, deduziu-se, junto aos estudantes, as seguintes

propriedades referentes ao logaritmo:

loga(zy) = logax + log,.y; (2.4)
x
lOga(&) =:loga17—-logay; (2'5)
loga(z") = b(loga); (2.6)
logax = loget. (2.7)
9o = logea’ ’

com a, ¢, X e y positivos e a, ¢ e y nao nulos.

Tem-se que, para a linha (1.2), considere log,(xy) = M, log,x = N e log,y = O,

ou ainda, log,(ry) = M +— a™ = xy, loger = N +— a¥ =z e log,y = O +— a® = y.

M

De a™ = zy, podemos reescrever o lado esquerdo como: ¢ = 2y = a” x a®. Com a

M

relacdo a™ = aV x a9, temos que a™ = a"V x a® = V1O, ou seja, M = N + O. Ja que

loga(xy) = M, log,x = N e log,y = O, pode-se concluir que log,(xy) = log,x + l0gay.
Considerando a linha (1.3), tem-se que, tomando log,(}) = M, log.z = N e

log,y = O, ou ainda, loga(f) =M ¢+ a¥ = oo logar = N ¢— av =zelogy =0 +—

a® = y. De aV = i, podemos reescrever o lado esquerdo como: ¢V = £ = Z—g. Com a

)
relacdo aM = ‘;—g, temos que a™ = ‘;—g = a9 ouseja, M = N —0. Ja que loga(g) =M,

logsx = N e log,y = O, pode-se concluir que loga(ﬁ) = log,x — log,y.
J4 para a linha (1.4), pode-se tomar log,(z°) = M e (log,x) = N, ou ainda
loge(z?) = M +— a™ = 2° e (logaxr) = N +— a” = z. Como = = a, podemos

b N que resultard em a™ = a™’, o que implica em

reescrever a™ = x° como ¥ = (a

M = Nb. Ora, como M = Nb, e, sabendo que log,(2°) = M e (log,x) = N, pode-se

concluir que log,(2%) = b(log,x), como esperado.

Por fim, para a linha (1.5), tome log,z = M +— ™ =z, logex = N +— N ==z

e log.a = O <— c® = a. Podemos reescrever a™ = x como a™ = ¢V (ja que ¢V

(0]

= ).

Porém, como ¢ = a , temos que (c?)M = ¢V. Logo, OM = N, e como O ¢é diferente de

logcx

logeq» COMO esperado.
(&

zero, temos que M = %, ou seja, log,r =
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2.5 Soma dos angulos internos de um poligono regular

O objetivo da aula em questao foi, além de demonstrar a féormula para a soma
dos angulos internos de um poligono convexo de n lados, propor uma atividade pratica,
em duplas, onde uma demonstracgao, diferente da feita no quadro, foi apresentada, porém
com um erro. Os alunos deveriam inicialmente identificar o erro na demonstracao feita
e em sequéncia propor uma corre¢ao para que a conclusao correta pudesse ser tomada.
Participaram da oficina 60 estudantes de primeira série e a mesma ocorreu entre os dias
01 e 04 de outubro de 2024.

Inicialmente, a aula iniciou-se provando que a soma dos angulos internos de um
triangulo qualquer resulta em 180°, e aqui usou-se conceitos mais simples e visuais envol-
vendo retas paralelas cortadas por transversais, como feito no plano de aula da acao em
questao. Em sequéncia o mesmo processo ocorreu para um quadrilatero convexo qualquer.
A ideia aqui é, como os estudantes ja entendem o comportamento de uma progressao arit-
mética, que pudessem generalizar que, ao adicionar-se mais um lado ao poligono convexo
anterior, a soma dos angulos internos aumentaria em exatamente 180°. Utilizando o pro-
cesso de recorréncia Matematica, demonstrou-se que S,, = 180° x (n —2) é a formula que
representa a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados. Vale notar

que

Sy = 180°,
S, = 360° = 2 x 180°,
Ss = 540° = 3 x 180°

Sio0 = (100 — 2) x 180° = 98 x 180°

S, = 180° x (n — 2).

como esperado.

Utilizando retas paralelas cortadas por transversais, é interessante, inicialmente,
convencer os estudantes de que a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer
resulta em 180°, que para um quadrilatero convexo qualquer a soma ¢ igual a 360° e assim

sucessivamente, para que os primeiros termos da recorréncia acima fagam sentido de fato.

Em seguida, com os estudantes ja separados em duplas, receberam a atividade
pratica impressa para que pudessem analisar o erro e argumentar sobre. E importante
ressaltar que as duplas nao tiverem contato umas com as outras, apenas com os integrantes

da propria dupla.
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Participaram da atividade todos os estudantes das primeiras séries, turmas de A a
F, e os pré-requisitos observados para que a atividade pudesse ser aproveitada ao maximo

foram:

manipulacoes algébricas que envolvam uma igualdade;

resolucao de equacoes de grau um;

compreender as caracteristicas de uma Progressao Aritmética;

relacdo entre os angulos formados por retas paralelas cortadas por transversais.

2.6 Sobre os planos de aula

Neste trabalho, anexam-se os planos de aula das 5 oficinas realizadas, pois as
mesmas sao, essencialmente, a metodologia do trabalho de pesquisa aqui realizado. E
importante complementar que os detalhes aqui colocados se devem a intencao de que mais
professores possam aproveitar as atividades realizadas, adaptar, readaptar e complementar

os planos de aula de acordo com cada realidade.

Alguns apontamentos importantes: vale notar que o Cemi, por ter um curriculo
integrado, apresentarda uma organizacao curricular necessariamente atrelada a realidade
e ao perfil da escola. Ou seja, apesar de, por exemplo, a matriz de referéncia do PAS
citar que func¢ao exponencial deve ser trabalhada na primeira serie do Ensino Médio,
caso alguma disciplina do Ensino Técnico necessite do assunto no segundo ano do Ensino
Meédio, o planejamento sera reavaliado como tal, segundo a necessidade do préprio curso. A
BNCC (Ministério da Educagao, 2018) considera essa organizagao flexivel dos contetdos.
Além disso, deve-se levar em consideragao a recomposicao das aprendizagens, ainda mais
considerado um cenario pés-pandémico, como observado no estudo de caso, recentemente,
em (da Silva, Alvaro Carvalho Dias and Correia, Jorge Luiz Pereira and Pereira, Simone
Neves, 2023).
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3 Resultados, producoes dos estudantes, dis-
cussoes das experiéncias e o produto edu-

cacional

Neste capitulo serao apresentados: os resultados da pesquisa realizada, a producao
por parte dos estudantes no que diz respeito a cada atividade e aula elaborada, a opiniao
deles a respeito das respectivas participagoes nas oficinas e também sobre os aspectos das
demonstragoes matematicas no contexto da sala de aula, discussoes do ponto de vista do
professor, em sala de aula, que acompanhou os estudantes durante os processos, além do

produto educacional e suas ferramentas.

De maneira geral, em todas as oficinas propostas, os estudantes responderam a
um Google Forms no fim de cada atividade, que foi mudando ao longo das execugoes,
dado que a primeira série, por exemplo, teve acesso a um nimero maior de atividades
aplicadas (trés atividades no total), e ndo havia a necessidade de repetir perguntas as

quais os alunos ja haviam respondido anteriormente.

Os Formulérios apresentaram, em geral, a mesma estrutura. As principais pergun-

tas feitas e respondidas pelos estudantes foram:

1- Vocé observa que possui dificuldades em compreender os contetidos relacionados

a Mateméatica?

2- Vocé ja conhecia o que é uma demonstracao Matematica ou ja participou de

uma?’
3- Vocé ja conhecia a demonstragdo apresentada na atividade em que participou?
4- Vocé compreendeu a demonstracao feita em sala de aula?
5- A demonstragao a qual participou contribuiu com sua aprendizagem?

6- A partir de agora, dada a sua participacdo na atividade, vocé acredita que

conseguird aplicar a formula (ou conceito) com maior facilidade?

7- Vocé acha importante que o processo ao qual participou ocorra com mais con-

teidos e com maior frequéncia?
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3.1 Atividade envolvendo Progressoes aritméticas e geométricas

No que diz respeito a aplicacao da atividade envolvendo Progressoes aritméticas e
geométricas, a mesma ocorreu durante as semanas do dia 02 a 13 de setembro de 2024,
devido a quantidade de alunos que participaram da ac¢ao. Esta foi a primeira agao realizada
e quase todos os estudantes da primeira série participaram (os alunos que faltaram no dia,

eventualmente, nao participaram). Ao todo, 134 estudantes responderam ao formulério.

Logo na primeira pergunta do formuldrio, somente 17, 2% dos estudantes marcaram
que nao apresentam dificuldades em compreender contetidos relacionados a matematica.
Isso corresponde a menos de 24 alunos, o que ressalta ainda mais a importancia de um
trabalho como este. Quase 40% dos participantes afirmaram possuir dificuldades quando

0 assunto é matematica.

Figura 4 — Formulario envolvendo Pa e Pg - 1

Vocé observa que possui dificuldades em compreender os contetdos
relacionados a Matematica?

134 respostas

® Sim
@ Nio

Parcialmente

39,6%

(fonte: formulério respondido pelos estudantes)

Dos estudantes que responderam sim ou parcialmente, a justificativa para a nao
compreensao de conteidos matematicos, de maneira geral, sao diversas, e vao desde difi-
culdades de concentracao e falta de atencao até uma base matematica defasada. Seguem
algumas respostas, considerando a pergunta sobre a compreensao dos contetdos relacio-

nados & Matemaética.

"Eu nunca consigo compreender nada que envolva a matematica, e isso
vem se arrastando ao longo dos anos (Aluno 1)"

"Dificuldade para prestar atencao (Aluno 2)"

"N&o sei Matemadtica basica desde a 6% série (Aluno 3)

"Costumo ter dificuldade em memorizar os casos em que cada férmula é
aplicada. Em alguns contetidos, como Radiciagdo ou medida de km/h na
fisica, por exemplo, existem muitos detalhes que mudam o método ou
a férmula, logo, como tenho maior afinidade com as ciéncias humanas,
tenho dificuldade de memorizar apenas por memorizar, sem entender a
légica por tras (Aluno 4)"

Ja no que diz respeito a participacao dos estudantes em processos de demonstragoes

anteriores, quase 60% dos estudantes de primeira série, que participaram da atividade,
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responderam nao conhecer uma demonstracao matemaética, e somente 27,6% afirmaram

uma participacao em anos escolares anteriores.

Figura 5 — Formulario envolvendo Pa e Pg - 4

Vocé ja conhecia o que € uma demonstragdo Matematica ou ja participou de

uma?

134 respostas

® Sim
® Nio
Parciaimente

(fonte: formuldrio respondido pelos estudantes)

Quando questionados se a atividade, de alguma forma, foi produtiva para eles, se

os mesmos gostaram de participar de uma atividade nao convencional, como foi feito e

sobre a importancia de que tais atividades ocorram com maior frequéncia, as respostas

foram, basicamente, positivas. Seguem algumas das respostas coletadas.

"Sim. Gostei, primeira vez que eu entendi um contetido e ndo apenas
decorei simplesmente porque sim (Aluno 1)"

"Gostei pois permite pensarmos em como resolver problemas tanto do
dia & dia quanto mateméticos (Aluno 2)"

"Eu gostei da forma em que aprendemos. Achei diferente e revoluciona-
rio. Acredito que dessa forma que nés aprendemos mais facil de frisar
um conteudo que vocé nao tenha facilidade de compreender (Aluno 3)"

"Parcialmente (Aluno 4)"
"Nao gostei muito (Aluno 5)"

"Gostei, mas tenho uma certa dificuldade pra efetuar o problema (Aluno
6)"

"Sem duvida alguma é de extrema importancia que processos como este
ocorram com frequéncia. Nao s6 na matéria na qual foi aplicada, mas
também nas outras, para que o entendimento do aluno interessado se
torne um caminho menos complexo (Aluno 7)"

"Sim, pois me ajuda a compreender a féormula, ja que tenho uma extrema
dificuldade em decorar férmulas de qualquer género (Aluno 8)"

"N&o necessariamente (Aluno 9)

De acordo com os participantes, mais de 70% responderam que a demonstracao a

qual participaram contribuiu com a aprendizagem, assim como quase 70% deles compre-

endeu de maneira integral o processo de prova realizado, e apenas 9, 7% nao compreendeu

o que foi feito.
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Figura 6 — Formulario envolvendo Pa e Pg - 7

A demonstracao a qual participou contribuiu com sua aprendizagem?

134 respostas

® Sm
@ Nio
@ Parcialmente

(fonte: formulério respondido pelos estudantes)

Figura 7 — Formuléario envolvendo Pa e Pg - 8

Vocé compreendeu a demonstragéo feita em sala de aula?

134 respostas

@ Sim
@ Nio

@ Parcialmente

(fonte: formuldrio respondido pelos estudantes)

Por fim, 50, 7% dos alunos responderam ser capazes de, a partir da participacao
na atividade, aplicar a férmula ou conceito com maior facilidade, e apenas 18, 7% respon-

deram nao ser capazes.

Figura 8 — Formulério envolvendo Pa e Pg - 9

A partir de agora, dada a sua participacao na atividade, vocé acredita que
conseguira aplicar a formula (ou conceito) com maior facilidade?

134 respostas

@® Sim
® Nio
@ Parcialmente

(fonte: formulério respondido pelos estudantes)

No que diz respeito a producao escrita dos estudantes, nesta atividade em questao,
a proposta estabelecia que eles, em duplas, a partir de um material impresso, que esta
disponibilizado no plano de aula da atividade aplicada, nos anexos, pudessem chegar a
formula para o termo geral da Progressao Geométrica, utilizando recorréncia matematica.

Ressalta-se que os estudantes tiveram cerca de 45 minutos para entregar o material e que
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as duplas nao interagiram entre si. Além disso, ndo houve interferéncia externa, seja de

outros professores ou do aplicador.

Inicialmente, o que pode-se perceber, pela andlise geral do material coletado, é que
um relativo nimero de estudantes deixou a atividade em branco ou respondeu algo como
“nao compreendi o que é para ser feito”, ou entao iniciou um raciocinio e nao o concluiu
(realizou a atividade de maneira incompleta), cerca de 5 duplas por turma. Seguem abaixo
dois exemplos. Na primeira figura (figura 09), os estudantes nao conseguiram concluir, ja

na segunda (figura 10), os alunos nao entenderam o que deveria ser feito.

Figura 9 — Produgao dos estudantes - 1

Pesquisa para o Mestrado Profi: I em Mat !_S.E!

em Rede N

PROFMAT

3 - Férmula para o termo geral da Progressio
Aritmética e da Progressao Geométrica

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Considerando a recorréncia que foi feita anteriormente para mostrar que o termo geral da Progressio
Antrr_xetma de)teymos a1,02,03,84, ..., Gr,, de 18280 1, é an = a; + {n — 1) x 7, faca o mesmo para uma Pro-
gressdo Geumeltnca de termos ay,as,a3,4a4,...,a, € razio g, para concluir que o termo geral a,, é dado por

= n— e = pge e
an = a1 X ¢"7'. Lembrem-se: clareza e objeiividade sdo essenciais. Busque utilizar argumentos matemaéticos
para, justificar os processos.
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(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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Figura 10 — Produgao dos estudantes - 2

Pesquisa para 0 Mestrado Profissional em itica em Rede Nacional @isem FA..,

| 3 - Férmula para o termo geral da Progressao
Aritmética e da Progressio Geométrica

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Consid a recorréncia que foi feita para mostrar que o termo geral da Progressio
Aritmética de termos aj,az,6,as, .., ap, de razéo 1, é an = ay + (n — 1) x r, faca o mesmo para uma Pro-
gressio Geométrica de termos ay,az, a3, 04,...,ay ¢ razio q, para concluir que o termo geral a, ¢ dado por
a, = a; X ¢"7'. Lembrem-se: clareza e objetividade sdo essenciais, Busque utilizar argumentos mateméticos
para justificar os processos.

ﬂéﬂ QNm/Y:F/ mnes.

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)

O aluno da figura 09 inseriu informagoes relevantes para o leitor, definiu os termos
de maneira precisa e compreendeu a relagdo entre o n-ésimo termo e o expoente da po-
téncia que tem como base a propria razao da progressao geométrica (n-ésimo menos um),

porém, nao concluiu a férmula para o termo de posi¢do n, como deveria.

De modo geral, em relacao aos estudantes que compreenderam e conseguiram cum-
prir com os objetivos da atividade, tem-se basicamente dois grupos: um grupo que, de fato
¢ maior, cerca de 47 duplas, usou como base um exemplo de uma progressao geométrica
fixada, para entender o comportamento da mesma e a relagao entre os préximos termos, o
termo anterior e a razao, e a partir dai utilizou uma generalizacao para chegar no resultado
esperado, e outro grupo, cerca de 15 duplas, que simplesmente se apoiou na dedugao feita
anteriormente, no quadro, envolvendo progressoes aritméticas e, basicamente, efetuou o

mesmo processo, apenas substituindo a operacao realizada. Seguem abaixo dois exemplos:

Figura 11 — Producao dos estudantes - 3

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional Bisaw A2

PROMAT

3 - Férmula para o termo geral da Progressio
Aritmética e da Progressao Geométrica

= =

Lucas Felipe Farias de Luna ' Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Considerando a recorréncia que foi feita anteriormente para mostrar que o termo geral da Progressio
Arltr{\etm delte_rmus @1,02,a3, 04, ..., Gn, de Taz&0 1, é an = a3 + (n — 1) x r, faca o0 mesmo para uma Pro-
gressdo Geométrica de termos a, a3, a3, a4, ..., a, e razéo q, para concluir que o termo geral a, é dado por

e Eraie . 198, 01 : e e
an = a1 x ¢"~!. Lembrem-se: clareza e objetividade sio essenciais. Busque utilizar argumentos mateméticos

para justificar os processos. )
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Mutt}a X/MFA/""(M—/”’H, 2 =n 03

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)



Capitulo 3. Resultados, produgées dos estudantes, discussoes das experiéncias e o produto educaciondd6

Figura 12 — Produgao dos estudantes - 4

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional —q—s-w MofAm\‘

3 - Férmula para o termo geral da Progressao
Aritmética e da Progressio Geométrica

T

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Considerando a recorréncia que foi feita anteriormente para mostrar que o termo geral da Progressio
Antrgetlca de,celrmos ay,0a3,d3,4s, ...,ar, de razéo r, é a, = a; + {n — 1) x r, faga 0 mesmo para uma Pro-
gressao Geométrica de termos ay,as,a3,a4,...,a, € Tazdo q, para concluir que o termo geral a, é dado por

an = a1 X ¢"~1. Lembrem-se: clareza e objetividade sdo essenciais. Busque utilizar argumentos mateméticos
para justificar os processos.
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(fonte: atividade respondida pelos estudantes)

Os estudantes acima, apesar de mais objetivos que o primeiro citado anteriormente,
além de toda a compreensao entre as relagoes dos termos antecessores e sucessores de uma
progressao Geométrica, e como a razao se comporta entre eles, conseguiram generalizar a

situagao para um termo de posi¢ao n qualquer, que era exatamente o objetivo da tarefa.

Durante a aplicagao da oficina, notou-se que os estudantes realmente se envolve-
ram. Participaram, aproveitaram para tirar dividas e perguntar sobre as aplica¢oes desses
conteudos no dia a dia. Naturalmente, quando a atividade entrou em um momento mais
pratico, como, por exemplo, no momento em que eles estavam com os graos de arroz e
cada dupla pensava a respeito do desafio e, posteriormente, quando estimava-se sobre
essa quantidade de graos, onde estocar, etc, a participacao dos estudantes foi quase que
total. A préopria BNCC incentiva essa construgao de conhecimentos voltada a aulas mais
exploratérias e dinamicas, com foco voltado totalmente na producao dos préoprios alunos.
Além disso, como notado acima, nas opinioes coletadas, mais de 70% dos estudantes gos-
taram da atividade e compreenderam nao s6 o objetivo da mesma, mas também de onde

as féormulas sao geradas, construidas, e como as demonstragoes ajudam nesse sentido.
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Entende-se, considerando a opiniao dos estudantes e o que desenvolveram de pro-
ducao escrita, que essa atividade atingiu seus objetivos e foi produtiva. Muitos estudantes,
apesar de um primeiro contato com demonstragoes matematicas, conseguiram chegar na
formula para o termo geral da progressao geométrica e entenderam a importancia deste
processo. Do ponto de vista pedagdgico, acredita-se que, com os pré-requisitos bem tra-
balhados e o assunto sendo tratado e apresentado no momento certo, os alunos podem
realmente criar mecanismos, a partir de estratégias de dedugao e provas matematicas, que
possam possibilitar a ndo memorizagao das formulas e também a facilitacao na compre-

ensao de itens mais complexos, onde a resolugao envolva mais etapas.

3.2 Atividade envolvendo a Férmula resolutiva da equacao de se-

gundo grau

Em relacao a atividade envolvendo a férmula resolutiva da equagdo de segundo
grau, participaram da atividade apenas trés turmas de primeira série, devido ao calendario
e organizacao da propria escola durante essa semana. A atividade ocorreu entre os dias
16 a 20 de setembro de 2024 e, ao todo, 70 estudantes estavam presentes e puderam
acompanhar o processo de demonstragao da féormula, porém, apenas 56 responderam ao
formulario. Ressalta-se que essa atividade, entre todas as aplicadas, foi a que os estudantes
apresentaram mais duvidas, e, por isso, houve a necessidade de voltar em contetdos
prévios, durante a dedugao, por mais que ja abordados de maneira prévia, como, por
exemplo, produtos notaveis, operacoes com fragoes e operagoes com monomios envolvendo

fragoes.

Considera-se que parte desta dificuldade de compreensao, desta deducao em espe-
cifico, esta relacionada a falta de afinidade dos estudantes com processos deste tipo, mais
algébricos, dado que nesta prova, em especifico, a abordagem escolhida foi, realmente,
mais voltada a uma linguagem matematica mais pura e densa. Outro fator de relevan-
cia, dificultador, foi o fato da atividade nao apresentar em sua estrutura um momento
mais pratico, apesar da participagao dos alunos, de maneira quase total, durante todo o

processo de deducao.

Durante o processo de prova, os estudantes foram questionados a todo instante
sobre a validade do que estava sendo realizado: “se o a é diferente de zero, pode-se real-
mente dividir os dois lados da igualdade por a? E correto realizar esse processo? O MMC
entre a e 4a foi realizado de maneira correta? Ha algum erro no quadro? Por que aquele
mais ou menos deve aparecer ali depois de extrair-se a raiz quadrada de ambos os lados
da igualdade?”. Além disso, ocorreu em uma turma de um estudante aceitar ir ao quadro

realizar pequenos processos durante a prova, como operar as fragoes, por exemplo.



Capitulo 3. Resultados, produgées dos estudantes, discussoes das experiéncias e o produto educacion8

Ja no que diz respeito a coleta de opinides, via formulario, apenas dois estudantes
(3,6%) marcaram nao quando perguntados sobre a compreensao da demonstragao rea-
lizada, e 32,1% marcaram que compreenderam parcialmente. As justificativas dos que
marcaram nao ou parcialmente estdao centradas em “o processo foi longo demais e acabei
me perdendo”, “alguns trechos ficaram confusos” e “nao conseguiria reproduzir o processo

sozinho”. Seguem abaixo alguns comentarios dos estudantes.

Figura 13 — Formulario envolvendo féormula resolutiva da equagdo de segundo grau - 1

Vocé compreendeu a demonstragéo feita em sala de aula?

56 respostas

@® Sim
® Nio

Parcialmente

64,3%

(fonte: formuldrio respondido pelos estudantes)

"Algumas das partes da explicacéo foi um pouco dificil pra compreender
pois eu tenho um pouco de dificuldade em matemética (Aluno 1)"

"Entendi com a ajuda do professor, mas fazendo por conta prépria eu
nao seria capaz de reproduzir da mesma forma (Aluno 2)"

"Me perdi (Aluno 3)"
"Entendi Parcialmente porque precisa entender muita coisa (Aluno 4)"
"Muita informagéo (Aluno 5)"

"Muita coisa para aprender em uma aula (Aluno 6)"

No que diz respeito a visao de quem aplicou a atividade, alguns estudantes se
mostraram muito surpresos com o resultado, afirmando até que pensavam que o processo
daria errado, pois a férmula parecia muito distante do que estava sendo apresentado no

quadro. Em contrapartida, esta foi a atividade de menor envolvimento dos alunos.

Quando perguntados sobre a contribuicao da demonstragdo para a aprendizagem
dos mesmos, 46 estudantes afirmam que a atividade contribuiu, contra apenas 4 que
marcaram que nao. Segue abaixo algumas respostas dos estudantes sobre essa contribuicao

(ou nao).
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Figura 14 — Formulario envolvendo férmula resolutiva da equacao de segundo grau - 3

A demonstragéo a qual participou contribuiu com sua aprendizagem?

56 respostas

® Sim
@ Nio
Parcialmente

(fonte: formuldrio respondido pelos estudantes)

"Me ajudou, pois quando me apresentam apenas a formula eu ndo con-
sigo aprender a mesma, e com a resolugao eu entendo como a férmula
funciona, assim decorando-a com mais facilidade (Aluno 1)"

"E sempre bom mais uma explicagdo (Aluno 2)"
"Na compreensdo detalhada da matéria (Aluno 3)"

"Mostrar como tudo aquilo surgiu é muito importante para compreensao
(Aluno 4)"

"Deu uma ajuda a mais, certo hora fiquei perdido mas depois ficou me-
lhor explicado (Aluno 5)"

"N&o entendi muito esse contetdo (Aluno 6)"

"Quando precisar usar a férmula nao vou mais esquecer a ordem em
que deve ser escrita pois a demonstracdo foi impressionante e me ajudou
entender tudo o que eu entendia parcialmente (Aluno 7)"

"Foi legal ver os conceitos na pratica porque assim ficou mais facil de
entender (Aluno 8)"

Apesar das dificuldades observadas durante o processo de deducao, que levou um
horério duplo para ser realizado (cerca de 1 hora e 30 minutos), acredita-se que os objetivos
pensados para a mesma foram alcancados e que os estudantes, em maioria, entenderam

processo dedutivo, ou pelo menos as partes mais fundamentais dele.

Notou-se, nesta atividade, por ser mais algébrica, que os estudantes apresentaram
uma dificuldade acentuada, o que pode indicar que este tipo de demonstra¢ao possui uma
limitagao, talvez pela falta de uma parte pratica, ou de um momento mais ltidico e menos
abstrato, ou até mesmo pela falta de préatica dos estudantes com a linguagem matematica

em sua esséncia mais pura.
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3.3 Atividade envolvendo a Relacao entre o volume de Prismas e
Piramides

Sobre a atividade envolvendo a Relac¢ao entre o volume de prismas e piramides, que
foi aplicada entre os dias 4 a 13 de setembro de 2024, com os estudantes da terceira série
do Ensino Médio, participaram da atividade e responderam ao formulario um total de 46
estudantes. Ressalta-se aqui que, o CEMI Taguatinga, no ano de 2024, tinha apenas trés
turmas de terceira série. Considerando o ntimero de estudantes frequentes, as terceiras

séries totalizavam um ntmero inferior a 75 alunos.

Em resumo a essa atividade, os estudantes, inicialmente deveriam montar trés
piramides que lhes foram entregues impressas e planificadas, e, posteriormente, buscar
uma maneira de encaixar as mesmas em posi¢oes especificas e tnicas a fim de gerar um
prisma, o que sugere que o volume de uma dessas piramides deveria ser proporcional a um
terco do volume do referido prisma. Inicialmente, a demanda dos préprios estudantes foi
que pudessem colorir as piramides para em sequéncia conseguir concluir a primeira parte
da tarefa, e assim foi feito. Por estas razoes, a atividade durou cerca de 2 horarios duplos
(aproximadamente 3 horas), separados ao longo da mesma semana. As duas imagens
abaixo mostram como as pirdmides devem ser posicionadas e foram produzidas pelos

proprios alunos.

Figura 15 — Relagao entre o volume de prismas e pirdmides

(fonte: producao dos estudantes)

Outra maneira de abordar essa fase inicial desta aplicacao é utilizar uma constru-
¢ao similar, s6 que feita no software Geogebra, como disponibilizado no site produto desta

dissertacao.
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Na sequéncia, os estudantes deveriam utilizar régua e calculadora para verificar,
de maneira aproximada, que os volumes das trés pirdmides eram iguais (ou aproximados),
na sequéncia deveriam calcular o volume do prisma montado, e, por fim, concluirem que a
soma dos volumes das trés pirdmides é o volume do proprio prisma, ou aproximadamente

1SS0.

De maneira geral, observou-se que os estudantes, que foram divididos em trios,
a fim de otimizar as tarefas de pintura das piramides e as medig¢oes e calculos citados
acima, compreenderam bem o objetivo da atividade. Apenas dois trios ndo conseguiram
concluir todos os calculos e verificar que a relacao é de fato valida. Abaixo, seguem trés
exemplos: no primeiro, os estudantes, apesar de tirarem as medidas, ndo concluiram os
calculos. No segundo, os alunos, apesar de erros, no momento da escrita, e de conceitos
ou defini¢oes, como onde cita que vai dividir por dois e na verdade é por trés, ou quando
cita que “ o valor de uma piramide é base x altura”, provavelmente se referindo ao volume
da pirdmide, foram os que mais se aproximaram dos resultados esperados (a diferenca
entre os volumes comparados foi um pouco maior do que 0,5), e mesmo com os erros,
durante o processo dos calculos, é possivel notar que foram realizados de maneira correta.
Para que os calculos realizados pelos estudantes fiquem mais claros, durante a observacao
da aplicacao da atividade, os alunos estavam calculando o volume das piramides, quase
que em maioria, de uma mesma maneira: primeiro escolhiam um tridngulo retangulo
para ser a base da piramide, por razoes naturais; em um segundo momento mediam os
lados desse tridngulo com a régua (base e altura); em seguida multiplicavam os valores
encontrados para, dai entao, dividir o resultado deste produto por dois, razao pela qual
aparece a divisado por dois na segunda imagem e em varias outras coletadas. Por fim, na
ultima imagem, percebe-se que os estudantes foram bem mais objetivos que os da segunda
imagem, realizaram os calculos com uma boa precisdo, porém, no fim, no momento de
comparar a soma dos volumes das piramides com o volume do prisma, deixaram apenas
a soma 25,058 + 25,058 + 26, 32, que resulta em 76,436 (uma diferenga maior do que 1

na comparagao esperada entre os volumes).



Capitulo 3. Resultados, produgées dos estudantes, discussoes das experiéncias e o produto educacionab2

Figura 16 — Produgao dos estudantes - 5

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional L= Rl PROFMAT

1 - Relacao entre o volume de prismas e piramides

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Agora que jd construiram as trés piramides de bases triangulares e verificaram (visualmente) que as mes-
mas, encaixadas de maneira correta, formam um prisma de base triangular, o que mostra que Volumeyi,amide =
%V olumey,isma, utilizem régua e calculadora como instrumentos de auxilio para calcular os volumes aproxima-
dos das trés piramides, separadamente, e do prisma (montado), para primeiro concluir que os volumes das trés
piramides sdo iguais (ou aproximados), e depois concluir que um ter¢o do volume do prisma equivale ao volume
de qualquer uma das trés piramides. Registre aqui seus célculos de maneira objetiva e organizada.
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(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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Figura 17 — Produgao dos estudantes - 6
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1 - Relacgao entre o volume de prismas e piramides
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Agora que ja construiram as trés piramides de bases triangulares e verificaram (visualmente) que as mes-
mas, encaixadas de maneira correta, formam um prisma de base triangular, o que mostra que Volumepiramide =
%anumcp,‘isma, utilizem régua e calculadora como instrumentos de auxilio para calcular os volumes aproxima-
dos das trés piramides, separadamente, e do prisma (montado), para primeiro concluir que os volumes das trés
piramides sao iguais (ou aproximados), e depois concluir que um tergo do volume do prisma equivale ao volume
de qualquer uma das trés piramides. Registre aqui seus calculos de maneira objetiva e organizada.
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(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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Figura 18 — Producao dos estudantes -7

Wisem 4

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional PROIMAT

1 - Relagao entre o volume de prismas e piramides

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Agora que j& construiram as trés pirdmides de bases triangulares e verificaram (visualmente) que as mes-
mas, encaixadas de maneira correta, formam um prisma de base triangular, o que mostra que Volumepiramide =
%V olumepyisma, utilizem régua e calculadora como instrumentos de auxilio para calcular os volumes aproxima-
dos das trés piramides, separadamente, e do prisma (montado), para primeiro concluir que os volumes das trés
pirdmides sdo iguais (ou aproximados), e depois concluir que um tergo do volume do prisma equivale ao volume
de qualquer uma das trés piramides. Registre aqui seus cdlculos de maneira objetiva e organizada.
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(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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Como a atividade foi a primeira e tinica realizada com a terceira série, o formulario
para coleta de opinides dos estudantes é semelhante ao utilizado na atividade 5.1., deste
capitulo. Quando questionados sobre as dificuldades em compreender contetidos matemé-
ticos, apenas 13 estudantes (31%) afirmaram nao possuir dificuldades. De acordo com os
que possuem dificuldade, parcial ou nao, as causas sao diversas, desde falta de atencao e
concentracao, a falta de prética e dificuldades com interpretagao de itens. Seguem alguns

comentarios dos alunos.

Figura 19 — Formuléario envolvendo a relagao entre o volume de prismas e piramides - 1

Vocé observa que possui dificuldades em compreender os contetdos
relacionados a Matematica?

42 respostas

® Sim
® Nio

Parcialmente

(fonte: formulédrio respondido pelos estudantes)

"Ajudou a aula ndo ser a mesma coisa de sempre, mas algo diferente
(Aluno 1)"

"Essa atividade me ajudou bastante, foi mais facil de entender o contetido
apresentado (Aluno 2)"

"Ter uma demonstracao pratica da relagdo entre as formas geométricas
me deu uma melhor noc¢do do porqué a férmula que aprendemos é do
que jeito que é (Aluno 3)"

"Eu ndo conseguia imaginar nem compreender como 3 pirdmides forma-
vam um prisma (Aluno 4)"

"Ver na pratica os pedacos se conectando e podendo medir diretamente
com a régua facilita a compreensao do célculo (Aluno 5)"

"Com o objeto em maos consegui ver todas as partes do prisma e calcula-
las sem precisas imaginar (Aluno 6)"

"Consegui visualizar o motivo do porque sempre dividir por 3 a pirdmide
(Aluno 7)"

"A visibilidade fez com que o conteddo fixasse mais na mente (Aluno 8)"

De modo geral, observa-se que os estudantes se envolveram com a atividade devido
a sua natureza ludica e pratica. Acredita-se que os objetivos para a mesma foram de fato
atingidos e a atividade foi muito produtiva, para todos. Durante a aplicacao da atividade,
os estudantes apresentaram duvidas na utilizagao do instrumento de medidas (se deveriam
comegar a medir no 0 ou no 1 presentes na régua), e alguns trios apontaram dificuldades
em medir uma altura. Apesar de tais problemas, houve uma intervencao no sentido de

ajudéa-los com essas questoes e a atividade seguiu normalmente.
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3.4 Atividade envolvendo Logaritmos

A atividade envolvendo logaritmos foi aplicada para as segundas séries durante o
periodo de 19 a 29 de setembro de 2024. Ao todo, participaram da atividade 4 turmas, com
28 alunos em média. Apesar de uma grande participagdo no que diz respeito a produgao
escrita, por parte dos estudantes, e uma participacao destes, quase que total, durante as
aulas, com a deducao das propriedades e com as aplicagoes do logaritmo, poucos estu-
dantes responderam ao formulario (apenas 35 estudantes). Como ja citado anteriormente,
a escola, pela proposta de proporcionar um ambiente de estudos, em tempo integral,
integrado ao ensino técnico profissionalizante, possibilita muitas saidas de campo aos es-
tudantes e, por este motivo, alguns acabaram nao respondendo ao formulario. Ressalta-se
também que essa atividade foi a que mais levou tempo, pela dificuldade que os estudantes
encontraram, durando um pouco mais do que 4 horas de encontro e que a mesma nao

ocorreu no mesmo dia, mas ao longo do periodo citado acima.

No que diz respeito a segunda série, apenas 7 alunos (20%) afirmaram nao possuir
dificuldades em compreender conteiidos matematicos. Dos que afirmaram possuir dificul-
dades, parcialmente ou nao, as causas, de acordo com os mesmos, estao centradas em

falta de atencao e problemas de concentracao e dificuldades de aprendizado.

Figura 20 — Formulario envolvendo logaritmos - 1

Vocé observa que possui dificuldades em compreender os contelidos
relacionados a Matematica?

35 respostas

® Sim
@ Nio

Parciaimente

(fonte: formulédrio respondido pelos estudantes)

Além disso, apenas dois estudantes (5,7%) afirmaram nao terem compreendido
as demonstracoes feitas em sala de aula e mais de 90% dos participantes marcaram que
a demonstragao, de alguma maneira, contribuiu com o processo de aprendizagem dos

mesmos, e apenas um alunos marcou nao ter contribuido.
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Figura 21 — Formulario envolvendo logaritmos - 2

Vocé compreendeu a demonstragdo feita em sala de aula?

35 respostas

® Sim
® Nao

Parcialmente

(fonte: formuldrio respondido pelos estudantes)

Figura 22 — Formulario envolvendo logaritmos - 3
A demonstragéo a qual participou contribuiu com sua aprendizagem?

35 respostas

® Sim
® Nio

/ Parcialmente

(fonte: formuldrio respondido pelos estudantes)

Quando questionados sobre como essas demonstragdes contribuiram (ou nao) com
a atividade, os alunos evidenciam a importancia de se trabalhar temas muito abstratos,
como o caso do logaritmo, de maneira a aproxima-los mais de aplicagoes relacionadas ao
dia a dia, por mais que terremotos e datacao do carbono 14 ainda seja um exemplo muito

distante.

Durante a aplicacao da atividade, percebeu-se um interesse muito incomum dos
estudantes a respeito do tema, tanto quando abordou-se a idade do planeta terra e os
métodos utilizados para chegar a tais conclusoes, quanto quando o assunto dos terremo-
tos foi explorado. Os alunos apresentaram muitas dividas interessantes e a percepcao que
obteve-se naquele momento foi a de que estavam realmente inseridos naquele processo,
interessados em entender os aspectos das aplicagoes do logaritmo entre aqueles contextos.
Mesmo quando a aula terminou, e os alunos puderam sair para o intervalo, alguns estu-
dantes permaneceram em sala tirando duvidas e fazendo perguntas sobre o tema. Como
citado acima, poucos estudantes de fato nao compreenderam as demonstragoes realizadas

no quadro, o que é um bom indicativo. Seguem as opinides de alguns estudantes abaixo.



Capitulo 3. Resultados, produgées dos estudantes, discussoes das experiéncias e o produto educacionad8

"Fu aprendi mais como se usa logaritmo e como ele é importante na
aprendizagem (Aluno 1)"

"Acredito que a demonstracdo faz com que o contetdo fique mais fixado
na mente (Aluno 2)"

"Além de trazer sentido para as féormulas, a demonstracao desbloqueou
formas de raciocinar que poderei aplicar em outras situagoes (Aluno 3)"

"Entender como chegar no resultado me ajudou a compreender como faz
(Aluno 4)"

No que diz respeito a producao escrita dos estudantes, apés uma analise minuciosa,
pode-se separar esta producgao, basicamente, em trés grupos, sendo o primeiro maior, em
quantidade de estudantes e o ultimo menor: um grupo onde os estudantes conseguiram
cumprir as duas atividades de maneira significativa, todos os conceitos corretos, e a de-
monstragao com as lacunas corrigidas; outro grupo que iniciou a tarefa, mas nao concluiu,
talvez por uma questao de tempo, porém, até onde produziram, fizeram de maneira asser-
tiva; e o ultimo é o grupo dos estudantes que cometeram algum erro. Lembrando que, na
producao escrita, todos os estudantes presentes no dia da aplicacao puderam participar,
ou seja, ¢ uma producao de quase 120 estudantes, de maneira individual. Abaixo seguem

dois exemplos do primeiro grupo, que conseguiu concluir com éxito a atividade.

Figura 23 — Producao dos estudantes -8

% sem

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional ety mﬁ.‘ﬁ‘..

1- Propriedades do logaritmo

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Considerando as demonstragoes que foram feitas em sala de aula, e que a, b, ¢, x e y sao niimeros reais,
com a e ¢ positivos, ndo nulos e diferentes de 1, e x e y positivos, complete a cruzadinha de propriedades do
logaritmo. Utilizem o espago em branco, logo abaixo da Figura 1.1, para justificar, de maneira clara e objetiva,
como completaram as lacunas da cruzadinha.

loga(%) logey
i I
log, (z x y) = {’33X + [(}sz )
6 [eq C
[033 Y = b 3 l 03:?/ £ j?{

Figura 1.1: Cruzadinha - Propriedades do Logaritmo

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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Figura 24 — Produgao dos estudantes -9

E
3
H
z
5

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional

1- Propriedades do logaritmo - parte 02

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Analise a demonstragao abaixo e tente completar corretamente as lacunas apresentadas.

Desejamos mostrar que log,(z X y) :W& logay. Para tal, tome que log,(z X y) = M
(1), logez = N (2) e logay = O (3). Pela definicao de log, sabemos que Sa% [y x> se, e somente

se, a® = b. Portanto, podemos reescrever (1), (2) e (3) das seguintes maneiras:

(1) = o =Xy | (1.1)
2 =d"=2 (1.2)
(3) = =y (13)

Agora, substituindo as informagdes das linhas (1.2) e (1.3) na linha (1.1), teremos:

Q=¥ =zxy= 5”‘ x .:E |=a"*@ (1.4)

De acordo com a iltima igualdade, temos duas poténcias que sdo iguais (a™ = a™¥*9), e, para
isso ocorrer de fato, precisamos garantir que as bases e os expoentes sejam idénticos. Vale notar
que a base coincide. Portanto, resta que"ﬁ\l}= N + O (4). Para finalizar, basta observar que
M =log.(z X y), N = log,z e O = log,y.

Ou seja, podemos reescrever (4) da seguite maneira:

M=[x . w [FV+0- Llﬁc;)wu\_m%w ............................... | a9

Ou ainda, - , como gostariamos de demonstrar.
n 9 i *

! Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)

As duas proximas imagens se referem ao grupo que eventualmente nao completou

a tarefa e o grupo dos estudantes que completaram, porém, com algum erro, respecti-
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vamente. Na primeira imagem, nota-se que o estudante deixou apenas duas lacunas da
cruzadinha a serem completadas, enquanto que na segunda imagem, na equacao da li-
nha (1.5) o estudante acabou escrevendo, do lado direito da igualdade, a operagao de

multiplicacao ao invés da soma, que seria o correto.
Figura 25 — Producao dos estudantes - 10
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Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional el m:m‘u

1- Propriedades do logaritmo

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Considerando as demonstra¢oes que foram feitas em sala de aula, e que a, b, ¢, x e y sdo nimeros reais,
com a e ¢ positivos, ndo nulos e diferentes de 1, e x e y positivos, complete a cruzadinha de propriedades do
logaritmo. Utilizem o espago em branco, logo abaixo da Figura 1.1, para justificar, de maneira clara e objetiva,
como completaram as lacunas da cruzadinha.

loga(%) log.y
i [

log,(x x y) = ma x . 9&%@»

b X EL&DXC\Y

Figura 1.1: Cruzadinha - Propriedades do Logaritmo

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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Figura 26 — Producgao dos estudantes - 11

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional !_§_§M Psﬁ\r

1- Propriedades do logaritmo - parte 02

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Analise a demonstragio abaixo e tente completar corretamente as lacunas apresentadas.

Desejamos mostrar que log,(z X y) =m+ log,y. Para tal, tome que log,(z X y) = M
(1), logex = N (2) e logey = O (3). Pela definigao de log, sabemos que , s, e somente

se, a® = b. Portanto, podemos reescrever (1), (2) e (3) das seguintes maneiras:
() =a* =[x,y | (11)

(2) =+a"¥ =z (1.2)

@)=y =y (13)

Agora, substituindo as informagoes das linhas (1.2) e (1.3) na linha (1.1), teremos:

fij=%aM =z ¥y= é’;EE:::N*”O (1.4)

De acordo com a iltima igualdade, temos duas poténcias que sdo iguais (a™ = a¥*©)

, €, para
isso ocorrer de fato, precisamos garantir que as bases e os expoentes sejam idénticos. Vale notar
que a base coincide. Portanto, resta quem_‘= N + O (4). Para finalizar, basta observar que
M =log,(z X y), N = log,x e O = log,y.

Ou seja, podemos reescrever (4) da seguite maneira:

iy ) gt | w9
Ou ainda, M 1 /)r e f 20 j /’0 y I , como gostariamos de demonstrar.
7 i o

! Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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3.5 Atividade envolvendo soma dos angulos internos de um poli-

gono convexo

De inicio, vale citar que, devido a atividade envolvendo progressoes aritméticas e
geométricas, os estudantes demonstraram uma maior facilidade com a proposta apresen-
tada nas secoes envolvendo soma dos angulos internos de um poligono convexo, no que
diz respeito nao somente a compreensao da deduc¢ao envolvendo recorréncia matematica,

mas também na producao, na parte pratica da atividade.

A atividade em questdao ocorreu entre os dias 01 e 04 de outubro de 2024. Par-
ticiparam da atividade um total de 60 estudantes (trés turmas distintas), e os mesmos,
diferente das demais oficinas, foram entrevistados oralmente pelo professor aplicador, apds
a conclusao da atividade pratica. Tal entrevista tinha o objetivo de coletar a opiniao dos

alunos no que diz respeito a participacao na atividade.

Em relagao a producgao escrita dos estudantes, quanto a parte pratica da acao, que,
assim como as demais, foi realizada em duplas, apenas 3 duplas nao atingiram o resultado
esperado. Estes, nao conseguiram entender o problema gerado pela afirmacao errada que
foi feita no enunciado do problema, e apenas escreveram que nao conseguiram entender.

Segue um exemplo abaixo.

Figura 27 — Producao dos estudantes - 12

) Som oo
Basi Matemdtica em Rede N 1 mas>om PROMMAT

Pesquisa para 0 Mestrado Pr l em

2 - Soma dos angulos internos de um poligono convexo |

Lucas Felipe Farias de Luna i Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Considerem o Poligono convexo da Figura 1.1, que foi dividido, & partir do ponto O, em n tr:éngau;os. Co;no jé
provado, sabemos que a soma dos angulos internos de um- _triimgnlo qualquer resulta em 180°. Dado que foram

formados n triangulos, podemos afirmar entdo que a soma
& 180° x n.

dos angulos internos do referido poligono de n lados

Figura 1.1: Representagéo de um poligono convexo de n lados

(iﬁal o erro da afirmagio feita acima? Procure justificar sua resposta de maneira clara e objetiva, além de

utilizar argumentos matematicos.
y"b./)

Yhoe Comvndaguira? ComPUL

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
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Em resumo, considerando os demais alunos que conseguiram alcancar, de ma-
neira geral, o objetivo da atividade, percebe-se que as demais duplas conseguiram, todas,
identificar que o problema estava no angulo gerado no centro do poligono de n lados apre-
sentado (que resulta exatamente em 360 graus). Quatro duplas ndo souberam explicar,
de maneira explicita, ou com argumentos matematicos, qual seria a consequéncia desse
dngulo, e apenas confirmaram o que foi explanado no capitulo 02 (recorréncia a uma
autoridade), citando apenas a férmula correta que foi apresentada em sala. Na imagem
abaixo, percebe-se, no canto superior esquerdo, que a dupla até realizou um desenho do

angulo de cada triangulo que deveria ser desconsiderado.
Figura 28 — Producao dos estudantes - 13

Pesquisa para o Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional s PROIMAT

2 - Soma dos angulos internos de um poligono convexo

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli ?

Considerem o Poligono convexo da Figura 1.1, que foi dividido, a partir do ponto O, em n triangulos. Como ji
provado, sabemos que a soma dos angulos internos de um triangnlo qualquer resulta em 180°. Dado que foram
formados n triangulos, podemos afirmar entdo que a soma dos angulos internos do referido poligono de n lados
¢ 180° x n.

1690
- %o
‘weo ado 5

ado 3

Figura 1.1: Representacao de um poligono convexo de n lados

Qual o erro da afirmagio feita acima? Procure justificar sua resposta de maneira clara e objetiva, além de
ntilizar argnmentos matematicos.

A s .
: WW%

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)

Por fim, as demais duplas, além de identificar o problema citado anteriormente,

conseguiram concluir, de maneira satisfatoria, o objetivo da atividade. Seguem alguns
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exemplos abaixo.

Figura 29 — Producao dos estudantes - 14

Figura 1.1: Representacdo de um poligono convexo de n lados

Qual o erro da afirmagdo feita acima? Procure justificar sua resposta de maneira clara e objetiva. além de

utilizar argumentos matematicos.
b Logr o cants 187, foares induinds o4 Gngulic bo

Uw'\'\fr\szl Yoy 5 Evd’w, & U\ﬁef S0 SulsTro

2 &Ef\' gt da v, o 4 56 Leorio 4800 (n-2).

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)

Figura 30 — Producao dos estudantes - 15

Figura 1.1: Representa¢ao de um poligono convexo de n lados

Qual o erro da afirmagao feita acima? Procure justificar sua resposta de maneira clara e objetiva. além de
utilizar argumentos mateméticos.

@m WIoU v A0 v b
y I O e 7480 - (n-2) poTMe
vel Mxﬁb\obcpavm%w S~ S . ’

\QMQJM@Q, m.olsm,wwomo«, OWONWQ%MOH: :
WG‘OW, %%WMIMMWM%QQO
o, Spudon 6 mrai 956 drm Goimepulon, mis ela veuolin
UOx’Y‘*‘-” Moe\nﬂvauenmuwmmmdmL5éo)

Tor Dm\twwwq«u,m LSO&/\&) Qo it
W\mmeO W\RABUQUM\OW\M,Q?;(;O@ e

(fonte: atividade respondida pelos estudantes)
Figura 31 — Producgao dos estudantes - 16

Figura 1.1: Representacido de um poligono convexo de n lados

Qual o erro da afirmagio feita acima? Procure justificar sua resposta de maneira clara e objetiva, além de
utilizar argumentos matcmaticos.

R-, W MEarL o A1w‘x\l&§ \JNAL"JY“Q\CL Um PJ\‘QPW:“ M‘”Qﬂ”“‘a
o m@m,\ ﬁh LON\}(@S \ ptf\lfvrxe © WV\L&ALS ‘dw&\ml
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(fonte: atividade respondida pelos estudantes)

Entende-se, a partir do que foi visto acima e considerando todo o material coletado
e analisado, que os objetivos pensados para a atividade em questao foram atingidos e que

esta acao foi a que os estudantes mais tiveram facilidade e melhor desempenho, sendo
também a tultima acao realizada nesta pesquisa.
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No que diz respeito a entrevista realizada com as duplas, a maioria achou a ativi-
dade interessante e ressaltaram que ¢ importante conhecer o porqué da férmula funcionar
de determinada maneira. Algumas duplas responderam que nao conseguiram entender a

deducao e que acharam os processos complexos.

3.6 Sobre o produto educacional

A ideia do produto educacional, inicialmente, surge a partir da intencao de dis-
seminar e registrar as cinco oficinas realizadas ao longo desta pesquisa, entendendo que
as mesmas, além de produtivas e de despertarem o interesse dos estudantes, de certo
modo, proporcionam o aprofundamento dos conhecimentos matematicos e trazem manei-
ras diferentes de se trabalhar os conteidos aqui explanados. Em um segundo momento,
decidiu-se criar um site que pudesse armazenar os planos de aula utilizados nas oficinas,
buscando também mais ferramentas para alimenta-lo, como jogos, animagoes e videos
envolvendo o tema das demonstracoes matematicas. Portanto, o produto educacional é

uma composi¢ao, uma uniao, entre os planos de aula e o site criado.

O produto educacional foi fundamental durante a aplicacao das atividades de de-
ducao, em sala de aula, pois todos os estudantes passaram pelo jogo de andlise diagnéstica
presente no site. O mesmo foi fundamental para fazer um levantamento inicial a respeito
das dificuldades dos estudantes. Foi a partir dai que levantou-se a necessidade de se traba-
lhar menor multiplo comum, maior divisor comum, multiplos, divisores, fragoes, operacoes
com fracoes, operacdes com nimeros inteiros, equagoes de primeiro grau, equagoes de se-
gundo grau, etc, para que entao as dedugoes pudessem ser tratadas de maneira mais

formal.

Figura 32 — Produto educacional - 1

MATEMI'\TIC,A NO ENSINO
MEDIO

OLA!

Caro(a) professor(a) e/ou estudante, aqui vocé encontraré propostas de como trabalhar
efou exercitar determinados contetdos voltados a Matemética de maneira criativa e
divertida

(fonte: imagem do site)
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O site criado pode ser acessado pelo link <https://sites.google.com/view/ma
thverseprofmatunb /p%C3%Algina-inicial>. O mesmo foi gerado de maneira gratuita,
via Google Sites, e apresenta uma série de funcionalidades que, vao desde os planos de
aulas aqui explorados e aplicados, que sao essenciais, compoe e sao parte do produto
educacional, até jogos de autoria prépria visando, um deles, trabalhar com uma atividade
diagnostica para estudantes da primeira série do Ensino Médio e o outro jogo com objetivo
de trabalhar uma revisdo sobre a teoria de conjuntos numéricos. A ideia é que o site seja

acessado tanto por professores quanto por estudantes.

Desta maneira, seguem os objetivos do produto educacional, que sao indissociaveis

entre si:

- servir de repositério para armazenamento e download, e de canal para divulgagao,

para os planos de aula desenvolvidos no trabalho de dissertacao;

- servir de repositério para armazenamento e download da dissertacao a qual o

produto educacional atrela-se;

- considerar e trazer maneiras diferentes e criativas de se trabalhar contetidos

voltados as demonstracoes matematicas, como jogos, animagoes, material ludico, etc;

- divulgar maneiras de se trabalhar assuntos complexos, de maneira interdiscipli-

nar, conectando a matematicas as demais ciéncias;

- trazer uma avaliagao diagndstica inicial, ou uma ideia de como se trabalhar uma,

para os professores que desejam aproveitar, aplicar e melhorar as cinco oficinas ja testadas;
- permitir o acesso a estudantes e professores a pagina;

- permitir que estudantes possam acessar aos jogos propostos, com a supervisao ou

nao do professor, para realizar uma revisao ou aprofundamento de contetidos e conceitos;

- trazer maneiras de como se trabalhar determinadas demonstragoes matematicas

em sala de aula;

Sobre os jogos do produto educacional: o primeiro envolve a avaliacao diagnostica
e foi produzido utilizando a pagina <https://wordwall.net/pt>. As perguntas elaboradas
foram criadas de acordo com a experiéncia pessoal do professor regente. Os estudantes
que chegam ao CEMI, eventualmente, e quase que sempre, vem de escolas de Ensino
Fundamental especificas, e, geralmente, apresentam lacunas de aprendizagem muito pa-
recidas. No jogo em questao, as perguntas foram elaboradas considerando os conteidos
citados no primeiro paragrafo desta secdo. A dindmica do jogo é relativamente simples
e o funcionamento ¢ feito associando os cards de perguntas aos cards de resposta, como

mostrado na figura abaixo.


https://sites.google.com/view/mathverseprofmatunb/p%C3%A1gina-inicial
https://sites.google.com/view/mathverseprofmatunb/p%C3%A1gina-inicial
https://wordwall.net/pt
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Figura 33 — Produto educacional - 2
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(fonte: imagem do site)

O segundo jogo trata do tema envolvendo Teoria de Conjuntos, e foi divido em
duas partes. A parte 1 do jogo funciona como um aquecimento, com questoes envolvendo
operagoes basicas com conjuntos numéricos. A parte 2 aborda um aspecto mais tedrico
do assunto e visa demonstrar as férmulas para o nimero de elementos da uniao entre dois

e trés conjuntos.

Sobre a aplicagao dos jogos em sala de aula, os estudantes participaram massiva-
mente do primeiro jogo. Como ja citado, ele foi indispensavel para aplicagao das oficinas
envolvendo as demonstracoes. Ja o segundo jogo, poucos estudantes puderam participar,

dado que o tema foi trabalhado em sala apenas com os estudantes da primeira série.

Inicialmente, do ponto de vista do professor aplicador do primeiro jogo, o0 mesmo
é capaz de realizar um levantamento preciso a respeito das defasagens dos estudantes,
porém, ¢ um jogo que tende mais para os aspectos algébricos e aritméticos da matematica.
Entende-se que, para uma parte 2, seja interessante adicionar aspectos voltados somente
para a Geometria, ou entdo criar as perguntas do segundo jogo e depois realizar uma
combinacdo com as perguntas do primeiro jogo. Observou-se, durante a aplicacdo, com
os estudantes, que os mesmos levaram, em média, 30 minutos para responder todas as
perguntas. Logo, é possivel concluir que a quantidade de questoes (30 perguntas, no total)

adicionadas foi ideal.

A respeito da opinido dos alunos em relacdo ao jogo diagndstico, notou-se um
retorno muito positivo deles. Foi possivel perceber um envolvimento pleno com o jogo e
que de fato entenderam a importancia da atividade. Vale ressaltar que, apés a realizacao
da agao, o professor aplicador pode direcionar os estudos dos estudantes, seja indicando

videoaulas, seja sugerindo livros, a fim de que as lacunas possam ser corrigidas.

Sobre o segundo jogo, poucos estudantes participaram, e essa é a primeira im-
plicacao do que poderia ser melhorado em uma segunda a¢ao. De inicio, notou-se que o
primeiro jogo ¢ mais dindmico e os estudantes conseguiram revisar conceitos bésicos e

fundamentais, e, talvez por isso, se sentiram mais seguros e confortaveis em realiza-lo.
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Em relagao a parte 2 do jogo, por ser mais tedrico e possuir uma interagdo menor (devido
a ser mais animado), notou-se uma seguranga menor, comparado a parte 1. A ideia do
jogo é deduzir a férmula para o niimero de elementos da unidao entre dois conjuntos, e, no
fim, permitir que os estudantes tentassem chegar a formula para o niimero de elementos
da uniao entre trés conjuntos, que, apesar de mais complexa, envolve, basicamente, os
mesmos passos da primeira deducao. Por trazer este aspecto mais formal, acredita-se que
uma segunda implicacao para o jogo seria melhorar o aspecto da interagao dos alunos com

o mesmo, deixando-o menos animado e mais interativo, como o primeiro.

Figura 34 — Produto educacional - 3
~e

Vames tentar entender agora o porqué do numero
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(fonte: imagem do site)

No site, foram criadas abas separando a primeira, segunda e terceira série do Ensino
Médio, além de uma aba voltada ao nivel superior. Ao clicar nas abas, o site redireciona a
uma nova janela de navegacao, e, dentro desta, é possivel jogar e realizar o download dos
planos de aula, ainda dentro das préprias paginas do site. Todo este processo foi realizado
utilizando uma incorporacao do codigo html. Além do que foi citado, o site também
disponibiliza alguns videos envolvendo curiosidades e animagoes matematicas, e possibilita
o download desta dissertacao. A maneira como os planos de aula foram organizados s
diz respeito a como as atividades foram aplicadas no CEMI, de acordo com a necessidade
da escola e do perfil da mesma, como ja citado anteriormente. Naturalmente, o conteiido
envolvendo circulos e circunferéncia (drea e perimetro), por exemplo, de acordo com os
documentos norteadores, deveriam ser trabalhados em anos anteriores. Porém, esta era
uma necessidade dos estudantes da primeira série, assim como o conteudo envolvendo

critérios de divisibilidade.

-

E importante citar que todas as imagens, por conta de direitos autorais, foram
geradas por Inteligéncia Artificial (IA), utilizando o Gemini, da prépria empresa Google,
ou sao imagens dos proprios personagens dos jogos criados. Os comandos (ou prompts
de comandos) utilizados para gerar as imagens, basicamente, seguiram a mesma estru-

tura:'crie uma imagem que remete a tal assunto?". Por fim, as aulas pensadas que nao



Capitulo 3. Resultados, produgées dos estudantes, discussoes das experiéncias e o produto educacionab9

puderam ser executadas como oficinas, pela questao do tempo, serdo adicionadas e o site
alimentado, com mais informagoes, futuramente. Importante apontar que colaboradores

sao bem-vindos para agregar ideias e adicionar conteidos ao site.

Figura 35 — Produto educacional - 4

Aprender Jogando

Revisar a Teoria dos Conjuntos
Numéricos e ainda aprender a demonstrar
férmulas relacionadas ao assunto é o
objetivo do jogo

Conjuntos Numéricos".
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Logaritmo e os Terremotos
Uma  aplicagdo interessante  do
Logaritmo é a conexdo do assunto com as
escalas que mensuram a intensidade dos
terremotos e como isso afeta até a
Topografia da prépria regido afetada.
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Demonstragdes Visuais

S&o dadas trés piramides planificadas. O
objetivo é montar as trés, afim de se criar
um objeto 3D, e verificar que os volumes
das mesmas sdo iguais. E o melhor, as trés,
se encaixadas corretamente, formam um

Nivel Superior ~ Q

prisma reto.
(fonte: imagem do site)

Estima-se que, para a criagao do site, mais de 45 horas de trabalho foram dedicadas.
Dessas, cerca de 16 horas somente para a criagao dos jogos. O processo de criagao do site,
em si, foi relativamente rapido, pois o préprio Google disponibiliza, de maneira facilitada e
intuitiva, as ferramentas de construcao. O problema encontra-se em adicionar os contetidos
na pagina de maneira que a navegacao ainda ocorra no mesmo ambiente, além de criar
a ferramenta de download, possibilitando que o mesmo seja realizado dentro da pagina,

sem redirecionamento para o Google drive, por exemplo.

Outro fator que contribuiu para o tempo de produgao da pagina foram os planos de
aula. Acredita-se que mais de 15 horas foram dedicadas a estruturacao e escrita dos planos,
pois entende-se que essas oficinas devem ser reproduzidas, aplicadas e melhoradas em
outras escolas e por outros professores, e que atividades como estas possam ser realizadas
por professores de outras areas também. Portanto, os planos foram escritos com a maior
riqueza de detalhes possivel e, claro, considerando o grupo de estudantes atendidos no
ano de 2024.



Capitulo 3. Resultados, produgées dos estudantes, discussoes das experiéncias e o produto educacional(

Figura 36 — Produto educacional - 5

PLANO DE AULA

Na aula em questdo, além das deducdes das férmulas para o

Farmula para o

termo geral da Progressdo Aritmética e para a soma dos seus n
termos, os alunos embarcam em uma aventura com o tabuleiro de
xadrez e grdos de arroz para entender a configuracdo das
Progressdes Geométricas. Por fim, serdo desafiados a tentar
deduzir, por conta prépria, a férmula para o termo geral da
Progressdo Geométrica.
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Download ]

(fonte: imagem do site)



71

4 Consideracoes finais

Entende-se, por tudo que foi apresentado até aqui, que as 5 demonstragoes mate-
maticas no Ensino Médio, realizadas ao longo das oficinas, produzem um efeito positivo no
que diz respeito ao processo de Ensino Aprendizagem. Sdo uma importante ferramenta ca-
paz de potencializar o dominio das defini¢des, férmulas e conceitos mateméaticos, podendo
contribuir para evitar, deste modo, a aprendizagem pautada em processos meramente

mecanizados, expandindo assim o raciocinio 16gico matematico e dedutivo.

Nota-se também que o processo envolvendo demonstracoes matematicas pode apre-
sentar limites no que diz respeito a sua realizagdo e compreensao por parte dos estudantes,
em sala de aula, principalmente em atividades mais algébricas e menos visuais, como na
oficina envolvendo a férmula resolutiva da equagao de segundo grau, apesar do entendi-

mento de que a oficina nao deixou de ser produtiva para os estudantes.

Naturalmente, o processo exige um amplo entendimento, nao s6 no que diz respeito
ao conhecimento técnico dos assuntos abordados, mas, principalmente, no que diz respeito
ao conhecimento em relagdo as defasagens que os estudantes apresentam. Se as mesmas
nao forem identificadas e trabalhadas antes do processo de demonstracao, acredita-se
que o mesmo perdera suas potencialidades e efeitos. Sendo assim, é fundamental que o

professor entenda o ptublico alvo e tenha bem definido a intencionalidade de cada acao.

Além disso, notou-se um grande interesse e curiosidade dos estudantes em enten-
der as causas e conclusoes a respeito das férmulas matematicas que foram trabalhadas
nas agoes, o que sugere uma aceitacao no que diz respeito ao tema das demonstragoes
matematicas. No fim das dedugoes, por mais que as vezes complexas, umas mais que as
outras, era nitido a surpresa e empolgacao dos estudantes em verificar que todo o processo

desenvolvido levou a féormula esperada.

Diante de tudo que foi exposto, deve-se citar alguns fatores que podem ter afetado a
pesquisa: o primeiro deles diz respeito a falta de habito com as demonstragoes matematicas
ou com outras técnicas parecidas. Como notado no capitulo dos resultados, boa parte dos
estudantes, principalmente de primeira série, tiveram contato com o tema pela primeira
vez, de maneira tardia, por conta deste trabalho. O segundo se refere ao perfil da escola.
O CEMI taguatinga é uma escola que funciona em tempo integral e de maneira integrada,
o que, eventualmente, causa um certo desgaste aos estudantes, ndo sé no aspecto fisico,
mas emocional também. Em determinadas atividades aplicadas, o cansago dos estudantes
ocasionou um baixo rendimento nas atividades aqui propostas. Outro fator a citar foram
as atividades extra curriculares que, apesar de comuns na escola, eventualmente, ocorrem

de acordo com a agenda e demanda de outros, externos a escola, como palestrantes,
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empresas que se disponibilizam a receber os estudantes, etc, o que implicou em algumas

atividades com menor niumero de estudantes.

Por fim, atrelado ao trabalho de pesquisa, acredita-se que o produto educacio-
nal possui potencial, ndo somente em armazenar ideias de maneira criativa, com jogos,
animacoes, e planos de aula, mas também em disseminar as atividades ja testadas e de
eficacia verificada, para que mais professores possam utilizar, adaptar, melhorar, etc. O
site também pode servir como canal de comunicacao entre os professores e alunos, para
que mais demonstragoes possam ser pensadas, analisadas e levadas a estudantes, nao s6

do Ensino Médio, mas de toda a Educacao Basica e suas Etapas e modalidades.
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ANEXO A - Planos de aula elaborados

pelo autor

A.1 Plano de aula envolvendo progressoes aritméticas e geométri-

cas



Plano de aula - Formula para o termo geral da P.A. e da P.G. =il PROTMAT

Férmula para o termo geral da Progressao Aritmética
e da Progressao Geométrica

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Professor: Lucas Luna - Cemi Taguatinga

Série: Primeira série

Disciplina: Projeto Pedagdgico de Matematica (Itinerdrio Formativo Integrador -IFT)
Duracao: 4h

Unidade: Algebra

Subunidade: Sequéncias Numéricas - Progressdes Aritméticas e Geométricas

1 - Objetivos
Objetivos Gerais:
- Compreender como e quando utilizar as férmulas para o termo geral tanto da Progressao Aritmética quanto
da Progressao Geométrica;
- Compreender as diferencas entre os dois tipos de sequéncias numéricas;
-Compreender como utilizar a férmula para a soma dos n termos da Progreesao Aritmética.

Objetivos especificos:
- Compreender a dedugao para a féormula do termo geral da Progressao Aritmética, utilizando recorréncia
matematica,
- Compreender a dedugao para a férmula da soma dos n termos da Progressdo Aritmética;
- Utilizar a ferramenta da reccoréncia mateméatica afim de deduzir a férmula para o termo geral da Progressao
Geométrica.

2 - Desenvolvimento
A aula é iniciada com algumas sequéncias e o objetivo é que os alunos identifiquem o termo que nao foi
apresentado. Sao alguns exemplos:

(1,1,2,3,5,8, 7,21, ... ) - sequéncia de Fibonacci

(D, S, 7, S, S) - dias da semana
(2, 4, 6, 7, ...) - sequéncia dos pares
(1,3,5,7, 7 ...) - sequéncia dos fmpares
(1,2,4,8,7, 32, 647 ) - sequéncia das poténcias de 2

Apébs a conclusao dessa tarefa, que funciona como uma espécie de ”aquecimento de ideias”, defini-se, de
maneira objetiva, o que é uma progressao aritmética, razao, posicao do termo na progressao e etc, o que é uma
progressao geométrica, estabelecendo a conexao entre o termo anterior e o préximo e a razao da respectiva
progressao. Em seguida, os alunos resolvem as questoes deixadas como exercicios, na lista Exercicios P.A. e
P.G.

Para as demonstracoes, seja uma progressao aritmética de termos a1, as,as, ay, as, ... € razao r, temos que
0 n-ésimo termo da progressdo é dado por a, = a; + (n — 1)r e a soma dos n primeiros termos é dada por
5, = (a1+2a")n )

Tome como exemplo a progressao aritmética (2, 4, 6, 8, 10, ...). Temos que: (a; = 2,a2 = 4,a3 = 6,a4 =
8,...) e arazdo r é igual a 2. Vale notar que:

(11:2
a=2+2=a1+r
az=4+2=as+r
as=6+2=az+r

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br
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Ap = Ap_1 + T

Estendendo agora as ideias acima para uma progressao aritmética qualquer, de termos genéricos a1, as, as, a4, as, ...
e razao r, tem-se que:

a2 = a1 +r (1~1)
ag=as+T (1.2)
ag =az+r (1.3)
as =aq+7 (1.4)

Qp = Qp_1+7T (1.5)

Agora, basta reescrever os termos da seguinte maneira: de acordo com a linha (1.1), temos que ag = a; + 7.
Substituindo tal informagao na linha (1.2), tem-se que a3 = a; + 7+ r = a; + 2r . O mesmo ocorre agora
substituindo a informacao onde as = aj +2r na linha (1.3), obtendo-se assim ay = ag+r = a1 +2r+7r = a1 + 3r,
ou ainda, ay = ay + 3r, e assim sucessivamente, podendo obter ajgo = a1 + 997 e ainda a,, = a; + (n — )7,
como desejado.

Para a soma dos n termos da Progressao Aritmética, basta tomar uma P.a. de termos (a1, ag, as, aq, as, ...)
e observar que deseja-se obter uma expressao para

S, =a1+as+as+as+as+ ..+ ap—1+ ay- (1.6)

Vale notar que podemos reescrever (1.6) da seguinte maneira:

Sp=ay + an_1+..+as+ag+as+ as+ a;. (1.7)
Somando as linhas (1.6) e (1.7), deve-se obter:

25, = (an + a1) + (an—1 + a2) + (an—2 + a3) + ... + (ap—2 + a3) + (an—1 + a2) + (an + a1). (1.8)

Agora, o objetivo é encontrar uma expressao menor e mais ficil para reescrever o lado direito da igualdade
da linha (1.8). Para tal, note que:

an_1+az=(an—71)+ (a1 +7) = (an +a1)
Un—2+az = (an-1—7)+ (ag+7)=((an—7)—7)+ (a1 +7) +7) = (an +a1)

Seguindo a ideia acima, todos pares que estdo sendo somados na linha (1.8) resultarao em (a,, +a1), e assim,

temos que 2S5, = (a, + a1)n, ou ainda, S,, = W, como esperado.
Um exemplo para facilitar a compreensao das ideias acima. Considere a sequéncia dada por (1, 2, 3, 4, 5,

...), que representa uma P.a. de razdo 1. Deseja-se somar os 100 primeiros termos da mesma. Temos que

Sio0=1+2+3+4+5+ ...+ 100 (1.9)

ou ainda,

S100 =100+ 99 +98 + 974+ 96 4 ... + 1. (1.10)

Somando ambas as linhas (1.9) e (1.10), temos:

25100 = (100+1) + (99 +2) + (98 +3) + (97 +4) + (96 + 5) + ... + (100 + 1) (1.11)

ou ainda,

(100 4+ 1) x 100 _ 101 x 100
3 _

Pensando em iniciar a abordagem referente as Progressoes Geométricas, conta~se uma hitéria para os alunos
sobre o tabuleiro de xadrez e as Progressdes Geométricas. Diz a lenda que o jogo de xadrez foi inventado em
1500, na fndia, e um Rei ficou tao encantado com o jogo que resolveu recompensar o criador. O tal inventor
entao, ao ser perguntado sobre o prémio desejado, respondeu que gostaria de um receber o seguinte: um grao de
arroz na primeira casa do tabuleiro, dois graos na segunda casa, quatro na terceira casa e assim sucessivamente.
A partir daqui, os alunos podem ser separados em duplas. Deve-se entregar um tabuleiro de xadrez as duplas,

5100 = = 101 x 50 = 5050. (1.12)
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que pode ser impresso, como no modelo Tabuleiro de Xadrez aqui deixado. Um copo pléstico cheio de
graos de arroz também é entregue aos mesmos. O objetivo agora é deixar com que os alunos tentem estimar a
quantidade de graos de arroz do possivel prémio do iventor e daqui pensar a respeito dessa quantidade, onde
poderia caber, ou como transportar os graos, ou ainda, considerando o prego do pacote de arroz atualmente,
de quanto seria o tal prémio, e essa discussao se prolonga de acordo com a criatividade e/ou a necessidade de
cada turma e de cada dupla.

Por fim, com os estudantes ainda em duplas, os mesmos devem desenvolver a atividade 3 - Férmula para
o termo geral da Progressao Aritmética e da Progressao Geométrica, onde o objetivo é provar a
férmula para o termo geral de uma progressao geométrica de razao q e termos aq, as, a3, aq, as, ...

3 - Recursos Metodolégicos

Projetor, Cabo HDMI, quadro branco, Tablet, Mesa Digitalizadora, Wi-Fi, atividades impressas, copos
descrtaveis que serao reutilizados em todas as turmas, bem como um pacote de arroz que também serd reapro-
veitado.

4 - Processo de Avaliagao
Os alunos serao avaliados a partir da entrega da atividade impressa resolvida e do formuldrio via Google
Forms.

5 - Referéncias Bibliograficas

5.1 - Bonjorno, J. R., Giovanni Jr., J., Camara, P.,Matematica e suas tecnologias - Colegao Prisma, PNLD,
2021.

5.2 - HEFEZ, A.; ARITMETICA, C.P. Sociedade brasileira de matematica. 2009.

5.3 - https://ideiasesquecidas.com/2016,/06/24 /todos-os-graos-de-arroz-num-tabuleiro-de-xadrez/

5.4 - https://pt.scribd.com/document/341343545/Lista-de-Exercicios-de-PA-e-PG

5.5 - Muniz Neto, Antonio Caminha, Geometria/ Antonio Caminha Muniz Neto. - 2. ed. - Rio de Janeiro,
RJ: SBM - Sociedade Brasileira de Matematica, 2022.
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Exercicios P.A. e P.G.

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

valor de x, de modo que os nimeros 3z — 1,z + 3,z + 9 estejam, nessa ordem, em PA é

200

100

4. Um estacionamento cobra 6,00 reais pela primeira hora. A partir da segunda hora, os pregos caem em
progressao aritmética. O valor da segunda hora é 4,00 reais e o da sétima é 0,50 reais. Quanto gastara o
proprietario de um automovel estacionado a 5 horas nesse local, em reais?

A) 17,80

B) 20,00

C) 18,00

D) 18,70

5. Um doente toma duas pilulas de certo remédio no primeiro dia, quatro no segundo dia, seis no terceiro
dia e assim sucessivamente até terminar o conteido do vidro. Em quantos dias terd tomado todo o conteudo,
que é de 72 pilulas?

6

6. Se cada coelha de uma colonia gera trés coelhas, qual o nimero de coelhas da sétima geracao que serao
descendentes de uma unica coelha?

A) 3000
B) 1840
C) 2187
D) 3216

7. Comprei um automével e vou pagé-lo em 7 prestagoes crescentes, de modo que a primeira prestacao seja
de 100 reais e cada uma das seguintes seja o dobro da anterior. Qual é o prego do automoével, em reais?

A) 12 700,00

B) 13 000,00

C) 11 800,00

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br
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D) 13 200,00

8. Segundo a lei de Malthus, a populagdo humana cresce em progressao geométrica, enquanto as fontes de
alimento crescem em progressao aritmética.

A) Explique o significado matemético dos termos progressao geométrica e progressao aritmética

B) O que aconteceria & humanidade, segundo & lei de Malthus?

9. Isis abriu uma caderneta de poupanga no dia 1/2/2000 com um depésito inicial de 1000,00 reais. Suponha
que os rendimentos da poupanca sejam fixos e iguais a 3% ao més.
A) Qual o montante dessa conta em 1/8/20007

B) Em quantos meses ela terd um montante aproximadamente 1512,60 reais?

10. Ao escalar uma trilha de montanha, um alpinista percorre 256 m na primeira hora, 128 m na segunda
hora, 64 m na terceira hora e assim sucessivamente. Determine o tempo, em horas, necessario para completar
um percurso de:

A)480 m

B)600 m

11. (UFMG)Uma criagao de coelhos foi iniciada hd exatamente um ano e, durante esse perfodo, o nimero
de coelhos duplicou a cada 4 meses. Hoje, parte dessa criagao deverd ser vendida para se ficar com a quantidade
inicial de coelhos. Para que isso ocorra, a porcentagem (%) da populagdo atual dessa criacdo de coelhos a ser
vendida é

A) 75
B) 80
C) 83,33
D) 87,5

12. Numa PG de quatro termos, a razao é 5 e o tltimo termo é 375. O primeiro termo dessa PG é

A1

oaQw
PSS )

)
)
)

13. A medida do lado, o perimetro e a drea de um quadrado estao, nessa ordem, em progressao geométrica.
Qual a area do quadrado?

14. O salério inicial de um funciondrio é de 1200,00 reais. Supondo que esse funcionério receba um aumento
de 5% a cada més subsequente, de quanto serd o saldrio dele apds 6 meses?

15. Sao dados quatro numeros positivos: 12, x, y, 4. Sabendo que os trés primeiros estao em PA e os trés
ultimos estao em PG, qual o valor de x e y.

16. Um professor de educacao fisica organizou seus 210 alunos para formar um triangulo. Colocou um aluno
na primeira linha, dois na segunda, trés na terceira, e assim por diante. O nimero de linhas é
A) 10

B) 15
C) 20
D) 25

17. A razao da P.G. (a,a + 3,5a — 3,8a) é
A1

gQaQw

)2
) 3
) 4

18. Quantos termos tem a P.A. (5, 10,..., 785)7
A) 157

B) 205
C) 138
D) 208
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19. Uma certa espécie de bactéria divide-se em duas a cada 20 minutos, e uma outra, a cada 30 minutos.
Determine, ap6s 3 horas, a razao entre o ntimero de bactérias da primeira e o da segunda espécies, originadas
por uma bactéria de cada espécie.

20. O valor de x, de modo que os nimeros 3z — 1,z + 3,z + 9 estejam, nessa ordem, em PA é:

A1

B) 0
Q) -1
D) -2
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3 - Formula para o termo geral da Progressao
Aritmética e da Progressao Geométrica

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Considerando a recorréncia que foi feita anteriormente para mostrar que o termo geral da Progressao
Aritmética de termos a1, as,as,aq, ..., ay, de razdo r, é a, = a1 + (n — 1) x r, faga 0o mesmo para uma Pro-
gressao Geométrica de termos ai,as, as,aq, ..., ay € razao q, para concluir que o termo geral a, é dado por
an = a1 x ¢~ !. Lembrem-se: clareza e objetividade sio essenciais. Busque utilizar argumentos matematicos
para justificar os processos.

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br
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A.2 Plano de aula envolvendo a formula resolutiva da equacao de

segundo grau
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Férmula resolutiva da equacao de segundo grau

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli

Professor: Lucas Luna - Cemi Taguatinga

Série: Primeira série

Disciplina: Projeto Pedagdgico de Matemadtica (Itinerdrio Formativo Integrador -IFT)
Duragao: 1.5h

Unidade: Algebra

Subunidade: Equagoes de segundo grau

1 - Objetivos

Objetivos Gerais:
- Compreender como e quando utilizar a férmula resolutiva da equacao de segundo grau;
- Revisar os conceitos voltados ao menor multiplo comum, fragoes e produtos notaveis.

Objetivos especificos:
- Compreender a dedugao para a férmula resolutiva da equagdo do segundo grau, utilizando a forma canénica
da parabola.

2 - Desenvolvimento

Na aula em questdo, deseja-se mostrar que, dado a equacdo ax? + bz +c = 0, com a # 0, as solucdes podem
ser geradas por ¢ = —bEvbi—dac V;f_‘l“c.

O caminho escolhido, por ser mais acessivel aos alunos, foi buscar a deducao a partir da forma candnica da
Parabola. Naturalmente, de maneira prévia, deve-se revisar, junto aos estudantes, ao lado da demonstracgao,
que serd feita no quadro, para servir de base, a relacio (a + b)? = a? + 2ab + b2. Dai, segue-se:

b
ax2+bx+c:a(m2+5+2)20. (1.1)

by2 _ 2 4 bz b ; 2 4 bzy _ by2 _ b
Vale notar agora que (r+ %) =a”+ T+ 1z, Ou ainda que (z° + 2°) = (x + 55)? — ;o=. Portanto, pode-se
reescrever a equagao 1.1 da seguinte maneira:

9 9 bx ¢ b\?> b2 c
ar"+br+c=alz+—+-|=a||lz+—) ——+—-|=0. (1.2)
a a 2a 4a2  a
De —% + £, tem-se que —% + 2= %. Logo,

b\ B c b\? | —b®+dac b\* | —b®+dac
~) - 45 = Z) 2R o ) ) 1.
a((x+2a) 4a? +a> a<<x+2a) Ly a(x+2a) R 0 (1)

Para finalizar, deve-se somar —(%) em ambos os lados da igualdade e, em seguida, tomando a # 0,
dividir ambos os lados por a. Assim, conclui-se que ¢z = —tEvb—dac 315_4“, como desejado.

Vale ressaltar que, em sala de aula, os alunos deverao participar ativamente durante os cédlculos realizados
(por exemplo, durante a operagao 7% + £, os préprios alunos podem concluir que o MMC entre 4a® e a era o
préprio 4a?) e, além disso, a sugest@o é que a demonstracio nio siga em caso de dividas. Para o aproveitamento
integral das ideias, as dividas devem ser sanadas.

3 - Recursos Metodolégicos
Projetor, Cabo HDMI, quadro branco, Tablet, Mesa Digitalizadora, Wi-Fi.

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br
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4 - Processo de Avaliagao
Os alunos serao avaliados a partir da participagao individual e o envolvimento na atividade.

5 - Referéncias Bibliograficas

5.1 - Bonjorno, J. R., Giovanni Jr., J., Camara, P.,Matematica e suas tecnologias - Colegao Prisma, PNLD,
2021.

5.2 - HEFEZ, A.; ARITMETICA C.P. Sociedade brasileira de matematica. 2009.

5.3 - Muniz Neto, Antonio Caminha, Geometria/ Antonio Caminha Muniz Neto. - 2. ed. - Rio de Janeiro,
RJ: SBM - Sociedade Brasileira de Matematica, 2022.
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A.3 Plano de aula envolvendo a relacdo entre o volume de prismas

e piramides
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Relacao entre o volume de prismas e piramides

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli ?

Professor: Lucas Luna - Cemi Taguatinga
Série: Terceira série

Disciplina: Matematica

Duracgao: 4h

Unidade: Geometria

Subunidade: Volume de sélidos

1 - Objetivos
Objetivos Gerais:
- Compreender o principio de Cavalieri;
- Compreender como e quando utilizar a relagao em que o volume da piramide é um terco do volume do
respectivo prisma.

Objetivos especificos:
- Compreender a demonstragao visual da relagao entre o volume de prismas e piramides;
- Verificar aritmeticamente que, de fato, os volumes das pirdmides do exercicios sao iguais, gragas ao principio
de Cavalieri, e a soma dos volumes das piramides é igual (ou aproximado) ao volume do prisma, depois de
montado.

2 - Desenvolvimento

A aula é iniciada com a apresentacdo do Principio de Cavalieri aos estudantes, onde de acordo com o
mesmo, dois sélidos possuem mesmo volume quando, além de possuirem mesma altura, possuem mesma area
de seccao transversal ao longo de qualquer ponto dessa referida altura. Ter mesma drea de secgao transversal
implica basicamente em: se um plano qualquer, seja [, paralelo ao plano que contém as bases de ambos os
solidos, seja «, interceptar os mesmos em uma altura arbitraria, seja h’ tal altura, e as dreas dos respectivos
poligonos gerados pela interseccao forem iguais, entao o volume dos sélidos € igual.

Figura 1.1: Principio de Cavalieri

Na sequéncia, os alunos deverao, com a atividade impressa em maos, e em duplas, opcionalmente colorir as
planificagoes, recortar as figuras, montar os sélidos, para entao tentar encaixar as piramides e formar um prisma
a partir das mesmas.

Por fim, realizarao a atividade 1- Relagao entre o volume de prismas e piramides, ainda em duplas.
O objetivo da atividade é verificar, por meio de instrumentos de medi¢ao convencionais, como a régua, que o

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br
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volume das trés piramides é o mesmo (ou aproximadamente o mesmo), e além disso, que o volume das trés
somadas resulta no volume do prisma.

3 - Recursos Metodolégicos
Projetor, Cabo HDMI, quadro branco, Tablet, Mesa Digitalizadora, Wi-Fi, atividades impressas, lapis de
cor, tesouras, cola branca, réguas e calculadoras.

4 - Processo de Avaliagao
Os alunos serao avaliados a partir da participagao individual e o envolvimento na atividde.

5 - Referéncias Bibliograficas

5.1 - Bonjorno, J. R., Giovanni Jr., J., Camara, P.,Matemadtica e suas tecnologias - Colecao Prisma, PNLD,
2021.

5.2 - HEFEZ, A.; ARITMETICA, C.P. Sociedade brasileira de mateméatica. 2009.

5.3 - Muniz Neto, Antonio Caminha, Geometria/ Antonio Caminha Muniz Neto. - 2. ed. - Rio de Janeiro,
RJ: SBM - Sociedade Brasileira de Matematica, 2022.

5.4 - TOSE, M. d. T. Volume: Principio de cavalieri no ensino médio. Universidade Estadual Paulista
(Unesp), 2017.
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1 - Relacao entre o volume de prismas e piramides

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli ?

Agora que j4 construiram as trés pirdmides de bases triangulares e verificaram (visualmente) que as mes-
mas, encaixadas de maneira correta, formam um prisma de base triangular, o que mostra que Volumeyiramide =
%Volumepm»sma, utilizem régua e calculadora como instrumentos de auxilio para calcular os volumes aproxima-
dos das trés piramides, separadamente, e do prisma (montado), para primeiro concluir que os volumes das trés
pirdmides sdo iguais (ou aproximados), e depois concluir que um ter¢o do volume do prisma equivale ao volume
de qualquer uma das trés piramides. Registre aqui seus cédlculos de maneira objetiva e organizada.

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
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A.4 Plano de aula envolvendo Logaritmos
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Propriedades do Logaritmo

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli 2

Professor: Lucas Luna - Cemi Taguatinga
Série: Segunda série

Disciplina: Matematica

Duracao: 4h

Unidade: Algebra

Subunidade: Logaritmos

1 - Objetivos
Objetivos Gerais:
- Compreender e revisar a defini¢do de logaritmo;
- Compreender a relagao entre o logaritmo e a exponencial;
- Compreender as propriedades do logaritmo.

Objetivos especificos:
- Aplicar as propriedades do logaritmo em problemas contextualizados;
- Compreender a dedugao das propriedades do logaritmo;
- Compreender a conexao entre o logaritmo e o decaimento radioativo;
- Compreender a importancia do logartimo para a escala Richter;
- Realizar as fichas de exercicios sugerida.

2 - Desenvolvimento
Inicia-se a aula revisando a definicdo de logaritmo, onde dados a, b e ¢ niimeros reais tais que a e b sao
positivos e a é nao nulo, tem-se que:

logeb=c+—a®=b (1.1)

Em seguida, registra-se algumas propriedades do logaritmo, que deseja-se deduzir, junto aos estudantes, de
acordo com o interesse e necessidade de cada turma, tais quais:

loga(zy) = logax + logay; (1.2)
x
ZOQa(g) = logax — l0gay; (1.3)
loga(2°) = b(log.z); (1.4)
logexr = loget (1.5)
Jal = logca’ .

com a, ¢, X e y positivos e a, ¢ e y nao nulos.

Antes de iniciar as deducoes das propriedades, é interessante apresentar aos estudantes duas aplicacoes
fundamentais que utilizam o logaritmo como ferramenta. S&o elas: decaimento radioativo de elementos quimicos,
que ajuda a entender varios fatores relacionados ao planeta terra, como sua idade, idade de fésseis, de maneira
geral dentre outros, e como mensurar a magnitude dos terremotos e entender os valores da escala Richter, além
de compreender a energia dissipada durante os tremores.

Para compreender a relagao do decaimento radioativo e como o logaritmo ¢ utilizado, tome a expressao

N(t) = Ny x e~ (1.6)

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br
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onde N (t) representa a massa final do objeto analisado, depois de um periodo de tempo t, como uma rocha
que contém uranio em sua composi¢ao, por exemplo, Ny representa a massa inicial do mesmo, A representa a
constante de decaimento radioativo e, como ja citado, t representa o tempo.

Aplicando agora, nos dois lados da expressao 1.6, o log. tem-se que

loge[N(t)] = loge[Noe~ )] = Nolloge(e~ )] = No(=At)[logee] = —NoAt. (1.7)

Note que, sabendo Ny, A e N(t), é possivel encontrar t. Foi utilizando uma ideia préxima que, a partir de um
mineral conhecido como zircao, os especialistas descobriram um decaimento de metade da amostra de uranio
no mesmo. Como o tempo de meia vida do uranio é de 4.5 bilhoes de anos, ou seja, esse é o tempo que uma
amostra de 100g de uranio leva para decair para 50g, ou ainda essa outra metade que decaiu se transformou em
chumbo, por exemplo, concluiu-se que o planeta possui aproximadamente tal idade. Processos assim também
sdo utilizados para datagao do carbono 14, que ajuda a identificar a idade de um Fossil de Dinossaro, por
exemplo.

Agora, abordando os Terremotos, sabe-se que a magnitude M medida a partir de tremores é dada pela
relagao

A.(St?’]
1,627
onde A é a amplitude das ondas medidas e §t é o intervalo de tempo medido entre a primeira e ondas secundéarias.

O interessante, quando aborda-se os terremotos, é a relagao entre a magnitude de um terremoto de escala
M e um terremoto de escala M + 1. Fazendo as contas, temos:

M = lOglo[ (18)

3 3 3 3

t .0t
] +1= ZOgm[ } + log1010 = lOg10[107} = 10l0910[ 1.62

A5t
MA41=
+1=logulT55 1,62 1,62

1,62

] = 10M. (1.9)

Isso nos mostra que um terremoto de magnitude M + 1 é 10 vezes mais potente que um terremoto de
magnitude M, e um terremoto de escala M + 2 é 100 vezes maior que um terremoto de escala M, e assim
sucessivamente.

A energia dissipada por um tremor pode ser calculada apartir de £ = A%7 onde A é a mesma aplitude das
ondas citada acima. Pela linha (1.8), podemos escrever que 10M = “i"gt;, W
que, considerando a linha (1.8), a amplitude A de um terremoto de magnitude M + 1 é dez vezes maior do
que a amplitude de um terremoto de magnitude M, ou seja, Ap;41 = 104,,. Com isso, olhando para Epriq,
ou seja, a energia liberada por um terremoto de magnitude M + 1, tem-se que Epr41 = (AJV[+1) 2 = (10Ap)2. 3
Vale notar agora que 102 6 aproximadamente igual a 31,62. Logo, Exry1 = 31, 62(AM)2 = 31,62EF};, ou seja,
a energia liberada por um terremoto de escala M + 1 é quase 32 vezes maior do que a energia liberada em um
terremoto de escala M.

A tabela abaixo deixa um comparativo interessante em a relacdo ao aumento na escala Richter e as con-
sequéncias disso.

. E notével

ou ainda, A =

Intervalo fechado da escala do terremoto Quais possiveis consequéncias?
1-3 Nenhuma consequéncia. Tais terremotos ocorrem a todo instante, por todo o planeta.
34 Os terremotos séo perceptiveis, porém, sem danos
4-5 Os terremotos podem causar danos domésticos. Exemplo: a queda de um mével, de um lustre, etc
56 Os terremotos podem causar a queda de prédios simples, por exemplo, sem grandes estruturas.
6-7 Os terremotos podem causar a queda de prédios comuns, por exemplo
7-8 Os terremotos podem causar danos regionais severos.
89 Os terremotos podem destruir uma cidade inteira.
810 Os terremotos podem alterar a topografia da regifo. Exemplo: mudar curso de rios
superiores a 10 N&o ha registros

Figura 1.1: Escalas do terremoto e suas consequéncias

E interessante utilizar exemplos préximos a realidade da comunidade e dos alunos, sobre o que poderia
desabar, por exemplo, em um terremoto de escala entre 5 e 6. No caso deste planejamento, como a escola esta
localizada em Taguatinga Norte, mais precisamente na M.Norte, entrequadras 36 e 38, no caso de um terremoto
de escala entre 5-6 poderia causar a destruigao de um prédio logo na esquina da escola, onde encontra-se uma
sorveteria, onde a estrutura do mesmo é mais simples. No caso de um terremoto de escala entre 6-7, o prédio
do JK Shopping poderia desabar. Nas escalas entre 7-8, a entrequadra 36 e 38 poderia ser destruida. E por
fim, nas escalas entre 8-9, a M.Norte inteira poderia ser afetada.

Dados relevantes que os alunos podem se interessar em saber: O maior tremor que se tem registro ocorreu
em 1960, em Valdivia, no Chile, e marcou 9,5 na escala Richter, deixando dois mil mortos e mais de dois milhoes
de feridos.
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Para as dedugdes das propriedades, tem-se que, para a linha (1.2), considere log,(zy) = M, logsx = N e
logay = O, ou ainda, log,(zy) = M +— a™ = zy, logax = N +— o =z e log,y = O < a® = y. De
aM = zy, podemos reescrever o lado esquerdo como: a™ = zy = a x a®. Com a relacio a™ = a” x a?, temos
que a™ = a"V x a9 = a¥tO, ou seja, M = N + O. J& que log,(zy) = M, logex = N e log,y = O, pode-se
concluir que log,(zy) = logex + log,y.

Considerando a linha (1.3), tem-se que, tomando loga(g) = M, log,x = N elog,y = O, ou ainda, loga(g) =
M +— aM = ﬂ ,logex = N <— aV =z e log,y = O > a® =y. De a™ = %, podemos reescrever o lado

N .
esquerdo como: aM I = “—o Com a relacdo a™ = %5, temos que aM = o = aN=9, ou seja, M = N — O.

J4 que loga(;) M, logax = N e log,y = O, pode-se concluir que loga( ) log,x — log,y.

J& para a linha (1.4), pode-se tomar log,(z*) = M e (log,z) = N, ou ainda log,(z*) = M +— a™ = 2b e

(logax) = N < a’¥ = . Como x = a”, podemos reescrever a = x* como a™ = (a™)’, que resultard em
a™ = a"’ o que implica em M = Nb. Ora, como M = Nb, e, sabendo que log,(z’) = M e (log,z) = N,
pode-se concluir que log,(2?) = b(log,), como esperado.

Por fim, para a linha (1.5), tome logaz = M <— a™ =z, log.x = N +— cN =2 e logea = O +— c© = a.
Podemos reescrever a™ = z como a™ = ¢V (j4 que ¢V = z). Porém, como c¢? = a , temos que (c?)M = V.
Logo, OM = N, e como O ¢é diferente de zero, temos que M = %7 ou seja, loge,x = ;Zgzz, como esperado.

Por fim, os alunos deverao realizar as atividades 1- Propriedades do logaritmo e 1- Propriedades do
logaritmo - Parte 2, que devem ser feitas, afim de um melhor aproveitamento das ideias, nessa ordem. As

atividades podem ser feitas em duplas.

3 - Recursos Metodolégicos
Projetor, Cabo HDMI, quadro branco, Tablet, Mesa Digitalizadora, Wi-Fi, atividades impressas.

4 - Processo de Avaliagao
Os alunos serao avaliados a partir da participagao individual e o envolvimento na atividde.

5 - Referéncias Bibliogréaficas

5.1 - Bonjorno, J. R., Giovanni Jr., J., Camara, P.,Matematica e suas tecnologias - Colegao Prisma, PNLD,
2021.

5.2 - CARDOSO, E. D. M. et al. Radioatividade. Comissao Nacional de Energia Nuclear- CNEN, 2000.

5.3 - CARNEIROQO, C. D. R.; MIZUSAKI, A. M. P.; ALMEIDA, F. F. M. de. A determinacao da idade das
rochas. Terrae didatica, v.1. n.1, p.6-35,2005.

5.4 - https:/ /youtu.be/sWODzPoLLb87si=Mi0X7qBXPOtRUS{E

5.5 - Mortimer, Eduardo Fleury, Quimica: ensino médio/ Eduardo Fleury Mortimer, Andréa Horta Machado.
3 ed. Sao Paulo: Scipione, 2016. Obra em 3 v.

5.6 - https://revistagalileu.globo.com/Ciencia/Pesquisa/noticia/2014/02 /rocha-mais-antiga-ja-datada-tem-
44-bilhoes-de-anos.html
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1- Propriedades do logaritmo

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli ?

Considerando as demonstragoes que foram feitas em sala de aula, e que a, b, ¢, x e y sdo nimeros reais,
com a e ¢ positivos, nao nulos e diferentes de 1, e x e y positivos, complete a cruzadinha de propriedades do
logaritmo. Utilizem o espago em branco, logo abaixo da Figura 1.1, para justificar, de maneira clara e objetiva,
como completaram as lacunas da cruzadinha.

i()g(,(ﬁ} log.y
I Il

log,(z x y) = +

Figura 1.1: Cruzadinha - Propriedades do Logaritmo

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
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1- Propriedades do logaritmo - parte 02

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli ?

Analise a demonstragao abaixo e tente completar corretamente as lacunas apresentadas.

Desejamos mostrar que log,(z X y) = + log,y. Para tal, tome que log,(x X y) = M
(1), logex = N (2) e log,y = O (3). Pela defini¢ao de log, sabemos que E, se, e somente

se, a® = b. Portanto, podemos reescrever (1), (2) e (3) das seguintes maneiras:
(1) =a"= (1.1)

2)=d" == (1.2)

B)=| =y (1.3)

Agora, substituindo as informagoes das linhas (1.2) e (1.3) na linha (1.1), teremos:

(1):>aM:zxy:E:aN+o (1.4)

De acordo com a tltima igualdade, temos duas poténcias que sdo iguais (a™ = a™V*©)

, €, para
isso ocorrer de fato, precisamos garantir que as bases e os expoentes sejam idénticos. Vale notar
que a base coincide. Portanto, resta quej: N + O (4). Para finalizar, basta observar que
M =log.(x X y), N =log,x e O = log,y.

Ou seja, podemos reescrever (4) da seguite maneira:

M = =N+0= (1.5)

Ou ainda, , como gostariamos de demonstrar.

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
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A.5 Plano de aula envolvendo a soma dos angulos internos de um

poligono convexo
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Soma dos angulos internos de um Poligono Convexo

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli ?

Professor: Lucas Luna - Cemi Taguatinga
Série: Primeira série
Disciplina: Projeto Pedagdgico de Matemadtica (Itinerdrio Formativo Integrador -IFT)
Duracgao: 2h
Unidade: Geometria
Subunidade: Poligonos Convexos

1 - Objetivos
Objetivos Gerais:
- Compreender e conhecer a definigdo de um poligono convexo e nao convexo;
- Calcular a soma dos angulos internos usando a férmula para a soma dos angulos internos para poligonos
convexos S, = 180° x (n — 2).

Objetivos especificos:

- Compreender a deducao da soma dos angulos internos de um triangulo, de um quadrilatero, convexos,
utilizando retas paralelas cortadas por transversais;

-Compreender a deducao da férmula da soma dos angulos internos de um Poligono Convexo utilizando
recorréncia Matemaética;

- Resolver a atividade proposta justificando os erros apontados nas afirmacoes da demonstragao.

2 - Desenvolvimento

Inicia-se a aula fazendo uma breve revisao sobre a congruéncia de angulos quando duas retas paralelas sao
cortadas por transversais. Na imagem abaixo, sabe-se que os angulos na cor verde sao todos congruentes entre
si, € 0 mesmo ocorre com os angulos na cor vermelha.

a

Figura 1.1: Retas paralelas cortadas por uma transversal

A partir daqui, constréi-se um tridngulo qualquer (qualquer, pois todo tridngulo, por construgao, é sempre
convexo), de vértices A, B e C e lados a, b e ¢, e de angulos medindo «, 3,v. Naturalmente, os angulos

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
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na cor verde da figura 1.2 sdo congruentes, assim como os angulos na cor vermelha. Vale notar agora que
a+ 8+~ =180°. Logo, conclui-se que a soma dos angulos internos de um triangulo resulta em 180°.

Figura 1.2: Tridngulo

Utilizando o mesmo processo acima, faz-se a dedugao para a soma dos angulos internos de um quadrilatero
convexo. Uma escolha apropriada é tomar um paralelogramo e prolongar as retas de dois lados paralelos
quaisquer para concluir que, se «, 3,7,0 sao os angulos internos do mesmo, entdao o+ 8+ v+ o0 = 360°. Por
fim, com o objetivo de deixar claro que, para cada lado acrescentado no poligono anterior, deve-se somar 180°
no resultado da soma dos angulos internos observado antes, deduz-se para um pentdgono convexo qualquer,
utilizando as mesmas construcoes e argumentos, que a soma de seus angulos internos resulta em 540°.

O préximo passo agora é usar o processo de recorréncia Matematica a fim de provar que S,, = 180° x (n —2)
é a férmula que representa a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados. Vale notar que:

S3 = 180°,
Sy = 360° = 2 x 180°,
S5 = 540° = 3 x 180°

5100 = (100 — 2) x 180° = 98 x 180°

S, = 180° x (n —2).

Por fim, sugere-se a atividade da préxima péagina aos alunos, que devem se sentar em grupos de, no maximo,
4 estudantes, e em um primeiro momento precisam identificar o erro na afirmagao feita e posteriormente propor
uma solugao ou uma correcao para ajustar a demonstragao proposta.

3 - Recursos Metodolégicos
Projetor, Cabo HDMI, quadro branco, Tablet, Mesa Digitalizadora, Wi-Fi, Software Geogebra 3D Calculator,

atividades impressas.

4 - Processo de Avaliagao
Os alunos serao avaliados a partir da entrega da atividade impressa resolvida e do formulério via Google

Forms.

5 - Referéncias Bibliograficas

5.1 - Bonjorno, J. R., Giovanni Jr., J., Camara, P.,Matematica e suas tecnologias - Colegao Prisma, PNLD,
2021.

5.2 - HEFEZ, A.; ARITMETICA, C.P. Sociedade brasileira de matemaética. 2009.

5.3 - Muniz Neto, Antonio Caminha, Geometria/ Antonio Caminha Muniz Neto. - 2. ed. - Rio de Janeiro,
RJ: SBM - Sociedade Brasileira de Matematica, 2022.
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2 - Soma dos angulos internos de um poligono convexo

Lucas Felipe Farias de Luna ! Vinicius de Carvalho Rispoli ?

Considerem o Poligono convexo da Figura 1.1, que foi dividido, a partir do ponto O, em n tridngulos. Como ja
provado, sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer resulta em 180°. Dado que foram
formados n triangulos, podemos afirmar entao que a soma dos angulos internos do referido poligono de n lados
é 180° x n.

lado 5

lado 4

lado 3

lado 2

Figura 1.1: Representagao de um poligono convexo de n lados

Qual o erro da afirmacao feita acima? Procure justificar sua resposta de maneira clara e objetiva, além de
utilizar argumentos matemaéticos.

1 Universidade de Brasilia - lucasff.luna@gmail.com
2Universidade de Brasilia - vrispoli@unb.br
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