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Resumo

Neste trabalho, a teoria de Ginzburg-Landau é representada em uma variedade simplética
com conteudo de espago de fase. O parametro de ordem é definido por uma quase amplitude
de probabilidade, que da origem a uma fun¢ao de quase distribuicao de probabilidade, ou
seja, uma funcao do tipo Wigner. O ponto de partida é a representagao do grupo térmico
das simetrias Euclidianas e da simetria de calibre. Resultados basicos bem conhecidos so-
bre o comportamento de um supercondutor sao deduzidos novamente, demonstrando a
consisténcia da representacao construida. A densidade critica de corrente supercondutora
¢é determinada e seu comportamento usual é inferido. As regioes negativas da funcao de
quase distribuicao de probabilidade, indicadoras da nao-classicalidade do sistema fisico,
estao ligadas aos valores limites do momento associado ao campo e presentes na regiao

mais proxima da borda do material supercondutor.

Palavras-chave: Grupo Euclidiano Térmico; Ginzburg-Landau; Espaco de fase.
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Abstract

In this work, the Ginzburg-Landau theory is represented on a symplectic manifold with
phase space content. The order parameter is defined by a quasi-probability amplitude,
which gives rise to a quasi-probability distribution function, i.e., a Wigner-type function.
The starting point is the thermal group representation of Euclidean symmetries and gauge
symmetry. Well-known basic results on the behavior of a superconductor are derived again,
providing consistency of representation. The critical superconducting current density is
determined and its usual behavior is inferred. The negative regions of the quasi-probability
distribution function, an indicator of the non-classicality of the physical system, are linked
to the limiting values of the moment associated with the field and present in the region

closest to the edge of the superconducting material.

Keywords: Thermo-Euclidian group; Ginzburg-Landau; Phase space.
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Capitulo 1
Introducao

E com o trabalho experimental de Onnes [, em 1911, que se descobre um dos fendmenos
mais intrigantes da natureza, a supercondutividade. Apds algumas tentativas de explicar
o estado supercondutor falharem, pois os modelos cldssicos da época nao eram suficientes
para tratar esse problema, modelos fenomenolégicos se mostraram uma boa alternativa.
Assim, em 1935, os irmaos London [ }, baseados nos trabalho de Meissner e Ochsenfeld | ],
e usando de uma fenomenologia centrada em elementos totalmente cldssicos, chegam no
comprimento de penetracao, um importante parametro experimental. Contudo, somente,
em 1950, Vitaly Ginzburg e Lev Landau 1 a partir do modelo de Landau das transicoes de
fase, propuseram um formalismo fenomenolégico, considerando caracteristicas da flutuacao
associada ao parametro de ordem do estado supercondutor. A fenomenologia construida por
Ginzburg e Landau descreve o chamado efeito Meissner da expulsao do campo magnético,
associado ao comprimento de penetracao, e ainda estabelece um novo comprimento carac-
teristico relacionado a densidade de portadores de carga.

Devido o sucesso alcancado pela teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau, outros
estudos foram realizados ao longo das décadas seguintes para aprimorar e esclarecer con-
ceitos gerais sobre os sistemas supercondutores. Esses estudos consideram, em particular,
a natureza nao linear da energia livre de Ginzburg-Landau ). Entao ¢ interessante exa-
minar a consisténcia dos fenomenos criticos a partir do ponto de partida do espago de
fase com a perspectiva de explorar elementos de nao-classicalidade e caoticidade [, Neste
contexto, é notavel a andlise baseada em variedades topoldgicas simpléticas, dando origem,
por exemplo, aos mapas de Poincaré [, No entanto, esse tipo de estudo ora apenas se
inicia.

E importante enfatizar nesse ponto que as flutuagoes no modelo Ginzburg-Landau sao

introduzidas paralelamente ao caso quanto-mecanico. Esse aspecto aponta para a possibi-



lidade de representar o parametro de ordem em associagao com uma quase distribuicao de
probabilidade; isto ¢, uma fungao do tipo Wigner. Explorando assim a importancia singular
da fungao Wigner para a andlise da caoticidade, dissipacao e nao-classicalidade 18, 9, 10, 11,
Possibilitando, portanto, uma visao ampliada sobre o comportamento do parametro de
ordem na regiao critica supercondutora.

Esse é o objetivo central que buscamos no presente trabalho. Iniciamos formulando
o problema em um espago de Hilbert simplético e usando representagoes de grupos de
simetria. Dito isso, uma vez que o parametro de ordem Ginzburg-Landau é um campo e a
densidade de energia livre (equivalente a uma densidade Lagrangiana na teoria de campos)
¢é invariante pelas transformacoes do grupo Euclidiano, é possivel derivar representacoes
simpléticas no contexto desta teoria.

Em relagao ao uso de estruturas simpléticas para estudar teorias de campos nao re-
lativisticas e relativisticas diversas abordagens tém sido propostas (12,15, 1 10,16, 1] ey
particular a partir de grupos de simetria ' ' 2% 22?1 O ponto de partida é a dlgebra de
Lie, que leva a equagoes de movimento que descrevem sistemas fisicos no espago de fase.
Nesse caso, um elemento central é a funcao de Wigner, fi(q,p), onde ¢ e p representam
um ponto de posi¢ao e o0 momento canonico, respectivamente, ambos definidos no espaco
métrico Euclidiano 7.

A funcao Wigner foi proposta como uma tentativa de melhorar as corre¢oes quanticas
da teoria cinética cldssica ). Embora fw (g, p) nao seja uma distribui¢ao de probabilidade,
as médias observaveis na mecanica quantica sao realizadas de maneira semelhante aquelas
usadas na fisica classica 2% 2025 2% 29 50 No formalismo de Wigner, cada operador A,
definido no espago (Euclidiano) de Hilbert, H g, estd associado a uma fungao Aw (g, p) no
espago de fase. Isso é alcancado usando um mapeamento linear Qy : A — Aw(q,p),
tal que a algebra associativa e a estrutura nao comutativa dos operadores em Hg sao
preservados no espago de fase. A consisténcia é devida ao produto de Weyl (ou estrela)
de funcoes '), Porém, como a funcio de Wigner é Real, a andlise das simetrias de calibre
fica comprometida. Isso é um impedimento para a introducao da nogao de interagao no
formalismo de Wigner. Para as simetrias de calibre nao-Abelianas, como as interagoes fortes
e fracas, a situacao é ainda mais complicada. A solugao para esse problema foi abordada
através da introducao de uma funcao de onda, que é chamada de quase amplitude de
probabilidade, ¢(q,p), a partir de representagoes simpléticas de grupos de simetria. No
caso do grupo de Galilei, isso levou a mecanica quantica simplética [32, 53],

Nesse contexto nao relativistico, ¢(q,p) é uma solu¢ao da equacdo de Schrodinger re-



presentada no espago de fase. A associa¢do com a fun¢ao de Wigner é dada por fi (g, p) =
#(q,p)*d(q,p)t, onde x é o produto de Weyl. Como uma teoria de representacio, a mecanica
quantica simplética foi generalizada para analisar simetrias de calibre, e para simetrias re-
lativisticas, levando as equacgoes de Klein-Gordon e Dirac no espaco de fase (],

Explorando esta teoria simplética, no presente trabalho, a energia livre de Ginzburg-
Landau é representada em uma variedade simplética com o conteido do espaco de fase.
Isso ¢ logrado usando o conceito de grupo térmico, a estrutura do grupo de Lie associada a
dinamica do campo térmico e c*-dlgebras ' ). Em seguida, é estudada uma representacio
simplética unitaria do grupo Euclidiano. O parametro de ordem ¢é descrito pela fungao de
onda complexa ¢(q, p). Para simetrias de calibre abelianas, sdo abordadas a auto-interagao
e a interacao do parametro de ordem com um campo externo. Considerando um supercon-
dutor, resultados bem conhecidos sao deduzidos para mostrar a consisténcia do formalismo.
Além disso, a estrutura do espago de fase fornece outros elementos (néo presentes no forma-
lismo usual), como a natureza nao classica do parametro de ordem préximo a temperatura
critica.

A apresentacao da tese estd organizada da seguinte maneira. Um breve resumo da teoria
de Ginzburg-Landau é apresentado no capitulo 2. No capitulo 3, fazemos uma revisao do
formalismo de Wigner com a discussao das principais propriedades do produto-estrela. Os
primeiros resultados sao apresentados no capitulo 4, com a construcao da representacao
simplética euclidiana no contexto das algebras térmicas. No capitulo 5, obtemos a den-
sidade Lagrangiana simplética de Ginzburg-Landau e as equacoes simpléticas. A andlise
das equacoes simpléticas é feita no capitulo 6, com a obtencao de uma solucao particular
para a primeira equagao simplética. Ainda nesse capitulo, exploraremos a quase distri-
buicao de probabilidade e o fator de negatividade associado a mesma. Terminaremos o

texto discutindo e resumindo os principais resultados no capitulo de conclusao 7.



Capitulo 2

Fenomenologia de Ginzburg-Landau

Como preparativo, um pequeno resumo da teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau
serd apresentado; iniciando com os aspectos histéricos relacionados a descoberta experimen-
tal da supercondutividade e os modelos fenomenoldgicos implementados, terminando com
a criacao da teoria microscépica. Nesse sentido, abordaremos os pontos mais destacados da
teoria de Landau das transicoes de fase de segunda ordem, elencando o caso supercondu-
tor. Discutiremos a teoria de Ginzburg-Landau propriamente dita, apresentando a energia
livre, as equagoes diferenciais, os comprimentos caracteristicos, e a densidade de corrente
critica. Por fim, relembramos alguns aspetos da teoria no contexto da quebra espontanea

de simetria.

2.1 Supercondutividade

Em Leiden, cidade da Holanda, o grupo de pesquisa do professor Heike Karmerlingh-
Onnes ) tinha o aparato experimental sofisticado o suficiente para alcancar baixas tem-
peraturas. Entao dispondo do ambiente favoravel para testar suas hipoteses, prosseguiu na
investigacao do comportamento da resisténcia elétrica no contexto de baixas temperaturas.
O trabalho de fazer as medigoes coube ao seu estudante Gilles Holst, que aferindo a resis-
tividade elétrica do mercurio a cada vez mais baixas temperaturas, percebeu um completo
desaparecimento da mesma a abaixo de 4,2 K. Esse resultado foi entao comunicado em 28
de abril de 1911 & Academia Real dos Pafses Baixos '],

O novo estado da matéria que se revelou, possibilitaria a manutencao de uma corrente
elétrica sem o advento de qualquer gerador de tensao, uma vez iniciada poderia se manter
indefinidamente. Esse é, sem divida, um resultado que chamou a atencao da comunidade

cientifica da época. O primeiro parametro que ficaria evidente, e que portanto caracterizaria



o material, seria a chamada temperatura critica T,., demarcadora da fronteira entre os dois
estados, normal e supercondutor, como entao foi designada.

Um segundo aspecto do comportamento supercondutor é sua resposta a um campo
magnético externo. Em 1933, na cidade de Berlin, Alemanha, Walther Meissner e Robert
Ochsenfeld, mostraram que o estado supercondutor expele um campo magnético externo,
se comportando como um perfeito diamagneto Ul em analogia ao ferromagnetismo. A fase
supercondutora no entanto, se estabelecia em uma faixa razoavelmente limitada de tempe-
ratura e campo magnético. Em 1957, A. Abrikosov mostra que o estado supercondutor nao
se mantém em duas circunstancias distintas, indicando a classificacao em supercondutores
do tipo I e supercondutores do tipo II 361,

Supercondutores do tipo I, por exemplo, perdem o estado supercondutor de maneira
abrupta apods ultrapassar um determinado valor critico H. do campo magnético. O que
se tem percebido, é que somente materiais puros apresentam esse comportamento, salvo
poucas excegoes, como o Niébio (Nb) por exemplo. Para o tipo II contudo, hd um gradual
enfraquecimento da resposta magnética a partir de um valor critico H.;, até um valor
superior H., que pode ser algumas dezenas de teslas. Esse tipo de comportamento é
encontrado geralmente em ligas e compostos ceramicos.

Sendo assim, os esforcos para tentar explicar o estado supercondutor tendiam a ana-
lisd-lo como uma condutividade perfeita, usando sempre modelos classicos disponiveis a
época. A medida que mais experimentos se acumularam, foi possivel elaborar, se nao um
modelo microscopico a primeiros principios, modelos fenomenolégicos que demostraram
bons resultados no que se propunham. Baseando-se nos trabalhos de Meissner e Ochsen-
feld, Fritz London e seu irmao Heinz, reconheceram que a propriedade fundamental do
estado supercondutor nao era a condutividade perfeita, e sim o diamagnetismo perfeito.
Os resultados obtidos foram publicados em 1935 [ ], demonstrando o efeito Meissner, da
expulsao do campo magnético, e nao somente isso, o campo magnético nao desaparece-
ria de imediato na borda do supercondutor, haveria, no entanto, certa profundidade de
penetracao do campo magnético, representada e caracterizada pelo comprimento A\; de
penetracao magnética.

Foi em 1950 que Vitaly Ginzburg e Lev Landau [l usando do modelo de Landau das
transicoes de fase I, propuseram um conjunto de equacdes para descrever o compor-
tamento do parametro de ordem na fase supercondutora. As equagoes explicam tanto o
chamado efeito Meissner, quanto o comprimento de penetracao apresentado pelos irmaos

London, mas também indicam a existéncia de um segundo comprimento carateristico do



estado supercondutor, o comprimento de coeréncia &. Esse comprimento pode ser interpre-
tado como a distancia minima necessaria para que haja portadores de carga supercondu-
tores.

Vé-se, portanto, que os resultados fundamentais a respeito do papel dos fonons (vi-
bragoes da rede cristalina) e o aparecimento dos pares de Cooper 5], permitiram que o
fenomeno supercondutor passasse a ser descrito no ambiente microscopico. Os fonons se-
riam, dessa forma, a ponte para a interacao atrativa entre dois elétrons disponiveis na
rede. Eles formariam pares ligados, cuja energia é menor que a soma da energia cinética
das particulas individuais, os chamados pares de Cooper. A partir desses resultados, John
Bardeen, Leon Cooper e Robert Schrieffer desenvolvem a teoria designada pela sigla dos
seus respectivos sobrenomes BCS B9 em 1957, pela qual receberiam o prémio nobel no
ano de 1972. Com o advento da teoria microscépica, nao sendo necessario o uso demasi-
ado de parametros, foi possivel explicar a maioria dos resultados experimentais até entao

evidenciados.

2.2 Transicao de fases continua

Os fenomenos de transigao de fase sao bem comuns e razoavelmente bem entendidos (0],
O comportamento geral é uma fenomenologia conhecida, no qual se encaixa uma grande
variedade de sistemas. E possivel observar em um diagrama de fases de um fluido simples,
em termos dos campos termodinamicos de pressao e temperatura, o comportamento usual
da matéria em uma mudanca de fases. Um exemplo é a mudanca abrupta da natureza
do sistema na passagem da agua para o vapor. Esse tipo de transicao de fases é mais
especificamente identificada com a igualdade das energias livres e descontinuidades de suas
primeiras derivadas.

No caso da passagem da dgua para o vapor, a descontinuidade da entropia implicara
a existéncia do calor latente de vaporizagao, e identifica-se esse tipo de transicao de fases
como sendo de primeira ordem, na nomenclatura atribuida a Ehrenfest, onde as transi¢oes
de fase seriam classificadas como sendo de ordem n, caso a n-ésima derivada da energia
livre apresentasse uma descontinuidade. Dessa forma, transicoes descontinuas seriam clas-
sificadas como sendo de primeira ordem, e as transi¢oes continuas de segunda ordem. No
entanto, ¢ preciso ressaltar que o observado, na verdade, é uma divergéncia nas derivadas
segundas (como calor especifico e compressibilidade), apresentando um comportamento
singular ou anémalo.

Para um melhor entendimento do fenomeno de transicao de fases continua, observemos

o diagrama pressao (P) x volume (V), exposto na Figura 2.1. Esse comportamento, revela



0 que seria o expoente critico que caracteriza o comportamento assintético, do que sera

chamado parametro de ordem ¢. A medida que temperatura aumenta a diferenca entre os

v

Vi Vg V
Figura 2.1: Isotermas de um fluido simples na vizinhanc¢a de um ponto critico.

volumes especificos, vg da fase gasosa, e vy, da fase liquida, ¢ = vg—vy, diminui, terminando

por se anular no ponto critico. Dessa forma, o que se observa é uma relacao funcional do

T, —T\"
w B =
¢ (Tc )7

com o expoente [ assumindo valores préximos de 1/3, para quaisquer fluidos ou grandezas

tipo

equivalentes em outros tipos de sistemas. O comportamento geral do parametro de ordem
em relacao a temperatura pode ser observado no grafico mostrado na Figura 2.2.

O estudo das transi¢oes de fases continuas ganha robustez com o advento da teoria de
Landau. A proposta de Landau 5711 foi apresentada pela primeira vez em 1937. Sua ideia
consistia em expandir a energia livre generalizada G(P, T, ¢), em fun¢ao do parametro de

ordem ¢, préximo ao ponto de transicao, com T« T,, ou seja
G(T,¢) = Go(T) + a(T)¢* + b(T)o".

Devido a arbitrariedade na definicdo do parametro de ordem, pode-se sempre fazer uma

translagao, ou usando de argumentos de simetria, eliminar o termo cubico. Derivando



Tc

Figura 2.2: Dependéncia do parametro de ordem com a temperatura .

G(T, ¢) em relagao ¢ e igualando a zero, temos
oG
99
2a(T)¢ + 4b(T)¢* = 0

a qual nos fornece duas solucoes para ¢,

Para que a energia livre G(7T', ¢) tenha um minimo como se espera, b(T) > 0; contudo,
se a(T) > 0, o minimo da energia livre se configura em ¢ = 0, sendo identificada como
a fase desordenada. Considerando ainda a energia livre G(7', ¢) continua no ponto critico,
devemos ter a(T,.) = 0, exatamente no ponto critico, de forma que podemos escrever a(T")
nas proximidades do ponto critico como a(T — T.), onde o > 0. Dessa foma, é possivel
fazer a leitura correta da fenomenologia, pois nesse caso temos a mudanca de sinal do
termo quadrado da expansao, indicando um novo minimo para a fase ordenada. Observa-se
ainda, que nas proximidades do ponto critico, b(T) deve se comportar como uma constante

positiva, nao modificando seu sinal e assim preservando a constru¢ao do novo minimo da



energia. A energia livre pode agora ser escrita, como
G(T,¢) = Go(T) + o(T — T.)¢* + bo". (2.1)

Seu comportamento, ver Figura 2.3, mostra claramente o novo minimo da energia livre

encontrado na fase ordenada, para T' < T..

G(T.¢)

Ao

T>T,

Figura 2.3: A energia livre em func¢do do pardmetro de ordem.

E possivel ainda considerar o cenéario no qual o parametro de ordem possa sofrer flu-
tuagoes no espaco Euclidiano, x; para um dado campo ¢ = ¢(x). Dessa forma, a energia
livre, Eq. (2.1), é generalizada para incluir termos que contenham derivadas do campo
V¢(x), sendo a derivada primeira a forma mais simples. Lembrando que o termo das de-
rivadas deve ser ao quadrado, pois a energia livre é um escalar. Dadas as modifica¢oes

sugeridas, a energia livre, fica
G[T, ¢(x)] = Go(T) + (T — T.)p(x)* + bep(x)* + e(T)[Vp(x)]*.

Essa perspectiva foi proposta por Ginzburg-Landau [l A derivada é uma forma de estimar
localmente a mudanca de ponto-a-ponto. A aplicacao do principio de extremo nos levara
a chamada primeira equagao de Ginzburg-Landau, que pode ser escrita de maneira geral,

CcOomo segue

V2(x) — d'(T)g(x) + V] d(x)[p(x) = 0.



Esta equacao é uma equacao de campo, e fornecera informacoes cruciais a respeito do
estado supercondutor. A seguir discutiremos em maiores detalhes a teoria fenomenolégica

de Ginzburg-Landau usual, apresentando seus principais resultados.

2.3 Teoria Fenomenolégica de Ginzburg-Landau

A teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau considera uma pseudo func¢ao de onda
¥ (r) como um parametro de ordem complexo 1. A densidade local de portadores das cargas
supercondutoras é representada pelo quadrado [¢(r)[%. A partir da expansdo em série de
poténcias para [1|* e |[V¢|* da densidade de energia livre, encontra-se, pelo principio de
extremos, as equagoes diferenciais para a fun¢ao ¥ (r) e o potencial vetor A(r). Mesmo
com alguns questionamentos por se tratar de uma teoria fenomenolédgica, seu papel no
contexto geral da supercondutividade foi devidamente estabelecido com os trabalhos de
Gor’kov em 1959 ! ], mostrando que se tratava de um caso limite da teoria microscépica
BCS, ou seja, na temperatura critica torna-se exata. Nesse contexto, a teoria de Ginzburg-
Landau permanece restrita as temperaturas proximas da temperatura critica, sem grandes
variagoes espaciais dos campos ¥(r) e A(r). A teoria se revela de grande valia no tratamento
macroscopico dos supercondutores, para o qual a energia livre tem um papel de destaque no
contexto geral do fenomeno, fornecendo uma descricao qualitativa das respectivas variaveis

quanticas envolvidas.
2.3.1 Energia livre e equagoes de Ginzburg-Landau

Com isso, as caracteristicas e propriedades da fenomenologia do estado supercondutor
podem ser estabelecidas através da energia livre 2, que considera v pequeno e variando

de maneira lenta no espaco,

F=F+ /}"(r)dgr
onde F(r) é a densidade de energia livre. Substituindo a expansao caracteristica, temos

B
F=fot [ falvel + S| ¢
Para modelar o aumento da energia associado ao parametro de ordem ¢é necessario adicionar

o termo com o gradiente, a saber

2
Pt [ [aloR + Sl + oo 9o an

10



com m*, considerado inicialmente apenas um parametro. O termo acrescentado, é certa-
mente, um termo cinético nos moldes do problema quanto-mecanico. Sendo assim, Ginzburg-

Landau entenderam que a prescricao Hamiltoniana poderia ser usada,

*

pop-—A
&

e, em termos dos operadores quanto-mecanicos, temos

*

e

V>V -
- he

A,

onde e* = 2¢e posteriormente serd entendido como a carga dos portadores. Incluidas estas

2
} d>r.

Ainda é preciso acrescentar a contribuicao do possivel campo magnético externo,

modificacoes, reescrevemos a energia livre, como

h2
2m*

F=F+ / {O‘W(f)l2 + 2l +

2

V- A v

R ?
F=F,+ / {oz|1/1(r)|2 + é|¢(r)|4 + o

2

V- A v

1
+ 8_7TH(r> } d3T.

E usando do método variacional, minimiza-se a energia livre com relagao a fungao *(r),
obtendo

o = [ [—h— (v-5a) ¢<r>+aw<r>+5|w<r>|%<r>] 50 (1)

2m*
—I—/d2r h—Q V- EA Qw(r)éw*(r)
2m* hc
e a condicao de extremo permiti-nos chegar a primeira equacao de Ginzburg-Landau,
U ie*A(r) 2w(r) +an(r) + Bl(r)*y(r) = 0 (2.2)
2m* he o '

Isso posto, o termo de superficie da segunda integracao que podera ser usado para esta-
belecer as condigoes de contorno. A variacao da energia livre, agora em relacdo ao campo

A(r), aponta-nos a lei de Ampere (V x H = 4fj), desde que identifiquemos a densidade

11



de corrente j(r), como

(1) =~ () — ()] - A (23)

m*
Esta, por sua vez, é chamada de segunda equacao de Ginzburg-Landau.
2.3.2 Comprimento de coeréncia &(7)

Voltando nossa atengao a primeira equacao de Ginzburg-Landau, Eq. (2.2), trataremos
do caso unidimensional na auséncia do campo magnético (A = 0). Assumimos que o
material supercondutor se encontre em x > 0. Sob estas prerrogativas, a equagao diferencial

toma a seguinte forma
h? d?
2m* da?

Sabendo que no estado supercondutor « é negativo, e portanto, conveniente substitui-lo

+ay + By = 0.

por —|a|, apds algumas manipulacoes chega-se a seguinte solucao

|

U(x) = |75 tanh (%5) : (2.4)

onde ¢ é o chamado comprimento de coeréncia, definido por

=

= : 2.5
2m*|a| (2:5)

O resultado da Eq. (2.4) demonstra o comportamento dos portadores de carga a partir da
fronteira, ou interface, entre o material supercondutor e o nao supercondutor, representada
por x = 0. Na Figura 2.4 mostramos seu comportamento funcional. A densidade de ”su-
per”elétrons aumenta ao longo do comprimento de coeréncia até atingir o valor maximo, e

assim o estado supercondutor se configura.
2.3.3 Efeito Meissner-Ochsenfeld

Desconsiderando as vari¢oes do parametro de ordem supercondutor na segunda equacao

de Ginzburg-Landau, Eq. (2.3), chegamos a equagao de London 1 a saber

() =~ <) PAG).

m

12



P(x) 4

Figura 2.4: Variacdo espacial do parametro de ordem nas a partir da fronteira do material.

Tomando o rotacional dos dois lados, e usando a lei Ampere, temos

onde foi definido o parametro

(2.6)

Considerando apenas o caso unidimensional, onde a interface do material supercondutor é

x = 0, chega-se na solugao

B(z) = Byexp (-%) ,

mostrando que o campo magnético externo By ¢ atenuado no interior do material, como
pode ser observado na Figura 2.5. O comprimento caracteristico é o parametro Ar, cha-
mado comprimento de penetracao magnética, previsto na teoria dos irmaos London 1,
Dessa forma, as linhas de campo magnético sao expulsas do material supercondutor, esta-

belecendo o que se conhece como efeito Meissner-Ochsenfeld !,
2.3.4 Densidade de corrente critica j.

Consideraremos ainda o caso de um filme fino H, cujo espessura ¢ muito menor do
que o comprimento de coeréncia. Nesse caso, considera-se que o termo da energia livre

proporcional & V[¢|? ndo tem contribuicao substancial, pois ¢(r) pode ser tomado por

13



B(x) .

B./e

)‘L X

Figura 2.5: Variacdo espacial do campo magnético externo incidente a partir da fronteira do
material.

19|e™)onde || é considerado constante. Baseado nesses pressupostos, a expressio da

densidade de corrente pode ser aproximada, para
. € e*
i= Sk (19 - Sa),
m c

ou, substituindo a expressao da velocidade generalizada de uma particula sob acao do

campo eletromagnético,
s % 2
.] =€ W’ V7
onde m*v =p — < A. A densidade de energia livre, para tanto, devera ser escrita,como

1
£ = ot ol + Dl + 2 pupme?,

onde consideramos que o termo referente ao campo externo é muito menor que o termo da

energia cinética. Minimizando a densidade de energia livre em relagao [¢|?, encontramos

]' *
—laf + BY* + 5mv* =0,
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para qual ja nos encontramos no estado supercondutor, pois «(7') = —|«a(7T)|. E, entao,

m*v?
o = (1- 550,

com 2 = % Substituindo esse tltimo resultado na expressao da densidade de corrente,

temos
*,.2

2l

A densidade de corrente supercondutora possui um valor maximo quando a energia cinética

j(v) 4

jc

Figura 2.6: Densidade de corrente supercondutora em funcdo da velocidade dos portadores de
carga.

lal W2 _ 2
3 wgo 37

na Figura 2.6. Esta expressao da densidade de corrente também ¢é capaz de fornecer a

dos portadores de carga ¢ igual a apontando para como pode ser observado
dependéncia da densidade de corrente de pico, ou critica, com a temperatura, nas proxi-

midades da temperatura critica, a saber

V. 3
jc_gﬂ\/me ’&(T)‘ :

Esta dependéncia com a temperatura, nas proximidades da temperatura critica, tem sido
fruto de estudos experimentais recentes em micro-pontes supercondutoras 1541 Os dados
demonstram, que para micro-pontes estreitas, a relacao funcional com a temperatura da

corrente critica realmente se d4 de acordo com o previsto na teoria de Ginzburg-Landau.

15



Contudo, para micro-pontes mais largas essa dependéncia se modifica, nao mais se com-
portando como prevé a teoria fenomenolégica. Podemos ainda determinar o momentum

caracteristico critico, a saber

N
qeaive)

A densidade de corrente pico, ou também chamada de densidade de corrente de desempare-

Pec =

lhamento dos pares, acontece no cenario que a densidade dos portadores de carga torna-se
muito baixa para manter o estado supercondutor ], Simplesmente nao existem portadoras
suficientes para manter uma corrente mais elevada.

A seguir, abordaremos a fenomenologia de Ginzburg-Landau na perspectiva da quebra

espontanea de simetria abeliana.

2.4 Quebra espontanea de simetria

Nesta secao, consideraremos o estado supercondutor no contexto da quebra espontanea
de simetria do campo, como um exemplo do modelo de Higgs ] na simetria abeliana.

Partindo da densidade Lagrangiana,
1
L=—(V—ieA)¢-(V+ieA)d* —m?|o|* — No|* — 5 (Vx A)’ (2.7)

onde —L representa a energia livre de Ginzburg-Landau, com m? = a(T — T,) nas pro-
ximidades da temperatura critica T.. O campo ¢ representa, dessa forma, a configuracao
macroscopica dos portadores de carga, segundo indica a teoria BCS. Por esse cenario, con-
siderando a teoria quantica de campos, os quanta do campo seriam assim, os ja citados,
pares de Cooper, "particulas” constituintes do condensado que se forma para baixas tem-
peraturas. Em conformidade ao que temos descrito, para T < T., m? < 0, a energia livre

deve entao ter um minimo em,
2
m

2—_

caracterizando o procedimento usual da quebra espontanea de simetria. A densidade La-
grangiana, Eq. (2.7), é invariante por transformacoes de calibre locais, do tipo ¢ — 2@ ¢,

exigindo que o campo de calibre A se transforme, como

1
A~ At -VA().
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A equagao de Fuler-Lagrange para o campo de calibre A nos permite escrever a seguinte

expressao para a densidade de corrente,
j=—i(¢"Ve - ¢Ve") — 2¢|p[A,

a qual possui divergéncia nula, e, sendo assim, é conservada. Ao considerarmos a fraca
variacao do campo ¢, o segundo termo domina a expressao, nos possibilitando chegar na
equagao dos irmaos London [ ], e em seguida derivar o comportamento ja discutido do efeito
Meissner-Ochsenfeld 1. Podemos ainda acrescentar que, nesse contexto, utilizando-se das
equacoes de Maxwell, o campo de calibre é dado pela equagao explicitamente invariante

por Lorentz, a saber
2
OA, = —k"A,,

indicando que, os ditos aqui ”fétons”, adquiriram massa; comportamento caracteristico do

mecanismo de Higgs. Esta, é conhecida como equacao de Proca L],
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Capitulo 3

Funcao de Wigner e o produto-estrela

Eugene Paul Wigner, em 1932, buscando implementar corre¢oes quanticas na mecanica
estatistica sugere uma expressao para a probabilidade, a qual hoje é conhecida como funcao
de Wigner (23], Apesar de oferecer uma nova perspectiva, Wigner observa que a dita funcao é
Real, mas nem sempre positiva definida, e por esse motivo chamada de quase distribuicao de
probabilidade. Contudo, é justamente a partir desse resultado peculiar que sua caracteristica
estatistica se demonstra, com indicativos da natureza nao-classica do sistema para a regiao
negativa acessada. Essa e outras propriedades da funcao de Wigner serao apresentadas
neste capitulo.

Partiremos da prescricao de Weyl [31] para indicar, através do produto de dois operadores
de Weyl, o que serd chamado de produto-estrela. A funcao de Wigner é entao apresentada
como a transformada de Weyl do operador densidade e suas propriedades sao discutidas.
Cada operador A definido no espaco de Hilbert H, é associado a uma fungao Ay (q,p)
no espago de fase I', através do mapeamento Qyp : A — Ap (g, p), chamado mapeamento
de Wigner. De modo que, a algebra associativa de operadores em H corresponde a uma
algebra igualmente associativa, porém nao comutativa em I'. O produto de dois operadores
AB em H é representado no espaco de fase I" pelo produto-estrela, ou produto de Moyal 27,
Possuindo propriedades que o destacam, e um importante papel na estrutura simplética,
o produto-estrela servird de substrato para nossa abordagem da teoria fenomenoldgica de

Ginzburg-Landau discutida nos capitulos seguintes.

3.1 Prescricao de Weyl

Uma correspondéncia pode ser feita entre varidveis 2/ de um espaco Euclidiano D-
dimensional com operadores 27 no respectivo espaco Euclidiano nao-comutativo 7. Con-

sideremos a algebra comutativa no dito espago Euclidiano de fungées f(z), que possam ser
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representadas por transformadas de Fourier, do tipo

f(k) = /dDzexp (—z'k:jzj) f(2),

onde j vai de 1 a D. O respectivo espaco nao-comutativo por sua vez, podera ser cons-
truido substituindo as coordenadas locais 2/ por operadores Hermitianos 27 que respondam
a relaciao de comutacio [27, 2%] = i67* na qual esses mesmos operadores sio também gera-
dores de uma algebra nao-comutativa. Com isso, é possivel introduzir o chamado operador
de Weyl, )7\/\[ f(2)], dado pela transformada

Wi = [ sl )AC)

onde, a fungao f(z), pode ainda ser identificada como a transformada de Weyl de F' = V/\7[ fls

com ﬁ(z) escrito, como

—~ dPL ,
Az) = / om)P exp (—ik;Z’) exp (—ik;2") .

Esse procedimento configura um mapeamento dos campos, representados pelas fungoes f(z)
no espaco comutativo, com operadores de Weyl no espago nao-comutativo. Para escrever
a expressao caracteristica, do que mais adiante sera chamado produto-estrela, faz-se ne-
cessario definir o produto de dois operadores de Weyl, a saber 17\)\[ f]W[g] Esta expressao
deverd, portanto, relacionar as transformadas de Fourier das fungoes f(z) e g(z), como

segue

. - D Dy ‘
/ casNa. F(k)g(kz) exp (—iky;2’ ) exp (—ikuZ') . (3.1)

WU = [ Gosb o

Usando a relagao Baker-Campbell-Hausdorff para exponenciais de operadores, e lembrando

que [27,2%] = i#7% reescrevemos a Eq. (3.1) como

LI = [ 50 0 Fh e exp (oot ) o [ + )]
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E entéo, defini-se o produto-estrela ou produto de Moyal ™ entre as funcdes f (2) e g(2)

como sendo o trago do produto dos operadores de Weyl com o operador ﬁ(z), a saber
[(2) % g(z) = Tr [WIF () WIg(:)A(2)] (3:2)

A forma diferencial contudo, nao explicitando algumas manipulacoes mateméaticas ', fica

dada por _
F(2) % 9(2) = f(2) exp (;eﬂﬁﬁz) o(2), (33)

o qual serd mais adiante, na Secao 3.3, discriminado. Percebe-se, que o produto dos ope-
radores de Weyl nao é igual ao produto das respectivas transformadas, e sim a algo mais
intrincado, dando origem a deformacao pseudo-diferencial associativa do produto ordinario
f(2)g(2).

Ademais, considerando a construcao acima, é ainda possivel identificar, e essa associacao
ficara mais clara nas secoes seguintes, a funcao que chamaremos de fungao de Wigner, como

sendo

fw(z) =Tr \WI[f(2)]A(z)] . (3.4)
Deixando claro, de certa forma, que ha uma correspondéncia entre a formulacao utilizada
por Weyl e o método da funcao de Wigner, ja que a funcgao identificada por Wigner é o traco
do produto, do assim denominado operador de Weyl com o operador ﬁ(z), responsavel pelo

mapeamento dos campos. A seguir apresentaremos seu formato usual e suas propriedades.

3.2 Funcao de Wigner

J4 em Dirac [ podemos observar uma abordagem do ponto de vista estatistico através

do operador densidade, que pode ser escrito como
p= wilLi())ei(t)]

onde consideramos os {1;} como sendo os estados microscépicos do ensemble estatistico,

ew; = NZ 0 peso estatistico para o estado quantico |1);). Dessa forma, a matriz densidade
retne as informacoes fisicamente relevantes do ensemble estudado. O valor esperado de um
determinado observavel fisico A fica, (A) = Tr(pA), e a equacao de Liouville-von Neumam,

responsavel pela evolugao temporal da matriz densidade, é obtida a partir da equacao de
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Schrodinger, e pode ser escrita como

2 = (1 (1), p(t)], (3.5)

ot
onde o operador H(t) representa a energia total do sistema.

Seguindo um procedimento similar ao adotado por Dirac, mas nao de todo igual, Wig-
ner usa a prescricao nao-comutativa de Weyl para estabelecer uma estrutura geométrica
igualmente nao-comutativa SN espaco de fase usual e as respectivas varidveis com di-
mensao de posigao e momentum sao representadas por 2, ou seja z = (¢', p'). Esse espaco
se mostra como um produto cartesiano I' = R x R?, onde o indice d se refere ao dual, e
com ¢ = 1 apenas, tratando do caso unidimensional. Esta escolha da prescricao de Weyl

¢ chamada de realizagao simplética. Nesta realizacao, o operador K(Z) = ﬁ(q, p), passa a

N dudv R R
A(%p) :/ 21;7:65[7*('1—11)—11(19—;3)]7

onde os operadores ¢ e p respondem a relagao de comutagao de Heisenberg, [g,p] = ih.

assumir a forma

Ao considerarmos o operador de Weyl na Eq. (3.4) como sendo o operador densidade
p associado a um determinado sistema fisico, a funcao de Wigner é identificada como a

transformada de Weyl, e escrita na sua forma mais compacta 1) como

fw(g,p)=Tr [ﬂﬁ(q,p)] ,

haja vista a realizacao simplética usual do espacgo de fase em p e ¢q. Encontramos a fungao

de Wigner por uma transformada de Fourier dos elementos da matriz densidade, na forma

1Dz

fw(g,p) = (2xh)~! /exp <%) <q - g plq+ §> dz,

fw(q,p) = (2nh)~ /exp (_;qk) <p - g lplp + §> dk:.

Quando consideramos sistemas quanticos descritos por estados puros |¢), cujo operador

ou

densidade é dado pelo "ketbra” p = [1) ()|, a fungao de Wigner poderd ser escrita, como

wlaop) = e [ e (%) o (04 2) 0 (9= 2) =

E importante ressaltar que a funcao de Wigner nao representa uma distribui¢ao de probabi-
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lidade como ja o dissemos, pois a mesma eventualmente poderd assumir valores negativos,
chamada assim de uma funcao quase distribuicao de probabilidade. A parte negativa da
funcao de Wigner, pode ser interpretada como um indicador da nao-classicalidade do sis-

tema | ], cujo fator, em decorréncia da funcao de Wigner ser normalizada, é dado por

Neg = / | fw (g, p)|dgdp — 1. (3.6)

Mesmo que a funcao de Wigner nao represente uma distribuicao de probabilidade propri-
amente dita no espacgo de fase, densidades de probabilidades nas coordenadas poderao ser

obtidas através da integracao em ¢, tal que

[(q)* = /fw(q,p)dp,

ou, de forma analoga nos momenta

[(p)]? =/fw(q7p)dq.

Os equivalentes de Wigner dos operadores quanticos designados de forma geral por Ay (q, p),

sao fungdes associadas ao operador A(Q, P), que podem ser escritas como

Awla.n) = [exw (B2) (a-314@Q.Pllg+ 5 ) d=
h 2 2
Dessa forma, a propria funcao de Wigner é o equivalente de Wigner do operador densidade
fw = @2rh) " pw.

Dada a definicao anterior, podemos escrever o valor esperado de um observavel num estado

)
(A) = (] AJ) = / Aw (¢, p) fu(q, p)dgdp.

22



Os operadores na representacao de Wigner ainda apresentam as seguintes propriedades

/ Aw(q.p)dp = (2R){glAlg),
&/AW@Jmm = (2rh)(p|Alp),

Tr(A) = / Aw (g, p)dgdp.

H& de se ressaltar que, sendo A = A(Q), o equivalente em Wigner serd Ay = Ay (q), e
se A = A(P), entao Aw = Aw(p). Se porém, A = constante, entdo Ay = A. Essas e
outras propriedades da funcao de Wigner, dos operadores na representacao de Wigner e

suas respectivas demonstracoes, podem ser encontradas nas referéncias b1, I,

3.3 Produto-estrela

Voltemos nossa atencao ao produto de dois operadores de Weyl citado na Secao 3.1. Esse
produto relaciona duas transformadas de Weyl das fungoes f(q,p) e g(g,p), considerando

a realizacao simplética usual do espaco de fase pode ser escrito, como

O (UL SINURINCS
= /%[f(qm)*g(q,p)]ﬁ(q,p),

onde podemos perceber que o produto dos operdores de Weyl pode ser escrito ainda,

—~ — —

WIf(q,p)]WIlg(q;p)] = WIf(q,p) * 9(q; p)]-

E, a partir da qual, é possivel identificar a Eq. (3.2), e escrever

fla,p)*xg(q,p) = Tr [W[f(q,p)]VAV[g(q,p)]ﬁ(qm)]

dp1dq,dpsd A A A
_ /wf(ql,pl)g(q%m)w [A(q1,p1)A(QQ7p2)A(qyp)] .

(2mh)?
Depois de algumas manipulacoes matemaéticas 1) 6 resultado obtido é dado por
Fam xatan = fapes|H (20 TN )
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ou de forma mais compacta,

fla,p)*9(q,p) = f(q,p) exp (%Ao) 9(q,p),

com
A, 00 97
"7 9qop dpoq’

onde Ag é um operador pseudo-diferencial. Esse produto é conhecido como produto-estrela

(3.7)

ou produto de Moyal ), 0 qual configura uma deformacao pseudo-diferencial do produto
associativo ordindrio das fungoes f(q,p) e g(q,p).
O produto-estrela apresenta algumas propriedades que serao de grande valia para dis-

cussoes futuras do texto. O produto-estrela de uma funcao constante ¢ € C se trivializa,

c* flq,p) = f(q,p) x c = cf(q, p).

O produto-estrela é anti-comutativo, ou seja

f(a,p) xg(a,p) # 9(q,p) * f(q,p),

o que temos na verdade é

thAg

f(q,p)exp < . )g(qm) — 4(q.p) exp (—ihAO

2

) (ap). (3.8)

O produto-estrela entre duas fungoes no espago de fase pode ser visto como a atuacao de

uma delas como operador, ou seja

ihd  ihd
fle.p)xg(q,p) = f <(J+ 25,7 5%) 9(q,p),
— —
ik 0 ih O
= fla,p)g (q — 5a_p’p+ Ea—q) .

Logo, podemos escrever o operador-estrela f, como

~

fla,p) = flq,p) *.

A partir da propriedade de anti-comutatividade, Eq. (3.8), possivel perceber que a con-
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jugacao complexa inverte a ordem do produto-estrela
(fxg)f =gt x fT. (3.9)
O produto-estrela é associativo,

[f(q,p) x 9(q,p)] x (g, p) = f(q,p) * [9(q; ) * h(q, p)].

O produto-estrela se trivializa na integracao em todo espaco de fase ou simplético, consi-

derando a convergéncia da integral, devemos ter

/f(q,p)*g(q,p)dqdpz /f(q,p)g(q,p)dqdp- (3.10)
O produto-estrela pode ser escrito em termos de uma expansao em série de poténcias, a
saber
=1 (ih\" < n!
—= —_ _— —1 m_______
f(a.p) > 9(q;p) nz;”! <2) 7;0( ) (0 = m)iml
x 037y f(q,p)] (0795 "g(q,p)] - (3.11)

Ou ainda através da integracao

1 2 ! ! / /! / / /! //
fla,p)*g(q,p) = (%) /dqdq dp'dp" f(¢',p")g(q", p")

i
S R U R )} SRCRE)
Essas, e outras propriedades do produto-estrela, estao demonstradas de forma detalhada

nas referéncias " 7% 7% 01,

3.4 Representacao simplética galileana

Apontando para o que mais adiante usaremos como guia na construcao da repre-
sentacao simplética da teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau, obtendo como resultado
as equacoes caracteristicas no respectivo espaco simplético, discutiremos a representacgao
Galileana e obtencao da equacao de Schrodinger no espaco de fase P2, O procedimento
descrito servira de base para construgao que faremos, pois possibilita deduzir fungoes de

quase distribuicao de probabilidade, sem a estrutura, muitas vezes intricada, da equacao
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de Liouville-von Neumann ', A partir desse ponto buscaremos reconstruir o roteiro para
chegar na equacao de Schrodinger no espago de fase. Outras *-representagoes simpléticas,
utilizando os grupos de simetria ja foram construidas de forma analoga, obtendo-se as
equacdes de Klein-Gordon e Dirac no espaco de fase ['™ '],

Para tanto, definiremos um conjunto de operadores-estrela, baseados numa representacao
do Grupo de Galilei num espacgo de Hilbert Hr, associado ao espaco de fase. Esta identi-
ficacao é realizada considerando o conjunto de fungoes complexas de quadrado integravel

®(q,p), a partir da qual
/¢*(q,p)¢(q,p)dqdp < 00,

que possa ser considerada uma forma bilinear real. Entao, escrevemos a funcao ¢(q,p) =
(¢ p|®), tal que
/\q,p><q,p\dqdp =1,

onde (¢| é o vetor dual de |p). A dlgebra de Galilei é dada a partir dos operadores-estrela

¢ e D, como segue

~ ih

q = G =g+ Eap’

~ ih

P = p=p— 5&;,

K = ki* = MQi — tPixs
L, = Ez‘jk/q\jﬁh

. P21
H = -—=— @ +p+05).

2m 2m

De forma que tais operadores obedecem a seguinte algebra de Galilei-Lie,

L, L,] iheiji L,

[Ei, Aj_ = iheijkf?k,
_ZZ-, AJ = iheijkﬁk,
KB = inmag,
[Ai, PAI = zhﬁl,
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onde as outras relagoes de comutacao sao nulas. Os préximos passos serao definir novos

operadores () e P que possam corresponder as respectivas transformacgoes puras do grupo

K\ — K _
exp | —tv— | 2Qexp | iv— | = 2Q + vtl,
h h
K\ — K _
exp (—ivE> 2P exp (ZUE> = 2P + mvl,

onde Q = 2q1 e P = 2p1. Contudo, esses 1ltimos, ndo podem ser considerados observaveis a

de Galilei, a saber

teoria, pois [@, P] = (. No entanto, servirao para construir um referencial no espaco de fase
associado a um espaco de Hilbert, o ja citado Hp. Para tanto, consideraremos o conjunto

de autovetores normalizados |g,p), de tal forma que Ql|q,p) = qlg,p) e Plg,p) = plg,p),
com (g,p|q,p") = d(q — ¢')é(p — p'), onde

/\q,p><q,p\dqdp - 1.

E assim podemos afirmar que os operadores Q e P, com seus respectivos autovalores g e p,
sao coordenadas do dito espaco de fase, no qual usamos a estrutura simplética para definir
o produto-estrela ou produto de Moyal.

A equacao de Schrodinger é agora o nosso objetivo. Assim, podemos definir uma certa
quantidade |t (t)), no espago Hr, representando o estado do sistema quantico que esta-
mos estudando, de forma que possamos usar os conjunto de kets {|g,p)} para escrever
¥(q,p,t) = {(q,pl(t)). Esse ultimo resultado ndo é exatamente uma fungao de onda, ja
que as varidveis ¢ e p sdo autovalores dos operadores () e P respectivamente, e que an-
teriormente, ja o dissemos, nao podem ser tomados como observaveis. Sua natureza esta
relacionada ao conteudo estatistico que a funcao de Wigner apresenta, sendo chamada

dessa forma de quase amplitude de probabilidade. Sua evolugao no tempo é dada por

¥(q,p,t) = exp (—it%> * (g, p,0),

e que ao ser derivada em relagao ao tempo, considerando H = % + V(q), fica
(g, p,t) = P iy o)+ (a+29,) vla.pb)
1 t q,D, - 2m 8m q 2m q q,DP, q 2 D q,DP, )
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e assim, chegamos na equacao de Schrodinger no espago de fase. A funcao de Wigner por

sua vez, esta relacionada a quase amplitude de probabilidade por meio do produto-estrela,

fw(a.p) = ¥(g,p. t) x ¥ (q,p, ). (3.13)

Com conteudo estatistico, a funcao de quase densidade de probabilidade contém em si as
informacoes referentes ao comportamento do sistema. Nas proximas sec¢oes discutiremos

seu papel especifico no fenomeno que estamos tratando.
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Capitulo 4

Representacao Simplética Euclidiana

Neste capitulo apresentaremos, com algum detalhe, a primeira etapa do objetivo do
nosso trabalho: construir a representacao simplética da teoria fenomenolégico de Ginzburg-
Landau [,

Deduziremos a equacao diferencial da teoria fenomenolégica na variedade simplética
a partir da estrutura algébrica associada ao espaco Euclidiano. Na qual, o conhecido
parametro ordem da teoria original, sera interpretado como uma quase amplitude de pro-
babilidade, nesse contexto. Considerando os invariantes do grupo térmico Euclidiano, a
equacgao de Liouville-Von Neumann independente do tempo serd deduzida. Dessa forma,
seremos capazes de associar uma funcao de quase distribuicao de probabilidade, ou seja,
uma funcao do tipo Wigner, ao parametro de ordem da teoria em uma variedade simplética
com conteido de espaco de fase. A primeira equacgao simplética de Ginzburg-Landau, na
auséncia de campo externo, emerge do invariante da élgebra térmica associada a simetria,

e a densidade de corrente de Noether é é determinada.

4.1 Algebra Térmica: definicao e notacao

Um importante aspecto das teorias térmicas ¢ a duplicagao em sua estrutura algébrica,
que se mostrou necessaria por construcao. Proposta e evidenciada na prépria dinamica de
campos térmicos, a duplicacao caracteriza um formalismo algébrico em tempo real para
teorias quanticas de campos em temperatura finita 1] Nesse contexto, o espago de Hilbert
¢é duplicado, escrito como Hyr = Hg QH g,onde Hp e Hp s80 0 espaco de Hilbert original e
dual, respectivamente, ambos definidos a partir da variedade euclidiana. Embora a primeira
vista possa parecer que esse procedimento seja algo novo quando proposto para a dinamica

de campos térmicos em tempo real, esse tipo de duplicagao estava presente na equacgao de
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Liouville-von Neumann, geralmente escrita como
i0ip(t) = Hp(t),

onde p(t) é a matriz densidade. Ao considerarmos um estado puro, p pode ser escrita
como p =~ |¢)(¢p|. E, para um sistema conservativo, a evolugao temporal é dada por meio
do operador Liouvilliano H= [H,-], onde H é a Hamiltoniana do sistema. O operador
H representa o gerador de evolucao temporal, enquanto H é o observavel que descreve a
energia do sistema. Esta estrutura duplicada também esta presente na teoria cinética. Em
termos algébricos, foi identificada como as representacoes padrao da c*-algebras. No con-
texto da algebra de Lie, foi chamada de termo-algebra B4, Para o objetivo deste trabalho,
iremos rever alguns elementos dessa estrutura algébrica, no intuito de melhor compreender
a simetria que estamos explorando.

Consideremos Lg = {a;,i = 1,...,s} uma &lgebra de Lie, onde a; sdo os geradores de

simetria do grupo de Lie correspondente. O produto de Lie (.,.) é escrito como
(a;,a) = iC’fjak, (4.1)

onde assumimos a soma sobre os indices repetidos. Os ntimeros C’fj sao as constantes de
estrutura da algebra. O produto de Lie dado por meio da Eq. (4.1) satisfaz a condigao de

anti-simetria
(ai,a;) = —(aj, a;),

e a identidade de Jacobi,

(ai, (aj, ax)) + (ax, (ai, a;)) + (a, (ar, a;)) = 0.

A nogao de dlgebra térmica de Lie ¢é introduzida como uma representagao de Lg para
sistemas fisicos considerando os seguintes aspectos que passamos a descrever 10 conjunto
de variaveis cinematicas representado por, V, é um espaco vetorial definido em um espago
de Hilbert Hr, o espago portador da representagao para a algebra de Lie Lg. O conjunto
V é composto por dois subespacos, ou seja, V = Vys @ Vyep,. Para o proposito ao qual se
destina, Vs, representa o conjunto de observdveis em um sistema fisico e Vg,, por sua

vez, descreve os geradores de simetria. Considerando aspectos gerais de simetria fisica [ ],
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a representacao de Lg em Hp é dada por

[Ai, Aj] = iCEA,
[Ai, Aj] = iCEA,,
(A, Al = injAk,

onde A € Vyen € A € Vs, com [, | sendo o comutador. Essa foi chamada de termo-
Lie algebra, Lg, 1], Nesse contexto, é importante observar que Lg é uma algebra de Lie

semi-simples. Entao é escrita como uma soma direta de duas dlgebras de Lie. Na verdade,

introduzindo a varidvel A = A — E, a algebra de Lie Lg leva a

[Ai, Aj] = —iCh Ay, (4.3)
[4;,A;] = 0. (4.4)

Essa duplicacao é pensada como um mapeamento em V), digamos J: V — V), denotado
por JAJ = A. Com esta notacao, e usando as Eqs. (4.2)-(4.4), o mapeamento J preenche

as seguintes condigoes:

(Ai4;)” = AA;
(cA;+ A = A+ A,
(Al = (A,
(A) = A,

(4, A;] = 0.

Essas propriedades sao chamadas de regras de conjugacao til, na dinamica de campos
térmicos. Na c*-dlgebra, J ¢é a conjugacao modular . Na préxima secao, esta repre-
sentacao sera explorada considerando o grupo Euclidiano.

4.2 Algebra de Lie Térmica Euclidiana

O grupo Euclidiano é o produto semidireto de O(3) x T, em R?, um subgrupo do grupo

de Galilei, contendo as rotagoes, O(3), e translagoes, T,, preservando a norma. A &lgebra
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de Lie associada é escrita da seguinte forma

(li,lj) = ihEijklk,
(lmpj) = ihﬁijkpk,

onde [; ¢ o gerador das rotacoes e p; representa os geradores das translacoes espaciais.
Os invariantes sao: I; = p? e I, = [2 + s, onde s representa ainda rotacoes em graus
de liberdade internos no espago. Para este estudo tomaremos s = 0. A algebra térmica
associada a esta simetria, é escrita em termos de relagoes de comutacao diferentes de zero

entre observaveis e operadores de til,

[Li,L;] = ihegpla, (4.5)
[Li,P] = iheijpPr, (4.6)
[Li,L;] = —ihejuLy, (4.7)
[Li, P;] = —ihegiPy, (4.8)

destacando os invariantes P2 e P2.

No espago suporte, Hr = Hg ® H g, 0 espaco de Hilbert térmico, um vetor é denotado
por |¢) € Hp. O valor médio de um observavel A com respeito a |¢) é escrito como
(A)y = (9| A]p), com (p|¢) = 1. Uma representagao fisica deve ser construida a partir do
vetor [I) = > |n,n) € Hp. O estado |¢p) € Hp é escrito em termos de um operador Fj
definido em Hp como |¢) = (Fy ® 1)|I) = |Fy). Se |¢) é normalizado, entdo garantimos
que TT(F;F¢) = 1. Neste ponto, ¢ conveniente introduzir outra notacao, a saber Fj, = p%.

Dessa forma, temos
|9) = [p2) = (p> @ DI,

1
com p2 € Hg.
Agora estamos em posicao para examinar a acao do invariante P? = P? — P2, no vetor
1 A - .. . - o,
|¢) = |p2), onde P é o gerador das translagdes espaciais. Como a regra de conjugacao til é

um mapeamento anti-linear '), P2 é escrito como

PP=V®1-10V2=0.
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Isto implica que

Plg) = Pp2 @ 1|I)),
= (V2@1-1® V) (p? ®1|I)),
= [V —p2 V3 @ 1]I),
V2, p2] @ 1]1),
= 0. (4.9)

[N

E, dessa forma, garantimos que o operador p% satisfaca a seguinte equacao
V2, p2] = 0. (4.10)

Introduzindo o operador normalizado p = p%T ,0% como o operador densidade, chegamos na
seguinte expressao
V2, p] = 0. (4.11)

Essa ¢é a versao da equacao de Liouville-Von Neumann independente do tempo.
Neste contexto é possivel explorar a representacao de Wigner da Eq. (4.10), a qual é

derivada usando o mapeamento de Wigner, Qy, i.e.,

Qw[V2, 03] = Quw[V2p2] — Qu[pz V7],
= P*xfi(q,p) — f2(q.p) %P,
= {p% 2 (@)},
) (4.12)

onde {a,b}pr = a*b—bxa é o chamado parénteses de Moyal, com (g, p) representando as
coordenadas da variedade simplética com conteudo de espago de fase e f = Qu (p), a funcado
equivalente de Wigner do operador densidade. Atuando de forma anédloga na Eq. (4.11), este
procedimento leva-nos a equacao de Liouville-von Neumann nesta variedade simplética, a

saber
{0, F(¢,p)}as = 0. (4.13)

A partir das Egs. (4.12) e (4.13), observamos que f(q,p) € R, ou seja, embora norma-

lizada pode ser negativa. E ainda, sendo proveniente do mapeamento de Wigner, a funcao
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f(g,p) pode ser escrita, como

fla,p) = Qwlpol,
= Qulp?'p2],
fla.p) = ¢(q,p)*d'(q,p),

onde usamos a notacio Qu[pz] = f2(q,p) = é(q, p).

Até agora, temos deduzido uma funcao de quase distribuicao de probabilidade, ou seja,
uma funcao do tipo Wigner, em uma variedade simplética a partir dos invariantes do grupo
térmico FEuclidiano. A seguir, construiremos a estrutura simplética para a qual associaremos

o parametro de ordem da teoria fenomenoldgica a uma quase amplitude de probabilidade.

4.3 Estrutura Simplética

A estrutura simplética associada com o espago Euclidiano, E, é introduzida por meio
da nocao de fibrado cotangente, T*E, com coordenadas
k "
n = (q".p"),

onde p* é a coordenada no espaco dual E*, e a matriz métrica é a prépria matriz identidade

tridimensional. A estrutura simplética de T*[E emerge a partir da introducao da 2-forma
w = dq"® A dp*.

Essa, por sua vez, considerando o espaco de fungoes analiticas definidas no fibrado cotan-
— -
gente, C°(T*E), e um operador linear bi-diferencial definido por Ay = quapk — §pk8qk, é

possivel escrever 2-forma w, como

w(fA,g\) = fAg={f, g},

onde,

{f7 g} = aqkfapkg - apkfﬁqu7

é o conhecido parénteses de Poisson. Equipado com essa estrutura simplética, T*E é o
propria variedade simplética assim definida, ou mais conhecido no contexto mecanico como
espago de fase. Esse, serd denotado por I'g.

O espaco de Hilbert é introduzido tendo em vista o subespaco linear de funcoes quadraticas
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integraveis H(I') C C>°(I'g), com valores complexos, {¢ : 'y — C}, ou seja,

o' (") (n")dn* < oo

I'e

onde dn* = dqg*dp*. Tal espaco torna-se um espaco de Hilbert ao introduzir o produto

interno

(@1lda) = | &1 () o (") dn*. (4.14)

Além disso, consideramos os mapeamentos lineares Q, P: H(I') — H(T), tais que

Qo(n) = q¢(n);

Po(n) = po(n).

Como [Q, P] = 0, o espectro de Q e P é usado para construir uma base em H(I'), {|n)},
tal que

Qln) = qln);

Pln) = pln).

Como ¢(n) = (n|¢), derivamos da Eq. (4.14) o resultado

/F Im)(nldn =1,

com {(nny =d(n—n")edn—n)=25(qg—q)5(p—p). Vale ressaltar que os operadores Q
e P nio sao os operadores usuais da mecanica quantica para posicdo e momentum, pois
estamos lidando com uma estrutura simplética para o campo ¢(q, p), que sera considerado
um parametro de ordem.

Usando as fungoes ¢ e p definidas em H(I"), construimos os seguintes operadores til e
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nao til, a saber

Q=qx = ¢+ 50,

P=xp = p+ 0,

L D)
I
*

S
Il

<
|

§QJ

e ainda

L, = EiijjPIm
L; = Gijkéjﬁk-

Esse conjunto de operadores satisfaz as mesmas relacoes de comutacao da algebra térmica
apresentadas nas Eqs. (4.5)-(4.8). Como consequéncia, ) e P sao transformados como
posicao e momentum, e sao observaveis por construcao devido a estrutura da algebra

térmica assumida.
4.4 Equacao Simplética

A partir do gerador das translacoes espaciais, P, temos um dos invariantes da algebra

térmica euclidiana P2. Esse, atuando em um estado de Hy, Eq. (4.9), permiti-nos escrever
P2p = amg,
onde o e m sao constantes. Lembrando que P = p*, definido na secao anterior, temos
(p%)* ¢ = amo.
Como px = p — %aq, chegamos na seguinte equacao diferencial,
Ly R s
— (p — ihpdy — Zaq) ¢(q,p) = ag(q, p)- (4.15)

Essa ¢é a equacao de Ginzburg-Landau, excluido o termo nao linear, escrita em uma varie-
dade simplética, através da representagao do grupo Euclidiano, para a qual consideramos

a=oo(T —1T,) = aT), onde T, é a temperatura critica da transi¢cao de fase. A equacao
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(4.15) é obtida a partir da acao

S = /lh@m%

— /[1(p*¢)f(p*¢)+a(T)¢*¢ dpdg,

m
onde a densidade Lagrangiana, £, ¢ dada por

Lo=—(px )} (px6) + o(T)'o. (4.16)

Para uma auto-interagao, um termo que preserva a invariancia de £ por ¢ — —¢ ¢é introdu-
zido pela densidade na variedade simplética §(¢T¢)2, um termo do tipo A\¢*. Adicionando

esse termo, a densidade Lagrangiana fica

L= () (px0) + a1)é6+ 2 (670)” (4.17)

A equacao de Euler-Lagrange para o campo ¢'(q,p) é dada por

que leva-nos a seguinte equagao para o campo ¢(q, p),

— ( — —&1) ¢(q,p) + a(T)p(q, p) + Blolq, p)[*é(q,p) = 0,

que ainda pode ser escrita em termos do operador-estrela px, tomando a seguinte forma

1
—(p%)*¢(a,p) + AT)e(q.p) + Blo(a, p)*¢(¢, p) = 0. (4.19)
Reconhecemos entao, a primeira equacao simplética de Ginzburg-Landau, na auséncia de
um campo externo. E ainda, o campo ¢(q,p) como a quase amplitude de probabilidade e
parametro de ordem da teoria nesta representagao simplética.

A densidade Lagrangiana apresentada acima, Eq. (4.17), nos possibilita escrever a den-
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sidade de corrente de Noether,

. — ot I O
ilap) = Mq’p){@[@qqﬂ(q,pﬂ} { q‘MP }
= {6 o oa )+ [ (a.0) * 2] Gla.p)} (4.20)

a qual reconhecemos como a segunda equagao simplética de Ginzburg-Landau na auséncia

de um campo externo. Esta expressao possui divergéncia nula na coordenada ¢, a saber

i(@p) = —20,{6'(a.p) Ipxo(a,p)] + [¢'(a.p) % 1] 6(0.))}

2m
2

. h2 ) h
= o) - @] o Lot oo+ (@0

Aqui, podemos reconhecer as equacoes de Euler-Lagrange para os campos ¢(q, p) e ¢'(q, p),

onde

~(prf 9+ a(T)6+ Bl = 0,
h2 2
(@) + - (020) = m | a(r) + siop] o

1 () + () + B0 = 0,
h2 2
i (0,67) ~ ¢ @301) = —m |t alT) + Blof| .

As quais sao substituidas na divergéncia da densidade de corrente, obtendo

2

2
(o) = 1|2+ a(r)+ 810P 1o~ |2+ a() + 8loP| o

Dessa forma, mostramos que a densidade de corrente simplética, Eq. (4.20), é conservada.
A seguir, a simetria de calibre abeliano é levada em consideracao e resultados equiva-

lentes da teoria de Ginzburg-Landau original serao obtidos.

38



Capitulo 5

Calibre Abeliano

A teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau para supercondutividade tem sua im-
portancia e aplicabilidade ja bem estabelecida. O parametro de ordem estabelecido pela
teoria desempenha o papel principal e ¢ um campo. Neste capitulo, testaremos a invariancia
de calibre local da equacao diferencial e da Lagrangiana simplética. Neste contexto, ex-
ploraremos a atuacao do invariante da algebra térmica euclidiana no campo ¢(q, p), con-
siderado o parametro de ordem da teoria fenomenoldgica simplética. Desenvolveremos a
teoria de calibre inserindo o campo A*, o qual compde um tensor de campo anti-simétrico
F*  andlogo ao descrito por Seiberg e Witten 1 conforme serd mostrado. A densidade
Lagrangiana invariante obtida, servira para derivacao da equivalente simplética. Deduzire-
mos as equacgoes Ginzburg-Landau a partir da representacao euclidiana em uma variedade
simplética com conteido de espaco de fase, as quais serao chamadas equagoes simpléticas

de Ginzburg-Landau.

5.1 Invariancia da equacao diferencial

Iniciaremos nossa avaliacao da equagao diferencial proveniente do invariante da algebra
de Lie térmica, Eq. (4.15), considerando uma possivel transformacao da calibre local, a

saber

o(g,p) — e ™ xolq,p),

onde A = A(gq,p). Assumindo A < 1, escrevemos a variagao infinitesimal do campo,

dlo(q,p)] = —il(g,p)*d(q,p).
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A Eq. (4.15), sobre a transformagao de calibre, fica assim escrita

0= (px)°d[(q,p)]. (5.1)

e entao

0 = () (~ihx0)
R\
0 = (p2—iﬁp8q—zag) (—iA % @),
0 = —z'pz(A*@—hp%(/\*(b)—k?@gm*qﬁ).

Usando a propriedade do produto-estrela p(f x g) = f * (pg) — % (0, f) * g, reescrevemos

0 = =i [N (p0) — 5 @) 0| = [0 w0+ A (0] + 0, [0,0) w0+ A5 B0,

0 - i {A*(p%)—@@m 0)| - Jonto,0) el - A*p(am—%(aqmwam
I T(020) w.0] + 2 [(0,0) # (040)] + 2 [ 5 (040)].

0 - —zA*[p it (0,0) ~ 'y (080)] = § @) (90) — 10 [0,0) 6] + 82 (@10 « 0,0)]
I 1(03A) + ]

0 = —iA*{p%—ihp(%(ﬁ)—%(@?(é)} — 21 [(0,A) * (pg)] + ih* [(OFA)  ¢] .

Como pode ser observado, o operador-estrela (p*)2 estd atuando no campo ¢(q,p), mas
ainda ha outros dois termos dependentes das derivadas de A(g, p) em primeira e segunda

ordem, com isso a variagdo da equacao diferencial, Eq. (5.1), fica dada por

0 = —ilh«[(px)° 8] — 2R [(9,A) * (pg)] + ih* [(D2A) * ¢] .

O resultado acima, demonstra que o termo do operador-estrela (p*)Q, atuante no campo
®(q,p), é invariante pela transformagcao de calibre local proposta, e isso é o que esperamos
que aconteca com toda a equacao. Na busca de tornar a equacao diferencial invariante
por transformagao de calibre em sua totalidade, inserimos um campo de calibre A(q, p), de

forma que o operador-estrela px sera acrecido do termo bAx, tornando-se o operador-estrela
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Dx, a saber

px — D*x = p* +bAx,

onde b é uma constante a ser determinada na ocasiao em que a invariancia da equagcao sera

requerida. O campo A(g, p), deve se transformar de uma maneira especifica, dada por
A= A =A+i{A, A}y + k(0N

onde k é também uma constante a ser determinada, e {A, A}y = Ax A —Ax A oji
citado parénteses de Moyal. Dessa forma, a Eq. (4.15) com a mudanga proposta, passa a

ser escrita como

0= (D%)*6(q,p),

e sua variagao

0 = J[(D%)?¢(q.p)],
0 = 6{[(p*+bAx) - (px +bAx)] b(q,p)},
0 = 5{(p)?d+blpx(Axg)+Ax(px¢)] +b* (A% d(q,p)} . (5.2)

A partir deste ponto passaremos a calculara cada termo da variacao da equacao diferen-
cial simplética separadamente. O primeiro termo, 77} = 9 [(p*)2 gb(q,p)}, ja conhecemos o
resultado, pois corresponde a equacao original que propomos a variagao. Resta-nos obter
a variagao dos outros trés termos, que serao designados por T3, T3 e T); respectivamente,

Como segue

T, = olpx(Ax9)],
= px[0(Ax9)],
= px{[i{A, A} + E(ON)] xp+ Ax (—iA %)},
= ilpx(AxA)x @] —i[px (Ax A) x @] +px [k (OgA)] * o —i[p* (Ax A)* ],
= —i[px(AxA)*¢|+px[k(9N\)]* .

Passamos a usar a definicao do operador-estrela px = p — %@,

T, = —i p(A*A*aS)—%i@q(A*A*gb) + p K [k (O4\)] * .
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E agora a propriedade do produto-estrela p(f xg) = f x (pg) — % (04 f) * g, reescrevendo o

termo 15, como

Ty = iAo - 5 @) (Ar0) = T O 5 (A00) - FAx0,(4x0)}
[k @),
= i (A 6)] — h(OA) % (Ax ) +px [k (B,A)] 0.

Novamente percebemos que um dos constituintes do termo 75 ¢ invariante a transformagao
de calibre proposta, mas ha outros dois termos que nao o sao. Veremos mais adiante, que
estes ultimos se cancelarao, mediante a escolha acertada das constantes b e k. Passaremos

agora ao calculo da variagao do terceiro termo da Eq. (5.2),

Ty = 6[Ax(pxo)],
= (6A)x(px )+ Ax5(px o),
[i{A, A + k(O A)] % (px @) + Axpx (—iA* ),
= ([AxAx(px @) —iAx[Ax(p* @) —i[A*p* (Ax )]+ k (O,A) x (p* ).

Ja é possivel perceber o termo invariante pela transformacao de calibre, o qual serd mo-
vido para esquerda. E, de forma analoga ao calculo do termo T, usaremos a definicao do

operador-estrela px e a mesma propriedade do produto-estrela, como segue

T3 = —iA*[A*(p*qb)]—i—i[A*A*(p*gzﬁ)]—i{A*[p(A*gf))—%@q(A*@}}
+k (0A) x (px 9)

= —iAx[Ax(pxP)|+i[A*xAx(p*xd)| —i[AxAx(p* )] — h[A* (O,A) * ]
+k (0A) * (p* 9)

= —iAx[Ax(px¢)] —h[Ax (O,A) x P + k (O,A) * (p* ).
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O quarto termo da Eq. (5.2), fica

Ty = 0[(A9°0(q.p)],
— 5[Ax(Ax9)),
= (0A)xAxp+ A% (JA)*xp+ AxAx(d9),
= [({A A}y +E(OAN)]xAxp+ Ax [i{A, A}y + Kk (OA)] x o+ Ax Ax (—i\ % ¢),
= —IA*[Ax (A% )]+ k(0,A) % (Ax )+ Ax [k (0,A)] * ¢.

Tendo calculado todos os termos, substituindo na Eq. (5.2), temos

0 = —ih* [(px)* @] — 2R[(0,A) x (pg)] + ih? [(O2A) x ¢] — iA % [px (bA x )] — bR (9yA) x (A x @)
+p * [0k (OA)] * ¢ — iA % [bA * (p* @)] — bR [A x (O,A) x @] + bk (O,A) * (p * ¢)
—iA x [DA* (bA % )] 4 bk (O,A) * (bA % @) + DA x [bk (9,A)] * ¢.

E que pode ser reescrita, como

0 = —iAx[(pX)* 6+ px (bAxd) +bAx (px d) +bAx (DA% B)] + (kb* — bh)(9,A) x (A% ¢)
+(kb* = bh) A x (0,A) * ¢ + 2(bk — h) (9gA) * (p x ¢) + i(h*> — bkh) (O2A) x ¢.

ou

0 = —iAx[(Dx) ]
+b(kb — 1) (9,A) * (A x ¢)
+b(kb — h) A % (9,A) x ¢
+2(kb — ) (9,A) * (p * })
+ih(h — bk) (07A) * ¢.

Tomando a condicao k = %, a equacao diferencial torna-se apenas
0=—iAx [(Dx)?¢],

e, assim, invariante pela transformacao de calibre local proposta. Com isso, h4 uma certa
liberdade na escolha da constante b, que compoe o operador-estrela Dx. A escolha que nos

pareceu mais acertada para recuperarmos os resultados usuais da teoria fenomenologica de
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Ginzburg-Landau mais adiante, foi b = —¢, onde e ¢é carga do elétron e c a velocidade da

luz no vacuo. Ou seja, D* serd escrito como
e
Dx=px—Ax.
c

A demonstracao que a equagao diferencial, deduzida a partir da algebra térmica, € in-
variante por transformacoes de calibre locais constitui o primeiro passo para deduzirmos as
equagoes simpléticas de Ginzburg-Landau. Na secao seguinte, exigiremos que densidade la-
grangiana, apresentada no capitulo anterior, seja igualmente invariante por transformacoes

de calibre locais.

5.2 Invaridncia da Densidade Lagrangiana

Inicialmente verificaremos a invariancia da densidade Lagrangiana frente a transformacoes
de calibre locais propostas anteriormente na primeira secao. Nao nos preocuparemos, por
hora, com outras dimensdes da variedade simplética euclidiana, bastando (¢,p). A densi-

dade Lagrangiana tratada no capitulo anterior, foi

1
0= —
m

L (px @) (px o), (5.3)

a qual tem o produto-estrela trivializado na integracao sobre toda variedade simplética

S = /Egdpdq

= /% [(p* )T * (px¢)] dpdg.

Utilizando-se das transformagoes de calibre locais exatamente iguais as da se¢ao anterior,

o(q.p) — e xolq,p),
o'(q.p) — o'(q,p)*e™,

com A = A(q,p), e assumindo novamente A < 1, escrevemos as variagoes infinitesimais

dos campos,

0p = —iAxo,
Sof = il x A.
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A variacao da densidade Lagrangiana, fica dada por
1 f
0Ly = —5[(p*0) *(px9)]

= % [(5(p*¢)T*(p*¢) + (p*¢>)T*5(p*¢ﬂ )

onde §(px ¢) = —ip * A * ¢. Aplicando o operador-estrela px = p — %(%, temos

e G L

- [p(/\*gﬁ) - % (D) * & — gf\* (%ﬁ)} :

Usando a propriedade do produto-estrela p(f x g) = f x (pg) — % (0,f) * g, reescrevemos

~ oo -

S(pd) = =i | A+ (po) " 0,056~ Pax (9,0)

= —iAx Kp - %&1) 4 — (OgM) * ¢
= —ih* (p* o) — h(9A) * 0. (5.4)

th vh }

Analogamente procedemos com o cdlculo do termo §(¢' x p), dessa forma

3(¢'xp) = d(e") % p
= it xAxp.

Aplicando o operador adjunto xp = p + %gq, temos

(6 ) = (60 (p+55)

— |0t @) +a+ Fol e @)
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e usando a propriedade do produto-estrela similar a aplicada anteriormente p(f x g) =
(pf) x g+ L f % (d,9), reescrevemos
5 5 "
0(¢txp) = i|(¢'p)* A+ %@ * (D) + % (9,01) * A + %dﬂ % (8,
= ¢\ xpx A —h o (0,A)]
= i(px o) xA—h[o"x(9,1)]. (5.5)

Substituindo os resultados das Eq. (5.4) e Eq. (5.5) na expressao dada pela Eq. (5.4),

0Ly = %{i(p*sb)T*A*(p*@—ﬁW*(an)]*(p*¢>}
+ %{_i[(p*qﬁ)T*A*(p*@]—h(p*¢)T*(an)*¢}
- _%{W*[P*(an)]*¢+¢T*[(5qA)*P]*Cb}

2 g e (0,0) %]

O resultado acima demonstra que a densidade lagrangiana na Eq. (5.3) nao é invariante
sobre as transformacoes de calibre locais propostas, considerando a derivada parcial 9,A
nao nula. Adotando o procedimento padrao, inserimos um campo de calibre A(q,p) na

densidade Lagrangiana, Eq. (5.3), exigindo que o mesmo se transforme, como
h
A= A= A+i{A Ay — = (9,0),
e

onde ¢ é a constante de acoplamento do campo de calibre e ¢ a velocidade da luz no vacuo,
e ainda {a,b}yr = axb— bxa o, j4 anteriormente mencionado, paréntesis de Moyal. Com
isso, na expressao da densidade Lagrangiana inicial, Eq. (5.3), fazemos a substitui¢ao dos

operadores px por Dx e xp por xD), como segue

D*:p*—EA* e *D:*p—*AE.
c c
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A densidade Lagrangiana fica assim reescrita,

[(D* @) (D*9¢)],
7an*D)MD*@L
= [0 *p) - S (@ )] x [ox0) - S(ax0)]}

1
Loyr = —
m

1

De forma que temos as seguintes variagoes,

8(Dx0) = 8[(pxo)— 5 (Ax)],
= G(pxd)— = [5(Ax)].
= —ihxprd— (9A) £ 6 — = [3(A) x o+ Ax5(6)],
- —iA*p*gb—h(@qA)*gb—g[i{A,A}M—%(&]A) x¢— ZeAx Ax ¢,
_ —z’A*p*gb—h(an)*gb—%A*A*qﬁnL%eA*A*qﬁJrh(@qA)*gb
+§A*A*¢
= —iAx(Dx9).

E, de forma andloga, a variagao do termo adjunto

S(Dx0) = 6 [(6xp) = (64 4)].

::iw*p*A—h@ﬂ*@mny—%w*A*A—wa HAAMJ—%%@A),

= il apx A= R [BTx (0,0)] — Sl kA x A— Zpfx Ax At STk Ax A
C C C
+h ¢ * (0,M)]
= i(Dx¢p) xA.

A variacao da densidade Lagrangiana, fica

0(Lorr) = —[0(Dx¢) *(Dx¢)+(D* ) x6(D*9)],

[i(Dx )T x Ax (D x¢) —i(D*d) x Ax (D*9)],

23—zl
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Entao, obtemos o resultado §(Lo.;) = 0, onde fica claro a sua invariancia frente as trans-
formacoes calibre locais.
A partir desse ponto, acrescentaremos seguindo o procedimento padrao, o termo cinético

do campo de calibre £;; = FI'F; i1, onde F it & definido, como
it — 3qul — 8quj + g{Al, Al

com g sendo uma constante a ser determinada quando imposta a invariancia do termo. O

tensor F7! deve ser transformar, como
S(FIY) = §(0y Al — 6(8qlAj) + go {Al, Aj}M. (5.6)
Calculando a variacao de cada termo separadamente, temos

6(8qu1) = Oy [5(141)} ,
= 9 [H{AL Yy + E (0,0)]
= —iAx (0A") +i (0 A") x A +iA % (O

q

]A) —1 (anA) * Al + kaqj (8qlA) ,

SO A7) = 0, [5(A7)],
— iAok (0 A7) 40 (D AT) x A4 i AT % (D N) — i (Duh) x AT+ KDy (9,5A)

S(g{AL AT} y) = g [0(AY) % A7 + A% 6(AT) — 6(A7) % Al — AT % §(AV)]
= g[—iAx (A% A) +i (A% A) x A+ K (OpA) % AT+ kA" x (04A)]
—g [N (AT« AY) +i (AT x A) x A+ k(9 A) x A+ kAT % (9,0)]

q

Agrupando os termos na Eq.(5.6), chegamos em

S(FY) = —i (AxFI'— FI'xA)

+(i + gk)A' % (9,5 7)
—(i ) (8 \) x A’
(i + gk) AT % (94A)
+(i + gk) (Op\) x A7,
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E ao assumir g = —ik, escrevemos F7!, como
Fit = 8qul — 8qlAj + i%{Al, Al gy,
E variacao do tensor sobre a transformacao de calibre, fica dada por
S(F =i {F" A}, .

Usando a propriedade do produto-estrela que trivializa o produto-estrela sobre a integragao

em toda variedade simplética, temos

/ i{ Y A} prdpdg = 0.

A invariancia da densidade Lagrangiana sobre as transformacoes de calibre locais é al-

cancada e escrevemos sua forma completa, a saber
1 . .
L= —(D7x¢)|(D; %) + FIE (5.7)
m

Esse resultado demonstra um comportamento analogo aos campos nao comutativos encon-
trados na teoria Seiberg-Witten 1.

A seguir, usaremos a densidade Lagrangiana invariante por transformagcoes de calibre
locais, que acabamos de deduzir, para chegar nas equacoes simpléticas da representagao

euclidiana da teoria de Ginzburg-Landau.

5.3 Equacoes Simpléticas de Ginzburg-Landau

A densidade lagrangiana, invariante por transformagoes de calibre locais, discutida na
secao anterior, Eq. (5.7), acrescida do termo de massa e um outro do tipo A¢* suge-
rido, representam o fenomeno supercondutor; constituem assim a densidade Lagrangiana

simplética de Ginzburg-Landau, a saber

Lser = %(D’“ * )1 (D x 6) — %F’CZFM +a(T)¢'6 + §(¢*¢>2, (5:8)

com Dk = px =A%, a(T) = ap(T —T.) e Fry = 0y, Ay — Oy Ar + i%{Al,Ak}M. A seguir
deduziremos as equagoes diferencias de Ginzburg-Landau na representacao simplética.
As equagoes de Ginzburg-Landau simpléticas serao deduzidas através das equagoes

de Euler-Lagrange para os campos. A equagao de Euler-Lagrange para o campo ¢(q,p),
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considerando apenas uma dimensao nas coordenadas ¢ e p, é dada por

(5.9)

OLscr { ILscL } 3 [ ILscL }
O T10(0,97) " 10097

Calculando as derivadas em relacdo ao campo ¢'(q, p), temos

OLsc, _ 1 {M_@p( ng)__p(Aw)——p{M (qu*A)} cb}

Ot
+E {ezh {3@ (¢T*A)} (8,0) + _2 L’W (¢T*A)} (A*cb)}
La(T)o+ B 6),
o, [ s ] _ Lo [Py ™ (00~ I (x|},
9000 — m
_ %{m <q¢>+h—2(<‘>‘2¢) e;f

2
OLscr |
% 5] =

o4+,

Substituindo na Eq. (5.9), escrevemos

0 = om0 - @0 - pava) + T o o] 5 55 (015 4)| o}

L[ )] @+ 5 [ 0 )] (axo)} +amo+ sietors

Podendo ser melhor estruturada usando o operador-estrela px = p — —8q, a saber

2

0 = oot ral =L [ 0] weo 5 55 (0 (4o
+alT)é + B(d16)0.

Calculando a derivada do produto-estrela, a%f (¢T*A) = Ax, reescrevemos a equagao

diferencial acima, como

2

{0 - e 0= el + S L x (0]} + a(D)o + 56000 =0
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a qual se mostra constituida do quadrado de um operador-estrela,

(px-Sa0) - (px—Sa%)] 6} + a(D)s + B9 =0

Identificamos o operador-estrela Dx = p x —£Ax anteriormente definido, possibilitando

reescrever a equacao diferencial em termos desse operador,
1
— [(D%)* ¢(a,p)] + (1), p) + B [6"(¢.P)6(ap)] ¥4, ) = 0. (5.10)
Esta equagao é a primeira equagao simplética de Ginzburg-Landau para o campo ¢(q, p).

De forma anéloga obteremos a equacao diferencial para o campo ¢'(q, p). Partindo da

equagao de Euler-Lagrange,

OLscr q{aﬁsaﬂ B {355@} _ 0 (5.11)

0¢ 000)] 7 10(09)

Calculando as derivadas da densidade Lagrangiana, Eq. (5.8), em relacao ao campo ¢(q, p),

temos

0Lsar B i ih
m 2

e e 0
30 o'+ —p (9,07 — P (¢Tx A) — Em* [ 90 (A*cb)} }

m

+a(T)o" + B(¢'p)o",

o[fe] - 3 [5 S 2]}
_ % {—%ip (9,01 + Z (W) - 2—h [0, (0" % A)] } :

OLscr |
% [mapw)} -0

= { = (9,0") [aqs (A*@} + 5 (01 4) {aagb (A“b)] }

Substituindo na Eq. (5.11), escrevemos
1 , h? h d
0= 1 {pw +ihp (0,67) =~ (0267) = Sp (61 % A) = S [0, (67 % 4)] = po [(% (Ax ¢>} }
1 eih [0 e 0 ; N
S [ 4v0)| @) + 5 (A0) | s (A0l |+ ol + 560010,
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que fica melhor estruturada usando o operador-estrela xp = p + %8(1, a saber

0 = %{w(*p)?—g[(ww)*p}—%[%(Awﬂ (6 %) + 75 (6" % 4) L%(Awﬁ}
+a(T)o! + B(610)6
o)

Calculando a derivada do produto-estrela (Ax ¢) = %A, reescrevemos a equagao dife-

' 99
rencial acima, como

%{gbf (xp)® — E (67 % A) xp] _S [(¢! % p) x A] +i—z [(6f « A) *A]} + a(T)¢t

+B(¢'9)d" =0,

novamente, identificamos o quadrado de um operador-estrela,

% {¢T [(*p — *A%) . <*p — *AS)} } + a(T)ng + 5<¢T¢)¢T —0.

E, entao, reconhecendo o operador-estrela xD, chegamos na equacao diferencial para o

campo ¢'(q, p),

~61(4.0) (+D)* + (16! (4.1) + Blola. p)/*6' (4:) = 0. (512)

As equagoes, Eq. (5.10) e Eq. (5.12), sao as primeiras equagoes simpléticas de Ginzburg-
Landau para os campos ¢(q,p) e ¢'(q, p), respectivamente.
A segunda equagao simplética de Ginzburg-Landau é obtida a partir da equacao de

Euler-Lagrange para o campo de calibre A*(g, p), a qual pode ser escrita, como

— Oy

OLscr y [aaLSGL , — 0. (5.13)

DAF (0 AF)

ILscL
0 (0,1 AF)

Calculando a derivada da densidade Lagrangiana, Eq. (5.8), em relacdo ao campo A*

temos

OLsar,
0AF

el oo -]
— —% {(cﬂ*p’“) ¢+ o' (P x0) - %Ak|¢|2]

e
= ——[(6"*D") ¢+ o' (D% 9)]
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Nesse ponto, se fez necessario estabelecer a atuagao do campo Ax através do produto-
estrela, ou seja, como podemos assumir A « ¢ e ¢f x A. De forma geral, o que temos é
Ax = A(gx, px), uma combinagao dos operadores px e gx. Contudo, em primeira andlise,
vamos assumir Ax = A e xA = A, o que implica que o paréntesis de Moyal na definicao
do tensor anti-simétrico F'* se anula. Prosseguindo para obtencao da equacao de Euler-

Lagrange para o campo A¥, calculamos o segundo termo da Eq. (5.13), temos

1
aql (—EFM) .

Entdo, reescrevemos a equacao de Euler-Lagrange para o campo A, como

0,

q

aEGLS
0 (04 A%

g F*(q,p) = T*(q,p),

com J*(q,p), dado por
THa.p) = — [(6'+ DY) o+ ' (D" x9)]. (5.14)

A expressdo acima para a densidade de corrente J*(g,p) se configura como a segunda
equacao simplética de Ginzburg-Landau. Esta densidade de corrente possui divergéncia
nula, para tanto, basta verificar que, sendo o tensor F* anti-simétrico, implica imedia-
tamente em 00y F R — O T k= 0. Contudo, para uma melhor compreensido faremos a
divergéncia da Eq. (5.14),

e

0p T @,p) = —0p (6" % DF) ¢+ 6" (D" x )]
= — {0 [(6'x DY) 6] + 0 [6' (D" % 9)]}
— [(0:0") (" % 0) + 610 (0" 5 0) + e (67 5 9") 6+ (b 5 6) (900)]
2% [(0,04) 10 + A" (0,16)]
h? 2e h?
= [ (00t - (agkw)} bt g {mpk (000) + " (25.0)

2¢?

mc

[(9:A%) [0I° + A (9,4101°)]

Nesse ponto da demonstracao, se faz necessario usar as equacoes de Euler-Lagrange para os

campos ¢ e ¢, Eq. (5.10) e Eq. (5.12), respectivamente. Lembrado que, devemos igualmente
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considerar Ax ¢ = A¢p e ¢f x A = ¢' A, dessa forma

k 2 t t Kk Ak Ak 4 ieh k t kz]
0T D) = oo [0+ Zotpat + L (0,0) 4+ ) (0et) - S04 o
h h 2
+%¢* [( )6 - Qf ’“A%ﬂe A* (@ k¢)+%( qkAk>¢+%<Ak>2¢]
2e

e (0 A7) |97 + A (9e10F)]

mc

E possivel observar que alguns termos sao cancelados, restando-nos

0T (q,p) = 721; [wh (0001) A* + @W kAk)l -+ i72i_7en¢T [’ehAk (040) +@ (00 A¥) ¢]

2 (0 A) 6 + A (2 1oP)]

E, entao, obtemos o seguinte resultado,

k 2¢? k 2 k 2 2¢? k 2 k 2
OpT"(4,p) = — [(aqkA ) [o]" + A (8qk|¢| )} e [(aqkA ) [o]" + A (aqk|¢| )}

mc
= 0,

demonstrando a conservacao de J*(q,p).
No préximo capitulo, identificaremos a densidade de corrente critica simplética, e a

equivalente fenomenologia simplética.
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Capitulo 6

Fenomenologia de Ginzburg-Landau Simplética

Na teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau encontramos duas equagoes diferencias,
assim chamadas primeira e segunda equacao, deduzidas aplicando-se o principio de ex-
tremo a energia livre do sistema. Na resolucao e obtencao de suas respectivas solugoes, em
condicoes adequadas, é possivel deduzir as principais caracteristicas do estado supercondu-
tor, conforme discutido em maiores detalhes no Capitulo 2. Grandezas caracteristicas, tais
como o comprimento de coeréncia e penetracao magnética, ou mesmo, a densidade de cor-
rente critica sdo apresentadas. A estrutura geral dos diamagnetos perfeitos supercondutores
pode ser inferida.

Neste capitulo, seguiremos os procedimentos usuais para obten¢ao da fenomenologia
do estado supercondutor. Inicialmente descreveremos a densidade de corrente critica a
partir da densidade Lagrangiana simplética de Ginzburg-Landau. Em seguida, sugerindo
um ansatz, encontraremos uma solucao particular para primeira equacao simplética de
GInzburg-Landau do campo ¢(q,p), ou quase amplitude de probabilidade. Esta mesma
solugao, permiti-nos chegar no comprimento de coeréncia, e no comportamento funcional
esperado para um supercondutor. Prosseguindo, fazendo consideragoes similares a teoria
fenomenolégica usual, deduziremos o efeito Meissner-Ochsenfeld e o comprimento de pe-
netracao magnética. A funcao de quase distribuicao de probabilidade, vinculada a solucao

particular citada acima, é calculada, e resultados interessantes emergem da representacao.
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6.1 Densidade de Corrente Critica

A partir da densidade Lagrangiana, Eq. (5.8), reescrevemos os termos de forma que seu

novo formato evidencie a dependéncia com o médulo ao quadrado do campo ¢(q, p),
Loor = (= 4) 2 [(0,61) 6 — 0" (046)] + (D) + — (p— S4)"| loP
C 2m 1 1 m c
6] 2
t3 (Io*)",

onde, novamente, escolhemos a relacdo mais simples de Ax, ou seja, Ax¢p = Ap e ¢l x A =

¢'A. Derivando em relacdo a |¢|?, temos

0Lscr 1 e \2
—a(T)+ — (p—24) 2,
S =all) + - (p-S4) 4
Igualando a zero para obter o valor de |¢|?, que torna a densidade Lagrangiana minima,
obtemos
1 e \2 9
o)+ — (p=SA) +B8lof = o.
m c
E, tomando o regime supercondutor, onde a(T") = —|a(T)|,
|¢‘2 — ‘a(T>| |:1 o mvgﬁ :|
B |a(T)]

com v, sendo a velocidade do fluxo de campo na direcao perpendicular a coordenada g,
dada por v, = % (p — EA) A expressao para a densidade de corrente, Eq. (5.14), pode ser
escrita como

1eh
2m

2e

T(g.p) = =5 [0 (9,9) = (96") €] + — (p— =A) 0]” (6.1)

Entendemos que a variacao do campo ¢ ocorre na direcao perpendicular do momentum p,
algo semelhante ao que encontramos no escoamento laminar estacionario de um fluido vis-
coso. Nesse contexto, o médulo quadratico do campo |¢(q, p)|?, que ¢ interpretado na teoria
original de Ginzburg-Landau como sendo a densidade de portadores de carga, representa
o perfil de velocidade do fluxo de campo ¢(q, p). O fluxo, porém, é estabelecido na dire¢ao
perpendicular ao perfil de velocidade e é representado pela coordenada p, com contribuicao

da resposta ao campo magnético externo, caso exista. Assim, na Eq. (6.1) acima, podemos
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desprezar a variagao desse perfil ao observar a variacao do escoamento. Reescrevendo a

densidade de corrente simplética em fun¢ao da velocidade do fluxo do campo, ou seja,

j('l]¢) = 26U¢>|¢’27

Em geral, as duas variagoes estao interligadas, mas podem ser convenientemente disso-
ciadas, e o comportamento ”competitivo’entre a densidade de portadores de carga e a

densidade de corrente, é grafado na Figura 6.1. Para obter o valor maximo da densidade de

0172 p==ssg

V¢ 1

Figura 6.1: Densidade de corrente simplética, J(vy) (linha solida), e densidade usual de porta-
dores de carga supercondutora, || (linha tracejada), em func¢do da velocidade do fluvo de campo

’U¢.

corrente, derivamos em relagao a velocidade de fluxo de campo v4, chegando ao seguinte

resultado apontado pela teoria fenomenoldgica original, %m*vi = @

Substituindo na expressao da densidade de corrente, obtemos a densidade de corrente

, onde m* = 2m.

maxima suportada pelo supercondutor, resultado também encontrado pela teoria original,

conhecida como corrente de quebra de par, a saber

J(T) = (T)]2.

4e |
— |«
38v3m

Nesse ultimo resultado, é possivel observar a proporcionalidade usual com a temperatura

. . 3 oA <
da densidade de corrente critica, o< |a(7")|2, demonstrando a consisténcia da representagao
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simplética. Considerando ainda, a relacao entre a velocidade do fluxo de campo e o mo-
mento, podemos calcular momento maximo do campo, assumindo a auséncia da resposta

do campo magnético externo, dado por

h
De = W (6.2)

A representacao simplética possibilita determinar a densidade de corrente critica e o
momentum associado, descrevendo o comportamento caracteristico do estado supercondu-
tor, nas proximidades da temperatura critica. A seguir, resolveremos a primeira equacao
simplética de Ginzburg-Landau na auséncia de campo externo, obtendo uma solucao par-

ticular.

6.2 Solugao particular da primeira equacao simplética de Ginzburg-
Landau

Para encontrar uma solugao para a Eq. (4.19), inicialmente substituiremos o operador-

estrela, p,, a saber

% P*¢(q, p) — ihdyp(q,p) — %233 (q,p)l + a(T)p(q,p) + Blé(q, p)*¢(q,p) = 0. (6.3)

Assumindo o ansatz ,
21
¢(q,p) = exp (—qu> EF(p)e(a), (6.4)

calculamos as derivadas do campo ¢(q, p) em relagdo a coordenada g,
O40(q,p) = exp (—%pq) F(p) K—%p) () + d%s@(q)} ,
(g, p) = exp <—%pq> F(p) K—%ﬁ) p(q) —2 (%p) d%s@(q) + (j—;w(q) :
Estas, substituidas na Eq. (6.3), ficam
—————=(q) + a(T)p(q) + Byle(a)*p(q) = 0, (6.5)
onde o(T) = ao(T — ), e B, = BIE ()P

Seguindo o procedimento geralmente adotado 4 para resolucao da equacao diferencial
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desse tipo, e considerando o material no regime supercondutor (o = —|a), definido

h2

4dmlal’

52

(6.6)

Faremos a seguinte substituicao,

%@2(61) =g°(q).

E, entao, reescrevemos a equacao diferencial,
o 4 3
—£ d—q29(Q) —9(q9) +9°(q) =0.

Multiplicando por %g(q), temos

d| € /(d 21, 1,
— == = - = - = 0.
7 [ 5 (dqg(Q)> 59 (@) +39°(9)
Considerando a fronteira entre o material normal e o supercondutor em g = 0, esperamos

diqg(q)|q_>oo = 0, ou seja, muito afastado da fronteira, e ainda que g* = 1, pois ¢7(q)|4—00 =

I%'. Entao, podemos escrever

cuja solucao ¢ dada por

g(Q)Ztanh[ Tz \/51
assim, a funcao ¢(q), fica
_ @i, T4
p(q) = 5, t h{ﬁ(T)\/?]' (6.7)

A solugao completa para o campo ¢(q,p) deve ser escrita, como segue

- 2i F(p) [la(T)] q
#(q,p) = exp (—qu) Fo)] 5 tanh {€(T)\/§] : (6.8)




e o seu quadrado,

sl e
olanp)f = 2 vt | ] (69

Notamos que a solugao obtida indica a fenomenologia esperada do estado supercondutor,
com o comprimento de coeréncia £(T") dado pela Eq. (6.6) acima. Ainda precisamos estabe-
lecer o papel desempenhado pela funcao F'(p), presente na solucdo particular. A integracao
da densidade de corrente supercondutora simplética no espaco dos momenta indicara sua

forma funcional.

6.3 Efeito Meissner-Ochsenfeld

Considerado um importante efeito dos materiais supercondutores, o efeito Meisssner-
Ochsenfeld consiste na expulsao das linhas de campo magnético do interior da amostra
do material supercondutor, quando sujeito a um campo magnético externo. A partir da
expressao da densidade de corrente, Eq. (6.1), considerando o ansatz proposto na sec¢ao

6.2, a saber

21
¢(q,p) = exp <—%pq> F(p)o(a),
as derivadas em relacdo & ¢ dos campos ¢(q,p) e ¢'(q,p), ficam
21 24 d
ootan) = oo (~5o) £ |(<30) o0+ Joolo)].

9,0'(¢,p) = exp (%pq) F'(p) [(%p> at(q) + d%ﬁ*(q)} :

E, ao serem substituidas na expressao da densidade de corrente simplética, temos

ich

T4.0) = 1FOP {5 [o(0) o) - o) o' )] - 22 Aot}

2m dq dq mc

Ao considerarmos ainda, o médulo ao quadrado da funcdo F'(p) como sendo a distribuicao
do tipo delta de Dirac, |F(p)|?> = d(p), integramos a densidade de corrente simplética sobre

todo espaco dos momenta, e obtemos

2¢?

mc

e [ 5 d

J(q) = {awq)—aw) - a(q)—awq)}

A 2
3 |70 3 T (o).

a qual é reconhecida como a densidade de corrente usual de Ginzburg-Landau.

Deste ponto em diante, usando o procedimento estabelecido na literatura, tomamos
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a variacao da fungdo o(q) pequena, e sendo assim o |o| uma constante. Reescrevemos a

expressao da densidade de corrente, como

J(g) = — 2% A(g)lo]®.

mc

E aplicando o rotacional dos dois lados, temos

—

v x Jla) =~ JolBlg)

= —— |0 s

q me q

e usando a lei de Ampere no sistema de unidades gaussiano, V x B= %f, chegamos a

, Se? ,
V x <VXB)+(TZC€2|J‘2)B—07

conhecida como segunda equacao de London. Agora fazendo uso da identidade vetorial
Vx(VxV)=V(V-V)-=V?V e lembrando que V- B= 0, escrevemos a seguinte equacao
diferencial para o campo magnético B ,

V2B — —B =0,

|-

onde )\; é o chamado comprimento de penetragao, escrito como

mc?

A =

8re?|o|?
Para o caso unidimensional, ¢* = ¢, a equacao diferencial, torna-se

d? 1
—B(q) — —B(q) =0

para qual pode-se obter a seguinte solugao

com By sendo um campo externo ao material supercondutor. Ao integrar em relagao a
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posicdo ¢, chegamos na seguinte expressao para o potencial vetor A(q),

-
-
P

Bo

Borda
]

Figura 6.2: O potencial vetor magnético A(q) (linha tracejada) e o campo magnético B(q) (linha
solida) em funcgao da posi¢cao a medida que adentra o material supercondutor a partir da borda.

no interior (¢ > 0) do supercondutor, préximo & fronteira. Na Figura 6.2 grafamos suas

respectivas funcoes para melhor visualizacao.
teristica do comprimento de penetracao magnética, \;. Nesse contexto, a forma funcional
do médulo quadrado da fungao F(p) foi determinada e sera usada na se¢do seguinte para

Obtemos, dessa forma, o conhecido efeito Meisssner-Ochsenfeld, com a expressao carac-
o célculo, em primeira ordem de A, da quase distribui¢ao de probabilidade, f(q,p).

6.4 Funcao de quase distribuicao de probabilidade e o fator de

negatividade
O campo ¢(q,p), como tem sido denotado, é o parametro de ordem da teoria fenome-
nologica de Ginzburg-Landau, que nesse contexto, possui conteiudo de espaco de fase. Esse

campo estd associado a uma fungao de quase distribui¢do de probabilidade f(q,p) a ser
(6.10)

determinada usando o produto-estrela,
fa,p) = o(q,p) x 6' (¢, p).
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Na Segao 6.2, obtivemos uma solucdo particular para o campo ¢(q, p) resolvendo a primeira
equagao simplética de Ginzburg-Landau na auséncia de campo externo, que serd usada para
este calculo da funcao quase distribuicao de probabilidade. A primeira equagao citada é

dada por

[(D%)* ¢(q,p)] + (T)d(q,p) + B [¢'(¢,p)d(a.p)] B(q.p) = 0.

Sl=

Tomando A = 0, no operador-estrela Dx = px —£ Ax, temos

[(p%)? ¢(q,p)] + (T)¢(q,p) + B [¢'(q,p)d(q.p)] $(q,p) = 0.

3=

Esta, por sua vez, foi resolvida na Secao 6.2, com a seguinte solugao particular,

s = (o) gy \@ ok [

Passaremos agora a determinar a funcao de quase distribuicao de probabilidade, desta

solucdo particular do campo ¢(q, p), uma quase amplitude de probabilidade. Como néo foi
possivel obter a funcao de quase distribuicao de maneira exata, a expandiremos em termos
de poténcias de h, Eq. (3.11), a saber

. 1/ 2
1—!—%]\0—1-—(%]\0) +e

o o' (q,p).

flq,p) = ¢(q,p)

Dessa forma, considerando até a primeira ordem em h, obtemos a funcao de quase distri-
buigao de probabilidade aproximada, a qual chamaremos de fi(q,p), com o indice "1”se

referindo a primeira ordem de A e expressa por,

taop) = 9(0.0) (1+ 5 80 ) 1),

com Ag dado pela Eq. (3.7). Com isso, fi(g,p), adquiri o seguinte formato

ih

9 {[aq¢(%p)] [@W(q,p)] — [0p0(q, p)] [&;W(q,pﬂ}-

fila,p) = ¢(q,p)¢' (¢, p) +
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Calculando as derivadas dos campos, temos

ota.n) = o (~5m) F) | (~520) el + ota)]

ho(q,p) = exp (—%pq) v(q) K—%?q F(p) + iF(p)} ,

d
9,0'(q,p) = exp (%pq) F'(p) {(%213) v (q) + d%;(@} ,
d

9p0'(¢,p) = exp (%pq) ' (q) K%QQ) Fi(p) + d—pFT(p)] :

A partir desse ponto, identificamos F(p), de tal forma que seu médulo quadrado |F(p)|?
possa ser representado por uma distribui¢ao do tipo delta de Dirac, em concordancia com
o requerido na se¢ao anterior, quando usamos dessa representacao para inferir a densidade
de corrente usual de Ginzburg-Landau. Assumindo que esta representagao, possa ser uma

gaussiana, do tipo

P = 3 enp [0

com &(T') correspondendo ao comprimento de coeréncia, Eq. (6.6). Esta representacao da

distribuicao do tipo delta de Dirac somente é valida para o limite LRT) — 00, 0 qual nao

se mostra fora de contexto. Sendo assim, sua divisao pelo mdédulo, que é a parte que se

mostra na solugao particular, ¢ dada por

Fon e S

com sua respectiva adjunta,

) _ {_ 262# p2} '

Feita esta escolha conveniente, chegamos na seguinte expressao para a funcao de quase

distribuicao de probabilidade,

e = leP - 0= S50] et (6.11)
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Para analisar seu comportamento funcional, e sua dependéncia com a coordenada p, to-

mamos |a(T)| = 8 =h=m =1, onde a expressao simplificada, fica

_ 2 W2 (q _ %)
fi(g,p) = tanh (q\/i) [1 — m] ) (6.12)

O comportamento desta fungao quase distribuigao é apresentado na Figura 6.3. Primeiro

1,0

0,5

f1(q)

0,0 RN

-0,5

Figura 6.3: Comportamento funcional de f1(q) para diferentes valores de p. A linha ponti-
lhada: |¢(q)|?, corresponde ao resultado usual para a densidade de Ginzburg-Landau. Linha sélida:

fi(q,p = 0). Linha tracejada: f1(q,p = pc)-

comparamos fi(q,p), para alguns valores fixos de p com a densidade padrao de Ginzburg-
Landau, |¢(q)[%. Ou seja, o comportamento padrao para um supercondutor tipico é obtido
na ordem zero de A (linha pontilhada). A funcao de quase distribui¢ao deduzida atinge uma
regiao negativa proxima a borda do supercondutor, mesmo com p = 0 (linha sélida), onde
um comportamento nao classico do sistema é identificado como consequéncia do fator de
negatividade[ I, Geometricamente esse fator é representado aqui como a area cinza negativa

indicada na Figura 6.3. Notamos, no entanto, que o fator de negatividade é maximo para

S /3 V3
cosh < §>_T]7
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p = 0 e se anula para

h
P= gV




ligeiramente acima de p., Eq. (6.2), apontando para a perda da nao-classicalidade.

0,35 T T
1 1

0,01 |,

-0,10 i !
0,0 0,5 1,0

Figura 6.4: fi(q) para p=0,1 com Ny = —0, 20.

Para o cédlculo da area negativa acessada, temos

qaf
Neg=/ f1(g, p)dq.
.

7

Considerando fi(q,p), dado pela Eq. (6.11), chegamos a

Vo =2 [ et = 1o o S

qi qi

Ao usarmos |o(T)| = = h = m = 1, somos capazes de escrever a seguinte expressao para

o fator de negatividade N,

Neg = \/75 [q — tanh (qx@)]jf — tanh? <q\/§> {q — 52(—}?)4 N :

qi

A Figura 6.4 , demonstra graficamente como os limites g; e ¢ sao determinado. Observamos

as raizes da funcao de quase distribuicao e entao calculamos a integral. Além disso, também
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é possivel observar que a regiao negativa acessada estd mais proxima da borda do material,
indicando que o sistema, nesta regiao, apresenta comportamento nao classico. A regiao
negativa acessada, no entanto, a medida que p aumenta, se desloca para o interior do
material até desaparecer por completo.

Portanto, esses resultados mostram que a fun¢ao de distribuicao de quase probabilidade,
uma funcao do tipo Wigner, indica dois outros aspectos importantes. O primeiro é que a
regiao negativa, como é mostrada na Figura 6.3, esta na fronteira do material supercondutor
(¢ = 0), para o valor inicial da coordenada de momento p = 0. A medida que os valores da
coordenada p aumentam, ou seja, a medida que o momento associado ao fluxo de campo
aumenta, essa regiao negativa se afasta da fronteira, entrando no material supercondutor
e reduz sua area. O segundo aspecto, digno de nota, é a anulacao completa da regiao
negativa para um momento especifico. Tal valor é muito proximo daquele identificado na
teoria original, para o qual ha o desemparelhamento dos portadores de carga. Essas sao
duas contribuicoes notaveis da funcao de quase distribuicao de probabilidade associada ao

parametro de ordem da teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau.
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Capitulo 7

Conclusoes

Na presente tese de doutorado, uma representacao Euclidiana para a teoria de Ginzburg-
Landau é desenvolvida usando um espaco de Hilbert definido numa variedade simplética.
Primeiro, com a abordagem da algebra térmica e as regras de conjugacao til, uma equagao
do tipo Liouville-Von-Neumann independente do tempo é derivada. Em seguida, identi-
ficamos o parametro de ordem da teoria fenomenoldgica como uma quase amplitude de
probabilidade, que esta associada a uma funcao de quase distribuicao de probabilidade, ou
seja, uma funcao do tipo Wigner. A primeira equacao de Ginzburg-Landau no espaco de
fase é, entao, derivada na auséncia de um campo externo.

Avancamos na construcao do formalismo de forma mais robusta e escrevemos a teoria
de calibre, da qual obtivemos a expressao para a densidade de corrente supercondutora.
Mostramos também que a fungao quase distribuicao, f4(q,p), associada a solucao ¢(g, p),
apresenta um comportamento que nao fica evidente na densidade usual de portadores de
carga, a saber: fy(q,p) atinge regides negativas proximas da borda do material supercon-
dutor. Esta caracteristica indica uma estrutura nao classica do estado supercondutor. Isso
ocorre para certos valores do momento associado ao campo ¢(q, p), cancelando-se para um
valor especifico da coordenada p . Esse valor limite para o momento associado ao campo
¢ muito préximo do valor que determina o desemparelhamento dos portadores de carga
supercondutores; na literatura chamado de momento critico.

Cada passo da nossa abordagem enfatiza a preocupacao com a construcao de uma te-
oria de representacao de grupos de simetria. A associacao de uma fungao do tipo Wigner
com o parametro de ordem da teoria de Ginzburg-Landau permite-nos estabelecer um pa-
ralelo geral com a teoria fenomenolégica usual ja bem estabelecida. De fato, os cédlculos
no espaco de fase identificam o comportamento tipico de um supercondutor derivados do

formalismo padrao de Ginzburg-Landau, incluindo comprimentos caracteristicos e densi-
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dade de corrente. Isso demonstra a consisténcia da representacao. Por outro lado, a analise
da funcao de quase distribuicao de probabilidade apresenta aspectos que, embora muito
importantes, nao estao presentes no formalismo usual, como a nao classicalidade do estado
supercondutor.

Por fim, entendemos que a representacao simplética da teoria de Ginzburg-Landau
ainda apresenta setores a serem explorados. Esperamos determinar novas solucoes para as
equacoes simpléticas e verificar que novas informagoes podem ser obtidas. A representacao
nao-abeliana também deve ser desenvolvida. A representacao desse formalismo num espaco
de Fock simplético (correspondente a uma quantizagao da teoria, equivalente a um forma-
lismo de muitos corpos) e a determinacao de fungoes de correlacgdo merecem certamente

ser exploradas. Esses aspectos serao apresentados em trabalhos futuros.
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