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Resumo

Neste trabalho, a teoria de Ginzburg-Landau é representada em uma variedade simplética

com conteúdo de espaço de fase. O parâmetro de ordem é definido por uma quase amplitude

de probabilidade, que dá origem a uma função de quase distribuição de probabilidade, ou

seja, uma função do tipo Wigner. O ponto de partida é a representação do grupo térmico

das simetrias Euclidianas e da simetria de calibre. Resultados básicos bem conhecidos so-

bre o comportamento de um supercondutor são deduzidos novamente, demonstrando a

consistência da representação constrúıda. A densidade cŕıtica de corrente supercondutora

é determinada e seu comportamento usual é inferido. As regiões negativas da função de

quase distribuição de probabilidade, indicadoras da não-classicalidade do sistema f́ısico,

estão ligadas aos valores limites do momento associado ao campo e presentes na região

mais próxima da borda do material supercondutor.

Palavras-chave: Grupo Euclidiano Térmico; Ginzburg-Landau; Espaço de fase.
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Abstract

In this work, the Ginzburg-Landau theory is represented on a symplectic manifold with

phase space content. The order parameter is defined by a quasi-probability amplitude,

which gives rise to a quasi-probability distribution function, i.e., a Wigner-type function.

The starting point is the thermal group representation of Euclidean symmetries and gauge

symmetry. Well-known basic results on the behavior of a superconductor are derived again,

providing consistency of representation. The critical superconducting current density is

determined and its usual behavior is inferred. The negative regions of the quasi-probability

distribution function, an indicator of the non-classicality of the physical system, are linked

to the limiting values of the moment associated with the field and present in the region

closest to the edge of the superconducting material.

Keywords: Thermo-Euclidian group; Ginzburg-Landau; Phase space.
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4.4 Equação Simplética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5 Calibre Abeliano 39
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5.2 Invariância da Densidade Lagrangiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Caṕıtulo 1

Introdução

É com o trabalho experimental de Onnes [1], em 1911, que se descobre um dos fenômenos

mais intrigantes da natureza, a supercondutividade. Após algumas tentativas de explicar

o estado supercondutor falharem, pois os modelos clássicos da época não eram suficientes

para tratar esse problema, modelos fenomenológicos se mostraram uma boa alternativa.

Assim, em 1935, os irmãos London [2], baseados nos trabalho de Meissner e Ochsenfeld [3],

e usando de uma fenomenologia centrada em elementos totalmente clássicos, chegam no

comprimento de penetração, um importante parâmetro experimental. Contudo, somente,

em 1950, Vitaly Ginzburg e Lev Landau [4], a partir do modelo de Landau das transições de

fase, propuseram um formalismo fenomenológico, considerando caracteŕısticas da flutuação

associada ao parâmetro de ordem do estado supercondutor. A fenomenologia constrúıda por

Ginzburg e Landau descreve o chamado efeito Meissner da expulsão do campo magnético,

associado ao comprimento de penetração, e ainda estabelece um novo comprimento carac-

teŕıstico relacionado à densidade de portadores de carga.

Devido o sucesso alcançado pela teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau, outros

estudos foram realizados ao longo das décadas seguintes para aprimorar e esclarecer con-

ceitos gerais sobre os sistemas supercondutores. Esses estudos consideram, em particular,

a natureza não linear da energia livre de Ginzburg-Landau [5]. Então é interessante exa-

minar a consistência dos fenômenos cŕıticos a partir do ponto de partida do espaço de

fase com a perspectiva de explorar elementos de não-classicalidade e caoticidade [6]. Neste

contexto, é notável a análise baseada em variedades topológicas simpléticas, dando origem,

por exemplo, aos mapas de Poincaré [7]. No entanto, esse tipo de estudo ora apenas se

inicia.

É importante enfatizar nesse ponto que as flutuações no modelo Ginzburg-Landau são

introduzidas paralelamente ao caso quanto-mecânico. Esse aspecto aponta para a possibi-
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lidade de representar o parâmetro de ordem em associação com uma quase distribuição de

probabilidade; isto é, uma função do tipo Wigner. Explorando assim a importância singular

da função Wigner para a análise da caoticidade, dissipação e não-classicalidade [8, 9, 10, 11].

Possibilitando, portanto, uma visão ampliada sobre o comportamento do parâmetro de

ordem na região cŕıtica supercondutora.

Esse é o objetivo central que buscamos no presente trabalho. Iniciamos formulando

o problema em um espaço de Hilbert simplético e usando representações de grupos de

simetria. Dito isso, uma vez que o parâmetro de ordem Ginzburg-Landau é um campo e a

densidade de energia livre (equivalente a uma densidade Lagrangiana na teoria de campos)

é invariante pelas transformações do grupo Euclidiano, é posśıvel derivar representações

simpléticas no contexto desta teoria.

Em relação ao uso de estruturas simpléticas para estudar teorias de campos não re-

lativ́ısticas e relativ́ısticas diversas abordagens têm sido propostas [12, 13, 14, 15, 16, 17] em

particular a partir de grupos de simetria [18, 19, 20, 21, 22]. O ponto de partida é a álgebra de

Lie, que leva a equações de movimento que descrevem sistemas f́ısicos no espaço de fase.

Nesse caso, um elemento central é a função de Wigner, fW (q, p), onde q e p representam

um ponto de posição e o momento canônico, respectivamente, ambos definidos no espaço

métrico Euclidiano [23].

A função Wigner foi proposta como uma tentativa de melhorar as correções quânticas

da teoria cinética clássica [23]. Embora fW (q, p) não seja uma distribuição de probabilidade,

as médias observáveis na mecânica quântica são realizadas de maneira semelhante àquelas

usadas na f́ısica clássica [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30]. No formalismo de Wigner, cada operador A,

definido no espaço (Euclidiano) de Hilbert, HE, está associado a uma função AW (q, p) no

espaço de fase. Isso é alcançado usando um mapeamento linear ΩW : A −→ AW (q, p),

tal que a álgebra associativa e a estrutura não comutativa dos operadores em HE são

preservados no espaço de fase. A consistência é devida ao produto de Weyl (ou estrela)

de funções [31]. Porém, como a função de Wigner é Real, a análise das simetrias de calibre

fica comprometida. Isso é um impedimento para a introdução da noção de interação no

formalismo de Wigner. Para as simetrias de calibre não-Abelianas, como as interações fortes

e fracas, a situação é ainda mais complicada. A solução para esse problema foi abordada

através da introdução de uma função de onda, que é chamada de quase amplitude de

probabilidade, ϕ(q, p), a partir de representações simpléticas de grupos de simetria. No

caso do grupo de Galilei, isso levou à mecânica quântica simplética [32, 33].

Nesse contexto não relativ́ıstico, ϕ(q, p) é uma solução da equação de Schrödinger re-
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presentada no espaço de fase. A associação com a função de Wigner é dada por fW (q, p) =

ϕ(q, p)⋆ϕ(q, p)†, onde ⋆ é o produto de Weyl. Como uma teoria de representação, a mecânica

quântica simplética foi generalizada para analisar simetrias de calibre, e para simetrias re-

lativ́ısticas, levando às equações de Klein-Gordon e Dirac no espaço de fase [18].

Explorando esta teoria simplética, no presente trabalho, a energia livre de Ginzburg-

Landau é representada em uma variedade simplética com o conteúdo do espaço de fase.

Isso é logrado usando o conceito de grupo térmico, a estrutura do grupo de Lie associada à

dinâmica do campo térmico e c*-álgebras [33, 34]. Em seguida, é estudada uma representação

simplética unitária do grupo Euclidiano. O parâmetro de ordem é descrito pela função de

onda complexa ϕ(q, p). Para simetrias de calibre abelianas, são abordadas a auto-interação

e a interação do parâmetro de ordem com um campo externo. Considerando um supercon-

dutor, resultados bem conhecidos são deduzidos para mostrar a consistência do formalismo.

Além disso, a estrutura do espaço de fase fornece outros elementos (não presentes no forma-

lismo usual), como a natureza não clássica do parâmetro de ordem próximo à temperatura

cŕıtica.

A apresentação da tese está organizada da seguinte maneira. Um breve resumo da teoria

de Ginzburg-Landau é apresentado no caṕıtulo 2. No caṕıtulo 3, fazemos uma revisão do

formalismo de Wigner com a discussão das principais propriedades do produto-estrela. Os

primeiros resultados são apresentados no caṕıtulo 4, com a construção da representação

simplética euclidiana no contexto das álgebras térmicas. No caṕıtulo 5, obtemos a den-

sidade Lagrangiana simplética de Ginzburg-Landau e as equações simpléticas. A análise

das equações simpléticas é feita no caṕıtulo 6, com a obtenção de uma solução particular

para a primeira equação simplética. Ainda nesse caṕıtulo, exploraremos a quase distri-

buição de probabilidade e o fator de negatividade associado à mesma. Terminaremos o

texto discutindo e resumindo os principais resultados no caṕıtulo de conclusão 7.
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Caṕıtulo 2

Fenomenologia de Ginzburg-Landau

Como preparativo, um pequeno resumo da teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau

será apresentado; iniciando com os aspectos históricos relacionados à descoberta experimen-

tal da supercondutividade e os modelos fenomenológicos implementados, terminando com

a criação da teoria microscópica. Nesse sentido, abordaremos os pontos mais destacados da

teoria de Landau das transições de fase de segunda ordem, elencando o caso supercondu-

tor. Discutiremos a teoria de Ginzburg-Landau propriamente dita, apresentando a energia

livre, as equações diferenciais, os comprimentos caracteŕısticos, e a densidade de corrente

cŕıtica. Por fim, relembramos alguns aspetos da teoria no contexto da quebra espontânea

de simetria.

2.1 Supercondutividade

Em Leiden, cidade da Holanda, o grupo de pesquisa do professor Heike Karmerlingh-

Onnes [35] tinha o aparato experimental sofisticado o suficiente para alcançar baixas tem-

peraturas. Então dispondo do ambiente favorável para testar suas hipóteses, prosseguiu na

investigação do comportamento da resistência elétrica no contexto de baixas temperaturas.

O trabalho de fazer as medições coube ao seu estudante Gilles Holst, que aferindo a resis-

tividade elétrica do mercúrio a cada vez mais baixas temperaturas, percebeu um completo

desaparecimento da mesma a abaixo de 4, 2 K. Esse resultado foi então comunicado em 28

de abril de 1911 à Academia Real dos Páıses Baixos [1].

O novo estado da matéria que se revelou, possibilitaria a manutenção de uma corrente

elétrica sem o advento de qualquer gerador de tensão, uma vez iniciada poderia se manter

indefinidamente. Esse é, sem dúvida, um resultado que chamou a atenção da comunidade

cient́ıfica da época. O primeiro parâmetro que ficaria evidente, e que portanto caracterizaria

4



o material, seria a chamada temperatura cŕıtica Tc, demarcadora da fronteira entre os dois

estados, normal e supercondutor, como então foi designada.

Um segundo aspecto do comportamento supercondutor é sua resposta a um campo

magnético externo. Em 1933, na cidade de Berlin, Alemanha, Walther Meissner e Robert

Ochsenfeld, mostraram que o estado supercondutor expele um campo magnético externo,

se comportando como um perfeito diamagneto [3], em analogia ao ferromagnetismo. A fase

supercondutora no entanto, se estabelecia em uma faixa razoavelmente limitada de tempe-

ratura e campo magnético. Em 1957, A. Abrikosov mostra que o estado supercondutor não

se mantém em duas circunstâncias distintas, indicando a classificação em supercondutores

do tipo I e supercondutores do tipo II [36].

Supercondutores do tipo I, por exemplo, perdem o estado supercondutor de maneira

abrupta após ultrapassar um determinado valor cŕıtico Hc do campo magnético. O que

se tem percebido, é que somente materiais puros apresentam esse comportamento, salvo

poucas exceções, como o Nióbio (Nb) por exemplo. Para o tipo II contudo, há um gradual

enfraquecimento da resposta magnética a partir de um valor cŕıtico Hc1, até um valor

superior Hc2, que pode ser algumas dezenas de teslas. Esse tipo de comportamento é

encontrado geralmente em ligas e compostos cerâmicos.

Sendo assim, os esforços para tentar explicar o estado supercondutor tendiam a ana-

lisá-lo como uma condutividade perfeita, usando sempre modelos clássicos dispońıveis à

época. À medida que mais experimentos se acumularam, foi posśıvel elaborar, se não um

modelo microscópico a primeiros prinćıpios, modelos fenomenológicos que demostraram

bons resultados no que se propunham. Baseando-se nos trabalhos de Meissner e Ochsen-

feld, Fritz London e seu irmão Heinz, reconheceram que a propriedade fundamental do

estado supercondutor não era a condutividade perfeita, e sim o diamagnetismo perfeito.

Os resultados obtidos foram publicados em 1935 [2], demonstrando o efeito Meissner, da

expulsão do campo magnético, e não somente isso, o campo magnético não desaparece-

ria de imediato na borda do supercondutor, haveria, no entanto, certa profundidade de

penetração do campo magnético, representada e caracterizada pelo comprimento λL de

penetração magnética.

Foi em 1950 que Vitaly Ginzburg e Lev Landau [4], usando do modelo de Landau das

transições de fase [37], propuseram um conjunto de equações para descrever o compor-

tamento do parâmetro de ordem na fase supercondutora. As equações explicam tanto o

chamado efeito Meissner, quanto o comprimento de penetração apresentado pelos irmãos

London, mas também indicam a existência de um segundo comprimento carateŕıstico do
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estado supercondutor, o comprimento de coerência ξ. Esse comprimento pode ser interpre-

tado como a distância mı́nima necessária para que haja portadores de carga supercondu-

tores.

Vê-se, portanto, que os resultados fundamentais a respeito do papel dos fônons (vi-

brações da rede cristalina) e o aparecimento dos pares de Cooper [38], permitiram que o

fenômeno supercondutor passasse a ser descrito no ambiente microscópico. Os fônons se-

riam, dessa forma, a ponte para a interação atrativa entre dois elétrons dispońıveis na

rede. Eles formariam pares ligados, cuja energia é menor que a soma da energia cinética

das part́ıculas individuais, os chamados pares de Cooper. A partir desses resultados, John

Bardeen, Leon Cooper e Robert Schrieffer desenvolvem a teoria designada pela sigla dos

seus respectivos sobrenomes BCS [39], em 1957, pela qual receberiam o prêmio nobel no

ano de 1972. Com o advento da teoria microscópica, não sendo necessário o uso demasi-

ado de parâmetros, foi posśıvel explicar a maioria dos resultados experimentais até então

evidenciados.

2.2 Transição de fases cont́ınua

Os fenômenos de transição de fase são bem comuns e razoavelmente bem entendidos [40].

O comportamento geral é uma fenomenologia conhecida, no qual se encaixa uma grande

variedade de sistemas. É posśıvel observar em um diagrama de fases de um fluido simples,

em termos dos campos termodinâmicos de pressão e temperatura, o comportamento usual

da matéria em uma mudança de fases. Um exemplo é a mudança abrupta da natureza

do sistema na passagem da água para o vapor. Esse tipo de transição de fases é mais

especificamente identificada com a igualdade das energias livres e descontinuidades de suas

primeiras derivadas.

No caso da passagem da água para o vapor, a descontinuidade da entropia implicará

a existência do calor latente de vaporização, e identifica-se esse tipo de transição de fases

como sendo de primeira ordem, na nomenclatura atribúıda a Ehrenfest, onde as transições

de fase seriam classificadas como sendo de ordem n, caso a n-ésima derivada da energia

livre apresentasse uma descontinuidade. Dessa forma, transições descont́ınuas seriam clas-

sificadas como sendo de primeira ordem, e as transições cont́ınuas de segunda ordem. No

entanto, é preciso ressaltar que o observado, na verdade, é uma divergência nas derivadas

segundas (como calor espećıfico e compressibilidade), apresentando um comportamento

singular ou anômalo.

Para um melhor entendimento do fenômeno de transição de fases cont́ınua, observemos

o diagrama pressão (P) x volume (V), exposto na Figura 2.1. Esse comportamento, revela
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o que seria o expoente cŕıtico que caracteriza o comportamento assintótico, do que será

chamado parâmetro de ordem ϕ. À medida que temperatura aumenta a diferença entre os

V

P

vL vG

T<Tc

T=Tc

T>Tc

Figura 2.1: Isotermas de um fluido simples na vizinhança de um ponto cŕıtico.

volumes espećıficos, vG da fase gasosa, e vL da fase ĺıquida, ϕ = vG−vL diminui, terminando

por se anular no ponto cŕıtico. Dessa forma, o que se observa é uma relação funcional do

tipo

ϕ ∽ B

(
Tc − T
Tc

)β
,

com o expoente β assumindo valores próximos de 1/3, para quaisquer fluidos ou grandezas

equivalentes em outros tipos de sistemas. O comportamento geral do parâmetro de ordem

em relação à temperatura pode ser observado no gráfico mostrado na Figura 2.2.

O estudo das transições de fases cont́ınuas ganha robustez com o advento da teoria de

Landau. A proposta de Landau [37, 11] foi apresentada pela primeira vez em 1937. Sua ideia

consistia em expandir a energia livre generalizada G(P, T, ϕ), em função do parâmetro de

ordem ϕ, próximo ao ponto de transição, com T ∽ Tc, ou seja

G(T, ϕ) = G0(T ) + a(T )ϕ2 + b(T )ϕ4.

Devido à arbitrariedade na definição do parâmetro de ordem, pode-se sempre fazer uma

translação, ou usando de argumentos de simetria, eliminar o termo cúbico. Derivando
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Tc

0

ϕ

Figura 2.2: Dependência do parâmetro de ordem com a temperatura .

G(T, ϕ) em relação ϕ e igualando a zero, temos

∂G

∂ϕ
= 0

2a(T )ϕ+ 4b(T )ϕ3 = 0

a qual nos fornece duas soluções para ϕ,

ϕ = 0, e ϕ2 = − a(T )

2b(T )
.

Para que a energia livre G(T, ϕ) tenha um mı́nimo como se espera, b(T ) > 0; contudo,

se a(T ) > 0, o mı́nimo da energia livre se configura em ϕ = 0, sendo identificada como

a fase desordenada. Considerando ainda a energia livre G(T, ϕ) cont́ınua no ponto cŕıtico,

devemos ter a(Tc) = 0, exatamente no ponto cŕıtico, de forma que podemos escrever a(T )

nas proximidades do ponto cŕıtico como α(T − Tc), onde α > 0. Dessa foma, é posśıvel

fazer a leitura correta da fenomenologia, pois nesse caso temos a mudança de sinal do

termo quadrado da expansão, indicando um novo mı́nimo para a fase ordenada. Observa-se

ainda, que nas proximidades do ponto cŕıtico, b(T ) deve se comportar como uma constante

positiva, não modificando seu sinal e assim preservando a construção do novo mı́nimo da
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energia. A energia livre pode agora ser escrita, como

G(T, ϕ) = G0(T ) + α(T − Tc)ϕ2 + bϕ4. (2.1)

Seu comportamento, ver Figura 2.3, mostra claramente o novo mı́nimo da energia livre

encontrado na fase ordenada, para T < Tc.

ϕ

G(T,ϕ)

T>Tc

T<Tc

Figura 2.3: A energia livre em função do parâmetro de ordem.

É posśıvel ainda considerar o cenário no qual o parâmetro de ordem possa sofrer flu-

tuações no espaço Euclidiano, x; para um dado campo ϕ = ϕ(x). Dessa forma, a energia

livre, Eq. (2.1), é generalizada para incluir termos que contenham derivadas do campo

∇ϕ(x), sendo a derivada primeira a forma mais simples. Lembrando que o termo das de-

rivadas deve ser ao quadrado, pois a energia livre é um escalar. Dadas as modificações

sugeridas, a energia livre, fica

G[T, ϕ(x)] = G0(T ) + α(T − Tc)ϕ(x)2 + bϕ(x)4 + e(T )[∇ϕ(x)]2.

Essa perspectiva foi proposta por Ginzburg-Landau [4]. A derivada é uma forma de estimar

localmente a mudança de ponto-a-ponto. A aplicação do prinćıpio de extremo nos levará

à chamada primeira equação de Ginzburg-Landau, que pode ser escrita de maneira geral,

como segue

∇2ϕ(x)− a′(T )ϕ(x) + b′|ϕ(x)|2ϕ(x) = 0.
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Esta equação é uma equação de campo, e fornecerá informações cruciais a respeito do

estado supercondutor. A seguir discutiremos em maiores detalhes a teoria fenomenológica

de Ginzburg-Landau usual, apresentando seus principais resultados.

2.3 Teoria Fenomenológica de Ginzburg-Landau

A teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau considera uma pseudo função de onda

ψ(r) como um parâmetro de ordem complexo [5]. A densidade local de portadores das cargas

supercondutoras é representada pelo quadrado |ψ(r)|2. A partir da expansão em série de

potências para |ψ|2 e |∇ψ|2 da densidade de energia livre, encontra-se, pelo prinćıpio de

extremos, as equações diferenciais para a função ψ(r) e o potencial vetor A(r). Mesmo

com alguns questionamentos por se tratar de uma teoria fenomenológica, seu papel no

contexto geral da supercondutividade foi devidamente estabelecido com os trabalhos de

Gor’kov em 1959 [41], mostrando que se tratava de um caso limite da teoria microscópica

BCS, ou seja, na temperatura cŕıtica torna-se exata. Nesse contexto, a teoria de Ginzburg-

Landau permanece restrita às temperaturas próximas da temperatura cŕıtica, sem grandes

variações espaciais dos campos ψ(r) eA(r). A teoria se revela de grande valia no tratamento

macroscópico dos supercondutores, para o qual a energia livre tem um papel de destaque no

contexto geral do fenômeno, fornecendo uma descrição qualitativa das respectivas variáveis

quânticas envolvidas.

2.3.1 Energia livre e equações de Ginzburg-Landau

Com isso, as caracteŕısticas e propriedades da fenomenologia do estado supercondutor

podem ser estabelecidas através da energia livre [42], que considera ψ pequeno e variando

de maneira lenta no espaço,

F = F0 +

∫
F(r)d3r

onde F(r) é a densidade de energia livre. Substituindo a expansão caracteŕıstica, temos

F = F0 +

∫ [
α|ψ(r)|2 + β

2
|ψ(r)|4

]
d3r.

Para modelar o aumento da energia associado ao parâmetro de ordem é necessário adicionar

o termo com o gradiente, a saber

F = F0 +

∫ [
α|ψ(r)|2 + β

2
|ψ(r)|4 + ℏ2

2m∗ |∇ψ(r)|
2

]
d3r,
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com m∗, considerado inicialmente apenas um parâmetro. O termo acrescentado, é certa-

mente, um termo cinético nos moldes do problema quanto-mecânico. Sendo assim, Ginzburg-

Landau entenderam que a prescrição Hamiltoniana poderia ser usada,

p→ p− e∗

c
A

e, em termos dos operadores quanto-mecânicos, temos

∇ → ∇− ie∗

ℏc
A,

onde e∗ = 2e posteriormente será entendido como a carga dos portadores. Inclúıdas estas

modificações, reescrevemos a energia livre, como

F = F0 +

∫ {
α|ψ(r)|2 + β

2
|ψ(r)|4 + ℏ2

2m∗

∣∣∣∣[∇− ie∗

ℏc
A(r)

]
ψ(r)

∣∣∣∣2
}
d3r.

Ainda é preciso acrescentar a contribuição do posśıvel campo magnético externo,

F = F0 +

∫ {
α|ψ(r)|2 + β

2
|ψ(r)|4 + ℏ2

2m∗

∣∣∣∣[∇− ie∗

ℏc
A(r)

]
ψ(r)

∣∣∣∣2 + 1

8π
H(r)

}
d3r.

E usando do método variacional, minimiza-se a energia livre com relação à função ψ∗(r),

obtendo

δF =

∫
d3r

[
− ℏ2

2m∗

(
∇− ie∗

ℏc
A

)2

ψ(r) + αψ(r) + β|ψ(r)|2ψ(r)

]
δψ∗(r)

+

∫
d2r · ℏ2

2m∗

(
∇− ie∗

ℏc
A

)2

ψ(r)δψ∗(r)

e a condição de extremo permiti-nos chegar à primeira equação de Ginzburg-Landau,

− ℏ2

2m∗

[
∇− ie∗

ℏc
A(r)

]2
ψ(r) + αψ(r) + β|ψ(r)|2ψ(r) = 0. (2.2)

Isso posto, o termo de superf́ıcie da segunda integração que poderá ser usado para esta-

belecer as condições de contorno. A variação da energia livre, agora em relação ao campo

A(r), aponta-nos a lei de Ampère (∇ ×H = 4π
c
j), desde que identifiquemos a densidade
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de corrente j(r), como

j(r) = − ie
∗ℏ

2m∗ [ψ
∗(∇ψ)− ψ(∇ψ∗)]− e∗

2

m∗c
|ψ(r)|2A(r). (2.3)

Esta, por sua vez, é chamada de segunda equação de Ginzburg-Landau.

2.3.2 Comprimento de coerência ξ(T )

Voltando nossa atenção à primeira equação de Ginzburg-Landau, Eq. (2.2), trataremos

do caso unidimensional na ausência do campo magnético (A = 0). Assumimos que o

material supercondutor se encontre em x > 0. Sob estas prerrogativas, a equação diferencial

toma a seguinte forma

− ℏ2

2m∗
d2ψ

dx2
+ αψ + βψ3 = 0.

Sabendo que no estado supercondutor α é negativo, e portanto, conveniente substitúı-lo

por −|α|, após algumas manipulações chega-se à seguinte solução

ψ(x) =

√
|α|
β

tanh

(
x√
2ξ

)
, (2.4)

onde ξ é o chamado comprimento de coerência, definido por

ξ2 ≡ ℏ2

2m∗|α|
. (2.5)

O resultado da Eq. (2.4) demonstra o comportamento dos portadores de carga a partir da

fronteira, ou interface, entre o material supercondutor e o não supercondutor, representada

por x = 0. Na Figura 2.4 mostramos seu comportamento funcional. A densidade de ”su-

per”elétrons aumenta ao longo do comprimento de coerência até atingir o valor máximo, e

assim o estado supercondutor se configura.

2.3.3 Efeito Meissner-Ochsenfeld

Desconsiderando as varições do parâmetro de ordem supercondutor na segunda equação

de Ginzburg-Landau, Eq. (2.3), chegamos à equação de London [2], a saber

j(r) = − e∗
2

m∗c
|ψ(r)|2A(r).
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x
0

ψ(x)

ψ∞

Figura 2.4: Variação espacial do parâmetro de ordem nas a partir da fronteira do material.

Tomando o rotacional dos dois lados, e usando a lei Ampère, temos

∇2B− 1

λ2L
B = 0,

onde foi definido o parâmetro

λL =

√
m∗c2

4πe∗2 |ψ(r)|2
. (2.6)

Considerando apenas o caso unidimensional, onde a interface do material supercondutor é

x = 0, chega-se na solução

B(x) = B0 exp

(
− x

λL

)
,

mostrando que o campo magnético externo B0 é atenuado no interior do material, como

pode ser observado na Figura 2.5. O comprimento caracteŕıstico é o parâmetro λL, cha-

mado comprimento de penetração magnética, previsto na teoria dos irmãos London [2].

Dessa forma, as linhas de campo magnético são expulsas do material supercondutor, esta-

belecendo o que se conhece como efeito Meissner-Ochsenfeld [3].

2.3.4 Densidade de corrente cŕıtica jc

Consideraremos ainda o caso de um filme fino [5], cujo espessura é muito menor do

que o comprimento de coerência. Nesse caso, considera-se que o termo da energia livre

proporcional à ∇|ψ|2 não tem contribuição substancial, pois ψ(r) pode ser tomado por
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x
0

B(x)

Bo/e

λL

Figura 2.5: Variação espacial do campo magnético externo incidente a partir da fronteira do
material.

|ψ|eiφ(r), onde |ψ| é considerado constante. Baseado nesses pressupostos, a expressão da

densidade de corrente pode ser aproximada, para

j =
e∗

m∗ |ψ|
2

(
ℏ∇− e∗

c
A

)
,

ou, substituindo a expressão da velocidade generalizada de uma part́ıcula sob ação do

campo eletromagnético,

j = e∗|ψ|2v,

onde m∗v = p− e∗

c
A. A densidade de energia livre, para tanto, deverá ser escrita,como

f = f0 + α|ψ|2 + β

2
|ψ|4 + 1

2
|ψ|2m∗v2,

onde consideramos que o termo referente ao campo externo é muito menor que o termo da

energia cinética. Minimizando a densidade de energia livre em relação |ψ|2, encontramos

−|α|+ β|ψ|2 + 1

2
m∗v2 = 0,
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para qual já nos encontramos no estado supercondutor, pois α(T ) = −|α(T )|. E, então,

|ψ|2 = ψ2
∞

(
1− m∗v2

2|α|

)
,

com ψ2
∞ = α

β
. Substituindo esse último resultado na expressão da densidade de corrente,

temos

j = e∗ψ2
∞

(
1− m∗v2

2|α|

)
v.

A densidade de corrente supercondutora possui um valor máximo quando a energia cinética

v
0

j(v)

jc

Figura 2.6: Densidade de corrente supercondutora em função da velocidade dos portadores de
carga.

dos portadores de carga é igual a |α|
3
, apontando para |ψ|2

ψ2
∞

= 2
3
, como pode ser observado

na Figura 2.6. Esta expressão da densidade de corrente também é capaz de fornecer a

dependência da densidade de corrente de pico, ou cŕıtica, com a temperatura, nas proxi-

midades da temperatura cŕıtica, a saber

jc =
4
√
6

9β
√
m∗

e∗|α(T )|
3
2 .

Esta dependência com a temperatura, nas proximidades da temperatura cŕıtica, tem sido

fruto de estudos experimentais recentes em micro-pontes supercondutoras [43, 44]. Os dados

demonstram, que para micro-pontes estreitas, a relação funcional com a temperatura da

corrente cŕıtica realmente se dá de acordo com o previsto na teoria de Ginzburg-Landau.
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Contudo, para micro-pontes mais largas essa dependência se modifica, não mais se com-

portando como prevê a teoria fenomenológica. Podemos ainda determinar o momentum

caracteŕıstico cŕıtico, a saber

pc =
ℏ

ξ(T )
√
3
.

A densidade de corrente pico, ou também chamada de densidade de corrente de desempare-

lhamento dos pares, acontece no cenário que a densidade dos portadores de carga torna-se

muito baixa para manter o estado supercondutor [45]. Simplesmente não existem portadoras

suficientes para manter uma corrente mais elevada.

A seguir, abordaremos a fenomenologia de Ginzburg-Landau na perspectiva da quebra

espontânea de simetria abeliana.

2.4 Quebra espontânea de simetria

Nesta seção, consideraremos o estado supercondutor no contexto da quebra espontânea

de simetria do campo, como um exemplo do modelo de Higgs [46] na simetria abeliana.

Partindo da densidade Lagrangiana,

L = − (∇− ieA)ϕ · (∇+ ieA)ϕ∗ −m2|ϕ|2 − λ|ϕ|4 − 1

2
(∇×A)2 (2.7)

onde −L representa a energia livre de Ginzburg-Landau, com m2 = a(T − Tc) nas pro-

ximidades da temperatura cŕıtica Tc. O campo ϕ representa, dessa forma, a configuração

macroscópica dos portadores de carga, segundo indica a teoria BCS. Por esse cenário, con-

siderando a teoria quântica de campos, os quanta do campo seriam assim, os já citados,

pares de Cooper, ”part́ıculas”constituintes do condensado que se forma para baixas tem-

peraturas. Em conformidade ao que temos descrito, para T < Tc, m
2 < 0, a energia livre

deve então ter um mı́nimo em,

|ϕ|2 = −m
2

2λ
,

caracterizando o procedimento usual da quebra espontânea de simetria. A densidade La-

grangiana, Eq. (2.7), é invariante por transformações de calibre locais, do tipo ϕ→ eiΛ(x)ϕ,

exigindo que o campo de calibre A se transforme, como

A→ A+
1

e
∇Λ(x).
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A equação de Euler-Lagrange para o campo de calibre A nos permite escrever a seguinte

expressão para a densidade de corrente,

j = −i (ϕ∗∇ϕ− ϕ∇ϕ∗)− 2e|ϕ|2A,

a qual possui divergência nula, e, sendo assim, é conservada. Ao considerarmos a fraca

variação do campo ϕ, o segundo termo domina a expressão, nos possibilitando chegar na

equação dos irmãos London [2], e em seguida derivar o comportamento já discutido do efeito

Meissner-Ochsenfeld [3]. Podemos ainda acrescentar que, nesse contexto, utilizando-se das

equações de Maxwell, o campo de calibre é dado pela equação explicitamente invariante

por Lorentz, a saber

□Aµ = −k2Aµ,

indicando que, os ditos aqui ”fótons”, adquiriram massa; comportamento caracteŕıstico do

mecanismo de Higgs. Esta, é conhecida como equação de Proca [46].
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Caṕıtulo 3

Função de Wigner e o produto-estrela

Eugene Paul Wigner, em 1932, buscando implementar correções quânticas na mecânica

estat́ıstica sugere uma expressão para a probabilidade, a qual hoje é conhecida como função

de Wigner [23]. Apesar de oferecer uma nova perspectiva, Wigner observa que a dita função é

Real, mas nem sempre positiva definida, e por esse motivo chamada de quase distribuição de

probabilidade. Contudo, é justamente a partir desse resultado peculiar que sua caracteŕıstica

estat́ıstica se demonstra, com indicativos da natureza não-clássica do sistema para a região

negativa acessada. Essa e outras propriedades da função de Wigner serão apresentadas

neste caṕıtulo.

Partiremos da prescrição de Weyl [31] para indicar, através do produto de dois operadores

de Weyl, o que será chamado de produto-estrela. A função de Wigner é então apresentada

como a transformada de Weyl do operador densidade e suas propriedades são discutidas.

Cada operador A definido no espaço de Hilbert H, é associado a uma função AW (q, p)

no espaço de fase Γ, através do mapeamento ΩW : A → AW (q, p), chamado mapeamento

de Wigner. De modo que, a álgebra associativa de operadores em H corresponde a uma

álgebra igualmente associativa, porém não comutativa em Γ. O produto de dois operadores

AB emH é representado no espaço de fase Γ pelo produto-estrela, ou produto de Moyal [27].

Possuindo propriedades que o destacam, e um importante papel na estrutura simplética,

o produto-estrela servirá de substrato para nossa abordagem da teoria fenomenológica de

Ginzburg-Landau discutida nos caṕıtulos seguintes.

3.1 Prescrição de Weyl

Uma correspondência pode ser feita entre variáveis zj de um espaço Euclidiano D-

dimensional com operadores ẑj no respectivo espaço Euclidiano não-comutativo [47]. Con-

sideremos a álgebra comutativa no dito espaço Euclidiano de funções f(z), que possam ser
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representadas por transformadas de Fourier, do tipo

f̃(k) =

∫
dDz exp

(
−ikjzj

)
f(z),

onde j vai de 1 a D. O respectivo espaço não-comutativo por sua vez, poderá ser cons-

trúıdo substituindo as coordenadas locais zj por operadores Hermitianos ẑj que respondam

à relação de comutação [ẑj, ẑk] = iθjk, na qual esses mesmos operadores são também gera-

dores de uma álgebra não-comutativa. Com isso, é posśıvel introduzir o chamado operador

de Weyl, Ŵ [f(z)], dado pela transformada

Ŵ [f(z)] =

∫
dDz

(2π)D
f(z)∆̂(z),

onde, a função f(z), pode ainda ser identificada como a transformada deWeyl de F = Ŵ [f ],

com ∆̂(z) escrito, como

∆̂(z) =

∫
dDk

(2π)D
exp

(
−ikj ẑj

)
exp

(
−iklzl

)
.

Esse procedimento configura um mapeamento dos campos, representados pelas funções f(z)

no espaço comutativo, com operadores de Weyl no espaço não-comutativo. Para escrever

a expressão caracteŕıstica, do que mais adiante será chamado produto-estrela, faz-se ne-

cessário definir o produto de dois operadores de Weyl, a saber Ŵ [f ]Ŵ [g]. Esta expressão

deverá, portanto, relacionar as transformadas de Fourier das funções f(z) e g(z), como

segue

Ŵ [f(z)]Ŵ [g(z)] =

∫
dDk1
(2π)D

dDk2
(2π)D

f̃(k1)g̃(k2) exp
(
−ik1j ẑj

)
exp

(
−ik2lẑl

)
. (3.1)

Usando a relação Baker-Campbell-Hausdorff para exponenciais de operadores, e lembrando

que [ẑj, ẑk] = iθjk, reescrevemos a Eq. (3.1) como

Ŵ [f(z)]Ŵ [g(z)] =

∫
dDk1
(2π)D

dDk2
(2π)D

f̃(k1)g̃(k2) exp

(
− i
2
k1jk2lθ

jl

)
exp

[
−i(k1j + k2j)ẑ

j
]
.
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E então, defini-se o produto-estrela ou produto de Moyal [27] entre as funções f(z) e g(z)

como sendo o traço do produto dos operadores de Weyl com o operador ∆̂(z), a saber

f(z) ⋆ g(z) = Tr
[
Ŵ [f(z)]Ŵ [g(z)]∆̂(z)

]
. (3.2)

A forma diferencial contudo, não explicitando algumas manipulações matemáticas [48], fica

dada por

f(z) ⋆ g(z) = f(z) exp

(
i

2
θjl
←−
∂j
−→
∂l

)
g(z), (3.3)

o qual será mais adiante, na Seção 3.3, discriminado. Percebe-se, que o produto dos ope-

radores de Weyl não é igual ao produto das respectivas transformadas, e sim a algo mais

intrincado, dando origem a deformação pseudo-diferencial associativa do produto ordinário

f(z)g(z).

Ademais, considerando a construção acima, é ainda posśıvel identificar, e essa associação

ficará mais clara nas seções seguintes, a função que chamaremos de função de Wigner, como

sendo

fW (z) = Tr
[
Ŵ [f(z)]∆̂(z)

]
. (3.4)

Deixando claro, de certa forma, que há uma correspondência entre a formulação utilizada

por Weyl e o método da função de Wigner, já que a função identificada por Wigner é o traço

do produto, do assim denominado operador de Weyl com o operador ∆̂(z), responsável pelo

mapeamento dos campos. A seguir apresentaremos seu formato usual e suas propriedades.

3.2 Função de Wigner

Já em Dirac [49] podemos observar uma abordagem do ponto de vista estat́ıstico através

do operador densidade, que pode ser escrito como

ρ =
∑
i

ωi |ψi(t)⟩⟨ψi(t)|

onde consideramos os {ψi} como sendo os estados microscópicos do ensemble estat́ıstico,

e ωi =
Ni

N
o peso estat́ıstico para o estado quântico |ψi⟩. Dessa forma, a matriz densidade

reúne as informações fisicamente relevantes do ensemble estudado. O valor esperado de um

determinado observável f́ısico A fica, ⟨A⟩ = Tr(ρA), e a equação de Liouville-von Neumam,

responsável pela evolução temporal da matriz densidade, é obtida a partir da equação de
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Schrödinger, e pode ser escrita como

iℏ
∂ρ

∂t
= [H(t), ρ(t)] , (3.5)

onde o operador H(t) representa a energia total do sistema.

Seguindo um procedimento similar ao adotado por Dirac, mas não de todo igual, Wig-

ner usa a prescrição não-comutativa de Weyl para estabelecer uma estrutura geométrica

igualmente não-comutativa [47]. O espaço de fase usual e as respectivas variáveis com di-

mensão de posição e momentum são representadas por zi, ou seja z = (qi, pi). Esse espaço

se mostra como um produto cartesiano Γ = R × Rd, onde o ı́ndice d se refere ao dual, e

com i = 1 apenas, tratando do caso unidimensional. Esta escolha da prescrição de Weyl

é chamada de realização simplética. Nesta realização, o operador ∆̂(z) = ∆̂(q, p), passa a

assumir a forma

∆̂(q, p) =

∫
dudv

2πℏ
e

i
ℏ [u(q−q̂)−v(p−p̂)],

onde os operadores q̂ e p̂ respondem à relação de comutação de Heisenberg, [q̂, p̂] = iℏ.
Ao considerarmos o operador de Weyl na Eq. (3.4) como sendo o operador densidade

ρ associado a um determinado sistema f́ısico, a função de Wigner é identificada como a

transformada de Weyl, e escrita na sua forma mais compacta [48], como

fW (q, p) = Tr
[
ρ∆̂(q, p)

]
,

haja vista a realização simplética usual do espaço de fase em p e q. Encontramos a função

de Wigner por uma transformada de Fourier dos elementos da matriz densidade, na forma

fW (q, p) = (2πℏ)−1

∫
exp

(
ipz

ℏ

)〈
q − z

2
|ρ| q + z

2

〉
dz,

ou

fW (q, p) = (2πℏ)−1

∫
exp

(
−iqk
ℏ

)〈
p− k

2
|ρ| p+ k

2

〉
dk.

Quando consideramos sistemas quânticos descritos por estados puros |ψ⟩, cujo operador

densidade é dado pelo ”ketbra”ρ = |ψ⟩⟨ψ|, a função de Wigner poderá ser escrita, como

fW (q, p) = (2πℏ)−1

∫
exp

(
ipz

ℏ

)
ψ†
(
q +

z

2

)
ψ
(
q − z

2

)
dz.

É importante ressaltar que a função de Wigner não representa uma distribuição de probabi-
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lidade como já o dissemos, pois a mesma eventualmente poderá assumir valores negativos,

chamada assim de uma função quase distribuição de probabilidade. A parte negativa da

função de Wigner, pode ser interpretada como um indicador da não-classicalidade do sis-

tema [55], cujo fator, em decorrência da função de Wigner ser normalizada, é dado por

Neg =

∫
|fW (q, p)|dqdp− 1. (3.6)

Mesmo que a função de Wigner não represente uma distribuição de probabilidade propri-

amente dita no espaço de fase, densidades de probabilidades nas coordenadas poderão ser

obtidas através da integração em q, tal que

|ψ(q)|2 =
∫
fW (q, p)dp,

ou, de forma análoga nos momenta

|ψ̄(p)|2 =
∫
fW (q, p)dq.

Os equivalentes deWigner dos operadores quânticos designados de forma geral porAW (q, p),

são funções associadas ao operador A(Q,P ), que podem ser escritas como

AW (q, p) =

∫
exp

(
ipz

ℏ

)〈
q − z

2
|A(Q,P )|q + z

2

〉
dz.

Dessa forma, a própria função de Wigner é o equivalente de Wigner do operador densidade

fW = (2πℏ)−1ρW .

Dada a definição anterior, podemos escrever o valor esperado de um observável num estado

|ψ⟩
⟨A⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩ =

∫
AW (q, p)fW (q, p)dqdp.
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Os operadores na representação de Wigner ainda apresentam as seguintes propriedades∫
AW (q, p)dp = (2πℏ)⟨q|A|q⟩,∫
AW (q, p)dq = (2πℏ)⟨p|A|p⟩,

T r(A) =

∫
AW (q, p)dqdp.

Há de se ressaltar que, sendo A = A(Q), o equivalente em Wigner será AW = AW (q), e

se A = A(P ), então AW = AW (p). Se porém, A = constante, então AW = A. Essas e

outras propriedades da função de Wigner, dos operadores na representação de Wigner e

suas respectivas demonstrações, podem ser encontradas nas referências [51, 52, 53, 54].

3.3 Produto-estrela

Voltemos nossa atenção ao produto de dois operadores de Weyl citado na Seção 3.1. Esse

produto relaciona duas transformadas de Weyl das funções f(q, p) e g(q, p), considerando

a realização simplética usual do espaço de fase pode ser escrito, como

Ŵ [f(q, p)]Ŵ [g(q, p)] =

∫
dp1dq1dp2dq2

(2πℏ)2
f(q1, p1)g(q2, p2)∆̂(q1, p1)∆̂(q2, p2)

=

∫
dqdp

2πℏ
[f(q, p) ⋆ g(q, p)]∆̂(q, p),

onde podemos perceber que o produto dos operdores de Weyl pode ser escrito ainda,

Ŵ [f(q, p)]Ŵ [g(q, p)] = Ŵ [f(q, p) ⋆ g(q, p)].

E, a partir da qual, é posśıvel identificar a Eq. (3.2), e escrever

f(q, p) ⋆ g(q, p) = Tr
[
Ŵ [f(q, p)]Ŵ [g(q, p)]∆̂(q, p)

]
=

∫
dp1dq1dp2dq2

(2πℏ)2
f(q1, p1)g(q2, p2)Tr

[
∆̂(q1, p1)∆̂(q2, p2)∆̂(q, p)

]
.

Depois de algumas manipulações matemáticas [48], o resultado obtido é dado por

f(q, p) ⋆ g(q, p) = f(q, p) exp

[
iℏ
2

(←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

)]
g(q, p),
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ou de forma mais compacta,

f(q, p) ⋆ g(q, p) = f(q, p) exp

(
iℏ
2
Λ0

)
g(q, p),

com

Λ0 =

←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
, (3.7)

onde Λ0 é um operador pseudo-diferencial. Esse produto é conhecido como produto-estrela

ou produto de Moyal [27], o qual configura uma deformação pseudo-diferencial do produto

associativo ordinário das funções f(q, p) e g(q, p).

O produto-estrela apresenta algumas propriedades que serão de grande valia para dis-

cussões futuras do texto. O produto-estrela de uma função constante c ∈ C se trivializa,

c ⋆ f(q, p) = f(q, p) ⋆ c = cf(q, p).

O produto-estrela é anti-comutativo, ou seja

f(q, p) ⋆ g(q, p) ̸= g(q, p) ⋆ f(q, p),

o que temos na verdade é

f(q, p) exp

(
iℏΛ0

2

)
g(q, p) = g(q, p) exp

(
−iℏΛ0

2

)
f(q, p). (3.8)

O produto-estrela entre duas funções no espaço de fase pode ser visto como a atuação de

uma delas como operador, ou seja

f(q, p) ⋆ g(q, p) = f

(
q +

iℏ
2

−→
∂

∂p
, p− iℏ

2

−→
∂

∂q

)
g(q, p),

= f(q, p)g

(
q − iℏ

2

←−
∂

∂p
, p+

iℏ
2

←−
∂

∂q

)
.

Logo, podemos escrever o operador-estrela f̂ , como

f̂(q, p) = f(q, p) ⋆ .

A partir da propriedade de anti-comutatividade, Eq. (3.8), posśıvel perceber que a con-
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jugação complexa inverte a ordem do produto-estrela

(f ⋆ g)† = g† ⋆ f †. (3.9)

O produto-estrela é associativo,

[f(q, p) ⋆ g(q, p)] ⋆ h(q, p) = f(q, p) ⋆ [g(q, p) ⋆ h(q, p)].

O produto-estrela se trivializa na integração em todo espaço de fase ou simplético, consi-

derando a convergência da integral, devemos ter∫
f(q, p) ⋆ g(q, p)dqdp =

∫
f(q, p)g(q, p)dqdp. (3.10)

O produto-estrela pode ser escrito em termos de uma expansão em série de potências, a

saber

f(q, p) ⋆ g(q, p) =
∞∑
n=0

1

n!

(
iℏ
2

)n n∑
m=0

(−1)m n!

(n−m)!m!

×
[
∂n−mq ∂mp f(q, p)

] [
∂mq ∂

n−m
p g(q, p)

]
. (3.11)

Ou ainda através da integração

f(q, p) ⋆ g(q, p) =

(
1

πℏ

)2 ∫
dq′dq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)

× exp

{
− i
ℏ
[2p(q′ − q′′) + 2p′(q′′ − q) + 2p′′(q − q′)]

}
. (3.12)

Essas, e outras propriedades do produto-estrela, estão demonstradas de forma detalhada

nas referências [51, 52, 53, 54].

3.4 Representação simplética galileana

Apontando para o que mais adiante usaremos como guia na construção da repre-

sentação simplética da teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau, obtendo como resultado

as equações caracteŕısticas no respectivo espaço simplético, discutiremos a representação

Galileana e obtenção da equação de Schrödinger no espaço de fase [32]. O procedimento

descrito servirá de base para construção que faremos, pois possibilita deduzir funções de

quase distribuição de probabilidade, sem a estrutura, muitas vezes intricada, da equação
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de Liouville-von Neumann [47]. A partir desse ponto buscaremos reconstruir o roteiro para

chegar na equação de Schrödinger no espaço de fase. Outras *-representações simpléticas,

utilizando os grupos de simetria já foram constrúıdas de forma análoga, obtendo-se as

equações de Klein-Gordon e Dirac no espaço de fase [18, 19].

Para tanto, definiremos um conjunto de operadores-estrela, baseados numa representação

do Grupo de Galilei num espaço de Hilbert HΓ, associado ao espaço de fase. Esta identi-

ficação é realizada considerando o conjunto de funções complexas de quadrado integrável

ϕ(q, p), a partir da qual ∫
ϕ∗(q, p)ϕ(q, p)dqdp <∞,

que possa ser considerada uma forma bilinear real. Então, escrevemos a função ϕ(q, p) =

⟨q, p|ϕ⟩, tal que ∫
|q, p⟩⟨q, p|dqdp = 1,

onde ⟨ϕ| é o vetor dual de |ϕ⟩. A álgebra de Galilei é dada a partir dos operadores-estrela

q̂ e p̂, como segue

q̂ = q⋆ = q +
iℏ
2
∂p,

p̂ = p⋆ = p− iℏ
2
∂q,

K̂ = ki⋆ = mqi⋆ − tpi⋆,

L̂i = ϵijkq̂j p̂k,

Ĥ =
P̂ 2

2m
=

1

2m

(
p̂21 + p̂22 + p̂23

)
.

De forma que tais operadores obedecem a seguinte álgebra de Galilei-Lie,[
L̂i, L̂j

]
= iℏϵijkL̂k,[

L̂i, K̂j

]
= iℏϵijkK̂k,[

L̂i, P̂j

]
= iℏϵijkP̂k,[

K̂i, K̂j

]
= 0,[

K̂i, P̂j

]
= iℏmδij1,[

K̂i, Ĥ
]

= iℏP̂i;
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onde as outras relações de comutação são nulas. Os próximos passos serão definir novos

operadores Q e P que possam corresponder às respectivas transformações puras do grupo

de Galilei, a saber

exp

(
−iv K̂

ℏ

)
2Q exp

(
iv
K̂

ℏ

)
= 2Q+ vt1,

e

exp

(
−iv K̂

ℏ

)
2P exp

(
iv
K̂

ℏ

)
= 2P +mv1,

ondeQ = 2q1 e P = 2p1. Contudo, esses últimos, não podem ser considerados observáveis a

teoria, pois
[
Q,P

]
= 0. No entanto, servirão para construir um referencial no espaço de fase

associado a um espaço de Hilbert, o já citado HΓ. Para tanto, consideraremos o conjunto

de autovetores normalizados |q, p⟩, de tal forma que Q|q, p⟩ = q|q, p⟩ e P |q, p⟩ = p|q, p⟩,
com ⟨q, p|q′, p′⟩ = δ(q − q′)δ(p− p′), onde∫

|q, p⟩⟨q, p|dqdp = 1.

E assim podemos afirmar que os operadores Q e P , com seus respectivos autovalores q e p,

são coordenadas do dito espaço de fase, no qual usamos a estrutura simplética para definir

o produto-estrela ou produto de Moyal.

A equação de Schrödinger é agora o nosso objetivo. Assim, podemos definir uma certa

quantidade |ψ(t)⟩, no espaço HΓ, representando o estado do sistema quântico que esta-

mos estudando, de forma que possamos usar os conjunto de kets {|q, p⟩} para escrever

ψ(q, p, t) = ⟨q, p|ψ(t)⟩. Esse último resultado não é exatamente uma função de onda, já

que as variáveis q e p são autovalores dos operadores Q e P respectivamente, e que an-

teriormente, já o dissemos, não podem ser tomados como observáveis. Sua natureza está

relacionada ao conteúdo estat́ıstico que a função de Wigner apresenta, sendo chamada

dessa forma de quase amplitude de probabilidade. Sua evolução no tempo é dada por

ψ(q, p, t) = exp

(
−itH

ℏ

)
⋆ ψ(q, p, 0),

e que ao ser derivada em relação ao tempo, considerando H = p2

2m
+ V (q), fica

iℏ∂tψ(q, p, t) =
(
p2

2m
− ℏ2

8m
∂2q −

iℏp
2m

∂q

)
ψ(q, p, t) + V

(
q +

iℏ
2
∂p

)
ψ(q, p, t),
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e assim, chegamos na equação de Schrödinger no espaço de fase. A função de Wigner por

sua vez, está relacionada à quase amplitude de probabilidade por meio do produto-estrela,

fW (q, p) = ψ(q, p, t) ⋆ ψ†(q, p, t). (3.13)

Com conteúdo estat́ıstico, a função de quase densidade de probabilidade contém em si as

informações referentes ao comportamento do sistema. Nas próximas seções discutiremos

seu papel espećıfico no fenômeno que estamos tratando.
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Caṕıtulo 4

Representação Simplética Euclidiana

Neste caṕıtulo apresentaremos, com algum detalhe, a primeira etapa do objetivo do

nosso trabalho: construir a representação simplética da teoria fenomenológico de Ginzburg-

Landau [6].

Deduziremos a equação diferencial da teoria fenomenológica na variedade simplética

a partir da estrutura algébrica associada ao espaço Euclidiano. Na qual, o conhecido

parâmetro ordem da teoria original, será interpretado como uma quase amplitude de pro-

babilidade, nesse contexto. Considerando os invariantes do grupo térmico Euclidiano, a

equação de Liouville-Von Neumann independente do tempo será deduzida. Dessa forma,

seremos capazes de associar uma função de quase distribuição de probabilidade, ou seja,

uma função do tipo Wigner, ao parâmetro de ordem da teoria em uma variedade simplética

com conteúdo de espaço de fase. A primeira equação simplética de Ginzburg-Landau, na

ausência de campo externo, emerge do invariante da álgebra térmica associada à simetria,

e a densidade de corrente de Noether é é determinada.

4.1 Álgebra Térmica: definição e notação

Um importante aspecto das teorias térmicas é a duplicação em sua estrutura algébrica,

que se mostrou necessária por construção. Proposta e evidenciada na própria dinâmica de

campos térmicos, a duplicação caracteriza um formalismo algébrico em tempo real para

teorias quânticas de campos em temperatura finita [11]. Nesse contexto, o espaço de Hilbert

é duplicado, escrito como HT = HE⊗H̃E, onde HE e H̃E são o espaço de Hilbert original e

dual, respectivamente, ambos definidos a partir da variedade euclidiana. Embora à primeira

vista possa parecer que esse procedimento seja algo novo quando proposto para a dinâmica

de campos térmicos em tempo real, esse tipo de duplicação estava presente na equação de
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Liouville-von Neumann, geralmente escrita como

i∂tρ(t) = Ĥρ(t),

onde ρ(t) é a matriz densidade. Ao considerarmos um estado puro, ρ pode ser escrita

como ρ ≃ |ψ⟩⟨ψ|. E, para um sistema conservativo, a evolução temporal é dada por meio

do operador Liouvilliano Ĥ = [H, ·], onde H é a Hamiltoniana do sistema. O operador

Ĥ representa o gerador de evolução temporal, enquanto H é o observável que descreve a

energia do sistema. Esta estrutura duplicada também está presente na teoria cinética. Em

termos algébricos, foi identificada como as representações padrão da c*-álgebras. No con-

texto da álgebra de Lie, foi chamada de termo-álgebra [34]. Para o objetivo deste trabalho,

iremos rever alguns elementos dessa estrutura algébrica, no intuito de melhor compreender

a simetria que estamos explorando.

Consideremos LG = {ai, i = 1, ..., s} uma álgebra de Lie, onde ai são os geradores de

simetria do grupo de Lie correspondente. O produto de Lie (., .) é escrito como

(ai, aj) = iCk
ijak, (4.1)

onde assumimos a soma sobre os ı́ndices repetidos. Os números Ck
ij são as constantes de

estrutura da álgebra. O produto de Lie dado por meio da Eq. (4.1) satisfaz a condição de

anti-simetria

(ai, aj) = −(aj, ai),

e a identidade de Jacobi,

(ai, (aj, ak)) + (ak, (ai, aj)) + (aj, (ak, ai)) = 0.

A noção de álgebra térmica de Lie é introduzida como uma representação de LG para

sistemas f́ısicos considerando os seguintes aspectos que passamos a descrever [34]. O conjunto

de variáveis cinemáticas representado por, V , é um espaço vetorial definido em um espaço

de Hilbert HT , o espaço portador da representação para a álgebra de Lie LG. O conjunto

V é composto por dois subespaços, ou seja, V = Vobs ⊗ Vgen. Para o propósito ao qual se

destina, Vobs, representa o conjunto de observáveis em um sistema f́ısico e Vgen, por sua

vez, descreve os geradores de simetria. Considerando aspectos gerais de simetria f́ısica [11],
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a representação de LG em HT é dada por

[Âi, Âj] = iCk
ijÂk,

[Âi, Aj] = iCk
ijAk,

[Ai, Aj] = iCk
ijAk,

onde Â ∈ Vgen e A ∈ Vobs, com [ , ] sendo o comutador. Essa foi chamada de termo-

Lie álgebra, LTG ,
[34]. Nesse contexto, é importante observar que LTG é uma álgebra de Lie

semi-simples. Então é escrita como uma soma direta de duas álgebras de Lie. Na verdade,

introduzindo a variável Ã = A− Â, a álgebra de Lie LTG leva a

[Ai, Aj] = iCk
ijAk, (4.2)

[Ãi, Ãj] = −iCk
ijÃk, (4.3)

[Ai, Ãj] = 0. (4.4)

Essa duplicação é pensada como um mapeamento em V , digamos J : V −→ V , denotado
por JAJ = Ã. Com esta notação, e usando as Eqs. (4.2)-(4.4), o mapeamento J preenche

as seguintes condições:

(AiAj )̃ = ÃiÃj,

(cAi + Aj )̃ = c∗Ãi + Ãj,

(A†
i )̃ = (Ãi)

†,

(Ãi)̃ = Ai,

[Ai, Ãj] = 0.

Essas propriedades são chamadas de regras de conjugação til, na dinâmica de campos

térmicos. Na c*-álgebra, J é a conjugação modular [34]. Na próxima seção, esta repre-

sentação será explorada considerando o grupo Euclidiano.

4.2 Álgebra de Lie Térmica Euclidiana

O grupo Euclidiano é o produto semidireto de O(3)×Ta em R3, um subgrupo do grupo

de Galilei, contendo as rotações, O(3), e translações, Ta, preservando a norma. A álgebra
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de Lie associada é escrita da seguinte forma

(li, lj) = iℏϵijklk,

(li, pj) = iℏϵijkpk,

onde li é o gerador das rotações e pi representa os geradores das translações espaciais.

Os invariantes são: I1 = p2 e I2 = l2 + s2, onde s representa ainda rotações em graus

de liberdade internos no espaço. Para este estudo tomaremos s = 0. A álgebra térmica

associada a esta simetria, é escrita em termos de relações de comutação diferentes de zero

entre observáveis e operadores de til,

[Li, Lj] = iℏϵijkLk, (4.5)

[Li, Pj] = iℏϵijkPk, (4.6)

[L̃i, L̃j] = −iℏϵijkL̃k, (4.7)

[L̃i, P̃j] = −iℏϵijkP̃k, (4.8)

destacando os invariantes P 2 e P̃ 2.

No espaço suporte, HT = HE ⊗ H̃E, o espaço de Hilbert térmico, um vetor é denotado

por |ϕ⟩ ∈ HT . O valor médio de um observável A com respeito a |ϕ⟩ é escrito como

⟨A⟩ = ⟨ϕ|A|ϕ⟩, com ⟨ϕ|ϕ⟩ = 1. Uma representação f́ısica deve ser constrúıda a partir do

vetor |I⟩ =
∑

n |n, ñ⟩ ∈ HT . O estado |ϕ⟩ ∈ HT é escrito em termos de um operador Fϕ

definido em HE como |ϕ⟩ = (Fϕ ⊗ 1)|I⟩ = |Fϕ⟩. Se |ϕ⟩ é normalizado, então garantimos

que Tr(F †
ϕFϕ) = 1. Neste ponto, é conveniente introduzir outra notação, a saber Fϕ = ρ

1
2 .

Dessa forma, temos

|ϕ⟩ = |ρ
1
2 ⟩ = (ρ

1
2 ⊗ 1)|I⟩,

com ρ
1
2 ∈ HE.

Agora estamos em posição para examinar a ação do invariante P̂ 2 = P 2− P̃ 2, no vetor

|ϕ⟩ = |ρ 1
2 ⟩, onde P̂ é o gerador das translações espaciais. Como a regra de conjugação til é

um mapeamento anti-linear [11], P̂ 2 é escrito como

P̂ 2 = ∇2 ⊗ 1− 1⊗∇2 = 0.
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Isto implica que

P̂ 2|ϕ⟩ = P̂ 2(ρ
1
2 ⊗ 1|I⟩),

= (∇2 ⊗ 1− 1⊗∇2)(ρ
1
2 ⊗ 1|I⟩),

= [∇2ρ
1
2 − ρ

1
2∇2]⊗ 1|I⟩,

= [∇2, ρ
1
2 ]⊗ 1|I⟩,

= 0. (4.9)

E, dessa forma, garantimos que o operador ρ
1
2 satisfaça a seguinte equação

[∇2, ρ
1
2 ] = 0. (4.10)

Introduzindo o operador normalizado ρ = ρ
1
2
†ρ

1
2 como o operador densidade, chegamos na

seguinte expressão

[∇2, ρ] = 0. (4.11)

Essa é a versão da equação de Liouville-Von Neumann independente do tempo.

Neste contexto é posśıvel explorar a representação de Wigner da Eq. (4.10), a qual é

derivada usando o mapeamento de Wigner, ΩW , i.e.,

ΩW [∇2, ρ
1
2 ] = ΩW [∇2ρ

1
2 ]− ΩW [ρ

1
2∇2],

= p2 ⋆ f
1
2 (q, p)− f

1
2 (q, p) ⋆ p2,

= {p2, f
1
2 (q, p)}M ,

= 0, (4.12)

onde {a, b}M = a ⋆ b− b ⋆ a é o chamado parênteses de Moyal, com (q, p) representando as

coordenadas da variedade simplética com conteúdo de espaço de fase e f = ΩW (ρ), a função

equivalente de Wigner do operador densidade. Atuando de forma análoga na Eq. (4.11), este

procedimento leva-nos à equação de Liouville-von Neumann nesta variedade simplética, a

saber

{p2, f(q, p)}M = 0. (4.13)

A partir das Eqs. (4.12) e (4.13), observamos que f(q, p) ∈ R, ou seja, embora norma-

lizada pode ser negativa. E ainda, sendo proveniente do mapeamento de Wigner, a função
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f(q, p) pode ser escrita, como

f(q, p) = ΩW [ρ],

= ΩW [ρ
1
2
†ρ

1
2 ],

f(q, p) = ϕ(q, p) ⋆ ϕ†(q, p),

onde usamos a notação ΩW [ρ
1
2 ] = f

1
2 (q, p) = ϕ(q, p).

Até agora, temos deduzido uma função de quase distribuição de probabilidade, ou seja,

uma função do tipo Wigner, em uma variedade simplética a partir dos invariantes do grupo

térmico Euclidiano. A seguir, construiremos a estrutura simplética para a qual associaremos

o parâmetro de ordem da teoria fenomenológica a uma quase amplitude de probabilidade.

4.3 Estrutura Simplética

A estrutura simplética associada com o espaço Euclidiano, E, é introduzida por meio

da noção de fibrado cotangente, T ∗E, com coordenadas

ηk = (qk, pk),

onde pk é a coordenada no espaço dual E∗, e a matriz métrica é a própria matriz identidade

tridimensional. A estrutura simplética de T ∗E emerge a partir da introdução da 2-forma

ω = dqk ∧ dpk.

Essa, por sua vez, considerando o espaço de funções anaĺıticas definidas no fibrado cotan-

gente, C∞(T ∗E), e um operador linear bi-diferencial definido por Λ0 =
←−
∂qk
−→
∂pk −

←−
∂pk
−→
∂qk , é

posśıvel escrever 2-forma ω, como

ω(fΛ, gΛ) = fΛg = {f, g},

onde,

{f, g} = ∂qkf∂pkg − ∂pkf∂qkg,

é o conhecido parênteses de Poisson. Equipado com essa estrutura simplética, T ∗E é o

própria variedade simplética assim definida, ou mais conhecido no contexto mecânico como

espaço de fase. Esse, será denotado por ΓE.

O espaço de Hilbert é introduzido tendo em vista o subespaço linear de funções quadráticas
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integráveis H(Γ) ⊂ C∞(ΓE), com valores complexos, {ϕ : ΓE → C}, ou seja,∫
ΓE

ϕ†(ηk)ϕ(ηk)dηk <∞

onde dηk = dqkdpk. Tal espaço torna-se um espaço de Hilbert ao introduzir o produto

interno

⟨ϕ1|ϕ2⟩ =
∫
ΓE

ϕ†
1(η

k)ϕ2(η
k)dηk. (4.14)

Além disso, consideramos os mapeamentos lineares Q, P : H(Γ)→ H(Γ), tais que

Qϕ(η) = qϕ(η);

Pϕ(η) = pϕ(η).

Como [Q,P ] = 0, o espectro de Q e P é usado para construir uma base em H(Γ), {|η⟩},
tal que

Q|η⟩ = q|η⟩;

P |η⟩ = p|η⟩.

Como ϕ(η) = ⟨η|ϕ⟩, derivamos da Eq. (4.14) o resultado∫
ΓE

|η⟩⟨η|dη = 1,

com ⟨η|η′⟩ = δ(η − η′) e δ(η − η′) = δ(q − q′)δ(p− p′). Vale ressaltar que os operadores Q

e P não são os operadores usuais da mecânica quântica para posição e momentum, pois

estamos lidando com uma estrutura simplética para o campo ϕ(q, p), que será considerado

um parâmetro de ordem.

Usando as funções q e p definidas em H(Γ), constrúımos os seguintes operadores til e
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não til, a saber

P = p⋆ = p− iℏ
2
∂q,

Q = q⋆ = q +
iℏ
2
∂p,

P̃ = ⋆p = p+
iℏ
2
∂q,

Q̃ = ⋆q = q − iℏ
2
∂p,

e ainda

Li = ϵijkQjPk,

L̃i = ϵijkQ̃jP̃k.

Esse conjunto de operadores satisfaz as mesmas relações de comutação da álgebra térmica

apresentadas nas Eqs. (4.5)-(4.8). Como consequência, Q e P são transformados como

posição e momentum, e são observáveis por construção devido à estrutura da álgebra

térmica assumida.

4.4 Equação Simplética

A partir do gerador das translações espaciais, P̂ , temos um dos invariantes da álgebra

térmica euclidiana P̂ 2. Esse, atuando em um estado de HT , Eq. (4.9), permiti-nos escrever

P 2ϕ = αmϕ,

onde α e m são constantes. Lembrando que P = p⋆, definido na seção anterior, temos

(p⋆)2 ϕ = αmϕ.

Como p⋆ = p− iℏ
2
∂q, chegamos na seguinte equação diferencial,

1

m

(
p2 − iℏp∂q −

ℏ2

4
∂2q

)
ϕ(q, p) = αϕ(q, p). (4.15)

Essa é a equação de Ginzburg-Landau, exclúıdo o termo não linear, escrita em uma varie-

dade simplética, através da representação do grupo Euclidiano, para a qual consideramos

α = α0(T − Tc) = α(T ), onde Tc é a temperatura cŕıtica da transição de fase. A equação
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(4.15) é obtida a partir da ação

S =

∫
L0dpdq,

=

∫ [
1

m
(p ⋆ ϕ)†(p ⋆ ϕ) + α(T )ϕ†ϕ

]
dpdq,

onde a densidade Lagrangiana, L0, é dada por

L0 =
1

m
(p ⋆ ϕ)†(p ⋆ ϕ) + α(T )ϕ†ϕ. (4.16)

Para uma auto-interação, um termo que preserva a invariância de L por ϕ→ −ϕ é introdu-

zido pela densidade na variedade simplética β
2
(ϕ†ϕ)2, um termo do tipo λϕ4. Adicionando

esse termo, a densidade Lagrangiana fica

L =
1

m
(p ⋆ ϕ)†(p ⋆ ϕ) + α(T )ϕ†ϕ+

β

2
(ϕ†ϕ)2. (4.17)

A equação de Euler-Lagrange para o campo ϕ†(q, p) é dada por

∂L
∂ϕ† − ∂q

[
∂L

∂(∂qϕ†)

]
− ∂p

[
∂L

∂(∂pϕ†)

]
= 0, (4.18)

que leva-nos à seguinte equação para o campo ϕ(q, p),

1

m

(
p− iℏ

2
∂q

)2

ϕ(q, p) + α(T )ϕ(q, p) + β|ϕ(q, p)|2ϕ(q, p) = 0,

que ainda pode ser escrita em termos do operador-estrela p⋆, tomando a seguinte forma

1

m
(p⋆)2ϕ(q, p) + α(T )ϕ(q, p) + β|ϕ(q, p)|2ϕ(q, p) = 0. (4.19)

Reconhecemos então, a primeira equação simplética de Ginzburg-Landau, na ausência de

um campo externo. E ainda, o campo ϕ(q, p) como a quase amplitude de probabilidade e

parâmetro de ordem da teoria nesta representação simplética.

A densidade Lagrangiana apresentada acima, Eq. (4.17), nos possibilita escrever a den-
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sidade de corrente de Noether,

j(q, p) = iϕ†(q, p)

{
∂L

∂ [∂qϕ†(q, p)]

}
−
{

∂L
∂ [∂qϕ(q, p)]

}
iϕ(q, p)

= − ℏ
2m

{
ϕ†(q, p) [p ⋆ ϕ(q, p)] +

[
ϕ†(q, p) ⋆ p

]
ϕ(q, p)

}
, (4.20)

a qual reconhecemos como a segunda equação simplética de Ginzburg-Landau na ausência

de um campo externo. Esta expressão possui divergência nula na coordenada q, a saber

∂qj(q, p) = − ℏ
2m

∂q
{
ϕ†(q, p) [p ⋆ ϕ(q, p)] +

[
ϕ†(q, p) ⋆ p

]
ϕ(q, p)

}
= − i

m

[
iℏp
(
∂qϕ

†)− ℏ2

4

(
∂2qϕ

†)]ϕ− i

m
ϕ†
[
iℏp (∂qϕ) +

ℏ2

4

(
∂2qϕ
)]
.

Aqui, podemos reconhecer as equações de Euler-Lagrange para os campos ϕ(q, p) e ϕ†(q, p),

onde

1

m
(p⋆)2 ϕ+ α(T )ϕ+ β|ϕ|2ϕ = 0,

iℏp (∂qϕ) +
ℏ2

4

(
∂2qϕ
)

= m

[
p2

m
+ α(T ) + β|ϕ|2

]
ϕ,

e,

1

m
ϕ† (⋆p)2 + ϕ†α(T ) + βϕ†|ϕ|2 = 0,

iℏp
(
∂qϕ

†)− ℏ2

4

(
∂2qϕ

†) = −m
[
p2

m
+ α(T ) + β|ϕ|2

]
ϕ†.

As quais são substitúıdas na divergência da densidade de corrente, obtendo

∂qj(q, p) = i

[
p2

m
+ α(T ) + β|ϕ|2

]
|ϕ|2 − i

[
p2

m
+ α(T ) + β|ϕ|2

]
|ϕ|2

= 0.

Dessa forma, mostramos que a densidade de corrente simplética, Eq. (4.20), é conservada.

A seguir, a simetria de calibre abeliano é levada em consideração e resultados equiva-

lentes da teoria de Ginzburg-Landau original serão obtidos.
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Caṕıtulo 5

Calibre Abeliano

A teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau para supercondutividade tem sua im-

portância e aplicabilidade já bem estabelecida. O parâmetro de ordem estabelecido pela

teoria desempenha o papel principal e é um campo. Neste caṕıtulo, testaremos a invariância

de calibre local da equação diferencial e da Lagrangiana simplética. Neste contexto, ex-

ploraremos a atuação do invariante da álgebra térmica euclidiana no campo ϕ(q, p), con-

siderado o parâmetro de ordem da teoria fenomenológica simplética. Desenvolveremos a

teoria de calibre inserindo o campo Ak, o qual compõe um tensor de campo anti-simétrico

F kl, análogo ao descrito por Seiberg e Witten [56], conforme será mostrado. A densidade

Lagrangiana invariante obtida, servirá para derivação da equivalente simplética. Deduzire-

mos as equações Ginzburg-Landau a partir da representação euclidiana em uma variedade

simplética com conteúdo de espaço de fase, as quais serão chamadas equações simpléticas

de Ginzburg-Landau.

5.1 Invariância da equação diferencial

Iniciaremos nossa avaliação da equação diferencial proveniente do invariante da álgebra

de Lie térmica, Eq. (4.15), considerando uma posśıvel transformação da calibre local, a

saber

ϕ(q, p) → e−iΛ ⋆ ϕ(q, p),

onde Λ = Λ(q, p). Assumindo Λ≪ 1, escrevemos a variação infinitesimal do campo,

δ [ϕ(q, p)] = −iΛ(q, p) ⋆ ϕ(q, p).
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A Eq. (4.15), sobre a transformação de calibre, fica assim escrita

0 = (p⋆)2 δ [ϕ(q, p)] , (5.1)

e então

0 = (p⋆)2 (−iΛ ⋆ ϕ)

0 =

(
p2 − iℏp∂q −

ℏ2

4
∂2q

)2

(−iΛ ⋆ ϕ) ,

0 = −ip2(Λ ⋆ ϕ)− ℏp∂q(Λ ⋆ ϕ) +
iℏ2

4
∂2q (Λ ⋆ ϕ).

Usando a propriedade do produto-estrela p(f ⋆ g) = f ⋆ (pg)− iℏ
2
(∂qf) ⋆ g, reescrevemos

0 = −ip
[
Λ ⋆ (pϕ)− iℏ

2
(∂qΛ) ⋆ ϕ

]
− ℏp [(∂qΛ) ⋆ ϕ+ Λ ⋆ (∂qϕ)] +

iℏ2

4
∂q [(∂qΛ) ⋆ ϕ+ Λ ⋆ (∂qϕ)] ,

0 = −i
[
Λ ⋆

(
p2ϕ
)
− iℏ

2
(∂qΛ) ⋆ (pϕ)

]
− 3

2
pℏ [(∂qΛ) ⋆ ϕ]− ℏ

[
Λ ⋆ p (∂qϕ)−

iℏ
2
(∂qΛ) ⋆ (∂qϕ)

]
+
iℏ2

4

[(
∂2qΛ

)
⋆ ϕ
]
+
iℏ2

2
[(∂qΛ) ⋆ (∂qϕ)] +

iℏ2

4
[Λ ⋆ (∂qϕ)] ,

0 = −iΛ ⋆
[
p2ϕ− iℏp (∂qϕ)−

ℏ2

4

(
∂2qϕ
)]
− ℏ

2
(∂qΛ) ⋆ (pϕ)−

3

2
ℏp [(∂qΛ) ⋆ ϕ] + iℏ2 [(∂qΛ) ⋆ (∂qϕ)]

+
iℏ2

4

[(
∂2qΛ

)
⋆ ϕ
]
,

0 = −iΛ ⋆
[
p2ϕ− iℏp (∂qϕ)−

ℏ2

4

(
∂2qϕ
)]
− 2ℏ [(∂qΛ) ⋆ (pϕ)] + iℏ2

[(
∂2qΛ

)
⋆ ϕ
]
.

Como pode ser observado, o operador-estrela (p⋆)2 está atuando no campo ϕ(q, p), mas

ainda há outros dois termos dependentes das derivadas de Λ(q, p) em primeira e segunda

ordem, com isso a variação da equação diferencial, Eq. (5.1), fica dada por

0 = −iΛ ⋆
[
(p⋆)2 ϕ

]
− 2ℏ [(∂qΛ) ⋆ (pϕ)] + iℏ2

[(
∂2qΛ

)
⋆ ϕ
]
.

O resultado acima, demonstra que o termo do operador-estrela (p⋆)2, atuante no campo

ϕ(q, p), é invariante pela transformação de calibre local proposta, e isso é o que esperamos

que aconteça com toda a equação. Na busca de tornar a equação diferencial invariante

por transformação de calibre em sua totalidade, inserimos um campo de calibre A(q, p), de

forma que o operador-estrela p⋆ será acrecido do termo bA⋆, tornando-se o operador-estrela
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D⋆, a saber

p⋆→ D⋆ = p ⋆+bA⋆,

onde b é uma constante a ser determinada na ocasião em que a invariância da equação será

requerida. O campo A(q, p), deve se transformar de uma maneira espećıfica, dada por

A→ A′ = A+ i{A,Λ}M + k (∂qΛ) ,

onde k é também uma constante a ser determinada, e {A,Λ}M = A ⋆ Λ − Λ ⋆ A, o já

citado parênteses de Moyal. Dessa forma, a Eq. (4.15) com a mudança proposta, passa a

ser escrita como

0 = (D⋆)2 ϕ(q, p),

e sua variação

0 = δ
[
(D⋆)2 ϕ(q, p)

]
,

0 = δ {[(p ⋆+bA⋆) · (p ⋆+bA⋆)]ϕ(q, p)} ,

0 = δ
{
(p⋆)2 ϕ+ b [p ⋆ (A ⋆ ϕ) + A ⋆ (p ⋆ ϕ)] + b2 (A⋆)2 ϕ(q, p)

}
. (5.2)

A partir deste ponto passaremos a calculara cada termo da variação da equação diferen-

cial simplética separadamente. O primeiro termo, T1 = δ
[
(p⋆)2 ϕ(q, p)

]
, já conhecemos o

resultado, pois corresponde à equação original que propomos a variação. Resta-nos obter

a variação dos outros três termos, que serão designados por T2, T3 e T4 respectivamente,

como segue

T2 = δ [p ⋆ (A ⋆ ϕ)] ,

= p ⋆ [δ (A ⋆ ϕ)] ,

= p ⋆ {[i{A,Λ}M + k (∂qΛ)] ⋆ ϕ+ A ⋆ (−iΛ ⋆ ϕ)} ,

= i [p ⋆ (A ⋆ Λ) ⋆ ϕ]− i [p ⋆ (Λ ⋆ A) ⋆ ϕ] + p ⋆ [k (∂qΛ)] ⋆ ϕ− i [p ⋆ (A ⋆ Λ) ⋆ ϕ] ,

= −i [p ⋆ (Λ ⋆ A) ⋆ ϕ] + p ⋆ [k (∂qΛ)] ⋆ ϕ.

Passamos a usar a definição do operador-estrela p⋆ = p− iℏ
2
∂q,

T2 = −i
[
p (Λ ⋆ A ⋆ ϕ)− iℏ

2
∂q (Λ ⋆ A ⋆ ϕ)

]
+ p ⋆ [k (∂qΛ)] ⋆ ϕ.
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E agora a propriedade do produto-estrela p(f ⋆ g) = f ⋆ (pg)− iℏ
2
(∂qf) ⋆ g, reescrevendo o

termo T2, como

T2 = −i
{
Λ ⋆ [p (A ⋆ ϕ)]− iℏ

2
(∂qΛ) ⋆ (A ⋆ ϕ)− iℏ

2
(∂qΛ) ⋆ (A ⋆ ϕ)− iℏ

2
Λ ⋆ ∂q (A ⋆ ϕ)

}
+p ⋆ [k (∂qΛ)] ⋆ ϕ,

= −iΛ ⋆ [p ⋆ (A ⋆ ϕ)]− ℏ (∂qΛ) ⋆ (A ⋆ ϕ) + p ⋆ [k (∂qΛ)] ⋆ ϕ.

Novamente percebemos que um dos constituintes do termo T2 é invariante à transformação

de calibre proposta, mas há outros dois termos que não o são. Veremos mais adiante, que

estes últimos se cancelarão, mediante a escolha acertada das constantes b e k. Passaremos

agora ao cálculo da variação do terceiro termo da Eq. (5.2),

T3 = δ [A ⋆ (p ⋆ ϕ)] ,

= (δA) ⋆ (p ⋆ ϕ) + A ⋆ δ (p ⋆ ϕ) ,

= [i{A,Λ}M + k (∂qΛ)] ⋆ (p ⋆ ϕ) + A ⋆ p ⋆ (−iΛ ⋆ ϕ) ,

= i [A ⋆ Λ ⋆ (p ⋆ ϕ)]− iΛ ⋆ [A ⋆ (p ⋆ ϕ)]− i [A ⋆ p ⋆ (Λ ⋆ ϕ)] + k (∂qΛ) ⋆ (p ⋆ ϕ) .

Já é posśıvel perceber o termo invariante pela transformação de calibre, o qual será mo-

vido para esquerda. E, de forma análoga ao cálculo do termo T2, usaremos a definição do

operador-estrela p⋆ e a mesma propriedade do produto-estrela, como segue

T3 = −iΛ ⋆ [A ⋆ (p ⋆ ϕ)] + i [A ⋆ Λ ⋆ (p ⋆ ϕ)]− i
{
A ⋆

[
p (Λ ⋆ ϕ)− iℏ

2
∂q (Λ ⋆ ϕ)

]}
+k (∂qΛ) ⋆ (p ⋆ ϕ) ,

= −iΛ ⋆ [A ⋆ (p ⋆ ϕ)] + i [A ⋆ Λ ⋆ (p ⋆ ϕ)]− i [A ⋆ Λ ⋆ (p ⋆ ϕ)]− ℏ [A ⋆ (∂qΛ) ⋆ ϕ]

+k (∂qΛ) ⋆ (p ⋆ ϕ) ,

= −iΛ ⋆ [A ⋆ (p ⋆ ϕ)]− ℏ [A ⋆ (∂qΛ) ⋆ ϕ] + k (∂qΛ) ⋆ (p ⋆ ϕ) .
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O quarto termo da Eq. (5.2), fica

T4 = δ
[
(A⋆)2 ϕ(q, p)

]
,

= δ [A ⋆ (A ⋆ ϕ)] ,

= (δA) ⋆ A ⋆ ϕ+ A ⋆ (δA) ⋆ ϕ+ A ⋆ A ⋆ (δϕ) ,

= [i{A,Λ}M + k (∂qΛ)] ⋆ A ⋆ ϕ+ A ⋆ [i{A,Λ}M + k (∂qΛ)] ⋆ ϕ+ A ⋆ A ⋆ (−iΛ ⋆ ϕ) ,

= −iΛ ⋆ [A ⋆ (A ⋆ ϕ)] + k (∂qΛ) ⋆ (A ⋆ ϕ) + A ⋆ [k (∂qΛ)] ⋆ ϕ.

Tendo calculado todos os termos, substituindo na Eq. (5.2), temos

0 = −iΛ ⋆
[
(p⋆)2 ϕ

]
− 2ℏ [(∂qΛ) ⋆ (pϕ)] + iℏ2

[(
∂2qΛ

)
⋆ ϕ
]
− iΛ ⋆ [p ⋆ (bA ⋆ ϕ)]− bℏ (∂qΛ) ⋆ (A ⋆ ϕ)

+p ⋆ [bk (∂qΛ)] ⋆ ϕ− iΛ ⋆ [bA ⋆ (p ⋆ ϕ)]− bℏ [A ⋆ (∂qΛ) ⋆ ϕ] + bk (∂qΛ) ⋆ (p ⋆ ϕ)

−iΛ ⋆ [bA ⋆ (bA ⋆ ϕ)] + bk (∂qΛ) ⋆ (bA ⋆ ϕ) + bA ⋆ [bk (∂qΛ)] ⋆ ϕ.

E que pode ser reescrita, como

0 = −iΛ ⋆
[
(p⋆)2 ϕ+ p ⋆ (bA ⋆ ϕ) + bA ⋆ (p ⋆ ϕ) + bA ⋆ (bA ⋆ ϕ)

]
+ (kb2 − bℏ)(∂qΛ) ⋆ (A ⋆ ϕ)

+(kb2 − bℏ)A ⋆ (∂qΛ) ⋆ ϕ+ 2(bk − ℏ) (∂qΛ) ⋆ (p ⋆ ϕ) + i(ℏ2 − bkℏ)
(
∂2qΛ

)
⋆ ϕ.

ou

0 = −iΛ ⋆ [(D⋆)ϕ]

+b(kb− ℏ)(∂qΛ) ⋆ (A ⋆ ϕ)

+b(kb− ℏ)A ⋆ (∂qΛ) ⋆ ϕ

+2(kb− ℏ) (∂qΛ) ⋆ (p ⋆ ϕ)

+iℏ(ℏ− bk)
(
∂2qΛ

)
⋆ ϕ.

Tomando a condição k = ℏ
b
, a equação diferencial torna-se apenas

0 = −iΛ ⋆
[
(D⋆)2 ϕ

]
,

e, assim, invariante pela transformação de calibre local proposta. Com isso, há uma certa

liberdade na escolha da constante b, que compõe o operador-estrela D⋆. A escolha que nos

pareceu mais acertada para recuperarmos os resultados usuais da teoria fenomenológica de
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Ginzburg-Landau mais adiante, foi b = − e
c
, onde e é carga do elétron e c a velocidade da

luz no vácuo. Ou seja, D⋆ será escrito como

D⋆ = p ⋆−e
c
A ⋆ .

A demonstração que a equação diferencial, deduzida a partir da álgebra térmica, é in-

variante por transformações de calibre locais constitui o primeiro passo para deduzirmos as

equações simpléticas de Ginzburg-Landau. Na seção seguinte, exigiremos que densidade la-

grangiana, apresentada no caṕıtulo anterior, seja igualmente invariante por transformações

de calibre locais.

5.2 Invariância da Densidade Lagrangiana

Inicialmente verificaremos a invariância da densidade Lagrangiana frente à transformações

de calibre locais propostas anteriormente na primeira seção. Não nos preocuparemos, por

hora, com outras dimensões da variedade simplética euclidiana, bastando (q, p). A densi-

dade Lagrangiana tratada no caṕıtulo anterior, foi

L0 =
1

m
(p ⋆ ϕ)†(p ⋆ ϕ), (5.3)

a qual tem o produto-estrela trivializado na integração sobre toda variedade simplética

S =

∫
L0dpdq

=

∫
1

m

[
(p ⋆ ϕ)† ⋆ (p ⋆ ϕ)

]
dpdq.

Utilizando-se das transformações de calibre locais exatamente iguais as da seção anterior,

ϕ(q, p) → e−iΛ ⋆ ϕ(q, p),

ϕ†(q, p) → ϕ†(q, p) ⋆ eiΛ,

com Λ = Λ(q, p), e assumindo novamente Λ ≪ 1, escrevemos as variações infinitesimais

dos campos,

δϕ = −iΛ ⋆ ϕ,

δϕ† = iϕ† ⋆ Λ.
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A variação da densidade Lagrangiana, fica dada por

δL0 =
1

m
δ
[
(p ⋆ ϕ)† ⋆ (p ⋆ ϕ)

]
=

1

m

[
δ(p ⋆ ϕ)† ⋆ (p ⋆ ϕ) + (p ⋆ ϕ)† ⋆ δ(p ⋆ ϕ)

]
,

onde δ(p ⋆ ϕ) = −ip ⋆ Λ ⋆ ϕ. Aplicando o operador-estrela p⋆ = p− iℏ
2
∂q, temos

δ(p ⋆ ϕ) = −i
(
p− iℏ

2
∂q

)
(Λ ⋆ ϕ)

= −i
[
p(Λ ⋆ ϕ)− iℏ

2
(∂qΛ) ⋆ ϕ−

iℏ
2
Λ ⋆ (∂qϕ)

]
.

Usando a propriedade do produto-estrela p(f ⋆ g) = f ⋆ (pg)− iℏ
2
(∂qf) ⋆ g, reescrevemos

δ(p ⋆ ϕ) = −i
[
Λ ⋆ (pϕ)− iℏ

2
(∂qΛ) ⋆ ϕ−

iℏ
2
(∂qΛ) ⋆ ϕ−

iℏ
2
Λ ⋆ (∂qϕ)

]
= −iΛ ⋆

[(
p− iℏ

2
∂q

)
ϕ

]
− (∂qΛ) ⋆ ϕ

= −iΛ ⋆ (p ⋆ ϕ)− ℏ (∂qΛ) ⋆ ϕ. (5.4)

Analogamente procedemos com o cálculo do termo δ(ϕ† ⋆ p), dessa forma

δ(ϕ† ⋆ p) = δ(ϕ†) ⋆ p

= iϕ† ⋆ Λ ⋆ p.

Aplicando o operador adjunto ⋆p = p+ iℏ
2

←−
∂q , temos

δ(ϕ† ⋆ p) = i(ϕ† ⋆ Λ)

(
p+

iℏ
2

←−
∂q

)
= i

[
(ϕ† ⋆ Λ)p+

iℏ
2

(
∂qϕ

†) ⋆ Λ +
iℏ
2
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
,
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e usando a propriedade do produto-estrela similar à aplicada anteriormente p(f ⋆ g) =

(pf) ⋆ g + iℏ
2
f ⋆ (∂qg), reescrevemos

δ(ϕ† ⋆ p) = i

[
(ϕ†p) ⋆ Λ +

iℏ
2
ϕ† ⋆ (∂qΛ) +

iℏ
2

(
∂qϕ

†) ⋆ Λ +
iℏ
2
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
= iϕ† ⋆ p ⋆ Λ− ℏ

[
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
= i(p ⋆ ϕ)† ⋆ Λ− ℏ

[
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
. (5.5)

Substituindo os resultados das Eq. (5.4) e Eq. (5.5) na expressão dada pela Eq. (5.4),

δL0 =
1

m

{
i(p ⋆ ϕ)† ⋆ Λ ⋆ (p ⋆ ϕ)− ℏ

[
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
⋆ (p ⋆ ϕ)

}
+

1

m

{
−i
[
(p ⋆ ϕ)† ⋆ Λ ⋆ (p ⋆ ϕ)

]
− ℏ(p ⋆ ϕ)† ⋆ (∂qΛ) ⋆ ϕ

}
= − ℏ

m

{
ϕ† ⋆ [p ⋆ (∂qΛ)] ⋆ ϕ+ ϕ† ⋆ [(∂qΛ) ⋆ p] ⋆ ϕ

}
= −2ℏ

m

[
ϕ† ⋆ p (∂qΛ) ⋆ ϕ

]
.

O resultado acima demonstra que a densidade lagrangiana na Eq. (5.3) não é invariante

sobre as transformações de calibre locais propostas, considerando a derivada parcial ∂qΛ

não nula. Adotando o procedimento padrão, inserimos um campo de calibre A(q, p) na

densidade Lagrangiana, Eq. (5.3), exigindo que o mesmo se transforme, como

A→ A′ = A+ i{A,Λ}M −
cℏ
e
(∂qΛ) ,

onde e é a constante de acoplamento do campo de calibre e c a velocidade da luz no vácuo,

e ainda {a, b}M = a ⋆ b− b ⋆ a o, já anteriormente mencionado, parêntesis de Moyal. Com

isso, na expressão da densidade Lagrangiana inicial, Eq. (5.3), fazemos a substituição dos

operadores p⋆ por D⋆ e ⋆p por ⋆D, como segue

D⋆ = p ⋆−e
c
A ⋆ e ⋆ D = ⋆p− ⋆Ae

c
.
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A densidade Lagrangiana fica assim reescrita,

L0+I =
1

m

[
(D ⋆ ϕ)† ⋆ (D ⋆ ϕ)

]
,

=
1

m

[(
ϕ† ⋆ D

)
⋆ (D ⋆ ϕ)

]
,

=
1

m

{[(
ϕ† ⋆ p

)
− e

c

(
ϕ† ⋆ A

)]
⋆
[
(p ⋆ ϕ)− e

c
(A ⋆ ϕ)

]}
.

De forma que temos as seguintes variações,

δ(D ⋆ ϕ) = δ
[
(p ⋆ ϕ)− e

c
(A ⋆ ϕ)

]
,

= δ (p ⋆ ϕ)− e

c
[δ (A ⋆ ϕ)] ,

= −iΛ ⋆ p ⋆ ϕ− (∂qΛ) ⋆ ϕ−
e

c
[δ(A) ⋆ ϕ+ A ⋆ δ(ϕ)] ,

= −iΛ ⋆ p ⋆ ϕ− ℏ (∂qΛ) ⋆ ϕ−
e

c

[
i{A,Λ}M −

cℏ
e
(∂qΛ)

]
⋆ ϕ− i2eA ⋆ Λ ⋆ ϕ,

= −iΛ ⋆ p ⋆ ϕ− ℏ (∂qΛ) ⋆ ϕ−
ie

c
A ⋆ Λ ⋆ ϕ+

ie

c
Λ ⋆ A ⋆ ϕ+ ℏ (∂qΛ) ⋆ ϕ

+
ie

c
A ⋆ Λ ⋆ ϕ,

= −iΛ ⋆ (D ⋆ ϕ).

E, de forma análoga, a variação do termo adjunto

δ(D ⋆ ϕ)† = δ
[
(ϕ† ⋆ p)− e

c
(ϕ† ⋆ A)

]
,

= iϕ† ⋆ p ⋆ Λ− ℏ
[
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
− ie

c
ϕ† ⋆ Λ ⋆ A− e

c
ϕ† ⋆

[
i{A,Λ}M −

cℏ
e
(∂qΛ)

]
,

= iϕ† ⋆ p ⋆ Λ− ℏ
[
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
− ie

c
ϕ† ⋆ Λ ⋆ A− ie

c
ϕ† ⋆ A ⋆ Λ +

ie

c
ϕ† ⋆ Λ ⋆ A

+ℏ
[
ϕ† ⋆ (∂qΛ)

]
,

= i(D ⋆ ϕ)† ⋆ Λ.

A variação da densidade Lagrangiana, fica

δ (L0+I) =
1

m

[
δ(D ⋆ ϕ)† ⋆ (D ⋆ ϕ) + (D ⋆ ϕ)† ⋆ δ(D ⋆ ϕ)

]
,

=
1

m

[
i(D ⋆ ϕ)† ⋆ Λ ⋆ (D ⋆ ϕ)− i(D ⋆ ϕ)† ⋆ Λ ⋆ (D ⋆ ϕ)

]
,

= 0.
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Então, obtemos o resultado δ(L0+I) = 0, onde fica claro a sua invariância frente às trans-

formações calibre locais.

A partir desse ponto, acrescentaremos seguindo o procedimento padrão, o termo cinético

do campo de calibre LII = F jlFjl, onde F
jl é definido, como

F jl = ∂qjA
l − ∂qlAj + g{Al, Aj}M ,

com g sendo uma constante a ser determinada quando imposta a invariância do termo. O

tensor F jl deve ser transformar, como

δ(F jl) = δ(∂qjA
l)− δ(∂qlAj) + gδ

{
Al, Aj

}
M
. (5.6)

Calculando a variação de cada termo separadamente, temos

δ(∂qjA
l) = ∂qj

[
δ(Al)

]
,

= ∂qj
[
i{Al,Λ}M + k

(
∂qlΛ

)]
,

= −iΛ ⋆
(
∂qjA

l
)
+ i
(
∂qjA

l
)
⋆ Λ + iAl ⋆

(
∂qjΛ

)
− i
(
∂qjΛ

)
⋆ Al + k∂qj

(
∂qlΛ

)
,

δ(∂qlA
j) = ∂ql

[
δ(Aj)

]
,

= −iΛ ⋆
(
∂qlA

j
)
+ i
(
∂qlA

j
)
⋆ Λ + iAj ⋆

(
∂qlΛ

)
− i
(
∂qlΛ

)
⋆ Aj + k∂ql

(
∂qjΛ

)
,

δ(g{Al, Aj}M) = g
[
δ(Al) ⋆ Aj + Al ⋆ δ(Aj)− δ(Aj) ⋆ Al − Aj ⋆ δ(Al)

]
,

= g
[
−iΛ ⋆

(
Al ⋆ Aj

)
+ i
(
Al ⋆ Aj

)
⋆ Λ + k

(
∂qlΛ

)
⋆ Aj + kAl ⋆

(
∂qjΛ

)]
−g
[
−iΛ ⋆

(
Aj ⋆ Al

)
+ i
(
Aj ⋆ Al

)
⋆ Λ + k

(
∂qjΛ

)
⋆ Al + kAj ⋆

(
∂qlΛ

)]
Agrupando os termos na Eq.(5.6), chegamos em

δ(F jl) = −i
(
Λ ⋆ F jl − F jl ⋆ Λ

)
+(i+ gk)Al ⋆

(
∂qjΛ

)
−(i+ gk)

(
∂qjΛ

)
⋆ Al

−(i+ gk)Aj ⋆
(
∂qlΛ

)
+(i+ gk)

(
∂qlΛ

)
⋆ Aj.
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E ao assumir g = −ik, escrevemos F jl, como

F jl = ∂qjA
l − ∂qlAj + i

ℏc
e
{Al, Aj}M .

E variação do tensor sobre a transformação de calibre, fica dada por

δ(F jl) = i
{
F jl,Λ

}
M
.

Usando a propriedade do produto-estrela que trivializa o produto-estrela sobre a integração

em toda variedade simplética, temos∫
i{F jl,Λ}Mdpdq = 0.

A invariância da densidade Lagrangiana sobre as transformações de calibre locais é al-

cançada e escrevemos sua forma completa, a saber

L =
1

m
(Dj ⋆ ϕ)†(Dj ⋆ ϕ) + F jlFjl. (5.7)

Esse resultado demonstra um comportamento análogo aos campos não comutativos encon-

trados na teoria Seiberg-Witten [56].

A seguir, usaremos a densidade Lagrangiana invariante por transformações de calibre

locais, que acabamos de deduzir, para chegar nas equações simpléticas da representação

euclidiana da teoria de Ginzburg-Landau.

5.3 Equações Simpléticas de Ginzburg-Landau

A densidade lagrangiana, invariante por transformações de calibre locais, discutida na

seção anterior, Eq. (5.7), acrescida do termo de massa e um outro do tipo λϕ4 suge-

rido, representam o fenômeno supercondutor; constituem assim a densidade Lagrangiana

simplética de Ginzburg-Landau, a saber

LSGL =
1

m
(Dk ⋆ ϕ)†(Dk ⋆ ϕ)−

1

c
F klFkl + α(T )ϕ†ϕ+

β

2
(ϕ†ϕ)2, (5.8)

com D⋆ = p ⋆ − e
c
A⋆, α(T ) = α0(T − Tc) e Fkl = ∂qkAl − ∂qlAk + iℏc

e
{Al, Ak}M . A seguir

deduziremos as equações diferencias de Ginzburg-Landau na representação simplética.

As equações de Ginzburg-Landau simpléticas serão deduzidas através das equações

de Euler-Lagrange para os campos. A equação de Euler-Lagrange para o campo ϕ(q, p),
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considerando apenas uma dimensão nas coordenadas q e p, é dada por

∂LSGL
∂ϕ† − ∂q

[
∂LSGL
∂ (∂qϕ†)

]
− ∂p

[
∂LSGL
∂ (∂pϕ†)

]
= 0. (5.9)

Calculando as derivadas em relação ao campo ϕ†(q, p), temos

∂LSGL
∂ϕ† =

1

m

{
p2ϕ− iℏ

2
p (∂qϕ)−

e

c
p (A ⋆ ϕ)− e

c
p

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
ϕ

}
+

1

m

{
eiℏ
2c

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
(∂qϕ) +

e2

c2

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
(A ⋆ ϕ)

}
+α(T )ϕ+ β(ϕ†ϕ)ϕ,

∂q

[
∂LSGL
∂ (∂qϕ†)

]
=

1

m

{
∂q

[
iℏ
2
pϕ+

ℏ2

4
(∂qϕ)−

eiℏ
2c

(A ⋆ ϕ)

]}
,

=
1

m

{
iℏ
2
p (∂qϕ) +

ℏ2

4

(
∂2qϕ
)
− eiℏ

2c
[∂q (A ⋆ ϕ)]

}
,

∂p

[
∂LSGL
∂ (∂pϕ†)

]
= 0.

Substituindo na Eq. (5.9), escrevemos

0 =
1

m

{
p2ϕ− iℏp (∂qϕ)−

ℏ2

4

(
∂2qϕ
)
− e

c
p (A ⋆ ϕ) +

eiℏ
2c

[∂q (A ⋆ ϕ)]− e

c
p

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
ϕ

}
+

1

m

{
eiℏ
2c

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
(∂qϕ) +

e2

c2

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
(A ⋆ ϕ)

}
+ α(T )ϕ+ β(ϕ†ϕ)ϕ.

Podendo ser melhor estruturada usando o operador-estrela p⋆ = p− iℏ
2
∂q, a saber

0 =
1

m

{
(p⋆)2 ϕ− e

c
[p ⋆ (A ⋆ ϕ)]− e

c

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
(p ⋆ ϕ) +

e2

c2

[
∂

∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)]
(A ⋆ ϕ)

}
+α(T )ϕ+ β(ϕ†ϕ)ϕ.

Calculando a derivada do produto-estrela, ∂
∂ϕ†

(
ϕ† ⋆ A

)
= A⋆, reescrevemos a equação

diferencial acima, como

1

m

{
(p⋆)2 ϕ− e

c
[p ⋆ (A ⋆ ϕ)]− e

c
[A ⋆ (p ⋆ ϕ)] +

e2

c2
[A ⋆ (A ⋆ ϕ)]

}
+ α(T )ϕ+ β(ϕ†ϕ)ϕ = 0,
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a qual se mostra constitúıda do quadrado de um operador-estrela,

1

m

{[(
p ⋆−e

c
A⋆
)
·
(
p ⋆−e

c
A⋆
)]
ϕ
}
+ α(T )ϕ+ β(ϕ†ϕ)ϕ = 0.

Identificamos o operador-estrela D⋆ = p ⋆ − e
c
A⋆ anteriormente definido, possibilitando

reescrever a equação diferencial em termos desse operador,

1

m

[
(D⋆)2 ϕ(q, p)

]
+ α(T )ϕ(q, p) + β

[
ϕ†(q, p)ϕ(q, p)

]
ϕ(q, p) = 0. (5.10)

Esta equação é a primeira equação simplética de Ginzburg-Landau para o campo ϕ(q, p).

De forma análoga obteremos a equação diferencial para o campo ϕ†(q, p). Partindo da

equação de Euler-Lagrange,

∂LSGL
∂ϕ

− ∂q
[
∂LSGL
∂ (∂qϕ)

]
− ∂p

[
∂LSGL
∂ (∂pϕ)

]
= 0, (5.11)

Calculando as derivadas da densidade Lagrangiana, Eq. (5.8), em relação ao campo ϕ(q, p),

temos

∂LSGL
∂ϕ† =

1

m

{
p2ϕ† +

iℏ
2
p
(
∂qϕ

†)− e

c
p
(
ϕ† ⋆ A

)
− e

c
pϕ†

[
∂

∂ϕ
(A ⋆ ϕ)

]}
+

1

m

{
−eiℏ

2c

(
∂qϕ

†) [ ∂
∂ϕ

(A ⋆ ϕ)

]
+
e2

c2
(
ϕ† ⋆ A

) [ ∂
∂ϕ

(A ⋆ ϕ)

]}
+α(T )ϕ† + β(ϕ†ϕ)ϕ†,

∂q

[
∂LSGL
∂ (∂qϕ†)

]
=

1

m

{
∂q

[
−iℏ

2
pϕ† +

ℏ2

4

(
∂qϕ

†)+ eiℏ
2c

(
ϕ† ⋆ A

)]}
,

=
1

m

{
−iℏ

2
p
(
∂qϕ

†)+ ℏ2

4

(
∂2qϕ

†)− eiℏ
2c

[
∂q
(
ϕ† ⋆ A

)]}
,

∂p

[
∂LSGL
∂ (∂pϕ†)

]
= 0.

Substituindo na Eq. (5.11), escrevemos

0 =
1

m

{
p2ϕ† + iℏp

(
∂qϕ

†)− ℏ2

4

(
∂2qϕ

†)− e

c
p
(
ϕ† ⋆ A

)
− eiℏ

2c

[
∂q
(
ϕ† ⋆ A

)]
− e

c
pϕ†

[
∂

∂ϕ
(A ⋆ ϕ)

]}
+

1

m

{
−eiℏ

2c

[
∂

∂ϕ
(A ⋆ ϕ)

] (
∂qϕ

†)+ e2

c2
(A ⋆ ϕ)

[
∂

∂ϕ† (A ⋆ ϕ)

]}
+ α(T )ϕ† + β(ϕ†ϕ)ϕ†,
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que fica melhor estruturada usando o operador-estrela ⋆p = p+ iℏ
2
∂q, a saber

0 =
1

m

{
ϕ† (⋆p)2 − e

c

[
(ϕ† ⋆ A) ⋆ p

]
− e

c

[
∂

∂ϕ
(A ⋆ ϕ)

] (
ϕ† ⋆ p

)
+
e2

c2
(
ϕ† ⋆ A

) [ ∂
∂ϕ

(A ⋆ ϕ)

]}
+α(T )ϕ† + β(ϕ†ϕ)ϕ†.

Calculando a derivada do produto-estrela, ∂
∂ϕ

(A ⋆ ϕ) = ⋆A, reescrevemos a equação dife-

rencial acima, como

1

m

{
ϕ† (⋆p)2 − e

c

[
(ϕ† ⋆ A) ⋆ p

]
− e

c

[(
ϕ† ⋆ p

)
⋆ A
]
+
e2

c2
[(
ϕ† ⋆ A

)
⋆ A
]}

+ α(T )ϕ†

+β(ϕ†ϕ)ϕ† = 0,

novamente, identificamos o quadrado de um operador-estrela,

1

m

{
ϕ†
[(
⋆p− ⋆Ae

c

)
·
(
⋆p− ⋆Ae

c

)]}
+ α(T )ϕ† + β(ϕ†ϕ)ϕ† = 0.

E, então, reconhecendo o operador-estrela ⋆D, chegamos na equação diferencial para o

campo ϕ†(q, p),

1

m
ϕ†(q, p) (⋆D)2 + α(T )ϕ†(q, p) + β|ϕ(q, p)|2ϕ†(q, p) = 0. (5.12)

As equações, Eq. (5.10) e Eq. (5.12), são as primeiras equações simpléticas de Ginzburg-

Landau para os campos ϕ(q, p) e ϕ†(q, p), respectivamente.

A segunda equação simplética de Ginzburg-Landau é obtida a partir da equação de

Euler-Lagrange para o campo de calibre Ak(q, p), a qual pode ser escrita, como

∂LSGL
∂Ak

− ∂ql

[
∂LSGL
∂
(
∂qlAk

)]− ∂pl
[
∂LSGL
∂
(
∂plAk

)] = 0. (5.13)

Calculando a derivada da densidade Lagrangiana, Eq. (5.8), em relação ao campo Ak,

temos

∂LSGL
∂Ak

= − e

mc

{[(
ϕ† ⋆ pk

)
− e

c
ϕ†Ak

]
ϕ+ ϕ†

[(
pk ⋆ ϕ

)
− e

c
Akϕ

]}
= − e

mc

[(
ϕ† ⋆ pk

)
ϕ+ ϕ† (pk ⋆ ϕ)− 2e

c
Ak|ϕ|2

]
= − e

mc

[(
ϕ† ⋆ Dk

)
ϕ+ ϕ† (Dk ⋆ ϕ

)]
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Nesse ponto, se fez necessário estabelecer a atuação do campo A⋆ através do produto-

estrela, ou seja, como podemos assumir A ⋆ ϕ e ϕ† ⋆ A. De forma geral, o que temos é

A⋆ = A(q⋆, p⋆), uma combinação dos operadores p⋆ e q⋆. Contudo, em primeira análise,

vamos assumir A⋆ = A e ⋆A = A, o que implica que o parêntesis de Moyal na definição

do tensor anti-simétrico F kl se anula. Prosseguindo para obtenção da equação de Euler-

Lagrange para o campo Ak, calculamos o segundo termo da Eq. (5.13), temos

∂ql

[
∂LGLS
∂
(
∂qlAk

)] = ∂ql

(
−1

c
F kl

)
.

Então, reescrevemos a equação de Euler-Lagrange para o campo Ak, como

∂qlF
kl(q, p) = J k(q, p),

com J k(q, p), dado por

J k(q, p) =
e

m

[(
ϕ† ⋆ Dk

)
ϕ+ ϕ† (Dk ⋆ ϕ

)]
. (5.14)

A expressão acima para a densidade de corrente J k(q, p) se configura como a segunda

equação simplética de Ginzburg-Landau. Esta densidade de corrente possui divergência

nula, para tanto, basta verificar que, sendo o tensor F kl anti-simétrico, implica imedia-

tamente em ∂qk∂qlF
kl = ∂qkJ k = 0. Contudo, para uma melhor compreensão faremos a

divergência da Eq. (5.14),

∂qkJ k(q, p) =
e

m
∂qk
[(
ϕ† ⋆ Dk

)
ϕ+ ϕ† (Dk ⋆ ϕ

)]
=

e

m

{
∂qk
[(
ϕ† ⋆ Dk

)
ϕ
]
+ ∂qk

[
ϕ† (Dk ⋆ ϕ

)]}
=

e

m

[(
∂qkϕ

†) (pk ⋆ ϕ)+ ϕ†∂qk
(
pk ⋆ ϕ

)
+ ∂qk

(
ϕ† ⋆ pk

)
ϕ+

(
pk ⋆ ϕ

) (
∂qkϕ

)]
−2e2

mc

[(
∂qkA

k
)
|ϕ|2 + Ak

(
∂qk |ϕ|2

)]
=

[
iℏpk

(
∂qkϕ

†)− ℏ2

4

(
∂2qkϕ

†)]ϕ+
2e

iℏm
ϕ†
[
iℏpk

(
∂qkϕ

)
+

ℏ2

4

(
∂2qkϕ

)]
−2e2

mc

[(
∂qkA

k
)
|ϕ|2 + Ak

(
∂qk |ϕ|2

)]
.

Nesse ponto da demonstração, se faz necessário usar as equações de Euler-Lagrange para os

campos ϕ e ϕ†, Eq. (5.10) e Eq. (5.12), respectivamente. Lembrado que, devemos igualmente
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considerar A ⋆ ϕ = Aϕ e ϕ† ⋆ A = ϕ†A, dessa forma

∂qkJ k(q, p) =
2e

iℏm

[
−ϕ†(pk)2 +

2e

c
ϕ†pkAk +

ieℏ
c

(
∂qkϕ

†)Ak + ieℏ
2c
ϕ† (∂qkAk)− e2

c2
ϕ†(Ak)2

]
ϕ

+
2e

iℏm
ϕ†
[
(pk)2ϕ− 2e

c
pkAkϕ+

ieℏ
c
Ak
(
∂qkϕ

)
+
ieℏ
2c

(
∂qkA

k
)
ϕ+

e2

c2
(Ak)2ϕ

]
−2e2

mc

[(
∂qkA

k
)
|ϕ|2 + Ak

(
∂qk |ϕ|2

)]
.

É posśıvel observar que alguns termos são cancelados, restando-nos

∂qkJ k(q, p) =
2e

iℏm

[
ieℏ
c

(
∂qkϕ

†)Ak + ieℏ
2c
ϕ† (∂qkAk)]ϕ+

2e

iℏm
ϕ†
[
ieℏ
c
Ak
(
∂qkϕ

)
+
ieℏ
2c

(
∂qkA

k
)
ϕ

]
−2e2

mc

[(
∂qkA

k
)
|ϕ|2 + Ak

(
∂qk |ϕ|2

)]
E, então, obtemos o seguinte resultado,

∂qkJ k(q, p) =
2e2

mc

[(
∂qkA

k
)
|ϕ|2 + Ak

(
∂qk |ϕ|2

)]
− 2e2

mc

[(
∂qkA

k
)
|ϕ|2 + Ak

(
∂qk |ϕ|2

)]
= 0,

demonstrando a conservação de J k(q, p).

No próximo caṕıtulo, identificaremos a densidade de corrente cŕıtica simplética, e a

equivalente fenomenologia simplética.
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Caṕıtulo 6

Fenomenologia de Ginzburg-Landau Simplética

Na teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau encontramos duas equações diferencias,

assim chamadas primeira e segunda equação, deduzidas aplicando-se o prinćıpio de ex-

tremo à energia livre do sistema. Na resolução e obtenção de suas respectivas soluções, em

condições adequadas, é posśıvel deduzir as principais caracteŕısticas do estado supercondu-

tor, conforme discutido em maiores detalhes no Caṕıtulo 2. Grandezas caracteŕısticas, tais

como o comprimento de coerência e penetração magnética, ou mesmo, a densidade de cor-

rente cŕıtica são apresentadas. A estrutura geral dos diamagnetos perfeitos supercondutores

pode ser inferida.

Neste caṕıtulo, seguiremos os procedimentos usuais para obtenção da fenomenologia

do estado supercondutor. Inicialmente descreveremos a densidade de corrente cŕıtica a

partir da densidade Lagrangiana simplética de Ginzburg-Landau. Em seguida, sugerindo

um ansatz, encontraremos uma solução particular para primeira equação simplética de

GInzburg-Landau do campo ϕ(q, p), ou quase amplitude de probabilidade. Esta mesma

solução, permiti-nos chegar no comprimento de coerência, e no comportamento funcional

esperado para um supercondutor. Prosseguindo, fazendo considerações similares à teoria

fenomenológica usual, deduziremos o efeito Meissner-Ochsenfeld e o comprimento de pe-

netração magnética. A função de quase distribuição de probabilidade, vinculada à solução

particular citada acima, é calculada, e resultados interessantes emergem da representação.
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6.1 Densidade de Corrente Cŕıtica

A partir da densidade Lagrangiana, Eq. (5.8), reescrevemos os termos de forma que seu

novo formato evidencie a dependência com o módulo ao quadrado do campo ϕ(q, p),

LSGL =
(
p− e

c
A
) iℏ
2m

[(
∂qϕ

†)ϕ− ϕ† (∂qϕ)
]
+

[
α(T ) +

1

m

(
p− e

c
A
)2]
|ϕ|2

+
β

2

(
|ϕ|2
)2
,

onde, novamente, escolhemos a relação mais simples de A⋆, ou seja, A⋆ϕ = Aϕ e ϕ† ⋆A =

ϕ†A. Derivando em relação a |ϕ|2, temos

∂LSGL
∂|ϕ|2

= α(T ) +
1

m

(
p− e

c
A
)2

+ β|ϕ|2.

Igualando a zero para obter o valor de |ϕ|2, que torna a densidade Lagrangiana mı́nima,

obtemos

α(T ) +
1

m

(
p− e

c
A
)2

+ β|ϕ|2 = 0.

E, tomando o regime supercondutor, onde α(T ) = −|α(T )|,

|ϕ|2 = |α(T )|
β

[
1−

mv2ϕ
|α(T )|

]
,

com vϕ sendo a velocidade do fluxo de campo na direção perpendicular à coordenada q,

dada por vϕ =
1
m

(
p− e

c
A
)
. A expressão para a densidade de corrente, Eq. (5.14), pode ser

escrita como

J (q, p) = − ieℏ
2m

[
ϕ† (∂qϕ)−

(
∂qϕ

†)ϕ]+ 2e

m

(
p− e

c
A
)
|ϕ|2. (6.1)

Entendemos que a variação do campo ϕ ocorre na direção perpendicular do momentum p,

algo semelhante ao que encontramos no escoamento laminar estacionário de um fluido vis-

coso. Nesse contexto, o módulo quadrático do campo |ϕ(q, p)|2, que é interpretado na teoria
original de Ginzburg-Landau como sendo a densidade de portadores de carga, representa

o perfil de velocidade do fluxo de campo ϕ(q, p). O fluxo, porém, é estabelecido na direção

perpendicular ao perfil de velocidade e é representado pela coordenada p, com contribuição

da resposta ao campo magnético externo, caso exista. Assim, na Eq. (6.1) acima, podemos
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desprezar a variação desse perfil ao observar a variação do escoamento. Reescrevendo a

densidade de corrente simplética em função da velocidade do fluxo do campo, ou seja,

J (vϕ) = 2evϕ|ϕ|2,

= 2e
|α(T )|
β

[
1−

mv2ϕ
|α(T )|

]
vϕ.

Em geral, as duas variações estão interligadas, mas podem ser convenientemente disso-

ciadas, e o comportamento ”competitivo”entre a densidade de portadores de carga e a

densidade de corrente, é grafado na Figura 6.1. Para obter o valor máximo da densidade de

0 1vϕ
0

1

J(vϕ)

|ϕ|2

sds

Figura 6.1: Densidade de corrente simplética, J(vϕ) (linha sólida), e densidade usual de porta-
dores de carga supercondutora, |ϕ|2 (linha tracejada), em função da velocidade do fluxo de campo
vϕ.

corrente, derivamos em relação à velocidade de fluxo de campo vϕ, chegando ao seguinte

resultado apontado pela teoria fenomenológica original, 1
2
m∗v2ϕ = |α(T )|

3
, onde m∗ = 2m.

Substituindo na expressão da densidade de corrente, obtemos a densidade de corrente

máxima suportada pelo supercondutor, resultado também encontrado pela teoria original,

conhecida como corrente de quebra de par, a saber

Jc(T ) =
4e

3β
√
3m
|α(T )|

3
2 .

Nesse último resultado, é posśıvel observar a proporcionalidade usual com a temperatura

da densidade de corrente cŕıtica, ∝ |α(T )| 32 , demonstrando a consistência da representação
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simplética. Considerando ainda, a relação entre a velocidade do fluxo de campo e o mo-

mento, podemos calcular momento máximo do campo, assumindo a ausência da resposta

do campo magnético externo, dado por

pc =
ℏ

2ξ(T )
√
3
. (6.2)

A representação simplética possibilita determinar a densidade de corrente cŕıtica e o

momentum associado, descrevendo o comportamento caracteŕıstico do estado supercondu-

tor, nas proximidades da temperatura cŕıtica. A seguir, resolveremos a primeira equação

simplética de Ginzburg-Landau na ausência de campo externo, obtendo uma solução par-

ticular.

6.2 Solução particular da primeira equação simplética de Ginzburg-

Landau

Para encontrar uma solução para a Eq. (4.19), inicialmente substituiremos o operador-

estrela, p⋆, a saber

1

m

[
p2ϕ(q, p)− iℏ∂qϕ(q, p)−

ℏ2

4
∂2qϕ(q, p)

]
+ α(T )ϕ(q, p) + β|ϕ(q, p)|2ϕ(q, p) = 0. (6.3)

Assumindo o ansatz ,

ϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)φ(q), (6.4)

calculamos as derivadas do campo ϕ(q, p) em relação à coordenada q,

∂qϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)

[(
−2i

ℏ
p

)
φ(q) +

d

dq
φ(q)

]
,

∂2qϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)

[(
− 4

ℏ2
p2
)
φ(q)− 2

(
2i

ℏ
p

)
d

dq
φ(q) +

d2

dq2
φ(q)

]
,

Estas, substitúıdas na Eq. (6.3), ficam

− ℏ2

4m

d2

dq2
φ(q) + α(T )φ(q) + βp|φ(q)|2φ(q) = 0, (6.5)

onde α(T ) = α0(T − Tc), e βp = β|F (p)|2.
Seguindo o procedimento geralmente adotado [42] para resolução da equação diferencial
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desse tipo, e considerando o material no regime supercondutor (α = −|α|), definido

ξ2 ≡ ℏ2

4m|α|
. (6.6)

Faremos a seguinte substituição,

βp
|α|

φ2(q) = g2(q).

E, então, reescrevemos a equação diferencial,

−ξ2 d
2

dq2
g(q)− g(q) + g3(q) = 0.

Multiplicando por d
dq
g(q), temos

d

dq

[
−ξ

2

2

(
d

dq
g(q)

)2

− 1

2
g2(q) +

1

4
g4(q)

]
= 0.

Considerando a fronteira entre o material normal e o supercondutor em q = 0, esperamos
d
dq
g(q)|q→∞ = 0, ou seja, muito afastado da fronteira, e ainda que g2 = 1, pois ϕ2

l (q)|q→∞ =
|α|
β
. Então, podemos escrever

ξ2
(
d

dq
g(q)

)2

=
1

2

[
1− g2(q)

]2
.

cuja solução é dada por

g(q) = tanh

[
q

ξ(T )
√
2

]
,

assim, a função φ(q), fica

φ(q) =

√
|α(T )|
βp

tanh

[
q

ξ(T )
√
2

]
. (6.7)

A solução completa para o campo ϕ(q, p) deve ser escrita, como segue

ϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)

|F (p)|

√
|α(T )|
β

tanh

[
q

ξ(T )
√
2

]
, (6.8)

59



e o seu quadrado,

|ϕ(q, p)|2 = |α(T )|
β

tanh2

[
q

ξ(T )
√
2

]
. (6.9)

Notamos que a solução obtida indica a fenomenologia esperada do estado supercondutor,

com o comprimento de coerência ξ(T ) dado pela Eq. (6.6) acima. Ainda precisamos estabe-

lecer o papel desempenhado pela função F (p), presente na solução particular. A integração

da densidade de corrente supercondutora simplética no espaço dos momenta indicará sua

forma funcional.

6.3 Efeito Meissner-Ochsenfeld

Considerado um importante efeito dos materiais supercondutores, o efeito Meisssner-

Ochsenfeld consiste na expulsão das linhas de campo magnético do interior da amostra

do material supercondutor, quando sujeito a um campo magnético externo. A partir da

expressão da densidade de corrente, Eq. (6.1), considerando o ansatz proposto na seção

6.2, a saber

ϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)σ(q),

as derivadas em relação à q dos campos ϕ(q, p) e ϕ†(q, p), ficam

∂qϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)

[(
−2i

ℏ
p

)
σ(q) +

d

dq
σ(q)

]
,

∂qϕ
†(q, p) = exp

(
2i

ℏ
pq

)
F †(p)

[(
2i

ℏ
p

)
σ†(q) +

d

dq
σ†(q)

]
.

E, ao serem substitúıdas na expressão da densidade de corrente simplética, temos

J (q, p) = |F (p)|2
{
− ieℏ
2m

[
σ†(q)

d

dq
σ(q)− σ(q) d

dq
σ†(q)

]
− 2e2

mc
A|σ(q)|2

}
.

Ao considerarmos ainda, o módulo ao quadrado da função F (p) como sendo a distribuição

do tipo delta de Dirac, |F (p)|2 = δ(p), integramos a densidade de corrente simplética sobre

todo espaço dos momenta, e obtemos

J(q) = − ieℏ
2m

[
σ†(q)

d

dq
σ(q)− σ(q) d

dq
σ†(q)

]
− 2e2

mc
A|σ(q)|2,

a qual é reconhecida como a densidade de corrente usual de Ginzburg-Landau.

Deste ponto em diante, usando o procedimento estabelecido na literatura, tomamos
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a variação da função σ(q) pequena, e sendo assim o |σ| uma constante. Reescrevemos a

expressão da densidade de corrente, como

J(q) = −2e2

mc
A(q)|σ|2.

E aplicando o rotacional dos dois lados, temos

∇× J⃗(q) = −2e2

mc
|σ|2B⃗(q),

e usando a lei de Ampère no sistema de unidades gaussiano, ∇× B⃗ = 4π
c
J⃗ , chegamos a

∇×
(
∇× B⃗

)
+

(
8πe2

mc2
|σ|2
)
B⃗ = 0,

conhecida como segunda equação de London. Agora fazendo uso da identidade vetorial

∇×(V×V) = ∇(∇·V)−∇2V e lembrando que ∇· B⃗ = 0, escrevemos a seguinte equação

diferencial para o campo magnético B⃗,

∇2B⃗ − 1

λ2l
B⃗ = 0,

onde λl é o chamado comprimento de penetração, escrito como

λl =

√
mc2

8πe2|σ|2
.

Para o caso unidimensional, q1 = q, a equação diferencial, torna-se

d2

dq2
B(q)− 1

λ2l
B(q) = 0

para qual pode-se obter a seguinte solução

B(q) = B0 exp

(
− q

λl

)
,

com B0 sendo um campo externo ao material supercondutor. Ao integrar em relação à
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posição q, chegamos na seguinte expressão para o potencial vetor A(q),

A(q) = A∞

[
1− exp

(
− q

λl

)]
.

É posśıvel, por meio desses resultados, observar o comportamento do campos A(q) e B(q)

q→

Borda

B0 A∞

Figura 6.2: O potencial vetor magnético A(q)(linha tracejada) e o campo magnético B(q) (linha
sólida) em função da posição à medida que adentra o material supercondutor a partir da borda.

no interior (q > 0) do supercondutor, próximo à fronteira. Na Figura 6.2 grafamos suas

respectivas funções para melhor visualização.

Obtemos, dessa forma, o conhecido efeito Meisssner-Ochsenfeld, com a expressão carac-

teŕıstica do comprimento de penetração magnética, λl. Nesse contexto, a forma funcional

do módulo quadrado da função F (p) foi determinada e será usada na seção seguinte para

o cálculo, em primeira ordem de ℏ, da quase distribuição de probabilidade, f(q, p).

6.4 Função de quase distribuição de probabilidade e o fator de

negatividade

O campo ϕ(q, p), como tem sido denotado, é o parâmetro de ordem da teoria fenome-

nológica de Ginzburg-Landau, que nesse contexto, possui conteúdo de espaço de fase. Esse

campo está associado a uma função de quase distribuição de probabilidade f(q, p) a ser

determinada usando o produto-estrela,

f(q, p) = ϕ(q, p) ⋆ ϕ†(q, p). (6.10)
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Na Seção 6.2, obtivemos uma solução particular para o campo ϕ(q, p) resolvendo a primeira

equação simplética de Ginzburg-Landau na ausência de campo externo, que será usada para

este cálculo da função quase distribuição de probabilidade. A primeira equação citada é

dada por

1

m

[
(D⋆)2 ϕ(q, p)

]
+ α(T )ϕ(q, p) + β

[
ϕ†(q, p)ϕ(q, p)

]
ϕ(q, p) = 0.

Tomando A = 0, no operador-estrela D⋆ = p ⋆− e
c
A⋆, temos

1

m

[
(p⋆)2 ϕ(q, p)

]
+ α(T )ϕ(q, p) + β

[
ϕ†(q, p)ϕ(q, p)

]
ϕ(q, p) = 0.

Esta, por sua vez, foi resolvida na Seção 6.2, com a seguinte solução particular,

ϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)

|F (p)|

√
|α(T )|
β

tanh

[
q

ξ(T )
√
2

]
.

Passaremos agora a determinar a função de quase distribuição de probabilidade, desta

solução particular do campo ϕ(q, p), uma quase amplitude de probabilidade. Como não foi

posśıvel obter a função de quase distribuição de maneira exata, a expandiremos em termos

de potências de ℏ, Eq. (3.11), a saber

f(q, p) = ϕ(q, p)

[
1 +

iℏ
2
Λ0 +

1

2!

(
iℏ
2
Λ0

)2

+ · · ·

]
ϕ†(q, p).

Dessa forma, considerando até a primeira ordem em ℏ, obtemos a função de quase distri-

buição de probabilidade aproximada, a qual chamaremos de f1(q, p), com o ı́ndice ”1”se

referindo à primeira ordem de ℏ e expressa por,

f1(q, p) = ϕ(q, p)

(
1 +

iℏ
2
Λ0

)
ϕ†(q, p),

com Λ0 dado pela Eq. (3.7). Com isso, f1(q, p), adquiri o seguinte formato

f1(q, p) = ϕ(q, p)ϕ†(q, p) +
iℏ
2

{
[∂qϕ(q, p)]

[
∂pϕ

†(q, p)
]
− [∂pϕ(q, p)]

[
∂qϕ

†(q, p)
]}
.
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Calculando as derivadas dos campos, temos

∂qϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
F (p)

[(
− i
ℏ
2p

)
φ(q) +

d

dq
φ(q)

]
,

∂pϕ(q, p) = exp

(
−2i

ℏ
pq

)
φ(q)

[(
− i
ℏ
2q

)
F (p) +

d

dp
F (p)

]
,

∂qϕ
†(q, p) = exp

(
2i

ℏ
pq

)
F †(p)

[(
i

ℏ
2p

)
φ†(q) +

d

dq
φ†(q)

]
,

∂pϕ
†(q, p) = exp

(
2i

ℏ
pq

)
φ†(q)

[(
i

ℏ
2q

)
F †(p) +

d

dp
F †(p)

]
.

A partir desse ponto, identificamos F (p), de tal forma que seu módulo quadrado |F (p)|2

possa ser representado por uma distribuição do tipo delta de Dirac, em concordância com

o requerido na seção anterior, quando usamos dessa representação para inferir a densidade

de corrente usual de Ginzburg-Landau. Assumindo que esta representação, possa ser uma

gaussiana, do tipo

|F (p)|2 = ξ(T )

ℏ
√
π
exp

[
−ξ

2(T )

ℏ2
p2
]

com ξ(T ) correspondendo ao comprimento de coerência, Eq. (6.6). Esta representação da

distribuição do tipo delta de Dirac somente é válida para o limite ξ(T )
ℏ → ∞, o qual não

se mostra fora de contexto. Sendo assim, sua divisão pelo módulo, que é a parte que se

mostra na solução particular, é dada por

F (p)

|F (p)|
= exp

[
iξ2(T )

ℏ2
p2
]
,

com sua respectiva adjunta,

F †(p)

|F (p)|
= exp

[
−iξ

2(T )

ℏ2
p2
]
.

Feita esta escolha conveniente, chegamos na seguinte expressão para a função de quase

distribuição de probabilidade,

f1(q, p) = |φ(q)|2 −
[
q − ξ2(T )

ℏ
p

]
d

dq
|φ(q)|2. (6.11)
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Para analisar seu comportamento funcional, e sua dependência com a coordenada p, to-

mamos |α(T )| = β = ℏ = m = 1, onde a expressão simplificada, fica

f1(q, p) = tanh2(q
√
2)

[
1−

4
√
2
(
q − p

4

)
sinh

(
2q
√
2
)] . (6.12)

O comportamento desta função quase distribuição é apresentado na Figura 6.3. Primeiro

1 2 3q
-0,5

0,0

0,5

1,0

f1(q)

Figura 6.3: Comportamento funcional de f1(q) para diferentes valores de p. A linha ponti-
lhada: |φ(q)|2, corresponde ao resultado usual para a densidade de Ginzburg-Landau. Linha sólida:
f1(q, p = 0). Linha tracejada: f1(q, p = pc).

comparamos f1(q, p), para alguns valores fixos de p com a densidade padrão de Ginzburg-

Landau, |ϕ(q)|2. Ou seja, o comportamento padrão para um supercondutor t́ıpico é obtido

na ordem zero de ℏ (linha pontilhada). A função de quase distribuição deduzida atinge uma

região negativa próxima à borda do supercondutor, mesmo com p = 0 (linha sólida), onde

um comportamento não clássico do sistema é identificado como consequência do fator de

negatividade[33]. Geometricamente esse fator é representado aqui como a área cinza negativa

indicada na Figura 6.3. Notamos, no entanto, que o fator de negatividade é máximo para

p = 0 e se anula para

p =
ℏ

ξ(T )

√
2

[
cosh−1

(√
3

2

)
−
√
3

4

]
,
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ligeiramente acima de pc, Eq. (6.2), apontando para a perda da não-classicalidade.

qi qf

0,0 0,5 1,0

q
-0,10

0,01

0,13

0,24

0,35

f1(q)

Figura 6.4: f1(q) para p = 0, 1 com Neg = −0, 20.

Para o cálculo da área negativa acessada, temos

Neg =

∫ qf

qi

f1(q, p)dq.

Considerando f1(q, p), dado pela Eq. (6.11), chegamos a

Neg = 2

∫ qf

qi

|φ(q)|2dq − |φ(q)|2
[
q − ξ2(T )

ℏ
p

]qf
qi

.

Ao usarmos |α(T )| = β = ℏ = m = 1, somos capazes de escrever a seguinte expressão para

o fator de negatividade Neg

Neg =

√
2

2

[
q − tanh

(
q
√
2
)]qf

qi
− tanh2

(
q
√
2
)[

q − ξ2(T )

ℏ
p

]qf
qi

.

A Figura 6.4 , demonstra graficamente como os limites qi e qf são determinado. Observamos

as ráızes da função de quase distribuição e então calculamos a integral. Além disso, também
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é posśıvel observar que a região negativa acessada está mais próxima da borda do material,

indicando que o sistema, nesta região, apresenta comportamento não clássico. A região

negativa acessada, no entanto, à medida que p aumenta, se desloca para o interior do

material até desaparecer por completo.

Portanto, esses resultados mostram que a função de distribuição de quase probabilidade,

uma função do tipo Wigner, indica dois outros aspectos importantes. O primeiro é que a

região negativa, como é mostrada na Figura 6.3, está na fronteira do material supercondutor

(q = 0), para o valor inicial da coordenada de momento p = 0. À medida que os valores da

coordenada p aumentam, ou seja, à medida que o momento associado ao fluxo de campo

aumenta, essa região negativa se afasta da fronteira, entrando no material supercondutor

e reduz sua área. O segundo aspecto, digno de nota, é a anulação completa da região

negativa para um momento espećıfico. Tal valor é muito próximo daquele identificado na

teoria original, para o qual há o desemparelhamento dos portadores de carga. Essas são

duas contribuições notáveis da função de quase distribuição de probabilidade associada ao

parâmetro de ordem da teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau.
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Na presente tese de doutorado, uma representação Euclidiana para a teoria de Ginzburg-

Landau é desenvolvida usando um espaço de Hilbert definido numa variedade simplética.

Primeiro, com a abordagem da álgebra térmica e as regras de conjugação til, uma equação

do tipo Liouville-Von-Neumann independente do tempo é derivada. Em seguida, identi-

ficamos o parâmetro de ordem da teoria fenomenológica como uma quase amplitude de

probabilidade, que está associada a uma função de quase distribuição de probabilidade, ou

seja, uma função do tipo Wigner. A primeira equação de Ginzburg-Landau no espaço de

fase é, então, derivada na ausência de um campo externo.

Avançamos na construção do formalismo de forma mais robusta e escrevemos a teoria

de calibre, da qual obtivemos a expressão para a densidade de corrente supercondutora.

Mostramos também que a função quase distribuição, fϕ(q, p), associada à solução ϕ(q, p),

apresenta um comportamento que não fica evidente na densidade usual de portadores de

carga, a saber: fϕ(q, p) atinge regiões negativas próximas da borda do material supercon-

dutor. Esta caracteŕıstica indica uma estrutura não clássica do estado supercondutor. Isso

ocorre para certos valores do momento associado ao campo ϕ(q, p), cancelando-se para um

valor espećıfico da coordenada p . Esse valor limite para o momento associado ao campo

é muito próximo do valor que determina o desemparelhamento dos portadores de carga

supercondutores; na literatura chamado de momento cŕıtico.

Cada passo da nossa abordagem enfatiza a preocupação com a construção de uma te-

oria de representação de grupos de simetria. A associação de uma função do tipo Wigner

com o parâmetro de ordem da teoria de Ginzburg-Landau permite-nos estabelecer um pa-

ralelo geral com a teoria fenomenológica usual já bem estabelecida. De fato, os cálculos

no espaço de fase identificam o comportamento t́ıpico de um supercondutor derivados do

formalismo padrão de Ginzburg-Landau, incluindo comprimentos caracteŕısticos e densi-
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dade de corrente. Isso demonstra a consistência da representação. Por outro lado, a análise

da função de quase distribuição de probabilidade apresenta aspectos que, embora muito

importantes, não estão presentes no formalismo usual, como a não classicalidade do estado

supercondutor.

Por fim, entendemos que a representação simplética da teoria de Ginzburg-Landau

ainda apresenta setores a serem explorados. Esperamos determinar novas soluções para as

equações simpléticas e verificar que novas informações podem ser obtidas. A representação

não-abeliana também deve ser desenvolvida. A representação desse formalismo num espaço

de Fock simplético (correspondente a uma quantização da teoria, equivalente a um forma-

lismo de muitos corpos) e a determinação de funções de correlação merecem certamente

ser exploradas. Esses aspectos serão apresentados em trabalhos futuros.
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