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Resumo

Atualmente, sistemas topologicos tém chamado muita atengdo no campo da fisica do es-
tado sélido e um dos sistemas mais estudados e interessantes é aquele em que modos
zero de Majorana (MZM, Majorana zero modes) emergem nas bordas de supercondutores
topoldgicos unidimensionais (TSC, topological superconductor). Tais sistemas possuem
propriedades tnicas e aplicagdes promissoras em computacao quantica. MZM sdo qua-
siparticulas de energia zero, sem carga ou spin, o que torna sua deteccao uma tarefa
desafiadora: é dificil acoplar a quasiparticula de Majorana a uma perturbagao externa.
Experimentos recentes revelaram sua presenca em sistemas de estado solido, incentivando
ainda mais este estudo. Uma maneira de detectar o MZM ¢é pelo acoplamento de TSC a
pontos quanticos (QD, quantum dots), em especial, é possivel identificar a presenga de
um modo zero de Majorana acoplando-o a um sistema hibrido QD-cadeia e realizando me-
digoes, uma vez que este acoplamento pode modificar as propriedades do sistema. Neste
trabalho, estudamos um quench quantico no qual um QD é acoplado abruptamente a um
fio TSC unidimensional de um lado, que hospeda modos zero de Majorana nas bordas, e
a uma cadeia metalica interagente do outro lado. Modelamos este tltimo pelo Hamiltoni-
ano de Hubbard longe do semi-preenchimento, cujo setor de baixa energia é descrito pelo
modelo liquido de Luttinger (LL). Para efeito de comparagao, fazemos o mesmo quench
quantico substituindo o TSC por outra cadeia metalica interagente. Usando a técnica de
grupo de renormalizacao de matriz de densidade dependente do tempo (t-DMRG, density
matrix renormalization group), analisamos a propagagao de spin e carga na cadeia apds
o quench e a evolucao temporal de observaveis locais no sitio do QD. Os resultados sao
comparados com expressoes analiticas obtidas através de uma abordagem de teoria de
campos. Os resultados analiticos indicam que a magnetizacao local no ponto decai com
uma lei de poténcia que depende da interacao na cadeia para ambos os sistemas T'SC-QD-
LL e LL-QD-LL, mas com expoentes com comportamento distinto: aumenta no tempo no
primeiro e diminui no segundo. Além disso, observamos que os efeitos do TSC sao maiores
na propagacao de carga ao longo da cadeia do que no setor de spin. Nossos resultados
numéricos preliminares estao de acordo com os analiticos. Observamos a presenca de os-
cilagbes na magnetizacao local do ponto quéntico para o sistema TSC-QD-LL, as quais
podem ser reduzidas aumentando a interacao no sitio do QD e diminuindo o pardmetro
de hopping entre o TSC e o QD.

Palavras-chaves: sistemas fortemente interagentes, quench quantico, majorana, ponto

quantico, modelo de Hubbard.






Abstract

Topological systems have drawn much attention in solid-state physics recently, one of
the most studied and interesting system is the one where Majorana zero modes (MZM)
emerge at the edges of one-dimensional topological superconductors (TSC). Such systems
have unique properties and promising applications in quantum computing. MZM are zero
energy quasiparticles, featuring no charge or spin, which makes its detection a challenging
task: it is difficult to couple the Majorana quasiparticle to an external perturbation.
Recent experiments revealed its presence in solid-state systems, encouraging this study
even more. One way to detect the MZM is by coupling TSC to quantum dots (QD).
Particularly, it is possible to identify the presence of a Majorana zero mode by coupling it
to a hybrid QD-wire system and realizing measurements, since this coupling can modify
the properties of the system. In this work, we study a quantum quench in which a QD is
suddenly coupled to a one-dimensional TSC wire on one side, which hosts Majorana zero
modes at the edges, and to an interacting metallic chain on the other side. We model the
latter by the Hubbard model away from half-filling, whose low-energy sector is described
by the Luttinger liquid (LL) model. For comparison, we do the same quantum quench
replacing the TSC with another interacting metallic chain. Using the time-dependent
density matrix renormalization group (t-DMRG) technique, we analyze the propagation
of spin and charge in the chain after the quench and the time evolution of local observables
at the QD site. The results are compared with analytical expressions obtained through a
field theory approach. The analytical results indicate that the local magnetization in the
dot decays with a power law that depends on the interaction at the chain for both TSC-
QD-LL and LL-QD-LL systems, but with exponents with distinct behavior: it increases in
time in the former and decreases in the latter. Furthermore, we observe that the effects of
the MZM are larger on the charge propagation throughout the chain than the spin sector.
Our preliminary numerical results are in good agreement with the analytical ones. We
have also observed oscillations in the local magnetization at the dot in the system that
includes the MZM. This amplitude can be reduced by increasing the local interaction at
the dot and decreasing the MZM-QD coupling.

Key-words: Strongly correlated systems. quantum quench. majorana. quantum dot.
Hubbard model.
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1 Introducao

A presente dissertacao de mestrado se enquadra na grande area da fisica de matéria
condensada, mais especificamente na area de sistemas fortemente interagentes. Estudamos
a resposta de sistemas fechados de muitos corpos a um perturbacao, conhecida como
“quench” quantico. Nesta introducao, apresentaremos importantes conceitos da area e
veremos quais sao as questoes de interesse envolvendo sistemas fortemente interagentes

dentro e fora do equilibrio.

1.1 Sistemas fortemente interagentes no equilibrio

Na fisica da matéria condensada, os sistemas considerados contém um nimero
muito grande de dtomos (da ordem de 10?*). A principio, um tratamento microscépico
poderia ser feito pela equagao de Schrodinger independente do tempo (Equagdo 1.11) e
a fisica seria totalmente determinada pela funcao de onda de muitas particulas, mas é
necessario fazer aproximagoes para resolver a equagdo, mesmo em sistemas com poucas
particulas, pois o tamanho do sistema aumenta rapidamente devido aos muitos graus
de liberdade. Em muitos casos é possivel fazer aproximagoes considerando as particulas
como sendo independentes e, nesses casos, a interagao gera apenas uma renormalizacao de
certas propriedades, mas o problema pode ser mapeado em um sistema soltivel de muitas
particulas independentes.(COLEMAN, 2015)

HY = E¥
R 1
= Z _%Vj + Up(ry) | + §Zth(Tz‘ —7;) (1.1)
J 1<
\Ij(rlvr2a"'7TN)

No entanto, existem sistemas que sao fortemente correlacionados. Nesses casos, os
varios graus de liberdade combinados com a alta correlacao entre as particulas contribuem
para a emergéncia de propriedades e fend6menos interessantes que nao podem ser expli-
cados a partir da extrapolacio de propriedades de poucas particulas. E como se, a nivel
macroscopico, o sistema nao fosse simplesmente descrito pelo comportamento individual
das particulas que o compdem, mas novos niveis de organizacdo e complexidade sao al-
cancados e é necessario obter novos principios e leis que governam os sistemas com muitas

particulas. (COLEMAN, 2015)(ANDERSON, 1972) (DAGOTTO; TOKURA, 2008)

1

H é o Hamiltoniano do sistema, ¥(rq1,72,...,ry) é a funcio de onda de muitas particulas, E é a
energia, h é a constante de Planck dividida por 27, m é a massa, U, é a energia potencial da particula,
Vint é a energia de interagdo entre duas particulas e r; é a posigdo da particula j.
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Os materiais fortemente correlacionados sao, em geral, formados por atomos que
possuem as camadas d e f semi-preenchidas, nas quais os elétrons ocupam orbitais loca-
lizados e, quando no mesmo atomo, experienciam uma forte repulsdo Coulombiana. Um
exemplo sao os supercondutores de cupratos; neles as interagoes entre os elétrons localiza-
dos na camada 3d formam uma fase antiferromagnética conhecida como isolante de Mott
(isolante obtido da transicdo metal-isolante induzida pela correlacio entre os elétrons).
Quando dopados, os cupratos apresentam supercondutividade de altas temperaturas cri-
ticas, essa ainda nao completamente entendida.(KOTLIAR; VOLLHARDT, 2004)

Materiais fortemente correlacionados possuem grande potencial para aplicagdes
tecnolégicas, entdao o entendimento de como as propriedades e fendmenos emergem a
partir de correlacoes dos constituintes ¢ um importante desafio na fisica da matéria con-
densada e na ciéncia dos materiais. Todavia, a equagdo de Schrodinger torna-se bastante
complexa e obter uma solucao é quase impossivel mesmo com o uso de ferramentas com-
putacionais. Ademais, a forte correlacao entre os elétrons nao é muito bem incorporada
pelos métodos padrdes como cédlculos de teoria de bandas via DFT (Density Functional
Theory), por exemplo, que, frequentemente, predizem um estado metédlico quando, na
realidade, o estado é um isolante de Mott. E necessaria a formulacdo de uma abordagem

mais sofisticada.(DAGOTTO; TOKURA, 2008)(KOTLIAR; VOLLHARDT, 2004)

A dimensionalidade do sistema é um fator importante na forma em que as intera-
¢oes ocorrem. Por exemplo, em muitos casos, a descricao qualitativa de propriedades de
elétrons de condugao a baixas temperaturas, em sistemas de duas ou trés dimensoées, pode
ser feita pela teoria de liquido de Fermi. Apesar do sistema ser interagente, as excitagoes
de baixas energias podem ser representadas por excitagoes individuais. Agora, reduzindo o
grau de liberdade do sistema para uma dimensao, o efeito das interacoes entre as particu-
las torna-se mais significativo, entao a teoria de liquido de Fermi é substituida pela teoria
de liquido de Luttinger (LL), onde as excitagoes de baixas energias sdo representadas por

excitacoes coletivas.

Na descricao de sistemas interagentes, pode-se adotar uma abordagem baseada
em Hamiltonianos modelos mais simples que retém os ingredientes fundamentais para a
descricao dos fendomenos de interesse. Mesmo sendo Hamiltonianos simplificados, nao sao
faceis de resolver por técnicas analiticas, apesar disso, houve grande progresso nos estudos
desses modelos por métodos computacionais.(DAGOTTO; TOKURA, 2008)(KOTLIAR,;
VOLLHARDT, 2004)

Em geral, modelos de sistemas de muitos corpos sao descritos na notacao de se-
gunda quantizacao, introduzida abaixo. Exemplos importantes serao apresentados no Ca-
pitulo 2; para escrevé-los, é importante apresentar os operadores de criagao e aniquilagao.

Na segunda quantizagao, a fun¢ao de onda de uma particula é transformada em operador
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de campo, ¥ — \TJ, satisfazendo as seguintes relagoes
(1.2)

onde os subscritos - e + indicam uma relacao de comutagao e anti-comutacao, respecti-

vamente, sendo o primeiro para bosons e o ultimo para férmions.

O operador de campo como operadores de criacao e aniquilagdo na base das po-
sigoes sao, respectivamente, \TIT(T) e \i/(r) Aplicando o operador de criagdo no estado de

vacuo |0), o estado de uma particula é criado adicionando uma particula na posi¢ao r:
UT(r)]0) = |r). (1.3)

Agora, aplicando o operador de aniquilacdo nesse estado, volta-se ao estado de vacuo,

destruindo a particula na posigao r:
W(r)lr) = 10). (1.4)

Observe que A(r) = Ui(r)¥(r) é o operador que conta o nimero de particulas no estado

de uma particula na posicao r.

Assim, o estado de muitas particulas é construido com a aplicacao sucessiva desses
operadores
P, 72, TN) = ‘i’T(TN) T @T(T2)‘1’T(7’1>|0>7 (1.5)

e a funcao de onda do estado com N particulas sera dada por
U(ry, 7y NS T) = (11, 7oy e W) = (00 () U () - - U (ra)|W(7)).  (1.6)

Além disso, propriedades fisicas de uma particula, como energia cinética, energia
potencial e densidade, também sao representadas por operadores e o hamiltoniano na

segunda quantizacao assume a seguinte forma
3, 3T FLZ 2 T 1 3,.13, ./ / ~ Al T
H = /d rWT(r) —%V + Uy(r)| W(r) + §/d rd>r Vipe(r — ') 2 p(r)p(r’) o, (1.7)

onde p(r) = U(r)¥(r) é a densidade de uma particula, m a massa, V a interacdo entre as
particulas e “: ... :” é o simbolo de ordenamento normal: todos os operadores de criacao
ficam a esquerda de todos os operados de aniquilagao, o que é muito importante para os
férmions visto que esses obedecem uma relacao de anti-comutacao e a ordem em que o0s
operadores sdao escritos importa. Assim, os sistemas macroscopicos sao melhores estuda-
dos usando essa notagao e podem ser resolvidos através de métodos numéricos, como o
Grupo de Renormalizagao da Matriz Densidade (DMRG, Density Matriz Renormalization
Group).
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Considerado o “estado da arte” para a descricao de sistemas interagentes unidi-
mensionais, o DMRG, desenvolvido por Steve White, surge como um algoritmo numérico
poderoso para a simulacgao de sistemas quanticos unidimensionais, permitindo o estudo
de propriedades estaticas e dindmicas de estados de baixas energias. Esse método (que
serd descrito em mais detalhes no Capitulo 3) consiste em adicionar graus de liberdade
ao sistema de forma iterativa e integrar fora os estados menos importantes para o estado
de interesse. Sendo o objetivo final obter o estado fundamental (ou algum outro estado)
e a energia de um dado Hamiltoniano. (SCHOLLW6CK, 2011)

No campo dos estudos experimentais, as simulagoes quanticas aparecem como
uma alternativa vantajosa para o estudo de sistemas quanticos de muitos corpos, pois
sao capazes de emular hamiltonianos ideais desses sistemas, como os de Bose- e Fermi-
Hubbard e cadeias de spin. Esses sistemas artificiais sdo muito mais isolados do ambiente
do que os sistemas do estado sélido, o que permite uma exploracdo experimental da
evolucgao coerente de sistemas fechados que nao se consegue obter em matéria condensada.
Nesse cenario, os gases de dtomos frios em redes épticas sdo uma realizacao experimental
bem-sucedida, a rede Optica emula o potencial periédico dos atomos em estado solido,
enquanto os atomos desempenham o papel de férmions ou bésons na rede. Além da fraca
interagdo com o ambiente, os parametros desses sistemas sao altamente controlados e
possuem ajustes finos. Assim, o estudo da dindmica de nao equilibrio é estimulado pela

possibilidade de realizacio de quenches quanticos nessas simulacoes. (SCHAFER et al.,
2020)(EISERT; FRIESDORF; GOGOLIN, 2015) (CHENEAU et al., 2012)

1.2 Sistemas fortemente interagentes fora do equilibrio

Para estudar um sistema de muitos corpos fora do equilibrio, pode-se realizar um
protocolo chamado “quench quantico”. Embora a evolucao temporal de sistemas quan-
ticos fechados ja fosse explorada de diferentes maneiras anteriormente, esse termo foi
introduzido inicialmente no trabalho de Pasquale Calabrese e John Cardy, em 2006 (CA-
LABRESE; CARDY, 2006). Inspirados por experimentos realizados com dtomos frios em
redes 6ticas (como em (GREINER et al., 2002)), eles usaram teoria conforme de campos
para investigar a evolugdo de um sistema fechado apos a alteracao abrupta de alguns de
seus parametros. Embora “quench” possa ser traduzido como “resfriamento” ou “extin-
¢ao rapida”, utilizamos o termo para descrever diferentes maneiras de se perturbar um
sistema fechado e estudar sua posterior evolucao. Mais especificamente, preparamos um
certo estado inicial - que pode ser, por exemplo, um estado produto de subpartes do sis-
tema, ou o estado fundamental de um Hamiltoniano inicial Hy - e em seguida o tiramos
do equilibrio por meio da mudanca de algum pardmetro do sistema, Hy — H, deixando-o
evoluir no tempo de forma unitaria sem dissipagao, ou seja, isolado do ambiente. Em ge-

ral, o estado inicial |¢)y) ndo é auto-estado de H; e a dindmica do sistema ocorre por esse
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Hamiltoniano final que é diferente daquele em que o sistema foi preparado inicialmente:
[W(7)) = e |a).

Exemplificando, a Figura 1 traz a esquematizacao de um quench quantico. No
tempo 7 = 0, o sistema ¢ preparado em um estado inicial em que a impureza magnética
(circulo azul) estd desacoplada das cadeias de spin (retdngulos amarelos) e, no tempo
T > 0, acopla-se a impureza as cadeias por meio dos parametros de hopping t| e t,.

Entao, a dindmica de nao equilibrio que sucede o quench é estudada. (BRAGANCA et
al., 2021)

t t
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= v VAV N =
t>0
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Figura 1 — Representagao esquematica do quench quantico realizado via acoplamento de
uma impureza magnética em cadeias de spins interagentes. Inicialmente, a
impureza com energia €, e interacao Uy ¢ acoplada as cadeias Hubbard, que
possuem interagao de sitio U e parametro de hopping t, por meio dos parame-
tros de hopping t) e t,. Figura adaptada de (BRAGANCA et al., 2021)

O quench pode ser abrupto ou lento e, nesse ultimo, o quench é realizado de
forma lenta por um periodo de tempo, durante o qual, deixa-se o sistema evoluir por
um hamiltoniano que possui dependéncia temporal, em contraste com o primeiro em que
toda a dindmica ocorre por um mesmo hamiltoniano independente do tempo. Quenches
também podem ser classificados como globais, onde modifica-se o sistema todo, como
com a introdug¢ao de um campo magnético em toda a cadeia, ou local, onde a modificagao
engloba apenas alguns sitios, como a mudanca de interagao entre sitios em uma pequena
parte do sistema. (EISERT; FRIESDORF; GOGOLIN, 2015)

Em geral, a dindmica de nao equilibrio de sistemas quanticos reais acontece de
forma unitaria somente por um curto periodo de tempo, pois o sistema acopla-se ao am-
biente e perde coeréncia, dificultando o estudo do problema. Entretanto, esse tempo de
decoeréncia é bem maior nos sistemas artificiais de atomos frios ja mencionados. (CALA-
BRESE; CARDY, 2006) A simulagao computacional também encontra barreiras devido a
dimensao alcancada por sistemas desse tipo que rapidamente escalona em tamanho devido
aos muitos graus de liberdade que possuem. Assim como no estudo analitico, as solugoes

sao desafiadoras.

Uma das questoes mais fundamentais que surgem, apos a realizacao de um quench,
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é se o sistema atinge um estado de equilibrio e, se sim, quais os mecanismos envolvidos
e qual é a escala de tempo em que isso ocorre.(MITRA, 2018) Sabe-se que, em tempos
suficientemente longos, observaveis locais de um sistema quéantico fechado podem assumir
valores estaciondrios, isto é, o sistema equilibra. Dado py, a matriz densidade inicial do
sistema, a matriz densidade do estado de equilibrio deve ser igual a média temporal de

p(T), para T — o0:

r
p= FILIEO;/() e T poeTdr (1.8)
Apesar do sistema seguir uma dinamica unitaria, na maior parte do tempo, ele parece
equilibrado no estado de maxima entropia p. E nos casos onde os valores esperados de
observaveis locais assumem valores iguais aqueles obtidos no equilibrio térmico, isto é, por
meio do ensemble canonico, diz-se que o sistema atingiu a termalizacao. Em geral, sistemas
de muitos corpos possuem grande tempo de termalizacao e, sendo sistemas fechados, eles
nao termalizam exatamente, embora, em certas condig¢oes, se comportem na média como

um contato térmico.(EISERT; FRIESDORF; GOGOLIN, 2015)

No contexto da matéria condensada, outra questao que surge é de como uma ordem
coletiva, presente no Hamiltoniano inicial ou final (ou ambos), responde e evolui sob agao
de um quench (MITRA, 2018). Em um estudo realizado (PAULA et al., 2017), foi feita
a analise da dindmica de nao equilibrio apés duas cadeias de spins preparadas no estado
fundamental de um hamiltoniano em fases diferentes serem conectadas. Sendo uma na
fase ferromagnética e a outra na fase critica, observou-se indu¢ao de magnetizagdo nao

nula na vizinhanca do acoplamento da cadeia critica.

O estudo de quantidades fisicas como operadores de observaveis locais, fungoes de
correlagdo e o emaranhamento sao usados para tentar entender os mecanismos presentes
na dindmica de nao-equilibrio (CALABRESE; CARDY, 2006). Em sistemas quénticos fe-
chados, a matriz densidade reduzida é bastante 1til, obtida da matriz densidade completa
tracando fora algum subespaco do espaco completo, mesmo que a matriz densidade com-
pleta nao mostre termalizacao sob evolucao unitaria, a matriz densidade reduzida pode

parecer térmica com o sistema tracado fora agindo como um reservatorio para a subparte
restante. (MITRA, 2018)

Apos o quench, calcula-se o valor esperado de alguma observéavel local da seguinte

forma:

(A(E, 7)) = (U()|A:] ¥ (7)), (1.9)

onde i é o sitio e 7, o tempo transcorrido apds o quench. Exemplos de observaveis de
interesse sao a magnetizacao e a densidade de carga locais. Um trabalho que estudou a
dinamica que se sucede ao acoplamento de uma impureza magnética em cadeias Hubbard
(Figura 1), mostrou que a magnetizacdo e a densidade de carga da impureza decai no
tempo ap0s o quench. A partir da anélise dessas quantidades, pode-se observar a relaxagao
do sistema em dire¢ao ao estado de equilibrio.(BRAGANCA et al., 2021)
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Equilibracao e termalizagao dependem do tipo de quench realizado, sendo o ema-
ranhamento no sistema a principal causa dessa dependéncia. Assim, obtida a matriz den-
sidade reduzida, pode-se obter a entropia de emaranhamento: sendo A um subespago do
sistema completo e B o espacgo restante, a matriz densidade reduzida de A é p4 = Trg p,
onde p = |UXW¥| é a matriz densidade completa. Logo, a entropia de emaranhamento
associada com a matriz densidade reduzida é definida pela entropia de von Neumann
Sa=—"Tr(palogpa). Calabrese e Cardy estudaram a evolugao temporal unitaria da en-
tropia de emaranhamento apds a realizacao de um quench em um sistema unidimensional
isolado e, a partir de suas analises, mostraram que a entropia de emaranhamento cresce li-
nearmente com o tempo e satura assintoticamente em um valor constante. (CALABRESE;
CARDY, 2005)

No caso de um quench abrupto e localizado, pode-se estudar a velocidade com que
a informacao da perturbacao se propaga pelo sistema. Para sistemas de muitos corpos com
interacoes de curto alcance, apesar de serem nao relativisticos, essa velocidade possui um
limite conhecido como limite Lieb-Robinson (LIEB; ROBINSON, 1972). Assim, apds um
quench local, o sistema exibe um efeito de cone de luz efetivo limitando a velocidade de
propagagao de correlagoes. (CHENEAU et al., 2012)

Cheneau e colaboradores estudaram, a partir de um modelo analitico e a realizacao
de um experimento, a propagacao de correlagoes em um sistema descrito pelo modelo
de Bose-Hubbard unidimensional apés a realizacao de um quench global na interacao.
Observaram que a evolugdo temporal da propagacao de correlacdo pelo sistema possui
uma velocidade bem definida, como pode ser visto na Figura 2, onde d é a distancia entre

dois sitios, t é o tempo apds o quench e a correlagao ¢ dada por:

Ca(t) = (si(t)sira(t)) = (5:(t)) (siva(t)), (1.10)

sendo i, o sitio da rede e s;(t) = +1, o operador que mede a paridade de ocupagio do

sitio (+1 desocupado, -1 ocupado).

Numa representacao simples de visao semiclassica, o quench cria excitagoes que se
propagam balisticamente pelo sistema, resultando num cone de luz, isto é, excitacoes de
quasiparticulas emaranhadas quanticamente, apds serem emitidas, apresentam um com-
portamento semiclassico (CALABRESE; CARDY, 2006). Esse efeito foi mostrado tam-
bém em um estudo numérico (PAULA et al., 2017), onde cones de luz eram delimitados
pelas velocidades das quasiparticulas mais rapidas. Sendo E' = E(p), a dispersao de ener-

gia da quasiparticula, a velocidade classica com a qual ela viaja pelo sistema é dada por
_ dE

v(p) = dp
Do mesmo trabalho ja mencionado (BRAGANCA et al., 2021), onde o quench
realizado estd esquematizado na Figura 1, foram obtidos diversos cones de luz e dois deles,

além da entropia de emaranhamento, podem ser vistos na Figura 3. O cone de luz obtido
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Figura 2 — Mapa de cores mostrando que a propagacao de correlagao viaja pelo sistema
com uma velocidade bem definida: v = dt. Figura retirada de (CHENEAU et

al., 2012)
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Figura 3 — Dependéncia espaco-temporal de observaveis locais e entropia de emaranha-
mento apds o quench, onde 7 é o tempo transcorrido e i é o sitio. Em (a)
variacao da densidade local, (b) variagdo da magnetizacao local e (c) variagao
da entropia de emaranhamento. As linhas vermelhas delimitam os cones de
luz. Figura adaptada de (BRAGANCA et al., 2021).

para a variacao de densidade local, no painel (a), é delimitado pela velocidade de holon
méxima e o da variagdo de magnetizagao local, painel (b), é delimitado pela velocidade
de spinon maxima. E observou-se que a variagao de entropia de emaranhamento do painel
(c) cresce linearmente com o tempo e é também delimitada pela velocidade de holon
maxima. Assim, a propagacao de informacgao pelo sistema é limitada por cones de luz

com velocidades que podem ser relacionadas as excitagoes elementares.

1.3 Esse trabalho

E nesse contexto que se enquadra esse trabalho. Motivados pelo crescente interesse
na evolucao temporal de sistemas fechados unidimensionais com interacao eletronica, es-
tudamos a dindmica de nao equilibrio resultante de um quench abrupto em um sistema
hibrido composto por uma impureza magnética (QD, ponto quéntico, do inglés quan-
tum dot) acoplada a cadeias metélicas interagentes (Liquidos de Luttinger descritos pelo

modelo de Hubbard) e a nanofitas de supercondutores topolégicos (TSC, topological su-
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perconductor) com modos zero de Majorana (MZM, Majorana zero modes) nas bordas.
Os MZM sao quase-particulas de energia zero localizadas nas bordas de superconduto-
res topoldgicos, eles tém atraido grande atencao da comunidade cientifica devido ao seu
potencial de aplicagao em computacao quantica; MZM sao excelentes candidatos como
qubits em computagao topolédgica tolerante a falhas (a topologia torna as quase-particulas

resistentes a perturbagoes locais).

Os MZM nao tém grau de liberdade de carga e spin, o que dificulta muito sua
deteccao. A detecgao inequivoca dessas quase-particulas é portanto uma questao de grande
interesse teodrico e experimental, sendo a realizagao de um quench a partir do acoplamento

de um TSC & um sistema hibrido QD-cadeia uma possibilidade de detecgdo da presenca
de MZM.

Sendo assim, procuramos colaborar para o entendimento da identificacao da as-
sinatura de MZM através dos efeitos que essas quase-particulas geram sobre a evolugao
temporal da magnetizacao do ponto quantico apds o acoplamento as cadeias, bem como
sobre os pulsos de magnetizacao e carga gerados sobre o sistema apds o quench de hibri-

dizacao.

Organizacao do trabalho:

O sistema de interesse e o quench considerado serao apresentados no Capitulo 2.
Nele, os férmions de Majorana sao descritos em mais detalhes como excitagoes em sistemas

de matéria condensada.

No Capitulo 3, os métodos numéricos utilizados no trabalho sdo descritos, sendo
eles o Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade e sua extensao dependente do

tempo.

Finalmente, os resultados sao apresentados e discutidos no Capitulo 4 e, em se-

guida, o trabalho é fechado com a conclusao.
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2 Sistemas

O sistema estudado nesse trabalho é a juncao de um supercondutor topologico,
um ponto quantico e uma cadeia metalica. Nesse capitulo, esse sistema é apresentado por

partes para, na ultima sessao, o sistema ser construido por completo.

2.1 Cadeias interagentes

Para o estudo das cadeias metdlicas interagentes, utilizamos o modelo de Hubbard
considerando o caso fermionico. Proposto por John Hubbard em 1963, o modelo foi formu-
lado, inicialmente, para estudar materiais que possuem a transicao entre metal e isolante
de Mott, esta nao é descrita por teoria de bandas convencional. (HUBBARD, 1963) O
modelo segue sendo relevante até hoje que, apesar de sua simplicidade, apresenta fases e
regimes que sao observados em materiais quanticos. Em sua versao 2D, por exemplo, o
modelo é usado para a investigagdo de cupratos. (AROVAS et al., 2022) (MACRIDIN et
al., 2005)

O Hamiltoniano de Hubbard descreve o movimento de elétrons interagentes em
um soélido, sendo um modelo minimo capaz de capturar alguns fendmenos emergentes
das interacgoes. Nesse modelo, os nucleos estao fixos e fazem a vez de sitios que formam
uma rede pela qual os elétrons se movem. Considera-se que os elétrons interagem somente
quando estao no mesmo sitio, com spins opostos, devido ao principio de exclusao de
Pauli. E a energia cinética é capturada por um termo que permite que o elétron “salte” de
um sitio para o outro, o chamado “hopping”, considerando apenas saltos entre primeiros

vizinhos.

Usando as aproximagoes do modelo e a notagao de segunda quantizagao apresen-
tada no Capitulo 1, o Hamiltoniano de Hubbard é dado por
H=-t ) (c}acjg + c}acw> + U nggniyg — p Y (ng + ngy), (2.1)
<ij>0 i i

sendo c;ra e ¢, os operadores de campo definidos no capitulo anterior para um sistema
T

fermionico discreto: o operador ¢;, cria um férmion no sitio ¢ com spin eletronico o e ¢,
aniquila. O operador n;, = cjacw é o operador numero que conta os férmions com spin
o no sitio 7. O primeiro termo na Equacao 2.1 corresponde ao termo de “hopping” do
sitio 7 para o sitio j (e vice-versa) com amplitude ¢, onde <i,7> indica que a soma é feita
apenas entre primeiros vizinhos. O segundo termo corresponde a repulsao Coulombiana
no sitio ¢ quando este é duplamente ocupado com energia de interacao U e o ultimo
controla a ocupacéio da rede, sendo p o potencial quimico do sistema. E apresentada uma

esquematizacao do modelo na Figura 4 para um sistema unidimensional.
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Figura 4 — Representacao esquemaética do modelo de Hubbard em uma cadeia. U repre-
senta a interacdo Coulombiana local e, ¢, o hopping entre primeiros vizinhos.
Fonte: prépria.

Apesar da aparéncia simples do Hamiltoniano, a sua resolugao nao é tarefa facil.
O estudo por métodos analiticos é feito por aproximacao, com excecao do caso de uma
dimenséo, que possui solucao exata via ansatz de Bethe. (ESSLER et al., 2005) O modelo
pode ser estudado também usando métodos numéricos. O regime mais estudado do modelo
de Hubbard é no semi-preenchimento (ntimero de elétrons igual ao nimero de sitios), ou
seja, um férmion por sitio, o qual apresenta a transicao metal-isolante de Mott a medida
em que se aumenta U/t. Em semi-preenchimento e uma dimensdo, o sistema é isolante
para todo U finito. Variando-se o potencial quimico, no entanto, tem-se uma fase metalica
interagente. (ESSLER et al., 2005)

Importante ressaltar que a dimensdo do sistema influencia na forma em que as
interagdes entre os constituintes ocorrem, sendo potencializadas em baixas dimensionali-
dades. Em uma dimensao, como mencionado no Capitulo 1, a teoria de liquido de Fermi
¢é substituida pela teoria de liquido de Luttinger, onde as excitagoes de baixas energias

sao, necessariamente, coletivas.

2.2 Impureza Magnética e o efeito Kondo

Um problema importante de muitos corpos é o de impurezas magnéticas em metais
nao magnéticos. A partir da interagdo do spin da impureza com os elétrons de conducao
do metal, um fenémeno curioso acontece, a resisténcia apresenta um minimo a baixas
temperaturas, ou seja, a resisténcia nao diminui monotonicamente com a temperatura,
como seria o esperado para metais tradicionais. Essa mudanca na propriedade do metal

é conhecida como Efeito Kondo.

Considerando os sistemas em que ha baixas concentragoes de atomos magnéticos,
um modelo que os descreve bem é o do acoplamento de uma impureza magnética a um

banho de elétrons de condugdo nao interagentes (liquido de Fermi), que foi proposto por
Anderson. (ANDERSON;, 1961) O seu Hamiltoniano ¢ dado por

H = Z (S + Udnd,Tnd,¢ + Z GkCLUCk,o + Z(dej,ckﬂ + Vk*CLUdU), (2.2)
o k,o k,o

onde os operadores d e ¢ correspondem a impureza e aos elétrons de condugao, respecti-

vamente, V' é o potencial de interacao entre a impureza e os elétrons de condugao, U, é a
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interacao local no sitio da impureza e, €4 e €, representam a energia local na impureza e

a dispersao dos elétrons de conducao, respectivamente.

Nesse modelo, para ocorrer a formac¢ao de um momento magnético local, a impu-
reza deve estar ocupada com um tunico elétron de spin ¢ e energia €;. Entdao, em baixas
temperaturas, o que ocorre é que os elétrons de conducgao interagem com o spin localizado
de forma a blindar a magnetizagao da impureza. (ANDERSON, 1961) No limite atémico
do modelo de Anderson, isto é, considerando apenas a impureza magnética, a Equacgao 2.2

assume a seguinte forma

H = Z €dNd, o + Udnd7¢nd7¢. (23)

Utilizando a transformacgao de Schrieffer-Wolff, pode-se obter o modelo efetivo de
Kondo a partir do regime de acoplamento forte do modelo de Anderson. (SCHRIEFFER;
WOLFF, 1966) Como exposto na Equacao 2.2, o modelo incorpora interacgoes locais na
impureza, mas nao no banho de elétrons de conducao, isto ¢, faz uso da teoria de liquido de
Fermi que ¢ justificada em sistemas com duas ou mais dimensoes. Como ja discutido, em
sistemas de uma dimensao, a teoria de liquido de Fermi é substituida pela teoria do liquido
de Luttinger. Assim, como o interesse nesse trabalho é em sistemas unidimensionais, um
termo de interacgao local (Hubbard) entre os elétrons de condugao foi incluido considerando

o acoplamento entre um momento magnético local e um metal interagente.

2.3 Férmions de Majorana e supercondutores topoldgicos

A equagao de Dirac descreve particulas com spin 1/2 e previu a existéncia de uma
particula com mesma massa e spin do elétron, mas com carga oposta, sendo ela a sua
anti-particula, o positron. Em 1937, a partir de uma modificacao da equagao de Dirac,
Majorana descreveu uma particula que é sua propria anti-particula, a qual ficou conhecida
algum tempo depois como férmion de Majorana. (MAJORANA, 1937)

A existéncia de Majoranas como particulas elementares é ainda tema de debate na
fisica de particulas. No entanto, observa-se hoje que eles emergem como excitagoes coleti-
vas de elétrons em sistemas da matéria condensada, dado que essas excitagoes satisfagam
duas condigoes: obedecer a equacgao de Dirac e ser a sua prépria anti-particula. Em super-
condutores topoldgicos, a primeira condicao ¢é respeita através de uma reescala apropriada
de parametros e a segunda é alcangada com a simetria particula-buraco. (SATO; ANDO,
2017)

O modelo de Kitaev é o modelo mais simples para a descricao de TSC em uma
dimensao, fornecendo insights profundos para a compreensao da supercondutividade to-
poldgica e dos modos zero de Majorana (MZM). Ele representa uma cadeia unidimensional

de férmions sem spin com hopping e formacao de pares supercondutores proximos com
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simetria de onda p, sua descri¢ao é feita a seguir.

2.3.1 Modelo de Kitaev

Considerando uma cadeia com N sitios ocupados por férmions sem spin que po-
dem pular para o primeiro sitio vizinho com probabilidade ¢ e podem formar um par
supercondutor, também com um primeiro vizinho, com acoplamento A, o Hamiltoniano

desse sistema é dado por

al 1
H=Y [—,ucilcn —3 (tchnH —Achel o+ h.c.)] , (2.4)
n=1

sendo p o potencial quimico, ¢ a amplitude de hopping e n é o indice que percorre os sitios
da cadeia. (KITAEV, 2001)

Por conveniéncia, reescrevendo o Hamiltoniano no espaco de momento usando a
Transformada de Fourier, ¢;, = \/% > e e, tem-se que (LIN; WANG, 2016)

1
H = Z [ﬁkc,tck + 3 (AkchT_k + h.c.)} , (2.5)

keZB

com &, a funcao de dispersao e Ay, a funcao de pares supercondutores dados por

& = —p —tcosk

(2.6)
Ak = —iAsink.

A partir de uma transformacao do Hamiltoniano e sua diagonalizacdo, as energias
de excitagao sao dadas por (LIN; WANG, 2016)

Ep =\ + 1D, (2.7)

Assim, para o gap do sistema ser fechado, além de & = 0, A, também tem que ser nula.

A Figura 5, pode ser usada como guia para anélise das Equacao 2.6 e Equacao 2.7,
permitindo a identificacdo de pontos nos quais & e A se anulam. A curva azul corres-
ponde a —tcos k, enquanto as linhas pontilhadas em vermelho indicam pu = +t. Quando
\n| > | — teosk|, a funcdo de dispersao é & # 0, ou seja, o sistema possui gap trivial.
Quando p = +t, o espectro de energia Fj se anula (o sistema nao tem gap) para alguns
pontos de k: em k = £m, no caso de 4 = +t e em k = 0, no caso u = —t, sendo estes
pontos a transicao de banda topoldgica. Nos limites extremos de p — +00, o sistema é
um isolante trivial. Finalmente, no intervalo —t < p < ¢, encontra-se a regiao topoldgica,

onde o sistema possui gap nao trivial com & = 0 e A # 0.

O Hamiltoniano de Kitaev (Equagao 2.4) pode ser representado em termos de ma-

joranas, ao invés dos férmions tradicionais. A principio, essa transformacao pode ser feita
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em qualquer sistema, sendo apenas uma mudanca de base. No caso do modelo de Kitaev,
essa mudanca implica em uma fisica muito relevante, que em breve sera apresentada, que
sao os modos zero de Majorana nas bordas. Antes de prosseguir, o operador de Majorana

¢ introduzido.
Representacao de Majorana

O operador fermidnico pode ser representado como uma superposicao de dois ope-

radores de majorana A e B:
1 .
Cp = 5('78,71 +iY4an), (2.8)
ambos localizados no mesmo sitio n. O majorana possui a propriedade em que a sua anti-
particula é a prépria particula, 47 = 7 e obedece a relagio de anti-comutagao {v;,7;} =

20,;. Sendo essas propriedades suficientes para preservar as relagoes de anti-comutagao do

férmion. Os operadores de Majorana, entao, ficam

YBn = CL +cy (2 9)
Yan = i(ch —c,) '

Dada essa defini¢ao, continua-se o estudo do sistema para casos particulares para melhor
entendimento da fisica do sistema de forma mais “intuitiva”. Apenas alguns casos sao

abordados, mas os resultados relevantes se mantém para outros regimes de parametros.

2.3.2 Cadeia de majoranas: caso A =t

Reescrevendo o Hamiltoniano da Equacao 2.4 para A = t, tem-se

N
1
H=7} {—MCL% — tel + en)(enr — )l (2.10)

n=1

-t cos(k)T

nao-topoldgico

n

topoldgico

néo-topolégico

Figura 5 — Dispersao da rede (curva em azul) e do potencial quimico (tracejado em ver-
melho) do modelo de Kitaev 1D para férmions sem spin. O sistema possui gap
exceto quando p = +t, sendo |u| < t, o gap topoldgico e |u| > t, o gap trivial.
Fonte: prépria.
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Usando as relagoes descritas anteriormente, o Hamiltoniano é reescrito em termos do

operador de Majorana como

H=-—

N | .

N
> (—1YBaYAn T DYBa VAR 1) (2.11)
n=1

Dessa forma, a cadeia de férmions de Kitaev fica representada como uma cadeia de Ma-
joranas. A representacgao esquematica da cadeia pode ser vista na Figura 6. Os circulos
em cinza representam os sitios fisicos, cada um possui um par de férmions de majorana
representados por circulos azuis. Aqui, i é o acoplamento entre majoranas dentro do
mesmo sitio n, vy, acopla com v4,, enquanto ¢ é o acoplamento entre majoranas em

sitios vizinhos, vp , acopla com y4 ,41.

t t £ t t t | A‘”
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=N

Figura 6 — Cadeia de férmions de Kitaev para A = ¢. Os sitios fisicos n (circulos cinzas)
possuem um par de férmions de majoranas (circulos azuis) cada: v4, € yg,. O
parametro p acopla majoranas no mesmo sitio n, ¢t acopla majoranas de sitios
vizinhos n e n + 1. Fonte: prépria.

No limite de p/t — —o0, entra-se arbitrariamente na fase trivial, visto que, para
t = 0 e p grande, nao ha acoplamento entre os diferentes sitios da cadeia fisica e os
majoranas de mesmo sitio acoplam-se entre si. Seu estado fundamental é o vacuo de

férmions.

No limite p = 0,t # 0, encontra-se a fase topoldgica do sistema e, para melhor
analise desse caso, o Hamiltoniano nesse limite fica

t N-1
H=—2> vaVant1. (2.12)

2 n=1

Ao contréario do limite anterior, nesse caso, a cadeia possui apenas acoplamento entre di-

ferentes sitios fisicos e, definindo esses pares de majoranas acoplados como novos férmions

da forma
fn= ;(VA,nH + B .n), (2.13)
o Hamiltoniano fica
H = tNi fif. (2.14)
n=1

Na Figura 7, h4 uma esquematizacao desse sistema e nota-se que férmions de ma-
joranas das extremidades representados por circulos vermelhos, 4,1 € vp v, nao acoplam

com outros graus de liberdade da cadeia, sequer estao no Hamiltoniano. Assim, a energia
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independe da ocupacao ou nao desses estados de borda, o que gera uma degenerescén-
cia. Esses estados das extremidades correspondem aos modos zero de Majorana e serao

tratados agora como 7y, e 7.

t t t t t t
®6 6066660066066 6
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=N

Figura 7 — Cadeia de férmions de Kitaev para A = t no limite de p = 0 e t > 0. No-
vamente, os sitios fisicos n (circulos cinzas) possuem um par de férmions de
majoranas (circulos azuis) cada: 4, € Yp,,. Ndo ha acoplamento entre majora-
nas no mesmo sitio n, somente acoplamento entre majoranas de sitios vizinhos
n en+ 1. O sistema é representado por uma cadeia de férmions de majoranas
com um par de férmions de majoranas desacoplados nas extremidades: v4; e
v~ Fonte: prépria.

Definindo um novo operador fermidnico para um férmion composto por esses mo-

dos zero da forma

1 .
d = 5(71 + i72), (2.15)

o Hamiltoniano pode ser reescrito “incluindo” esse férmion como
N-1
H=t> fif,+0dd. (2.16)
n=1

Assim, o estado fundamental do sistema é duplamente degenerado: além do vacuo de
férmions do tipo f, como no caso trivial, pode-se adicionar ou retirar um férmion d
com custo zero de energia. Esse férmion do tipo d corresponde a um férmion altamente

delocalizado e protegido topologicamente, o que o torna imune a perturbacoes locais.

2.3.3 Cadeia de majoranas: caso geral

Ainda dentro da fase topoldgica, mas agora com t # A e p # 0, no intervalo —1 <
u/t < 1, 0s modos zero de Majorana ainda existem no sistema, porém os modos 7y; € 2 nao
estao exatamente localizados nas extremidades, suas fungoes de onda decaem rapidamente
ao longo da cadeia seguindo uma regra exponencial. Se o sistema for suficientemente
longo, o overlap das fungoes de onda é pequeno e o sistema é quase degenerado, porém,
em sistemas finitos, ha um pequeno overlap entre os modos e os estados fundamentais

nao sao exatamente degenerados.

Um ponto crucial para o estudo de modos zero de majorana é a sua detecgao,

[43

a topologia que protege esses modos, também evita que sejam “vistos”. Assim, ha uma
lacuna em se tratando de evidéncias de sua existéncia. O ponto quéantico é um sistema
simples que pode ser usado para uma deteccao indireta a partir do seu acoplamento a

modos zero de Majorana dada sua alta tunabilidade. (CHENG et al., 2014)
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2.4 Juncido TSC-QD-LL

O sistema de interesse nesse trabalho é construido a partir do acoplamento de uma
impureza magnética (que pode ser realizada experimentalmente por um ponto quantico,
QD) a um modo zero de Majorana de um supercondutor topoldgico a esquerda e a uma
cadeia metdlica interagente (LL) a direita. Como primeira aproximacao, os graus de liber-
dade do “bulk” da cadeia Kitaev foram integrados e o QD interage apenas com um modo
de majorana, isto é, consideramos uma cadeia grande o suficiente para que nao haja aco-
plamento com o modo da outra extremidade da borda. Na Figura 8, uma esquematizacao

da configuracao do sistema é mostrada.

O Hamiltoniano efetivo de baixas energias para a juncao TSC-QD-LL é dado por
H — HLL 4 Hdot + Hacop’ (217)

sendo H'', o0 Hamiltoniano da cadeia metalica, H%*, o Hamiltoniano do ponto quantico
e o H*P representa o Hamiltoniano do acoplamento entre o ponto quantico e a cadeia e

o TSC.

71 Y2 V t/ t
4 mim A~
*‘ TSC 0. Uy U

Figura 8 — Esquematizacao do sistema hibrido TSC-QD-LL. O ponto quantico é acoplado
pela esquerda a um modo zero de Majorana pelo parametro V' e acoplado a
uma cadeia metalica interagente por ¢’ pela direita. Fonte: prépria.

A cadeia metalica, H-L, é descrita pelo modelo de Hubbard (Equagdo 2.1). Ao
longo de todo o trabalho, o hopping nas cadeias de Hubbard foi mantido fixoem ¢t =1, o

que define a unidade de energia do sistema.

Em semi-preenchimento, o estado fundamental do modelo de Hubbard unidimen-
sional é um isolante para qualquer valor de U finito, entao o preenchimento da cadeia foi
alterado por meio do potencial quimico afim de obter uma cadeia metélica. Nesse estudo,
usamos o preenchimento 1/4 e, visto que cadeias interagentes unidimensionais ndo podem
ser descritas pela teoria de liquido de Fermi, o sistema obtido corresponde a um liquido

de Luttinger.

O ponto quantico da jungao foi descrito pelo modelo de Anderson de uma impureza

ja discutido. Seu Hamiltoniano é dado por
HdOt = €4no + Udnmnm, (218)

sendo ny = ngr +mnpy o operador da ocupagao no sitio do ponto quantico e U, é a interacao

local no ponto. Ao longo do trabalho usamos ¢; = —Uy/2, de forma que o sitio do ponto
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quantico é deslocado em relagao ao nivel de Fermi da cadeia metalica em preenchimento

1/4, garantindo que, no estado fundamental, o sitio da impureza tenha ocupacao simples.

O acoplamento entre o ponto quantico, o supercondutor topoldgico e o liquido de

Luttinger ¢ dado pelo Hamiltoniano
H*P = —'>" (CL,COU + h.c) + iV (c(T)T + cm) : (2.19)

sendo t' o pardmetro de hibridizacao entre o QD e a cadeia e V', 0 acoplamento entre o QD
e o modo zero de Majorana de uma das extremidades. O MZM corresponde ao operador
Y = c} + ¢4, o qual ¢ acoplado ao ponto quantico representado pelo operador c(T)T + cop-
O TSC foi considerado como um fio muito longo de forma que o QD acopla-se somente a
um MZM.

No Capitulo 4, descreveremos resultados para o equilibrio e para a dinidmica re-
sultante de um quench quantico realizado no sistema apresentado aqui. Os detalhes do

quench serao expostos no Capitulo 4, secao 4.2.

2.4.1 Na literatura

Atualmente, existem poucas formas de realizar TSC experimentalmente, seja atra-
vés de materiais naturais ou artificiais. No primeiro tipo, o TSC ocorre de forma esponta-
nea e, no segundo tipo, heteroestruturas de duas dimensoes ou fios hibridos, constituidos
por diferentes materiais, sdo necessarios. Exemplos de supercondutores topoldgicos intrin-
secos sao supercondutores com onda do tipo p e supercondutores com forte acoplamento
spin-orbita. Exemplos de realizacoes artificiais sao os hibridos de supercondutor com onda
do tipo s ou com isolante topolégico, ou com semicondutor de duas dimensoes, ou com
fio semicondutor. A supercondutividade é induzida no semicondutor por proximidade e
pode ser realizada ou pela forte interacao spin-érbita intrinseca, ou pelo acoplamento de
um isolante magnético, ou pela aplicagdo de um campo magnético externo. (LEIJNSE;
FLENSBERG, 2012) (MANDAL et al., 2023)

H& um intenso debate sobre a deteccao de majorana, uma das propostas estudadas
para a criacao e manipulacdo de MZM corresponde a jun¢ao de um isolante topoldgico
com supercondutores com onda do tipo s, resultando em estados de um supercondutor sem
spin com onda do tipo p que suportam MZM em vértices. (FU; KANE, 2008) Uma outra
proposta que apresenta MZM corresponde a heteroestrutura de um filme semicondutor
entre um supercondutor com onda do tipo s e um isolante magnético que tera o papel de

induzir, por proximidade, supercondutividade no semicondutor. (SAU et al., 2010)

A auséncia de graus de liberdade de carga e spin em MZM dificulta sua deteccgao
inequivoca. Uma alternativa é a deteccao indireta, pelo efeito que essas particulas geram

em outros sistemas que podem ser medidos com mais facilidade. Como exemplo, Cheng
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et al. estudaram o acoplamento de um QD a um TSC e a uma cadeia nao interagente. No
regime de baixas energias, eles mostraram que a competicao entre os acoplamentos Kondo
e Majorana levam o sistema para diferentes estados fundamentais devido a correlagoes
nao triviais entre o QD e o MZM. (CHENG et al., 2014) Outro estudo, realizado por
Kacper Wrzesniewski e Ireneusz Weymann, focou na dinamica de quench da magnetizacao
do QD no sistema hibrido TSC-QD acoplado a duas cadeias externas. Eles observaram
que a dindmica de magnetizacao local foi aumentada com o acoplamento com MZM.
(WRZESNIEWSKI; WEYMANN;, 2021)

Conforme descrito na secao anterior, no presente trabalho, consideramos um sis-
tema semelhante, no qual um ponto quantico é acoplado a um modo zero de Majorana e
a uma cadeia metalica. Incluimos, no entanto, interagao nesta tultima, a fim de observar
eventuais efeitos de muitos corpos no acoplamento com o MZM. No préximo capitulo,

descreveremos a metodologia utilizada. Os resultados serao apresentados no Capitulo 4.
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3 Metodologia: Grupo de Renormalizacao da
Matriz Densidade

Sistemas com muitos corpos sao dificeis de estudar, seja analiticamente ou nume-
ricamente. Como discutido no Capitulo 1, o espago de Hilbert cresce exponencialmente
com o ntimero de constituintes do sistema, o que dificulta os calculos. E nesse contexto
que o DMRG (WHITE, 1992) entra em agao, tornando possivel o estudo de cadeias gran-
des no limite termodindmico usando a parte infinita do método ou cadeias com tamanho
finito usando a parte infinita seguida pela parte finita do DMRG. A evolugao temporal do
sistema também pode ser realizada usando o DMRG dependente do tempo (t-DMRG).
Todas essas partes sao descritas a seguir. (SCHOLLWOCK, 2011) (CHIARA et al., 2008)

3.1 DMRG estatico

O DMRG estatico corresponde ao estudo do sistema no equilibrio e possui duas
partes: a parte infinita, na qual o sistema é construido sitio a sitio e a parte finita, onde,

por meio da realizagao de sweeps, a convergéncia do estado fundamental é garantida.

3.1.1 Parte infinita

No algoritmo do DMRG-infinito, a cadeia ¢ crescida de forma iterativa e o espaco de
Hilbert é truncado pela exclusao de estados menos “relevantes” até o estado fundamental
convergir. Primeiro, uma cadeia é construida com [ sitios, que pode ser simbolizada por
um bloco: B(l,m), onde m = d' corresponde & dimensao do espaco de Hilbert do bloco,
sendo d a dimensao do espago de cada sitio. Inserindo um sitio com dimensao d a direita
do bloco, forma-se o bloco aumentado Ba(l + 1, md), o qual possui o Hamiltoniano dado
por:

Hpyo=Hp + Hg + Hpg, (3.1)

sendo Hp o Hamiltoniano do bloco, Hg o Hamiltoniano do sitio livre e Hgg 0 Hamiltoniano

de interacao entre o bloco e o sitio.

Acoplando um bloco aumentado similar & direita do bloco anterior, forma-se um

super bloco By, (2(1 + 1), m*d?) e o Hamiltoniano total fica:
_ pE D
Hopp = Hpa + Hpy + Hgegp, (32)

onde os superindices E e D identificam os blocos aumentados a esquerda e a direita,

respectivamente, e o Hamiltoniano Hgrgp corresponde a interagao entre os sitios livres.
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Entao, diagonaliza-se o Hamiltoniano do super-bloco, que corresponde ao sistema com-
posto por duas cadeias com dois sitios livres no meio, e o estado fundamental |¥g) é
obtido: e

[Wo) = > Waap|aah), (3.3)

a,b=1
a?IB

com os indices latinos identificando os blocos e, os gregos, os sitios livres.

Agora, para fazer a truncagem do espaco de Hilbert do bloco aumentado da
esquerda/direita, usando |Wg), primeiro, calcula-se a matriz de densidade reduzida do
bloco aumentado da esquerda/direita pg/p tracando fora o bloco aumentado da di-

reita/esquerda:
pE/D = TI'D/E |‘110><\I/0| = \Ijaaﬂbqulalﬁb|(l@> <CL,O/|, (34)

e, entao, diagonaliza-se pg/p de forma exata. Sendo m o valor determinado para a
dimensao na qual o espaco de Hilbert serda truncado, a base reduzida ¢é formada pe-
los auto-estados dos m primeiros maiores autovalores de pg/p. A representagao nessa
nova base pode ser obtida através de uma matriz O,,xnq, onde as linhas correspondem
aos auto-estados selecionados. Nessa etapa, o Hamiltoniano do bloco aumentado da es-

querda/direita e os operadores de interesse sao transformados:

-E[BA;me = OmedHBA;deme;[nde' (35)

Quando o sistema nao é simétrico, a matriz de truncagem O,,,«mq € Uma para os operadores

do bloco aumentado da esquerda e outra para os operadores da direita.

Apés a mudanca de base, dois blocos aumentados truncados siao obtidos: B¥/P (I +
1,m). Dessa forma, os blocos aumentados tém [ + 1 sitios, mas dimensao efetiva m, ao
invés de d+'. Esses dois blocos aumentados tornam-se os novos blocos que serdo usados
no inicio dos passos descritos, de forma que o sistema é crescido incluindo mais dois sitios
livres no centro da cadeia, isto é, o tamanho do sistema aumenta sem que o ndmero
de estados que o descreve aumente. O sistema pode ser crescido 2 sitios a cada etapa do
DMRG-infinito até um tamanho desejado L. Uma esquematizac¢ao de toda a parte infinita

pode ser vista na Figura 9.

3.1.2 Parte finita (sweeps)

Crescido o sistema até o tamanho desejado, realiza-se o DMRG-finito, etapa que
ird melhorar a convergéncia da energia do estado fundamental. Nesse ponto, o sistema
¢ composto por dois blocos B(L/2 — 1,m) e dois sitios. Mantendo o tamanho do sis-
tema fixo, o bloco da direita é crescido por um sitio e, como no procedimento da parte
infinita, encontra-se o estado fundamental deste super-bloco, calcula-se a matriz de den-

sidade reduzida e determina-se a base com os m maiores valores realizando, em seguida,
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B(1,d)
(D B(l,m)

—— BA(1+1,md) (bloco aumentado)
' I
Bsup(2(1+1),m?d?) (super-bloco)

TRUNCAGEM

E— BA[1+ ]_ ,m) (bloco aumentado truncado)

B(1,d)
(1) B(1+1,m)

Figura 9 — Esquematizagdo do DMRG-infinito. (I) O super-bloco By,, é construido e, a
partir de sua diagonalizagao, a base do bloco aumentado B4 (l+ 1, md) é trun-
cada Ba(l + 1, m). (II) Usando o bloco aumentado truncado obtido do passo
anterior, um novo super-bloco é construido e repetem-se os passos até atingir o
tamanho desejado para o sistema. Fonte: adaptado de (SCHOLLW6CK, 2011).

a renormalizacao do super-bloco. Enquanto isso, o bloco da esquerda é decrescido por um
sitio e nada ¢é feito nele, este bloco é recuperado da memoria de passos anteriores. Esse
procedimento é repetido até que o bloco reduzido seja constituido por apenas um sitio e,
entao, inverte: o bloco da direita é decrescido enquanto o bloco da esquerda é crescido
e tem sua base truncada. Além do Hamiltoniano do super-bloco, todos os operadores de
observaveis de interesse sao projetados na base truncada em cada passo. A convergéncia
da energia pode ser atingida com poucos sweeps. Uma esquematizagao desse procedimento

é mostrada na Figura 10.

3.2 Precisao da truncagem

O erro acumulado a cada truncagem do sistema realizada ¢ dado por
€t = Z )\i, (36)
i>m
onde \; corresponde aos autovalores da matriz densidade reduzida pg que foram excluidos

na truncagem. O ideal é que esse erro seja muito pequeno ¢, < 1.

Um fator muito importante que tem efeito direto na precisdo da truncagem é
a quantidade de emaranhamento entre os blocos aumentados do sistema. Um sistema
descrito por um estado puro de muitos corpos composto de duas subpartes, ' e D, pode

ser decomposto por meio da decomposicao de Schmidt como

©) = 3"\ Nilens) @ 16p.), (3.7)
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| bloco da esquerda |—‘—‘—| bloco da direita |
|—‘—‘—| G (crescido) |

Figura 10 — Esquematizacao do DMRG-finito. O sistema ¢ iniciado com dois blocos e dois
sitios obtidos na parte infinita. Mantendo fixo o tamanho do sistema, o bloco
da direita é crescido de um sitio de cada vez, enquanto o bloco da esquerda é
descrido de um sitio, até que o bloco da esquerda seja composto por apenas
um sitio. Entao, inverte até atingir a extremidade da direita e, novamente,
inverte crescendo o bloco da direita até o sistema voltar a configuracao inicial.
Fonte: adaptado de (SCHOLLW6CK, 2011).

sendo |¢p;) e |¢pp) elementos das bases ortonormais das partes £ e D, respectivamente.

Aqui, o \; representa todos os auto-valores da matriz de densidade reduzida
pr/p = Trg/p [WXV| = Z AiloE/p,iXPE/D,il (3.8)

e obedece a relagao Y ; \; = 1.

Para um estado representado pelo produto dos estados de cada subparte, tem-
se que Ay = 1 e )\, =0,V i # 1 e nao hd emaranhamento entre as subpartes. No
entanto, quanto maior o emaranhamento entre as subpartes, mais termos sao usados para
a representacao do estado do sistema via decomposicao de Schmidt, ou seja, é necessario
que se use mais autovalores da matriz densidade, pois, se excluidos, o erro acumulado
aumenta. Assim, para que se obtenha uma boa precisao retendo poucos estados no célculo
DMRG ¢ preciso que o emaranhamento entre as subpartes seja pequeno. Felizmente, para
Hamiltonianos com interagoes de curto alcance, o emaranhamento entre as subpartes é
baixo e uma grande precisao ¢ alcancada, fato garantido pela lei de drea que limita o
emaranhamento de Hamiltonianos “locais”. (EISERT; CRAMER; PLENIO, 2010)
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3.3 Medidas de valores esperados

Apos a convergéncia do sistema com a parte infinita e os sweeps, pode-se realizar
medidas de valores esperados de observaveis locais usando o estado fundamental do super-

bloco da seguinte forma:
(A(4)) = (ol A()[o), (3.9)

dado que A(7) foi escrito na mesma base do Hy,,p em cada sitio do sistema a cada passo.

3.4 DMRG dependente do tempo

Para o estudo da evolucao temporal, utilizamos o algoritimo desenvolvido por
White e Feiguin, valido para sistemas unidimensionais com interagoes de primeiros vizi-
nhos. (WHITE; FEIGUIN, 2004) Obtendo o estado fundamental do sistema a partir do
DMRG finito, o algoritimo é capaz de simular a evolugao temporal desse estado seguindo
uma dindmica regida por um Hamiltoniano diferente daquele do estado fundamental. Para
isso, o operador de evolucdo temporal U = e~ é reescrito de forma aproximada pela
decomposicao Suzuki-Trotter para um intervalo de tempo pequeno 7 e a base do bloco

¢ modificada a cada passo temporal usando o estado instantaneo no calculo da matriz
densidade reduzida. (CHIARA et al., 2008)

Considerando um Hamiltoniano escrito na forma H = Hy + Hy+---+ Hy_1, onde

H; inclui termos de interacao entre os sitios [ e [ 4+ 1,tem-se que

p—tHT _ —i(Hi+Hat+Hp 1)r 4 e T2 L pmiHL T (3.10)

onde a desigualdade corresponde a aproximacao de primeira ordem da decomposicao de
Trotter e, se usada na evolucao temporal, implicara um erro vindo da nao comutagao dos
Hamiltonianos de interacao. Porém, reescrevendo o Hamiltoniano em interagoes pares e
impares, H = Hipmpar + Hpar, onde Hippor = Hi + Hg + -+ € Hpgp = Hy + Hy 4 -+ €
usando o fato de que os termos de Hiy,p,, comutam entre si e os termos de H,,, também,

a aproximacao de segunda ordem da decomposicao de Trotter fica:

—iHT

H; H,
Himvar . . impar
e ~ et Per r —iHparT ,—i—320T (3 11)

2 e e )

e o erro acumulado é reduzido. (SCHOLLW6CK, 2011)

Em um procedimento semelhante ao DMRG finito descrito anteriormente, realizam-

—iHT ¢ aplicado

se sweeps no sistema onde a cada passo, o operador de evolucao temporal e
ao estado do sistema no momento em que os sitios [ e [+ 1 correspondem aos sitios livres.
Apo6s isso, o espaco de Hilbert do sistema é renormalizado de acordo com o DMRG-
finito e o estado é, entdao, modificado usando o método de predicao de estado de White.
(WHITE, 1996) A precisdo do t-DMRG decai com o tempo, pois hd um erro acumulado

na decomposicio de Suzuki-Trotter de segunda ordem, da ordem de 73.
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4 Resultados: Dinamica de nao-equilibrio em

sistemas interagentes 1D

Este capitulo é dedicado aos resultados dos estudos da dindmica que se segue
apos a realizagado de um quench local que acopla uma impureza magnética a uma cadeia

metalica interagente e a um modo zero de Majorana.

4.1 Modelo

A fim de estudar o modo zero de Majorana, um ponto quantico é acoplado a um
supercondutor topoldgico e a uma cadeia metalica interagente. Esse sistema corresponde
a jungao supercondutor topolégico-ponto quantico-cadeia metélica (TSC-QD-LL) que foi
descrito na secao 2.4. O estudo foi realizado para o sistema com L = 48 sitios no total,
sendo o modo zero de Majorana o primeiro sitio, a impureza o segundo sitio e os Lp = 46

sitios formando a cadeia metéalica a direita do ponto quantico.

E, para comparagao, estudamos o acoplamento de um ponto quantico a duas ca-
deias metdlicas interagentes. Esse sistema foi estudado em detalhes anteriormente (BRA-
GANCA et al., 2021), mas obtemos novamente os resultados aqui. Esse sistema corres-
ponde a juncao cadeia metdalica interagente-ponto quantico-cadeia metdlica interagente
(LL-QD-LL) dado pelo seguinte Hamiltoniano

H = Hp" + H™ + HE" + H*?, (4.1)

onde as cadeias sao descritas pelos Hamiltonianos H é?p dados pela Equagao 2.1 (H ]ng
para a cadeia da esquerda/direita) com preenchimento 1/4 e ¢ = 1, o ponto quéntico é
descrito pelo H%! dado pela Equacio 2.18 com ¢; = —U/2 e o acoplamento é dado por

H%°P que corresponde ao primeiro termo do Hamiltoniano da Equacao 2.19, ficando

HP = —1 ) (cilac% + h.c) — 15y (CTHUCOU + h.c) : (4.2)

e [

sendo t] (t5) o hopping entre a cadeia da esquerda (direita) e o ponto quantico, o indice
0 no operador ¢ indica o sitio do ponto quéntico, o indice —1 no operador ¢/ indica o
primeiro sitio da cadeia da esquerda e o indice +1 no operador ¢ indica o primeiro sitio

da cadeia da direita. Na Figura 11, o sistema é representado esquematicamente.
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Figura 11 — Esquematizacao do sistema hibrido LL-QD-LL. O ponto quantico ¢ acoplado
pela esquerda a uma cadeia metélica interagente pelo parametro ¢ e, pela
direita, acoplado a outra cadeia por t,. Fonte: prépria.

4.2 Quench e método

Primeiramente, preparamos o estado inicial da forma

[Wo) = [70) ® 1) ©[|GSLL), (4.3)

onde |7g) é o modo zero de Majorana, |1) é o estado do ponto quantico preparado segundo
o Hamiltoniano H%! com um tnico elétron com spin no sentido +z e |GSrz) é o estado
fundamental do Hamiltoniano H**. Em seguida, deixamos o estado evoluir segundo o
Hamiltoniano da Equagao 2.17, o que corresponde a ligar os acoplamentos t' e V no
tempo 7 = 0. Assim, podemos investigar os efeitos do modo zero de Majorana e das

interagOes nas cadeias metalicas sobre o ponto quantico.

De forma equivalente, para o estudo do sistema LL-QD-LL, prepara-se o estado

inicial da forma

Vo) = |GSe) @ 1) @ [GSD), (4.4)

onde |GSg/p) é o estado fundamental do Hamiltoniano H éf[) para a cadeia metdlica da
esquerda/direita e |T) é o estado do ponto quantico preparado segundo o Hamiltoniano
H4" como no sistema TSC-QD-LL. E, em seguida, o estado do sistema evolui segundo o
Hamiltoniano da Equacao 4.1, o que corresponde a ligar os acoplamentos t] e ), no tempo
7 = 0. Entao, investigamos os efeitos das interagoes nas cadeias metalicas sobre o ponto

quantico.

O estado inicial é preparado via DMRG estatico e a dindmica pos-quench é obtida
por DMRG dependente do tempo. Ambas metodologias foram previamente descritas no
Capitulo 3. Os resultados numéricos foram obtidos usando a decomposicao Suzuki-Trotter
de segunda ordem com passo de tempo dr = 0.05, o que manteve o erro da evolugao
temporal da ordem de até 107°. O ntimero de sweeps usado no calculo do estado inicial
foi de 3 a 10 sweeps para o sistema TSC-QD-LL e 15 sweeps para o sistema LL-QD-LL.
O erro na preparacao do estado inicial foi da ordem de até 1072. A dimensdo méaxima do
sistema DMRG foi m = 64.
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4.3 Resultados

O estudo foi realizado para diferentes valores de interagao U nas cadeias, diferentes

valores de interacao no ponto quantico, Uy, e diferentes valores de acoplamentos, ¢’ = t] =
theV.

4.3.1 Efeitos no bulk

Nessa secao, queremos investigar a existéncia de algum efeito do Majorana sobre
o bulk (cadeias interagentes). Assim, construimos graficos de observaveis locais ao longo

da cadeia para cada tempo.

Na Figura 12, os resultados de t-DMRG sao mostrados para a magnetizacao local,
m; (1) = (V;(7)][S?|W;(7)), em funcdo do sitio, i, e do tempo, 7, apds o quench onde o
ponto quantico é acoplado ao modo zero de Majorana e a cadeia, no caso do sistema TSC-
QD-LL, e acoplado as duas cadeias no caso do sistema LL-QD-LL. A unidade do tempo
7 é sempre dada em unidades de 1/t, sendo t o pardmetro de hopping ao longo da cadeia
metdalica. Nesses graficos, os parametros usados foram: t' = 0.5, V = 0.5, t| = t;, = 0.5,

t=1,U=24,6e8 eg=-35eU;=T.

Apos a realizagao do quench local, 7 > 0, a propagacao da perturbacao pela cadeia
é limitada por um cone de luz como discutido no Capitulo 1. Diante desses graficos,
fica claro que o quench gera perturbagoes que produzem variagoes na magnetizacao que
se propagam ao longo das cadeias desde o sitio do ponto quéantico gerando cones de
luz efetivos para ambos os sistemas estudados. A partir da inclinacao de suas bordas
calculamos a velocidade de propagacao do observavel. As velocidades estimadas para
a propagacao da magnetizacao local pelas cadeias podem ser vistas na Figura 12. As
velocidades nao parecem depender do sistema. Além disso, essa velocidade depende do

valor de interacao nas cadeias, ela aumenta a medida que o valor de U diminui.

A Figura 13 também mostra cones de luz para o bulk, mas dessa vez para a variagao
de carga local Ap;(7) = (V;(7)|n:| V(7)) — (¥;(0)|n;|¥;(0)). Nesse caso, as velocidades de
propagacao da perturbacao nao dependem do valor de U e sao as mesmas para ambos os

sistemas sendo v ~ 2.

A comparacao entre os resultados da Figura 12 e da Figura 13 revela o efeito
da separacao spin-carga, um resultado esperado para o modelo de Hubbard (KOREPIN;
RODITI, 2000): a velocidade de propagagao da carga depende da interagao na cadeia, en-
quanto que a velocidade da magnetizacao nao depende. Apesar de ser um efeito conhecido,
nao ¢é facilmente visto na dinamica e os cones de luz entregam um resultado bonito com
clara visualizacao desse efeito. Além disso, a observacao desse efeito em nossos resultados

reforga a validade e precisao dos nossos calculos.
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Figura 12 — Magnetizagao local em funcao do sitio, i, e do tempo, 7, apds o quench de
acoplamento. Na primeira coluna, o sistema LL-QD-LL e, na segunda, TSC-
QD-LL. Os parametros fixos foram: Uy = 7, o hopping nas cadeias 1 e valores
de hibridizagao 0.5. Nas linhas, as interagoes nas cadeias interagentes sao,
de cima para baixo, U = 2,4,6 e 8. A linha em vermelho é a inclinacdo dos
cones de luz e, a linha preta, o valor em 7 onde a inclinagdo corta o tempo
7 = 15. A velocidade da propagacao da perturbagao ¢é inscrita ao lado de
cada inclinacao dos cones.

Apesar da velocidade de propagacao de carga e spin depender apenas dos parame-
tros de Hubbard, parece haver algum efeito do acoplamento com o MZM sobre a forma
das propagacgoes. Como exemplo, apresentamos, na Figura 14, um corte no cone de luz
de carga, a tempo fixo 7 = 8, ou seja, observamos variagao de carga em funcao dos sitios
na cadeia metalica da direita. No sistema LL-QD-LL, observamos um pulso bem definido
em torno do sitio ¢ = 16, enquanto os demais sitios da cadeia tém uma variacao de carga
proxima de zero. J4 no caso TSC-QD-LL, além do pulso que define o cone de luz, ha
outros pulsos de carga mais proximos do QD. Este resultado numérico ainda precisa ser
mais analisado e comparado a expressoes analiticas, mas procuramos identificar efeitos do
MZM sobre a funcao de onda de muitos corpos que descreve todo o sistema interagente.
Nas préximas se¢oes, mostraremos que o MZM gera importantes efeitos em observaveis

locais no QD.
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Figura 13 — Variacao da carga local em funcao do sitio, i, e do tempo, 7, apds o quench de
acoplamento. Na primeira coluna, o sistema LL-QD-LL e, na segunda, TSC-
QD-LL. Os parametros fixos foram: U; = 7, o hopping nas cadeias 1 e valores
de hibridizagao 0.5. Nas linhas, as interagoes nas cadeias interagentes sao,
de cima para baixo, U = 2,4,6 e 8. A linha em vermelho é a inclinagdo dos
cones de luz e a linha preta corta o sitio © = 20. A velocidade da propagacao
da perturbacgao é inscrita ao lado de cada inclinagdo dos cones.

4.3.2 Magnetizacdao no ponto quantico

Nessa secao, os resultados de t-DMRG para a evolugao temporal de observaveis
locais no sitio do ponto quantico sao mostrados. A Figura 15 mostra a magnetizacao
mo(7) = (V;(7)|S?|W;(7)) apds o quench para véarios valores de U com os seguintes para-
metros fixos: Uy =7, V =t =t} =t}, = 0.50 (os resultados sao semelhantes para outros
valores de Uy, V' e t’). Analisando os resultados do sistema sem Majorana, LL-QD-LL, ve-
mos que o decaimento da magnetizacao no ponto quantico fica mais rapido a medida que
aumentamos U. Essa dependéncia ja foi vista em um trabalho anterior. (BRAGANCA
et al., 2021) Agora, quando incluimos o Majorana (sistema TSC-QD-LL), o decaimento
parece depender menos de U. Esse resultado serd explorado em mais detalhes na proxima
subsecao 4.3.2.1.

Da Figura 16, onde a magnetiza¢ao no ponto quantico foi plotada no tempo para
dois valores diferentes U, e demais pardmetros fixos, vemos que para um dado valor de U,

a magnetizacao decai mais rapidamente para maiores valores de U; em ambos os sistemas.



50 Capitulo 4. Resultados: Dinamica de ndo-equilibrio em sistemas interagentes 1D

0,06 — — —
L U7 e TSC-QD-LL
005 U=z —a LL-QD-LL

=8,

Api(T

Figura 14 — Comparacao da variagdo de carga local, Ap; em funcao do sitio, ¢, para o
tempo 7 = 8 apds o quench de acoplamento. Os parametros fixos foram:
U=7,U=2eV =t =t =1, =0.50.
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Figura 15 — Magnetizagdo no ponto quéantico, my, em fun¢ao do tempo, 7, apds o quench
de acoplamento, para diferentes valores de interagao nas cadeias interagentes:
U = 2,4,6 e 8. Os parametros fixados foram: V =t =t} = t, = 0.50 e
Uy = 7. No primeiro painel, o sistema LL-QD-LL e, no segundo, o TSC-QD-
LL.

Resultado também j4 visto no trabalho anterior. (BRAGANCA et al., 2021) Quanto maior
Uy, mais a ocupacao de carga no ponto quantico é proximo de 1, entao entramos mais

dentro do regime Kondo.

4.3.2.1 Comparacdo com resultados analiticos

Buscando entender melhor o efeito do Majorana sobre a magnetizagao das cadeias
interagentes, expressoes analiticas para a magnetizacao no ponto quéantico foram obtidas
por meio de uma abordagem da teoria de campos. * O modelo usado para o sistema TSC-

QD-LL assume que os graus de liberdade do bulk do TSC foi integrado fora e considera

1 Os resultados analiticos foram obtidos por Moallison F. Cavalcante e Rodrigo G. Pereira.


http://lattes.cnpq.br/6810058806032160
http://lattes.cnpq.br/9293110312400359
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Figura 16 — Magnetizacdo no ponto quéantico, mg, em fun¢do do tempo, 7, apds o quench
de acoplamento, para diferentes valores de interacao no ponto quantico: Uy =
7 e 10. Os parametros fixados foram: V =t =) =, =0.50 e U = 4. No
primeiro painel, o sistema LL-QD-LL e, no segundo, o TSC-QD-LL.

apenas um modo zero de Majorana na borda que acopla-se a apenas um spin. Além
disso, os niveis de energia mais altos do ponto quéntico sao integrados fora e considera-se

somente ocupacao simples. O Hamiltoniano fica sendo dado por

H=H;,+Hg+ Hy, (4.5)
Hy = JgSo - 01%01, (4.6)
Hy = iJyy ChSS— + 1Sy + (ciT + clT)S(ﬂ , (4.7)

onde Hi ¢ o Hamiltoniano Kondo e H); ¢ o Hamiltoniano da interacdo do Majorana
com o ponto quantico. O operador Sy = CB%CQ é o operador de spin no ponto quantico e

Jy = é‘/t’ . Os demais pardmetros, €4, V e t', correspondem aos mesmos ja descritos.

Para 7 > 0, a magnetizacao no sistema TSC-QD-LL é dada por

e para o sistema LL-QD-LL,

1 D E 1
mO(T) ~ 5 — U731n7' -+ @47_[{;17_1 + F, (49)

sendo A, B,C, D, E e F constantes nao-universais.

Os termos In 7 presentes nas duas equagdes acima vém do efeito Kondo. A diferenca
entre as duas esta nos termos de leis de poténcia, que dependem de U através de K. Esses

termos comportam-se de formas diferentes em cada expressao, crescendo no tempo para o
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sistema com Majorana e decrescendo para o sistema sem Majorana. Na Figura 17, onde as
equagoes acimas estao plotadas, podemos observar que a magnetizagao do ponto quantico
decai mais rapidamente no tempo para o sistema com Majorana do que para o sistema

sem Majorana.

0,55

0,45 -

Mg

04

— TSC-QD-LL
035 —— LL-QD-LL

o3l 1

Figura 17 — Expressoes analiticas para a magnetizag¢ao no ponto quantico, mg, em funcao
do tempo, 7, para 7 >> 0. Na curva em vermelho, a Equacao 4.8, que cor-
responde ao sistema TSC-QD-LL e, na curva em preto, a Equacao 4.9, que
corresponde ao sistema LL-QD-LL.

Na Figura 18, a comparacao da magnetizacdo na impureza para os dois sistemas
para diferentes valores de U e Uy e V' fixos é mostrada. Esses resultados numéricos de
t-DMRG sao os mesmos da Figura 15, mas agora comparando os sistemas para cada U.
Observamos que a magnetizacao decai mais rapidamente para o sistema com Majorana nos
casos de U = 2,4 e 6, se comparada ao sistema sem Majorana, o que nao acontece para o
valor de U = 8. E, comparando com as expressoes analiticas no grafico da Figura 17, temos
que o comportamento qualitativo é como esperado. Faremos ajustes mais detalhados no

futuro.

Nos painéis da Figura 19, temos alguns ajustes das expressoes analiticas sobre
os resultados numéricos de t-DMRG com Uy = 7, U = 4 (K. = 0,71) e V = 0.5. Os
parametros ajustados foram: A =3,14+0,1, B=—-05+0,1e C =0,017+0,003 para a
Equacao 4.8 (com Majorana) e D =4,5+0,1, E=-7,0+£0,3 ¢ FF =0,13+0,01 para
a Equagao 4.9 (sem Majorana). Nao obtivemos um ajuste tdo bom da curva do sistema
LL-QD-LL, por outro lado o sistema TSC-QD-LL ajustou bem. Contudo, esses ajustes

ainda sao preliminares.

Por fim, uma diferenca importante que observamos entre os casos numéricos e
analiticos sao as oscilagoes e, além disso, o acoplamento do Majorana gera oscila¢oes com
maiores frequéncias. Essa diferenca acontece porque, no resultado analitico, nés integra-
mos fora os casos em que a impureza esta vazia ou duplamente ocupada. No resultado

numeérico, nés tratamos o modelo de forma mais geral. Isso sera investigado na subse-
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Figura 18 — Magnetizagdo no ponto quéntico, mg, em fungao do tempo, 7, apds o quench
de acoplamento. Os parametros fixados foram: V =t = t] = t, = 0.50 e
Uy = 7. Comparagao entre os sistemas TSC-QD-LL (curvas em vermelho) e
LL-QD-LL (curvas em azul) para diferentes valores de interacao nas cadeias
interagentes: U = 2,4,6 e 8.
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Figura 19 — Magnetizag¢do no ponto quéantico, mg, em fun¢do do tempo, 7, apds o quench
de acoplamento. Os pardmetros dos dados numéricos (curvas em preto) sao:
Ui=T7T,U=4eV =t =1t] =t, =0.50. As curvas em vermelho representam
os ajustes da Equacao 4.8 e da Equacao 4.9. No primeiro painel, o sistema
LL-QD-LL e, no segundo, o TSC-QD-LL.

¢ao 4.3.3.1.

4.3.3 Ocupacdo no ponto quantico

Resultados de t-DMRG para a ocupagao no ponto quantico p = (W,;(7)|n;|V;(7))
apos o quench é mostrada na Figura 20. Os parametros usados foram U; = 7, V =
t' =t} = t, = 0.50 (os resultados sdo semelhantes para outros valores de Uy, V' e t').

Observamos que a ocupacao parece depender do valor U assumindo menores valores para



54 Capitulo 4. Resultados: Dinamica de ndo-equilibrio em sistemas interagentes 1D

U’s menores. Essa dependéncia, que é clara no sistema LL-QD-LL, é mais sutil no sistema
TSC-QD-LL. Podemos ver que, em todas as curvas, a ocupagao é sempre proxima de 1,

mas oscila. E ela é tdo mais proxima de 1 quanto maior for o U.
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Figura 20 — Ocupacao no ponto quantico, pg, em fungdo do tempo, 7, apés o quench de
acoplamento, para diferentes valores de interacao nas cadeias interagentes:
U = 2,4,6 e 8. Os pardmetros fixados foram: V =t = t| = t, = 0.50 e
Uy = 7. No primeiro painel, o sistema LL-QD-LL e, no segundo, o TSC-QD-
LL.

Na Figura 21, temos a ocupagao no ponto quantico em fun¢ao do tempo para valo-
res diferentes de U;. Observamos nesses graficos que a ocupagao assume um valor maior e
mais proximo de 1 quanto maior for o valor de Uy, em ambos os sistemas. Aqui, podemos
observar também que as oscilagoes diminuem quando aumentamos Uy e as amplitudes de

oscilagbes sao maiores no sistema com Majorana.
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Figura 21 — Ocupacao no ponto quantico, pg, em funcao do tempo, 7, apds o quench de
acoplamento, para diferentes valores de interagdo no ponto quantico: U; = 7
e 10. Os parametros fixados foram: V =t = ¢, = t, = 0.50 e U = 4. No
primeiro painel, o sistema LL-QD-LL e, no segundo, o TSC-QD-LL.

Finalmente, na Figura 22, a ocupacao ¢ comparada entre os sistemas. Esses re-

sultados sao para Uy = 7, V = 0.50 e U = 2,4,6 e 8. Reforcamos a discussao ja feita,



4.3. Resultados 55

a amplitude das oscilagbes é maior no sistema TSC-QD-LL em comparacao com o LL-
QD-LL, além disso as oscilagoes parecem ter um periodo bem definido que depende de
U. Buscando entender melhor essas oscilagoes e, dado que essas oscilagoes nao apare-
cem no resultado analitico, faremos uma anélise exata do sistema composto apenas por

Majorana-QD na se¢ao seguinte.
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Figura 22 — Ocupacao no ponto quantico, pg, em fungdo do tempo, 7, apds o quench
de acoplamento. Os parametros fixados foram: V =t =t| = t, = 0.50 e
Uy = 7. Comparagao entre os sistemas TSC-QD-LL (curvas em vermelho) e
LL-QD-LL (curvas em azul) para diferentes valores de intera¢ao nas cadeias
interagentes: U = 2,4,6 e 8.

4.3.3.1 Resultado exato: Majorana-QD

Com o objetivo de investigar as oscilagoes presentes nos resultados do sistema
TSC-QD-LL, realizamos um estudo do sistema Majorana-QD, um sistema hibrido de um
Modo Zero de Majorana com um ponto quantico, por meio da diagonalizacao exata visto
que trata-se de apenas dois sitios. Similarmente ao TSC-QD-LL, realizamos um quench
correspondente ao acoplamento de um ponto quantico a um modo zero de Majorana. O

Hamiltoniano do sistema é dado por
H = H%" g™ (4.10)
com U
H® = —%(m +ny) + Ua(nyny),  n, = cleo, (4.11)

onde H%' ¢ o Hamiltoniano do ponto quantico (o mesmo da Equacio 2.18 com ¢; =
—Uy/2), e H™ é o Hamiltoniano de interacido entre o modo zero de Majorana e o ponto
quantico que é dado por

H™ = iVy(er + ), (4.12)



56 Capitulo 4. Resultados: Dinamica de ndo-equilibrio em sistemas interagentes 1D

sendo V', o parametro que acopla o Majorana com o ponto quantico; -4, o operador de
Majorana; e ¢4/ CL os operadores de aniquilagao/criacao. Usamos v = (¢4 + CD, de forma

que o Hamiltoniano total é um Hamiltoniano de dois sitios
H=1® H* +iV|(c; +cl) ® (e + )], (4.13)

sendo 1 uma identidade 4x4.

Primeiro, preparamos o sistema no estado fundamental |¢)(0)) do Hamiltoniano da
Equacao 4.10 fazendo V' = 0 com a energia sendo dada por Hy|(0)) = Ep|¢(0)) e, em

seguida, o sistema foi evoluido com V' # 0 para tempo 7 > 0 da seguinte forma

(7)) = e[y (0)), (4.14)

com Hyle;) = Ejle;), onde |¢;) sao os auto-estados de Hy com energia ¢;.

O Hamiltoniano final é degenerado, com apenas duas energias distintas que sao

_ Wa/2ty (;]d/2)2+4v2 e By = —Ua/Dty éUd/2)2+4V2. ParaU;=6eV = 0.5,

por exemplo, temos F; = —3.0811 e Fy = 0.0811 com gap de energia AE ~ 3.16.

dadas por E; =

O resultado do calculo exato para a evolugao temporal da magnetizacdo no ponto
quantico é apresentada na Figura 23. No primeiro painel, fixamos U; = 6 e comparamos
diferentes valores de V' e, no segundo painel, fixamos V' = 5.0 e comparamos diferentes
valores de Uy. Observamos que a amplitude das oscilagoes esté relacionada aos parametros
Uy e V. Podemos diminuir a amplitude, diminuindo a amplitude do acoplamento do

Majorana com o QD e aumentando a intensidade da interacao no QD.

Para a magnetizacdo com Uy = 6 e V = 0.5, como pode ser visto no grafico da
Figura 23, obtemos que a frequéncia da oscilagdo é w ~ 3.14, o que é bem proximo ao
gap de energia que calculamos previamente para esses mesmos parametros AFE ~ 3.16.
A diferenca entre a frequéncia e o gap esta apenas na precisao do calculo da frequéncia,
que depende do passo de tempo da evolugao temporal. Importante ressaltar que, no re-
sultado numérico, temos o decaimento da magnetizacao, pois temos a cadeia interagente
no sistema que absorve essas oscilagoes, isso nao acontece no resultado exato visto que

tratamos de um sistema hibrido Majorana-QD.

Na Figura 24, temos o resultado exato do sistema Majorana-QD para a ocupagao
no ponto quantico em fungao do tempo (curva em preto) sendo comparado aos resultados

numéricos (demais curvas). Esse gréafico corresponde aos pardmetros: U; =7 e V = 0.5.

A partir das curvas, calculamos o periodo das oscilagoes: T = 1.733 para o caso
exato; T = 2.45 para U = 2; T = 2.20 para U = 4; T = 2.05 para U = 6 e; T" = 2.00
para U = 8. O resultado exato possui energias £y ~ —3.57 e Ey ~ —0.07 com o gap de
energia sendo AE ~ 3.64. Considerando que w = AFE, calculamos o periodo T = 27/w

e obtemos T ~ 1.73, o que concorda com o periodo obtido a partir da curva do grafico.
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Figura 23 — Resultado exato da magnetizacdo no ponto quantico, S,,, em funcao do
tempo, 7, apds o quench para o sistema Majorana-QD. No primeiro painel,
Uy = 6 e diferentes valores de V' e, no segundo painel, V' = 0.5 e diferentes

valores de Uj.

Vemos que a frequéncia de oscilagao depende de U, o que faz sentido pois o Hamiltoniano

muda, as energias mudam e, entdo, a frequéncia também muda. Ainda assim, a oscilagao

parece ser dominada pelo acoplamento Majorana-QD.
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Figura 24 — Ocupacao no ponto quantico, pg, em funcao do tempo, 7, apds o quench de
acoplamento. As curvas pontilhadas correspondem aos resultados numéricos
do sistema TSC-QD-LL para diferentes valores de interagao nas cadeias in-
teragentes: U =2,4,6 e 8com Uy =Te V =t =t =t, = 0.50. A curva em
preto corresponde ao resultado exato do sistema Majorana-QD com Uy = 7

e V =0.50.
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Conclusao

Nos investigamos uma possivel assinatura do Majorana e, para isso, consideramos
o quench de acoplamento de um ponto quantico a um modo zero de Majorana e a uma
cadeia metalica interagente descrita pelo modelo de Hubbard. Para comparacao, estuda-
mos também o quench de acoplamento de um ponto quantico a duas cadeias metalicas
interagentes. No6s estudamos o modelo por meio de célculo numérico via grupo de re-
normalizagao da matriz densidade dependente do tempo (t-DMRG) e comparamos com

resultados analiticos obtidos via teoria de campos.

Nos observamos a separacao spin-carga e a formacgao de cones de luz com velocida-
des de propagagao da magnetizacao e carga apdés o quench que nao parecem depender do
sistema. Apesar da velocidade ser a mesma nos dois sistemas, observamos que o Majorana

parece causar algum efeito no bulk, porém ainda sao resultados preliminares.

Considerando observaveis locais no ponto quéantico, vimos que o decaimento da
magnetizacao fica mais rapido com o aumento da interacdo na cadeia para o sistema
sem Majorana. No sistema com Majorana, o decaimento parece depender menos dessa
interacao. Algo semelhante foi observado para a ocupacao no ponto quantico, o sistema
sem Majorana possui clara dependéncia com a interacao na cadeia, enquanto que, para o

sistema com Majorana, essa dependéncia é mais sutil.

Os resultados analiticos indicam que a magnetizagao local no ponto quantico decai
mais rapidamente para o sistema com Majorana se comparado ao sistema sem Majorana.
E, comparando os resultados numéricos as expressoes analiticas, vimos que o comporta-

mento qualitativo é como esperado.

Observamos oscilagoes nas observaveis locais com amplitudes significativamente
maiores no sistema com Majorana. Através de um estudo exato do sistema hibrido de
um Majorana acoplado a um ponto quéntico, obtivemos que essas oscilagdes parecem ser

dominadas pelo acoplamento Majorana-QD.

Pretendemos finalizar o trabalho em um futuro préximo, incluindo comparacoes
mais precisas entre os resultados analiticos e numéricos. Procuramos conjuntos de para-

metros que reduzem as oscilagoes para ajustes mais precisos entre as curvas.
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