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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solu¢des positivas para a equagdo de Schrodin-

ger nao autdonoma:
—Au+V(x)u=f(u), uc H'(RY),

onde V € um potencial continuo e f € uma fun¢do continua nio linear. Assumindo apropriadas
condi¢des sobre f e V e usando uma abordagem variacional, aplicamos a técnica “The
Monotonicity Trick” para limitar sequéncias de Palais-Smale e com um argumento de Splitting

provamos a existéncia de uma solugd@o positiva para a equacao.

Palavras-chave: Equacdo de Schriédinger; Principio Variacional de Ekeland; Geometria do
Passo da Montanha; Sequéncia de Palais-Smale; Splitting; “The Monotonicity Trick”.



Abstract

In this work, we study the existence of positive solutions for the non-autonomous Schro-
dinger equation:
—Au+V(x)u=f(u), uecH'(RN),

where V is a continuous potential and f is a continuous nonlinear function. Assuming appro-
priate conditions on f and V and using a variational approach, we apply the Monotonicity
Trick technique to bound Palais-Smale sequences and using a Splitting argument we prove

the existence of a positive solution for the equation.

Keywords: Schrodinger Equation; Ekeland’s Variational Principle; Mountain Pass Geometry;
Palais-Smale Sequence; Splitting; “The Monotonicity Trick”.
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Introducao

Nesta dissertagdo, estudamos o resultado devido a Jeanjean-Tanaka [17] de existéncia de

uma solucdo positiva para equagdes do tipo Schrodinger da forma
—Au+V(x)u=f(u), ueH RV,

onde N >2, f: R — R é uma fungio continua ndo linear e V : RN — R é um potencial
continuo.

Equacdes desta forma estdo amplamente relacionadas a diversos problemas fisicos e
matemadticos. Por exemplo, as solucdes da equagdo estdo associadas a existéncia de solugdes
estaciondrias para equacdes de Schrodinger ndo lineares da forma

Jo N
iw-=-Ap+Wx)e—g(ol)o, xeRY,
onde W : RY — R é um potencial fixo, g é uma funcéo real apropriada e chamamos de

solucdes estaciondrias as funcdes da forma ¢ : R x RY — C, dadas por

o(t,x) = e"Etu(x)7

comE € R, u:RY — R er e R. Mais detalhes podem ser encontrado em Berestick-Lions
[6].

Se o potencial V € constante, ou seja, se o problema é autonomo, Berestycki-Lions
[6] (para N =1 e N > 3) e Berestycki-Gallouéet-Kavian [5] (para N = 2) forneceram um
resultado de existéncia para uma classe muito ampla de ndo linearidades, onde apenas
condic¢des sobre f perto de 0 e +oo sdo necessdrias. Apresentaremos alguns resultados
sobre os problemas autdnomos, que sdo cruciais para garantir a compacidade das sequéncias
Palais-Smale limitadas.

Em seguida, partiremos para o estudo dos problemas ndo autdonomos. Neste caso, até o

artigo de Jeanjean-Tanaka [17], todos os resultados de existéncia exigiam algumas condi¢des
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globais sobre f, por exemplo, a condi¢ao superlinear global de Ambrosetti-Rabinowitz:
N
Ju>2:0< /,L/ f(t)dt <sf(s), paratodosée€R.
0

Porém, essa condi¢do restringe bastante a classe de fungdes que podem ser utilizadas no
problema. Neste trabalho, assumindo uma condi¢ao de decaimento sobre o gradiente de V,
derivaremos um resultado de existéncia que ndo precisa de condicdes globais sobre f. O
principal resultado desse trabalho diz que, sob determinadas condic¢des, o problema estudado
tem uma solucao positiva. Este resultado serd provado por uma abordagem variacional,
conforme a referéncia citada.

Provaremos que o funcional 7 : H ! (]RN ) — R associado ao problema e definido por

I(u) = %/RN(WMZ +V(x)u?)dx — RNF(u) dx,
é de classe C! e qualquer ponto critico de I é uma solugdo ndo negativa do problema
(posteriormente serd provado que essa solucao € positiva). Veremos também que / tem a
geometria do Passo da Montanha e que, portanto, o Teorema do Passo da Montanha sem
Compacidade implica na existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale no nivel do Passo da
Montanha c para [.

Um passo crucial para obter a existéncia de um ponto critico € mostrar a limitacao de
uma sequéncia deste tipo, o que € desafiador sob nossas hipdteses, visto que nao assumimos,
sobre a ndo linearidade, condi¢des do tipo ndo quadraticidade, Ambrosetti-Rabinowitz ou
variagOes destas, que costumam ser utilizadas para garantir a limitacdo da sequéncia. Para
superar essa dificuldade, usamos uma abordagem indireta desenvolvida no artigo de Jeanjean

[14]. Consideramos a familia de problemas
—Au+V(x)u=Af(u),

para A € [%, 1} , e associamos a estes a familia de funcionais 7, : H'(RY) — R definida por

I () = 1/ (Va2 +v)d)de—A [ Fu)dsx.
2 JrN RV
Utilizaremos uma técnica importante, chamada “The Monotonicity Trick”, que garante
que, dado um intervalo J C R™ e X um espaco de Banach, sob certas condi¢des, para quase
todo A € J, existe uma sequéncia (v,) C X, tal que (v,) é uma sequéncia de Palais-Smale
limitada para o funcional /; . Este resultado, que ja foi utilizado por diversos autores, uma

vez que dd uma forma alternativa de limitar a sequéncia, remete ao truque de monotonicidade
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desenvolvido por Struwe [24, Capitulo 1, Se¢do 7] e pode ser interpretado como uma
generalizacdo do mesmo. De fato, a fim de resolver um problema de minimizacdo com
vinculo, Struwe solucionou uma classe de problemas pertubados por um pardmetro € € (0, 1),
de modo que, quando € — 0, recupera-se a solucdo do problema original. Generalizando este
argumento, JeanJean [14] solucionou uma classe de problemas, pertubados por um parametro
A, para quase todo A € [%, 1].

Desde a publicagdo do artigo de Jeanjean [14], foram obtidos resultados similares que
demonstram a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale limitada para quase todos os
valores de um parametro, aplicados a familias de funcionais com outras invariancias sob
homotopia. Um exemplo disso pode ser encontrado em Szulkin-Zou [25, Teorema 1.1], que
trata de uma situagado do tipo linking.

Mostraremos ainda que os funcionais I; t€m a geometria do Passo da Montanha e,
denotando por ¢, os correspondentes niveis de energia do Passo da Montanha, deduziremos
do artigo de Jeanjean [14] que existe uma sequéncia (4;) C [%, 1} , tal que A; — 1 conforme
J — +eo e que I, tem uma sequéncia de Palais-Smale limitada no nivel Cp,;- Além disso,
provaremos que para todo j € N, essa sequéncia de Palais-Smale converge fracamente para
um ponto critico ndo trivial uj de I .

Em seguida, provaremos que a sequéncia (u;) ¢ limitada, entdo, argumentando como
no artigo de Jeanjean [14], veremos que (u;) é uma sequéncia de Palais-Smale limitada
para /. Para mostrar que (u;) € limitada, precisaremos supor a existéncia de uma fungao
¢ € L*(RM)nw!=(RN), tal que

IxX||[VV (x)| < ¢2(x), VxeRV.

De fato, como (u;) ¢ uma sequéncia de pontos criticos ndo triviais de Iy, usaremos uma
identidade do tipo Pohozaev para derivar a limitagdo de (u;). A dominagdo de |x||VV (x)|
pela funcao ¢2 nos permite aplicar a identidade e limitar o gradiente da sequéncia, com isso
derivamos a limita¢do da sequéncia em H ! (]RN ). Assim, seguiremos um procedimento de
aproximacao para obter uma sequéncia de Palais-Smale limitada para /, em vez de considerar
uma sequéncia de Palais-Smale arbitréria.

Para demonstrar que a sequéncia limitada (u;) converge fracamente para um ponto critico
ndo trivial de /, o problema no infinito desempenha um papel importante, conforme conhecido
desde os trabalhos [19, 20] de Lions. Definindo o funcional L. : H'(R") — R por

Iou) = %/RN(|W|2+x4,<,u2)dx—/]R F(u)dx

N
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Moo = inf{l(u) | u # 0, (Io)'(u) = 0},

onde V., = ‘ ‘lim V (x), provaremos que (u;) tem um limite fraco nio trivial se ¢ < M. Por
X|—>—+too

sua vez, derivaremos que ¢ < ¢. como consequéncia de um resultado geral sobre problemas

autdénomos em RY estabelecido nos artigos [15, 16] de Jeanjean-Tanaka, onde

Co = Inf max I.(y(z)).

Jnf max (v(1))
A grosso modo, foi mostrado em [15, Teorema 1.2] para N =1 e em [16, Teorema (.2] para
N > 2, que, sob suposicdes gerais sobre f, o nivel do Passo da Montanha c.. para L. coincide

com o nivel de menor energia ., com
Feo ={ye C([0,1],H) | 7(0) =0 e L(¥(1)) < 0}.

Além disso, também foi mostrado, nos mesmos teoremas, a existéncia de um caminho
Y € ', tal que

Ioo — DO: (>}
max (W(1)) = Coo = Moo,

com () (x) > 0 para todo x € RN, V1 € (0,1].

A partir disso, utilizaremos o Teorema de Splitting para contornar o problema da falta
de compacidade do R" e obteremos que u j—u#0, com I'(u) = 0, por meio de uma
decomposicdo precisa da sequéncia, como uma soma de pontos criticos transladados, no
espirito dos trabalhos pioneiros [19, 20] de Lions. Como sé exigimos condi¢des fracas
sobre f, em particular, f pode ndo ser de classe C ! e ndo podemos aplicar uma das vérias
decomposi¢des disponiveis da literatura, como feito no artigo de Coti Zelati-Rabinowitz [8],
por exemplo.

Em sintese, provaremos que I é de classe C! e que seus pontos criticos sdo solucdes
ndo negativas para o problema. A partir dai, nosso intuito serd provar que / possui algum
ponto critico ndo trivial. Para isso, trabalharemos com o funcional /;, 0 qual mostraremos
que possui a Geometria do Passo da Montanha e, portanto, possui uma sequéncia de Palais-
Smale no nivel ¢;. Em seguida, provaremos que essa sequéncia € limitada e satisfaz uma
determinada condi¢ao, o que nos permitird concluir que, a menos de subsequéncias, essa
sequéncia converge fracamente para um ponto critico ndo trivial de /. Por fim, mostraremos
que tal ponto € uma solugdo positiva para o nosso problema.

A dissertagdo estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentaremos algumas
defini¢cdes importantes que serdo utilizadas durante todo o trabalho, enunciaremos o Teorema
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do Passo da Montanha sem Compacidade, provaremos que o funcional / € de classe C le que
seus pontos criticos sdo solugdes ndo negativas do problema. No Capitulo 2, apresentaremos
os resultados sobre solucdes de menor energia para problemas autonomos. No Capitulo
3, resolveremos os problemas aproximados, faremos a decomposicao das sequéncias de
Palais-Smale e provaremos a existéncia de uma solugdo positiva e de uma solu¢do de energia
minima para o problema. Além disso, a fim de facilitar a compreensdo do trabalho, alguns
resultados cléssicos, que serdo utilizados ao longo da dissertagdo, podem ser consultados
no Apéndice A, ao final da dissertagdo. Para uma andlise mais detalhada desses resultados,

sugerimos consultar as referéncias correspondentes indicadas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentaremos algumas defini¢des e alguns resultados prelimi-

nares importantes que serdo utilizados durante a dissertacao.

1.1 Teorema do Passo da Montanha sem compacidade

Comecaremos com a definicao de geometria do Passo da Montanha para um funcional
I:X — R, em que X € um espaco de Banach e / € um funcional de classe C I Em seguida,
definiremos uma sequéncia de Palais-Smale e veremos que o Principio Variacional de Ekeland
implica no Teorema do Passo da Montanha sem compacidade, o qual garante a existéncia de
uma sequéncia de Palais-Smale no nivel do Passo da Montanha ¢, desde que a geometria do

Passo da Montanha seja satisfeita.

Definicao 1.1. (Geometria do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banachel : X — R
um funcional de classe C L. Dizemos que I possui a geometria do Passo da Montanha, quando

existem dois pontos vi,vy € X, com v| # vy, tais que, fixando
I'={yeC([0,1],X) | ¥(0) = v1,¥(1) = v2},
temos
(i) vo € HY(RM)\ {0} e I(v2) < 0;
(ii) ¢ = ;2%2}3,’?][ (7(1)) > max{I(vi),1(v2)}.

Chamaremos o valor c de nivel do Passo da Montanha de 1.
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Definicao 1.2 (Sequéncia de Palais-Smale). Seja X um espaco de Banach e I : X — R
um funcional de classe C ', Dizemos que uma sequéncia (u;) C X € uma sequéncia de

Palais-Smale para I se ela satisfaz

sup|I(u)] < +oo e lim I'(u) =0. (1.1)
keN k=t
Em particular, dizemos que uma sequéncia (uy) C X é uma sequéncia de Palais-Smale no

nivel c se ela satisfaz
lim () =c e lim I'(u)=0. (1.2)

k——-o0 k— o0
Definicao 1.3 (Condi¢do de Palais-Smale). Dizemos que I satisfaz a condigdo de Palais-
Smale se toda sequéncia de Palais-Smale possui uma subsequéncia convergente. Em par-
ticular, dizemos que I satisfaz a condi¢do de Palais-Smale no nivel c se toda sequéncia de

Palais-Smale no nivel ¢ possui uma subsequéncia convergente.
Agora, enunciaremos alguns teoremas importantes.

Teorema 1.1 (Principio Variacional de Ekeland). Seja (X,d) um espagco métrico completo e
[: X — (—o0,4o00| um funcional semicontinuo inferiormente. Suponha que I seja limitado

inferiormente, ou seja, in}f{ I(u) > —oo. Entdo, dados € >0 e vg € X, tais que
uc

I(vo) < inf I
(vo) < inf (u) +e,

existe ug € X, tal que:

(a) 1(ug) <1(vo) < inf I(u) +&;

(b) d(vo,ue) < V€

(c) para cadaw € X com w # ug, vale que
I(ug) < I(w) +Ved(ug,w).

Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada no Teorema 1.1 do artigo de Ekeland
[10] tomando A = /€. Para uma versdo mais detalhada em portugués, veja também [23,
Teorema 1.1]. L]

Teorema 1.2 (Teorema do Passo da Montanha sem compacidade). Seja X um espaco de
Banach e I : X — R um funcional de classe C' que possui a geometria do Passo da Montanha.
Entdo, existe uma sequéncia de Palais-Smale (u,) C X no nivel do Passo da Montanha ¢

paral.
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Demonstragdo. A existéncia da sequéncia de Palais-Smale no nivel do Passo da Montanha
segue diretamente do Principio Variacional de Ekeland. Para mais detalhes veja [27, Teorema
1.17] e também [23, Teorema 1.2], observando que toda sequéncia de Cerami € uma sequéncia
de Palais-Smale. ]

1.2 Diferenciabilidade do funcional I

Com o objetivo de aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem compacidade ao
problema
—Au+V(x)u=f(u), uecH'(RN), (1.3)

onde N > 2, f : R — R é uma fungio continua nio linear e V € C(R", R), provaremos que
seu funcional associado ¢ de classe C.

Associamos ao problema (1.3) o funcional / : H' (RY) — R definido por
1
I(u)z—/ (\Vu\Z—FV(x)uz)dx—/ F(u)dx, (1.4)
2 JrN RN

N
onde F(s) = / f(t)dt. Considere em H'(RY) a norma padrio
0

s gy = [ (VP +1) .

Vamos provar que sob as condicdes descritas abaixo, / estd bem definido, € um funcional
de classe C' e qualquer ponto critico de I € uma solu¢do ndo negativa do problema (1.3).

Sobre o termo ndo linear f € C(R™ U {0},R), assumiremos as seguintes condigdes:

(f1) f(0)=0¢e £, (0) definida como lim f(s) existe;

s—0t S
N—+2
(f2) existe | < p< 4eoseN=2¢ 1 <p<Nj2seN23,talquesl_i>rJrr1w%:0;
- f(s)
(f3) lim == =eo.

Como procuramos uma solucao positiva para o problema, vamos estender f para R, de modo
que f(s) =0 para todo s < 0.

Sobre o potencial V € C(RY,R), assumiremos que:
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V1) f1(0) < ap :=info(—A+V(x)), onde 6(—A~+V(x)) denota o espectro do operador
autoadjunto —A+V (x) : H*(RY) — L*(R"), ou seja,

\Vul? +V (x)u® dx
= inf BY

ueH' (RN)\{0} / uldx
RN

(V2) V(x) = Ve € R conforme |x| — +oo;
(V3) V(x) < Vi, para todo x € RY;

(V4) existe uma funcio ¢ € L*(RY)nW=(RY), tal que o VV (x) existe em quase todo
ponto e
X|[VV(x)| < ¢*(x), VxeRY.

Observe que as hipéteses (V}) e (V) implicam que o < V... Veja também que, pela
defini¢do de oy, temos

/N|Vu|2+V(x)u2dx2 |||, para todo u € H. (1.5)
R
A classe de funcdes f : RT — R, definida por

f(s)=s(kilog(s+1)+k),

onde k; e kp sdo constantes positivas apropriadas, fornece exemplos de func¢des que satisfazem
as hipéteses (f1) — (f3). De fato, temos que

f(0)=0-(ki-log(1)+ky)=0-(k; -0+k) =0-kp =0
€ que

log(s + 1
1(0) = tim ) _ jip SIORTDHR) o054 1) 1k

s—0t S s—0t S s—0t

= ky -log(1) +ky =ky -0+ ky = ko.

Portanto, vale (f}). Além disso, como

lim f(s) ~ lim S (k] lOg(S—f— 1) +k2) — lim kq log(s—|— 1) + k>
§——oo §P §—+o0 sP S—s1oo sp—1
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e s s~ ! cresce mais rapido para 4o do que s — (kj log(s+ 1) + k3 ), entéo lirf ]L;) =0.
s—too §

Logo, vale (f2). Por fim, temos que

lim @: tm s(kilog(s+1)+kp) — lim
S+t § §—r+too S S—r+oo

(kilog(s+ 1) +kp) = +oo.

Portanto, vale (f3).
A classe de potenciais V : RY — R, definida por

k3 |x|*

Vi) =A — —
®) I+ [x2B°

. N+2 -
onde A > kj, k3 é uma constante positiva e B > ——, fornece exemplos de potenciais que
satisfazem as hipéteses (V;) — (V4). De fato, podemos escolher k; de modo que

/N \Vul> +V (x)u? dx
R

£i(0)=ky < inf = 0.
* ueH! (RV)\ {0} / ufdx
RN
Portanto, vale (V).
N+2
Além disso, como 3 > % > 1, temos que
, , ks |x|? , ks
lim V(x)= lim A——————== lim A————=AcR.
|0 ®) oo 1H[x]2P ot |x|72 4 |x|2B-2
Portanto, vale (V,).
Temos também que
k3\x|2 N
——— >0, paratodoxcR".
= P
Logo,
k3|x|2 N
Vix) =A— —————5 <A, paratodox e R".
W =A= T s =4 P

Portanto, vale (V3).
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Por fim, para calcular VV (x), usamos a regra da derivagdo do quociente, logo

2 2 2B-2
v () = - 20 fl)+ \i%%'ﬁ(zﬁ xP82x)
x [Zkg(l +[x|%P) — 2Bks ’x|2ﬁ—2|x|2} N [2k3(1 T x[28) — 2Bks|x[2P
(1+x2P)2 (14 [x[26)2
2k3x[1+\x|2ﬁ—l3|x|2ﬁ} 2k3x[1+(1_ﬁ)|x|2ﬁ}
(1+[x|%P)2 (14 [x[2B)2

Assim,

~2ksx [14+(1=B)PP| | 2kl [ 1+ (1= B)lfP |

x[[VV (x)| = |x- (1—}—‘x|2ﬁ)2 - (1_|_’x’2[3>2

Para garantir a existéncia de ¢ tal que |x||VV (x)| < ¢*(x), escolhemos

x|

1+ |xPB

para x € RY e uma constante positiva C suficientemente grande. Dessa forma, temos que

¢(x)=C

2k3]x|? [1+(1—ﬁ)|x|2ﬁ} 5 |x?

X[V ()] < 0% (x) &

(1+ |x[2P)? T I[P
2k |1+ (1= B)LxfP|
& <C2.

1+ |x|2B

Seja
2k [ 1+ (1= B)Jx|
Px):= 1+ 128

Temos que

lim ¢ (x) = 2ks3(1 - ),

e[ oo

isto é, para todo € > 0, existe S > 0, tal que, para todo |x| > S, vale que

10(x)] < 2ks3(1—B) +e.
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Como |¢(x)| é continua em [0, 5], segue do Teorema de Weierstrass, que |¢ (x)| ¢ limitada

em [0,S]. Logo, existe C¢ € R, tal que para todo |x| € [0, S], vale que
9(x)| < Ce.
Tomando Ce = max{2k3(1 — )+ €,Ce}, segue que
1¢(x)| < Ce, para todo |x| > 0. (1.6)

Portanto, escolhendo C? = Cg, temos que |x||VV (x)] < ¢>(x). Provemos que ¢ (x) € L*(RN).
Consideramos a integral

27 _ 2 [x?
/RN|¢(x)| dx=C /}RN1+|x|2ﬁdx'

Em coordenadas esféricas, temos dx = N *ldrdQ, e a integral se torna

c2/ Nla :CZ/ d :cz/ d+C2/ —dr,
o 1472 ' o T+ o 1+2BY e 1T+

para um € > 0 suficientemente pequeno. Quando r — 0, temos 1 4 PP ~ 1, entdo a primeira

integral se comporta como

t
/ rN+]dr,
0

que sempre converge para qualquer N. Para r — oo, temos 1 + 2P ~ P entdo a segunda

integral se comporta como

/+w NHLI=2B gy

€

.~ ™ . . P . N+2
A condi¢do de convergéncia desta integral € que N+ 1—2 < —1, ou seja, f > ~5=.

Portanto, ¢ (x) € L*(RY) se B > N1z Agora, verifiquemos que ¢(x) € whe(RY). Temos
que
m ¢(x)= lim Cx|'P=0 se B>1.

e o0 e —ee

Assim, utilizando o mesmo argumento desenvolvido para obter (1.6), temos que ¢(x) é
limitada se B > 1. Portanto, ¢(x) € L”(R") se B > 1. Além disso, o gradiente de ¢ (x) é
dado por

x (1+[x?P) — Blx*

x| (14 [xPP)3

Vo(x) =
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Observe que ¢ € derivavel no sentido classico, exceto no 0, logo tem derivada fraca. Temos
que
lim [V (x)| = C,

|x|—0

ou seja, para todo € > 0, existe &) > 0, tal que, para todo 0 < x < §, temos
IVo(x)| < C+e. (1.7)

Temos ainda que
lim Vo (x)| =0,

x| =0

para B > 0, isto é, para todo € > 0, existe S > 0, tal que, para todo |x| > S, vale que
IV (x)| < e. (1.8)

Como |V¢(x)| é continua em [8, 5], segue do Teorema de Weierstrass, que |V (x)| é limitada
em [0,S]. Logo, existe Ce € R, tal que para todo |x| € [0, 5], vale que

Vo (x)] < Ce. (1.9)
Assim, tomando Cg = max{C + €,C¢}, segue de (1.7), (1.8) e (1.9) que
V¢ (x)| < Ce, para todo |x| > 0.

Consequentemente, temos que V¢ (x) é limitado para 8 > 0, o que implica V¢ (x) € L™(RY)
nesse caso. Logo, ¢(x) € L2 (RV) nW!=(RY) se B > N2 e >1. Como > 22> 1,
concluimos que a fungdo ¢ (x) estd em L2(RY) nw!=(RY). Portanto, vale (V;).
Provaremos agora um resultado auxiliar, a respeito do infimo do espectro do operador
autoadjunto —A +V (x) : H*(RY) — L2(R"), que serd utilizado para provar que o funcional

¢ de classe C'.

Proposicio 1.1. Dada uma constante L € R, defina V(s) :=V(s)+Le f(s) := f(s)+L-s.
Usando V e fem vezdeV e f, obtém-se um problema equivalente a (1.3). Portanto, pode-se

assumir, sem perda de generalidade, que
(Vs)  £20, £1(0) >0, ap = info(—~A+V(x) >0e0< 1,(0) < .

Demonstragdo. De fato, por (f1), para todo € > 0, existe § > 0, tal que

f(s)

——~ > f.(0)—€, sempreque 0<s<8,
s
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ou seja,
f(s)+(e—fL(0))s >0, sempreque 0<s<3§.

Além disso, por (f3), para todo M > 0, existe S > 0, tal que

f(s)+Ms >0, sempreque s>S.

f(s)

Como f € continua, pelo Teorema de Weierstrass, —— ¢ limitada em [6,S]. Logo, existe
s
Ce > 0, tal que
f(s)

‘— <C¢, sempreque O <s<S,
S

ou seja,
f(s)+Ces >0, sempreque 6 <s<S.

Assim, tomando L = max{e — f.(0),M,C¢}, temos

f(s):=f(s)+L-s>0, sempreque s>0.

Como assumimos f(s) = 0 para todo s < 0, o mesmo pode ser feito para fe, com 1isso,
concluimos que f > 0. Mias ainda, f(s) verifica claramente as hipéteses (fi) — (f3). Analo-
gamente, podemos verificar para V (x) := V (x) +L, com L € R, que V (x) verifica as hip6teses
(V1) = (Va).
Desse modo, temos B
7(0) = tim 19 >

s—0t §

e, por (V;), temos

% = info(—A+V(x)) =infe(—A+V(x))+L> f(0)+L=f(0) >0.
Logo, se u € uma solucdo positiva do problema
—Au+V(x)u=f(u), uecH(RY),

entao
—Au+V(x)u+Lu= f(u)+Lu, ucH' (RY),

e, portanto, u também € uma solugdo positiva do problema (1.3). Assim, sem perda de
generalidade, podemos denotar ainda por f a funcdo fe por V o potencial V, temos o

resultado. O]
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Devido a Proposi¢do 1.1, ao longo da dissertagdo, consideraremos que a condigéo (Vs) é
satisfeita.

Veremos agora um resultado sobre as condi¢des de crescimento da fungdo f, que sera
utilizado ao longo desse trabalho.

Proposicao 1.2. As condicoes (f1) e (f2) implicam que, para todo € > 0, existe Ce >0, tal
que
If(s)] < (f4(0)+8)s+58s”, para todo s € R, (1.10)

0nde1<p<+ooseN:2e1<p<%—f%seN23.

Demonstracdo. Por (f1), temos que

720 = tim 7%

s—0t S8

ou seja, para todo € > 0, existe § > 0, tal que, para todo s com 0 < s < §, temos

f(s

L0 po)<e
Logo,

]fi_S)\ < f.(0)+¢€, paratodo0<s<S§,
18to €,
1£(s)] < (fL(0)+¢€)s, paratodo0<s<3$. (1.11)
Além disso, por (f>), temos que
i O
s—+oo  gP

isto é, para todo € > 0, existe S > 0, tal que, para todo s > S, vale que

6l _,

sP

Y

ou seja,
|f(s)| < esP, paratodos>S. (1.12)

|/ (s)]

sP

Como f e s” sdo continuas em [§, 5], entdo

|/ (s)

sP

também o €. Portanto, pelo Teorema de

Weierstrass,

¢ limitada em [, S]. Logo, existe C¢ € R, tal que para todo s € [6,5],

vale que

1O .
sP
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1sto €,
|f(s)] < Ces?, paratodos € [0,S]. (1.13)

Tomando C, = max{¢&,Ce¢}, segue de (1.11), (1.12) e (1.13) que
1£(5)] < (f1(0) +&)s+Ces?, paratodo s > 0.

Como assumimos que f(s) = 0 para todo s < 0, entdo

If(s)| < (f;(0)+8)s+68s", para todo s € R. (1.14)

Nosso proximo objetivo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 1.3. Sob (f1), (f2), (V1), (Va) e (Vs), I estd bem definido, é um funcional de classe

Cle qualquer ponto critico de I é uma solu¢do ndo negativa do problema (1.3).

Iniciaremos definindo os funcionais auxiliares ®, ¥ : H ! (RN ) — R, dados por
1
D(u) = E/RN (Va2 +V (x)u) dx, (1.15)
onde V (x) € C(RY R) satisfaz as condicdes (V}) e (V5), e

W(u) :/ F(u)dx, (1.16)
RN
N
onde F(s) = / f(t)dt e f € C(R',R) satisfaz as condigdes (f1) e (f2).
0
A fim de provar a diferenciabilidade desses funcionais, serd necessdrio apresentar algumas

definicdes.

Definicao 1.4. Dado um espago de Banach X e um funcional ¢ : X — R, dizemos que @
possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear T € X', tal

que
i @@tY) —ow@) -T() _

v—0 HVHX

(1.17)

Quando existe, T é dita a Derivada de Fréchet de ¢ no ponto u € X e é o uinico funcional

linear que satisfaz (1.17). Vamos denotar a Derivada de Fréchet por ¢'(u).

Definicao 1.5. Seja A um subconjunto aberto de X, dizemos que um funcional ¢ : X — R é
de classe C' em A, ou que ¢ € C ! (A,R), quando existe a Derivada de Fréchet de ¢ para
todo ponto u € A, e a aplicacdo ¢’ : A — X' é continua.
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Definicao 1.6. Dado um espago de Banach X e um funcional ¢ : X — R, dizemos que @
possui Derivada de Gateaux no ponto u € X quando existe um funcional linear Ty € X', tal

que

lim LEH Z @) =T00) _ (1.18)

t—0 t

Quando existe, Ty é dita a Derivada de Gateaux de ¢ no ponto u € X, e é o vinico funcional

linear que satisfaz (1.18). Vamos denotar a Derivada de Gateaux por D@ (u).

Agora, utilizaremos o Lema de Schwartz (cf. Apéndice A.8) para provar que os funcionais
auxiliares definidos em (1.15) e (1.16) sdo de classe C!. A prova serd realizada separadamente

para cada um dos dois funcionais, em proposi¢des distintas.

Proposiciio 1.3. O funcional ®, definido em (1.15), pertence a C'(H' (RV),R) e possui
derivada dada por

@' (u)y = /]RN (VuVv+V(x)uwv) dx, YveH (RY).

Demonstragdo. Para mostrar que ® é de classe C', vamos usar o Lema de Schwartz (cf.
Apéndice A.8). Para mostrar o item (i) do referido lema, dados u,v € H'(RY), e r € R, note
que

CP(MHVI) —P(u) _ % URN (IV(u+ 1)+ V () |u+1v]?) dx — /RN (IVul® +V (x)u?) dx}

= ; (g /]RN (|Vv’2+V(x)v2) dx—l—t/RN (VuVv+V(x)uv) dx) .

Dessa forma, a Derivada de Gateaux D®(u) existe, e € dada por

D®(u)v = lim Plut1v) ~ Su) = /]RN (VuVv+V(x)uv) dx.

t—0 t

Assim, dados u,v € H'(RY), segue que |[D®(u)v| = |(u,v)v| < ||ul|v||v|v, onde (-,-)y re-
presenta o produto interno associado a norma || - ||y, que, como veremos no Capitulo 3, é
equivalente A norma usual de H' (]RN ). Assim, segue que a aplicagdo Derivada de Gateaux
D®(u) : H'(RY) — R & linear e limitada, para todo u € H'(RY), o que prova (i). Para

mostrar (ii), considere uma sequéncia arbitraria (u,) C H'(R"), tal que u,, — u em H'(R"),
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quando n — 4. Observe que

|DDP(un) — DP(u)|| (g1 vy = sup |[DP(un)v — DP(u)v|

vlv<1

= sup
[vllv<1

V(u, — u)Vvdx—l—/ V(x)(up —u)vdx
RN RN

= sup |DP(uy —u)v[ < sup un —ullvvllv
Ivlv< Ivlv<t

= ||uy —ully — 0,

quando n — +eo. Com isso, mostramos que D®(u,) — DP(u), quando n — oo, e conclui-
mos que o operador D® = &' (u) : H'(RY) — (H'(RY))’ é continuo. Portanto, vale (ii) e
podemos aplicar o Lema de Schwartz (cf. Apéndice A.8) para concluir que P € de classe
c'. m

Proposiciio 1.4. O funcional ¥, definido em (1.16), pertence a C'(H' (RV),R), e possui
derivada dada por
¥ (u)y = /Nf(u)vdx, VveH'(RY).
R

Demonstragdo. Vamos outra vez usar o Lema de Schwartz (cf. Apéndice A.8). Para en-
contrar a derivada de Gateaux de ¥, dado x € R, e ¢ € [0, 1], defina i : [0,1] — R dada
por

n(s) =F (u(x) +stv(x)).
Note que
n(0)=F(u(x)), n(1)=F(ulx)+tv(x) e n'(s)=flulx)+1sv(x))rv(x).
Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe A (x) € (0, 1), tal que

() =) _ Flule) +v(e) =F) _ ) 402 (hwlm))vie) = Flulo))vi),

t t

quando t — 0. Portanto, vale que

fim F 0 H0) = FU) i), qip. em RV

t—0 t
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Além disso, pela Proposicao 1.2, segue que

F(u(x) +1v(x)) — F(u(x))

t

= | (u(x) + 12 (x)v(x))v(x)]

< (£1(0) +&)lu(x) + 1A (x)v(x)| [v(x)]
+ Ceu(x) + 12 (x)v(x) [P [v(x)]
< (f1(0) + &) (lu(x)| + v (x) ) [y ()] (1.19)
+2”Ce(\u(X)|p+|V( )P) v(x)]
= &) [lu(x)v(x)| + [v(x)*]
+2”Ce [| ()7 ( )!+| ()]
=x(x), qtp. emRY.

Agora, como u,v € H'(RY), usando a desigualdade de Holder e a continuidade das imersdes
de Sobolev H!(RY) < LY(RY), com ¢ € [2,2*], obtemos que

[ Ix@ldr =710 +8) [ (u(v(o)+v(oP?) dx
#20C [ (WGPl + () d
<(£10)+&) (ol + v
+27Ce (Jull IVl + VI
p+1
<C (e sy 1y + 9135 gy + 15 gy I oy + V1 ey

< oo,

Assim, k € L'(R"), e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

concluimos que

WY(u+tv) —P(u)

v = iy H ) i [ L :
— hmF(u(x)—l—tv(x))—F(u(x)) X = f(u(x))v(x)dx,

RN t—0 t RN
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0 que garante a existéncia da Derivada de Gateaux de . Também, novamente pela Proposicao

1.2, pela desigualdade de Holder e pelas imersdes de Sobolev, segue que

DYy < [\ @Idx< (7 ©0)+e) [ lullvldr+Ce [ ul’lvlds

< (£10) + &) lullal[vll2 + Cellullyi [1V]]p+1
< C(lfully +ully) [VIv-

Desse modo, concluimos que a aplicacdo Derivada de Gateaux DW(u) : H'(RY) — R ¢é
linear e limitada, para todo u € H'(RY).

Agora, considere uma sequéncia arbitraria (u,) C H'(R"), tal que u, — u em H'(R"),
quando 1 — —+oo. A fim de mostrar a continuidade de D¥ : H'(RY) — (H'(RY))’, observe
que, como a imersdo H'(RY) < L2(RY)nL 1 (RY) ¢ continua, e u, — u em H'(RY),
entdo u, — u em L2(RY) N LP1(RN). Além disso, segue da Proposicio 1.2 que

£G] < (FL0)+ )lul + Colul? < Co (ful +Juf?) = Co (P> + uft'7), (1.20)
onde Cy é uma constante real positiva, g=p+1eqg = pTJfl, com é—f— % =1. Como f ¢é

continua e u, — u em L*>(RY) N L7 (RY), segue do Teorema A.13.1 (cf. Apéndice A.13)
que, para todo u € L2(RV)NLI(RY), vale que f(u) € L2 (RY)+ L9 (RY) e f(u) — f(u) em
L*(RY) + L7 (R).

Por definicdo, a norma de f(u) em L*(RY) + qu(RN ) é dada por

1 @)llavg = inf { A+ 2lly s fi € PRY), fr € L7 (RY), f(u) = fi+ fo}

logo, tomando v € H' (RY), segue das imersdes de Sobolev que v € L*>(RY) N LI(RN), entdo
concluimos que

[Vllzvg = [Vl +[[vllg; onde g = p+1.

Assim, dados f7, fi € L2 (RV) e 4, f» € LY (RY), tais que f(u,) = fi' + f5 e f(u) = fi + fo,
aplicando a desigualdade de Holder, segue que

DR (v =DV < [ 1) —f@)lldx= [ (7= i)+ (5 = f2)] vl dx
< [ =olbd+ [ 105 =l vldx
< U7 = il vl 13 = )l vl
< (17 = Al + 103 = £)l) IVl
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Utilizando mais uma vez as imersoes de Sobolev, obtemos que

DY (un)v — D¥(u)v| < inf {| /' = fill2 +IIf5 = fallg } Ivll2vg
= [IU' =)+ (2 = P2 ll2vg (vl 4+ Ivllg)
< C|f (un) = f (@)l l2vg IV]lv-

Com isso, concluimos que

| DY (un) — D (u) || (1 (mvyy = H S"‘UP |D¥ (un)v — DY (u)v| < CI| f(un) — f(u)|l2vg — 0,

v VSI
quando n — oo, mostrando que DW¥(u,) — D¥(u), quando n — +oo, e assim o operador
DO =9":H'(RY) - (H'(RY))' é continuo. Portanto, pelo Lema de Schwartz (cf. Apéndice
A.8), segue que ¥ € de classe c'. U

Com as duas proposi¢des estabelecidas, podemos provar o Teorema 1.3.

Prova do Teorema 1.3. Observando que o funcional / definido em (1.4) € tal que
I(u) = ®(u) —¥(u), YuecH (RY),

segue das Proposi¢des 1.3 e 1.4 que I estd bem definido e € de classe c'.
Provemos agora que qualquer ponto critico de / € uma solucao nio negativa de (1.3). Se
u é ponto critico de I, entdo para toda ¢ € H'(RY), vale que

I'(u)e :/RN(VuV(p+V(x)u(p)dx—/RNf(u)(pdxz/RN(—AM—FV(x)u—f(u))(pdx:O,

logo
—Au+V(x)u—f(u) =0

no sentido fraco, e entdo
—Au+V(x)u = f(u).

Portanto, qualquer ponto critico de I € uma solucio de (1.3). Para provar que essa solucao é

J’_

ndo negativa, usamos a extensdo de f em R e escrevemos u = u" —u . Dessa forma, temos

que

0=1"(u)(u") = /]RN [(Vu,Vu™) +V (x)uu"] dx—/ fluw)u dx

RN

_ /RN [(Vu™ = V), Vi )+ V(@) (uh —u )] dx

_ _/ (IVu [P+ V(x) (u)?) dx.

RN
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Logo, segue de (1.5), que
apllu” |3 < /R (IVu P +V(x)()?) dx=0.

Portanto, u~ = 0 e u € uma solucdo ndo negativa de (1.3). [

Dessa forma, concluimos o capitulo sabendo que o funcional / € de classe C le que seus
pontos criticos correspondem a solucdes ndo negativas do problema. Além disso, provamos
que se o funcional / possuir a geometria do Passo da Montanha, teremos, pelo Teorema
do Passo da Montanha sem compacidade (Teorema 1.2), a existéncia de uma sequéncia de

Palais-Smale no nivel do Passo da Montanha ¢ para /.



Capitulo 2
Estudo do problema autonomo

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre equacdes autdbnomas da forma
—Au=g(u), ucH'(RY), (2.1)

onde estaremos supondo N > 1.
Associamos ao problema (2.1) o funcional natural J : H' (RY) — R, definido por

J(u) = % /R [VuPdx— /R Glu)x. 2.2)

N
onde G(s) = / g(7)dt. Veremos que J possui a geometria do Passo da Montanha, logo seu
nivel do Passo da Montanha estd bem definido. Nosso objetivo € relacionar o nivel do Passo

da Montanha com o nivel critico de energia minima de J.

2.1 O Nivel de Energia Minima

Nessa secdio, vamos mostrar que o funcional J definido em (2.2) é de classe C' e assegurar
a existéncia de uma solucao positiva para o problema (2.1) no nivel de energia minima, que

coincide com o nivel do Passo da Montanha.

Definicao 2.1 (Solucdo de energia minima). Uma solucdo fraca v de (2.1) é de energia

minima quando satisfaz

J(v) =m, onde m = inf{J(u) | u € H' (RV)\ {0} é solucdo de (2.1)}. (2.3)
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Observacio 2.1. Note que m estd bem definido, pois jd sabemos que existe uma solugdo para
o problema (2.1) no nivel do Passo da Montanha. Além disso, pela geometria do funcional J,

qualquer solugdo ndo trivial de (2.1) tem energia positiva, portanto, m > —oo,
O seguinte resultado é devido a Berestycki-Lions [6] e Berestycki-Gallouét-Kavian [5].
Teorema 2.1. Suponha que

(g0) g € C(R,R) é continuo e impar;

(g1) quandoN =1 ouN =2: lirr(l)& =—{ € (—,0);
S s
quando N > 3: —oo < liminf& < limsup@ =-(<0;
s—0 N §—0 A

(g2) quando N = 2: para qualquer a. > 0, existe Cq > 0, tal que |g(s)| < C(xeo‘s2 para todo

s> 0; |
, 8(s)|
> . AT AN T AT AN
quando N = 3: Tim oo )

(g3) quando N = 1: existe & > 0, tal que G(§) < 0 para todo & € (0,&y), G(§y) =0e

8(&) > 0;
quando N > 2: existe &y > 0, tal que G(&y) > 0.

—0;

Entdo, J estd bem definido e é de classe C'. Além disso, m > 0 e existe uma solugdo de

energia minima ® de (2.1) que é uma solucdo cldssica e satisfaz @ > 0 em R".

Demonstragdo. A demonstracio de que J estd bem definido e é de classe C! para todo N
pode ser encontrada no artigo de Berestycki-Lions [6, Teorema A.VI]. A demonstracao de
que m > 0 e de que existe uma solugdo de energia minima ® de (2.1) que € uma solucao
classica e satisfaz @ > 0 em R”, pode ser encontrada no artigo de Berestycki-Lions [6,
Teorema 5] para N = 1, no artigo de Berestycki-Gallouét-Kavian [5, Teorema 1] para N = 2
e no artigo de Berestycki-Lions [6, Teorema 1] para N > 3. [

Observemos que m constitui um nivel critico para o funcional J, visto que J € de classe
cl, logo cada solugdo de (2.1) é um ponto critico para J (Veja o Capitulo 1, para mais
detalhes). Este resultado pode ser complementado com uma caracteriza¢ao mais detalhada
da geometria do funcional J, relacionando o nivel do Passo da Montanha ao nivel de energia

minima, como mostrado por Jeanjean-Tanaka [15, 16] no teorema a seguir.

Teorema 2.2. Suponha (go) — (g3). Entdo, o funcional J possui a Geometria do Passo da
Montanha. Definindo

Ty ={yeC((0,1],H"(RY)) | y(0) = 0 e J(¥(1)) <0},
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temos Ty #0 e b=m, com

b= inf J(y(t)) > 0.
Jnf fél[fi’ﬁ (y(2))

Além disso, para qualquer solucdo de energia minima @ de (2.1) como dada pelo Teorema
2.1, existe um caminho y € T, tal que y(t)(x) > 0 para todo (t,x) € (0,1] x RY, @ € ¥([0,1])
e

J =b.
max (v(2))

Demonstragdo. A demonstracio pode ser encontrada em Jeanjean-Tanaka [15, Teorema 1.2]
para N = 1 e em Jeanjean-Tanaka [16, Teorema 0.2] para N > 2. Para uma versdo mais
detalhada em portugués, veja também [23, Teorema 0.1]. [

Dessa forma, J possui a geometria do Passo da Montanha, e seu nivel do Passo da

Montanha € igual ao seu nivel de energia minima para J.

2.2 Estimativa inferior para a energia

A seguir estabelecemos uma estimativa inferior para o funcional J, em termos da norma
de u no espago H'(RY).

Proposicao 2.1. Sob as hipdteses (go) — (g2), existem ¢y > 0, &y > 0, tais que

Jw) = erllul 2 gy, quando  Jlully g < S.

Demonstragcdo. Para N = 1, por (g;), dado € = %, existe pg > 0, tal que

g(s—s)—l—C<%, para 0 < s < 2po,

entao

[NSRETaN

—g(s) > =s, para0<s<2pp.

Logo,

—G(s) > 25%, para0<s < 2pg.

ENGIYaN

Agora, como por (go) g é impar, entdo G(s) é par, isto é, G(s) = G(—s), e assim

—G(s) > %sz, para |s| < po.
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A imersdo continua de H' (R) em L™(RR) (cf. Apéndice A.1), garante que uma norma pequena

em H'(R) implica uma norma pequena em L= (R), assim podemos escolher & > 0 de modo
que |ul| 1 (ry < S implique [|u]|. < po. Logo,

) 1 4
sz i (SIval )

inf >
””HHI(]R)S&) HMHHI(R)SEO

: (1 ¢
i mind 3.5 4 (1934 )

B H“”HI(R)SSO
. [1 ¢ 2 2

Assim, para ||u||H1(R) < &, temos que J(u) > c1||u||%{1(R).

Para N =2, por (g1), dado € = % existe 8 > 0, tal que

@+C<£, para0 < s < 6,
s 2

entdo ¢
—g(s)zzs, para 0 < s < §.

Por (g2), obtemos que
lg(s)] < Cae™ < Custe®™, Vs> 1,

logo,
—g(s) > —C()cs“eo‘sz7 Vis>1.

Mais ainda, considerando, sem perda de generalidade, 0 < & < 1, segue que [,1] # 0 ¢é

|8(5)]

S4e(xs2
M no compacto [, 1]. Assim, obtemos que

compacto, e portanto, como a fungdo s

¢ continua por (go), ela atinge seu maximo

—g(s) > ~Ms*e®' Vse [6,1].
Dessa forma, fazendo C;, = max{M,Cg}, segue que

1
—g(s) > ECS—C&s4eas2, Vs> 0.
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Logo,

1 3 /8
- %sz—c; <—2as3(e0“2 1) - / (e — 1)dt>
0
¢ o3 2
Zzs —ﬁs (eas —1), Vs>0.

Novamente usando que G(s) = G(—s), temos que

Cl
—G(s) > %sz — ﬁf(easz —1), VseR.

Com isso, aplicando a desigualdade de Holder (cf. Apéndice A.5) e novamente utilizando as

imersdes de Sobolev (cf. Apéndice A.1), obtemos que existe Cy > 0, tal que

1 g C, 2
S) 2 3Vl + Sl S8 [ e 1

1 g C, 2
> S1Vul + 2l = 52 (e —113)

1 4 C! 2 12
— SVl 1wl 52l ([ (e 1)

1 Z 2 Cory 13 we e\
> min{ 2. bl ey~ el ([ - 1Pa) 4

Vamos analisar o ultimo termo da desigualdade. Veja que

(L) [y a) "

Logo, por (2.4), temos que

. 1C 2 C/O/c 2002 /2
J(u)Zmln{E,Z}HuHHI(RZ)—ﬁ /Rz(e “Dax) 2.5)
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Pela desigualdade de Moser-Trundinger (cf Apéndice A.6), como u € LZ(]RN ), existem
op > 0, M > 0, tais que

/2 <e<70“2 — 1> dx < Ail, para todo utal que [|u| ;1 g2y < 1.
R
Assim, para qualquer C > 0, segue que

/2 (effouz/c2 — 1> dx < AN/I, para todo u tal que [|ul| 1 (gp2) < C.
R

| O
Desse modo, escolhendo &) > 0 suficientemente pequeno, tal que 0 < dy < —0, segue que

20
/ <€2au2 — 1) dx = / (6(60“220‘/60) — 1) dx < AN/I
R2 R? -

para todo u, tal que [[ul| 1 g2y < 6 <4/ 26—;. Logo, segue de (2.5) que

) 1 C C/I ~ /
st 2 min{ 5.5 b lles) = S5 ol

(1 ¢y b~ 2
= (mm{i,z} —ﬁM ||”||H1(R2)) ||”||H1(R2)7

para u € H'(R?), tal que 0 < [[l| 1 (2) < Go. Dessa forma, diminuindo & > 0, se necessdrio,

) 1 C Cgcwl/z
_ 2 —2m
m1n{2,4} 20 5o>0

para que satisfaca

concluimos que, para todo u € H'(R?), com ||u| HI(R2) = 00, vale que

1L Cy 2 2
J(u) > <m1n{§,z} — ﬁM 50) HMHHl(Rz) = a”ltHHl(Rz) > 0.

Portanto, para ||u| ;1 g2y < 6o, temos que J(u) > c1||u||%11(R2).
Para N > 3, por (g1), dado € > 0 existe & > 0, tal que

& 8<11m1nf 8(s)

< -, para0<s< 0,
s s—0 S

e entao
—g(s) > (& —¢)s, para0<s< 0.
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Por (g2), dado € > 0, existe A¢ > 1, tal que

g6 _,

m_ y paras>Ag>1,

logo,
—g(s) > —esWH/IN=2) " para s > A > 1.

Supondo, sem perda de generalidade, que 0 < J¢ < 1, temos que [Jg,A¢] # 0@ é compacto, e

HOI

como por (go), a fungdo s — sNT2)/(N-2)

€ continua, entdo ela atinge seu maximo Mg no

compacto [0g,A¢], Ou seja
—g(s) > —MesNHD/N=2) -y 5 €[5, Aq).
Portanto, fazendo C; = max{M;, €}, segue que
—g(s) > (§ —&)s = CesVT2/WV2) 5> 0.

Assim, lembrando que o expoente critico de Sobolev é 2* = ]%, vale que

$ 1 Ce 5+
—a@:/g@mz—@—@f—if,\m>Q
0 2 2%
) , Ce
Usando mais uma vez que G(s) = G(—s) e fazendo C, = 50 segue que

—G(s)> =(C—¢)|s]*=CLls)*, VseR.

l\.)l'—‘

Entdo pelas imersdes continuas de Sobolev (cf. Apéndice A.1), temos que H' (RY) —
L* (RM), logo existe C!! > 0, tal que

1 1 *
J(u) 2 \/HQNE‘VM‘de_FE(C_g)/RN’u’zdx—Cé\/RN‘uyz d.x
> S min{1,¢ — e} lul 2 ) — Collulae

> min{l,(:—é‘}”l/l”%p (RV) CHH”HHl (RV)

I
| =

minf1¢ - e} = Ll ) Il e HICEY)
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Assim, tomando &y > 0, suficientemente pequeno, de modo que

%min{l,é—e}—CQSS/(Nz) >0,

concluimos que, para todo u € H'(RY), com ||u]| ;1 (&V) = 0o, segue que
Jw) > (Smint, ¢ —e— 5V DY 2 o = e ulZe e, > 0
=\2 ) £ H'(RN) 1 H'(RN) .

Logo, para |[ul| g1 gy < &, temos que J(u) > c HMHIZ-II(RN)' =

Com essa estimativa, concluimos este capitulo, estabelecendo algumas bases necessdrias
para os proximos resultados sobre a solu¢do do problema (1.3).



Capitulo 3
Estudo do problema nao autonomo

Neste capitulo, investigaremos a existéncia de solugdes positivas para os casos nao
autdnomos do problema (1.3). Para isso, assumiremos as condi¢des (f1) — (f3) e (V1) — (V5)
introduzidas na Secdo 2 do Capitulo 1.

Nosso objetivo € provar o resultado central desta dissertacdo, dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1. Assuma N > 2, (fi) — (f3) e (Vi) — (V4). Entdo, (1.3) tem uma solucdo

positiva.
Primeiro, facamos uma observagdo sobre o caso autdbnomo.

Observacdo 3.1. No caso em que V (x) = Voo, ou seja, quando (1.3) é auténoma, o Teorema
3.1 segue do Teorema 2.1. Para ver isto, basta observar que as hipéteses do Teorema 3.1
implicam nas hipéteses (go) — (g2) apresentadas no Capitulo 2, como demonstrado na prova
do Lema 3.3.

Provaremos agora um resultado que compara o infimo do espectro do operador autoad-
junto 6(—A-+V(x)) com os valores extremos para V.

Proposicao 3.1. Sob as hipdteses do Teorema 3.1, ianV(x) <0 < Ve
xeR

Demonstragdo. De fato, como V é limitado por (V2), entdo inf V(x) estd bem definido, e
xeR

temos, para todo u € H ! (]RN ), que

inf V(x) wWdx < | V(x)utdx < \Vul|? +V (x)u® dx.
RN RN RN

xERN

Logo,
/ \Vul?> +V (x)u? dx
RN

)
XERN / \u|2dx
RN

para todo u € H'(RM)\ {0}.
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Portanto,

/ \Vu|* +V (x)u? dx
inf V(x) < inf RY — 0.
x€R ueH (RN)\{0} /N |u|2dx
R

Por outro lado, segue de (V3) que

/ \Vul* 4+ V (x)u? dx / \Vul* 4+ V (x)u® dx
= inf B < JRY
ueH (RN)\{0} / u|? dx / 2 dx

RN RN

/N|Vu|2+un2dx /N|Vu|2dx
< R _ JR

- / |u|? dx / |u|? dx
RN RN

Em particular, considerando u € H'(RV)\ {0} e definindo vg(x) := u(6x), com 6 € R,
entdo vy € H'(RV)\ {0}. Além disso, temos V = 8Vu(6x). Realizando a mudanca de

variavel y = Ox, temos que

3.1

+ V., paratodou € H'(RV)\ {0}.

/ \Vve(x)\zdx:ez/ |vu(ex)y2dx:929N/ Vuly)Pdy
RN RN RN

[ We@Pdx= [ lu(@xPdx=6~" [ ju(y)Pdy.
RN RN RN

Dessa forma, tomando vg € H' (R)\ {0} em (3.1), obtemos:

0 < f]RN ]Vv@|2dx_|_v o eszN W”()’)’Zdy

< — Ve,
Jrv [ve|?dx Jrw [u(y)|*dy

Logo, fazendo 6 — 0 na desigualdade acima, temos ¢ < V., conforme desejado. Portanto,

segue o resultado. 0

Observe que as hipéteses (V;) — (V3) implicam que 0 < V... Além disso, caso oy < Ve,
podemos inferir que @ é um autovalor de multiplicidade finita para o operador —A+ V (x),
abaixo do espectro essencial [Veo, +o0), conforme [21, Teorema 8.2.1].

Dividiremos o capitulo em 3 se¢des. Na primeira secdo, apresentaremos a técnica “The
Monotonicity Trick”. Na segunda secdo, demonstraremos o Teorema de Splitting, que é um
importante resultado a respeito da decomposi¢do das sequéncias de Palais-Smale. Por fim,
na terceira se¢do, provaremos 0 nosso teorema principal, garantindo a existéncia de solucio

positiva para o problema (1.3).
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3.1 A Técnica ‘“The Monotonicity Trick”

Consideramos agora a classe de problemas
—Au+V(x)u=Af(u) em RV, (3.2)

para A € [%, 1] , € associamos a estes problemas a familia de funcionais /) : H ! (RN ) — R
definidos por

I () :%/RN(|VL¢|2+V(x)u2)dx—7L [ Fl

O objetivo desta se¢do é mostrar que, para quase todo A € [%, 1} , I possui uma sequéncia
de Palais-Smale limitada no nivel ¢, . Para isso, utilizaremos a técnica desenvolvida no artigo
de Jeanjean [14], chamada “The Monotonicity Trick”. Observamos que a condi¢cdo para

quase todo A € [%, 1} ¢ essencial, para mais detalhes veja [14, Secao 2].

Teorema 3.2 (The Monotonicity Trick). Seja X um espaco de Banach equipado com uma
norma || -||x e J C RY um intervalo. Consideremos a familia (I, de funcionais C* em X

da forma

L (u)=A(u)—AB(u), VAe,

onde A,B: X — R sdo de classe C' e B(u) >0, para todo u € X e tal que A(u) — +o0 ou
B(u) — oo conforme ||u||x — —+eo. Suponhamos que existem dois pontos vi,v; € X, tais
que

c;, = inf max I) (y(¢)) > max{l; (v;),[; (v2)}, VA€,
Yel't€[0,1)

onde
['={yeC((0,1],X),7(0) = vi,¥(1) = va}.
Entdo, para quase todo A € J, existe uma sequéncia (v,) C X (independente de 1), tal que
(i) (vn) € limitada,
(i) I (va) = e,
(iii) I3 (vn) = 0 no dual X'.

Observacao 3.2. No artigo de Jeanjean-Toland [ 18, Teorema 2.1], foi demonstrado que a
condi¢do B(u) > 0, para todo u € X, pode ser dispensada. Porém, nesse caso, ndo hd mais
uma relacdo monotonica entre c;, e A em J, ao contrdrio do Teorema 3.2, “The Monotonicity

Trick”, onde a fun¢do A — ¢, € ndo crescente.

Para provar o teorema, necessitamos de alguns resultados preliminares.
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Proposicio 3.2. Seja A € J um valor arbitrdrio fixado e (A,) C J uma sequéncia estritamente
crescente, tal que A, — A. Suponha ainda que existe C/ﬂv a fungdo derivada de c), com respeito
a A. Entdo, sob as hipdteses do Teorema 3.2, existe uma sequéncia de caminhos (7,) C T
que verifica:

(i) max L (1) < max Iy, (1(1)) < e, + (A —A) < ez + (=4 +2)(A — 4);

t€l0,1] t€[0,1]
(ii) se Y,(t) satisfaz
L (@) Zep— (A=), (3.3)

entdo existe K = K(c) ) > 0, independente de A, tal que ||1,(1)|| < K.

Demonstragcdo. Como ¢y = inlt m[ax] I, (y(t)) e A — A, > 0, pela defini¢do de infimo, existe
yel'te(0,1

uma sequéncia (y,) C T, tal que

max I (1.(t)) <cy, + (A —4,). (3.4)
t€[0,1]

Para provar (i), observe que como ¢, é derivdvel, existe n(A) € N, tal que, para todo
n>n(d),
C A C)

—ch—1< < =) +1. (3.5)

n

A partir de (3.5), temos que
e, <cp+(=cy, +1)(A—=24,), Vn>n(d). (3.6)

Como 4, < A, temos que I, (v) > Iy (v), para todo v € X. Dessa forma, usando (3.4) e (3.6),
obtemos

L (1) <5, (n(1) < e, + (A =) S ea+(=c) +2)(A — ),
o que prova (i). Se ¥,(t) satisfaz (3.3), segue de (3.4) que

D, (%(0) =5 ((1) _ €3+ (A=) =i+ (A = An)

A=A, - A=A
T2 —A) 5 S
= A—4, =2-a -

Assim, usando (3.5) e (3.7) temos que, para todo n > n(A), vale que

B(y.(t)) = <—d) +3<y, (3.8)
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onde C; é uma constante real positiva independente de n e de A. Logo, segue de (3.4) e (3.8)
que
A(w(t) = I, (1) + 2aB(1(1)) < 3, + (A = ) + An(—c +3) < o,

onde C, é uma constante real positiva independente de n e de A. Usando nossa hipétese de
que ou A(u) — oo ou B(u) — o0, quando ||u||x — oo, a limitagio uniforme de A(y,(z))
e B(7,(t)) nos dd que ||7,(7)||x < K, onde K é uma constante real positiva independente de n
e de A, o que prova (ii). O

De forma geral, a Proposic¢ao 3.2 afirma que existe uma sequéncia de caminhos (};,) C I,
tal que, para todo n € N suficientemente grande, a partir de um nivel estritamente abaixo
de ¢;, 1,(r) pertence a bola centrada na origem com raio fixo K = K(c ) > 0, para todo
tef0,1]e

max I (1,(t)) — ¢;, quando n — oo.
t€[0,1]

Agora, para o > 0, definimos
Fo={ueX:|julx <K+1lel|l)(u)—cy| <a}

onde a constante K > 0 é dada no item (ii) da Proposi¢do 3.2. Assim, temos o seguinte
resultado.

Proposicao 3.3. Seja A € J um valor arbitrdrio fixado. Sob as hipdteses do Teorema 3.2,
para todo o > 0,
inf{||1 (u)||x : u € Fo} = 0. 3.9

Demonstragdo. Faremos a prova por contradi¢do. Assumindo que ndo vale (3.9), podemos

obter o > 0, suficientemente pequeno, tal que para qualquer u € Fy, temos
17, ()l > e. (3.10)

De fato, desde que ndo vale (3.9), temos que ||Z; (u)||x > €, para todo u € F, para algum
o > 0 e para algum € > 0. Como, para todo 0 < o < @, temos Fy C Fg, entdo tomando
0 < a < min{g,a}, vale que ||} (u)||x' > € > @, em particular, para todo u € Fy.

Dessa forma, o Lema da Deformacao (cf. Apéndice A.10), nos garante que existe
€ € (0,a) e um homeomorfismo 1 : X — X, tal que

Nu) =u, se |l (u)—c)|>a (3.11)

L) <B(u),YueX (3.12)
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I,l(n(u)) <cy —&e,VYueX, com Hu||x < Kell(u) <cy+E. (3.13)

Seja (1) C I' a sequéncia obtida na Proposi¢ao 3.2. Escolhemos e fixamos m € N suficiente-

mente grande de modo que
(=4 +2) (A —Ap) <e< a. (3.14)

Considere u = %,(t), para algum ¢ € [0,1], se u satisfaz I) (u) < c; — (A — A,,) entdo a
equacdo (3.12) implica que

L () <cj— (A —Ay). (3.15)

Por outro lado, se u satisfaz

L(u) >cp = (A = An)

entdo o item (i) da Proposi¢do 3.2 e (3.14) implicam que u é tal que ||u|| < K com I (u) <
¢y, + €. Assim, aplicando (3.13), temos que

L) <cp—€<cp—A—Aw). (3.16)

Diminuindo ¢, se necessario, podemos assumir que

0<OZ<% (C;L—maX{I;L(VI),IA(Vz)}> . (3.17)

Por (3.17), temos que
o <2a<|l(vi)—cy|, parai=1,2,

logo, por (3.11) temos N (%,(0)) = %m(0) = vi e N(Ym(1)) = ¥m(1) = v,. Portanto, pela
continuidade de 1, segue que 1(%,) € I'. Combinando (3.15) e (3.16), obtemos

¢p < max [ (N (Ym(1))) < cp — (A = Am),
+€[0,1]

gerando uma contradi¢do. Portanto, a proposicao estd provada. 0
Agora, estamos em condi¢des de provar o Teorema 3.2.

Demonstragéo do Teorema 3.2. Seja (a,) C R™, com o, — 0. Pela Proposigio 3.3 existe
Vn € Fg,, com I) (v,) = ¢, e ||I; (va)||x» < 1/n, para cada n € N e para quase todo A € J.
Portanto, (v,) é uma sequéncia de Palais-Smale para I; no nivel c; € R, isto é, I} (v,,) — ¢}

e |15, (va)|lx» — 0, 0 que prova (ii) e (iii). Além disso, pela defini¢do de Fy,, concluimos
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também que (v,) é uma sequéncia que estéd contida na bola de raio K + 1 centrada na origem,

logo € limitada, o que prova (i). O
Temos também o seguinte resultado a respeito da fun¢ao A — c;.
Lema 3.1. Sob as hipdteses do teorema 3.2, a fung¢do A — c), € continua pela esquerda.

Demonstracdo. Suponha que existem Ag € J e (4,) C J com A, < Ay, paratodon € N e
An — Ag. Como a funcdo A — ¢, é ndo crescente e limitada inferiormente por zero, sabemos
que o limite lim c) existe e, além disso, satisfaz Cro < lim c¢; . Suponha, por contradi¢do,
n—+oo M n—+oo M
que
€ < lim ¢y . (3.18)

n—y+oo

Seja 6 = lirJrrl €3, — €2, > 0. Pela defini¢do de infimo, existe ¥ € I, tal que
n— o0

max I (yw(t)) <c +§
t€[0,1] 210 P T3

Usando o fato de que Iy (u) = I, (u) + (Ao — A)B(u), para A € J e u € X, obtemos, para todo
A < A, que

max 1 (10(0)) = max {13, (0(0)) + (o~ A)B(6())} < e, + L ) max B (1)

Como B ¢ continua e [0, 1] compacto, segue do Teorema de Weierstrass que B é limitada
nesse intervalo, logo max B(y(7)) < C, para alguma constante real C > 0. Portanto, para

)

n € N suficientemente grande, temos que C(Ag — A4) < 6/3, logo

20
I = 3.19
max 3 (0(1)) < €30+ (3.19)

Por outro lado, pela defini¢do de ¢, , temos que

Cy, < max [/1]1(’}/0(1‘)). (3.20)
t€[0,1]

Usando (3.19) e (3.20), segue que

Cp, <€t 5
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Passando a desigualdade ao limite e usando a defini¢do de 6, segue que

2 2
Iim ¢y —= lim ¢; <c¢y.—=cy.,logo lim ¢; <c
oo M1 3 e M = Cho T 30 g s oo A = Ao

o que contradiz (3.18). Portanto, a fungdo A — ¢, € continua pela esquerda. [

Com o intuito de aplicar o Teorema 3.2, vamos verificar que suas hip6teses sdo satisfeitas.

Para isso, serd necessdrio recorrer a alguns lemas.

Lema 3.2. Suponha que (V1) e (Va) sejam satisfeitas. Para qualquer € > 0, existe cg > 0,
tal que

ce||Vul3+ (ag —€)||ul)5 < /N \Vul> +V(x)u*dx, paratodouc H'(RY).
R
Em particular, sob as condi¢des (Va) e (Vs),
ue) | ::/ \Vul? +V (x)u® dx
RN

é equivalente a norma || - || ;.-
Demonstracdo. Para § € (0, 1), consideramos o seguinte problema de minimizagao:

Jen (1= 8)|Vul|? +V (x)u? dx

Us = inf
ueH! (RV)\ {0} Jull3
B " (fRN(l — 5)]Vu]2dx Sy V(x)uzdx)
ueH! (RV)\{0} |ul |2 ull3
2 2
> JenVeudx ( inf V(x)> lellz _ o vy > —eo.
ueH'(®RV)\{0}  |lull3 ueH! (RV)\{0} [ul5  xery

Mostremos que (%il’l’(l),ug > 0. Pela definicdo de g, existe ug € H' (RY), com HugHHl(RN) =1,
—
tal que
(1=8)[Vusl3+ [ Vouddr < (s5+6) Jus 3 G2

De (1.5) e (3.21), segue que
aous |3 = 8] Vius 3 < [ [Vus ?+V (x)u x = 8] isg| 3

— (1=8)|Vus 3+ [ V(i dx < (s +8) Jus B,
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ou seja,
(00— 5 — 8)|us|l3 < 8| Vus |3 < 8 —0, quando & — 0.

Assim, se (%in}) Us < O, temos na equagdo acima que (p — g —0) - 0 quando & —
_)
0, logo ||ugll2 — O e, portanto, por (3.21), ||Vug|l» — 0. Isso é uma contradicdo com
||lus| HIRN) = 1 e, portanto, vale que (%in%) Us > op. Logo, pela definicdo de limite, temos
4)

que, para todo € > 0, existe cfg > 0, tal que g > ap — € quando 0 < & < clg, ou seja,

/N(1 —8)|Vul? +V ()il dx /N(1 —8)|Vul? +V ()i dx
ap—€e<pus=  inf R < IR
T uem®\(0) lul13

Y

3

para todo u € H'(R™)\ {0}. Entio,

(0o — &) Jull? < (/ yvu|2+V(x)u2dx—5/ |Vu|2dx>,
RN RN
para todo u € H' (]RN ) e, consequentemente,
8| Vull3 + (o — &) |Jull3 < /RN|VM|2+V(X)M2dxy

para todo u € H'(R") e para todo & € (0,cy). Portanto, escolhendo § = c¢, temos o
resultado.
Provemos agora a equivaléncia das normas. Suponha que valem (V;) e (Vs). Por (V3),

como ‘ ‘lim V(x) = Vw, dado € > 0, existe r > 0, tal que V (x) < €+ Va, para todo x € RV,
X|—>+oo

com |x| > r. Como V é continua, ela atinge seu miximo M no compacto B,[0] C R".
Definindo V = max{e + V.., M}, temos que

V(x) <V, para todo x € RV, (3.22)

Por (Vs), temos que o > 0, e entdo podemos aplicar o Lema tomando € = % > 0. Assim,

existe cg = cq, tal que

ca0||Vu||%+<Oco—%>||u||%§/RN|Vu|2—|—V(x)u2dx, paratodou € H.  (3.23)
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Seja Coy = min {cey, 2 }. Usando (3.22) e (3.23), temos

A 2 _A 2,2 2 % 2
CaOHMHHl(RN)_CaO/RN (|Vul|* +u”) dxgcao/RN]Vu\ dx+ > /RNM dx
g/ ]Vu|2+V(x)u2dx:]|u]\%,§/ (V) +1) (Va2 + ) da
RN RV
< (VA1) a7 oy
e, portanto, as normas sao equivalentes. O]

O seguinte lema garante que, para todo A € [%, 1} , I possui a geometria do Passo da
Montanha, com o nivel de Passo da Montanha denotado por ¢}, .

Lema 3.3. Suponha que (f1) — (f3), (Vi) — (V3) e (V5) sdo satisfeitas. Entdo, I; possui a

geometria do Passo da Montanha, com o nivel de Passo da Montanha c;, isto é,
(i) existe ve H'(RV)\ {0} com I} (v) < 0, para todo A € [1.1].
(ii) ¢ = ing n%ax]l,l(y(t)) > max{[; (0),I, (v)}, para todo A € [1,1], onde T = {y €
yel'tel0,1

C([0,1,H'(RY)) | ¥(0) = 0,7(1) = v}.

Demonstracdo. Para qualquer u € H'(R¥) e A € [%, l}, temos que

L(u) < I (u) = %/RN Vul2 +V (x)ud dx— %/RNF(M)dX: % (||u||‘2, —/RNF(u)dx) .

2

(3.24)
Por (f3), temos que 1—1>T & = +o0, OU seja, para todo M > 0, existe Sy > 0, tal que se
N © g
s > Sy vale que /() > M. Logo, f(s) > Ms, o que implica que
s
s s Ms?
F(s) = / f(t)dt > / Mtdt = — para todo s > Sy, (3.25)
0 0
e entdo
Ms?
—F(s) < ——5 - para todo s > Sp. (3.26)
Por (V5) e (V3), temos que V = max V(x) < oo, assim tomando M > 8V, segue que
xeR
M ~
T < 4V, (3.27)

2
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Conforme provado na Proposicao 3.1, temos que

IVv]13
veH' (RV)\{0} [|v]|3

Portanto, podemos escolher v = vg, com |0| suficientemente pequeno, tal que

Vi3

IvI13

Além disso, vamos escolher v, de modo que

/ v dx < / v2 dx.
v|<Sm [v[>Sm

Portanto,

Vo[ < VI3 =V (/ Vdx+ vzdx> <2V V2 dx. (3.28)
|v|§SM M>SM |V|>SM

Usando (3.24), (3.26), (3.27) e (3.28), e lembrando que por (Vs) temos f > 0, segue que

1
Bo) <5 (M- / Fwar) =5 (W~ [ Foyar- [ Foyas)
V| <Swm [v|>Sm

1 1 MV2

<=V dex < = vz—/ —dx)
s (1= [, Fwa) <5 (M- [ %
1 My
- Vv2+/ V(x)v 2dx — / —dx)
2( I v[>Su 2
1 M
= ( |Vv|2 V() dx+ V(x)vzdx—/ —de)
) |v|<SM v|>Sus V[>Sy 2
1 M 2

< —( |Vv|2dx+2V v2dx—/ 2V )
2 [v[>Sw Sy 2
1 M
= ( |Vv]2dx—|— (ZV— —) / vzdx)
T2 2 ) Jy|>su
1

<= ( |Vv|2dx+(2V 4V)/ vzdx>
2 [v[>Sm
1
(=27 [ var) <o
2 [v|>Su
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Assim, temos (i). Para provar (ii), como por (V}) temos & > f’, (0), podemos escolher
€ > 0 de modo que oy — & > f%.(0). Pelo Lema 3.2, existe cg, > 0, tal que

1
D, (u) = —/ \Vu|2+V(x)u2dx—7L/ F(u)dx
2 RN RN
1 2 1 2
> e |IVuli+5 (00— o) [ul3 =2 | Flu)d
1 2 1 2
> e |IVul3+ 5 (00 —e0) ul3 — [ Flu)dx.
Seja
1 2 1 2
ol = 5 [Vul3+ 5 (00 —eo) ul3 = [ Flu)d
entdo, Jo(u) = cg,J (1), onde

J() :%/RN]VuFdx—/RNG(u)dx.

Além disso, como

6(w) = - (P~ 50—l
entao, .
8(5) = --(£(6) — (00— 20)s)

De modo a aplicar a Proposicdo 2.1, afirmamos que nossas hipéteses implicam em
(g0) — (g2). Como f é continua, segue que g também o é. Além disso, como f s6 estd
definida em R, podemos estender f para todo R definindo f(s) = —f(—s) se s < 0. Assim,
temos que

8(—5) = - (/(=5) — (0 —e0) (=5)) = (00— e0)s-+ /()
— (a0~ s~ (5)) = ~g(s),

e portanto g é fmpar, o que prova (go). Observe agora que

L o8(s) gls) . gls) . 1
—o0 < 1 f=——~ =1 = =1 —r =1 — — — &
1?13(1)1 Ky ll’gl’l—f(l)lp S sgl(l) S sgl(l) CgOS (f(S) (060 O)S)

= lim L(f;(o) — (a0 — &)).

s—0 CSO
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Como, por hipdtese, temos fjr 0)<ay—¢ge ce, > 0, entdo

lim& = —V € (—,0),

s—0 §

para N > 1, o que prova (g;).
Para N = 2, temos por (f2) que existe | < p < oo, tal que lim f()

Jim = = 0. Logo, para
If( )|

todo o > 0, existe S > 0, tal que se s > S, vale que < a. Considere s suficientemente

grande, de modo que se s > My, vale que s < e*, onde M, € uma constante positiva. Seja

]\Za = max{My,S} e tome s > Ma, entao temos que |f(s)| |f( ) < o, logo
q o2 g
1£(s)] < ae®™”, para todo s > M. (3.29)
Seja Cq = max{ max { \f(s2)| } 1,.SeCy=1,entdo max { fs 2)| } < 1, logo
se€[0.M,) L e*s se(0.Mg] L e*s
|f(s)] < e = Cue™”, paratodo s € 0,My]. (3.30)
Se Cy = I[%az( ] { |];§L:2)| } entdo |]ecij2)| < Cq, para todo s € [O,Ma], logo
NS ,Ma
1£(5)| < Cae™”, para todo s € [0, My). (3.31)
Portanto, segue de (3.29), (3.30) e (3.31) que | f(s)| < Caeo“z, paratodo s € RT.
Para N > 3, temos por (f2) que existe 1 < p < 3, tal que ET &;) =0,onde B = 35
s © g
Logo, como p < f3, temos que h+ f(;) =0. Uma vez que 3 — 1 > 0, Veja ainda que,
w g
s _ 1-B _ I
lim — = lim s lim ——0.
s—too B st s—-+oo gB—1
Portanto,
LB ) (e —es 1 |f) (e—e0)s|
s—+o0 ¢ S—>—+0o0 Cgosﬁ Cg, §—>—+o0 sﬁ sﬁ ’

o0 que conclui a prova de (g2).
Seja y €T e ¢y : [0,1] — R, definida por @y(t) = ||7(t)|| 1 (rv)- Entdo @y € continua,

e como, por hipétese, temos que @y(0) = [[Y(0)|1 vy =0 e @(1) = [[Y(1)| g1 vy =
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V[l g1 (mwvy, para todo y € T, segue do Teorema do Valor Intermedidrio que, para todo & €
(0, V]| g1 vy ), existe 2o € (0, 1), tal que @y(t) = || ¥(t0)| 1 (m) = So- Aplicando a Proposigdo

2.1, podemos escolher & € (0, 1) suficientemente pequeno, tal que
Jo(u) > CIH”H;ZLII(RN), quando ||MHH1(RN) < 50HVHH1(RN)7
para algum ¢; > 0. Tomando & = g()HVHHl(]RN), temos

Jo(v(t0)) = c1][¥(t0) I vy, quando [ ¥(t0)llg1 vy = & < VIl (gvy, ¥ ¥ ET.

Logo,

nl[%fo(l/(t)) > Jo(¥(to)) > 189> >0, Vyel.
telo,

Assim, temos

inf max Ji 0.
inf max o(v(1)) >

Portanto,

= inf I (y(t)) > inf Jo(y(z)) > 0.
%= IR 00 2 ey O

]

Agora, podemos aplicar os lemas anteriores para garantir que as hipéteses do Teorema
3.2 s@o atendidas, permitindo a aplicacdo do teorema para provar o seguinte resultado.

Teorema 3.3. I, tem uma sequéncia de Palais-Smale limitada, no nivel c), para quase todo

1
A€ [35,1].
Demonstracdo. De fato, pela equivaléncia das normas provada no Lema 3.2, temos que

) = 3l =2 [ Py =A@ - AB()

satisfaz 3||ul|$ = A(u) — +oo quando ]| g1 vy = +o0 € /NF(u) dx = B(u) > 0, para todo
R

ue H' (RY), uma vez que f(u) > 0 por (Vs). Além disso, pelo Lema 3.3, sabemos que I,

possui a geometria do Passo da Montanha para todo A € [%, 1] , cujo nivel correspondente

é c;. Logo, tomando X = H'(RY), || - |x = | - lm1rvy € = [1.1], o resultado segue do

Teorema 3.2. 0

Para encerrar a sec¢do, provemos agora que a norma de qualquer ponto critico ndo trivial

de I; € limitada inferiormente.
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Lema 3.4. Assuma (f1), (f2), (Vi) — (V3). Entdo, existe 8y > 0, independente de A € [3,1],

tal que |[ul| g1 (wvy > 80 para qualquer ponto critico ndo trivial u de I,

Demonstragdo. Como u € ponto critico ndo trivial de /;, entao
1 (u)p = /RN(VuV(p V() up)dx— A /RNf(u)(pdx o,
para toda @ € H'(RY), ou seja,
/ (VuVo+V (x)u@)dx = A / F(w)@dx. (3.32)
RW RW

Seja (u,) C H'(RY) uma sequéncia de pontos criticos ndo triviais de I; e suponha por
absurdo que [|u || 1 gyvy — O quando n — +e. Seja (v,) C H I(RM) a sequéncia definida por

Un
v” :: - . .
et [ 11 vy
(RY),
(RY). Usando a equacio (1.5) e tomando u = u,, e

Como |[va||1(myy = 1, entdo v, converge fracamente em H L(RM) e fortemente em L

loc
ou seja, v, ~vEH'(RN)ev, »ve Ll

¢ = ——~——— na equacdo (3.32), segue que
HMVLHHI(RN)
2 2 2 . Vv v
w3 < | (|Vv["+V(x)y“)dx= lim A Viu——+ V(X )up7—— | dx
RN n—eo JRN [[n | g1 vy [n | g1 vy
= lim A Flun) n dx < lim f(un)vnvdx.
n——+oo RN Uy HunHH1(RN) n—+eo JRN Uy

(3.33)

Afim de aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice A.11),

vamos checar que suas hipéteses sdo satisfeitas. Veja primeiro que, pela extensio de f em R,
f(un)

s6 faz sentido calcular ngrrl % parax € R¥, tal que u,(x) > 0. Como u, — 0 em H'(R),
n oo Un

entdo u, — 0, q.t.p. em R". Logo, por (f), temos que

S (un)

n

— f1.(0), q.t.p. emR".

Além disso, v, — vem H'(RY), entdo v, — v, q.t.p. em RY, logo v,v — v*, q.t.p. em R,

Portanto,
f (“n)

vy = FL(0)v? q.t.p. em RV, (3.34)
n
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Agora, pela Proposicao 1.2, temos que

)] < (0)+ &)+ Cel”togo, [ < (710) €+ ol
Portanto,
f(un)v v < (f(0)+&)y v|+6 lu |p_1| =:h 3.35
0, nV| > U+ n e|Un anl—- ne (3.35)

Provemos agora que h,, € L! (RN ). De fato, aplicando a Desigualdade de Holder (cf. Apéndice
A.5), temos que

/RN [ ()| dx = (f'+(o)+e)/RN |vnv|dx+c£/RN P v dix
< (£L(0) +&)[vall2] V]2 +C8||”5_1||I’2*1||an||<2*>/ (3.36)

~ -1
= (£1(0) + &) [[vall2lIVll2 + Ce lunll3- IIVnVH<L>/~
p—1

Note que usamos

2*
2\ <”*> (2N (Pt T
p—1 (2*1_1> p—1 2*—p+1 2—p+1"~ 7
=

uma vez que p > 1 implica que 2* — p+1 < 2%, logo % > 2. Por outro lado, como

p < 2*—1, entdo

2 2.2%
1<2—p=2<2"—p+l=>——<I1= 2%,

2*—p+1 2*—p+1<
Portanto, aplicando novamente a Desigualdade de Holder (cf. Apéndice A.5), temos

2* 2*7f+1 o 2*’f“
[v2=retly 2 = [vall 22 [Vl 220 .
2% —p+1 2% —p+1

e

Vvl pe v = lvavll 2 <llva
(P*l) 2opl

Substituindo na equagdo (3.36), temos que

=~ -1
/ [ (x) | dx < (f1.0) + &) vallalIvll2 + Cellunll3 [vall_22e [Vl 220 (3.37)
RN 2% —p+1 2% —p+1

* ) N , 22"
Como 2 < 2*2_'—i+1 < 2%, temos a imersdo continua H' (RY) < LZ-»71(R"). Dessa forma,

para alguma constante C > 0, segue que:
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« v, € H'(RY) — L*(RY), logo v, € L*(RN) e ||v |2 < C;

« v —=veH' (RY) = L2(RY), logov e L*(RY) e ||v]|» < C;

o u, — 0em H'(RV) — L2 (RV), logo u, — 0 em L* (RV) e [|u,||2" — 0 e |ju |5
<C;

1 (N 22 N 2L N
e vy, € H(RY) — L¥»+1(RY), logo v, € L7 1 (RY) e ||[va|| 22+ <C;
2*—p+l
| (N . 22 N
e vy, —~veH (RY) = L¥r1(RY), logov € L¥r+ (RY) e ||v|| 20+ <C.
2% —p+1

Portanto, segue de (3.37) que &, € L'(RY).

Afirmamos agora que h, — (f1.(0) +¢&)v* := h € L'(R"). De fato, como v, — v em
H'(RY) — L*(RM), entdo v, — v em L*(R"). Logo, pela caracterizacio de convergén-
cia fraca de v, em L*(R"), segue que v,v — > em L'(R"). Além disso, como u, — 0
em H'(RV) < L* (R"), entdo u, — 0 em L* (R"). Lembrando que ||vn|]% <Ce

=

HvH 22t < C, concluimos que
—p+

. _ _ , = e
Jim [ —aldx=tim [ ](70)+ )]+ Celinl” ] — (£10) +)| a
§|(f+( )+¢)| grﬂw/ anv|—v2{dx—}— hm/ Cg|un|P |vnv]dx

= 0+nE>TmC€H”nH2* H"nHz*z;i*H HVHz*ZQiZI =0.

Portanto, temos que h, — h em L! (]RN ). Dessa forma, pelo Teorema de Vainberg (cf.
Apéndice A.12), existe y € L' (RV), tal que h, < v, q.t.p. em R". Portanto, segue de (3.35)
que

f(un)

Up

VpV

<y, qtpemR"Y, (3.38)

Assim, por (3.34) e (3.38), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue (cf. Apéndice A.11) na equagdo (3.33) e concluir que

ollvlz < nl_lgrloo S vpvdx = RNnETW 0, Vn vdx = f+ WP dx = f1(0)[|v]l3.
Note que se v # 0, entdo o < f (0). Mas, por (V1), temos que f(0) < o, logo oy <
14(0) < 0, 0 que é uma contradigdo. Portanto, v = 0. Como ||v,| (V) = 1, concluimos
que v, — v="0em H'(R"), mas v, - 0 em H'(R"). Provemos que v, - 0 em L1 (RV).
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Por (1.14), temos

S (un)

RN Uy

vnzdx‘ < (fL(0)+¢) /| Va2 dx+Ce "~ v, 2 dx. (3.39)

up| <8 |un|>06

Pela Desigualdade de Holder (cf. Apéndice A.5), temos que

p—1
_ 1,2t Pl ptl pHl
/ "2 dx < / (us? 1) T dx / (v?) 7 dx
|up| >0 |un| >0 |un|>0
Q Ll
= / u, P dx a / vP 1 dx " )
|Mn‘26 ‘un|25

Suponha por absurdo que v, — 0 em LP T (RY), com 2 < p+1 < 2*, entdo temos também
que u, — 0 em LPT1(RY). Logo,

2 p-1

(/ vﬂp+1) Pl 0 e (/ unp+l) 2l Lo,
|un‘25 |un‘25
portanto
" ! (Mun)vnzdx < (£.(0) +¢) / | vildx. (3.40)
n un|<

Mas, como por (V;) temos f* (0) < o, podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno de
modo que fj’L (0) < op — €. Assim, usando as equagdes (1.5), (3.40) e (3.32), respectivamente,
segue que

RN Uy

0<l(on—e)=£1(0)] [ idx< [ (9P +V(d)dx— b2 dx <0,

O que é um absurdo, portanto v,, - 0 em L +1 (RN ). Entdo, aplicando o Lema de Lions (cf.

Apéndice A.9), como v, — 0 também em H' (R"), temos que ou v, — 0 em L’ (RY), para
2<p+1<2" ouexistem R >0, (y,) C RN e > 0, tais que

/ vn2 dx>1>0.
BR()’n)

Vamos usar a nota¢ao v,(+) := v,(- +y,) para definir v, como uma translagdo de v, por yj,.

/ Vnzdx:/ valdx > 1> 0.
Bg(0) BR(Vn)

Assim, temos que
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Como v, € limitada em H' (RN ) e, portanto, em LZ(RN ), entdo v, também o é, logo sabemos

que v, =~ ve L*(RY) e v, = ve L (RY), logo v+ 0, jd que v2dx > 1> 0. Veja que
Bg(0)

a sequéncia (y,) ndo pode ser limitada. De fato, se isso acontecesse teriamos que

/ vnzdxz/ vnzdx21>0
Bcr(0) Bg(yn)

implicaria que / v2dx > 0, para algum C > 0, tal que Bg(y,) C Bcg(0), para todo
Bcg(0)
n € N, o que é um absurdo ja que v = 0. Portanto, (y,) ¢ ilimitada e podemos considerar que

|Vn| — +o0, a menos de subsequéncias. Como

f(un)
Vu,Vod V(x)u, @ dx = n@dx,
/RNM q)x—f—/RN (x)un @ dx /}RN unuq)x
tomando ¢ = Vﬁ}iﬁ;) e considerando as translacdes
- ~ - vV
Un(+) = tn(-+yn)s Va():=V(+y) e @) =0(+y)= ttn |2
n
segue que
- v ~ Up) . v
Vu,,~—v dx + Vo(X)thy——dx = Mun; dx,
U 1741 RN ([t ]2 RV Up  ||unl2
ou seja, N
~ ~ <7 ~ . f(un)~~
(Vv, VV+V, (x)v,v) dx = v, vdx. (3.41)
RN RN Uy

Analogamente ao que foi feito nas equacdes (3.34) e (3.38), temos que

f(uNun)VnV% f1(0)%%, q.t.p. em RY
n

e que existe ¥ := y(-+y,) € L'(RY), tal que

v < ¥, q.t.p. em RV,

‘f (ttn)

U,

Usando a caracterizacdo de convergéncia fraca de v,, em H ! (RN ) e o Teorema da Convergén-
cia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice A.11), temos que

fim [ L5 G- / tim L5 Sae— f10) / 2 dx. (3.42)
n—+o JRN Uy RN n—+e Uy, RN
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Por outro lado, temos que v, — v € H'(RY) — L*(RY). Logo, pela caracterizacio de
convergéncia fraca de Vv, e de v, em L?(RY), segue que |Vv,Vv] — |V9]? em LI(RY) e
que ¥,v — v em L' (RY). Portanto, Vv, Vv — Vi?, q.t.p. em RY, e 7,7 — 77, q.t.p. em RV,
Além disso, por (V3), temos que V;,(x) =V (x+y,) —= Ve, q.t.p. em RV, com V.. € R. Logo,

Vi,V 4 Vi (x)9,7 — |V 4+ Viol?, q.tp. em RV, (3.43)

e, usando (V3),
VI, Vo 4 Vo (X)) < V9, V0 + Vo0, 0 := hy, € L' (RY). (3.44)
Usando novamente que |Vv,Vv] — |Vv]? em L'(RY) e v,5 — v* em L'(RY), temos que

]ﬁn| <h, g.t.p. em RY. Portanto, por (3.44), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice A.11) para ver que

lim (VI VV+V,, (x)7,9) dx = / lim (V9, Vv 4 Vi (x)9,7) dx

n—+oo JRN RN n—>—-oc0

(3.45)
_ / (V3P 4+ Vi) dx.
RN
Logo, passando a equacdo (3.41) ao limite e usando (3.42) e (3.45), segue que
/ (V72 + Vooi?) dx = £, (0) / 2 dx. (3.46)
RN RN

Agora, usando (1.5), (3.46) e as hipéteses (V}) e (V3), concluimos que

(1.5) (V3)
oco/ Pdx < / (;v912+v<x)’v“2)dx£/ (V5% 4+ Viui?) dx
RN RN RN

(3.46) 5, ) >
= f+(0)/RNv dx < aO/RNv dx,

um absurdo. Portanto, ||uy | ;1 vy 7+ 0 quando n — +eo. Assim, existe & > 0, independente
de A € [%, 1] , tal que HMHHI(RN) > & para qualquer ponto critico u # 0 de I 0

Observacio 3.3. Note que no Lema 3.4 ndo utilizamos a equivaléncia das normas || - || HI(RV)
el -|lv. Caso tivéssemos assumido que as normas sdo equivalentes, a demonstra¢do do
resultado seguiria de maneira mais simples e utilizando apenas as hipéteses (f1), (f2) e (V1),

conforme a proposicdo a seguir.
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Proposi¢do 3.4. Suponha que (f1), (f2) e (V1) sejam satisfeitas e que as normas || - || g1 )
e || -|lv sejam equivalentes. Entdo, existe & > 0, independente de A € {%, 1], tal que

[l g1 (mvy = G0 para qualquer ponto critico ndo trivial u de I .

Demonstracdo. De fato, como u é ponto critico ndo-trivial de I, com A € [%, 1] , entao u
satisfaz

HuH‘Z/:/ |Vu]2+V(x)u2dx:l/ Flw)udx. (3.47)
RN RN

Conforme visto na Proposi¢ao 1.2, por (f1) e (f2), temos que dado € > 0, existe 58 >0,
tal que
17(s)| < (f'(0) +¢€)|s| +Ce|s|?, paratodo s € R. (3.48)

Além disso, por (V}), temos que

weH (BN)\{0} [|u3
Assim, existe B > 0, tal que
2
f(0)+B<  inf lully < Il para todo v € H'(RV)\ {0},

ueH! (RM)\{0} ||u||2 VI3’

ou, equivalentemente,

Iv]}3 < f,(” )”1 g paratodove H'(RY)\ {0}. (3.49)

Consequentemente, usando (3.47), (3.48), (3.49) e a imersdo continua de Sobolev de H ! (RN )
em LPT1(RY) (cf. Apéndice A.1), temos que

(3.48) B
H”HVGM)’I/ ”dx</,vf(u>udx < (f(0)+&)l|ul3+Cellulh?)
R
(3é9) £(0)+
NCRY:

onde C > 0 € a constante de imersdo. Agora, tomando € > 0, tal que

(3.50)

+1
~lulfy +CCe ullZ! (®)

f0)+e

=1%o 8

>0,

segue de (3.50) que
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f'(0)+ 1
Cillullyy = lully — 710+ [3” ully < CCellu HZTRN

Por fim, usando a equivaléncia das normas || - [|v e || - || 1 (v, obtemos que

1
CoCul31 gy < CCellulfyi vy

onde C, > 0 ¢ a constante de equivaléncia das normas. Portanto,

G, Gy
> - <
HMHHI RN) = cC )

t
ou seja,
GGy
CCg

como desejavamos. [

1
p—1
a0 gy > ( ) 80,

3.2 Teorema de Splitting

Consideramos funcionais 7 : H' (RY) — R da forma
1
I(u) = —/ \Vul> +V(x)u?dx— | F(u)dx.
2 RN RN

Assumimos que f € C(R) e que V € C(RY, R) satisfazem (V3), (V3) e

" £(0)=0e lim &:0;
(7)) F©) =0 lim =
N+2
(o) Existe l < p<+4oseN=12el<p< + se N >3, tal que lim &:O;
N-2 s—oo |s|P

V1) ap =info(—A+V(x)) > 0.

O objetivo desta sec¢do € derivar uma descri¢io das sequéncias de Palais-Smale limitadas
de I através do Teorema de Splitting, seguindo o mesmo espirito dos artigos [19] e [20] de
Lions. Trabalhamos em H' (R") com a norma

Julf = [ (VuP+V () dx,
RN
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que, sob as hipéteses (Vi)' e (V5), é equivalente & norma padrio de H'(RY), conforme
provado no Lema 3.2. Para demonstrarmos o Teorema de Splitting, necessitamos do seguinte
resultado.

Lema 3.5. Sob as hipéteses (f1), (f2), V1), (Va) e (V3), existe & > 0, tal que, para

qualquer ponto critico ndo trivial u de I, temos ||ul| g1 (grv) > o

Demonstragdo. De fato, conforme observado na Proposicdo 1.1, considerando que (f1)’,
(f2) e (V}) valem para f e V, temos que (f1), (f2) e (V}) valem para f. Portanto, o resultado
segue do Lema 3.4. [

Agora, podemos enunciar o resultado central desta secdo.

Teorema 3.4 (Teorema de Splitting). Suponha que (f1), (f2), (Vi), (Va) e (V3) sejam
satisfeitas e que (u,) C H'(RY) seja uma sequéncia de Palais-Smale limitada para I. Entdo,
existe uma subsequéncia de (u,), ainda denotada por (uy,), um inteiro I € NU{0}, sequéncias
(Y*) c RN e funcoes w* € HY(RN), para 1 < k <1, tais que,

(i) uy — ug com I'(up) = 0;
(ii) |yK| = 4o e [y —yﬁ/] — oo, para k # k', quando n — oo;

(iii) w" #Oelﬁo(wk) =0,paral <k<I;

— 05
1%

(iv)

!
Up —Uo — Z Wk(' _yﬁ)
k=1

[

(v) I(uy) — I(uo) + Z Lo(w");
k=1

onde no caso | = 0, os itens acima ainda sdo verdadeiros sem w* e (yﬁ)

Demonstragdo. Vamos dividir a prova em cinco etapas:

Etapa 1: Mostraremos que, extraindo uma subsequéncia, se necessario, podemos supor
que u, — up em H ! (]RN ), com up sendo um ponto critico de 1.

De fato, como (u,) C H'(RY) é limitada, podemos supor que, a menos de subsequéncias,
uy, — ug em H'(RY). Afim de provar que I'(uy) = 0, notemos que C’(R") é denso em
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H'(RM), logo, basta verificar que I’ (1)@ = 0 para toda ¢ € C3(R"). Veja que

1’(un)<p—1'(u0)<p:/RNV(un)WMV(X)(un)(pdx—/RNan)(de
- [ Vwo)Vo+vwuedr+ [ fw)pds
:/RNV(un—uo)V<pdx+/RNV(X)(un—uo)<de

[ (Flan) — fao)) e
R

(3.51)

Como u;,, — ug, entdo u, —ug — 0, logo

N V(up, —up)Vodx+ /NV(x)(un —up)@dx — 0, quando n — +-oo.
R R

Portanto, segue de (3.51) que

I'(uy) @ —1/(u0)¢+/RN(f(Mn) — f(up))@dx — 0, quando n — +co.

Uma vez que (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional /, entdo I'(u,) — 0, e
assim

/R () — Flut0)) @~ I'(10) — 0. quando n — oo (3.52)

Seja Q C RY um aberto limitado, tal que supp @ C Q. Como (1) € limitada, a compaci-
dade da imersdo de Sobolev H!(Q) < LP*1(Q) (cf. Apéndice A.1), implica que

Up — up em LPT1(Q),

poisp+1>2seN=1ouN=2,ep+1¢c [2,%) se N > 3. Dessa forma, a menos de

subsequéncia, existe g € L1 (Q), tal que u,(x) — uo(x), q.t.p. em Q, implicando que

f(un(x)) @ (x) = f(uo(x))@(x), q.t.p. em L, (3.53)

|un (x)| < g(x), q.t.p. em Q. (3.54)

Além disso, pela Proposicao 1.2, temos que, para todo € > 0, existe Ce > 0, tal que

£ (s)| < €|s| +Ce|s|P, paratodo s > 0. (3.55)
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Assim, usando a desigualdade triangular e as equacdes (3.55) e (3.54), respectivamente,
temos que

|[f (%)) = f (0 (x))] @ ()| = (4 (x)) @ (x) = f (0 (x)) @ (x))|
<|f (4 (x)) @ ()| + [ f (w0 (x)) @ (x)]

+ Ce(|un ()17 + o (x)P) |9 (x)]

)|

)Pl (x)] =: h(x).

)
<&(Jun ()] + |uo(x)[) @ (x)]
<eg(x)|e(x)| +Ces(x)’|p(x

(

+ &utg (x) | (x) | + Celuo (x
(3.56)

Afirmamos que i € L'(Q). De fato, uy € H'(R") e, como 2 < p+1 < 2, temos que
H'(RN) — LPTI(RYN), assim, usando a desigualdade de Hélder (cf. Apéndice A.5), obtemos
que

[ n@ldx=¢ [ s(llo()|dx+Ce [ [s(0)7lo(0]dx
+e [ 1100l dx+Ce [ a0l (0] dx

<ellgllz2 o [19ll2 (@) + Cellg i1 g 191010

t elluoll 2oy 191l 2() + Celluoll] 1 g @1 0+10) < +oo.

(3.57)

Assim, por (3.53), (3.56) e (3.57), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (cf. Apéndice A.11), para concluir que

lim (f(un) — f(uo))pdx= | lim (f(un)— f(uo))dx=0.

n—r+eo JRN Qn—rtoo
Portanto, segue de (3.52) que I’ (up) = 0.
Etapa 2: Defina v,ll = u, — uop € suponha que

sup W [2dx — 0. (3.58)

ZERN /B (2)

Vamos provar que u,, — ug em H ! (RN ) e, portanto, o Teorema de Splitting se aplica com
[ =0.
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De fato, como u,, = v,l1 + up, segue que

I'(u, vl = Vuanldx+ V X unvldx— f(uy vl dx
n n n RN n
_/ (v 4+ up) Vv dx+/ (v} + up)vl dx — /Nf(un)v}qu
R

—/ Vvlvy dx+/ VugVv, dx+/ (x)[vi12dx

/ uovdx/funvdx

Assim,

112 1,2 12
IR = [ VsV d

= I'(up)v} —/ VMOVv,lldx—/ V(x)uov,lldx+/ f(up)vhdx.
RN RN RN
Como, pela Etapa 1, uq é ponto critico de I, entdo I’ (uo)v,ll =0, logo

"(ug)v, —/ VMOVV dx+/ X)ugv, Ldx — /Nf(uo)v,lldx,
R

ou seja,
/ f(uo)v dx—/ Vu()Vv dx+/ X)ugv, Ldx.
RN

Portanto,

Al =7 v+ [ Fwvids— [ op)ds (359

Agora, como v} = u, —ug e (u,) C H'(RY) é limitada, entdo (v) ¢ H'(R") ¢ limitada.
Além disso, como (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale para I, entdo I’ (u,) — 0. Logo
I'(u,)v. — 0. Pela Proposicio 1.2, para qualquer € > 0, existe Ce > 0, tal que

£ (s)| < €|s| +Ce|s|?, paratodos >0,

[ rwtas
RN

Aplicando a desigualdade de Holder (cf. Apéndice A.5), temos que

[ rumsbas

logo,

ge/ |unHv,11|dx—|—68/ PV .
RN RN

< €llun|l2]|vE ]2 + Cel|u? i
> || n||2|| n||2 8” nHL%(RN)H n||P+1 (360)

= &llun|l2[vallz + Cellunll} o Ivall ps1-
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Como (u,) € H'(RY) é limitada e pelas imersdes continuas de H!'(RY) em L*(RY) e
em LPTH(RN), temos que [|u, ||, < K; e ||u,,||§Jrl < K, onde K| e K, s@o constantes reais
positivas. Além disso, como (v)) é limitada em H'(R"), entdo existe uma constante real K3,
tal que ||v, |2 < K3 e, como vale (3.58), o Lema A.9.1 garante que ||v, | ,+1 — 0. Usando a

equacao (3.60), isso mostra que

limsup | |f(un)vy dx < limsupeuall2|vyll2 + Cellunllh , [vall o1 <€C. (3.61)
n—+oo JRN n—r—+o0

onde C é uma constante real positiva. Como € € arbitrério, segue que / f (un)v,ll dx —
RN

0. De maneira anédloga, temos / y f (uo)v,l1 dx — 0. Assim, pela equacgdo (3.59), temos que
R

vl = 0em H'(RY), o que implica que u, — ug em H' (RY). Logo, ||u, — uo|| g1 vy — O'e,
como / é um funcional continuo, temos que /(u,) — I(up). Portanto, o Teorema de Splitting
continua vélido para / = 0 e a Etapa 2 estd completa.

Etapa 3: Suponha que exista uma sequéncia (z,) C RY, tal que, para algum d > 0,

/ WP dx —d.
Bl(Zn)

Entdo, apGs extrair uma subsequéncia, se necessério, temos para algum w € H' (RN ), que
(1) |zn| = +oo;
(i1) un(' +Zn) —w#0;
(iii) 1, (w) = 0.

Para provar o item (i), vamos supor, por absurdo, que (z,) C RY ¢ limitada, isto ¢,
que existe K > 0, tal que |z,| < K, para todo n € N. Definindo r = 1 + K, temos que
B (zn) C B,(0), para todo n € N. De fato, se y € By(z,), entdo

V= lzn| <1y —zal <1, ouseja, [y < 1+|z0| < 1+K =7,

logo, y € B,(0). Dessa forma, temos que

Og/ \v},]zdxg/ |2 dx.
Bi(zn) B,(0)

Por outro lado, como (v}) ¢ H'(R") ¢ limitada e v} = u,, —up — 0 em H'(R"), temos

que, extraindo uma subsequéncia se necessario, v,ll —0em L? (Br(0)). Assim, usando a
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desigualdade acima, temos que

/ v [2dx — 0,
Bl(zn)

o que contradiz nossa hipétese. Portanto, |z,| — oo € o item (i) estd provado.
Para provar (ii), vamos mostrar primeiramente que [|uo|[2(g, ,,)) — 0 quando n — —-oo.

De fato, temos que

2 2
dx = / dx, 3.62
/Bl(zn)uo X RN”OXBl(zn) X (3.62)
onde
1, sexé€Bi(zn),
XB, () (X) =

0, sex¢ Bi(zn).
Afim de aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice A.11) na
equagdo (3.62), note que, como |z,| — oo pelo item (i), temos que

u(z)(x)xBl (z)(X) =0, q.t.p.em RV,

Além disso,
|5 (X) XB, (o) ()| < 15(x),

e, como ug € L? (RV), entdio u(% e L'(R"). Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (cf. Apéndice A.11), segue de (3.62) que

lim Fdx=tim [ iy, de= / lim 15, (., dx =0,

n—=+ JB\ (z,) n——+oo JR. RN n—+o0

ou seja, [[uo||;2(p,(z,)) — 0, como querfamos provar. Observe ainda que, pela desigualdade

triangular, temos

HV};HLZ(BI(Z,.)) = |Jun — MOHLZ(Bl(zn)) < HunHLZ(Bl(z,,)) + HMOHLZ(B1(Zn))’
isto €,
[l 28, (2)) = HV;I1HL2(Bl(zn)) — lluoll 28, (z,))- (3.63)

Como, por hipétese,
/ Wi ?dx —d,
B (Zn)

TS| 1/2 1
entdo [|v,[|2(p, () — d /2 > 0. Dessa forma, como luoll 2B, (z)) = O € Vall 2, (z)) —

d'? >0, segue da equacdo (3.63) que, para n suficientemente grande, existe um o > 0, tal
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que
[unll 228, (z)) = O

assim, usando a mudanga de varidvel x = y 4 z,,, temos
/ Iun(’+zn)!2dy=/ || > dx > 82 (3.64)
By (0) By (Zn)

Definimos agora ziy, := u,(- +z,). Como (u,) C H'(R") é limitada, usando a mudanga de

variavel y = x + z,,, temos que
il = [, (VTCOP+R0) dx= [ (il 2) P+ -+ 20)) d
= [y (V)P +130)) dy = s, < K.
Logo, (i) C H'(RY) é limitada. Portanto, a menos de subsequéncias, temos que
i, —wem H (RY).
Resta provar que w # 0. De fato, se w = 0 entdo i, — w = 0 em L?(B;(0)), isto &,

/ |un(-+zn)|2dy:/ 2 dx — 0,
51 (0) 51(0)

o que contradiz (3.64). Portanto, u,(- +z,) — w # 0, o que prova (ii).
Agora, vamos mostrar (iii). Consideramos novamente u, = u,(- + z,) € observamos que,
argumentando como na Etapa 1, para qualquer ¢ € C(RY),

Lo(itn)@ — L(w)@ — 0.
Vamos mostrar que I, (11,) @ — 0. Para isso, note que
F)o(-~2) = [ Vi)Vt —z)dt [ Vi (x)ex—z)dx
RN RV

— [ o=z dx,
R
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ou, equivalentemente, fazendo a mudanca de varidvel y = x — z,,,

I' (1) (- — 2n) :/RNVun(erzn)WP(y)dwaANV(y+zn)un(y+zn)¢(y)dy
= [ S+ ) 0)dy
:/NVﬁn(y)Vw(y)der/NV(y+zn)b7n(y)¢(y)dy—/Nf(ﬁn(y))qo y)dy
R R R

Como (u,) C H'(RY) é uma sequéncia de Palais-Smale para I, entdo I’ (u,,) — 0. Além disso,

(=2l vy = (@1l (), entdo (@(- —z4)) €
limitada. Logo, I’ (u,)@(- — z,) — 0. Assim,

[ Va0VeR)dy+ [ Vo+am0)et)dy= [ f@m0)e()dy—0.

ou, equivalentemente,

/vu,, Wo(y)dy+ / V(y+20) — Voo )iin () () dy

+/ Vol (y) @ (y dy—/ fun(y))e(y)dy — 0,
RN RN
18to €,

Lo+ [ (V0 2) = Vo)i(3)p()dy 0.

Desta forma, para provar que I, (i,)@ — 0, é suficiente mostrar que
/RN(V()’“‘Zn) = Veo )it (y)9(y) dy — 0. (3.65)

Para isso, consideremos Q C RY aberto limitado, com supp ¢ C Q. Como, por (ii), u, —
w#0em H'(RV), entdo i, — w em L*(Q). Assim, a menos de subsequéncias, existe
h e L*(Q), tal que i, (y) — w(y), q.t.p. em Qe |, ()| < A(y), q.t.p. em . Por outro lado,
como |z,| — oo pelo item (i), entdo, para um y € RY fixo, temos |y + z,| — oo e por (V5),
segue que

V(y+zn) — Ve — 0, q.t.p. em Q, quando n — o,

logo,
(V(y+2z1) — Voo )iy (y)@(y) — 0, q.t.p. em Q.

Agora, como por (V;) e pela continuidade de V, temos que V é limitado, entéo

[(V(y+2za) = Veo)utn ()@ ()| < K[R(Y)||@(y)] =: g(¥)-
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Temos que g € L! (Q) pois, pela desigualdade de Holder (cf. Apéndice A.5),

[ 1g0)lay =& [ mlle0)ldy < Kllaa ]z <+

Assim, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice
A.11), donde obtemos que

lim [ (V(y+2za) = Veo)un(y)@(y)dy = [ lim (V(y+2z,) — Veo)ttn(y)9(y)dy = 0,

n——+oo JRN Qn—r+oo

o que prova (3.65). Logo, I (w)e = 0, para toda ¢ € C3(RY). Como CJ(R") é denso
em H!'(RY), entdo para qualquer funcdo y € H'(RY), existe uma sequéncia de funcdes
(¢,) C CT(RY), tal que ||¢, — w||; — 0, quando n — +oo. Assim, como L./ (w)@, = 0,
temos que I, (w)y = HETWI;(W)¢n = 0. Como a escolha de y € H'(R") foi arbitraria,
podemos concluir que

I, (w)y =0, paratodayc H' (RY).

Logo, I,(w) = 0. Portanto, (iii) estd provado e a Etapa 3 estd completa.
Etapa 4: Suponha que existam m > 1, sequéncias (yﬁ) C RY e funcdes w* € H! (]RN )
para 1 < k < m, tais que:

@ [YE] = oo & [y =3[ — +oo, sek £K
(b) up(-+y5) = wk#£0, paratodo 1 <k <m,
(c) I (W) =0, paratodo 1 <k <m.

Vamos provar que
(1) se

sup —uo—Zw (=¥ dx—o0, (3.66)

ZzE€RN Y B (2)

entao

—0;
1%

_MO_ZW _yn

(2) se existe uma sequéncia (z,) C RY, tal que, para algum d > 0,

/Bl (Zn)

2
dx —d, (3.67)

_MO_ZW yn
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entdo, apos extrair uma subsequéncia se necessdrio, ocorre o seguinte:

(1) |zn| = 4oo, |20 —yﬁ\ — oo, para todo 1 < k < m;
(i1) un(‘ +Zn) - Wm+1 7£ 0;
(i) I (w™) =0.
m
Suponha que (3.66) ocorre. Definimos &, = u, — ug — Z wk (- — yl,‘l) e observamos que,
k=1
por uma mudangca de varidvel, [|wX(- —yl,‘l)||H1(RN) = ||Wk||HI(RN). Como (u,) C H'(RV) ¢
limitada, obtemos que
< Junl[ g1 vy + [0l 1 vy

HgnHHl(RN) = ||Un —Uo — ZW _yn

H'(RY)

+Z WG =3l @y = el g vy + llto s vy +Z Wl vy < K,
k=1

para alguma constante real positiva K. Logo, (§,) C H ! (]RN ) é limitada. Dessa forma, se
(3.66) ocorre, entdio, pelo Lema de Lions (cf. Apéndice A.9), temos que &, — 0 em LP ! (RN ),

m
uma vez que 2 < p+ 1 < 2*. Observe ainda que u, = &, +up + Z wk(- —yk), com isso,
k=1

fwa;faéNw;fdv+4wv%vg¢pgéwv(ﬁiww—w®>va¢x
+/ V(x 2a’x—|—/ V(x uogndx+/ V(x i —yﬁ)éndx—/RNf(un)éndx,

o que nos fornece

&0 = [ V& Pdxt [ Vg
=I'(uy 5,,+/Nf Un éndx—/RNVM()Vé,,dx—/NV(x)uoéndx (3.68)

-/ (Zw )Véndx/ f (-—3)End.

Pela Etapa 1, temos que I’ (ug)&, = 0, ou seja,

/R VugVEdt /]R V(@uobydx = /R  Flug)udx.
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Logo, podemos reescrever (3.68) da seguinte forma:
’ m
1Enlly = I/(”n)§"+/ f(”n)éndx_/ (o) Endx — Z/ Vwk<. —yl,i)Vgndx
RN N N
m (3.69)
+) /RN(VOQ—V(X)) = YYEdx — Z/ VeWk (- = y) Edx.
k=1
Agora, usando a hipétese que I, (wk) =0, para todo 1 < k < m, temos
m
Z &n _yn) =0,
o que implica que
m
Z/RNf(wk)ﬁn(-— Ydx = Z/ Vwk (. —yk Véndx+2/ VoK (- — Y6 &, dlx.
k=1
Assim, a equacio (3.69) fica
2 . k k
!/
16015 =1+ [ S [ o)=Y [ 704G (b

+k§'1 /RN(V“ — V()W (- — yiy) Endlx.

Analogamente ao que foi feito nas equacdes (3.60) e (3.61) com ||v} || p+1, usando repeti-

damente o fato de que ||&,||,+1 — 0, obtemos que

Z S FONEC a0 [ 0 [ fluw)éud 0.
Logo,
1l = 7 (un) ZRNV VWA — ) End

= [ SEdr— [ Nf(uo)éndx—k; /R FOME(— ) dx — 0.
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Como (u,) C H'(RY) é uma sequéncia de Palais-Smale para I e (£,) C H'(R") é limitada,

temos I’ (u,)&, — 0. Portanto, pelo resultado acima, para provar que
IGnllv = llun —uo — Z Wi —m)llv =0,
¢ suficiente mostrar que

Y. [ (Ve VWA~ ) =0,
=1

onde as convergéncias acima sao todas quando n — oo. Para provar este fato, note que como o
potencial V é limitado e como por (V,), para todo € > 0, existe R > 0, tal que, considerando
Bg = Bg(0), temos |V. — V (x)| < &, para todo x € B, entio

[ Ve VA e < [ Ve = VI~ )l
+ [ o V@IMAC I

< cl/ Gl e [ A=)l
(3.70)
Além disso, desde que &,,w* € H L(RM), segue pelas imersdes continuas de Sobolev (cf.
Apéndice A 1) que &,,w* € L2(RN)nLPTH(RY), entdo temos que &,,wh € LPT(Bg) C
L*(Bg) C L (BR) Assim, usando a desigualdade de Holder (cf. Apéndice A.5), a limitacdo
de &, em H'(RY) e que [|[w*(- —y5)[|+1 = [[W¥||+1, concluimos da equagio (3.70) que

oy Vo= VEAC = 3h) e < =) s g Nl g

+elwh (- =yl 2sg) 1l 2

i L (3.71)
< Cil[willp+ ”5””L”Tfl(3,q) +ellwl2/[&nll2

<Gl&ll po1 +eCs.
L P (Bg)

Como &, — 0 em LPT(RY), segue que ||&, || LH( : — 0. Consequentemente, por (3.71),
L7 (B
temos que i

N(Voo —V(x))Wr(- —y¥)E.dx — 0, para todo 1 < k < m,
R
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ou ainda,

g‘l /]RN(V‘” — V)W =33 Eudx = 0,

como desejdvamos.

Assuma agora que (3.67) ocorre. Vamos dividir a prova de (i) em dois passos.
Passo 1: Vamos provar que |z,| — +o0. Suponha, por contradi¢do, que (z,) C RY ¢ limitada,
isto é, existe M > 0, tal que |z,| < M, para todo n € N. Assim,

in — nl = | Vn — in| = nl in| Z nl — 9
2w = Yul = [yn =20l > [yl = |eal > [y =M
e como, por hipétese, |yX| — 4o, para todo 1 < k < m, temos |z, — y~| — oo quando n — oo,

m
Defina w*(-) = wk(- —y*) e tome &, = u,, — up — Z wk (- —y%). Note que
k=1

< lun — ol 228, o) + Lo 1712208, (2)):
L2(B1(zn)) k=1

150l 25, ) =

m
ty —ttg — ), WE(- =)
k=1

18to €,
et — w01l 208, (o)) = IEnll2sy 2y = 2 17 1208y (2 (3.72)
=1

Por outro lado, fazendo a mudancga de varidvel z = x — y’,i, obtemos

k1|12 _ ke k\129. k(N2 e k2
122, ) = /Bl(zn)lw (x—y)["dx = /B @A = 1 ) BT
ou seja,
HWkHLz(Bl(Zn)) = HwkHLz(Bl(z,,—y’,j))? paratodo 1 <k <m.

Como wX € Lz(RN ) e temos que |z, — Yﬁ’ — o0, analogamente ao que foi feito no item (if)
da Etapa 3, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice
A.11) que

HWkHLZ(Bl(z,,)) = ||WkHL2(Bl(zn—y§g)) — 0, paratodo 1 <k <m,

€ assim,

Y 1 28,2y — O (3.74)
k=1
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Consequentemente, visto que, por (3.67), [|&ull2(g,(z,)) — d'/? > 0, combinando (3.72) e

(3.74), concluimos que para n suficientemente grande, existe 6 > 0, tal que

[n = uol| 2 (8, (z,)) = O

ou ainda,
/ ltp — uo|2dx > 8% > 0. (3.75)
B Zn)

Como estamos admitindo |z,| < M, para todo n € N, temos, como no item (i) da Etapa 3,
que existe r > 0, com r = 1 + M, tal que B;(z,) C B,(0). Logo,

Og/ ]un—uo\zdxg/ |y, — 1| *dx.
Bl(Zn) Br(O)

Como u, — ug em H'(RY), entdo u, — up em L*(B,(0)), logo u, — uyg — 0 em L*(B,(0)).

Assim, concluimos da desigualdade acima que

/ |y, — o] 2dx — 0,
BI(Zn)

o que contradiz (3.75). Portanto, |z,| — oo e 0 Passo 1 estd provado.
Passo 2: |z, — yﬁ\ — oo, para todo 1 < k < m. Suponha, por contradicdo, que existe
K €{1,...,m}, tal que (z, —yﬁl) c RY ¢ limitada, isto &, existe M > 0, tal que |z, —yﬁ/] <M,
para todo n € N. Assim, para k # k', obtemos que
lznl = Vi + 20 =Yl 2 0 | = |za =Y | = Iy | =M
e que
l2n =Yl = len =3 +3n =l = o =l = lza =34 | = D} = Vil - M

K| — 400, paratodo 1 <k < m, e [y* —yﬁ/| — 40 se k # k', quando
n — oo, temos que |z, —y’,‘,| — oo, para todo k # k’. Note ainda que por (3.67),

/Bl(zn)

Como, por hipétese,

2

m
Up(x) —up(x) — x yn Zw x—yk) — Z wi(x—y5)| dx = d >0,
k=k'41
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., /
e, fazendo a mudanca de varidvel z = x — yﬁ , obtemos

K—1
[ ) —uole ) =¥ @) = X wheak —oh)
By (Zn_)’ﬁ ) k=1
n /
Y W+ —yh)IPdz—d > 0.
k=k'+1

Definindo i (-) := wK(- +yX =K, @,(-) := un (- +35), tio(-) := uo(- +3X ) e
K—1

Vi 1= Uy — U —wk Z Wk — Z Wk, segue do resultado acima que
k=1 k=k'+1
1/2
HV””LZ(Bl(zn—yﬁ’)) —d'? > 0. (3.76)
Além disso,
HV"HLz(Bl(zn—y’;/)) S W HL2 (Br(za—t)) T HMOHL2 (B1(za—¥¥))
kl
~k ~k
+ Z G ||L2 B1 (=) T Z W ||L2 (By(za—y¥))
k=k'+1
ou ainda,
-1 . m o
Iz W||z Sy == 2 Wl - W5 22, (2
n L?(B1(zn y ) kz L?(By(zn— yn)) k§+l L?(B (zn y )) (377)

Vel 2 -t — Noll2(s, 2, -yt))-

Analogamente ao que foi feito na equacgdo (3.73), usando a definicao de Wk e fazendo a
mudanca de varidvel x = z+ yﬁ/ — yﬁ, obtemos

~k _ k
||W HLZ B] Zn— yn )) - HW HLZ(B1(Zn—}’£§))'

Como w* € L2(RY ) e temos |z, — yﬁ] — 40 se k # k', de analogamente ao item (ii) da Etapa
3, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice A.11) que

HwkHL2 Biart) = ”WkHU(Bl(zn—y’,;)) —0, paratodok#k (1<k<m).

Portanto,

m
Z 191 125, sty — O k ; IHW’CHLz ) (3.78)
=k'+
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Segue também pela definicdo de ug e pela mudanca de varidvel z = x — y/,‘l/ que

0l 28, (2, ) = N0l 28, 20

Novamente, como na prova do item (i) da Etapa 3, usando que ug € L*(RY) e que |z,| — 4o,

concluimos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice A.11) que

01l 25, 2,11y = 101128, zay) = ©- (3.79)

Desta forma, combinando (3.76)—(3.79), segue que, para n suficientemente grande, existe
0 > 0, tal que
> 0,

~ k'
Hl/ln - W HLZ(Bl(Zn_ylfz/))

ou, equivalentemente,
/ it —wF Pdx > 82> 0. (3.80)
Bl (Zn _yﬁ )

Como estamos supondo |z, — yl,‘l/| < M, para todo n € N, segue como no item (i) da Etapa 3
que existe r > 0, com r = 1 + M, tal que Bj(z, —y],‘l,) C B,(0). Logo,

Og/ , \ﬁn—wk/|2dx§/ |, — uo|* dx.
Bi(zn—y%) B:(0)

r

Por outro lado, temos por hipétese que i, () = u, (- +yl,‘l), e wk #0, paratodo 1 <k <m,
donde segue que i, — wX — 0 em L? (Br(0)). Assim, concluimos da desigualdade acima que

~ /
/ ) |, —w* | dx — 0,
Bi(zn—>%)

o que contradiz (3.80). Portanto, |z, — yﬁ| — oo, para todo 1 < k < m, o que conclui o Passo

2 e, assim, (i) estd provado.
m
Para (ii), continuemos denotando wy(-) := wk(- —yX) e &, := u, — up — Z wh(-—yh).
k=1
Como ug € L*(RY) e |z,| — +oo pelo (i) desta etapa, segue como na prova de (ii) da Etapa
3 que
||u0||L2(Bl(z,1)) — 0. (3.81)

Observe que por (3.67),
1&all 28, ) — d'/* > 0. (3.82)
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Além disso,

||§n||L2(B1(Zn)) -

m
Uy — U — Z wk(
k=1

L?(B1(zn))

<l 208, (z)) F 140l 228y (o) + X 19kl 228y 20
k=1
ou seja,

lunll 228, o)) = 16nll 2281 )y — 40l 228y )y — X Wkl 28y ) (3.83)
=1

Desde que w* € L? (RY) e |z, — yﬁ| — 400, segue como na prova do Passo 1 que
m
Z Wil 228, (2)) = O- (3.84)

Portanto, combinando (3.81)—(3.84), temos, para n suficientemente grande, a existéncia de

um J > 0, tal que
[unll 228, (z)) = O

ou, equivalentemente, usando a mudancga de varidvel x =y +z,,
/ Iun(~+zn)|2dy:/ |up|? dx > 8% > 0. (3.85)
B (O) Bi(zn

Consideremos agora i, () = ity (- +z,). Como (u,) C H'(RY) é limitada, entio (z,) C

H! (]RN ) é limitada, assim, a menos de subsequéncia, temos
iy —w™ ! em HY(RMY).

Afirmamos que w" ! # 0. De fato, se w"*! = 0, terfamos i, — w"™ ™! = 0 em L?(B,(0)),

isto €,

/ |un(~+zn)]2dy:/ 2 dx 0,
51(0) 51(0)

contradizendo assim (3.85). Portanto, u, (- +z,) — w™ ! £ 0, 0 que conclui a prova de (ii).
Para provar (iii), consideramos u,(-) = u, (- +z,) e observamos que, argumentando como

na Etapa 1, temos

I (i) — I, (W™ o — 0, para qualquer ¢ € C7(RM).
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’"“) = (0, € suficiente mostrar que

Assim, para provar que I (w
I (tty)@ — 0, para qualquer ¢ € Cg’(RY) fixada,

e isto é feito de forma andloga ao item (iii) da Etapa 3. Portanto, a Etapa 4 estd concluida.
Etapa 5: Conclusao
Pela Etapa 1 temos que u, — up com I'(up) = 0 e assim o item (i) do teorema fica
provado. Além disso, se a hipétese da Etapa 2 ocorre, entdo u, — ug em H' (RN ) e o teorema

vale para [ = 0. Caso contrério, existe & > 0, tal que

sup v [>dx > g, paratodone N,
z€RN /B1(2)

e assim, pela definicdo de supremo, existe (z,) C RY, tal que

/ v} dx > €y, o que implica que / WP dx —d > 0.

1(Zn 1\Zn

Portanto, se a hipotese da Etapa 2 ndo ocorre, a hipétese da Etapa 3 deve ocorrer. Desse
modo, fazendo (y!) = (z,) e w! = w, da tese da Etapa 3, temos que valem (ii) e (iii) desse
teorema para k = 1. Além disso, a tese da Etapa 3 nos coloca nas hipéteses da Etapa 4 no
caso m = 1. Assim, se (3.66) ocorre, obtemos (iv) desse teorema, com [ = 1. Caso contrério,
temos que (3.67) deve ocorrer e fazendo (y%) = (zn) € w!Tl = w?, como consequéncia de
(3.67), obtemos (ii) e (iii) desse teorema para k = 2 e recaimos nas hipdteses da Etapa 4 com
m =2, e assim, repetimos o argumento da Etapa 4. Caso nao ocorra (3.66) param = 2, (3.67)
nos leva a repetir o argumento para m = 3 e assim sucessivamente. Portanto, para concluir a
prova de (iv) desse teorema, basta mostrar que (3.66) deve ocorrer apés um ndimero finito de

repeticdes. Para isto, provaremos primeiro a seguinte afirmacdo: Para todo m > 1, temos

nl_igloo””nH%{l(RN)_||”0||12L11(RN ; ”WkHH' (RN) — le 14— 240 — Z yﬁ)Hzl(RN) =

k=1

De fato, como o funcional /. estd associado a um problema autdonomo e wk

sdo pontos
criticos ndo-triviais de /., para todo 1 < k < m, segue que wk tem decaimento exponencial

no infinito (veja Berestycki-Lions [6, Teorema 1]) e, consequentemente,

lim w*(x) =0, paratodo1<k<m. (3.86)

|x| = o0
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Definamos w* (-) = w*(- — y¥). Fazendo a mudanca de varidvel z = - —y, temos que

k
7% 1 vy = (194111 o)
entdo (W ) CH (RN ) € limitada. Assim, tomando uma subsequéncia se necessario,
Wi —y) =, = em HYRY) e wh(r—y)) =W, (x) = W (x) em Lie (RY),

logo
wh(x —y5) = Wk (x) = w*(x), q.t.p. em RY.
Pelo item (a) da Etapa 4, temos que |yﬁ] — o0, para todo 1 < k < m, logo, para x € RN

fixado, k| — 400 quando n — +oco. Consequentemente, usando as convergéncias acima,
obtemos de (3.86) que

W) = lim wh(x—yk) = hm wh(x—y) =0, q.tp. em RV,
Desta forma,
Wi =y =@k ~3F =0 em H'(RY), paratodo 1 <k <m. (3.87)

Agora, observemos que

_MO_ZW _yn

:||”n_”0||12r_11(RN) <”n_”07zw _yn >
HI(RN)

2

HI(RY)

H!'(RV)

2

Y WAk

H'(RN)
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Como u, — ug pela Etapa 1, temos (un, uo) g1 (mvy — (0, U0) g1 (mvy = H“OH?{l(RN)- Além

disso, usando (3.87) e a caracterizagio de convergéncia fraca em H' (R"), temos

<u0,2w —yn> — 0.
HI(RV)

Portanto, para provar nossa afirmacao, € suficiente mostrar que

(a) <un7 ZW _yn > — Z ||WkH?_11(RN),
H!(RN)

k=1

2
m m
OF ) IR R gl A
k=1 H!(RN) k=1
Primeiro, fazendo a mudancga de varidvel z = - — y],‘l paracadak € {1,2,... ,m}, temos que

(1, WK (- —y’,‘l)>H1(RN) = <un(-+yﬁ),wk)H1(sz), paracadak € {1,2,...,m}.

Assim, usando o fato que u, (- +yX) — wk # 0, para todo 1 < k < m pelo item (b) da Etapa 4
e a caracterizacio de convergéncia fraca em H' (R"), obtemos

<un, pIRAC —Y5)> = (un (- ) W'V ) - (0 (-0 W™ oy
k=1 HI(RN)
— |[w! ||%11(]RN) +eeet ||Wm||%11(]RN) = Z ||Wk||,%11(]RN)a
k=1

e isto nos fornece (a). Para provar (b), observemos inicialmente que

2 m
H'(RN)  \k=1 H(RV)

Y k()
k=1

HMS

Z (- =), W (- —yﬁ)>H1(RN)
+ YW =) =) ey
k=1

kK
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Fazendo as mudangas de varidveis z = - —y} paracadak € {1,2,...,m} ey =-—)}, para
k#k ekk €{1,2,...,m}, temos

W= C =YD m@y) = W Wiy = WA gy
<Wk(' —y]fl),wk ( —yﬁ )>H1(RN) = <Wk(' +yﬁ _ylr(z)vwk >H1(RN)
e, consequentemente,

2
m

Y Wk =)

k=1

m m

k12 k k' k k'

= Z HW HHI(RN)+ Z <W (_I_yn _yn)>7w >H1(RN)‘
k=1 kk'=1
iy

H!(RVN)
Logo, tudo que temos de fazer para provar (b) € mostrar que

m

Z (WE(- K =3k Wk )1 (rv) — 0, ou ainda, (WK (- 4y =35y Wk )i (ryy — Ose k#K.
kK =1

kK

Desde que | yﬁ — yﬁ/| — +oo se k # k' conforme a Etapa 4, segue de modo andlogo ao que foi
feito para obter (3.87) que

WE AR =) =W = O —3E)) =0 se k#£K, (3.88)

onde obtemos, usando a caracterizacdo de convergéncia fraca em H ! (RN ), que
<Wk(' +yl,§/ _yﬁ>7wk/>H1(RN) —0 se k 75 k/,

como desejdvamos. Portanto, nossa afirmacgdo esta provada. Assim, como I;,(wk ) =0 para
1 <k <mew 0 pela hipétese (c) da Etapa 4, usando o fato que (u,) C H'(R") ¢ limitada,
a equivaléncia das normas || - [y e [| - | 1wy € 0 Lema 3.5, segue que existem C; >0, C> >0
e 0p > 0, tais que

m

m m
G = ngfme“nH;z{l(RN) > Jluol 71 vy + ) ||Wk||,%11(RN) > ) ||Wk||12ql(RN) >C ) Wl

> C260m7
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1sto €,

el
m< — < 4oo

C26
Portanto, m € limitado e existe um valor maximo / € N, tal que (3.66) deve ocorrer.

Para concluir a prova do teorema, resta somente provar (v), ou seja, mostrar que

!
I(uy) — I(uo) + Z Lo(wh).
k=1

Escrevendo u, = ug + (u, — up), afirmamos inicialmente que
I(uy) — Lo(up — uo) — I(up). (3.89)

De fato,
1
I(uy) :E/ [V (o + (tn — 1)) |* +V (x) (o + (un — u))*] dx— | F(un)dx
RN RN
1 1
:—/ |Vu0|2dx+/ VuOV(un—uo)dx+—/ |V (1, — )| Pdx + = / x)ubdx
2 2 JRN 2

+/ x)uo(up — uo)dx + = / (un —uo)zdx—/ F (uy,)dx,
2 RN

ou, equivalentemente,

1

1) =I(0) + /R F(uo)dxﬂm(un—uo)—z Vi (1t — tt0) 2 dx+ / n— o) d

+ VuOV —up)dx+ / —up)dx

2/ Up — Up) dx—/RNF(un)dx

=1(uo) + Lo (1, — ug —I—/ VugV (u, — ug dx+/ x)uo(un — up) dx

43 [V Vo) =Pt [ Pl =)+ [ Fluoyds— [ Flunax.

(3.90)
Por outro lado, desde que u, — up em H'(RY), entdo u, — ug — 0 em H'(RY). Conse-
quentemente, usando a caracterizacio de convergéncia fraca em L? (RY) e 0 Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice A.11) como em (3.45), segue que

/ VuoV (u, — ugp) dx—l—/ V (x)uo(un —up) dx — 0.
RN RN
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Além disso, como o potencial V € continuo, entdo € limitado. Usando a limitacdo de V, que
por (V,), para todo € > 0, existe R > 0, tal que |Vo. —V(x)| < €, para todo |x| > R, a imersdo
continua H' (RY) < L*(R") e a limitagdo da sequéncia (u,) C H'(R"), obtemos

OS/RN(V(X)—Vw)(“n—MO)ZdX
V) =V ot [ 1(V(5) = Vo) ot )

<K [ (up—up) dx+£/c(un—uo) dx

Bg BS

<KHun—u0HL2 (Br) —|—C18Hun—u0|]H1 (RY) <KHun—u0HL2 ) TGt

Desde que, a menos de uma subsequéncia, u, —ug — 0 em L? (Bg) e pela arbitrariedade de

€, concluimos ao passar o limite na desigualdade acima que

/ (V () = Vio) (1t — 1) dx — 0.
]RN

Desta forma, usando (3.90), para provar (3.89) resta mostrar que

LI (= o) + F (o) = F()] e =,

ou ainda, escrevendo v,ll = u, — uyp, é suficiente verificar que
/]R R (o)) F (o) — F (v — o)) dx = /R PO+ o)~ F(v}) — Flug))dx — 0. (391)
Primeiro, observemos que, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos
F(v +up) / —F( v +tug)dt = / flv, —|—tu0)u0dt (3.92)

Em virtude da Proposi¢do 1.2, dado € > 0 existe 55 > 0, tal que

£ (s)| < €|s| +Ce|s|?, paratodo s € R, (3.93)
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aqui estamos usando o fato que f(s) = 0 sempre que s < 0. Consequentemente, usando
(3.92), (3.93) e a desigualdade de Jensen (cf. Apéndice A.7), obtemos
1 1 ! 1 Lo ~ 1l
FOh o) = FOI < [ £k -+ tuo)lluolde < [ (elvh ol + Celv}+ o) o i

1 ~
S/o [S(W+f|bto|)|u0|+C82p_1 ([val? +17|u|?) |M0‘] dt

-1

€ ~ ~ 2°
§8|V}llluol+§|uo!2+ce2p YvplP luo| + Ce Jug [P

Além disso, usando (3.93), temos que

€ C
|F (u0)| < > [uol* + —[uo| .
2 p+1

Logo,

[F (v + o) = F (v) = F ()| < |F (v, + o) — F (vy)| + |F (uo)|
E
< €lvylluo| + §|Mo\2 +Ci1 (&) vl o] + Ca (&) uo |

< C (|vh|luo| + |uo [+ [vh[P uo| + [uo|P+1)

onde estamos considerando € = 1 e C = max{1,C;,C,}. Agora, usando a desigualdade de
Young (cf. Apéndice A.4), para cada p > 0, temos

Vallito] < plvy|® +Cpy o,

1 1 py 2L 1 1 p+1 |
valPluol < p([val?) 7 4 Cpy luolP* = plvpPTH + Cpylug [P,

onde r = s = 2 na primeira desigualdade e r = p

,8 = p+1 na segunda. Desta forma,

obtemos

[F (v +u0) = F (vy)) = F ()| < C [(p[v]* +Cpy luo]*) + luo|*]
+C [(plval” "+ Coy luol ") + Juo] "]

= C[(pIval? + Cpluol?) + (Il + Cp ol 1))
(3.94)
Entdo, definindo

fon(x) := max {|F (v, +uo) — F (v,) = F (uo)| (x) = Cpvy[* (x) — Cplv,|"*' (x),0} ,



Estudo do problema ndo autdnomo 77

como V,1¢ = u, — Up € U, — Up, a menos de uma subsequéncia, temos v,ll —0,qtp.emRY, 0
que implica que
FO 4 up)—F(v}) = F(up) =0, q.t.p. em RV,

Desse modo, pela defini¢do de fp ,, € por (3.94), segue que
(i) fp.n(x) =0, q.t.p. em RY;
(il) 0< fpa(x) < Caluo|?(x) +Caluo|P ' (x) =: h(x) com h € L'(RY),

jaque ug e H'(RV), 2 < p+l<4oose N=12e2<p+1<2"se N>3etemos a
imersdo continua H'(RY) < LI(RV) para 2 < g < 4o0se N =1,2 e para 2 < g < 2* se
N > 3. Portanto, usando (i) e (i) juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue (cf. Apéndice A.11), obtemos

lim [ fon(x)dx= /R lim fp,(x)dx =0. (3.95)

n——+oo N n——+oo

Observe ainda que pela defini¢do de fp 4, que
[F (vy o) = F (v) = F ()| = Cp vy = Cplva | < fon,
ou ainda,

|F (vy+u0) = F (v) = F ()| < Cplv* +Cpvy"*' + fo .

Consequentemente, usando a imersao continua dada acima e a limita¢do da sequéncia v,11 em
H'(RM) (i que v} = u, —ug, e (u,) € H'(RY) limitada), temos

1
[ JFh+u0) = F() = F(u)l dx < Cpllvh B+ Cplvh I + | fp(dx
< CspllvalF vy + Cop IVallfp oy + [ fon(x)dx
>~ L5 nllHI(RN) 6 nllg1(RN) RN p,n

< ap —1—/ fon(x)dx,
RN
(3.96)
donde segue, por (3.95), (3.96) e da arbitrariedade de p, que

/RN F (v} + ug) — F(v) — F (ug)| dx — 0,
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como desejdvamos. Agora, usando (3.89), tudo que nos resta para provar o item (v) do

teorema € mostrar que
l

Lo(un —up) = Y Lo(WF). (3.97)
k=1

Para isto, observemos inicialmente que, usando (Vs) e a Proposi¢do 3.1, temos que V.. > 0 e,

consequentemente, a norma
2 2 2
|ully. = /}RN (|Vul* + Veou”) dx

é equivalente 2 norma usual do espaco H' (RY). Desse modo, podemos reescrever I(u) do

seguinte modo

L) = [}, = [ F(w)dx.

RN

!
Note que, fazendo vi = u, —ug e ¥, = Z wk (- —yk), obtemos
k=1

all¥, = 1allv, = [Avallve = 1 Zallv) (vallve + 1 Zallv..)|

A ; . (3.98)
< va = Xnllv. (lvallv. + [ 2 lve.) -

Além disso, usando o item (iv) deste teorema e a equivaléncia das normas || - ||y, e || - |lv,

temos

— 0. (3.99)
Veo

/
HV;11_7NCnHVm = ||Un — U0 — Z Wk(' _)ﬁ)
k=1

Por outro lado, fazendo a mudanca de varidvel z = x — yﬁ para 1 <k <1, segue que

k
|

k k
W e =y)llve. = (W lv..,

e, consequentemente, (¥,) C H'(RY) é limitada. Temos também que (v!) ¢ H'(R") é
limitada, pois (1,) C H'(R") é limitada. Dai, usando (3.98), concluimos que

| 2

Y Wk (=)

k=1

~ : 1 1
[vally. = 12l = 0, ou ainda, |y — uo| 7. —

— 0.
2

Voo

Agora, usando argumentos semelhantes aos utilizados para provar o item (b) na pdgina 66,

obtemos 5

[
Y wE( =)
k=1

!
k|2
= ) [IWHlv...
k=1

Voo
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Consequentemente,

1 1 ¢
EHMn —Mo||x2/.x, — 5 Z HWkaZ/m,
k=1

ou, equivalentemente,

! !
Up — Up) —l—/ F(uy —up) dx — Z Lo(wh) + Z / F(wh)dx. (3.100)
RY k=1 k=17/RY
Afirmamos que
/RN F (un — uo) (Zw )]dx—>0 (3.101)
!
De fato, considerando novamente v\ = u, —ug e ¥, = Z wk (- =), temos
k=1
FOW~F@) = [ PG+ 10h = T = [ G +100h~ %))k~ T

Dai, usando (3.93), obtemos

1
FO) = F) < [ VGt 10} = Ta) vk~ Tl

: ~ |~ ~ ~
< [ (el -+ 03— 2l + Celfa+ 10— ZI7) b~ Taldr

1
< [ e+l = Za)lvi ~ 7l

+ 2 ([Tl + 17 vh = Tal?) Ivh = Zal |

~ ~ £ ~ ~ 1~ ~
< e[ Tnllvy — Xl + Elv,i — Xl C2P 2P ) — 2]

~ op—1
C
+ 8p+1

[V — Xl

Logo, usando a desigualdade de Holder (cf. Apéndice A.5), as imersdes continuas de Sobolev
(cf. Apéndice A.1), a limitacdo da sequéncia (¥,) C H'(RY) e a equivaléncia das normas
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I lIv.. e [ - 11 () segue que

/RN [F (v) = F (%)l dx < C1(&) [ Xall2llva = Zall2 + Ca(&) v — Zull2

+C3 ()12l 1V — Znll p1 + Ca(€) vy — Kl pe
< Ci(&)[va— Znllv. + Ca(€) Ve — Znllv..
+C3(&)|lvy = Znllvi. + Ca(e)|lv = Znllve. < Cs(€) vy — Zlv.

onde Cs(€) = max{C(g),C2(€),C3(€),Cs(€)} > 0. Portanto, segue de (3.99) que
PR = ()l dx 0.
RN

e assim obtemos (3.101). Agora, combinando (3.100) e (3.101), temos que

L —up +/ ( )) dx—)ZI +;/RNF(WI<

ou ainda,
—up) + / ( ) Z F(w")| dx — Z Lo(
k=1
Desta forma, para provar (3.97) € suficiente mostrar que
: k k l k
/RN F kzlw (=5 —kZlF(w dx — 0, (3.102)

Faremos a prova por indug¢do. Inicialmente, seja / = 1. Fazendo a mudanca de varidvel

71=X— y,lq, temos que

[

[ [
F (zw--m) Y Pk
k=1 k=1

donde segue que o resultado vale para [ = 1.
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Suponhamos agora que o resultado vale para [ = m € N, ou seja, que

L

Provemos que o resultado também vale para [ = m+ 1, isto &, que
m+1 m+1

LolF R wie—sb ) = X Fovt
R k=1 k=1

De fato, fazendo a mudancga de varidvel z = x — yZ”l e escrevendo

dx — 0.

F (f e —yﬁ>) Y PO
k=1 k=1

dx — 0. (3.103)

m
g =Y w4yt =),
k=1

obtemos

m+1
/ (Zw —yn> =/RNF(wl(x—y£)+wz(x—yﬁ)+-~-+W’"+1(x ) dx
= [ Fomt gy dz,
RN

ou, equivalentemente,

/ (Wilw —yk ) /RNF(me)dx

= [ FOm g = FOv ) = F(e)] s [ F(gi)

Em virtude de (3.88), temos que g’ — 0 em H ! (RY) e assim, usando argumentos analogos

aos utilizados para obter (3.91), concluimos que

/RN [F(w™ 4 gy — F(w™) — F(gi")] dx — 0,

N +1
/ (ZW >dx RNF(W )dxzo(l)—i—/RNF(gn)dx'

logo,
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Consequentemente,
m+1 . L m+1 .
/RNF (k; w (._yn)> dx—/RNk;F(w )dx
m+1
—o(1) +/RNF(gZ1)dx— /RN ) F(w) dx + /RNF(W'”“)dx (3.104)

:0(1)4—/RNF (;iWk(.+y21+l —ylf,)) dx—/RNIilF(wk)dx.
—1 —

Fazendo a mudanca de varidvel z = x+ ynm+1 em (3.104) e usando a hipétese de indugdo,
segue que
m+1 . . m+1 f
F w (- — dx — / F(w")dx
foF( Eeob ) e X [ Fo
o k k o k
=o(l)+ - F Zw(-—yn) —ZF(W) dx=o(1).
k=1 k=1
Portanto, vale (3.103) e o teorema esta provado. L]

A fim de facilitar a aplicacdo do Teorema de Splitting, apresentamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.5. A decomposicdao fornecida pelo Teorema de Splitting ainda é vdlida
substituindo-se as hipdteses (f1) e (V1) por (f1) e (V1), respectivamente.

Demonstragdo. Para ver isso, vamos escrever I na forma

I(u) = %/RN IVul> + (V(x) —f’+(0))u2dx—/RN (F(u) - %f’+(0)u2) dx.  (3.105)

Agora, consideremos f(s) = f(s) — f1(0)s e V(x) = V(x) — £,.(0). Vamos provar que f
e V satisfazem (f1)’, (), (Vi)' e (V2). De fato, como por (f;) temos que f(0) = 0, entiio
f(0) = f(0) - f1(0).0=0¢
S . ~fL0)s / / /
i L= g PR i (£2-0) = fi0-2t0=0
donde se obtém que (f;)’ é valida para f. Além disso, como estamos assumindo f(s) = 0,

para todo s < 0, segue por (f>)" que

[P sl

Iim —~% =
s—oo |s|P s—eo |s|P

fo) _ o f=fi0s (f(s) f’+(0)s> _0_0=0,
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e, portanto, (f>)' ¢ satisfeita por f. Agora, como por (V}) temos que 0 > 1%.(0), obtemos
que
% = info(—A+V(x)) =info(—A+V(x)) — f1.(0) = o — f}(0) > 0,

e assim temos que (Vi)' vale para f. Por fim, segue de (V5) que

V(x)=V(x)— fL(0) = Vo — £.(0) := \7(00) € R, quando |x| — oo,

e, entdo, ]7 satisfaz (V). Desta forma, as hipéteses do teorema sdo vélidas para fe V.
Portanto, conforme observado na Proposicao 1.1, a decomposi¢do obtida pelo Teorema de
Splitting ainda € verdadeira. [

Com a demonstragdo do Teorema de Splitting, que serd fundamental para a prova do

nosso teorema principal, podemos avancgar para a proxima etapa.

3.3 Existéncia de uma Solucao Positiva

Nesta secdo, nosso objetivo € demonstrar o Teorema 3.1 e concluir nossa investigacdo de
solugdes positivas para o problema (1.3). O primeiro passo nessa dire¢do serd provar que para
quase todo A € [3,1], I possui um ponto critico ndo trivial uy, tal que I (u;) < c;. Para
1sso, temos o seguinte resultado sobre a convergéncia das sequéncias Palais-Smale limitadas.

Lema 3.6. Suponha que (f1) — (f3), (V2), (V3) e (Vs) sdo satisfeitas e deixe A € [%, 1] ser
arbitrdrio mas fixo. Entdo, qualquer sequéncia de Palais-Smale limitada (u,) C H ! (RN )
para I, satisfazendo lim sup I (un) < cy, e ||un|| g1 mvy = 0, apds extrair uma subsequéncia,
n——+oo

converge fracamente para um ponto critico ndo trivial uy de I, com I) (uy) < c;.
Demonstracdo. Pela Proposicdo 3.5, como valem (f1), (f2), (Vo) e (Vs), e como (u,) C
H' (RN ) é limitada, podemos aplicar o Teorema de Splitting. Logo, existe uma subsequéncia
de (u,), ainda denotada por (u,,), um inteiro / € NU {0}, sequéncias (y') ¢ RY e fungdes
wk e HY(RN), para 1 < k < I, tais que

() u, — uy, comI'(uy) =0,
(iii) wh #£0el(wh)=0paral <k <l,

— 0,
1%

k k
W)L(' _yn)
1

(iv)

/
Uy —uy —

k=

l
V) I (un) = 1) + Y Lo (wh),
k=1
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onde no caso / = 0, os itens acima ainda sao verdadeiros sem wﬁ e (yﬁ) sendo L.y :
H'(RY) = R dado por

1
Lop () = 5/RN(\Vulz+un2)dx—7t/RNF(u)dx

e os wﬁ, parak=1,...,/, sdo pontos criticos ndo triviais de I 3. Pelo item (i), temos que
u, — uy, com I'(uy ) = 0, ou seja, que (u,) converge fracamente para um ponto critico u;,
de I;. Logo, falta provar que I; (uy ) < ¢ e que uy # 0. Como qualquer solugio de

—Au+Veu=Af(u), ucH'(RY) (3.106)
€ ndo negativa, podemos considera-la como uma solugdo de (2.1) com

—Vs+Af(s), paras>0,
g(s) =
—g(—s), para s < 0.

Observamos que uma solug@o de energia minima para (2.1) - que podemos assumir ser
positiva - também é uma soluc@o de energia minima para (3.106) e o contrario também ¢
verdadeiro. Dessa forma, a fim de aplicar o Teorema 2.1 na fun¢do g acima, vamos mostrar
que ela satisfaz as hipoteses do teorema. De fato, por definicdo, temos que g € continua e
fmpar, e entdo temos (go). Pela defini¢do de g e usando (f7), temos

lim &s) = —Veu+Af(0).

s—0t S

Pela Proposi¢do 3.1 e por (Vs), temos

V> ap> £4(0) > A£,(0), logo, Tim £ € (—en,0),

s—0t 8

o que prova (g1). Quando N = 2, por (f>), existe 1 < p < +oo, tal que

lim &

§—>+oo P

=0,
e, argumentando como na demonstracdo do Lema 3.3, temos que

18(5)| < Cae®™’, paratodo s€R.
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Ja quando N > 3, por (f2), existe 1 < p < , tal que
lim & =0.

s—>+oo P

Desse modo, para todo o > 0, existe S > 1, tal que, se s > S > 1, entdo
f6) _,

N+2 L
f(s) < as? < asv-2, ou seja, lim
§—r o0 sN—2

Assim temos,
\—sz+lf(s)]: lim Vo +)Vf(s) _0
N42 S—r-o0 S%—j%—l s%—jﬁ '

tim SO iy
§—r+to0 S% S—r+oo sN—2
Portanto, g satisfaz (g»). Por fim, por (f3), para todo M > 0, existe S > 0, tal que

sempre que s > S.

f(s) > Ms,
Logo,
2 2 2
SAAMS = 2 (Ve + AM),

/sg(t)dt - /s(—vmtuf(t))dt > V.
0 0
>0,

G(s) =
sempre que s > S. Portanto, tomando M > %, existe so > 0, com s9 > S, tal que G(sp)

o que prova (g3). Dessa forma, podemos aplicar o Teorema 2.1, o qual nos da que
=0},

0 <,y =inf{l.; (u) |uc H\{0} eI, (u)

e assim, qualquer ponto critico ndo-trivial wy, de L, j satisfaz I, 3 (wy ) > me, 3 > 0. Como,
por hipétese, limsup /) (u,) < c,, segue, pelos itens (iii) e (v) acima, que
n— oo
!
(3.107)

¢y > limsuply (un) = I () + Y L g (Wh) > I (uy).
k=1

n— oo
Para finalizar a prova, resta mostrar que u; # 0. Suponha, por absurdo que u; =0,

entdo I; (u; ) = 0. Vamos mostrar primeiro que ¢ > 1. De fato, se ¢ = 0, segue de (iv) que
[tnllv = ||tn — up |l — 0. Como valem (V1) e (V2), entdo as normas ||.||y e |||l 1 gw) sd0
equivalentes, 10go ||up||1(gv) — 0, 0 que € um absurdo, portanto £ > 1. Pelo item (iii),
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temos que wl #0el )L (wl) 0, para 1 <k </, isto implica que
0 <inf{l () | u 70,1 ; () =0} = me 3 < I (wh), paratodo 1 <k <Z.

Logo, usando a equacao (3.107), temos que

l l

Meg < Aoy < Y LoaWh) =L (up) + Y Lo a(Wh) = ¢y (3.108)
k=1 k=1

Por outro lado, pelo Teorema 2.1, existe uma solucdo de energia minima ®; > 0 para
(3.106). Aplicando o Teorema 2.2 ao funcional I, 5, podemos encontrar um caminho y €
c([0,1],HY(RY)),, tal que y(¢)(x) > 0, para todo x € RN, r € (0, 1], ¥(0) = 0, L. 5 (y(1)) <0,
@ € ¥([0,1]) e

I, =1, .
max, 2(v(@)) (@)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que V # V., em (V3), caso contrario, recairia-
mos no caso autdbnomo. Assim, existe xg € RN , tal que V (xg) < V. e, pela continuidade de
V, existe § > 0, tal que

V(x) < Ve, para todo x € Bg(xp). (3.109)

Por (V3), temos V (x) < V., para todo x € RV, logo

/ [V (x) — Voo u? dx < 0. (3.110)
B§(xo)

Portanto, segue de (3.109) e (3.110), que

D () — I () = (;/ (IVul? +V (x)u?) dx — /1/ )
= (;/ (|Vu|* + Vort?) dx — l/ dx> :/RN[V(x)—Vw]uzdx

= [V (x) — Veou dx+/ Vou? dx < 0,
Bs(xo) (x0)

para todo u # 0 em Bg(xp). Assim, em particular, como ¥(z)(x) > 0, para todo x € R,
€ (0, 1], obtemos
Iy (y(1)) < L. 2 (¥(t)), paratodot € ]0,1].

Consequentemente,

= inf I < I 1 =M},
cr = jof max [ (v(1)) < max [n(1(1)) < max Lo (Y1) = oo
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contradizendo assim (3.108). Portanto, u; # 0, o que conclui a prova do Lema. 0
Aplicando o lema anterior, temos o seguinte resultado.
Teorema 3.5. I, tem um ponto critico ndo trivial para quase todo A € [%, 1].

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.3, para quase todo A € [%, 1} , temos a existéncia de uma
sequéncia de Palais-Smale limitada (u,) para I, no nivel ¢, com I; (u,) — ¢; # 0, 0 que
implica que ||uy ||y RN 7 0. Portanto, podemos aplicar o Lema 3.6 e concluir que /) tem
um ponto critico ndo trivial para quase todo A € [5,1]. O

Observacio 3.4. Como caso especial do Teorema 3.5, obtemos a existéncia de uma sequéncia
1 .
(Aj,uj) C [5,1] x HY(RY), com A; — 1 e uj # 0, satisfazendo Ix/lj(”j) =0el,(uj) <cp

A ideia da prova do Teorema 3.1 é mostrar que essa sequéncia (u;) de pontos criticos
nao triviais de / 3, € uma sequéncia de Palais-Smale limitada para I satisfazendo as hipdteses
do Lema 3.6. Para mostrar a limitagdo de (u;) C H ! (RY), usaremos o resultado a seguir,

devido a De Figueiredo-Lions-Nussbaum.

1]

l\)l'—‘

Proposicio 3.6 (Identidade do tipo Pohozaev). Seja u um ponto critico de I;, com A € [

arbitrdrio, entdo u satisfaz

N-2
— \Vul?dx+ = / x)u? dx + = / (VV(x),x)gn uzdx—NQL/NF(u)deO.
RN R
3.111)
Demonstracdo. Para o problema (3.2), temos que g(x,u) = A f(u) — V(x)u, entdo
u V(x)u?
G(x,u) = / §(r)dr = AF (1)~ —
0
Logo,
/ dG(x,u) / / AV (x) 24 /
Xi——m——" — uwdx—= | xV
RV dx; ox; 8xl T2 e ox; 2 ' (9x,
du 1 aV(x
/ )u)a—Xix,-dx—z o aii)xiMde'
Assim,

9G(x,u) du 1 IV(x) 5
Z / axl x,dx 3 v o, u x,dx)

|I
1=
7 N
S
=
>
=
=
|
=
NaP
=
QJ
3

(A £ () =V (x)u) (Vit, ¥ x— % [ V@) 0 i

Il
N
=
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Observe que (Vu,x)py = 0, uma vez que o vetor posi¢do x tem a dire¢do do vetor normal,

que € ortogonal ao vetor gradiente, logo

/RN (Af () =V (x)u)(Vit,n)px dx=0.

Portanto, segue do Teorema A.2.1 (cf. Apéndice A.2) que
- 2
ZN/ G(x,u)dx+2 / XiGy.(x,u)dx=(N—-2 / Vu|“dx
[ Gleads2 [5Gy wadr=(N=2) [ Vi

= 2N/RN (lF(u) —W) dx—2 (% /RNVV(x)xuzdx> =(N-2) /RN Vul? dx

N-2 N 1
e RN\Vulzdx+§/RNV(x)u2dx+E/RN<VV(X),x>RN 2dx—NA [ Plu)dr=0,

como queriamos provar. [

Agora aplicamos a proposigdo anterior a sequéncia (u;) C H' (R") obtida na Observago
34.

Proposicdo 3.7. Assuma que (fi) — (f3), (Vi) — (V) sdo vdlidos. Entdo (u;) C H'(RY) é

limitada.

Demonstragdo. Como, pelo Lema 3.6,

i
2

1
I/lj(”j>: E/RN(|VMJ-|2_|_V(x)uj2)dx—)tj/RNF(uj)dxSClj SCl

entao N N
2 2
E/RN|VMJ'| dx+5/RNV(x>uj dx—N)Lj/RNF(uj)dngcl

! .

Pela Proposicao 3.6, temos

N 2 N 2
E/RNyw,y dx+E/RNV(x)ujdx—Nl/RNF(u])dx
1
:/Rvauj|2dx_E/RN<VV()C)’X>RN u?dx,

logo
1
12 - 2
/RN|VuJ| dx < 2/}RN|VV()C)||)c|uja’x—l—Ncé.

Assim, levando em conta (Vy), segue que

I
/ |Vuj|2dx§—/ 202dx+ N, com¢ € PR NWI=®RY).  (3.112)
RN 2 Jry Y 2



Estudo do problema ndo autdnomo 89

Também, como u; € ponto critico ndo trivial de I)/Lj’ segue que [ ij (uj) (¢2u i) =0, logo

2 262 dx — A N2
/RNVujV(q) uj)dx—}—/RNV(x)uj(]) dx—)u]/RNf(u])u]q) dx. (3.113)
Agora, segue de (f3) que, para qualquer L > 0, existe S > 0, tal que, para todo s > S, vale
que
& > L, ouseja, f(s)s> Ls?,
s

e, portanto, como f é continua em [0, S], temos
f(s)s>Ls*—C(L), paratodo s>0.
Deduzimos entdo que, para um C (L) >0,
Noy A2 242 _ 2 — 242 Al
/RNf(u])u](]) dx > L/RN w292 dx—C(L) /RNq) dx L/RN 292dx—C(L).  (3.114)

Também temos, para um C > 0, usando (3.112), que

[ vuv@na < [ 9ulS@tla= [ 190 (6191 261150l ds

= [ VuPerdx+2 [ 19ujla6]99]dx
(3.115)
Note que

2
0 < (IVus | [Vl — fujl [ w]) ™ = [V PV ] = 2| Vi [y [ w] + [ Py,

logo,
20Vus [V llujllw] < Vi PV + s P (3.116)
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Assim, segue de (3.112), (3.115) e (3.116), que

(3.115) 55
< [ IVuPedx 2 [ Vi lugllo]Vo|dx

(3.116)
2.2 2 2 2,42
< /]RN|VM]| i) dx—f—/RN|VuJ| Vol dx—i—/RNqu) dx.

< sup|¢2|/RN|vu,-|2dx+sup|v¢|2/RN|vu,-|2dx+/RNu§¢2dx

o 2 2 12 2,2
= (I0I2+199I2) [ IVajPas+ [ igax

(3.112) 1
<ol +19012) (5 [ do2ar+eN) + [ ot

o2+ Vo>
:<|I I 2|| I +1>/RN”5¢2‘ZX

2 2 2.2
(1012 +1VOIR)eyN <C [ uddrc.

. Vu;V(¢*u;)dx

(3.117)
onde tomamos C > 0, tal que
2 2
¢z max IO 4y (12 1 w2 epn).
E que, por (V3),
242 242
/RNV(x)ujq) deVw/RNuj¢ dx. (3.118)

Finalmente, combinando (3.113)-(3.118), obtemos

~ (3.114)
2,2 2 4 (3.113) 2 2,42
L/RNuj(I) dx—C(L) < /RNf(uj)ujq) dx OLL /RNWJVW uj)dX—l—/RNV(x)ujq) dx

(3.117)+(3.118) 9.2 2.2
< c/ W27 dx+C ) + Vw/ uj9” dx
RN RN

:(C—i—Voo)/RNu?gbzdx—l—C.

Portanto,

~ , C(L)+C
2 2 z 2 2
L—(C+VM)/RNMJ.¢ dx <C(L)+C, isto é, /RNujtb X< T— vy (CHVo)

Tomando L > O suficientemente grande, isso mostra que / u§¢2 dx é limitada e assim, por

RN
(3.112), segue que /]RN |Vu;|* dx é limitada. Agora, vamos mostrar que ||u;||3 = /]RN u? dx é
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limitada. Suponha, por absurdo, que ||u;||3 ¢ ilimitada, isto &, que, a menos de subsequéncia,

temos |u;||3 — +oo. Entdo, r; := ||uj||§/N — oo, Definindo u(x) := u;(r;x), temos
~12_ 2-N 2 ~ 112
Vil = ri [ Vugllz, gl =1, (3.119)
De fato, fazendo a substitui¢do y = r;x, temos que % = d(;ix) = er , logo, dx = rj_N dy.
Portanto,
~ 2 _ ~ N2 g T ()2 gy — 2N 112
Vi3 = [ IVaePdx= [ Va0 = 2 Va B,
e

3= [, werde= [ uwtrp?de=[ w0 dy

N 2 2\ 2
— M| = (IIWHZN) 3 = 1.

Em particular, (i;) é uma sequéncia limitada em H' (R"). Podemos também observar que

uj(x) satisfaz

1 - ~
— A+ V (rjx)it; = A;f(if;) em RV, (3.120)

J

De fato,
Vuj(x) = V(u;j(rjx)) = rjVu;(rx),
(]
Alij(x) = V(Vitj(x)) = V(rjVu;(rjx)) = rjV(Vuj(rix)) = ri*Auj(rix),
logo,
Auj(x)
Auj(rjx) = r;Z :

Portanto,

—Auj(rjx) +V(rjx)uj(rjx) = )Ljf(”j(rjx»

N _#A;;,-(x) FV(r)iy = (i (x)).

Agora, afirmamos que

sup ||ﬁj||%2(31(x)) = sup ﬁ?dx—> 0, conforme j — oo, (3.121)
xERN xRN /B (x)
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onde By (x) ={y €
uj(-+yj) — 0, fracamente em H! (RY) (3.122)

para qualquer sequéncia (y;) C R", pois assim teremos que #;(- +y;) — 0 em L‘l”oc (RY) e,
em particular, em L?(B;(x)). Assumimos que #;(- +y;) — i fracamente em H' (R") apés
extrair uma subsequéncia. Observamos que segue de (V2) que V(rjx+y;) = Ve, q.t.p. em
RY. Entio, por (3.120), temos Vi = f(it) em RY. Como u(x) € H'(R¥) e £ =0 é uma
solugdo isolada de Voo& = (&), temos u = 0. Isso implica (3.122) e, portanto, (3.121).
Pelo Lema de Lions (cf. Apéndice A.9), para o p dado em (f>), segue que ||u;||,+1 — O

conforme j — +co. Pelos itens (f1) — (f2), temos para qualquer 6 > 0 existe Cg > 0, tal que

IF(E) = FL(0)E||E| < 8E%+C5|E|PT!, paratodo & € R.

Assim, tomando & = u; e integrando, temos

@) = £ty x| < 815 +C11@ 1} — 8. conforme j — -+
Como 6 > 0 é arbitrario, temos
/R RECH A7) (3.123)

Observamos que ' (0) < Ve segue de (Vs) e da Proposi¢do 1.1. Multiplicando (3.120)
por u; e integrando, e usando (3.119) e (3.123), temos que

2. (0 1 ~
2|yvuj\|2_ /v dx——z/RNujAujdx

(3']:20)—/NV rix ﬁjdx+7t~/ (i) dx
= [ V= 2rL OB+, [ ()~ 1107 dx

(3.123) —(Veo f+(0))\|”j||2

G4 — (Voo — f1.(0)) <0, quando j — oo.

Isso é uma contradicdo e, portanto,

também o €.
Dessa forma, como ||u; H%—Il(RN) = ||uj|3 +/N u? dx, segue que (u;) C H'(RY) ¢ limitada,
R

como queriamos provar. [
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Observe ainda que quando N > 3, a prova da limitagdo da sequéncia € mais simples,
conforme provado a seguir.

Proposiciio 3.8. Quando N > 3, podemos mostrar diretamente a limitagdo de ||u;||3.

Demonstragdo. Observe que Iflj (uj)uj =0, ou seja,

/RN [Vaj* +V (i = 4, /RNf(”j)”jdx (3.124)
Por (f1) — (f2), para qualquer 8 > 0, existe Cs > 0, tal que
£(5) < (f.(0) + 8)s+Css¥3, para todo s > 0. (3.125)
Assim, por (1.5), (3.124) e (3.125), segue que
Oco/RNu%dxS/RN|Vuj’2+V(x)u§dx§/RNf(uj)ujdx
(L) +8) [ e Cs [ u?
=(7L0)+8) [ i+ Collus g, .

Como N > 3, podemos aplicar a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (cf.
Apéndice A.3), para concluir que

2 2 2*
Oc()/RNujde (f’+(0)—1—5)/RNujdx+C5C||Vuj||2 .
Escolhendo f* (0) + 8 < a, temos que

CsC [V

[0t0 = (£1.(0) +8) 13 < CoC|Vafy  Togo 3 < = (7L (0)+8)’

0 que mostra que ||u;||3 é limitada. O

Provada a limitagdo da sequéncia (1), devemos mostrar que (u;) satisfaz as hipéteses do
Lema 3.6. Para isso, demonstraremos o lema a seguir.

Lema 3.7. Assumindo que (f1) — (f3) e (Vi) — (Vs) sdo satisfeitas, entdo a sequéncia (u;) C

H! (]RN ) é uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I satisfazendo limsup!(u;) < c
Joee
e ””jHHl(RN) 7+ 0.
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Demonstragdo. O fato de ||uj|| 1wy 7> 0 segue do Lema 3.4. Agora, pela defini¢do de
I(uj) e de I (u;), temos que

I(uj)zllj(uj)—l—(lj—l) (uj)dx. (3.126)

F
]RN
Como, pela Proposigdo 3.7, (u;) C H! (]RN) ¢ limitada, segue que /N |F(uj)|dx < Cy, onde

R

C é uma constante real positiva. Dessa forma, (3.126) implica em

1
I(uj) > Clj - ECI.
Também lembramos que I (1) < c;;, que A; — 1 e que, pelo Lema 3.1, a fungdo A; — ¢,
€ continua pela esquerda, entdo lim ¢ A, =C Assim, a sequéncia (u j) ¢ limitada, além disso,
jore

por (3.126) obtemos
limsup/(u;) =limsupl) (u;)+ (A; — 1)/ F(uj)dx
oo Jortee RN
<limsupcy, + (4; — )/RNF(uj)dx:C'

jtes

Por outro lado, no dual de H' (RN ),
Iup) =13, () + (=) [ fluj)a

Como (u;) C H'(RY) é limitada, entio /Nf(uj)dx é limitada, logo lim I'(u;) = 0. Por-
R

jroo
tanto, (#;) ¢ uma sequéncia de Palais-Smale. O

Agora, estamos em condi¢des de provar o resultado principal desta dissertacao.

Demonstragdo do Teorema 3.1. Pela Proposigdo 3.7 e pelo Lema 3.7, temos que (u;) C
H'(RY) é uma sequéncia de Palais-Smale limitada que satisfaz

limsup/(u;) <c e |lujllg @y # 0.

oo
Assim, (u;) satisfaz as hipéteses do Lema 3.6 para A = 1 e, portanto, / possui um ponto
critico ndo trivial. Pelo Teorema 1.3, temos que esse ponto critico € uma solu¢cdo ndo negativa
do problema (1.3). A fim de provar que essa solucao é positiva. Primeiro, considaremos

o caso em que f é Holder continua. Nesse caso, concluiremos que toda solugdo fraca do
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problema € uma solugdo classica e aplicaremos o Principio do Médximo Forte (cf. Apéndice
A.14).

De fato, seja @ C RY um aberto limitado de classe C**. Vamos supor inicialmente
que N > 3 e usar um argumento conhecido como "bootstrap”. O primeiro passo € usar as
imersdes de Sobolev H' (Q) < L* (Q) para concluir que u € L (Q). Por outro lado, segue
da Proposicao 1.2 que

1£(s)] < (f}.(0) 4+ €&)s+Ces?, paratodos € R,

logo,

2 ~ z e . .
FOI7 < ((FL0)+&)ls|+Celsl?) " <esls| 7 +eals* es+als”, VseR.

Como Q §é limitado e u € L* (Q), segue da expressdo acima que f(-,u) € L' (Q), com
p1 = %*, entdo podemos aplicar o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. Apéndice
A.15) para concluir que u € W>?!(Q). Temos entio dois casos a considerar:

Caso 1: 2p; > N.

Pelas imersdes de Sobolev (cf. Apéndice A.1), temos

N

ueWwrn(Q) —c' 7] Q) — Q).

Como f é Holder continua, temos que | f(x,s) — f(,1)| < ¢7](x,s) — (y,1)|P, para todo
x,y € Q, s5,t € R para algum 8 € (0, 1]. Entdo, para x e y préximos em €, vale que

£ u(x) = FOu)| < €7 (x =]+ [u(x) —u))P < e (x=y]+esbr =3[P

Logo,
£ u(x)) = fOru(3))] < s (v = y1P +1x—5]"P)

Assim, temos

|fCe,u(x)) — fu())| < ¢o <|x_y|ﬁ—yﬁ+1> < et
Jx = y|7P
visto que Q ¢ limitado e B > yB. Esta expressdo implica que f(-,u) € C*7P(Q). Segue
entdo, pelo Teorema de Schauder (cf. Apéndice A.15), que u € c>7P (Q), sendo, portanto,
uma solugao cldssica do problema.
Caso 2: 2p; < N.
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Pelas imersdes de Sobolev (cf. Apéndice A.1), obtemos u € WP1(Q) — LI(Q), para

N
N = 1721 . Assim, devido ao crescimento de f, concluimos que f(-,u) € LP?(Q), com
—<P1
o0 Npi
P p(N=2p1)’

e, portanto, segue do Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. Apéndice A.15) que
ue WP (Q). Se 2p, > N, podemos argumentar como no Caso 1 e provar que u é uma
solucao classica. Caso contrario, podemos iterar esse processo k vezes para obter p,,, gm,
comm=1,...,k, tais que

P1 p7 Pm+1 p y  4m N—2pm’

e, além disso, u € W2P»(Q), para todo m = 1,2, ... k. Afirmamos que, para algum k € N,
vale 2p; > N e entio, pelo Caso 1, u € W*Pk(Q) < C*%(Q), sendo uma solucdo cléssica.

Para verificar a afirmagdo, notemos que, como p < 2" — 1, temos

- = = :1 s t t’—zl 67 l 6 O.
p1 2 Np—22 N@-1)—2.2  oportano =140, paaagumo >
Como

@:@:&<N—2pl) P2
P2 qi pt\N-=2p2) pi
obtemos p3 > pr(1+46) = (1+ 8)2p;. Iterando esse processo, concluimos que py > (1 +
o )k_l p1- Logo, 2p; > N para algum k suficientemente grande, o que conclui a prova para
N > 3.

Quando N < 2, podemos usar somente o Caso 1. De fato, pelas imersdes de Sobolev
(cf. Apéndice A.1), sabemos que u € LY(Q), para todo 1 < g < +oo. Assim, basta escolher
p1 = %, para g suficientemente grande, e garantir que 2p; > N. Como o argumento € local,

podemos aplicd-lo em bolas Bg(x) de raio R e centradas em cada ponto x € RM. Logo,
ue CZ(]RN ) e u é uma solugdo cldssica do problema. Portanto, pelo Principio do Maximo
Forte (cf. Apéndice A.14), temos que u € uma solug@o positiva do problema (1.3).

Agora, consideremos o caso em que f nao é Holder continua. Argumentando como no
Caso 2, aplicamos recursivamente o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. Apéndice
A.15) até obter um indice p; suficientemente grande tal que p; > N. Isso nos garante que
ueC 1’7/(52), para todo aberto Q C RY. Portanto, u € C W(RN ). Dessa forma, definindo
Q:={x e R" :u > 0}, dada uma funcio teste v € C} (L) nio negativa, existe uma constante
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oy, > 0, tal que v — au L u no produto interno associado a norma || - ||y. Logo,
L(u,v) = (u,v)y = (u, au)y = o4||ul[3 > 0.
Assim, podemos aplicar o Teorema A.15.3 (cf. Apéndice A.15) para obter que

supu < suput =0,
Q 2Q
pois u =0 em dQ. Como Q é o dominio onde a solucdo u é positiva, isto nos leva a uma
contradicdo, a menos que dQ seja vazia. Portanto, Q = R e concluimos que u é uma

solucdo positiva em todo RV, O

3.4 Uma Soluc¢ao de Energia Minima

Como resultado adicional, terminaremos esta dissertacdo mostrando a existéncia de uma
solucdo de energia minima sob as hipdteses do Teorema 3.1. Para isso, utilizaremos o

resultado provado anteriormente de que / possui um ponto critico ndo trivial.

Teorema 3.6. Sob as hipéteses do Teorema 3.1, a equacdo (1.3) possui uma solugcdo de

energia minima. Ou seja, existe uma solucdo ug € H'(RN), tal que I(ug) = m, onde
m = inf{l(u);u # 0,I'(u) = 0}.

Demonstragdo. Seja (u,) C H'(RY) uma sequéncia de pontos criticos nio triviais de /, tal
que I(u,) — m. Pelo Lema 3.4, sabemos que |[up|| 1 () 7> 0. Além disso, como (Z(u))
¢ limitada superiormente, podemos usar um raciocinio andlogo ao da demonstracao da
Proposicéo 3.7 para concluir que (u,) é limitada, isto é, existe C > 0, tal que ||u,||lv < C,
para todo n € N. Aplicando a Proposi¢ao 1.2 e usando a equivaléncia das normas || - || ;1w
el |lv, temos

1 1
/RN |F (un) | dx < Ci |jun| 1 vy +C2||Mn||ZT(RN) < Cs|lun [ + Callun 1§ < Cs,

onde Cy, (2, C3, C4 e Cs sdo constantes positivas. Como consequéncia, segue que

1
< Sl + [ 1F@)ldr <.
]RN

1
)] = |l = [, Flan) | < 5
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Dessa forma, m > —oo e (u,) C H'(R") é uma sequéncia de Palais-Smale limitada para o
funcional /. Pelo Teorema 3.2 e pela Observagio 3.5, existe uma subsequéncia de (u,), ainda
denotada por (1), um inteiro / € NU {0}, sequéncias (y*) c R" e funcdes w* € H'(R"),
para 1 <k <[, tais que

() u, — uy, comI'(uy) =0,

(iii) wh £0el(wh)=0paral <k <I,

@iv)

— 0,
\%

!
ty =ty = Y, W (=)
k=1

!
k
V) L (un) = I(up) 4+ Y Lo s (W),
k=1
onde no caso / = 0, os itens acima ainda sdo verdadeiros sem Wlfl e (y’,‘l)
Agora, considere o problema limite dado por

—Au+Vou= f(u), ucH'(RY).

O funcional L. : H'(RY) — R associado a este problema é dado por

Lo(u) = %/RN (IVu?* + Voort?) dx—/RNF(u)dx.

Seja m. 0 nivel de energia minima para I, ou seja,
Moo = inf{l(ut) | u # 0,1, (u) = 0}.

Assim como na prova do Lema 3.6, assumimos V # V.., caso contrario, ndo hd nada o que
demonstrar. Logo, ¢ < me. Além disso, na prova do Teorema 3.1 obtemos um ponto critico

ndo trivial u de I satisfazendo I(u) < c¢. Desse modo, temos que
m<I1(u) <c¢ < NMe. (3.127)

Afirmamos que up # 0. De fato, se uy = 0, entdo I(uy) = 0. Supondo que [ = 0, pelo
item (iv) acima e pelo fato de que ||up|| 1 () 7+ 0, chegamos a uma contradigdo, logo / > 1.

Utilizando a defini¢éo de m.. e os itens (iii) e (v) acima, obtemos

[ /
m= lim I(u,)=1(uy)+ Zloo(wk) =) Lo(WK) > 1110y > Moo,
k=1

n—r—o0 =1
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o que contradiz a equacdo (3.127). Portanto, ug # 0, como desejavamos.

Usando o item (v) e a defini¢do de m, podemos concluir, por um lado, que m < I(ug). Por
outro lado, também procedendo como na prova do Lema 3.6 e tomando o caso A = 1, temos
que ., > 0. Consequentemente, I..(w*) > m.. > 0 para cada k € {1,2,...,I}. Portanto, pelo

item (v), temos que
l

m=1(ug) + Y Lo(w*) > I(uo),
k=1

o que implica que I(up) = m, concluindo assim a prova do teorema. O



Apéndice A
Resultados importantes

Neste Apéndice, apresentamos alguns resultados importantes que serdo usados diversas
vezes ao longo do trabalho. Para um estudo mais aprofundado de tais resultados, indicamos

suas respectivas referéncias.

A.1 Imersoes de Sobolev

Seja Q ¢ RY um conjunto aberto, com fronteira suave. Entdo o Espaco de Sobolev dado
por
wh(Q) =H'(Q)={u: Q> R: D% c *(Q),V|a| < 1},

€ um espaco de Banach com a norma

1/2
ey = () )

Definicao A.1.1 (Imersdo continua). Sejam E|, E; espacos normados, tais que E; C E;.
Dizemos que E| estd imerso continuamente em E,, e denotamos E| — E», quando a aplica¢do

inclusdo i : Ey — E», dada por i(x) = x, é continua.

Definicao A.1.2 (Imersdo compacta). Sejam E1,E, espacos normados, tais que E| C Ej.
Dizemos que E| estd imerso compactamente em E,, e denotamos E| —— Ej, quando a

aplicagdo inclusdo i : Ey — E,, dada por i(x) = x, é compacta.

Teorema A.1.1 (Imersdes Continuas de H'(Q)). Seja Q € RN um conjunto aberto, com

fronteira suave. Entdo as seguintes Imersoes de Sobolev sdo continuas:

« paraN >3 e q € [2,2*), vale que H' (Q) — LI1(Q);
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« paraN =1,2 ¢ q € [2,+), vale que H' (Q) < L1(Q).

E como consequéncia, dado q para o qual vale a continuidade da imersdo, existe Cy; >0
constante, tal que
1
lulla@) < Cllullgiq), VueH (Q).

Demonstragdo. A demonstracdo se encontra no livro de Haim Brezis [7, Secao 9.3]. [

Teorema A.1.2 (Imersdes Compactas de H'(Q)). Seja Q C RN um conjunto aberto e

limitado, com fronteira suave. Entdo as seguintes imersoes de Sobolev sdo compactas:
« paraN >3 e q € [2,2%) vale que H' (Q) —— LI(Q);
« paraN = 1,2 ¢ q € [2,+0), vale que H' (Q) —— LI(Q).
Demonstragdo. A demonstrag@o se encontra no livro de Haim Brezis [7, Secdo 9.3]. [l

Consideremos agora o Espaco de Sobolev geral dado por
WhP(Q) == {u € LP(Q) : D%u € LP(Q) para todo multi-indice o, tal que |a| < k},

onde Q C RY é um aberto, 1 < p < +eoe ke NU{0}.

Temos o seguinte resultado:

Teorema A.1.3 (Imersdes Continuas de WP (Q)). Seja Q € RY um conjunto aberto limitado,

de classe C' e k € N. Entdo as seguintes Imersoes de Sobolev sdo continuas:

(i) se kp <N, entdo WEP(Q) — LI(Q), para todo 1 < q < <¥ p'
(ii) se kp =N, entdo W*P(Q) < LI(Q), para todo 1 < g < +oo;
(iii) se kp > N, entdo Wk’p Q) — Ck_kJ -1 Y(Q), onde:

1—— se—QZ
para todo Y€ (0,1), se; €Z,

e L%/J € 0 maior inteiro menor ou igual a %’

Demonstragdo. A demonstracdo se encontra no livro de Adams [2, Teorema 5.4]. [
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A.2 Identidade de Pohozaev

Teorema A.2.1 (Identidade de Pohozaev). Se u € H' (RY)\ {0} é solucdo da equacio
—Au = g(x,u), onde g : Q x R — R ¢é continua, entdo u satisfaz:

N
ZN/ G(x,u)dx+?2 /x,-Gx.x,u dx = N—Z/ Vul* dx,
(Ot t2Y [ xGu(ude=(v=2) [ Va

u
onde G(x,u) = / g(x,5)ds e assumindo que G e |VG| pertencem a L'(RY).
0

Demonstragcdo. A demonstragdo se encontra no artigo de De Figueiredo-Lions-Nussbaum
[9, Lema 1.1]. U]

A.3 Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Teorema A.3.1 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 < p < N, entdo existe
C=C(N,p) >0, tal que

[l L vy < ClIVutl| Lo ey,
para todo u € WP (RN), onde p* = NN—i)

Demonstragcdo. A demonstracdo se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 9.9]. [

A.4 Desigualdade de Young

Definicao A.4.1. Dado 1 < r < +oo, dizemos que s € R é o expoente conjugado de s, se

1 1
—+—-= 1,
r S
. . . ~ /
E convencionamos s = oo, quando r=1. Também é comum usar a notagcao p para o

expoente conjugado de p.

Teorema A.4.1 (Desigualdade de Young). Sejam a > 0 e b > 0 niimeros reais, entdo vale a

desigualdade:
ar bS
ab S - + )
ros

onde s é o expoente conjugado de r.

Demonstragdo. A demonstragdo se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 4.6]. [
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Observacao A.4.1. Como caso particular da Desigualdade de Young, para todo p > 0,

A r 7 — b .
tomando 4 = a\/preb Tpr temos a desigualdade

. ar 7S
ab=adb < —+ — = pa" +Cpb’,
ros

onde

A.5 Desigualdade de Holder

Seja ©  RY um conjunto mensurdvel, e 1 < p < 4-o0. O espaco de Lebesgue dado por

LP(Q):{u:Q—HR:/ |u|pdx<+oo},
Q

¢ um espaco de Banach com a norma

1/p
lilisiay = ( [ lrar)

Teorema A.5.1 (Desigualdade de Holder). Dado 1 < p < +oo, considere u € L (Q) e
ve LPI(Q). Entdouv € L'(Q) e

/Q vl dx < lullr@)lIVIl7 )

Demonstragdo. A demonstragdo se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 4.6]. [

A.6 Desigualdade de Moser-Trundinger

Teorema A.6.1 (Desigualdade de Moser-Trundinger). Suponha que N > 2. Entdo, para
1
qualquer o € (0, 0y ), onde oy é dado por oy = Nwﬁjl e Wy_1 € a drea da superficie da

esfera unitdria em RY, existe uma constante Coq > 0, tal que

N
ju()| )Nl Jlully
Dy oc(— dx < C, ,
Lo ( [Vally “lIvally

para u € WY (R)\ {0}.
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Demonstragdo. A demonstracao se encontra no artigo de Adachi-Tanaka [1, Teorema 0.1].
O

A.7 Desigualdade de Jensen

Definicao A.7.1 (Func¢do convexa). Uma fungdo @ é dita convexa em um intervalo I se dados
xp,x€led €(0,1), vale que

P(Axi+ (1 =2A)x2) SA@(x1) + (1= 2)9(x2).

Teorema A.7.1 (Desigualdade de Jensen). Se ¢ é uma fungdo convexa em um intervalo I C R
e x1,x2,...,%, € I sdo pontos no intervalo, entdo para quaisquer coeficientes A, Ay, ..., A,

tais que A + Ay + -+ A, = 1 e A; > 0 para todo i, temos a seguinte desigualdade:

(0 (jzllixi> < i‘ilifp(xi)-

Demonstragdo. A demonstracio se encontra no livro de Wheeden e Zygmund [26, Teorema
7.35]. ]

Corolario A.7.1. Sea; >0paral < j<nep>1, entdo

n I3 n
(Zaj) Snp_lzla?
=

J=1

Demonstracdo. Aplicando a desigualdade de Jensen a fungdo convexa ¢(x) = x”, com

)= (8 ko)) -t

Aj = — para cada j, temos
’n
1 n P n
e =el X
j=1 =1

A.8 Lema de Schwartz

S| =

Lema A.1 (Lema de Schawrtz). Suponha que um funcional ¢ : X — R satisfaz:

(i) para todo u € X, a Derivada de Gateaux D@ (u) : X — R existe, e é um operador

linear limitado;
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(ii) o operador diferencial D@ : X — X' é continuo.

Entdo ¢ é de classe C I, Nesse caso, a Derivada de Gateaux de ¢ coincide com a Derivada
de Fréchet de ¢.

Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada no livro de Schwartz [22, Lema 1.15].
O]

A.9 Lema de Lions

Lema A.9.1 (Lema de Lions). Assuma que (v,) é limitada em H'(RY) e que

sup lva|*dx — 0.
2€RN JB1(2)

Entdo, ||vu||r — 0 para r €12,2%[ quando N >3 e para r € ]2,+o0[ quando N = 1,2. Aqui,
Bi(z) ={yeR" ||y~ <1}.

Demonstragdo. A demonstracio para o caso N > 3 se encontra no artigo de Lions [20, Lema
1.1]. Para os casos N = 1 ¢ N = 2, a demonstrac¢do é a mesma trocando 2* por +oo, conforme
observado por Lions no mesmo artigo. [

A.10 Lema da Deformacao

Lema A.2 (Lema de Deformacao). Sejam X um espaco de Banach, I € C 1 (X,R), ceR,
e>0el‘={uecX:I(u)<c}CX. Se

17 ()] = 4e,

para todo u € I ' ([c — 2¢&, ¢ + 2€]), entdo existe n € C(X,X), tal que:
(i) N(u)=u, Yugl '(jc—2e,c+2e]);
(ii) n(I°T8) cI1°°¢.

Demonstracdo. A demonstragdo do Lema de Deformacgdo € um caso particular do Lema
de Deformacgdo Quantitativo, cujo enunciado e prova podem ser encontrados no livro de
Willem [27, Lema 2.3]. Para deduzir o Lema de Deformacao a partir do resultado geral,
basta tomar S = X ¢ 0 = 1. Além disso, no Lema de Deformag¢ao Quantitativo, a deformagao

é parametrizada por ¢ € [0, 1], representando o processo continuo de deformacdo. No Lema
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de Deformacgdo, consideramos diretamente o estado final dessa deformacdo, correspondente

ao instante f = 1, onde a fun¢do 1 : X — X satisfaz as propriedades desejadas. 0

A.11 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Teorema A.11.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja Q C RY um
conjunto Lebesgue-mensurdvel, e (f,) uma sequéncia de funcoes Lebesgue-mensurdveis
e integrdveis, definidas sobre Q. Suponha que exista uma funcdo Lebesgue-mensurdvel
f:Q — R, tal que

fan(x) = f(x), q.tp. em Q.

Suponha também que exista uma funcdo integrdavel g : Q — R, tal que
Ifal <g qtp. emQ,VneN.

Entdo f é integrdvel e vale que

/fdx: lim /fndx.
o) n—+ JO

Demonstragdo. A demonstragdo se encontra no livro de Gerald Folland [12, Teorema 2.24].
O

A.12 Teorema de Vainberg

Teorema A.12.1 (Teorema de Vainberg). Seja Q C RY um conjunto Lebesgue-mensurdvel,
(fn) uma sequéncia de fungoes em LP(Q), e f € LP(Q), tal que

1 fn = Fllzr@) — 0,
quando n — +oo. Entdo existem uma subsequéncia (fn,) e uma fungdo h € LP(Q), tais que:

(a) fn.(x) = f(x), g.t.p. em &
(D) |fn,(x)| < h(x), g.t.p. em Q, para todo k € N.

Demonstragcdo. A demonstracdo se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 4.9]. [
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A.13 Operador de Superposicao

Teorema A.13.1. Suponha que 1 < p,q,r,s < +oo, f€C(QXR) e
£ Cew)] < e((ul?!" + [u]®).
Entéo, para todo u € WHP(Q)NLI(Q), temos que f(-,u) € L (Q) + L*(Q) e que o operador

A:LP(Q)NLI(Q) — L'(Q)+ L (Q)
u— fx,u)
é continuo.

Demonstragdo. A demonstracdo se encontra no livro de Willem [27, Teorema A.4]. [

A.14 Principio do Maximo Forte

Sejam Q C R" um aberto, u € C*(Q) e os coeficientes a;;,b;,c : Q — R fungdes dadas.

O operador diferencial eliptico de segunda ordem

N N
Lu:= Z aij(x)ux,‘Xj+Zbi(x)u)€i+c(x)u
i,j=1 i=1

¢ dito uniformemente eliptico em € se existe uma constante 6y > 0, tal que a fungao

N
0(x):= inf Z a;j(x)&i&;

GERN [EI=1;"=,
satisfaz 0 (x) > 6y para todo x € Q.

Teorema A.14.1 (Principio do Méaximo Forte). Seja Q C RN um aberto conexo, L um
operador uniformemente eliptico em Q com ¢ =0 e u € C*(Q)NC(Q). Entdo:

(i) se Lu > 0 em Q e u atinge um mdximo em L, entdo u é constante em €,
(ii) se Lu <0 em L e u atinge um minimo em £, entdo u é constante em Q.

Demonstragdo. A demonstracdo se encontra no livro de Evans [11, Teorema 3, Capitulo
6]. [



Resultados importantes 108

A.15 Regularidade de Solucoes

Suponha que Q € RY é um dominio e u € H' (Q) é uma solugdo fraca do problema

—Au=f, emQ,
u=>0, em 0Q.

Entdo, valem os seguintes resultados.

Teorema A.15.1 (Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg). Se Q é de classe C*, Q é
limitada e f € LP(Q), com 1 < p < oo, entdo u € W>P(Q) e existe uma constante C =
C(Q,p) >0, tal que

[ullw2r@) < CllfllLr @

Demonstracdo. A demonstrag@o se encontra nos artigos de Agmon [3] e de Agmon-Douglis-
Nirenberg [4]. O

Teorema A.15.2 (Teorema de Schauder). Se Q ¢é limitado e de classe C*%, f € C*%(Q) e
u € CO*(Q), entdo u € C**(Q) e existe uma constante C = C(Q, &) > 0, tal que

lullczag@y < Cllfllcow)

Demonstracdo. A demonstragdo se encontra no artigo de Agmon [3, Teorema 8.2] e no
artigo de Agmon-Douglis-Nirenberg [4, Teorema 6.1]. [

Considere o operador diferencial eliptico de segunda ordem

N
Lu:= Z (aij(x)ux; + bi(x +Zc, X)uy, +d(x)
ij=1

cujos coeficientes a;j, b;, c;,d : & — R sao fun¢des mensuraveis.

Teorema A.15.3. Seja u € W'*(Q) satisfazendo que Lu > 0 em (Q). Entéo, supu < supu™.
Q aQ

Demonstracdo. A demonstragdo se encontra no livro de Gilbarg-Trudinger [13, Teorema
8.1]. O
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