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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existência de soluções positivas para a equação de Schrödin-
ger não autônoma:

−∆u+V (x)u = f (u), u ∈ H1(RN),

onde V é um potencial contínuo e f é uma função contínua não linear. Assumindo apropriadas
condições sobre f e V e usando uma abordagem variacional, aplicamos a técnica “The
Monotonicity Trick” para limitar sequências de Palais-Smale e com um argumento de Splitting
provamos a existência de uma solução positiva para a equação.

Palavras-chave: Equação de Schrödinger; Princípio Variacional de Ekeland; Geometria do
Passo da Montanha; Sequência de Palais-Smale; Splitting; “The Monotonicity Trick”.



Abstract

In this work, we study the existence of positive solutions for the non-autonomous Schrö-
dinger equation:

−∆u+V (x)u = f (u), u ∈ H1(RN),

where V is a continuous potential and f is a continuous nonlinear function. Assuming appro-
priate conditions on f and V and using a variational approach, we apply the Monotonicity
Trick technique to bound Palais-Smale sequences and using a Splitting argument we prove
the existence of a positive solution for the equation.

Keywords: Schrödinger Equation; Ekeland’s Variational Principle; Mountain Pass Geometry;
Palais-Smale Sequence; Splitting; “The Monotonicity Trick”.
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Introdução

Nesta dissertação, estudamos o resultado devido a Jeanjean-Tanaka [17] de existência de
uma solução positiva para equações do tipo Schrödinger da forma

−∆u+V (x)u = f (u), u ∈ H1(RN),

onde N ≥ 2, f : R → R é uma função contínua não linear e V : RN → R é um potencial
contínuo.

Equações desta forma estão amplamente relacionadas a diversos problemas físicos e
matemáticos. Por exemplo, as soluções da equação estão associadas à existência de soluções
estacionárias para equações de Schrödinger não lineares da forma

i
∂ϕ

∂ t
=−∆ϕ +W (x)ϕ −g(|ϕ|)ϕ, x ∈ RN ,

onde W : RN → R é um potencial fixo, g é uma função real apropriada e chamamos de
soluções estacionárias as funções da forma ϕ : R×RN → C, dadas por

ϕ(t,x) = eiEtu(x),

com E ∈ R, u : RN → R e t ∈ R. Mais detalhes podem ser encontrado em Berestick-Lions
[6].

Se o potencial V é constante, ou seja, se o problema é autônomo, Berestycki-Lions
[6] (para N = 1 e N ≥ 3) e Berestycki-Gallouéet-Kavian [5] (para N = 2) forneceram um
resultado de existência para uma classe muito ampla de não linearidades, onde apenas
condições sobre f perto de 0 e +∞ são necessárias. Apresentaremos alguns resultados
sobre os problemas autônomos, que são cruciais para garantir a compacidade das sequências
Palais-Smale limitadas.

Em seguida, partiremos para o estudo dos problemas não autônomos. Neste caso, até o
artigo de Jeanjean-Tanaka [17], todos os resultados de existência exigiam algumas condições
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globais sobre f , por exemplo, a condição superlinear global de Ambrosetti-Rabinowitz:

∃ µ > 2 : 0 < µ

∫ s

0
f (τ)dτ ≤ s f (s), para todo s ∈ R.

Porém, essa condição restringe bastante a classe de funções que podem ser utilizadas no
problema. Neste trabalho, assumindo uma condição de decaimento sobre o gradiente de V ,
derivaremos um resultado de existência que não precisa de condições globais sobre f . O
principal resultado desse trabalho diz que, sob determinadas condições, o problema estudado
tem uma solução positiva. Este resultado será provado por uma abordagem variacional,
conforme a referência citada.

Provaremos que o funcional I : H1(RN)→ R associado ao problema e definido por

I(u) =
1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V (x)u2)dx−
∫
RN

F(u)dx,

é de classe C1 e qualquer ponto crítico de I é uma solução não negativa do problema
(posteriormente será provado que essa solução é positiva). Veremos também que I tem a
geometria do Passo da Montanha e que, portanto, o Teorema do Passo da Montanha sem
Compacidade implica na existência de uma sequência de Palais-Smale no nível do Passo da
Montanha c para I.

Um passo crucial para obter a existência de um ponto crítico é mostrar a limitação de
uma sequência deste tipo, o que é desafiador sob nossas hipóteses, visto que não assumimos,
sobre a não linearidade, condições do tipo não quadraticidade, Ambrosetti-Rabinowitz ou
variações destas, que costumam ser utilizadas para garantir a limitação da sequência. Para
superar essa dificuldade, usamos uma abordagem indireta desenvolvida no artigo de Jeanjean
[14]. Consideramos a família de problemas

−∆u+V (x)u = λ f (u),

para λ ∈
[1

2 ,1
]
, e associamos a estes a família de funcionais Iλ : H1(RN)→ R definida por

Iλ (u) =
1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V (x)u2)dx−λ

∫
RN

F(u)dx.

Utilizaremos uma técnica importante, chamada “The Monotonicity Trick”, que garante
que, dado um intervalo J ⊂ R+ e X um espaço de Banach, sob certas condições, para quase
todo λ ∈ J, existe uma sequência (vn)⊂ X , tal que (vn) é uma sequência de Palais-Smale
limitada para o funcional Iλ . Este resultado, que já foi utilizado por diversos autores, uma
vez que dá uma forma alternativa de limitar a sequência, remete ao truque de monotonicidade
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desenvolvido por Struwe [24, Capítulo 1, Seção 7] e pode ser interpretado como uma
generalização do mesmo. De fato, a fim de resolver um problema de minimização com
vínculo, Struwe solucionou uma classe de problemas pertubados por um parâmetro ε ∈ (0,1),
de modo que, quando ε → 0, recupera-se a solução do problema original. Generalizando este
argumento, JeanJean [14] solucionou uma classe de problemas, pertubados por um parâmetro
λ , para quase todo λ ∈

[1
2 ,1
]
.

Desde a publicação do artigo de Jeanjean [14], foram obtidos resultados similares que
demonstram a existência de uma sequência de Palais-Smale limitada para quase todos os
valores de um parâmetro, aplicados a famílias de funcionais com outras invariâncias sob
homotopia. Um exemplo disso pode ser encontrado em Szulkin-Zou [25, Teorema 1.1], que
trata de uma situação do tipo linking.

Mostraremos ainda que os funcionais Iλ têm a geometria do Passo da Montanha e,
denotando por cλ os correspondentes níveis de energia do Passo da Montanha, deduziremos
do artigo de Jeanjean [14] que existe uma sequência (λ j)⊂

[1
2 ,1
]
, tal que λ j → 1 conforme

j → +∞ e que Iλ j tem uma sequência de Palais-Smale limitada no nível cλ j . Além disso,
provaremos que para todo j ∈ N, essa sequência de Palais-Smale converge fracamente para
um ponto crítico não trivial u j de Iλ j .

Em seguida, provaremos que a sequência (u j) é limitada, então, argumentando como
no artigo de Jeanjean [14], veremos que (u j) é uma sequência de Palais-Smale limitada
para I. Para mostrar que (u j) é limitada, precisaremos supor a existência de uma função
φ ∈ L2(RN)∩W 1,∞(RN), tal que

|x||∇V (x)| ≤ φ
2(x), ∀ x ∈ RN .

De fato, como (u j) é uma sequência de pontos críticos não triviais de Iλ j , usaremos uma
identidade do tipo Pohozaev para derivar a limitação de (u j). A dominação de |x||∇V (x)|
pela função φ

2 nos permite aplicar a identidade e limitar o gradiente da sequência, com isso
derivamos a limitação da sequência em H1(RN). Assim, seguiremos um procedimento de
aproximação para obter uma sequência de Palais-Smale limitada para I, em vez de considerar
uma sequência de Palais-Smale arbitrária.

Para demonstrar que a sequência limitada (u j) converge fracamente para um ponto crítico
não trivial de I, o problema no infinito desempenha um papel importante, conforme conhecido
desde os trabalhos [19, 20] de Lions. Definindo o funcional I∞ : H1(RN)→ R por

I∞(u) =
1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V∞u2)dx−
∫
RN

F(u)dx
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e
m∞ = inf{I∞(u) | u ̸= 0,(I∞)

′(u) = 0},

onde V∞ = lim
|x|→+∞

V (x), provaremos que (u j) tem um limite fraco não trivial se c < m∞. Por

sua vez, derivaremos que c < c∞ como consequência de um resultado geral sobre problemas
autônomos em RN estabelecido nos artigos [15, 16] de Jeanjean-Tanaka, onde

c∞ = inf
γ∈Γ∞

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t)).

A grosso modo, foi mostrado em [15, Teorema 1.2] para N = 1 e em [16, Teorema 0.2] para
N ≥ 2, que, sob suposições gerais sobre f , o nível do Passo da Montanha c∞ para I∞ coincide
com o nível de menor energia m∞, com

Γ∞ = {γ ∈C([0,1],H) | γ(0) = 0 e I∞(γ(1))< 0}.

Além disso, também foi mostrado, nos mesmos teoremas, a existência de um caminho
γ0 ∈ Γ∞, tal que

max
t∈[0,1]

I∞(γ0(t)) = c∞ = m∞,

com γ0(t)(x)> 0 para todo x ∈ RN , ∀ t ∈ (0,1].
A partir disso, utilizaremos o Teorema de Splitting para contornar o problema da falta

de compacidade do RN e obteremos que u j ⇀ u ̸= 0, com I′(u) = 0, por meio de uma
decomposição precisa da sequência, como uma soma de pontos críticos transladados, no
espírito dos trabalhos pioneiros [19, 20] de Lions. Como só exigimos condições fracas
sobre f , em particular, f pode não ser de classe C1, e não podemos aplicar uma das várias
decomposições disponíveis da literatura, como feito no artigo de Coti Zelati-Rabinowitz [8],
por exemplo.

Em síntese, provaremos que I é de classe C1 e que seus pontos críticos são soluções
não negativas para o problema. A partir daí, nosso intuito será provar que I possui algum
ponto crítico não trivial. Para isso, trabalharemos com o funcional Iλ , o qual mostraremos
que possui a Geometria do Passo da Montanha e, portanto, possui uma sequência de Palais-
Smale no nível cλ . Em seguida, provaremos que essa sequência é limitada e satisfaz uma
determinada condição, o que nos permitirá concluir que, a menos de subsequências, essa
sequência converge fracamente para um ponto crítico não trivial de I. Por fim, mostraremos
que tal ponto é uma solução positiva para o nosso problema.

A dissertação está organizada da seguinte forma. No Capítulo 1, apresentaremos algumas
definições importantes que serão utilizadas durante todo o trabalho, enunciaremos o Teorema



Introdução 5

do Passo da Montanha sem Compacidade, provaremos que o funcional I é de classe C1 e que
seus pontos críticos são soluções não negativas do problema. No Capítulo 2, apresentaremos
os resultados sobre soluções de menor energia para problemas autônomos. No Capítulo
3, resolveremos os problemas aproximados, faremos a decomposição das sequências de
Palais-Smale e provaremos a existência de uma solução positiva e de uma solução de energia
mínima para o problema. Além disso, a fim de facilitar a compreensão do trabalho, alguns
resultados clássicos, que serão utilizados ao longo da dissertação, podem ser consultados
no Apêndice A, ao final da dissertação. Para uma análise mais detalhada desses resultados,
sugerimos consultar as referências correspondentes indicadas.



Capítulo 1

Preliminares

Neste primeiro capítulo, apresentaremos algumas definições e alguns resultados prelimi-
nares importantes que serão utilizados durante a dissertação.

1.1 Teorema do Passo da Montanha sem compacidade

Começaremos com a definição de geometria do Passo da Montanha para um funcional
I : X → R, em que X é um espaço de Banach e I é um funcional de classe C1. Em seguida,
definiremos uma sequência de Palais-Smale e veremos que o Princípio Variacional de Ekeland
implica no Teorema do Passo da Montanha sem compacidade, o qual garante a existência de
uma sequência de Palais-Smale no nível do Passo da Montanha c, desde que a geometria do
Passo da Montanha seja satisfeita.

Definição 1.1. (Geometria do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach e I : X →R
um funcional de classe C1. Dizemos que I possui a geometria do Passo da Montanha, quando
existem dois pontos v1,v2 ∈ X, com v1 ̸= v2, tais que, fixando

Γ = {γ ∈C([0,1],X) | γ(0) = v1,γ(1) = v2},

temos

(i) v2 ∈ H1(RN)\{0} e I(v2)< 0;

(ii) c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))> max{I(v1), I(v2)}.

Chamaremos o valor c de nível do Passo da Montanha de I.
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Definição 1.2 (Sequência de Palais-Smale). Seja X um espaço de Banach e I : X → R
um funcional de classe C1. Dizemos que uma sequência (uk) ⊂ X é uma sequência de
Palais-Smale para I se ela satisfaz

sup
k∈N

|I(uk)|<+∞ e lim
k→+∞

I′(uk) = 0. (1.1)

Em particular, dizemos que uma sequência (uk)⊂ X é uma sequência de Palais-Smale no
nível c se ela satisfaz

lim
k→+∞

I(uk) = c e lim
k→+∞

I′(uk) = 0. (1.2)

Definição 1.3 (Condição de Palais-Smale). Dizemos que I satisfaz a condição de Palais-
Smale se toda sequência de Palais-Smale possui uma subsequência convergente. Em par-
ticular, dizemos que I satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c se toda sequência de
Palais-Smale no nível c possui uma subsequência convergente.

Agora, enunciaremos alguns teoremas importantes.

Teorema 1.1 (Princípio Variacional de Ekeland). Seja (X ,d) um espaço métrico completo e
I : X → (−∞,+∞] um funcional semicontínuo inferiormente. Suponha que I seja limitado
inferiormente, ou seja, inf

u∈X
I(u)>−∞. Então, dados ε > 0 e v0 ∈ X, tais que

I(v0)≤ inf
u∈X

I(u)+ ε,

existe uε ∈ X, tal que:

(a) I(uε)≤ I(v0)≤ inf
u∈X

I(u)+ ε;

(b) d(v0,uε)≤
√

ε;

(c) para cada w ∈ X com w ̸= uε , vale que

I(uε)< I(w)+
√

ε d(uε ,w).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada no Teorema 1.1 do artigo de Ekeland
[10] tomando λ =

√
ε . Para uma versão mais detalhada em português, veja também [23,

Teorema 1.1].

Teorema 1.2 (Teorema do Passo da Montanha sem compacidade). Seja X um espaço de
Banach e I : X →R um funcional de classe C1 que possui a geometria do Passo da Montanha.
Então, existe uma sequência de Palais-Smale (un) ⊂ X no nível do Passo da Montanha c
para I.
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Demonstração. A existência da sequência de Palais-Smale no nível do Passo da Montanha
segue diretamente do Princípio Variacional de Ekeland. Para mais detalhes veja [27, Teorema
1.17] e também [23, Teorema 1.2], observando que toda sequência de Cerami é uma sequência
de Palais-Smale.

1.2 Diferenciabilidade do funcional I

Com o objetivo de aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem compacidade ao
problema

−∆u+V (x)u = f (u), u ∈ H1(RN), (1.3)

onde N ≥ 2, f : R→ R é uma função contínua não linear e V ∈C(RN ,R), provaremos que
seu funcional associado é de classe C1.

Associamos ao problema (1.3) o funcional I : H1(RN)→ R definido por

I(u) =
1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V (x)u2)dx−
∫
RN

F(u)dx, (1.4)

onde F(s) =
∫ s

0
f (t)dt. Considere em H1(RN) a norma padrão

∥u∥2
H1(RN) =

∫
RN

(|∇u|2 +u2)dx.

Vamos provar que sob as condições descritas abaixo, I está bem definido, é um funcional
de classe C1 e qualquer ponto crítico de I é uma solução não negativa do problema (1.3).

Sobre o termo não linear f ∈C(R+∪{0},R), assumiremos as seguintes condições:

( f1) f (0) = 0 e f ′+(0) definida como lim
s→0+

f (s)
s

existe;

( f2) existe 1 < p <+∞ se N = 2 e 1 < p <
N +2
N −2

se N ≥ 3, tal que lim
s→+∞

f (s)
sp = 0;

( f3) lim
s→+∞

f (s)
s

=+∞.

Como procuramos uma solução positiva para o problema, vamos estender f para R, de modo
que f (s) = 0 para todo s < 0.

Sobre o potencial V ∈C(RN ,R), assumiremos que:
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(V1) f ′+(0)< α0 := infσ(−∆+V (x)), onde σ(−∆+V (x)) denota o espectro do operador
autoadjunto −∆+V (x) : H2(RN)→ L2(RN), ou seja,

α0 = inf
u∈H1(RN)\{0}

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx∫
RN

|u|2 dx

(V2) V (x)→V∞ ∈ R conforme |x| →+∞;

(V3) V (x)≤V∞, para todo x ∈ RN ;

(V4) existe uma função φ ∈ L2(RN)∩W 1,∞(RN), tal que o ∇V (x) existe em quase todo
ponto e

|x||∇V (x)| ≤ φ
2(x), ∀ x ∈ RN .

Observe que as hipóteses (V1) e (V2) implicam que α0 ≤ V∞. Veja também que, pela
definição de α0, temos∫

RN
|∇u|2 +V (x)u2 dx ≥ α0∥u∥2

2, para todo u ∈ H. (1.5)

A classe de funções f : R+ → R, definida por

f (s) = s(k1 log(s+1)+ k2) ,

onde k1 e k2 são constantes positivas apropriadas, fornece exemplos de funções que satisfazem
as hipóteses ( f1)− ( f3). De fato, temos que

f (0) = 0 · (k1 · log(1)+ k2) = 0 · (k1 ·0+ k2) = 0 · k2 = 0

e que

f ′+(0) = lim
s→0+

f (s)
s

= lim
s→0+

s(k1 log(s+1)+ k2)

s
= lim

s→0+
k1 log(s+1)+ k2

= k1 · log(1)+ k2 = k1 ·0+ k2 = k2.

Portanto, vale ( f1). Além disso, como

lim
s→+∞

f (s)
sp = lim

s→+∞

s(k1 log(s+1)+ k2)

sp = lim
s→+∞

k1 log(s+1)+ k2

sp−1
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e s 7→ sp−1 cresce mais rápido para +∞ do que s 7→ (k1 log(s+1)+ k2), então lim
s→+∞

f (s)
sp = 0.

Logo, vale ( f2). Por fim, temos que

lim
s→+∞

f (s)
s

= lim
s→+∞

s(k1 log(s+1)+ k2)

s
= lim

s→+∞
(k1 log(s+1)+ k2) = +∞.

Portanto, vale ( f3).
A classe de potenciais V : RN → R, definida por

V (x) = A− k3|x|2

1+ |x|2β
,

onde A > k2, k3 é uma constante positiva e β >
N +2

2
, fornece exemplos de potenciais que

satisfazem as hipóteses (V1)− (V4). De fato, podemos escolher k2 de modo que

f ′+(0) = k2 < inf
u∈H1(RN)\{0}

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx∫
RN

|u|2 dx
= α0.

Portanto, vale (V1).

Além disso, como β >
N +2

2
> 1, temos que

lim
|x|→+∞

V (x) = lim
|x|→+∞

A− k3|x|2

1+ |x|2β
= lim

|x|→+∞

A− k3

|x|−2 + |x|2β−2 = A ∈ R.

Portanto, vale (V2).
Temos também que

k3|x|2

1+ |x|2β
≥ 0, para todo x ∈ RN .

Logo,

V (x) = A− k3|x|2

1+ |x|2β
≤ A, para todo x ∈ RN .

Portanto, vale (V3).
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Por fim, para calcular ∇V (x), usamos a regra da derivação do quociente, logo

∇V (x) =−(2k3x)(1+ |x|2β )− (k3|x|2)(2β |x|2β−2x)
(1+ |x|2β )2

=−
x
[
2k3(1+ |x|2β )−2βk3|x|2β−2|x|2

]
(1+ |x|2β )2 =−

x
[
2k3(1+ |x|2β )−2βk3|x|2β

]
(1+ |x|2β )2

=−
2k3x

[
1+ |x|2β −β |x|2β

]
(1+ |x|2β )2 =−

2k3x
[
1+(1−β )|x|2β

]
(1+ |x|2β )2

Assim,

|x||∇V (x)|=

∣∣∣∣∣∣x ·
−2k3x

[
1+(1−β )|x|2β

]
(1+ |x|2β )2

∣∣∣∣∣∣=
2k3|x|2

[
1+(1−β )|x|2β

]
(1+ |x|2β )2 .

Para garantir a existência de φ tal que |x||∇V (x)| ≤ φ
2(x), escolhemos

φ(x) =C
|x|√

1+ |x|2β
,

para x ∈ RN e uma constante positiva C suficientemente grande. Dessa forma, temos que

|x||∇V (x)| ≤ φ
2(x)⇔

2k3|x|2
[
1+(1−β )|x|2β

]
(1+ |x|2β )2 ≤C2 |x|2

1+ |x|2β

⇔
2k3

[
1+(1−β )|x|2β

]
1+ |x|2β

≤C2.

Seja

φ̂(x) :=
2k3

[
1+(1−β )|x|2β

]
1+ |x|2β

Temos que
lim

|x|→+∞

φ̂(x) = 2k3(1−β ),

isto é, para todo ε > 0, existe S > 0, tal que, para todo |x|> S, vale que

|φ̂(x)|< 2k3(1−β )+ ε.
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Como |φ̂(x)| é contínua em [0,S], segue do Teorema de Weierstrass, que |φ̂(x)| é limitada
em [0,S]. Logo, existe Cε ∈ R, tal que para todo |x| ∈ [0,S], vale que

|φ̂(x)|<Cε .

Tomando Ĉε = max{2k3(1−β )+ ε,Cε}, segue que

|φ̂(x)|< Ĉε , para todo |x| ≥ 0. (1.6)

Portanto, escolhendo C2 = Ĉε , temos que |x||∇V (x)| ≤ φ
2(x). Provemos que φ(x) ∈ L2(RN).

Consideramos a integral

∫
RN

|φ(x)|2dx =C2
∫
RN

|x|2

1+ |x|2β
dx.

Em coordenadas esféricas, temos dx = rN−1drdΩ, e a integral se torna

C2
∫

∞

0

r2

1+ r2β
rN−1dr =C2

∫
∞

0

rN+1

1+ r2β
dr =C2

∫
ε

0

rN+1

1+ r2β
dr+C2

∫
∞

ε

rN+1

1+ r2β
dr,

para um ε > 0 suficientemente pequeno. Quando r → 0, temos 1+ r2β ≈ 1, então a primeira
integral se comporta como ∫

ε

0
rN+1dr,

que sempre converge para qualquer N. Para r →+∞, temos 1+ r2β ≈ r2β , então a segunda
integral se comporta como ∫ +∞

ε

rN+1−2β dr.

A condição de convergência desta integral é que N + 1 − 2β < −1, ou seja, β > N+2
2 .

Portanto, φ(x) ∈ L2(RN) se β > N+2
2 . Agora, verifiquemos que φ(x) ∈W 1,∞(RN). Temos

que
lim

|x|→+∞

φ(x) = lim
|x|→+∞

C|x|1−β = 0 se β > 1.

Assim, utilizando o mesmo argumento desenvolvido para obter (1.6), temos que φ(x) é
limitada se β > 1. Portanto, φ(x) ∈ L∞(RN) se β > 1. Além disso, o gradiente de φ(x) é
dado por

∇φ(x) =C
x
|x|

(1+ |x|2β )−β |x|2β

(1+ |x|2β )3/2 .



Preliminares 13

Observe que φ é derivável no sentido clássico, exceto no 0, logo tem derivada fraca. Temos
que

lim
|x|→0

|∇φ(x)|=C,

ou seja, para todo ε > 0, existe δ0 > 0, tal que, para todo 0 < x < δ , temos

|∇φ(x)|<C+ ε. (1.7)

Temos ainda que
lim

|x|→+∞

|∇φ(x)|= 0,

para β > 0, isto é, para todo ε > 0, existe S > 0, tal que, para todo |x|> S, vale que

|∇φ(x)|< ε. (1.8)

Como |∇φ(x)| é contínua em [δ ,S], segue do Teorema de Weierstrass, que |∇φ(x)| é limitada
em [δ ,S]. Logo, existe Cε ∈ R, tal que para todo |x| ∈ [δ ,S], vale que

|∇φ(x)|<Cε . (1.9)

Assim, tomando C̃ε = max{C+ ε,Cε}, segue de (1.7), (1.8) e (1.9) que

|∇φ(x)|< C̃ε , para todo |x|> 0.

Consequentemente, temos que ∇φ(x) é limitado para β > 0, o que implica ∇φ(x) ∈ L∞(RN)

nesse caso. Logo, φ(x) ∈ L2(RN)∩W 1,∞(RN) se β > N+2
2 e β > 1. Como β > N+2

2 > 1,
concluímos que a função φ(x) está em L2(RN)∩W 1,∞(RN). Portanto, vale (V4).

Provaremos agora um resultado auxiliar, a respeito do ínfimo do espectro do operador
autoadjunto −∆+V (x) : H2(RN)→ L2(RN), que será utilizado para provar que o funcional
é de classe C1.

Proposição 1.1. Dada uma constante L ∈ R, defina Ṽ (s) :=V (s)+L e f̃ (s) := f (s)+L · s.
Usando Ṽ e f̃ em vez de V e f , obtém-se um problema equivalente a (1.3). Portanto, pode-se
assumir, sem perda de generalidade, que

(V5) f ≥ 0, f ′+(0)≥ 0, α0 ≡ infσ(−∆+V (x))> 0 e 0 ≤ f ′+(0)< α0.

Demonstração. De fato, por ( f1), para todo ε > 0, existe δ > 0, tal que

f (s)
s

> f ′+(0)− ε, sempre que 0 < s < δ ,



Preliminares 14

ou seja,
f (s)+(ε − f ′+(0))s > 0, sempre que 0 < s < δ .

Além disso, por ( f3), para todo M > 0, existe S > 0, tal que

f (s)+Ms > 0, sempre que s > S.

Como f é contínua, pelo Teorema de Weierstrass,
f (s)

s
é limitada em [δ ,S]. Logo, existe

Cε > 0, tal que ∣∣∣∣ f (s)
s

∣∣∣∣<Cε , sempre que δ ≤ s ≤ S,

ou seja,
f (s)+Cεs > 0, sempre que δ ≤ s ≤ S.

Assim, tomando L = max{ε − f ′+(0),M,Cε}, temos

f̃ (s) := f (s)+L · s > 0, sempre que s > 0.

Como assumimos f (s) = 0 para todo s ≤ 0, o mesmo pode ser feito para f̃ e, com isso,
concluímos que f̃ ≥ 0. Mias ainda, f̃ (s) verifica claramente as hipóteses ( f1)− ( f3). Analo-
gamente, podemos verificar para Ṽ (x) :=V (x)+L, com L ∈R, que Ṽ (x) verifica as hipóteses
(V1)− (V4).

Desse modo, temos

f̃ ′(0) = lim
s→0+

f̃ (s)
s

≥ 0,

e, por (V1), temos

α̃0 ≡ infσ(−∆+Ṽ (x)) = infσ(−∆+V (x))+L > f ′+(0)+L = f̃ ′(0)≥ 0.

Logo, se u é uma solução positiva do problema

−∆u+Ṽ (x)u = f̃ (u), u ∈ H1(RN),

então
−∆u+V (x)u+Lu = f (u)+Lu, u ∈ H1(RN),

e, portanto, u também é uma solução positiva do problema (1.3). Assim, sem perda de
generalidade, podemos denotar ainda por f a função f̃ e por V o potencial Ṽ , temos o
resultado.
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Devido a Proposição 1.1, ao longo da dissertação, consideraremos que a condição (V5) é
satisfeita.

Veremos agora um resultado sobre as condições de crescimento da função f , que será
utilizado ao longo desse trabalho.

Proposição 1.2. As condições ( f1) e ( f2) implicam que, para todo ε > 0, existe C̃ε > 0, tal
que

| f (s)|< ( f ′+(0)+ ε)s+C̃εsp, para todo s ∈ R, (1.10)

onde 1 < p <+∞ se N = 2 e 1 < p < N+2
N−2 se N ≥ 3.

Demonstração. Por ( f1), temos que

f ′+(0) = lim
s→0+

f (s)
s

,

ou seja, para todo ε > 0, existe δ > 0, tal que, para todo s com 0 < s < δ , temos∣∣∣∣ f (s)
s

− f ′+(0)
∣∣∣∣< ε.

Logo,
| f (s)|

s
< f ′+(0)+ ε, para todo 0 < s < δ ,

isto é,
| f (s)|< ( f ′+(0)+ ε)s, para todo 0 < s < δ . (1.11)

Além disso, por ( f2), temos que

lim
s→+∞

| f (s)|
sp = 0,

isto é, para todo ε > 0, existe S > 0, tal que, para todo s > S, vale que

| f (s)|
sp < ε,

ou seja,
| f (s)|< εsp, para todo s > S. (1.12)

Como f e sp são contínuas em [δ ,S], então
| f (s)|

sp também o é. Portanto, pelo Teorema de

Weierstrass,
| f (s)|

sp é limitada em [δ ,S]. Logo, existe Cε ∈ R, tal que para todo s ∈ [δ ,S],
vale que

| f (s)|
sp <Cε ,
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isto é,
| f (s)|<Cεsp, para todo s ∈ [δ ,S]. (1.13)

Tomando C̃ε = max{ε,Cε}, segue de (1.11), (1.12) e (1.13) que

| f (s)|< ( f ′+(0)+ ε)s+C̃εsp, para todo s > 0.

Como assumimos que f (s) = 0 para todo s ≤ 0, então

| f (s)|< ( f ′+(0)+ ε)s+C̃εsp, para todo s ∈ R. (1.14)

Nosso próximo objetivo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 1.3. Sob ( f1), ( f2), (V1), (V2) e (V5), I está bem definido, é um funcional de classe
C1 e qualquer ponto crítico de I é uma solução não negativa do problema (1.3).

Iniciaremos definindo os funcionais auxiliares Φ, Ψ : H1(RN)→ R, dados por

Φ(u) =
1
2

∫
RN

(
|∇u|2 +V (x)u2) dx, (1.15)

onde V (x) ∈C(RN ,R) satisfaz as condições (V1) e (V2), e

Ψ(u) =
∫
RN

F(u)dx, (1.16)

onde F(s) =
∫ s

0
f (t)dt e f ∈C(R+,R) satisfaz as condições ( f1) e ( f2).

A fim de provar a diferenciabilidade desses funcionais, será necessário apresentar algumas
definições.

Definição 1.4. Dado um espaço de Banach X e um funcional ϕ : X → R, dizemos que ϕ

possui Derivada de Fréchet no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T ∈ X ′, tal
que

lim
v→0

ϕ(u+ v)−ϕ(u)−T (v)
∥v∥X

= 0. (1.17)

Quando existe, T é dita a Derivada de Fréchet de ϕ no ponto u ∈ X e é o único funcional
linear que satisfaz (1.17). Vamos denotar a Derivada de Fréchet por ϕ

′(u).

Definição 1.5. Seja A um subconjunto aberto de X, dizemos que um funcional ϕ : X → R é
de classe C1 em A, ou que ϕ ∈C1(A,R), quando existe a Derivada de Fréchet de ϕ para
todo ponto u ∈ A, e a aplicação ϕ

′ : A → X ′ é contínua.
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Definição 1.6. Dado um espaço de Banach X e um funcional ϕ : X → R, dizemos que ϕ

possui Derivada de Gateaux no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T0 ∈ X ′, tal
que

lim
t→0

ϕ(u+ tv)−ϕ(u)−T0(v)
t

= 0, ∀ v ∈ X . (1.18)

Quando existe, T0 é dita a Derivada de Gateaux de ϕ no ponto u ∈ X, e é o único funcional
linear que satisfaz (1.18). Vamos denotar a Derivada de Gateaux por Dϕ(u).

Agora, utilizaremos o Lema de Schwartz (cf. Apêndice A.8) para provar que os funcionais
auxiliares definidos em (1.15) e (1.16) são de classe C1. A prova será realizada separadamente
para cada um dos dois funcionais, em proposições distintas.

Proposição 1.3. O funcional Φ, definido em (1.15), pertence a C1(H1(RN),R) e possui
derivada dada por

Φ
′(u)v =

∫
RN

(∇u∇v+V (x)uv) dx, ∀ v ∈ H1(RN).

Demonstração. Para mostrar que Φ é de classe C1, vamos usar o Lema de Schwartz (cf.
Apêndice A.8). Para mostrar o item (i) do referido lema, dados u,v ∈ H1(RN), e t ∈ R, note
que

Φ(u+ tv)−Φ(u)
t

=
1
2t

[∫
RN

(
|∇(u+ tv)|2 +V (x)|u+ tv|2

)
dx −

∫
RN

(
|∇u|2 +V (x)u2) dx

]
=

1
t

(
t2

2

∫
RN

(
|∇v|2 +V (x)v2) dx+ t

∫
RN

(∇u∇v+V (x)uv) dx
)
.

Dessa forma, a Derivada de Gateaux DΦ(u) existe, e é dada por

DΦ(u)v = lim
t→0

Φ(u+ tv)−Φ(u)
t

=
∫
RN

(∇u∇v+V (x)uv) dx.

Assim, dados u,v ∈ H1(RN), segue que |DΦ(u)v| = |⟨u,v⟩V | ≤ ∥u∥V∥v∥V , onde ⟨·, ·⟩V re-
presenta o produto interno associado à norma ∥ · ∥V , que, como veremos no Capítulo 3, é
equivalente à norma usual de H1(RN). Assim, segue que a aplicação Derivada de Gateaux
DΦ(u) : H1(RN) → R é linear e limitada, para todo u ∈ H1(RN), o que prova (i). Para
mostrar (ii), considere uma sequência arbitrária (un)⊂ H1(RN), tal que un → u em H1(RN),
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quando n →+∞. Observe que

∥DΦ(un)−DΦ(u)∥(H1(RN))′ = sup
∥v∥V≤1

|DΦ(un)v−DΦ(u)v|

= sup
∥v∥V≤1

∣∣∣∣∫RN
∇(un −u)∇vdx+

∫
RN

V (x)(un −u)vdx
∣∣∣∣

= sup
∥v∥V≤1

|DΦ(un −u)v| ≤ sup
∥v∥V≤1

∥un −u∥V∥v∥V

= ∥un −u∥V → 0,

quando n →+∞. Com isso, mostramos que DΦ(un)→ DΦ(u), quando n →+∞, e concluí-
mos que o operador DΦ = Φ

′(u) : H1(RN)→ (H1(RN))′ é contínuo. Portanto, vale (ii) e
podemos aplicar o Lema de Schwartz (cf. Apêndice A.8) para concluir que Φ é de classe
C1.

Proposição 1.4. O funcional Ψ, definido em (1.16), pertence a C1(H1(RN),R), e possui
derivada dada por

Ψ
′(u)v =

∫
RN

f (u)vdx, ∀ v ∈ H1(RN).

Demonstração. Vamos outra vez usar o Lema de Schwartz (cf. Apêndice A.8). Para en-
contrar a derivada de Gateaux de Ψ, dado x ∈ RN , e t ∈ [0,1], defina η : [0,1]→ R dada
por

η(s) = F (u(x)+ stv(x)) .

Note que

η(0) = F(u(x)), η(1) = F(u(x)+ tv(x)) e η
′(s) = f (u(x)+ tsv(x))tv(x).

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe λ (x) ∈ (0,1), tal que

η(1)−η(0)
t

=
F(u(x)+ tv(x))−F(u(x))

t
= f (u(x)+ tλ (x)v(x))v(x)→ f (u(x))v(x),

quando t → 0. Portanto, vale que

lim
t→0

F(u(x)+ tv(x))−F(u(x))
t

= f (u(x))v(x), q.t.p. em RN .
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Além disso, pela Proposição 1.2, segue que∣∣∣∣F(u(x)+ tv(x))−F(u(x))
t

∣∣∣∣= | f (u(x)+ tλ (x)v(x))v(x)|

≤ ( f ′+(0)+ ε)|u(x)+ tλ (x)v(x)||v(x)|
+C̃ε |u(x)+ tλ (x)v(x)|p|v(x)|

≤ ( f ′+(0)+ ε)(|u(x)|+ |v(x)|)|v(x)|
+2pC̃ε (|u(x)|p + |v(x)|p) |v(x)|

= ( f ′+(0)+ ε)
[
|u(x)v(x)|+ |v(x)|2

]
+2pC̃ε

[
|u(x)|p|v(x)|+ |v(x)|p+1]

:= κ(x), q.t.p. em RN .

(1.19)

Agora, como u,v ∈ H1(RN), usando a desigualdade de Hölder e a continuidade das imersões
de Sobolev H1(RN) ↪→ Lq(RN), com q ∈ [2,2∗], obtemos que

∫
RN

|κ(x)|dx =( f ′+(0)+ ε)
∫
RN

(
|u(x)v(x)|+ |v(x)|2

)
dx

+2pC̃ε

∫
RN

(
|u(x)|p|v(x)|+ |v(x)|p+1) dx

≤( f ′+(0)+ ε)
(
∥u∥2∥v∥2 +∥v∥2

L2(RN)

)
+2pC̃ε

(
∥u∥p

p+1∥v∥p+1 +∥v∥p+1
p+1

)
≤C
(
∥u∥H1(RN)∥v∥H1(RN)+∥v∥2

H1(RN)+∥u∥p
H1(RN)

∥v∥H1(RN)+∥v∥p+1
H1(RN)

)
<+∞.

Assim, κ ∈ L1(RN), e aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
concluímos que

DΨ(u)v = lim
t→0

Ψ(u+ tv)−Ψ(u)
t

= lim
t→0

∫
RN

F(u(x)+ tv(x))−F(u(x))
t

dx

=
∫
RN

lim
t→0

F(u(x)+ tv(x))−F(u(x))
t

dx =
∫
RN

f (u(x))v(x)dx,
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o que garante a existência da Derivada de Gateaux de Ψ. Também, novamente pela Proposição
1.2, pela desigualdade de Hölder e pelas imersões de Sobolev, segue que

|DΨ(u)v| ≤
∫
RN

| f (u)||v|dx ≤ ( f ′+(0)+ ε)
∫
RN

|u||v|dx+C̃ε

∫
RN

|u|p|v|dx

≤ ( f ′+(0)+ ε)∥u∥2∥v∥2 +C̃ε∥u∥p
p+1∥v∥p+1

≤C
(
∥u∥V +∥u∥p

V
)
∥v∥V .

Desse modo, concluímos que a aplicação Derivada de Gateaux DΨ(u) : H1(RN) → R é
linear e limitada, para todo u ∈ H1(RN).

Agora, considere uma sequência arbitrária (un)⊂ H1(RN), tal que un → u em H1(RN),
quando n →+∞. A fim de mostrar a continuidade de DΨ : H1(RN)→ (H1(RN))′, observe
que, como a imersão H1(RN) ↪→ L2(RN)∩ Lp+1(RN) é contínua, e un → u em H1(RN),
então un → u em L2(RN)∩Lp+1(RN). Além disso, segue da Proposição 1.2 que

| f (u)| ≤ ( f ′+(0)+ ε)|u|+C̃ε |u|p ≤C0 (|u|+ |u|p) =C0

(
|u|2/2 + |u|q/q′

)
, (1.20)

onde C0 é uma constante real positiva, q = p+ 1 e q′ = p+1
p , com 1

q +
1
q′ = 1. Como f é

contínua e un → u em L2(RN)∩Lp+1(RN), segue do Teorema A.13.1 (cf. Apêndice A.13)
que, para todo u ∈ L2(RN)∩Lq(RN), vale que f (u) ∈ L2(RN)+Lq′(RN) e f (un)→ f (u) em
L2(RN)+Lq′(RN).

Por definição, a norma de f (u) em L2(RN)+Lq′(RN) é dada por

∥ f (u)∥2∨q′ := inf
{
∥ f1∥2 +∥ f2∥q′ : f1 ∈ L2(RN), f2 ∈ Lq′(RN), f (u) = f1 + f2

}
,

logo, tomando v ∈ H1(RN), segue das imersões de Sobolev que v ∈ L2(RN)∩Lq(RN), então
concluímos que

∥v∥2∨q = ∥v∥2 +∥v∥q, onde q = p+1.

Assim, dados f n
1 , f1 ∈ L2(RN) e f n

2 , f2 ∈ Lq′(RN), tais que f (un) = f n
1 + f n

2 e f (u) = f1+ f2,
aplicando a desigualdade de Hölder, segue que

|DΨ(un)v−DΨ(u)v| ≤
∫
RN

| f (un)− f (u)||v|dx =
∫
RN

|( f n
1 − f1)+( f n

2 − f2)||v|dx

≤
∫
RN

|( f n
1 − f1)||v|+

∫
RN

|( f n
2 − f2)||v|dx

≤ ∥ f n
1 − f1∥2∥v∥2 +∥( f n

2 − f2)∥q′∥v∥q

≤
(
∥ f n

1 − f1∥2 +∥( f n
2 − f2)∥q′

)
∥v∥2∨q.
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Utilizando mais uma vez as imersões de Sobolev, obtemos que

|DΨ(un)v−DΨ(u)v| ≤ inf
{
∥ f n

1 − f1∥2 +∥ f n
2 − f2∥q′

}
∥v∥2∨q

= ∥( f n
1 − f1)+( f n

2 − f2)∥2∨q′(∥v∥2 +∥v∥q)

≤C∥ f (un)− f (u)∥2∨q′∥v∥V .

Com isso, concluímos que

∥DΨ(un)−DΨ(u)∥(H1(RN))′ = sup
∥v∥V≤1

|DΨ(un)v−DΨ(u)v| ≤C∥ f (un)− f (u)∥2∨q′ → 0,

quando n →+∞, mostrando que DΨ(un)→ DΨ(u), quando n →+∞, e assim o operador
DΦ=Ψ

′ : H1(RN)→ (H1(RN))′ é contínuo. Portanto, pelo Lema de Schwartz (cf. Apêndice
A.8), segue que Ψ é de classe C1.

Com as duas proposições estabelecidas, podemos provar o Teorema 1.3.

Prova do Teorema 1.3. Observando que o funcional I definido em (1.4) é tal que

I(u) = Φ(u)−Ψ(u), ∀ u ∈ H1(RN),

segue das Proposições 1.3 e 1.4 que I está bem definido e é de classe C1.
Provemos agora que qualquer ponto crítico de I é uma solução não negativa de (1.3). Se

u é ponto crítico de I, então para toda ϕ ∈ H1(RN), vale que

I′(u)ϕ =
∫
RN

(∇u∇ϕ +V (x)uϕ)dx−
∫
RN

f (u)ϕ dx =
∫
RN

(−∆u+V (x)u− f (u))ϕ dx = 0,

logo
−∆u+V (x)u− f (u) = 0

no sentido fraco, e então
−∆u+V (x)u = f (u).

Portanto, qualquer ponto crítico de I é uma solução de (1.3). Para provar que essa solução é
não negativa, usamos a extensão de f em R e escrevemos u = u+−u−. Dessa forma, temos
que

0 = I′(u)(u−) =
∫
RN

[
⟨∇u,∇u−⟩+V (x)uu−

]
dx−

∫
RN

f (u)u− dx

=
∫
RN

[
⟨(∇u+−∇u−),∇u−⟩+V (x)(u+−u−)u−

]
dx

=−
∫
RN

(
|∇u−|2 +V (x)(u−)2) dx.
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Logo, segue de (1.5), que

α0∥u−∥2
2 ≤

∫
RN

(
|∇u−|2 +V (x)(u−)2) dx = 0.

Portanto, u− = 0 e u é uma solução não negativa de (1.3).

Dessa forma, concluímos o capítulo sabendo que o funcional I é de classe C1 e que seus
pontos críticos correspondem a soluções não negativas do problema. Além disso, provamos
que se o funcional I possuir a geometria do Passo da Montanha, teremos, pelo Teorema
do Passo da Montanha sem compacidade (Teorema 1.2), a existência de uma sequência de
Palais-Smale no nível do Passo da Montanha c para I.



Capítulo 2

Estudo do problema autônomo

Neste capítulo, apresentaremos alguns resultados sobre equações autônomas da forma

−∆u = g(u), u ∈ H1(RN), (2.1)

onde estaremos supondo N ≥ 1.
Associamos ao problema (2.1) o funcional natural J : H1(RN)→ R, definido por

J(u) =
1
2

∫
RN

|∇u|2 dx−
∫
RN

G(u)dx, (2.2)

onde G(s) =
∫ s

0
g(τ)dτ . Veremos que J possui a geometria do Passo da Montanha, logo seu

nível do Passo da Montanha está bem definido. Nosso objetivo é relacionar o nível do Passo
da Montanha com o nível crítico de energia mínima de J.

2.1 O Nível de Energia Mínima

Nessa seção, vamos mostrar que o funcional J definido em (2.2) é de classe C1 e assegurar
a existência de uma solução positiva para o problema (2.1) no nível de energia mínima, que
coincide com o nível do Passo da Montanha.

Definição 2.1 (Solução de energia mínima). Uma solução fraca v de (2.1) é de energia
mínima quando satisfaz

J(v) = m, onde m = inf{J(u) | u ∈ H1(RN)\{0} é solução de (2.1)}. (2.3)
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Observação 2.1. Note que m está bem definido, pois já sabemos que existe uma solução para
o problema (2.1) no nível do Passo da Montanha. Além disso, pela geometria do funcional J,
qualquer solução não trivial de (2.1) tem energia positiva, portanto, m >−∞.

O seguinte resultado é devido a Berestycki-Lions [6] e Berestycki-Gallouët-Kavian [5].

Teorema 2.1. Suponha que

(g0) g ∈C(R,R) é contínuo e ímpar;

(g1) quando N = 1 ou N = 2: lim
s→0

g(s)
s

=−ζ ∈ (−∞,0);

quando N ≥ 3: −∞ < liminf
s→0

g(s)
s

≤ limsup
s→0

g(s)
s

=−ζ < 0;

(g2) quando N = 2: para qualquer α > 0, existe Cα > 0, tal que |g(s)| ≤Cαeαs2
para todo

s ≥ 0;

quando N ≥ 3: lim
s→+∞

|g(s)|
s(N+2)/(N−2)

= 0;

(g3) quando N = 1: existe ξ0 > 0, tal que G(ξ ) < 0 para todo ξ ∈ (0,ξ0), G(ξ0) = 0 e
g(ξ0)> 0;
quando N ≥ 2: existe ξ0 > 0, tal que G(ξ0)> 0.

Então, J está bem definido e é de classe C1. Além disso, m > 0 e existe uma solução de
energia mínima ω de (2.1) que é uma solução clássica e satisfaz ω > 0 em RN .

Demonstração. A demonstração de que J está bem definido e é de classe C1 para todo N
pode ser encontrada no artigo de Berestycki-Lions [6, Teorema A.V I]. A demonstração de
que m > 0 e de que existe uma solução de energia mínima ω de (2.1) que é uma solução
clássica e satisfaz ω > 0 em RN , pode ser encontrada no artigo de Berestycki-Lions [6,
Teorema 5] para N = 1, no artigo de Berestycki-Gallouët-Kavian [5, Teorema 1] para N = 2
e no artigo de Berestycki-Lions [6, Teorema 1] para N ≥ 3.

Observemos que m constitui um nível crítico para o funcional J, visto que J é de classe
C1, logo cada solução de (2.1) é um ponto crítico para J (Veja o Capítulo 1, para mais
detalhes). Este resultado pode ser complementado com uma caracterização mais detalhada
da geometria do funcional J, relacionando o nível do Passo da Montanha ao nível de energia
mínima, como mostrado por Jeanjean-Tanaka [15, 16] no teorema a seguir.

Teorema 2.2. Suponha (g0)− (g3). Então, o funcional J possui a Geometria do Passo da
Montanha. Definindo

ΓJ =
{

γ ∈C([0,1],H1(RN)) | γ(0) = 0 e J(γ(1))< 0
}
,
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temos ΓJ ̸= /0 e b = m, com
b = inf

γ∈ΓJ
max

t∈[0,1]
J(γ(t))> 0.

Além disso, para qualquer solução de energia mínima ω de (2.1) como dada pelo Teorema
2.1, existe um caminho γ ∈ Γ, tal que γ(t)(x)> 0 para todo (t,x) ∈ (0,1]×RN , ω ∈ γ([0,1])
e

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) = b.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em Jeanjean-Tanaka [15, Teorema 1.2]
para N = 1 e em Jeanjean-Tanaka [16, Teorema 0.2] para N ≥ 2. Para uma versão mais
detalhada em português, veja também [23, Teorema 0.1].

Dessa forma, J possui a geometria do Passo da Montanha, e seu nível do Passo da
Montanha é igual ao seu nível de energia mínima para J.

2.2 Estimativa inferior para a energia

A seguir estabelecemos uma estimativa inferior para o funcional J, em termos da norma
de u no espaço H1(RN).

Proposição 2.1. Sob as hipóteses (g0)− (g2), existem c1 > 0, δ0 > 0, tais que

J(u)≥ c1∥u∥2
H1(RN), quando ∥u∥H1(RN) ≤ δ0.

Demonstração. Para N = 1, por (g1), dado ε =
ζ

2
, existe ρ0 > 0, tal que

g(s)
s

+ζ <
ζ

2
, para 0 < s < 2ρ0,

então
−g(s)≥ ζ

2
s, para 0 ≤ s < 2ρ0.

Logo,

−G(s)≥ ζ

4
s2, para 0 ≤ s < 2ρ0.

Agora, como por (g0) g é ímpar, então G(s) é par, isto é, G(s) = G(−s), e assim

−G(s)≥ ζ

4
s2, para |s| ≤ ρ0.
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A imersão contínua de H1(R) em L∞(R) (cf. Apêndice A.1), garante que uma norma pequena
em H1(R) implica uma norma pequena em L∞(R), assim podemos escolher δ0 > 0 de modo
que ∥u∥H1(R) ≤ δ0 implique ∥u∥∞ ≤ ρ0. Logo,

inf
∥u∥H1(R)≤δ0

J(u)≥ inf
∥u∥H1(R)≤δ0

(
1
2
∥∇u∥2

2 +
ζ

4
∥u∥2

2

)
≥ inf

∥u∥H1(R)≤δ0
min

{
1
2
,
ζ

4

}(
∥∇u∥2

2 +∥u∥2
2
)

= min
{

1
2
,
ζ

4

}
∥u∥2

H1(R) = c1∥u∥2
H1(R) > 0.

Assim, para ∥u∥H1(R) ≤ δ0, temos que J(u)≥ c1∥u∥2
H1(R).

Para N = 2, por (g1), dado ε =
ζ

2
, existe δ > 0, tal que

g(s)
s

+ζ <
ζ

2
, para 0 < s < δ ,

então
−g(s)≥ ζ

2
s, para 0 ≤ s < δ .

Por (g2), obtemos que

|g(s)| ≤Cαeαs2
≤Cαs4eαs2

, ∀ s ≥ 1,

logo,
−g(s)≥−Cαs4eαs2

, ∀ s ≥ 1.

Mais ainda, considerando, sem perda de generalidade, 0 < δ < 1, segue que [δ ,1] ̸= /0 é

compacto, e portanto, como a função s 7→ |g(s)|
s4eαs2 é contínua por (g0), ela atinge seu máximo

M no compacto [δ ,1]. Assim, obtemos que

−g(s)≥−Ms4eαs2
, ∀ s ∈ [δ ,1].

Dessa forma, fazendo C′
α = max{M,Cα}, segue que

−g(s)≥ 1
2

ζ s−C′
αs4eαs2

, ∀ s ≥ 0.
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Logo,

−G(s) =−
∫ s

0
g(t)dt ≥ ζ

4
s2 −C′

α

∫ s

0
t4eαt2

dt

=
ζ

4
s2 −C′

α

(
1

2α
s3(eαs2

−1)− 3
2α

∫ s

0
t2(eαt2

−1)dt
)

≥ ζ

4
s2 − C′

α

2α
s3(eαs2

−1), ∀ s ≥ 0.

Novamente usando que G(s) = G(−s), temos que

−G(s)≥ ζ

4
s2 − C′

α

2α
s3(eαs2

−1), ∀ s ∈ R.

Com isso, aplicando a desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5) e novamente utilizando as
imersões de Sobolev (cf. Apêndice A.1), obtemos que existe C′′

α > 0, tal que

J(u)≥ 1
2
∥∇u∥2

2 +
ζ

4
∥u∥2

2 −
C′

α

2α

∫
R2

u3(eαu2
−1)dx

≥ 1
2
∥∇u∥2

2 +
ζ

4
∥u∥2

2 −
C′

α

2α

(
∥u3∥2∥eαu2

−1∥3
2

)
=

1
2
∥∇u∥2

2 +
ζ

4
∥u∥2

2 −
C′

α

2α
∥u∥3

6

(∫
R2
(eαu2

−1)2 dx
)1/2

≥ min
{

1
2
,
ζ

4

}
∥u∥2

H1(R2)−
C′′

α

2α
∥u∥3

H1(R2)

(∫
R2
(eαu2

−1)2 dx
)1/2

. (2.4)

Vamos analisar o último termo da desigualdade. Veja que

−
(∫

R2
(eαu2

−1)2 dx
)1/2

=−
(∫

R2
eαu2

(eαu2
−1)− (eαu2

−1)dx
)1/2

≥−
(∫

R2
eαu2

(eαu2
−1)dx

)1/2

=−
(∫

R2
e2αu2

− eαu2
dx
)1/2

≥−
(∫

R2
e2αu2

−1dx
)1/2

.

Logo, por (2.4), temos que

J(u)≥ min
{

1
2
,
ζ

4

}
∥u∥2

H1(R2)−
C′′

α

2α

(∫
R2
(e2αu2

−1)dx
)1/2

. (2.5)
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Pela desigualdade de Moser-Trundinger (cf Apêndice A.6), como u ∈ L2(RN), existem

σ0 > 0,
∼
M > 0, tais que∫

R2

(
eσ0u2

−1
)

dx ≤
∼
M, para todo utal que ∥u∥H1(R2) ≤ 1.

Assim, para qualquer C > 0, segue que∫
R2

(
eσ0u2/C2

−1
)

dx ≤
∼
M, para todo u tal que ∥u∥H1(R2) ≤C.

Desse modo, escolhendo δ0 > 0 suficientemente pequeno, tal que 0 < δ0 <

√
σ0

2α
, segue que

∫
R2

(
e2αu2

−1
)

dx =
∫
R2

(
e(σ0u22α/σ0)−1

)
dx ≤

∼
M,

para todo u, tal que ∥u∥H1(R2) ≤ δ0 <

√
σ0

2α
. Logo, segue de (2.5) que

J(u)≥ min
{

1
2
,
ζ

4

}
∥u∥2

H1(R2)−
C′′

α

2α

∼
M

1/2
∥u∥3

H1(R2)

=

(
min

{
1
2
,
ζ

4

}
− C′′

α

2α

∼
M

1/2
∥u∥H1(R2)

)
∥u∥2

H1(R2),

para u ∈ H1(R2), tal que 0 < ∥u∥H1(R2) < δ0. Dessa forma, diminuindo δ0 > 0, se necessário,
para que satisfaça

min
{

1
2
,
ζ

4

}
− C′′

α

2α

∼
M

1/2
δ0 > 0,

concluímos que, para todo u ∈ H1(R2), com ∥u∥H1(R2) = δ0, vale que

J(u)≥
(

min
{

1
2
,
ζ

4

}
− C′′

α

2α

∼
M

1/2
δ0

)
∥u∥2

H1(R2) = c1∥u∥2
H1(R2) > 0.

Portanto, para ∥u∥H1(R2) ≤ δ0, temos que J(u)≥ c1∥u∥2
H1(R2).

Para N ≥ 3, por (g1), dado ε > 0 existe δε > 0, tal que

g(s)
s

− ε < liminf
s→0

g(s)
s

≤−ζ , para 0 < s < δε ,

e então
−g(s)≥ (ζ − ε)s, para 0 ≤ s < δε .
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Por (g2), dado ε > 0, existe Aε > 1, tal que

|g(s)|
s(N+2)/(N−2)

≤ ε, para s > Aε > 1,

logo,
−g(s)≥−εs(N+2)/(N−2), para s > Aε > 1.

Supondo, sem perda de generalidade, que 0 < δε < 1, temos que [δε ,Aε ] ̸= /0 é compacto, e

como por (g0), a função s 7→ |g(s)|
s(N+2)/(N−2)

é contínua, então ela atinge seu máximo Mε no

compacto [δε ,Aε ], ou seja

−g(s)≥−Mεs(N+2)/(N−2), ∀ s ∈ [δε ,Aε ].

Portanto, fazendo Cε = max{Mε ,ε}, segue que

−g(s)≥ (ζ − ε)s−Cεs(N+2)/(N−2), ∀ s ≥ 0.

Assim, lembrando que o expoente crítico de Sobolev é 2∗ = 2N
N−2 , vale que

−G(s) =
∫ s

0
g(t)dt ≥ 1

2
(ζ − ε)s2 − Cε

2∗
s2∗, ∀ s > 0.

Usando mais uma vez que G(s) = G(−s) e fazendo C′
ε =

Cε

2∗
, segue que

−G(s)≥ 1
2
(ζ − ε)|s|2 −C′

ε |s|2
∗
, ∀ s ∈ R.

Então pelas imersões contínuas de Sobolev (cf. Apêndice A.1), temos que H1(RN) ↪→
L2∗(RN), logo existe C′′

ε > 0, tal que

J(u)≥
∫
RN

1
2
|∇u|2 dx+

1
2
(ζ − ε)

∫
RN

|u|2 dx−C′
ε

∫
RN

|u|2
∗
dx

≥ 1
2

min{1,ζ − ε}∥u∥2
H1(RN)−C′

ε∥u∥2∗
L2∗(R2)

≥ 1
2

min{1,ζ − ε}∥u∥2
H1(RN)−C′′

ε ∥u∥2∗
H1(RN)

=

(
1
2

min{1,ζ − ε}−C′′
ε ∥u∥4/(N−2)

H1(RN)

)
∥u∥2

H1(RN), ∀ u ∈ H1(RN).
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Assim, tomando δ0 > 0, suficientemente pequeno, de modo que

1
2

min{1,ζ − ε}−C′′
ε δ

4/(N−2)
0 > 0,

concluímos que, para todo u ∈ H1(RN), com ∥u∥H1(RN) = δ0, segue que

J(u)≥
(

1
2

min1,ζ − ε −C′′
ε δ

4/(N−2)
0

)
∥u∥2

H1(RN) = c1∥u∥2
H1(RN) > 0.

Logo, para ∥u∥H1(RN) ≤ δ0, temos que J(u)≥ c1∥u∥2
H1(RN).

Com essa estimativa, concluímos este capítulo, estabelecendo algumas bases necessárias
para os próximos resultados sobre a solução do problema (1.3).



Capítulo 3

Estudo do problema não autônomo

Neste capítulo, investigaremos a existência de soluções positivas para os casos não
autônomos do problema (1.3). Para isso, assumiremos as condições ( f1)− ( f3) e (V1)− (V5)

introduzidas na Seção 2 do Capítulo 1.
Nosso objetivo é provar o resultado central desta dissertação, dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1. Assuma N ≥ 2, ( f1)− ( f3) e (V1)− (V4). Então, (1.3) tem uma solução
positiva.

Primeiro, façamos uma observação sobre o caso autônomo.

Observação 3.1. No caso em que V (x)≡V∞, ou seja, quando (1.3) é autônoma, o Teorema
3.1 segue do Teorema 2.1. Para ver isto, basta observar que as hipóteses do Teorema 3.1
implicam nas hipóteses (g0)− (g2) apresentadas no Capítulo 2, como demonstrado na prova
do Lema 3.3.

Provaremos agora um resultado que compara o ínfimo do espectro do operador autoad-
junto σ(−∆+V (x)) com os valores extremos para V.

Proposição 3.1. Sob as hipóteses do Teorema 3.1, inf
x∈RN

V (x)≤ α0 ≤V∞.

Demonstração. De fato, como V é limitado por (V2), então inf
x∈RN

V (x) está bem definido, e

temos, para todo u ∈ H1(RN), que(
inf

x∈RN
V (x)

)∫
RN

u2 dx ≤
∫
RN

V (x)u2 dx <
∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx.

Logo,

inf
x∈RN

V (x)<

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx∫
RN

|u|2 dx
, para todo u ∈ H1(RN)\{0}.
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Portanto,

inf
x∈RN

V (x)≤ inf
u∈H1(RN)\{0}

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx∫
RN

|u|2 dx
= α0.

Por outro lado, segue de (V3) que

α0 = inf
u∈H1(RN)\{0}

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx∫
RN

|u|2 dx
≤

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx∫
RN

|u|2 dx

≤

∫
RN

|∇u|2 +V∞u2 dx∫
RN

|u|2 dx
=

∫
RN

|∇u|2 dx∫
RN

|u|2 dx
+V∞, para todo u ∈ H1(RN)\{0}.

(3.1)

Em particular, considerando u ∈ H1(RN)\{0} e definindo vθ (x) := u(θx), com θ ∈ R,
então vθ ∈ H1(RN) \ {0}. Além disso, temos ∇ = θ∇u(θx). Realizando a mudança de
variável y = θx, temos que∫

RN
|∇vθ (x)|2dx = θ

2
∫
RN

|∇u(θx)|2dx = θ
2
θ
−N
∫
RN

|∇u(y)|2dy

e ∫
RN

|vθ (x)|2dx =
∫
RN

|u(θx)|2dx = θ
−N
∫
RN

|u(y)|2dy.

Dessa forma, tomando vθ ∈ H1(RN)\{0} em (3.1), obtemos:

α0 ≤
∫
RN |∇vθ |2dx∫
RN |vθ |2dx

+V∞ =
θ 2 ∫

RN |∇u(y)|2dy∫
RN |u(y)|2dy

+V∞.

Logo, fazendo θ → 0 na desigualdade acima, temos α0 ≤V∞, conforme desejado. Portanto,
segue o resultado.

Observe que as hipóteses (V1)− (V3) implicam que α0 ≤V∞. Além disso, caso α0 <V∞,
podemos inferir que α0 é um autovalor de multiplicidade finita para o operador −∆+V (x),
abaixo do espectro essencial [V∞,+∞), conforme [21, Teorema 8.2.1].

Dividiremos o capítulo em 3 seções. Na primeira seção, apresentaremos a técnica “The
Monotonicity Trick”. Na segunda seção, demonstraremos o Teorema de Splitting, que é um
importante resultado a respeito da decomposição das sequências de Palais-Smale. Por fim,
na terceira seção, provaremos o nosso teorema principal, garantindo a existência de solução
positiva para o problema (1.3).
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3.1 A Técnica “The Monotonicity Trick”

Consideramos agora a classe de problemas

−∆u+V (x)u = λ f (u) em RN , (3.2)

para λ ∈
[1

2 ,1
]
, e associamos a estes problemas a família de funcionais Iλ : H1(RN)→ R

definidos por

Iλ (u) =
1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V (x)u2)dx−λ

∫
RN

F(u)dx.

O objetivo desta seção é mostrar que, para quase todo λ ∈
[1

2 ,1
]
, Iλ possui uma sequência

de Palais-Smale limitada no nível cλ . Para isso, utilizaremos a técnica desenvolvida no artigo
de Jeanjean [14], chamada “The Monotonicity Trick”. Observamos que a condição para
quase todo λ ∈

[1
2 ,1
]

é essencial, para mais detalhes veja [14, Seção 2].

Teorema 3.2 (The Monotonicity Trick). Seja X um espaço de Banach equipado com uma
norma ∥ · ∥X e J ⊂ R+ um intervalo. Consideremos a família (Iλ )λ∈J de funcionais C1 em X
da forma

Iλ (u) = A(u)−λB(u), ∀ λ ∈ J,

onde A,B : X → R são de classe C1 e B(u)≥ 0, para todo u ∈ X e tal que A(u)→+∞ ou
B(u)→ +∞ conforme ∥u∥X → +∞. Suponhamos que existem dois pontos v1,v2 ∈ X, tais
que

cλ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ (γ(t))> max{Iλ (v1), Iλ (v2)}, ∀ λ ∈ J,

onde
Γ = {γ ∈C([0,1],X),γ(0) = v1,γ(1) = v2}.

Então, para quase todo λ ∈ J, existe uma sequência (vn)⊂ X (independente de λ ), tal que

(i) (vn) é limitada,

(ii) Iλ (vn)→ cλ ,

(iii) I′
λ
(vn)→ 0 no dual X ′.

Observação 3.2. No artigo de Jeanjean-Toland [18, Teorema 2.1], foi demonstrado que a
condição B(u)≥ 0, para todo u ∈ X, pode ser dispensada. Porém, nesse caso, não há mais
uma relação monotônica entre cλ e λ em J, ao contrário do Teorema 3.2, “The Monotonicity
Trick”, onde a função λ 7→ cλ é não crescente.

Para provar o teorema, necessitamos de alguns resultados preliminares.
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Proposição 3.2. Seja λ ∈ J um valor arbitrário fixado e (λn)⊂ J uma sequência estritamente
crescente, tal que λn → λ . Suponha ainda que existe c′

λ
, a função derivada de cλ com respeito

a λ . Então, sob as hipóteses do Teorema 3.2, existe uma sequência de caminhos (γn)⊂ Γ

que verifica:

(i) max
t∈[0,1]

Iλ (γn(t))≤ max
t∈[0,1]

Iλn(γn(t))≤ cλn +(λ −λn)≤ cλ +(−c′
λ
+2)(λ −λn);

(ii) se γn(t) satisfaz
Iλ (γn(t))≥ cλ − (λ −λn), (3.3)

então existe K = K(c′
λ
)> 0, independente de λ , tal que ∥γn(t)∥ ≤ K.

Demonstração. Como cλn = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλn(γ(t)) e λ −λn > 0, pela definição de ínfimo, existe

uma sequência (γn)⊂ Γ, tal que

max
t∈[0,1]

Iλn(γn(t))≤ cλn +(λ −λn). (3.4)

Para provar (i), observe que como cλ é derivável, existe n(λ ) ∈ N, tal que, para todo
n ≥ n(λ ),

−c′
λ
−1 ≤

cλn − cλ

λ −λn
≤−c′

λ
+1. (3.5)

A partir de (3.5), temos que

cλn ≤ cλ +(−c′
λ
+1)(λ −λn), ∀ n ≥ n(λ ). (3.6)

Como λn ≤ λ , temos que Iλn(v)≥ Iλ (v), para todo v ∈ X . Dessa forma, usando (3.4) e (3.6),
obtemos

Iλ (γn(t))≤ Iλn(γn(t))≤ cλn +(λ −λn)≤ cλ +(−c′
λ
+2)(λ −λn),

o que prova (i). Se γn(t) satisfaz (3.3), segue de (3.4) que

Iλn(γn(t))− Iλ (γn(t))
λ −λn

≤
cλn +(λ −λn)− cλ +(λ −λn)

λ −λn

=
cλn − cλ +2(λ −λn)

λ −λn
=

cλn − cλ

λ −λn
+2.

(3.7)

Assim, usando (3.5) e (3.7) temos que, para todo n ≥ n(λ ), vale que

B(γn(t)) =
Iλn(γn(t))− Iλ (γn(t))

λ −λn
≤−c′

λ
+3 ≤C1, (3.8)
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onde C1 é uma constante real positiva independente de n e de λ . Logo, segue de (3.4) e (3.8)
que

A(γn(t)) = Iλn(γn(t))+λnB(γn(t))≤ cλn +(λ −λn)+λn(−c′
λ
+3)≤C2,

onde C2 é uma constante real positiva independente de n e de λ . Usando nossa hipótese de
que ou A(u)→+∞ ou B(u)→+∞, quando ∥u∥X →+∞, a limitação uniforme de A(γn(t))
e B(γn(t)) nos dá que ∥γn(t)∥X ≤ K, onde K é uma constante real positiva independente de n
e de λ , o que prova (ii).

De forma geral, a Proposição 3.2 afirma que existe uma sequência de caminhos (γn)⊂ Γ,
tal que, para todo n ∈ N suficientemente grande, a partir de um nível estritamente abaixo
de cλ , γn(t) pertence à bola centrada na origem com raio fixo K = K(c′

λ
) > 0, para todo

t ∈ [0,1] e
max

t∈[0,1]
Iλ (γn(t))→ cλ , quando n → ∞.

Agora, para α > 0, definimos

Fα = {u ∈ X : ∥u∥X ≤ K +1 e |Iλ (u)− cλ | ≤ α}

onde a constante K > 0 é dada no item (ii) da Proposição 3.2. Assim, temos o seguinte
resultado.

Proposição 3.3. Seja λ ∈ J um valor arbitrário fixado. Sob as hipóteses do Teorema 3.2,
para todo α > 0,

inf{∥I′
λ
(u)∥X ′ : u ∈ Fα}= 0. (3.9)

Demonstração. Faremos a prova por contradição. Assumindo que não vale (3.9), podemos
obter α > 0, suficientemente pequeno, tal que para qualquer u ∈ Fα , temos

∥I′
λ
(u)∥X ′ ≥ α. (3.10)

De fato, desde que não vale (3.9), temos que ∥I′
λ
(u)∥X ′ ≥ ε , para todo u ∈ Fα̃ , para algum

α̃ > 0 e para algum ε > 0. Como, para todo 0 < α < α̃ , temos Fα ⊂ Fα̃ , então tomando
0 < α < min{ε, α̃}, vale que ∥I′

λ
(u)∥X ′ ≥ ε > α , em particular, para todo u ∈ Fα .

Dessa forma, o Lema da Deformação (cf. Apêndice A.10), nos garante que existe
ε ∈ (0,α) e um homeomorfismo η : X → X , tal que

η(u) = u, se |Iλ (u)− cλ | ≥ α (3.11)

Iλ (η(u))≤ Iλ (u),∀ u ∈ X (3.12)
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Iλ (η(u))≤ cλ − ε,∀ u ∈ X , com ∥u∥X ≤ K e Iλ (u)≤ cλ + ε. (3.13)

Seja (γn)⊂ Γ a sequência obtida na Proposição 3.2. Escolhemos e fixamos m ∈ N suficiente-
mente grande de modo que

(−c′
λ
+2)(λ −λm)≤ ε < α. (3.14)

Considere u = γm(t), para algum t ∈ [0,1], se u satisfaz Iλ (u) ≤ cλ − (λ − λm) então a
equação (3.12) implica que

Iλ (η(u))≤ cλ − (λ −λm). (3.15)

Por outro lado, se u satisfaz
Iλ (u)> cλ − (λ −λm)

então o item (ii) da Proposição 3.2 e (3.14) implicam que u é tal que ∥u∥ ≤ K com Iλ (u)≤
cλ + ε . Assim, aplicando (3.13), temos que

Iλ (η(u))≤ cλ − ε ≤ cλ − (λ −λm). (3.16)

Diminuindo α , se necessário, podemos assumir que

0 < α <
1
2

(
cλ −max{Iλ (v1), Iλ (v2)}

)
. (3.17)

Por (3.17), temos que
α < 2α < |Iλ (vi)− cλ |, para i = 1,2,

logo, por (3.11) temos η(γm(0)) = γm(0) = v1 e η(γm(1)) = γm(1) = v2. Portanto, pela
continuidade de η , segue que η(γm) ∈ Γ. Combinando (3.15) e (3.16), obtemos

cλ ≤ max
t∈[0,1]

Iλ (η(γm(t)))≤ cλ − (λ −λm),

gerando uma contradição. Portanto, a proposição está provada.

Agora, estamos em condições de provar o Teorema 3.2.

Demonstração do Teorema 3.2. Seja (αn) ⊂ R+, com αn → 0. Pela Proposição 3.3 existe
vn ∈ Fαn , com Iλ (vn)→ cλ e ∥I′

λ
(vn)∥X ′ < 1/n, para cada n ∈ N e para quase todo λ ∈ J.

Portanto, (vn) é uma sequência de Palais-Smale para Iλ no nível cλ ∈ R, isto é, Iλ (vn)→ cλ

e ∥I′
λ
(vn)∥X ′ → 0, o que prova (ii) e (iii). Além disso, pela definição de Fαn , concluímos
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também que (vn) é uma sequência que está contida na bola de raio K +1 centrada na origem,
logo é limitada, o que prova (i).

Temos também o seguinte resultado a respeito da função λ 7→ cλ .

Lema 3.1. Sob as hipóteses do teorema 3.2, a função λ 7→ cλ é contínua pela esquerda.

Demonstração. Suponha que existem λ0 ∈ J e (λn) ⊂ J com λn < λ0, para todo n ∈ N e
λn → λ0. Como a função λ 7→ cλ é não crescente e limitada inferiormente por zero, sabemos
que o limite lim

n→+∞
cλn existe e, além disso, satisfaz cλ0 ≤ lim

n→+∞
cλn . Suponha, por contradição,

que
cλ0 < lim

n→+∞
cλn. (3.18)

Seja δ = lim
n→+∞

cλn − cλ0 > 0. Pela definição de ínfimo, existe γ0 ∈ Γ, tal que

max
t∈[0,1]

Iλ0(γ0(t))< cλ0 +
δ

3
.

Usando o fato de que Iλ (u) = Iλ0(u)+(λ0−λ )B(u), para λ ∈ J e u ∈ X , obtemos, para todo
λ < λ0, que

max
t∈[0,1]

Iλ (γ0(t)) = max
t∈[0,1]

{Iλ0(γ0(t))+(λ0 −λ )B(γ0(t))}< cλ0 +
δ

3
+(λ0 −λ ) max

t∈[0,1]
B(γ0(t)).

Como B é contínua e [0,1] compacto, segue do Teorema de Weierstrass que B é limitada
nesse intervalo, logo max

t∈[0,1]
B(γ0(t))≤C, para alguma constante real C > 0. Portanto, para

n ∈ N suficientemente grande, temos que C(λ0 −λ )≤ δ/3, logo

max
t∈[0,1]

Iλn(γ0(t))< cλ0 +
2δ

3
. (3.19)

Por outro lado, pela definição de cλn , temos que

cλn ≤ max
t∈[0,1]

Iλn(γ0(t)). (3.20)

Usando (3.19) e (3.20), segue que

cλn < cλ0 +
2δ

3
.
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Passando a desigualdade ao limite e usando a definição de δ , segue que

lim
n→+∞

cλn −
2
3

lim
n→+∞

cλn ≤ cλ0 −
2
3

cλ0, logo lim
n→+∞

cλn ≤ cλ0,

o que contradiz (3.18). Portanto, a função λ → cλ é contínua pela esquerda.

Com o intuito de aplicar o Teorema 3.2, vamos verificar que suas hipóteses são satisfeitas.
Para isso, será necessário recorrer a alguns lemas.

Lema 3.2. Suponha que (V1) e (V2) sejam satisfeitas. Para qualquer ε > 0, existe cε > 0,
tal que

cε∥∇u∥2
2 +(α0 − ε)∥u∥2

2 ≤
∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx, para todo u ∈ H1(RN).

Em particular, sob as condições (V2) e (V5),

∥u∥2
V :=

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx

é equivalente à norma ∥ · ∥H1(RN).

Demonstração. Para δ ∈ (0,1), consideramos o seguinte problema de minimização:

µδ := inf
u∈H1(RN)\{0}

∫
RN (1−δ )|∇u|2 +V (x)u2 dx

∥u∥2
2

= inf
u∈H1(RN)\{0}

(∫
RN (1−δ )|∇u|2 dx

∥u∥2
2

+

∫
RN V (x)u2 dx

∥u∥2
2

)
≥ inf

u∈H1(RN)\{0}

∫
RN V (x)u2 dx

∥u∥2
2

=

(
inf

u∈H1(RN)\{0}
V (x)

)
∥u∥2

2
∥u∥2

2
= inf

x∈RN
V (x)>−∞.

Mostremos que lim
δ→0

µδ ≥α0. Pela definição de µδ , existe uδ ∈H1(RN), com ∥uδ∥H1(RN) = 1,

tal que

(1−δ )∥∇uδ∥2
2 +

∫
RN

V (x)u2
δ

dx ≤ (µδ +δ )∥uδ∥2
2. (3.21)

De (1.5) e (3.21), segue que

α0∥uδ∥2
2 −δ∥∇uδ∥2

2 ≤
∫
RN

|∇uδ |2 +V (x)u2
δ

dx−δ∥∇uδ∥2
2

= (1−δ )∥∇uδ∥2
2 +

∫
RN

V (x)u2
δ

dx ≤ (µδ +δ )∥uδ∥2
2,
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ou seja,
(α0 −µδ −δ )∥uδ∥2

2 ≤ δ∥∇uδ∥2
2 ≤ δ → 0, quando δ → 0.

Assim, se lim
δ→0

µδ < α0, temos na equação acima que (α0 − µδ − δ )↛ 0 quando δ →
0, logo ∥uδ∥2 → 0 e, portanto, por (3.21), ∥∇uδ∥2 → 0. Isso é uma contradição com
∥uδ∥H1(RN) = 1 e, portanto, vale que lim

δ→0
µδ ≥ α0. Logo, pela definição de limite, temos

que, para todo ε > 0, existe c′ε > 0, tal que µδ ≥ α0 − ε quando 0 < δ < c′ε , ou seja,

α0 − ε ≤ µδ = inf
u∈H1(RN)\{0}

∫
RN

(1−δ )|∇u|2 +V (x)u2 dx

∥u∥2
2

≤

∫
RN

(1−δ )|∇u|2 +V (x)u2 dx

∥u∥2
2

,

para todo u ∈ H1(RN)\{0}. Então,

(α0 − ε)∥u∥2
2 ≤

(∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx−δ

∫
RN

|∇u|2 dx
)
,

para todo u ∈ H1(RN) e, consequentemente,

δ∥∇u∥2
2 +(α0 − ε)∥u∥2

2 ≤
∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx,

para todo u ∈ H1(RN) e para todo δ ∈ (0,cε ′). Portanto, escolhendo δ = cε , temos o
resultado.

Provemos agora a equivalência das normas. Suponha que valem (V2) e (V5). Por (V2),
como lim

|x|→+∞

V (x) =V∞, dado ε > 0, existe r > 0, tal que V (x)< ε +V∞, para todo x ∈ RN ,

com |x| > r. Como V é contínua, ela atinge seu máximo M no compacto Br[0] ⊂ RN .
Definindo Ṽ = max{ε +V∞,M}, temos que

V (x)< Ṽ , para todo x ∈ RN . (3.22)

Por (V5), temos que α0 > 0, e então podemos aplicar o Lema tomando ε =
α0

2
> 0. Assim,

existe cε = cα0 , tal que

cα0∥∇u∥2
2 +
(

α0 −
α0

2

)
∥u∥2

2 ≤
∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx, para todo u ∈ H. (3.23)
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Seja Ĉα0 = min
{

cα0,
α0
2

}
. Usando (3.22) e (3.23), temos

Ĉα0∥u∥2
H1(RN) = Ĉα0

∫
RN

(
|∇u|2 +u2) dx ≤ cα0

∫
RN

|∇u|2 dx+
α0

2

∫
RN

u2 dx

≤
∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx = ∥u∥2
V ≤

∫
RN

(V (x)+1)
(
|∇u|2 +u2) dx

≤ (Ṽ +1)∥u∥2
H1(RN),

e, portanto, as normas são equivalentes.

O seguinte lema garante que, para todo λ ∈
[1

2 ,1
]
, Iλ possui a geometria do Passo da

Montanha, com o nível de Passo da Montanha denotado por cλ .

Lema 3.3. Suponha que ( f1)− ( f3), (V1)− (V3) e (V5) são satisfeitas. Então, Iλ possui a
geometria do Passo da Montanha, com o nível de Passo da Montanha cλ , isto é,

(i) existe v ∈ H1(RN)\{0} com Iλ (v)< 0, para todo λ ∈
[1

2 ,1
]
.

(ii) cλ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ (γ(t)) > max{Iλ (0), Iλ (v)}, para todo λ ∈
[1

2 ,1
]
, onde Γ = {γ ∈

C([0,1],H1(RN)) | γ(0) = 0,γ(1) = v}.

Demonstração. Para qualquer u ∈ H1(RN) e λ ∈
[1

2 ,1
]
, temos que

Iλ (u)≤ I1
2
(u) =

1
2

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx− 1
2

∫
RN

F(u)dx =
1
2

(
∥u∥2

V −
∫
RN

F(u)dx
)
.

(3.24)

Por ( f3), temos que lim
s→+∞

f (s)
s

=+∞, ou seja, para todo M > 0, existe SM > 0, tal que se

s > SM vale que
f (s)

s
> M. Logo, f (s)> Ms, o que implica que

F(s) =
∫ s

0
f (t)dt >

∫ s

0
Mt dt =

Ms2

2
, para todo s > SM, (3.25)

e então

−F(s)<−Ms2

2
, para todo s > SM. (3.26)

Por (V2) e (V3), temos que V̂ = max
x∈RN

V (x)<+∞, assim tomando M > 8V̂ , segue que

−M
2

<−4V̂ . (3.27)
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Conforme provado na Proposição 3.1, temos que

inf
v∈H1(RN)\{0}

∥∇v∥2
2

∥v∥2
2

= 0.

Portanto, podemos escolher v = vθ , com |θ | suficientemente pequeno, tal que

∥∇v∥2
2

∥v∥2
2

< V̂ .

Além disso, vamos escolher v, de modo que∫
|v|≤SM

v2 dx <
∫
|v|>SM

v2 dx.

Portanto,

∥∇v∥2
2 < V̂∥v∥2

2 = V̂
(∫

|v|≤SM

v2 dx+
∫
|v|>SM

v2 dx
)
< 2V̂

∫
|v|>SM

v2 dx. (3.28)

Usando (3.24), (3.26), (3.27) e (3.28), e lembrando que por (V5) temos f > 0, segue que

Iλ (v)≤
1
2

(
∥v∥2

V −
∫
RN

F(v)dx
)
=

1
2

(
∥v∥2

V −
∫
|v|≤SM

F(v)dx−
∫
|v|>SM

F(v)dx
)

<
1
2

(
∥v∥2

V −
∫
|v|>SM

F(v)dx
)
<

1
2

(
∥v∥2

V −
∫
|v|>SM

Mv2

2
dx
)

=
1
2

(∫
RN

|∇v|2 +
∫
RN

V (x)v2 dx−
∫
|v|>SM

Mv2

2
dx
)

=
1
2

(∫
RN

|∇v|2 +
∫
|v|≤SM

V (x)v2 dx+
∫
|v|>SM

V (x)v2 dx−
∫
|v|>SM

Mv2

2
dx
)

<
1
2

(∫
RN

|∇v|2 dx+2V̂
∫
|v|>SM

v2 dx−
∫
|v|>SM

Mv2

2
dx
)

=
1
2

(∫
RN

|∇v|2 dx+
(

2V̂ − M
2

)∫
|v|>SM

v2 dx
)

<
1
2

(∫
RN

|∇v|2 dx+(2V̂ −4V̂ )
∫
|v|>SM

v2 dx
)

=
1
2

(
∥∇v∥2

2 −2V̂
∫
|v|>SM

v2 dx
)
< 0.
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Assim, temos (i). Para provar (ii), como por (V1) temos α0 > f ′+(0), podemos escolher
ε0 > 0 de modo que α0 − ε0 > f ′+(0). Pelo Lema 3.2, existe cε0 > 0, tal que

Iλ (u) =
1
2

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx−λ

∫
RN

F(u)dx

≥ 1
2

cε0∥∇u∥2
2 +

1
2
(α0 − ε0)∥u∥2

2 −λ

∫
RN

F(u)dx

≥ 1
2

cε0∥∇u∥2
2 +

1
2
(α0 − ε0)∥u∥2

2 −
∫
RN

F(u)dx.

Seja

J0(u) :=
1
2

cε0∥∇u∥2
2 +

1
2
(α0 − ε0)∥u∥2

2 −
∫
RN

F(u)dx,

então, J0(u) = cε0J(u), onde

J(u) =
1
2

∫
RN

|∇u|2 dx−
∫
RN

G(u)dx.

Além disso, como

G(u) =
1

cε0

(
F(u)− 1

2
(α0 − ε0)|u|2

)
,

então,

g(s) =
1

cε0

( f (s)− (α0 − ε0)s).

De modo a aplicar a Proposição 2.1, afirmamos que nossas hipóteses implicam em
(g0)− (g2). Como f é contínua, segue que g também o é. Além disso, como f só está
definida em R+, podemos estender f para todo R definindo f (s) =− f (−s) se s < 0. Assim,
temos que

g(−s) =
1

cε0

( f (−s)− (α0 − ε0)(−s)) =
1

cε0

((α0 − ε0)s+ f (−s))

=
1

cε0

((α0 − ε0)s− f (s)) =−g(s),

e portanto g é ímpar, o que prova (g0). Observe agora que

−∞ < liminf
s→0

g(s)
s

= limsup
s→0

g(s)
s

= lim
s→0

g(s)
s

= lim
s→0

1
cε0s

( f (s)− (α0 − ε0)s)

= lim
s→0

1
cε0

( f ′+(0)− (α0 − ε0)).
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Como, por hipótese, temos f ′+(0)< α0 − ε0 e cε0 > 0, então

lim
s→0

g(s)
s

=−ν ∈ (−∞,0),

para N ≥ 1, o que prova (g1).

Para N = 2, temos por ( f2) que existe 1 < p <+∞, tal que lim
s→+∞

f (s)
sp = 0. Logo, para

todo α > 0, existe S > 0, tal que se s > S, vale que
| f (s)|

sp < α . Considere s suficientemente

grande, de modo que se s > Mα , vale que sp < eαs2
, onde Mα é uma constante positiva. Seja

M̂α = max{Mα ,S} e tome s > M̂α , então temos que
| f (s)|
eαs2 <

| f (s)|
sp < α , logo

| f (s)|< αeαs2
, para todo s > M̂α . (3.29)

Seja Cα = max

{
max

s∈[0,M̂α ]

{
| f (s)|
eαs2

}
,1

}
. Se Cα = 1, então max

s∈[0,M̂α ]

{
| f (s)|
eαs2

}
< 1, logo

| f (s)|< eαs2
=Cαeαs2

, para todo s ∈ [0,M̂α ]. (3.30)

Se Cα = max
s∈[0,M̂α ]

{
| f (s)|
eαs2

}
, então

| f (s)|
eαs2 ≤Cα , para todo s ∈ [0,M̂α ], logo

| f (s)| ≤Cαeαs2
, para todo s ∈ [0,M̂α ]. (3.31)

Portanto, segue de (3.29), (3.30) e (3.31) que | f (s)| ≤Cαeαs2
, para todo s ∈ R+.

Para N ≥ 3, temos por ( f2) que existe 1 < p < β , tal que lim
s→+∞

f (s)
sp = 0, onde β = N+2

N−2 .

Logo, como p < β , temos que lim
s→+∞

f (s)
sβ

= 0. Uma vez que β −1 > 0, Veja ainda que,

lim
s→+∞

s
sβ

= lim
s→+∞

s1−β = lim
s→+∞

1
sβ−1 = 0.

Portanto,

lim
s→+∞

|g(s)|
sβ

= lim
s→+∞

| f (s)− (α0 − ε0)s|
cε0sβ

=
1

cε0

lim
s→+∞

∣∣∣∣ f (s)
sβ

− (α0 − ε0)s
sβ

∣∣∣∣= 0,

o que conclui a prova de (g2).
Seja γ ∈ Γ e ϕγ : [0,1] → R, definida por ϕγ(t) = ∥γ(t)∥H1(RN). Então ϕγ é contínua,

e como, por hipótese, temos que ϕγ(0) = ∥γ(0)∥H1(RN) = 0 e ϕγ(1) = ∥γ(1)∥H1(RN) =
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∥v∥H1(RN), para todo γ ∈ Γ, segue do Teorema do Valor Intermediário que, para todo δ0 ∈
(0,∥v∥H1(RN)), existe t0 ∈ (0,1), tal que ϕγ(t0)= ∥γ(t0)∥H1(RN)= δ0. Aplicando a Proposição

2.1, podemos escolher δ̃0 ∈ (0,1) suficientemente pequeno, tal que

J0(u)≥ c1∥u∥2
H1(RN), quando ∥u∥H1(RN) ≤ δ̃0∥v∥H1(RN),

para algum c1 > 0. Tomando δ0 = δ̃0∥v∥H1(RN), temos

J0(γ(t0))≥ c1∥γ(t0)∥2
H1(RN), quando ∥γ(t0)∥H1(RN) = δ0 < ∥v∥H1(RN), ∀ γ ∈ Γ.

Logo,
max

t∈[0,1]
J0(γ(t))≥ J0(γ(t0))≥ c1δ0

2 > 0, ∀ γ ∈ Γ.

Assim, temos
inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J0(γ(t))> 0.

Portanto,
cλ = inf

γ∈Γ
max

t∈[0,1]
Iλ (γ(t))≥ inf

γ∈Γ
max

t∈[0,1]
J0(γ(t))> 0.

Agora, podemos aplicar os lemas anteriores para garantir que as hipóteses do Teorema
3.2 são atendidas, permitindo a aplicação do teorema para provar o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Iλ tem uma sequência de Palais-Smale limitada, no nível cλ , para quase todo
λ ∈

[1
2 ,1
]
.

Demonstração. De fato, pela equivalência das normas provada no Lema 3.2, temos que

Iλ (u) =
1
2
∥u∥2

V −λ

∫
RN

F(u)dx = A(u)−λB(u)

satisfaz 1
2∥u∥2

V = A(u)→+∞ quando ∥u∥H1(RN) →+∞ e
∫
RN

F(u)dx = B(u)≥ 0, para todo

u ∈ H1(RN), uma vez que f (u)≥ 0 por (V5). Além disso, pelo Lema 3.3, sabemos que Iλ

possui a geometria do Passo da Montanha para todo λ ∈
[1

2 ,1
]
, cujo nível correspondente

é cλ . Logo, tomando X = H1(RN), ∥ · ∥X = ∥ · ∥H1(RN) e J =
[1

2 ,1
]
, o resultado segue do

Teorema 3.2.

Para encerrar a seção, provemos agora que a norma de qualquer ponto crítico não trivial
de Iλ é limitada inferiormente.
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Lema 3.4. Assuma ( f1), ( f2), (V1)− (V3). Então, existe δ0 > 0, independente de λ ∈
[1

2 ,1
]
,

tal que ∥u∥H1(RN) ≥ δ0 para qualquer ponto crítico não trivial u de Iλ .

Demonstração. Como u é ponto crítico não trivial de Iλ , então

I′
λ
(u)ϕ =

∫
RN

(∇u∇ϕ +V (x)uϕ)dx−λ

∫
RN

f (u)ϕ dx = 0,

para toda ϕ ∈ H1(RN), ou seja,∫
RN

(∇u∇ϕ +V (x)uϕ)dx = λ

∫
RN

f (u)ϕ dx. (3.32)

Seja (un)⊂ H1(RN) uma sequência de pontos críticos não triviais de Iλ e suponha por
absurdo que ∥un∥H1(RN) → 0 quando n →+∞. Seja (vn)⊂ H1(RN) a sequência definida por

vn :=
un

∥un∥H1(RN)

.

Como ∥vn∥H1(RN) = 1, então vn converge fracamente em H1(RN) e fortemente em Lp
loc(R

N),
ou seja, vn ⇀ v ∈ H1(RN) e vn → v ∈ Lp

loc(R
N). Usando a equação (1.5) e tomando u = un e

ϕ = v
∥un∥H1(RN )

na equação (3.32), segue que

α0∥v∥2
2 ≤

∫
RN

(|∇v|2 +V (x)v2)dx = lim
n→+∞

λ

∫
RN

(
∇un

∇v
∥un∥H1(RN)

+V (x)un
v

∥un∥H1(RN)

)
dx

= lim
n→+∞

λ

∫
RN

f (un)

un
un

v
∥un∥H1(RN)

dx ≤ lim
n→+∞

∫
RN

f (un)

un
vnvdx.

(3.33)
Afim de aplicar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice A.11),

vamos checar que suas hipóteses são satisfeitas. Veja primeiro que, pela extensão de f em R,
só faz sentido calcular lim

n→+∞

f (un)
un

para x ∈RN , tal que un(x)≥ 0. Como un → 0 em H1(RN),

então un → 0, q.t.p. em RN . Logo, por ( f1), temos que

f (un)

un
→ f ′+(0), q.t.p. em RN .

Além disso, vn ⇀ v em H1(RN), então vn → v, q.t.p. em RN , logo vnv → v2, q.t.p. em RN .

Portanto,
f (un)

un
vnv → f ′+(0)v

2, q.t.p. em RN . (3.34)
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Agora, pela Proposição 1.2, temos que

| f (un)| ≤ ( f ′+(0)+ ε)|un|+C̃ε |un|p logo,
∣∣∣∣ f (un)

un

∣∣∣∣≤ ( f ′+(0)+ ε)+C̃ε |un|p−1.

Portanto, ∣∣∣∣ f (un)

un
vnv
∣∣∣∣≤ ( f ′+(0)+ ε)|vnv|+C̃ε |un|p−1|vnv|=: hn. (3.35)

Provemos agora que hn ∈ L1(RN). De fato, aplicando a Desigualdade de Hölder (cf. Apêndice
A.5), temos que∫

RN
|hn(x)|dx = ( f ′+(0)+ ε)

∫
RN

|vnv|dx+C̃ε

∫
RN

|un|p−1|vnv|dx

≤ ( f ′+(0)+ ε)∥vn∥2∥v∥2 +C̃ε∥up−1
n ∥ 2∗

p−1
∥vnv∥( 2∗

p−1

)′
= ( f ′+(0)+ ε)∥vn∥2∥v∥2 +C̃ε∥un∥p−1

2∗ ∥vnv∥( 2∗
p−1

)′.
(3.36)

Note que usamos

(
2∗

p−1

)′
=

(
2∗

p−1

)
(

2∗
p−1 −1

) =

(
2∗

p−1

)
·
(

p−1
2∗− p+1

)
=

2∗

2∗− p+1
> 1,

uma vez que p > 1 implica que 2∗− p+ 1 < 2∗, logo 2·2∗
2∗−p+1 > 2. Por outro lado, como

p < 2∗−1, então

1 < 2∗− p ⇒ 2 < 2∗− p+1 ⇒ 2
2∗− p+1

< 1 ⇒ 2 ·2∗

2∗− p+1
< 2∗.

Portanto, aplicando novamente a Desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5), temos

∥vnv∥( 2∗
p−1

)′ = ∥vnv∥ 2∗
2∗−p+1

≤ ∥v
2∗

2∗−p+1
n ∥

2∗−p+1
2∗

2 ∥v
2∗

2∗−p+1∥
2∗−p+1

2∗
2 = ∥vn∥ 2·2∗

2∗−p+1
∥v∥ 2·2∗

2∗−p+1
.

Substituindo na equação (3.36), temos que∫
RN

|hn(x)|dx ≤ ( f ′+(0)+ ε)∥vn∥2∥v∥2 +C̃ε∥un∥p−1
2∗ ∥vn∥ 2·2∗

2∗−p+1
∥v∥ 2·2∗

2∗−p+1
. (3.37)

Como 2 < 2·2∗
2∗−p+1 < 2∗, temos a imersão contínua H1(RN) ↪→ L

2·2∗
2∗−p+1 (RN). Dessa forma,

para alguma constante C > 0, segue que:
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• vn ∈ H1(RN) ↪→ L2(RN), logo vn ∈ L2(RN) e ∥vn∥2 <C;

• vn ⇀ v ∈ H1(RN) ↪→ L2(RN), logo v ∈ L2(RN) e ∥v∥2 <C;

• un → 0 em H1(RN) ↪→ L2∗(RN), logo un → 0 em L2∗(RN) e ∥un∥p−1
2∗ → 0 e ∥un∥p−1

2∗

<C;

• vn ∈ H1(RN) ↪→ L
2·2∗

2∗−p+1 (RN), logo vn ∈ L
2·2∗

2∗−p+1 (RN) e ∥vn∥ 2·2∗
2∗−p+1

<C;

• vn ⇀ v ∈ H1(RN) ↪→ L
2·2∗

2∗−p+1 (RN), logo v ∈ L
2·2∗

2∗−p+1 (RN) e ∥v∥ 2·2∗
2∗−p+1

<C.

Portanto, segue de (3.37) que hn ∈ L1(RN).
Afirmamos agora que hn → ( f ′+(0)+ ε)v2 := h ∈ L1(RN). De fato, como vn ⇀ v em

H1(RN) ↪→ L2(RN), então vn ⇀ v em L2(RN). Logo, pela caracterização de convergên-
cia fraca de vn em L2(RN), segue que vnv → v2 em L1(RN). Além disso, como un → 0
em H1(RN) ↪→ L2∗(RN), então un → 0 em L2∗(RN). Lembrando que ∥vn∥ 2·2∗

2∗−p+1
< C e

∥v∥ 2·2∗
2∗−p+1

<C, concluímos que

lim
n→+∞

∫
RN

|hn −h|dx = lim
n→+∞

∫
RN

∣∣∣( f ′+(0)+ ε)|vnv|+C̃ε |un|p−1|vnv|− ( f ′+(0)+ ε)v2
∣∣∣ dx

≤ |( f ′+(0)+ ε)| lim
n→+∞

∫
RN

∣∣|vnv|− v2∣∣ dx+ lim
n→+∞

∫
RN

C̃ε |un|p−1|vnv|dx

≤ 0+ lim
n→+∞

C̃ε∥un∥p−1
2∗ ∥vn∥ 2·2∗

2∗−p+1
∥v∥ 2·2∗

2∗−p+1
= 0.

Portanto, temos que hn → h em L1(RN). Dessa forma, pelo Teorema de Vainberg (cf.
Apêndice A.12), existe ψ ∈ L1(RN), tal que hn ≤ ψ , q.t.p. em RN . Portanto, segue de (3.35)
que ∣∣∣∣ f (un)

un
vnv
∣∣∣∣≤ ψ, q.t.p em RN . (3.38)

Assim, por (3.34) e (3.38), podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue (cf. Apêndice A.11) na equação (3.33) e concluir que

α0∥v∥2
2 ≤ lim

n→+∞

∫
RN

f (un)

un
vnvdx =

∫
RN

lim
n→+∞

f (un)

un
vnvdx =

∫
RN

f ′+(0)v
2 dx = f ′+(0)∥v∥2

2.

Note que se v ̸= 0, então α0 ≤ f ′+(0). Mas, por (V1), temos que f ′+(0) < α0, logo α0 ≤
f ′+(0)< α0, o que é uma contradição. Portanto, v = 0. Como ∥vn∥H1(RN) = 1, concluímos
que vn ⇀ v = 0 em H1(RN), mas vn ↛ 0 em H1(RN). Provemos que vn ↛ 0 em Lp+1(RN).
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Por (1.14), temos∣∣∣∣∫RN

f (un)

un
vn

2 dx
∣∣∣∣≤ ( f ′+(0)+ ε)

∫
|un|<δ

vn
2 dx+C̃ε

∫
|un|≥δ

un
p−1vn

2 dx. (3.39)

Pela Desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5), temos que

∫
|un|≥δ

un
p−1vn

2 dx ≤
(∫

|un|≥δ

(un
p−1)

p+1
p−1 dx

) p−1
p+1
(∫

|un|≥δ

(vn
2)

p+1
2 dx

) 2
p+1

=

(∫
|un|≥δ

un
p+1 dx

) p−1
p+1
(∫

|un|≥δ

vn
p+1 dx

) 2
p+1

.

Suponha por absurdo que vn → 0 em Lp+1(RN), com 2< p+1< 2∗, então temos também
que un → 0 em Lp+1(RN). Logo,

(∫
|un|≥δ

vn
p+1
) 2

p+1

→ 0 e
(∫

|un|≥δ

un
p+1
) p−1

p+1

→ 0,

portanto ∣∣∣∣∫RN

f (un)

un
vn

2 dx
∣∣∣∣≤ ( f ′+(0)+ ε)

∫
|un|<δ

vn
2 dx. (3.40)

Mas, como por (V1) temos f ′+(0)< α0, podemos escolher ε > 0 suficientemente pequeno de
modo que f ′+(0)<α0−ε . Assim, usando as equações (1.5), (3.40) e (3.32), respectivamente,
segue que

0 < [(α0 − ε)− f ′+(0)]
∫
RN

v2
n dx ≤

∫
RN

(|∇vn|2 +V (x)v2
n)dx−

∫
RN

f (un)

un
vn

2 dx ≤ 0.

O que é um absurdo, portanto vn ↛ 0 em Lp+1(RN). Então, aplicando o Lema de Lions (cf.
Apêndice A.9), como vn ⇀ 0 também em H1(RN), temos que ou vn → 0 em Lp+1(RN), para
2 < p+1 < 2∗, ou existem R > 0, (yn)⊂ RN e τ > 0, tais que∫

BR(yn)
vn

2 dx ≥ τ > 0.

Vamos usar a notação ṽn(·) := vn(·+ yn) para definir ṽn como uma translação de vn por yn.
Assim, temos que ∫

BR(0)
ṽn

2 dx =
∫

BR(yn)
vn

2 dx ≥ τ > 0.
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Como vn é limitada em H1(RN) e, portanto, em L2(RN), então ṽn também o é, logo sabemos

que ṽn ⇀ ṽ ∈ L2(RN) e ṽn → ṽ ∈ L2
loc(RN), logo ṽ ̸= 0, já que

∫
BR(0)

ṽ2 dx ≥ τ > 0. Veja que

a sequência (yn) não pode ser limitada. De fato, se isso acontecesse teríamos que∫
BCR(0)

vn
2 dx ≥

∫
BR(yn)

vn
2 dx ≥ τ > 0

implicaria que
∫

BCR(0)
v2 dx > 0, para algum C > 0, tal que BR(yn) ⊂ BCR(0), para todo

n ∈ N, o que é um absurdo já que v = 0. Portanto, (yn) é ilimitada e podemos considerar que
|yn| →+∞, a menos de subsequências. Como

∫
RN

∇un∇ϕ dx+
∫
RN

V (x)unϕ dx =
∫
RN

f (un)

un
unϕ dx,

tomando ϕ = ṽ(·−yn)
∥ũn∥2

e considerando as translações

ũn(·) := un(·+ yn), Ṽn(·) :=V (·+ yn) e ϕ̃n(·) := ϕ(·+ yn) =
ṽ

∥ũn∥2
,

segue que ∫
RN

∇ũn
∇ṽ

∥ũn∥2
dx+

∫
RN

Ṽn(x)ũn
ṽ

∥ũn∥2
dx =

∫
RN

f (ũn)

ũn
ũn

ṽ
∥ũn∥2

dx,

ou seja, ∫
RN

(∇ṽn∇ṽ+Ṽn(x)ṽnṽ)dx =
∫
RN

f (ũn)

ũn
ṽnṽ dx. (3.41)

Analogamente ao que foi feito nas equações (3.34) e (3.38), temos que

f (ũn)

ũn
ṽnṽ → f ′+(0)ṽ

2, q.t.p. em RN

e que existe ψ̃ := ψ(·+ yn) ∈ L1(RN), tal que∣∣∣∣ f (ũn)

ũn
ṽnṽ
∣∣∣∣≤ ψ̃, q.t.p. em RN .

Usando a caracterização de convergência fraca de ṽn em H1(RN) e o Teorema da Convergên-
cia Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice A.11), temos que

lim
n→+∞

∫
RN

f (ũn)

ũn
ṽnṽ dx =

∫
RN

lim
n→+∞

f (ũn)

ũn
ṽnṽ dx = f ′+(0)

∫
RN

ṽ2 dx. (3.42)
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Por outro lado, temos que ṽn ⇀ ṽ ∈ H1(RN) ↪→ L2(RN). Logo, pela caracterização de
convergência fraca de ∇ṽn e de ṽn em L2(RN), segue que |∇ṽn∇ṽ| → |∇ṽ|2 em L1(RN) e
que ṽnṽ → ṽ2 em L1(RN). Portanto, ∇ṽn∇ṽ → ∇ṽ2, q.t.p. em RN , e ṽnṽ → ṽ2, q.t.p. em RN .
Além disso, por (V2), temos que Ṽn(x) =V (x+ yn)→V∞, q.t.p. em RN , com V∞ ∈ R. Logo,

∇ṽn∇ṽ+Ṽn(x)ṽnṽ → |∇ṽ|2 +V∞ṽ2, q.t.p. em RN , (3.43)

e, usando (V3),

|∇ṽn∇ṽ+Ṽn(x)ṽnṽ| ≤ ∇ṽn∇ṽ+V∞ṽnṽ := h̃n ∈ L1(RN). (3.44)

Usando novamente que |∇ṽn∇ṽ| → |∇ṽ|2 em L1(RN) e ṽnṽ → ṽ2 em L1(RN), temos que
|h̃n| ≤ h̃, q.t.p. em RN . Portanto, por (3.44), podemos aplicar o Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice A.11) para ver que

lim
n→+∞

∫
RN

(∇ṽn∇ṽ+Ṽn(x)ṽnṽ)dx =
∫
RN

lim
n→+∞

(∇ṽn∇ṽ+Ṽn(x)ṽnṽ)dx

=
∫
RN

(|∇ṽ|2 +V∞ṽ2)dx.
(3.45)

Logo, passando a equação (3.41) ao limite e usando (3.42) e (3.45), segue que∫
RN

(|∇ṽ|2 +V∞ṽ2)dx = f ′+(0)
∫
RN

ṽ2 dx. (3.46)

Agora, usando (1.5), (3.46) e as hipóteses (V1) e (V3), concluímos que

α0

∫
RN

ṽ2 dx
(1.5)
≤
∫
RN

(|∇ṽ|2 +V (x)ṽ2)dx
(V3)
≤
∫
RN

(|∇ṽ|2 +V∞ṽ2)dx

(3.46)
= f ′+(0)

∫
RN

ṽ2 dx
(V1)
< α0

∫
RN

ṽ2 dx,

um absurdo. Portanto, ∥un∥H1(RN) ̸→ 0 quando n →+∞. Assim, existe δ0 > 0, independente
de λ ∈

[1
2 ,1
]
, tal que ∥u∥H1(RN) ≥ δ0 para qualquer ponto crítico u ̸= 0 de Iλ .

Observação 3.3. Note que no Lema 3.4 não utilizamos a equivalência das normas ∥ ·∥H1(RN)

e ∥ · ∥V . Caso tivéssemos assumido que as normas são equivalentes, a demonstração do
resultado seguiria de maneira mais simples e utilizando apenas as hipóteses ( f1), ( f2) e (V1),
conforme a proposição a seguir.
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Proposição 3.4. Suponha que ( f1), ( f2) e (V1) sejam satisfeitas e que as normas ∥ · ∥H1(RN)

e ∥ · ∥V sejam equivalentes. Então, existe δ0 > 0, independente de λ ∈
[1

2 ,1
]
, tal que

∥u∥H1(RN) ≥ δ0 para qualquer ponto crítico não trivial u de Iλ .

Demonstração. De fato, como u é ponto crítico não-trivial de Iλ , com λ ∈
[1

2 ,1
]
, então u

satisfaz
∥u∥2

V =
∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx = λ

∫
RN

f (u)udx. (3.47)

Conforme visto na Proposição 1.2, por ( f1) e ( f2), temos que dado ε > 0, existe C̃ε > 0,
tal que

| f (s)| ≤ ( f ′(0)+ ε)|s|+C̃ε |s|p, para todo s ∈ R. (3.48)

Além disso, por (V1), temos que

f ′(0)< α0 = inf
u∈H1(RN)\{0}

∥u∥2
V

∥u∥2
2
.

Assim, existe β > 0, tal que

f ′(0)+β ≤ inf
u∈H1(RN)\{0}

∥u∥2
V

∥u∥2
2
≤

∥v∥2
V

∥v∥2
2
, para todo v ∈ H1(RN)\{0},

ou, equivalentemente,

∥v∥2
2 ≤

∥v∥2
V

f ′(0)+β
, para todo v ∈ H1(RN)\{0}. (3.49)

Consequentemente, usando (3.47), (3.48), (3.49) e a imersão contínua de Sobolev de H1(RN)

em Lp+1(RN) (cf. Apêndice A.1), temos que

∥u∥2
V

(3.47)
= λ

∫
RN

f (u)udx ≤
∫
RN

f (u)udx
(3.48)
≤ ( f ′(0)+ ε)∥u∥2

2 +C̃ε∥u∥p+1
p+1

(3.49)
≤ f ′(0)+ ε

f ′(0)+β
∥u∥2

V +CC̃ε∥u∥p+1
H1(RN)

(3.50)

onde C > 0 é a constante de imersão. Agora, tomando ε > 0, tal que

C1 = 1− f ′(0)+ ε

f ′(0)+β
> 0,

segue de (3.50) que
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C1∥u∥2
V = ∥u∥2

V − f ′(0)+ ε

f ′(0)+β
∥u∥2

V ≤CC̃ε∥u∥p+1
H1(RN)

.

Por fim, usando a equivalência das normas ∥ · ∥V e ∥ · ∥H1(RN), obtemos que

C2C1∥u∥2
H1(RN) ≤CC̃ε∥u∥p+1

H1(RN)
,

onde C2 > 0 é a constante de equivalência das normas. Portanto,

∥u∥p−1
H1(RN)

≥ C2C1

CC̃ε

,

ou seja,

∥u∥H1(RN) ≥
(

C2C1

CC̃ε

) 1
p−1

=: δ0 > 0,

como desejávamos.

3.2 Teorema de Splitting

Consideramos funcionais I : H1(RN)→ R da forma

I(u) =
1
2

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2 dx−
∫
RN

F(u)dx.

Assumimos que f ∈C(R) e que V ∈C(RN , R) satisfazem (V2), (V3) e

( f1)
′ f (0) = 0 e lim

s→0+

f (s)
s

= 0;

( f2)
′ Existe 1 < p <+∞ se N = 1,2 e 1 < p <

N +2
N −2

se N ≥ 3, tal que lim
s→+∞

f (s)
|s|p

= 0;

(V1)
′

α0 = infσ(−∆+V (x))> 0.

O objetivo desta seção é derivar uma descrição das sequências de Palais-Smale limitadas
de I através do Teorema de Splitting, seguindo o mesmo espírito dos artigos [19] e [20] de
Lions. Trabalhamos em H1(RN) com a norma

∥u∥2
V =

∫
RN

(|∇u|2 +V (x)u2)dx,
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que, sob as hipóteses (V1)
′ e (V2), é equivalente à norma padrão de H1(RN), conforme

provado no Lema 3.2. Para demonstrarmos o Teorema de Splitting, necessitamos do seguinte
resultado.

Lema 3.5. Sob as hipóteses ( f1)
′, ( f2)

′, (V1)
′, (V2) e (V3), existe δ0 > 0, tal que, para

qualquer ponto crítico não trivial u de I, temos ∥u∥H1(RN) ≥ δ0.

Demonstração. De fato, conforme observado na Proposição 1.1, considerando que ( f1)
′,

( f2)
′ e (V1)

′ valem para f̃ e Ṽ , temos que ( f1), ( f2) e (V1) valem para f . Portanto, o resultado
segue do Lema 3.4.

Agora, podemos enunciar o resultado central desta seção.

Teorema 3.4 (Teorema de Splitting). Suponha que ( f1)
′, ( f2)

′, (V1)
′, (V2) e (V3) sejam

satisfeitas e que (un)⊂ H1(RN) seja uma sequência de Palais-Smale limitada para I. Então,
existe uma subsequência de (un), ainda denotada por (un), um inteiro l ∈N∪{0}, sequências
(yk

n)⊂ RN e funções wk ∈ H1(RN), para 1 ≤ k ≤ l, tais que,

(i) un ⇀ u0 com I′(u0) = 0;

(ii) |yk
n| →+∞ e |yk

n − yk′
n | →+∞, para k ̸= k′, quando n → ∞;

(iii) wk ̸= 0 e I′∞(w
k) = 0, para 1 ≤ k ≤ l;

(iv)

∥∥∥∥∥un −u0 −
l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
V

→ 0;

(v) I(un)→ I(u0)+
l

∑
k=1

I∞(wk);

onde no caso l = 0, os itens acima ainda são verdadeiros sem wk e (yk
n).

Demonstração. Vamos dividir a prova em cinco etapas:
Etapa 1: Mostraremos que, extraindo uma subsequência, se necessário, podemos supor

que un ⇀ u0 em H1(RN), com u0 sendo um ponto crítico de I.
De fato, como (un)⊂ H1(RN) é limitada, podemos supor que, a menos de subsequências,

un ⇀ u0 em H1(RN). Afim de provar que I′(u0) = 0, notemos que C∞
0 (RN) é denso em
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H1(RN), logo, basta verificar que I′(u0)ϕ = 0 para toda ϕ ∈C∞
0 (RN). Veja que

I′(un)ϕ − I′(u0)ϕ =
∫
RN

∇(un)∇ϕ +V (x)(un)ϕ dx−
∫
RN

f (un)ϕ dx

−
∫
RN

∇(u0)∇ϕ +V (x)(u0)ϕ dx+
∫
RN

f (u0)ϕ dx

=
∫
RN

∇(un −u0)∇ϕ dx+
∫
RN

V (x)(un −u0)ϕ dx

−
∫
RN

( f (un)− f (u0))ϕ dx.

(3.51)

Como un ⇀ u0, então un −u0 ⇀ 0, logo∫
RN

∇(un −u0)∇ϕ dx+
∫
RN

V (x)(un −u0)ϕ dx → 0, quando n →+∞.

Portanto, segue de (3.51) que

I′(un)ϕ − I′(u0)ϕ +
∫
RN

( f (un)− f (u0))ϕ dx → 0, quando n →+∞.

Uma vez que (un) é uma sequência de Palais-Smale para o funcional I, então I′(un)→ 0, e
assim ∫

RN
( f (un)− f (u0))ϕ dx− I′(u0)ϕ → 0, quando n →+∞. (3.52)

Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado, tal que suppϕ ⊂ Ω. Como (un) é limitada, a compaci-
dade da imersão de Sobolev H1(Ω) ↪→ Lp+1(Ω) (cf. Apêndice A.1), implica que

un → u0 em Lp+1(Ω),

pois p+1 ≥ 2 se N = 1 ou N = 2, e p+1 ∈
[
2, 2N

N−2

)
se N ≥ 3. Dessa forma, a menos de

subsequência, existe g ∈ Lp+1(Ω), tal que un(x)→ u0(x), q.t.p. em Ω, implicando que

f (un(x))ϕ(x)→ f (u0(x))ϕ(x), q.t.p. em Ω, (3.53)

e
|un(x)| ≤ g(x), q.t.p. em Ω. (3.54)

Além disso, pela Proposição 1.2, temos que, para todo ε > 0, existe C̃ε > 0, tal que

| f (s)| ≤ ε|s|+C̃ε |s|p, para todo s ≥ 0. (3.55)
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Assim, usando a desigualdade triangular e as equações (3.55) e (3.54), respectivamente,
temos que

|[ f (un(x))− f (u0(x))]ϕ(x)|=| f (un(x))ϕ(x)− f (u0(x))ϕ(x)|
≤| f (un(x))ϕ(x)|+ | f (u0(x))ϕ(x)|
≤ε(|un(x)|+ |u0(x)|)|ϕ(x)|+C̃ε(|un(x)|p + |u0(x)|p)|ϕ(x)|
≤εg(x)|ϕ(x)|+C̃εg(x)p|ϕ(x)|
+ ε|u0(x)||ϕ(x)|+C̃ε |u0(x)|p|ϕ(x)|=: h(x).

(3.56)
Afirmamos que h ∈ L1(Ω). De fato, u0 ∈ H1(RN) e, como 2 < p+ 1 < 2∗, temos que
H1(RN) ↪→ Lp+1(RN), assim, usando a desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5), obtemos
que ∫

Ω

|h(x)|dx =ε

∫
Ω

|g(x)||ϕ(x)|dx+C̃ε

∫
Ω

|g(x)|p|ϕ(x)|dx

+ ε

∫
Ω

|u0(x)||ϕ(x)|dx+C̃ε

∫
Ω

|u0(x)|p|ϕ(x)|dx

≤ε∥g∥L2(Ω)∥ϕ∥L2(Ω)+C̃ε∥g∥p
Lp+1(Ω)

∥ϕ∥Lp+1(Ω)

+ ε∥u0∥L2(Ω)∥ϕ∥L2(Ω)+C̃ε∥u0∥p
Lp+1(Ω)

∥ϕ∥Lp+1(Ω) <+∞.

(3.57)

Assim, por (3.53), (3.56) e (3.57), podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue (cf. Apêndice A.11), para concluir que

lim
n→+∞

∫
RN

( f (un)− f (u0))ϕ dx =
∫

Ω

lim
n→+∞

( f (un)− f (u0))ϕ dx = 0.

Portanto, segue de (3.52) que I′(u0) = 0.
Etapa 2: Defina v1

n = un −u0 e suponha que

sup
z∈RN

∫
B1(z)

|v1
n|2 dx → 0. (3.58)

Vamos provar que un → u0 em H1(RN) e, portanto, o Teorema de Splitting se aplica com
l = 0.
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De fato, como un = v1
n +u0, segue que

I′(un)v1
n =

∫
RN

∇un∇v1
n dx+

∫
RN

V (x)unv1
n dx−

∫
RN

f (un)v1
n dx

=
∫
RN

∇(v1
n +u0)∇v1

n dx+
∫
RN

V (x)(v1
n +u0)v1

n dx−
∫
RN

f (un)v1
n dx

=
∫
RN

∇v1
n∇v1

n dx+
∫
RN

∇u0∇v1
n dx+

∫
RN

V (x)|v1
n|2 dx

+
∫
RN

V (x)u0v1
n dx−

∫
RN

f (un)v1
n dx.

Assim,

∥v1
n∥2

V =
∫
RN

|∇v1
n|2 +V (x)|v1

n|2 dx

= I′(un)v1
n −

∫
RN

∇u0∇v1
n dx−

∫
RN

V (x)u0v1
n dx+

∫
RN

f (un)v1
n dx.

Como, pela Etapa 1, u0 é ponto crítico de I, então I′(u0)v1
n = 0, logo

0 = I′(u0)v1
n =

∫
RN

∇u0∇v1
n dx+

∫
RN

V (x)u0v1
n dx−

∫
RN

f (u0)v1
n dx,

ou seja, ∫
RN

f (u0)v1
n dx =

∫
RN

∇u0∇v1
n dx+

∫
RN

V (x)u0v1
n dx.

Portanto,
∥v1

n∥2
V = I′(un)v1

n +
∫
RN

f (un)v1
n dx−

∫
RN

f (u0)v1
n dx. (3.59)

Agora, como v1
n = un − u0 e (un) ⊂ H1(RN) é limitada, então (v1

n) ⊂ H1(RN) é limitada.
Além disso, como (un) é uma sequência de Palais-Smale para I, então I′(un)→ 0. Logo
I′(un)v1

n → 0. Pela Proposição 1.2, para qualquer ε > 0, existe C̃ε > 0, tal que

| f (s)| ≤ ε|s|+C̃ε |s|p, para todo s ≥ 0,

logo, ∣∣∣∣∫RN
f (un)v1

n dx
∣∣∣∣≤ ε

∫
RN

|un||v1
n|dx+C̃ε

∫
RN

|un|p|v1
n|dx.

Aplicando a desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5), temos que∣∣∣∣∫RN
f (un)v1

n dx
∣∣∣∣≤ ε∥un∥2∥v1

n∥2 +C̃ε∥up
n∥

L
p+1

p (RN)
∥v1

n∥p+1

= ε∥un∥2∥v1
n∥2 +C̃ε∥un∥p

p+1∥v1
n∥p+1.

(3.60)
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Como (un) ⊂ H1(RN) é limitada e pelas imersões contínuas de H1(RN) em L2(RN) e
em Lp+1(RN), temos que ∥un∥2 ≤ K1 e ∥un∥p

p+1 ≤ K2, onde K1 e K2 são constantes reais
positivas. Além disso, como (v1

n) é limitada em H1(RN), então existe uma constante real K3,
tal que ∥v1

n∥2 ≤ K3 e, como vale (3.58), o Lema A.9.1 garante que ∥v1
n∥p+1 → 0. Usando a

equação (3.60), isso mostra que

limsup
n→+∞

∫
RN

| f (un)v1
n|dx ≤ limsup

n→+∞

ε∥un∥2∥v1
n∥2 +C̃ε∥un∥p

p+1∥v1
n∥p+1 ≤ εC, (3.61)

onde C é uma constante real positiva. Como ε é arbitrário, segue que
∫
RN

f (un)v1
n dx →

0. De maneira análoga, temos
∫
RN

f (u0)v1
n dx → 0. Assim, pela equação (3.59), temos que

v1
n → 0 em H1(RN), o que implica que un → u0 em H1(RN). Logo, ∥un −u0∥H1(RN) → 0 e,

como I é um funcional contínuo, temos que I(un)→ I(u0). Portanto, o Teorema de Splitting
continua válido para l = 0 e a Etapa 2 está completa.

Etapa 3: Suponha que exista uma sequência (zn)⊂ RN , tal que, para algum d > 0,∫
B1(zn)

|v1
n|2 dx → d.

Então, após extrair uma subsequência, se necessário, temos para algum w ∈ H1(RN), que

(i) |zn| →+∞;

(ii) un(·+ zn)⇀ w ̸= 0;

(iii) I′∞(w) = 0.

Para provar o item (i), vamos supor, por absurdo, que (zn) ⊂ RN é limitada, isto é,
que existe K > 0, tal que |zn| ≤ K, para todo n ∈ N. Definindo r = 1+K, temos que
B1(zn)⊂ Br(0), para todo n ∈ N. De fato, se y ∈ B1(zn), então

|y|− |zn| ≤ |y− zn| ≤ 1, ou seja, |y| ≤ 1+ |zn| ≤ 1+K = r,

logo, y ∈ Br(0). Dessa forma, temos que

0 ≤
∫

B1(zn)
|v1

n|2 dx ≤
∫

Br(0)
|v1

n|2 dx.

Por outro lado, como (v1
n)⊂ H1(RN) é limitada e v1

n = un −u0 ⇀ 0 em H1(RN), temos
que, extraindo uma subsequência se necessário, v1

n → 0 em L2(Br(0)). Assim, usando a
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desigualdade acima, temos que ∫
B1(zn)

|v1
n|2 dx → 0,

o que contradiz nossa hipótese. Portanto, |zn| →+∞ e o item (i) está provado.
Para provar (ii), vamos mostrar primeiramente que ∥u0∥L2(B1(zn))

→ 0 quando n →+∞.
De fato, temos que ∫

B1(zn)
u2

0 dx =
∫
RN

u2
0χB1(zn) dx, (3.62)

onde

χB1(zn)(x) =

1, se x ∈ B1(zn),

0, se x /∈ B1(zn).

Afim de aplicar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice A.11) na
equação (3.62), note que, como |zn| →+∞ pelo item (i), temos que

u2
0(x)χB1(zn)(x)→ 0, q.t.p. em RN .

Além disso,
|u2

0(x)χB1(zn)(x)| ≤ u2
0(x),

e, como u0 ∈ L2(RN), então u2
0 ∈ L1(RN). Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue (cf. Apêndice A.11), segue de (3.62) que

lim
n→+∞

∫
B1(zn)

u2
0 dx = lim

n→+∞

∫
RN

u2
0χB1(zn) dx =

∫
RN

lim
n→+∞

u2
0χB1(zn) dx = 0,

ou seja, ∥u0∥L2(B1(zn))
→ 0, como queríamos provar. Observe ainda que, pela desigualdade

triangular, temos

∥v1
n∥L2(B1(zn))

= ∥un −u0∥L2(B1(zn))
≤ ∥un∥L2(B1(zn))

+∥u0∥L2(B1(zn))
,

isto é,
∥un∥L2(B1(zn))

≥ ∥v1
n∥L2(B1(zn))

−∥u0∥L2(B1(zn))
. (3.63)

Como, por hipótese, ∫
B1(zn)

|v1
n|2 dx → d,

então ∥v1
n∥L2(B1(zn))

→ d1/2 > 0. Dessa forma, como ∥u0∥L2(B1(zn))
→ 0 e ∥v1

n∥L2(B1(zn))
→

d1/2 > 0, segue da equação (3.63) que, para n suficientemente grande, existe um δ > 0, tal



Estudo do problema não autônomo 59

que
∥un∥L2(B1(zn))

≥ δ ,

assim, usando a mudança de variável x = y+ zn, temos∫
B1(0)

|un(·+ zn)|2 dy =
∫

B1(zn)
|un|2 dx ≥ δ

2. (3.64)

Definimos agora ũn := un(·+ zn). Como (un)⊂ H1(RN) é limitada, usando a mudança de
variável y = x+ zn, temos que

∥ũn∥2
H1(RN) =

∫
RN

(
|∇ũn(x)|2 + ũ2

n(x)
)

dx =
∫
RN

(
|∇un(x+ zn)|2 +u2

n(x+ zn)
)

dx

=
∫
RN

(
|∇un(y)|2 +u2

n(y)
)

dy = ∥un∥2
H1(RN) ≤ K.

Logo, (ũn)⊂ H1(RN) é limitada. Portanto, a menos de subsequências, temos que

ũn ⇀ w em H1(RN).

Resta provar que w ̸= 0. De fato, se w = 0 então ũn → w = 0 em L2(B1(0)), isto é,∫
B1(0)

|un(·+ zn)|2 dy =
∫

B1(0)
|ũn|2 dx → 0,

o que contradiz (3.64). Portanto, un(·+ zn)⇀ w ̸= 0, o que prova (ii).
Agora, vamos mostrar (iii). Consideramos novamente ũn = un(·+ zn) e observamos que,

argumentando como na Etapa 1, para qualquer ϕ ∈C∞
0 (RN),

I′∞(ũn)ϕ − I′∞(w)ϕ → 0.

Vamos mostrar que I′∞(ũn)ϕ → 0. Para isso, note que

I′(un)ϕ(·− zn) =
∫
RN

∇un(x)∇ϕ(x− zn)dx+
∫
RN

V (x)un(x)ϕ(x− zn)dx

−
∫
RN

f (un(x))ϕ(x− zn)dx,
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ou, equivalentemente, fazendo a mudança de variável y = x− zn,

I′(un)ϕ(·− zn) =
∫
RN

∇un(y+ zn)∇ϕ(y)dy+
∫
RN

V (y+ zn)un(y+ zn)ϕ(y)dy

−
∫
RN

f (un(y+ zn))ϕ(y)dy

=
∫
RN

∇ũn(y)∇ϕ(y)dy+
∫
RN

V (y+ zn)ũn(y)ϕ(y)dy−
∫
RN

f (ũn(y))ϕ(y)dy.

Como (un)⊂ H1(RN) é uma sequência de Palais-Smale para I, então I′(un)→ 0. Além disso,
como, por uma mudança de variável, ∥ϕ(·− zn)∥H1(RN) = ∥ϕ∥H1(RN), então (ϕ(·− zn)) é
limitada. Logo, I′(un)ϕ(·− zn)→ 0. Assim,∫

RN
∇ũn(y)∇ϕ(y)dy+

∫
RN

V (y+ zn)ũn(y)ϕ(y)dy−
∫
RN

f (ũn(y))ϕ(y)dy → 0,

ou, equivalentemente,∫
RN

∇ũn(y)∇ϕ(y)dy+
∫
RN

(V (y+ zn)−V∞)ũn(y)ϕ(y)dy

+
∫
RN

V∞ũn(y)ϕ(y)dy−
∫
RN

f ũn(y))ϕ(y)dy → 0,

isto é,
I′∞(ũn)ϕ +

∫
RN

(V (y+ zn)−V∞)ũn(y)ϕ(y)dy → 0.

Desta forma, para provar que I′∞(ũn)ϕ → 0, é suficiente mostrar que∫
RN

(V (y+ zn)−V∞)ũn(y)ϕ(y)dy → 0. (3.65)

Para isso, consideremos Ω ⊂ RN aberto limitado, com suppϕ ⊂ Ω. Como, por (ii), ũn ⇀

w ̸= 0 em H1(RN), então ũn → w em L2(Ω). Assim, a menos de subsequências, existe
h ∈ L2(Ω), tal que ũn(y)→ w(y), q.t.p. em Ω e |ũn(y)| ≤ h(y), q.t.p. em Ω. Por outro lado,
como |zn| →+∞ pelo item (i), então, para um y ∈ RN fixo, temos |y+ zn| →+∞ e por (V2),
segue que

V (y+ zn)−V∞ → 0, q.t.p. em Ω, quando n → ∞,

logo,
(V (y+ zn)−V∞)ũn(y)ϕ(y)→ 0, q.t.p. em Ω.

Agora, como por (V2) e pela continuidade de V , temos que V é limitado, então

|(V (y+ zn)−V∞)ũn(y)ϕ(y)| ≤ K|h(y)||ϕ(y)|=: g(y).
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Temos que g ∈ L1(Ω) pois, pela desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5),∫
Ω

|g(y)|dy = K
∫

Ω

|h(y)||ϕ(y)|dy ≤ K∥h∥L2(Ω)∥ϕ∥L2(Ω) <+∞.

Assim, podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice
A.11), donde obtemos que

lim
n→+∞

∫
RN

(V (y+ zn)−V∞)ũn(y)ϕ(y)dy =
∫

Ω

lim
n→+∞

(V (y+ zn)−V∞)ũn(y)ϕ(y)dy = 0,

o que prova (3.65). Logo, I′∞(w)ϕ = 0, para toda ϕ ∈ C∞
0 (RN). Como C∞

0 (RN) é denso
em H1(RN), então para qualquer função ψ ∈ H1(RN), existe uma sequência de funções
(φn) ⊂ C∞

0 (RN), tal que ∥φn −ψ∥H1 → 0, quando n → +∞. Assim, como I∞
′(w)φn = 0,

temos que I′∞(w)ψ = lim
n→+∞

I′∞(w)φn = 0. Como a escolha de ψ ∈ H1(RN) foi arbitrária,
podemos concluir que

I′∞(w)ψ = 0, para toda ψ ∈ H1(RN).

Logo, I′∞(w) = 0. Portanto, (iii) está provado e a Etapa 3 está completa.
Etapa 4: Suponha que existam m ≥ 1, sequências (yk

n)⊂ RN e funções wk ∈ H1(RN),
para 1 ≤ k ≤ m, tais que:

(a) |yk
n| →+∞ e |yk

n − yk′
n | →+∞, se k ̸= k′;

(b) un(·+ yk
n)⇀ wk ̸= 0, para todo 1 ≤ k ≤ m,

(c) I′∞(w
k) = 0, para todo 1 ≤ k ≤ m.

Vamos provar que

(1) se

sup
z∈RN

∫
B1(z)

∣∣∣∣∣un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∣∣∣∣∣
2

dx → 0, (3.66)

então ∥∥∥∥∥un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
V

→ 0;

(2) se existe uma sequência (zn)⊂ RN , tal que, para algum d > 0,

∫
B1(zn)

∣∣∣∣∣un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∣∣∣∣∣
2

dx → d, (3.67)
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então, após extrair uma subsequência se necessário, ocorre o seguinte:

(i) |zn| →+∞, |zn − yk
n| →+∞, para todo 1 ≤ k ≤ m;

(ii) un(·+ zn)⇀ wm+1 ̸= 0;

(iii) I′∞(w
m+1) = 0.

Suponha que (3.66) ocorre. Definimos ξn = un − u0 −
m

∑
k=1

wk(· − yk
n) e observamos que,

por uma mudança de variável, ∥wk(·− yk
n)∥H1(RN) = ∥wk∥H1(RN). Como (un) ⊂ H1(RN) é

limitada, obtemos que

∥ξn∥H1(RN) =

∥∥∥∥∥un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
H1(RN)

≤ ∥un∥H1(RN)+∥u0∥H1(RN)

+
m

∑
k=1

∥wk(·− yk
n)∥H1(RN) = ∥un∥H1(RN)+∥u0∥H1(RN)+

m

∑
k=1

∥wk∥H1(RN) ≤ K,

para alguma constante real positiva K. Logo, (ξn) ⊂ H1(RN) é limitada. Dessa forma, se
(3.66) ocorre, então, pelo Lema de Lions (cf. Apêndice A.9), temos que ξn → 0 em Lp+1(RN),

uma vez que 2 < p+1 < 2∗. Observe ainda que un = ξn +u0 +
m

∑
k=1

wk(·− yk
n), com isso,

I′(un)ξn =
∫
RN

|∇ξn|2dx+
∫
RN

∇u0∇ξndx+
∫
RN

∇

(
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
∇ξndx

+
∫
RN

V (x)ξ 2
n dx+

∫
RN

V (x)u0ξndx+
∫
RN

V (x)
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)ξndx−

∫
RN

f (un)ξndx,

o que nos fornece

∥ξn∥2
V =

∫
RN

|∇ξn|2dx+
∫
RN

V (x)ξ 2
n dx

= I′(un)ξn +
∫
RN

f (un)ξndx−
∫
RN

∇u0∇ξndx−
∫
RN

V (x)u0ξndx

−
∫
RN

∇

(
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
∇ξndx−

∫
RN

V (x)
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)ξndx.

(3.68)

Pela Etapa 1, temos que I′(u0)ξn = 0, ou seja,∫
RN

∇u0∇ξndx+
∫
RN

V (x)u0ξndx =
∫
RN

f (u0)ξndx.
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Logo, podemos reescrever (3.68) da seguinte forma:

∥ξn∥2
V = I′(un)ξn +

∫
RN

f (un)ξndx−
∫
RN

f (u0)ξndx−
m

∑
k=1

∫
RN

∇wk(·− yk
n)∇ξndx

+
m

∑
k=1

∫
RN

(V∞ −V (x))wk(·− yk
n)ξndx−

m

∑
k=1

∫
RN

V∞wk(·− yk
n)ξndx.

(3.69)

Agora, usando a hipótese que I′∞(w
k) = 0, para todo 1 ≤ k ≤ m, temos

m

∑
k=1

I′∞(w
k)ξn(·− yk

n) = 0,

o que implica que

m

∑
k=1

∫
RN

f (wk)ξn(·− yk
n)dx =

m

∑
k=1

∫
RN

∇wk(·− yk
n)∇ξndx+

m

∑
k=1

∫
RN

V∞wk(·− yk
n)ξndx.

Assim, a equação (3.69) fica

∥ξn∥2
V = I′(un)ξn +

∫
RN

f (un)ξndx−
∫
RN

f (u0)ξndx−
m

∑
k=1

∫
RN

f (wk)ξn(·− yk
n)dx

+
m

∑
k=1

∫
RN

(V∞ −V (x))wk(·− yk
n)ξndx.

Analogamente ao que foi feito nas equações (3.60) e (3.61) com ∥v1
n∥p+1, usando repeti-

damente o fato de que ∥ξn∥p+1 → 0, obtemos que

m

∑
k=1

∫
RN

f (wk)ξn(·− yk
n)dx → 0,

∫
RN

f (un)ξndx → 0,
∫
RN

f (u0)ξndx → 0.

Logo,

∥ξn∥2
V − I′(un)ξn −

m

∑
k=1

∫
RN

(V∞ −V (x))wk(·− yk
n)ξndx

=
∫
RN

f (un)ξndx−
∫
RN

f (u0)ξndx−
m

∑
k=1

∫
RN

f (wk)ξn(·− yk
n)dx → 0.
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Como (un)⊂ H1(RN) é uma sequência de Palais-Smale para I e (ξn)⊂ H1(RN) é limitada,
temos I′(un)ξn → 0. Portanto, pelo resultado acima, para provar que

∥ξn∥V = ∥un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)∥V → 0,

é suficiente mostrar que

m

∑
k=1

∫
RN

(V∞ −V (x))wk(·− yk
n)ξndx → 0,

onde as convergências acima são todas quando n → ∞. Para provar este fato, note que como o
potencial V é limitado e como por (V2), para todo ε > 0, existe R > 0, tal que, considerando
BR = BR(0), temos |V∞ −V (x)|< ε , para todo x ∈ BC

R, então

∫
RN

(V∞ −V (x))wk(·− yk
n)ξndx ≤

∫
BR

|V∞ −V (x)||wk(·− yk
n)||ξn|dx

+
∫

BC
R

|V∞ −V (x)||wk(·− yk
n)||ξn|dx

≤C1

∫
BR

|wk(·− yk
n)||ξn|dx+ ε

∫
BC

R

|wk(·− yk
n)||ξn|dx.

(3.70)
Além disso, desde que ξn,wk ∈ H1(RN), segue pelas imersões contínuas de Sobolev (cf.
Apêndice A.1) que ξn,wk ∈ L2(RN)∩ Lp+1(RN), então temos que ξn,wk ∈ Lp+1(BR) ⊂
L2(BR)⊂ L

p+1
p (BR). Assim, usando a desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5), a limitação

de ξn em H1(RN) e que ∥wk(·− yk
n)∥p+1 = ∥wk∥p+1, concluímos da equação (3.70) que∫

RN
(V∞ −V (x))wk(·− yk

n)ξndx ≤C1∥wk(·− yk
n)∥Lp+1(BR)

∥ξn∥
L

p+1
p (BR)

+ ε∥wk(·− yk
n)∥L2(BC

R)
∥ξn∥L2(BC

R)

≤C1∥wk∥p+1∥ξn∥
L

p+1
p (BR)

+ ε∥wk∥2∥ξn∥2

≤C2∥ξn∥
L

p+1
p (BR)

+ εC3.

(3.71)

Como ξn → 0 em Lp+1(RN), segue que ∥ξn∥
L

p+1
p (BR)

→ 0. Consequentemente, por (3.71),

temos que ∫
RN

(V∞ −V (x))wk(·− yk
n)ξndx → 0, para todo 1 ≤ k ≤ m,
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ou ainda,
m

∑
k=1

∫
RN

(V∞ −V (x))wk(·− yk
n)ξndx → 0,

como desejávamos.
Assuma agora que (3.67) ocorre. Vamos dividir a prova de (i) em dois passos.

Passo 1: Vamos provar que |zn| →+∞. Suponha, por contradição, que (zn)⊂ RN é limitada,
isto é, existe M > 0, tal que |zn| ≤ M, para todo n ∈ N. Assim,

|zn − yk
n|= |yk

n − zn| ≥ |yk
n|− |zn| ≥ |yk

n|−M,

e como, por hipótese, |yk
n| →+∞, para todo 1 ≤ k ≤ m, temos |zn−yk

n| →+∞ quando n → ∞.

Defina w̃k(·) = wk(·− yk
n) e tome ξn = un −u0 −

m

∑
k=1

wk(·− yk
n). Note que

∥ξn∥L2(B1(zn))
=

∥∥∥∥∥un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
L2(B1(zn))

≤ ∥un −u0∥L2(B1(zn))
+

m

∑
k=1

∥w̃k∥L2(B1(zn))
,

isto é,

∥un −u0∥L2(B1(zn))
≥ ∥ξn∥L2(B1(zn))

−
m

∑
k=1

∥w̃k∥L2(B1(zn))
. (3.72)

Por outro lado, fazendo a mudança de variável z = x− yk
n, obtemos

∥w̃k∥2
L2(B1(zn))

=
∫

B1(zn)
|wk(x− yk

n)|2dx =
∫

B1(zn−yk
n)
|wk(z)|2dz = ∥wk∥2

L2(B1(zn−yk
n))
, (3.73)

ou seja,
∥w̃k∥L2(B1(zn))

= ∥wk∥L2(B1(zn−yk
n))
, para todo 1 ≤ k ≤ m.

Como wk ∈ L2(RN) e temos que |zn − yk
n| →+∞, analogamente ao que foi feito no item (ii)

da Etapa 3, segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice
A.11) que

∥w̃k∥L2(B1(zn))
= ∥wk∥L2(B1(zn−yk

n))
→ 0, para todo 1 ≤ k ≤ m,

e assim,
m

∑
k=1

∥w̃k∥L2(B1(zn))
→ 0. (3.74)
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Consequentemente, visto que, por (3.67), ∥ξn∥L2(B1(zn))
→ d1/2 > 0, combinando (3.72) e

(3.74), concluímos que para n suficientemente grande, existe δ > 0, tal que

∥un −u0∥L2(B1(zn))
≥ δ ,

ou ainda, ∫
B1(zn)

|un −u0|2dx ≥ δ
2 > 0. (3.75)

Como estamos admitindo |zn| ≤ M, para todo n ∈ N, temos, como no item (i) da Etapa 3,
que existe r > 0, com r = 1+M, tal que B1(zn)⊂ Br(0). Logo,

0 ≤
∫

B1(zn)
|un −u0|2dx ≤

∫
Br(0)

|un −u0|2dx.

Como un ⇀ u0 em H1(RN), então un → u0 em L2(Br(0)), logo un −u0 → 0 em L2(Br(0)).
Assim, concluímos da desigualdade acima que∫

B1(zn)
|un −u0|2dx → 0,

o que contradiz (3.75). Portanto, |zn| →+∞ e o Passo 1 está provado.
Passo 2: |zn − yk

n| → +∞, para todo 1 ≤ k ≤ m. Suponha, por contradição, que existe
k′ ∈ {1, . . . ,m}, tal que (zn−yk′

n )⊂RN é limitada, isto é, existe M > 0, tal que |zn−yk′
n | ≤ M,

para todo n ∈ N. Assim, para k ̸= k′, obtemos que

|zn|= |yk′
n + zn − yk′

n | ≥ |yk′
n |− |zn − yk′

n | ≥ |yk′
n |−M,

e que

|zn − yk
n|= |zn − yk′

n + yk′
n − yk

n| ≥ |yk′
n − yk

n|− |zn − yk′
n | ≥ |yk′

n − yk
n|−M.

Como, por hipótese, |yk
n| →+∞, para todo 1 ≤ k ≤ m, e |yk

n − yk′
n | →+∞ se k ̸= k′, quando

n →+∞, temos que |zn − yk
n| →+∞, para todo k ̸= k′. Note ainda que por (3.67),

∫
B1(zn)

∣∣∣∣∣un(x)−u0(x)−wk′(x− yk′
n )−

k′−1

∑
k=1

wk(x− yk
n)−

m

∑
k=k′+1

wk(x− yk
n)

∣∣∣∣∣
2

dx → d > 0,
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e, fazendo a mudança de variável z = x− yk′
n , obtemos

∫
B1(zn−yk′

n )
|un(z+ yk′

n )−u0(z+ yk′
n )−wk′(z)−

k′−1

∑
k=1

wk(z+ yk′
n − yk

n)

−
m

∑
k=k′+1

wk(z+ yk′
n − yk

n)|2dz → d > 0.

Definindo ŵk(·) := wk(·+ yk′
n − yk

n), ûn(·) := un(·+ yk′
n ), û0(·) := u0(·+ yk′

n ) e

vn := ûn − û0 −wk′ −
k′−1

∑
k=1

ŵk −
m

∑
k=k′+1

ŵk, segue do resultado acima que

∥vn∥L2(B1(zn−yk′
n )) → d1/2 > 0. (3.76)

Além disso,

∥vn∥L2(B1(zn−yk′
n )) ≤∥ûn −wk′∥L2(B1(zn−yk′

n ))+∥û0∥L2(B1(zn−yk′
n ))

+
k′−1

∑
k=1

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n ))+

m

∑
k=k′+1

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n )),

ou ainda,

∥ûn −wk′∥L2(B1(zn−yk′
n )) ≥−

k′−1

∑
k=1

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n ))−

m

∑
k=k′+1

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n ))

+∥vn∥L2(B1(zn−yk′
n ))−∥û0∥L2(B1(zn−yk′

n )).

(3.77)

Analogamente ao que foi feito na equação (3.73), usando a definição de ŵk e fazendo a
mudança de variável x = z+ yk′

n − yk
n, obtemos

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n )) = ∥wk∥L2(B1(zn−yk

n))
.

Como wk ∈ L2(RN) e temos |zn−yk
n| →+∞ se k ̸= k′, de analogamente ao item (ii) da Etapa

3, segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice A.11) que

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n )) = ∥wk∥L2(B1(zn−yk

n))
→ 0, para todo k ̸= k′ (1 ≤ k ≤ m).

Portanto,
k′−1

∑
k=1

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n )) → 0,

m

∑
k=k′+1

∥ŵk∥L2(B1(zn−yk′
n )) → 0. (3.78)
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Segue também pela definição de û0 e pela mudança de variável z = x− yk′
n que

∥û0∥L2(B1(zn−yk′
n )) = ∥u0∥L2(B1(zn))

.

Novamente, como na prova do item (ii) da Etapa 3, usando que u0 ∈ L2(RN) e que |zn|→+∞,
concluímos pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice A.11) que

∥û0∥L2(B1(zn−yk′
n )) = ∥u0∥L2(B1(zn))

→ 0. (3.79)

Desta forma, combinando (3.76)–(3.79), segue que, para n suficientemente grande, existe
δ > 0, tal que

∥ûn −wk′∥L2(B1(zn−yk′
n )) > δ ,

ou, equivalentemente, ∫
B1(zn−yk′

n )
|ûn −wk′|2 dx > δ

2 > 0. (3.80)

Como estamos supondo |zn − yk′
n | ≤ M, para todo n ∈ N, segue como no item (i) da Etapa 3

que existe r > 0, com r = 1+M, tal que B1(zn − yk′
n )⊂ Br(0). Logo,

0 ≤
∫

B1(zn−yk′
n )
|ûn −wk′|2 dx ≤

∫
Br(0)

|un −u0|2 dx.

Por outro lado, temos por hipótese que ûn(·) = un(·+ yk
n), e wk ̸= 0, para todo 1 ≤ k ≤ m,

donde segue que ûn −wk′ → 0 em L2(Br(0)). Assim, concluímos da desigualdade acima que∫
B1(zn−yk′

n )
|ûn −wk′|2 dx → 0,

o que contradiz (3.80). Portanto, |zn−yk
n| →+∞, para todo 1 ≤ k ≤ m, o que conclui o Passo

2 e, assim, (i) está provado.

Para (ii), continuemos denotando w̃k(·) := wk(· − yk
n) e ξn := un − u0 −

m

∑
k=1

wk(· − yk
n).

Como u0 ∈ L2(RN) e |zn| →+∞ pelo (i) desta etapa, segue como na prova de (ii) da Etapa
3 que

∥u0∥L2(B1(zn))
→ 0. (3.81)

Observe que por (3.67),
∥ξn∥L2(B1(zn))

→ d1/2 > 0. (3.82)
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Além disso,

∥ξn∥L2(B1(zn))
=

∥∥∥∥∥un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
L2(B1(zn))

≤ ∥un∥L2(B1(zn))
+∥u0∥L2(B1(zn))

+
m

∑
k=1

∥w̃k∥L2(B1(zn))
.

ou seja,

∥un∥L2(B1(zn))
≥ ∥ξn∥L2(B1(zn))

−∥u0∥L2(B1(zn))
−

m

∑
k=1

∥w̃k∥L2(B1(zn))
. (3.83)

Desde que wk ∈ L2(RN) e |zn − yk
n| →+∞, segue como na prova do Passo 1 que

m

∑
k=1

∥w̃k∥L2(B1(zn))
→ 0. (3.84)

Portanto, combinando (3.81)–(3.84), temos, para n suficientemente grande, a existência de
um δ > 0, tal que

∥un∥L2(B1(zn))
≥ δ ,

ou, equivalentemente, usando a mudança de variável x = y+ zn,∫
B1(0)

|un(·+ zn)|2 dy =
∫

B1(zn)
|un|2 dx ≥ δ

2 > 0. (3.85)

Consideremos agora ũn(·) = un(·+ zn). Como (un)⊂ H1(RN) é limitada, então (ũn)⊂
H1(RN) é limitada, assim, a menos de subsequência, temos

ũn ⇀ wm+1, em H1(RN).

Afirmamos que wm+1 ̸= 0. De fato, se wm+1 = 0, teríamos ũn → wm+1 = 0 em L2(B1(0)),
isto é, ∫

B1(0)
|un(·+ zn)|2 dy =

∫
B1(0)

|ũn|2 dx → 0,

contradizendo assim (3.85). Portanto, un(·+ zn)⇀ wm+1 ̸= 0, o que conclui a prova de (ii).
Para provar (iii), consideramos ũn(·) = un(·+zn) e observamos que, argumentando como

na Etapa 1, temos

I′∞(ũn)ϕ − I′∞(w
m+1)ϕ → 0, para qualquer ϕ ∈C∞

0 (RN).
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Assim, para provar que I′∞(w
m+1) = 0, é suficiente mostrar que

I′∞(ũn)ϕ → 0, para qualquer ϕ ∈C∞
0 (RN) fixada,

e isto é feito de forma análoga ao item (iii) da Etapa 3. Portanto, a Etapa 4 está concluída.
Etapa 5: Conclusão
Pela Etapa 1 temos que un ⇀ u0 com I′(u0) = 0 e assim o item (i) do teorema fica

provado. Além disso, se a hipótese da Etapa 2 ocorre, então un → u0 em H1(RN) e o teorema
vale para l = 0. Caso contrário, existe ε0 > 0, tal que

sup
z∈RN

∫
B1(z)

|v1
n|2 dx ≥ ε0, para todo n ∈ N,

e assim, pela definição de supremo, existe (zn)⊂ RN , tal que∫
B1(zn)

|v1
n|2 dx ≥ ε0, o que implica que

∫
B1(zn)

|v1
n|2 dx → d > 0.

Portanto, se a hipótese da Etapa 2 não ocorre, a hipótese da Etapa 3 deve ocorrer. Desse
modo, fazendo (y1

n) = (zn) e w1 = w, da tese da Etapa 3, temos que valem (ii) e (iii) desse
teorema para k = 1. Além disso, a tese da Etapa 3 nos coloca nas hipóteses da Etapa 4 no
caso m = 1. Assim, se (3.66) ocorre, obtemos (iv) desse teorema, com l = 1. Caso contrário,
temos que (3.67) deve ocorrer e fazendo (y2

n) = (zn) e w1+1 = w2, como consequência de
(3.67), obtemos (ii) e (iii) desse teorema para k = 2 e recaímos nas hipóteses da Etapa 4 com
m = 2, e assim, repetimos o argumento da Etapa 4. Caso não ocorra (3.66) para m = 2, (3.67)
nos leva a repetir o argumento para m = 3 e assim sucessivamente. Portanto, para concluir a
prova de (iv) desse teorema, basta mostrar que (3.66) deve ocorrer após um número finito de
repetições. Para isto, provaremos primeiro a seguinte afirmação: Para todo m ≥ 1, temos

lim
n→+∞

∥un∥2
H1(RN)−∥u0∥2

H1(RN)−
m

∑
k=1

∥wk∥2
H1(RN)= lim

n→+∞
∥un−u0−

m

∑
k=1

wk(·−yk
n)∥2

H1(RN)≥ 0.

De fato, como o funcional I∞ está associado a um problema autônomo e wk são pontos
críticos não-triviais de I∞, para todo 1 ≤ k ≤ m, segue que wk tem decaimento exponencial
no infinito (veja Berestycki-Lions [6, Teorema 1]) e, consequentemente,

lim
|x|→+∞

wk(x) = 0, para todo 1 ≤ k ≤ m. (3.86)
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Definamos w̃k
n(·) = wk(·− yk

n). Fazendo a mudança de variável z = ·− yk
n, temos que

∥w̃k
n∥H1(RN) = ∥wk∥H1(RN),

então (w̃k
n)⊂ H1(RN) é limitada. Assim, tomando uma subsequência se necessário,

wk(·− yk
n) = w̃k

n ⇀ w̃k em H1(RN) e wk(x− yk
n) = w̃k

n(x)→ w̃k(x) em L2
loc(RN),

logo
wk(x− yk

n) = w̃k
n(x)→ w̃k(x), q.t.p. em RN .

Pelo item (a) da Etapa 4, temos que |yk
n| → +∞, para todo 1 ≤ k ≤ m, logo, para x ∈ RN

fixado, |x− yk
n| →+∞ quando n →+∞. Consequentemente, usando as convergências acima,

obtemos de (3.86) que

w̃k(x) = lim
n→+∞

wk(x− yk
n) = lim

|x−yk
n|→+∞

wk(x− yk
n) = 0, q.t.p. em RN .

Desta forma,

wk(·− yk
n) = w̃k

n ⇀ w̃k = 0 em H1(RN), para todo 1 ≤ k ≤ m. (3.87)

Agora, observemos que∥∥∥∥∥un −u0 −
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

H1(RN)

=∥un −u0∥2
H1(RN)−2

〈
un −u0,

m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

〉
H1(RN)

+

∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

H1(RN)

=∥un∥2
H1(RN)−2⟨un,u0⟩H1(RN)+∥u0∥2

H1(RN)

−2

〈
un,

m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

〉
H1(RN)

+2

〈
u0,

m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

〉
H1(RN)

+

∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

H1(RN)

.
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Como un ⇀ u0 pela Etapa 1, temos ⟨un,u0⟩H1(RN) → ⟨u0,u0⟩H1(RN) = ∥u0∥2
H1(RN). Além

disso, usando (3.87) e a caracterização de convergência fraca em H1(RN), temos〈
u0,

m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

〉
H1(RN)

→ 0.

Portanto, para provar nossa afirmação, é suficiente mostrar que

(a)

〈
un,

m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

〉
H1(RN)

→
m

∑
k=1

∥wk∥2
H1(RN),

(b)

∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

H1(RN)

→
m

∑
k=1

∥wk∥2
H1(RN).

Primeiro, fazendo a mudança de variável z = ·− yk
n para cada k ∈ {1,2, . . . ,m}, temos que

⟨un,wk(·− yk
n)⟩H1(RN) = ⟨un(·+ yk

n),w
k⟩H1(RN), para cada k ∈ {1,2, . . . ,m}.

Assim, usando o fato que un(·+yk
n)⇀ wk ̸= 0, para todo 1 ≤ k ≤ m pelo item (b) da Etapa 4

e a caracterização de convergência fraca em H1(RN), obtemos

〈
un,

m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

〉
H1(RN)

= ⟨un(·+ y1
n),w

1⟩H1(RN)+ · · ·+ ⟨un(·+ ym
n ),w

m⟩H1(RN)

→∥w1∥2
H1(RN)+ · · ·+∥wm∥2

H1(RN) =
m

∑
k=1

∥wk∥2
H1(RN),

e isto nos fornece (a). Para provar (b), observemos inicialmente que∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

H1(RN)

=

〈
m

∑
k=1

wk(·− yk
n),

m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

〉
H1(RN)

=
m

∑
k=1

⟨wk(·− yk
n),w

k(·− yk
n)⟩H1(RN)

+
m

∑
k,k′=1
k ̸=k′

⟨wk(·− yk
n),w

k′(·− yk′
n )⟩H1(RN).
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Fazendo as mudanças de variáveis z = ·− yn
k para cada k ∈ {1,2, . . . ,m} e y = ·− yn

k′ para
k ̸= k′ e k,k′ ∈ {1,2, . . . ,m}, temos

⟨wk(·− yk
n),w

k(·− yk
n)⟩H1(RN) = ⟨wk,wk⟩H1(RN) = ∥wk∥2

H1(RN)

e
⟨wk(·− yk

n),w
k′(·− yk′

n )⟩H1(RN) = ⟨wk(·+ yk′
n − yk

n),w
k′⟩H1(RN)

e, consequentemente,∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

H1(RN)

=
m

∑
k=1

∥wk∥2
H1(RN)+

m

∑
k,k′=1
k ̸=k′

⟨wk(·+ yk′
n − yk

n)),w
k′⟩H1(RN).

Logo, tudo que temos de fazer para provar (b) é mostrar que

m

∑
k,k′=1
k ̸=k′

⟨wk(·+yk′
n −yk

n),w
k′⟩H1(RN)→ 0, ou ainda, ⟨wk(·+yk′

n −yk
n),w

k′⟩H1(RN)→ 0 se k ̸= k′.

Desde que |yk
n − yk′

n | →+∞ se k ̸= k′ conforme a Etapa 4, segue de modo análogo ao que foi
feito para obter (3.87) que

wk(·+ yk′
n − yk

n) = wk(·− (yk
n − yk′

n ))⇀ 0 se k ̸= k′, (3.88)

onde obtemos, usando a caracterização de convergência fraca em H1(RN), que

⟨wk(·+ yk′
n − yk

n),w
k′⟩H1(RN) → 0 se k ̸= k′,

como desejávamos. Portanto, nossa afirmação está provada. Assim, como I′∞(w
k) = 0 para

1 ≤ k ≤ m e wk ̸= 0 pela hipótese (c) da Etapa 4, usando o fato que (un)⊂ H1(RN) é limitada,
a equivalência das normas ∥ ·∥V e ∥ ·∥H1(RN) e o Lema 3.5, segue que existem C1 > 0, C2 > 0
e δ0 > 0, tais que

C1 ≥ lim
n→+∞

∥un∥2
H1(RN) ≥ ∥u0∥2

H1(RN)+
m

∑
k=1

∥wk∥2
H1(RN) ≥

m

∑
k=1

∥wk∥2
H1(RN) ≥C2

m

∑
k=1

∥wk∥2
V

≥C2δ0m,
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isto é,

m ≤ C1

C2δ0
<+∞.

Portanto, m é limitado e existe um valor máximo l ∈ N, tal que (3.66) deve ocorrer.
Para concluir a prova do teorema, resta somente provar (v), ou seja, mostrar que

I(un)→ I(u0)+
l

∑
k=1

I∞(wk).

Escrevendo un = u0 +(un −u0), afirmamos inicialmente que

I(un)− I∞(un −u0)→ I(u0). (3.89)

De fato,

I(un) =
1
2

∫
RN

[
|∇(u0 +(un −u0))|2 +V (x)(u0 +(un −u0))

2]dx−
∫
RN

F(un)dx

=
1
2

∫
RN

|∇u0|2dx+
∫
RN

∇u0∇(un −u0)dx+
1
2

∫
RN

|∇(un −u0)|2dx+
1
2

∫
RN

V (x)u2
0dx

+
∫
RN

V (x)u0(un −u0)dx+
1
2

∫
RN

V (x)(un −u0)
2dx−

∫
RN

F(un)dx,

ou, equivalentemente,

I(un) =I(u0)+
∫
RN

F(u0)dx+ I∞(un −u0)−
1
2

∫
RN

V∞(un −u0)
2 dx+

∫
RN

F(un −u0)dx

+
∫
RN

∇u0∇(un −u0)dx+
∫
RN

V (x)u0(un −u0)dx

+
1
2

∫
RN

V (x)(un −u0)
2 dx−

∫
RN

F(un)dx

=I(u0)+ I∞(un −u0)+
∫
RN

∇u0∇(un −u0)dx+
∫
RN

V (x)u0(un −u0)dx

+
1
2

∫
RN

(V (x)−V∞)(un −u0)
2 dx+

∫
RN

F(un −u0)dx+
∫
RN

F(u0)dx−
∫
RN

F(un)dx.

(3.90)
Por outro lado, desde que un ⇀ u0 em H1(RN), então un − u0 ⇀ 0 em H1(RN). Conse-
quentemente, usando a caracterização de convergência fraca em L2(RN) e o Teorema da
Convergência Dominada de Lebesgue (cf. Apêndice A.11) como em (3.45), segue que∫

RN
∇u0∇(un −u0)dx+

∫
RN

V (x)u0(un −u0)dx → 0.
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Além disso, como o potencial V é contínuo, então é limitado. Usando a limitação de V , que
por (V2), para todo ε > 0, existe R > 0, tal que |V∞ −V (x)|< ε , para todo |x| ≥ R, a imersão
contínua H1(RN) ↪→ L2(RN) e a limitação da sequência (un)⊂ H1(RN), obtemos

0 ≤
∫
RN

(V (x)−V∞)(un −u0)
2 dx

≤
∫

BR

|(V (x)−V∞)(un −u0)
2|dx+

∫
BC

R

|(V (x)−V∞)(un −u0)
2|dx

≤ K
∫

BR

(un −u0)
2 dx+ ε

∫
BC

R

(un −u0)
2 dx

≤ K∥un −u0∥2
L2(BR)

+C1ε∥un −u0∥2
H1(RN) ≤ K∥un −u0∥2

L2(BR)
+C2ε.

Desde que, a menos de uma subsequência, un −u0 → 0 em L2(BR) e pela arbitrariedade de
ε , concluímos ao passar o limite na desigualdade acima que∫

RN
(V (x)−V∞)(un −u0)

2 dx → 0.

Desta forma, usando (3.90), para provar (3.89) resta mostrar que∫
RN

[F(un −u0)+F(u0)−F(un)]dx → 0,

ou ainda, escrevendo v1
n = un −u0, é suficiente verificar que∫

RN
[F(v1

n)+F(u0)−F(v1
n −u0)]dx =

∫
RN

[F(v1
n +u0)−F(v1

n)−F(u0)]dx → 0. (3.91)

Primeiro, observemos que, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

F(v1
n +u0)−F(v1

n) =
∫ 1

0

d
dt

F(v1
n + tu0)dt =

∫ 1

0
f (v1

n + tu0)u0 dt. (3.92)

Em virtude da Proposição 1.2, dado ε > 0 existe C̃ε > 0, tal que

| f (s)| ≤ ε|s|+C̃ε |s|p, para todo s ∈ R, (3.93)
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aqui estamos usando o fato que f (s) = 0 sempre que s ≤ 0. Consequentemente, usando
(3.92), (3.93) e a desigualdade de Jensen (cf. Apêndice A.7), obtemos

|F(v1
n +u0)−F(v1

n)| ≤
∫ 1

0
| f (v1

n + tu0)||u0|dt ≤
∫ 1

0
(ε|v1

n + tu0|+C̃ε |v1
n + tu0|p)|u0|dt

≤
∫ 1

0

[
ε(|v1

n|+ t|u0|)|u0|+C̃ε2p−1 (|v1
n|p + t p|u0|p

)
|u0|
]

dt

≤ ε|v1
n||u0|+

ε

2
|u0|2 +C̃ε2p−1|v1

n|p|u0|+C̃ε

2p−1

p
|u0|p+1.

Além disso, usando (3.93), temos que

|F(u0)| ≤
ε

2
|u0|2 +

C̃ε

p+1
|u0|p+1.

Logo,

|F(v1
n +u0)−F(v1

n)−F(u0)| ≤ |F(v1
n +u0)−F(v1

n)|+ |F(u0)|

≤ ε|v1
n||u0|+

ε

2
|u0|2 +C1(ε)|v1

n|p|u0|+C2(ε)|u0|p+1

≤C
(
|v1

n||u0|+ |u0|2 + |v1
n|p|u0|+ |u0|p+1) ,

onde estamos considerando ε = 1 e C = max{1,C1,C2}. Agora, usando a desigualdade de
Young (cf. Apêndice A.4), para cada ρ > 0, temos

|v1
n||u0| ≤ ρ|v1

n|2 +Cρ1|u0|2,

e
|v1

n|p|u0| ≤ ρ(|v1
n|p)

p+1
p +Cρ2|u0|p+1 = ρ|v1

n|p+1 +Cρ2|u0|p+1,

onde r = s = 2 na primeira desigualdade e r =
p+1

p
,s = p+1 na segunda. Desta forma,

obtemos

|F(v1
n +u0)−F(v1

n)−F(u0)| ≤C
[(

ρ|v1
n|2 +Cρ1 |u0|2

)
+ |u0|2

]
+C

[(
ρ|v1

n|p+1 +Cρ2 |u0|p+1)+ |u0|p+1]
=C

[(
ρ|v1

n|2 +Cρ3|u0|2
)
+
(
ρ|v1

n|p+1 +Cρ4|u0|p+1)] .
(3.94)

Então, definindo

fρ,n(x) := max
{
|F(v1

n +u0)−F(v1
n)−F(u0)|(x)−Cρ|v1

n|2(x)−Cρ|v1
n|p+1(x),0

}
,
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como v1
n = un −u0 e un ⇀ u0, a menos de uma subsequência, temos v1

n → 0, q.t.p. em RN , o
que implica que

F(v1
n +u0)−F(v1

n)−F(u0)→ 0, q.t.p. em RN .

Desse modo, pela definição de fρ,n e por (3.94), segue que

(i) fρ,n(x)→ 0, q.t.p. em RN ;

(ii) 0 ≤ fρ,n(x)≤C3|u0|2(x)+C4|u0|p+1(x) =: h(x) com h ∈ L1(RN),

já que u0 ∈ H1(RN), 2 < p+ 1 < +∞ se N = 1,2 e 2 < p+ 1 < 2∗ se N ≥ 3 e temos a
imersão contínua H1(RN) ↪→ Lq(RN) para 2 ≤ q < +∞ se N = 1,2 e para 2 ≤ q ≤ 2∗ se
N ≥ 3. Portanto, usando (i) e (ii) juntamente com o Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue (cf. Apêndice A.11), obtemos

lim
n→+∞

∫
RN

fρ,n(x)dx =
∫
RN

lim
n→+∞

fρ,n(x)dx = 0. (3.95)

Observe ainda que pela definição de fρ,n, que

|F(v1
n +u0)−F(v1

n)−F(u0)|−Cρ|v1
n|2 −Cρ|v1

n|p+1 ≤ fρ,n,

ou ainda,

|F(v1
n +u0)−F(v1

n)−F(u0)| ≤Cρ|v1
n|2 +Cρ|v1

n|p+1 + fρ,n.

Consequentemente, usando a imersão contínua dada acima e a limitação da sequência v1
n em

H1(RN) (já que v1
n = un −u0, e (un)⊂ H1(RN) limitada), temos∫

RN
|F(v1

n +u0)−F(v1
n)−F(u0)|dx ≤Cρ∥v1

n∥2
2 +Cρ∥v1

n∥
p+1
p+1 +

∫
RN

fρ,n(x)dx

≤C5ρ∥v1
n∥2

H1(RN)+C6ρ∥v1
n∥

p+1
H1(RN)

+
∫
RN

fρ,n(x)dx

≤ C̃ρ +
∫
RN

fρ,n(x)dx,

(3.96)
donde segue, por (3.95), (3.96) e da arbitrariedade de ρ , que∫

RN
|F(v1

n +u0)−F(v1
n)−F(u0)|dx → 0,
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como desejávamos. Agora, usando (3.89), tudo que nos resta para provar o item (v) do
teorema é mostrar que

I∞(un −u0)→
l

∑
k=1

I∞(wk). (3.97)

Para isto, observemos inicialmente que, usando (V5) e a Proposição 3.1, temos que V∞ > 0 e,
consequentemente, a norma

∥u∥2
V∞

:=
∫
RN

(
|∇u|2 +V∞u2)dx

é equivalente à norma usual do espaço H1(RN). Desse modo, podemos reescrever I∞(u) do
seguinte modo

I∞(u) = ∥u∥2
V∞

−
∫
RN

F(u)dx.

Note que, fazendo v1
n = un −u0 e χ̃n =

l

∑
k=1

wk(·− yk
n), obtemos

∥v1
n∥2

V∞
−∥χ̃n∥2

V∞
= |(∥v1

n∥V∞
−∥χ̃n∥V∞

)(∥v1
n∥V∞

+∥χ̃n∥V∞
)|

≤ ∥v1
n − χ̃n∥V∞

(∥v1
n∥V∞

+∥χ̃n∥V∞
).

(3.98)

Além disso, usando o item (iv) deste teorema e a equivalência das normas ∥ · ∥V∞
e ∥ · ∥V ,

temos

∥v1
n − χ̃n∥V∞

=

∥∥∥∥∥un −u0 −
l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
V∞

→ 0. (3.99)

Por outro lado, fazendo a mudança de variável z = x− yk
n para 1 ≤ k ≤ l, segue que

∥wk(x− yk
n)∥V∞

= ∥wk∥V∞
,

e, consequentemente, (χ̃n) ⊂ H1(RN) é limitada. Temos também que (v1
n) ⊂ H1(RN) é

limitada, pois (un)⊂ H1(RN) é limitada. Daí, usando (3.98), concluímos que

∥v1
n∥2

V∞
−∥χ̃n∥2

V∞
→ 0, ou ainda,

1
2
∥un −u0∥2

V∞
− 1

2

∥∥∥∥∥ l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

V∞

→ 0.

Agora, usando argumentos semelhantes aos utilizados para provar o item (b) na página 66,
obtemos ∥∥∥∥∥ l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

∥∥∥∥∥
2

V∞

→
l

∑
k=1

∥wk∥2
V∞
.
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Consequentemente,
1
2
∥un −u0∥2

V∞
→ 1

2

l

∑
k=1

∥wk∥2
V∞
,

ou, equivalentemente,

I∞(un −u0)+
∫
RN

F(un −u0)dx →
l

∑
k=1

I∞(wk)+
l

∑
k=1

∫
RN

F(wk)dx. (3.100)

Afirmamos que ∫
RN

[
F(un −u0)−F

(
l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)]
dx → 0. (3.101)

De fato, considerando novamente v1
n = un −u0 e χ̃n =

l

∑
k=1

wk(·− yk
n), temos

F(v1
n)−F(χ̃n) =

∫ 1

0

d
dt

F(χ̃n + t(v1
n − χ̃n))dt =

∫ 1

0
f (χ̃n + t(v1

n − χ̃n))(v1
n − χ̃n)dt.

Daí, usando (3.93), obtemos

|F(v1
n)−F(χ̃n)| ≤

∫ 1

0
| f (χ̃n + t(v1

n − χ̃n))||v1
n − χ̃n|dt

≤
∫ 1

0

(
ε|χ̃n + t(v1

n − χ̃n)|+C̃ε |χ̃n + t(v1
n − χ̃n)|p

)
|v1

n − χ̃n|dt

≤
∫ 1

0

[
ε(|χ̃n|+ t|v1

n − χ̃n|)|v1
n − χ̃n|

+C̃ε2p−1 (|χ̃n|p + t p|v1
n − χ̃n|p

)
|v1

n − χ̃n|
]

dt

≤ ε|χ̃n||v1
n − χ̃n|+

ε

2
|v1

n − χ̃n|2 +C̃ε2p−1|χ̃n|p|v1
n − χ̃n|

+C̃ε

2p−1

p+1
|v1

n − χ̃n|p+1.

Logo, usando a desigualdade de Hölder (cf. Apêndice A.5), as imersões contínuas de Sobolev
(cf. Apêndice A.1), a limitação da sequência (χ̃n)⊂ H1(RN) e a equivalência das normas
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∥ · ∥V∞
e ∥ · ∥H1(RN), segue que

∫
RN

|F(v1
n)−F(χ̃n)|dx ≤C1(ε)∥χ̃n∥2∥v1

n − χ̃n∥2 +C2(ε)∥v1
n − χ̃n∥2

+C3(ε)∥χ̃n∥p
p+1∥v1

n − χ̃n∥p+1 +C4(ε)∥v1
n − χ̃n∥p+1

≤ C̃1(ε)∥v1
n − χ̃n∥V∞

+C̃2(ε)∥v1
n − χ̃n∥V∞

+C̃3(ε)∥v1
n − χ̃n∥V∞

+C̃4(ε)∥v1
n − χ̃n∥V∞

≤C5(ε)∥v1
n − χ̃n∥V∞

,

onde C5(ε) = max{C̃1(ε),C̃2(ε),C̃3(ε),C̃4(ε)}> 0. Portanto, segue de (3.99) que∫
RN

|F(v1
n)−F(χ̃n)|dx → 0,

e assim obtemos (3.101). Agora, combinando (3.100) e (3.101), temos que

I∞(un −u0)+
∫
RN

F

(
l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
dx →

l

∑
k=1

I∞(wk)+
l

∑
k=1

∫
RN

F(wk)dx,

ou ainda,

I∞(un −u0)+
∫
RN

[
F

(
l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
−

l

∑
k=1

F(wk)

]
dx →

l

∑
k=1

I∞(wk).

Desta forma, para provar (3.97) é suficiente mostrar que

∫
RN

[
F

(
l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
−

l

∑
k=1

F(wk)

]
dx → 0. (3.102)

Faremos a prova por indução. Inicialmente, seja l = 1. Fazendo a mudança de variável
z = x− y1

n, temos que

∫
RN

[
F

(
l

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
−

l

∑
k=1

F(wk)

]
dx =

∫
RN

[
F
(
w1(·− y1

n)
)
−F(w1)

]
dx

=
∫
RN

F
(
w1) dz−

∫
RN

F(w1)dx

=
∫
RN

F
(
w1) dx−

∫
RN

F(w1)dx = 0,

donde segue que o resultado vale para l = 1.
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Suponhamos agora que o resultado vale para l = m ∈ N, ou seja, que

∫
RN

[
F

(
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
−

m

∑
k=1

F(wk)

]
dx → 0.

Provemos que o resultado também vale para l = m+1, isto é, que

∫
RN

[
F

(
m+1

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
−

m+1

∑
k=1

F(wk)

]
dx → 0. (3.103)

De fato, fazendo a mudança de variável z = x− ym+1
n e escrevendo

gm
n =

m

∑
k=1

wk(·+ ym+1
n − yk

n),

obtemos

∫
RN

F

(
m+1

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
dx =

∫
RN

F
(
w1(x− y1

n)+w2(x− y2
n)+ · · ·+wm+1(x− ym+1

n )
)

dx

=
∫
RN

F(wm+1 +gm
n )dz,

ou, equivalentemente,

∫
RN

F

(
m+1

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
dx−

∫
RN

F(wm+1)dx

=
∫
RN

[
F(wm+1 +gm

n )−F(wm+1)−F(gm
n )
]

dx+
∫
RN

F(gm
n )dx.

Em virtude de (3.88), temos que gm
n ⇀ 0 em H1(RN) e assim, usando argumentos análogos

aos utilizados para obter (3.91), concluímos que∫
RN

[
F(wm+1 +gm

n )−F(wm+1)−F(gm
n )
]

dx → 0,

logo, ∫
RN

F

(
m+1

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
dx−

∫
RN

F(wm+1)dx = o(1)+
∫
RN

F(gm
n )dx.
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Consequentemente,

∫
RN

F

(
m+1

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
dx−

∫
RN

m+1

∑
k=1

F(wk)dx

=o(1)+
∫
RN

F(gm
n )dx−

∫
RN

m+1

∑
k=1

F(wk)dx+
∫
RN

F(wm+1)dx

=o(1)+
∫
RN

F

(
m

∑
k=1

wk(·+ ym+1
n − yk

n)

)
dx−

∫
RN

m

∑
k=1

F(wk)dx.

(3.104)

Fazendo a mudança de variável z = x+ ym+1
n em (3.104) e usando a hipótese de indução,

segue que ∫
RN

F

(
m+1

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
dx−

m+1

∑
k=1

∫
RN

F(wk)dx

= o(1)+
∫
RN

[
F

(
m

∑
k=1

wk(·− yk
n)

)
−

m

∑
k=1

F(wk)

]
dx = o(1).

Portanto, vale (3.103) e o teorema está provado.

A fim de facilitar a aplicação do Teorema de Splitting, apresentamos o seguinte resultado.

Proposição 3.5. A decomposição fornecida pelo Teorema de Splitting ainda é válida
substituindo-se as hipóteses ( f1)

′ e (V1)
′ por ( f1) e (V1), respectivamente.

Demonstração. Para ver isso, vamos escrever I na forma

I(u) =
1
2

∫
RN

|∇u|2 +(V (x)− f ′+(0))u
2 dx−

∫
RN

(
F(u)− 1

2
f ′+(0)u

2
)

dx. (3.105)

Agora, consideremos f̃ (s) = f (s)− f ′+(0)s e Ṽ (x) =V (x)− f ′+(0). Vamos provar que f̃
e Ṽ satisfazem ( f1)

′, ( f2)
′, (V1)

′ e (V2). De fato, como por ( f1) temos que f (0) = 0, então
f̃ (0) = f (0)− f ′+(0).0 = 0 e

lim
s→0+

f̃ (s)
s

= lim
s→0+

f (s)− f ′+(0)s
s

= lim
s→0+

(
f (s)

s
− f ′+(0)

)
= f ′+(0)− f ′+(0) = 0,

donde se obtém que ( f1)
′ é válida para f̃ . Além disso, como estamos assumindo f (s) = 0,

para todo s < 0, segue por ( f2)
′ que

lim
s→+∞

f̃ (s)
|s|p

= lim
s→+∞

f (s)− f ′+(0)s
|s|p

= lim
s→+∞

(
f (s)
|s|p

−
f ′+(0)s
|s|p

)
= 0−0 = 0,
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e, portanto, ( f2)
′ é satisfeita por f̃ . Agora, como por (V1) temos que α0 > f ′+(0), obtemos

que
α̃0 ≡ infσ(−∆+Ṽ (x)) = infσ(−∆+V (x))− f ′+(0) = α0 − f ′+(0)> 0,

e assim temos que (V1)
′ vale para f̃ . Por fim, segue de (V2) que

Ṽ (x) =V (x)− f ′+(0)→V∞ − f ′+(0) := Ṽ (∞) ∈ R, quando |x| →+∞,

e, então, f̃ satisfaz (V2). Desta forma, as hipóteses do teorema são válidas para f̃ e Ṽ .
Portanto, conforme observado na Proposição 1.1, a decomposição obtida pelo Teorema de
Splitting ainda é verdadeira.

Com a demonstração do Teorema de Splitting, que será fundamental para a prova do
nosso teorema principal, podemos avançar para a próxima etapa.

3.3 Existência de uma Solução Positiva

Nesta seção, nosso objetivo é demonstrar o Teorema 3.1 e concluir nossa investigação de
soluções positivas para o problema (1.3). O primeiro passo nessa direção será provar que para
quase todo λ ∈

[1
2 ,1
]
, Iλ possui um ponto crítico não trivial uλ , tal que Iλ (uλ )≤ cλ . Para

isso, temos o seguinte resultado sobre a convergência das sequências Palais-Smale limitadas.

Lema 3.6. Suponha que ( f1)− ( f3), (V2), (V3) e (V5) são satisfeitas e deixe λ ∈
[1

2 ,1
]

ser
arbitrário mas fixo. Então, qualquer sequência de Palais-Smale limitada (un) ⊂ H1(RN)

para Iλ satisfazendo lim sup
n→+∞

Iλ (un)≤ cλ e ∥un∥H1(RN) ↛ 0, após extrair uma subsequência,

converge fracamente para um ponto crítico não trivial uλ de Iλ com Iλ (uλ )≤ cλ .

Demonstração. Pela Proposição 3.5, como valem ( f1), ( f2), (V2) e (V5), e como (un) ⊂
H1(RN) é limitada, podemos aplicar o Teorema de Splitting. Logo, existe uma subsequência
de (un), ainda denotada por (un), um inteiro l ∈ N∪{0}, sequências (yk

n)⊂ RN e funções
wk ∈ H1(RN), para 1 ≤ k ≤ l, tais que

(i) un ⇀ uλ com I′(uλ ) = 0,

(iii) wk
λ
̸= 0 e I′∞(w

k
λ
) = 0 para 1 ≤ k ≤ l,

(iv)

∥∥∥∥∥un −uλ −
l

∑
k=1

wk
λ
(·− yk

n)

∥∥∥∥∥
V

→ 0,

(v) Iλ (un)→ I(uλ )+
l

∑
k=1

I∞,λ (w
k
λ
),
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onde no caso l = 0, os itens acima ainda são verdadeiros sem wk
λ

e (yk
n), sendo I∞,λ :

H1(RN)→ R dado por

I∞,λ (u) =
1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V∞u2)dx−λ

∫
RN

F(u)dx

e os wk
λ

, para k = 1, . . . , ℓ, são pontos críticos não triviais de I∞,λ . Pelo item (i), temos que
un ⇀ uλ , com I′(uλ ) = 0, ou seja, que (un) converge fracamente para um ponto crítico uλ

de Iλ . Logo, falta provar que Iλ (uλ )≤ cλ e que uλ ̸= 0. Como qualquer solução de

−∆u+V∞u = λ f (u), u ∈ H1(RN) (3.106)

é não negativa, podemos considerá-la como uma solução de (2.1) com

g(s) :=

−V∞s+λ f (s), para s ≥ 0,

−g(−s), para s < 0.

Observamos que uma solução de energia mínima para (2.1) - que podemos assumir ser
positiva - também é uma solução de energia mínima para (3.106) e o contrário também é
verdadeiro. Dessa forma, a fim de aplicar o Teorema 2.1 na função g acima, vamos mostrar
que ela satisfaz as hipóteses do teorema. De fato, por definição, temos que g é contínua e
ímpar, e então temos (g0). Pela definição de g e usando ( f1), temos

lim
s→0+

g(s)
s

=−V∞ +λ f ′+(0).

Pela Proposição 3.1 e por (V5), temos

V∞ ≥ α0 > f ′+(0)≥ λ f ′+(0), logo, lim
s→0+

g(s)
s

∈ (−∞,0),

o que prova (g1). Quando N = 2, por ( f2), existe 1 < p <+∞, tal que

lim
s→+∞

f (s)
sp = 0,

e, argumentando como na demonstração do Lema 3.3, temos que

|g(s)| ≤Cαeαs2
, para todo s ∈ R.
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Já quando N ≥ 3, por ( f2), existe 1 < p <
N +2
N −2

, tal que

lim
s→+∞

f (s)
sp = 0.

Desse modo, para todo α > 0, existe S > 1, tal que, se s > S > 1, então

f (s)< αsp < αs
N+2
N−2 , ou seja, lim

s→+∞

f (s)

s
N+2
N−2

= 0.

Assim temos,

lim
s→+∞

|g(s)|
s

N+2
N−2

= lim
s→+∞

|−V∞s+λ f (s)|
s

N+2
N−2

= lim
s→+∞

∣∣∣∣ −V∞

s
N+2
N−2−1

+λ
f (s)

s
N+2
N−2

∣∣∣∣= 0.

Portanto, g satisfaz (g2). Por fim, por ( f3), para todo M > 0, existe S > 0, tal que

f (s)> Ms, sempre que s > S.

Logo,

G(s) =
∫ s

0
g(t)dt =

∫ s

0
(−V∞t +λ f (t))dt >−V∞

s2

2
+λM

s2

2
=

s2

2
(−V∞ +λM),

sempre que s > S. Portanto, tomando M > V∞

λ
, existe s0 > 0, com s0 > S, tal que G(s0)> 0,

o que prova (g3). Dessa forma, podemos aplicar o Teorema 2.1, o qual nos dá que

0 < m∞,λ = inf{I∞,λ (u) | u ∈ H \{0} e I′
∞,λ (u) = 0},

e assim, qualquer ponto crítico não-trivial wλ de I∞,λ satisfaz I∞,λ (wλ )≥ m∞,λ > 0. Como,
por hipótese, limsup

n→+∞

Iλ (un)≤ cλ , segue, pelos itens (iii) e (v) acima, que

cλ ≥ limsup
n→+∞

Iλ (un) = Iλ (uλ )+
l

∑
k=1

I∞,λ (w
k
λ
)≥ Iλ (uλ ). (3.107)

Para finalizar a prova, resta mostrar que uλ ̸= 0. Suponha, por absurdo que uλ = 0,
então Iλ (uλ ) = 0. Vamos mostrar primeiro que ℓ≥ 1. De fato, se ℓ= 0, segue de (iv) que
∥un∥V = ∥un −uλ∥V → 0. Como valem (V1)

′ e (V2), então as normas ∥.∥V e ∥.∥H1(RN) são
equivalentes, logo ∥un∥H1(RN) → 0, o que é um absurdo, portanto ℓ ≥ 1. Pelo item (iii),
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temos que wk
λ
̸= 0 e I′

∞,λ (w
k
λ
) = 0, para 1 ≤ k ≤ ℓ, isto implica que

0 < inf{I∞,λ (u) | u ̸= 0, I′
∞,λ (u) = 0}= m∞,λ ≤ I∞,λ (w

k
λ
), para todo 1 ≤ k ≤ ℓ.

Logo, usando a equação (3.107), temos que

m∞,λ ≤ ℓm∞,λ ≤
l

∑
k=1

I∞,λ (w
k
λ
) = Iλ (uλ )+

l

∑
k=1

I∞,λ (w
k
λ
) = cλ . (3.108)

Por outro lado, pelo Teorema 2.1, existe uma solução de energia mínima ωλ > 0 para
(3.106). Aplicando o Teorema 2.2 ao funcional I∞,λ , podemos encontrar um caminho γ ∈
C([0,1],H1(RN)),, tal que γ(t)(x)> 0, para todo x ∈RN , t ∈ (0,1], γ(0) = 0, I∞,λ (γ(1))< 0,
ωλ ∈ γ([0,1]) e

max
t∈[0,1]

I∞,λ (γ(t)) = I∞,λ (ωλ ).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que V ̸≡V∞ em (V3), caso contrário, recairía-
mos no caso autônomo. Assim, existe x0 ∈ RN , tal que V (x0)<V∞ e, pela continuidade de
V , existe δ > 0, tal que

V (x)<V∞, para todo x ∈ Bδ (x0). (3.109)

Por (V3), temos V (x)≤V∞, para todo x ∈ RN , logo∫
BC

δ
(x0)

[V (x)−V∞]u2 dx ≤ 0. (3.110)

Portanto, segue de (3.109) e (3.110), que

Iλ (u)− I∞,λ (u) =
(

1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V (x)u2)dx−λ

∫
RN

F(u)dx
)

−
(

1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V∞u2)dx−λ

∫
RN

F(u)dx
)
=
∫
RN

[V (x)−V∞]u2 dx

=
∫

Bδ (x0)
[V (x)−V∞]u2 dx+

∫
BC

δ
(x0)

[V (x)−V∞]u2 dx < 0,

para todo u ̸≡ 0 em Bδ (x0). Assim, em particular, como γ(t)(x) > 0, para todo x ∈ RN ,
t ∈ (0,1], obtemos

Iλ (γ(t))< I∞,λ (γ(t)), para todo t ∈ ]0,1].

Consequentemente,

cλ = inf
γ∈Γλ

max
t∈[0,1]

Iλ (γ(t))≤ max
t∈[0,1]

Iλ (γ(t))< max
t∈[0,1]

I∞,λ (γ(t)) = m∞,λ ,
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contradizendo assim (3.108). Portanto, uλ ̸= 0, o que conclui a prova do Lema.

Aplicando o lema anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.5. Iλ tem um ponto crítico não trivial para quase todo λ ∈
[1

2 ,1
]
.

Demonstração. Pelo Teorema 3.3, para quase todo λ ∈
[1

2 ,1
]
, temos a existência de uma

sequência de Palais-Smale limitada (un) para Iλ , no nível cλ , com Iλ (un)→ cλ ̸= 0, o que
implica que ∥un∥H1(RN) ↛ 0. Portanto, podemos aplicar o Lema 3.6 e concluir que Iλ tem
um ponto crítico não trivial para quase todo λ ∈

[1
2 ,1
]
.

Observação 3.4. Como caso especial do Teorema 3.5, obtemos a existência de uma sequência
(λ j,u j)⊂

[1
2 ,1
]
×H1(RN), com λ j → 1 e u j ̸= 0, satisfazendo I′

λ j
(u j) = 0 e Iλ j(u j)≤ cλ j .

A ideia da prova do Teorema 3.1 é mostrar que essa sequência (u j) de pontos críticos
não triviais de Iλ j é uma sequência de Palais-Smale limitada para I satisfazendo as hipóteses
do Lema 3.6. Para mostrar a limitação de (u j) ⊂ H1(RN), usaremos o resultado a seguir,
devido a De Figueiredo-Lions-Nussbaum.

Proposição 3.6 (Identidade do tipo Pohozaev). Seja u um ponto crítico de Iλ com λ ∈
[1

2 ,1
]

arbitrário, então u satisfaz

N −2
2

∫
RN

|∇u|2 dx+
N
2

∫
RN

V (x)u2 dx+
1
2

∫
RN

⟨∇V (x),x⟩RN u2 dx−Nλ

∫
RN

F(u)dx = 0.

(3.111)

Demonstração. Para o problema (3.2), temos que g(x,u) = λ f (u)−V (x)u, então

G(x,u) =
∫ u

0
g(t)dt = λF(u)− V (x)u2

2
.

Logo,

∫
RN

xi
∂G(x,u)

∂xi
dx =

∫
RN

xiλ
∂F(u)

∂xi

∂u
∂xi

dx− 1
2

∫
RN

xi
∂V (x)

∂xi
u2 dx− 1

2

∫
RN

xiV (x)
∂u2

∂xi
dx

=
∫
RN

(λ f (u)−V (x)u)
∂u
∂xi

xi dx− 1
2

∫
RN

∂V (x)
∂xi

xiu2 dx.

Assim,

N

∑
i=1

∫
RN

xi
∂G(x,u)

∂xi
dx =

N

∑
i=1

(∫
RN

(λ f (u)−V (x)u)
∂u
∂xi

xi dx− 1
2

∫
RN

∂V (x)
∂xi

u2xi dx
)

=
∫
RN

(λ f (u)−V (x)u)⟨∇u,x⟩RN dx− 1
2

∫
RN

⟨∇V (x),x⟩RN u2 dx
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Observe que ⟨∇u,x⟩RN = 0, uma vez que o vetor posição x tem a direção do vetor normal,
que é ortogonal ao vetor gradiente, logo∫

RN
(λ f (u)−V (x)u)⟨∇u,η⟩RN dx = 0.

Portanto, segue do Teorema A.2.1 (cf. Apêndice A.2) que

2N
∫
RN

G(x,u)dx+2
N

∑
i=1

∫
RN

xiGxi(x,u)dx = (N −2)
∫
RN

|∇u|2 dx

⇒ 2N
∫
RN

(
λF(u)− V (x)u2

2

)
dx−2

(
1
2

∫
RN

∇V (x)xu2 dx
)
= (N −2)

∫
RN

|∇u|2 dx

⇒ N −2
2

∫
RN

|∇u|2 dx+
N
2

∫
RN

V (x)u2 dx+
1
2

∫
RN

⟨∇V (x),x⟩RN u2 dx−Nλ

∫
RN

F(u)dx = 0,

como queríamos provar.

Agora aplicamos a proposição anterior a sequência (u j)⊂ H1(RN) obtida na Observação
3.4.

Proposição 3.7. Assuma que ( f1)− ( f3), (V1)− (V5) são válidos. Então (u j)⊂ H1(RN) é
limitada.

Demonstração. Como, pelo Lema 3.6,

Iλ j(u j) =
1
2

∫
RN

(|∇u j|2 +V (x)u j
2)dx−λ j

∫
RN

F(u j)dx ≤ cλ j ≤ c 1
2
,

então
N
2

∫
RN

|∇u j|2 dx+
N
2

∫
RN

V (x)u j
2 dx−Nλ j

∫
RN

F(u j)dx ≤ Nc 1
2
.

Pela Proposição 3.6, temos

N
2

∫
RN

|∇u j|2 dx+
N
2

∫
RN

V (x)u2
j dx−Nλ

∫
RN

F(u j)dx

=
∫
RN

|∇u j|2 dx− 1
2

∫
RN

⟨∇V (x),x⟩RN u2
j dx,

logo ∫
RN

|∇u j|2 dx ≤ 1
2

∫
RN

|∇V (x)||x|u2
j dx+Nc 1

2
.

Assim, levando em conta (V4), segue que∫
RN

|∇u j|2 dx ≤ 1
2

∫
RN

u2
jφ

2 dx+ c 1
2
N, com φ ∈ L2(RN)∩W 1,∞(RN). (3.112)
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Também, como u j é ponto crítico não trivial de I′
λ j

, segue que I′
λ j
(u j)(φ

2u j) = 0, logo

∫
RN

∇u j∇(φ 2u j)dx+
∫
RN

V (x)u2
jφ

2 dx = λ j

∫
RN

f (u j)u jφ
2 dx. (3.113)

Agora, segue de ( f3) que, para qualquer L > 0, existe S > 0, tal que, para todo s > S, vale
que

f (s)
s

> L, ou seja, f (s)s > Ls2,

e, portanto, como f é contínua em [0,S], temos

f (s)s ≥ Ls2 −C(L), para todo s ≥ 0.

Deduzimos então que, para um C̃(L)> 0,∫
RN

f (u j)u jφ
2 dx ≥ L

∫
RN

u2
jφ

2 dx−C(L)
∫
RN

φ
2 dx = L

∫
RN

u2
jφ

2 dx−C̃(L). (3.114)

Também temos, para um C > 0, usando (3.112), que

∣∣∣∣∫RN
∇u j∇(φ 2u j)dx

∣∣∣∣≤ ∫RN
|∇u j||∇(φ 2u j)|dx =

∫
RN

|∇u j|
(
|φ 2||∇u j|+2|φ ||∇φ ||u j|

)
dx

=
∫
RN

|∇u j|2φ
2 dx+2

∫
RN

|∇u j||u j||φ ||∇φ |dx.

(3.115)
Note que

0 ≤
(
|∇u j||∇ψ|− |u j||ψ|

)2
= |∇u j|2|∇ψ|−2|∇u j||∇ψ||u j||ψ|+ |u j|2|ψ|2,

logo,
2|∇u j||∇ψ||u j||ψ| ≤ |∇u j|2|∇ψ|+ |u j|2|ψ|2. (3.116)
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Assim, segue de (3.112), (3.115) e (3.116), que∣∣∣∣∫RN
∇u j∇(φ 2u j)dx

∣∣∣∣ (3.115)
≤

∫
RN

|∇u j|2φ
2 dx+2

∫
RN

|∇u j||u j||φ ||∇φ |dx

(3.116)
≤

∫
RN

|∇u j|2φ
2 dx+

∫
RN

|∇u j|2|∇φ |2 dx+
∫
RN

u2
jφ

2 dx.

≤ sup |φ 2|
∫
RN

|∇u j|2 dx+ sup |∇φ |2
∫
RN

|∇u j|2 dx+
∫
RN

u2
jφ

2 dx

= (∥φ∥2
∞ +∥∇φ∥2

∞)
∫
RN

|∇u j|2 dx+
∫
RN

u2
jφ

2 dx

(3.112)
≤ (∥φ∥2

∞ +∥∇φ∥2
∞)

(
1
2

∫
RN

u2
jφ

2 dx+ c 1
2
N
)
+
∫
RN

u2
jφ

2 dx

=

(
∥φ∥2

∞ +∥∇φ∥2
∞

2
+1
)∫

RN
u2

jφ
2 dx

+
(
∥φ∥2

∞ +∥∇φ∥2
∞

)
c 1

2
N ≤C

∫
RN

u2
jφ

2 dx+C,

(3.117)
onde tomamos C > 0, tal que

C ≥ max
{
∥φ∥2

∞ +∥∇φ∥2
∞

2
+1,

(
∥φ∥2

∞ +∥∇φ∥2
∞

)
c 1

2
N
}
.

E que, por (V3), ∫
RN

V (x)u2
jφ

2 dx ≤V∞

∫
RN

u2
jφ

2 dx. (3.118)

Finalmente, combinando (3.113)-(3.118), obtemos

L
∫
RN

u2
jφ

2 dx−C̃(L)
(3.114)
≤

∫
RN

f (u j)u jφ
2 dx

(3.113)
=

∫
RN

∇u j∇(φ 2u j)dx+
∫
RN

V (x)u2
jφ

2 dx

(3.117)+(3.118)
≤

(
C
∫
RN

u2
jφ

2 dx+C
)
+

(
V∞

∫
RN

u2
jφ

2 dx
)

= (C+V∞)
∫
RN

u2
jφ

2 dx+C.

Portanto,

L− (C+V∞)
∫
RN

u2
jφ

2 dx ≤ C̃(L)+C, isto é,
∫
RN

u2
jφ

2 dx ≤ C̃(L)+C
L− (C+V∞)

.

Tomando L > 0 suficientemente grande, isso mostra que
∫
RN

u2
jφ

2 dx é limitada e assim, por

(3.112), segue que
∫
RN

|∇u j|2 dx é limitada. Agora, vamos mostrar que ∥u j∥2
2 =

∫
RN

u2
j dx é
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limitada. Suponha, por absurdo, que ∥u j∥2
2 é ilimitada, isto é, que, a menos de subsequência,

temos ∥u j∥2
2 →+∞. Então, r j := ∥u j∥2/N

2 →+∞. Definindo ũ j(x) := u j(r jx), temos

∥∇ũ j∥2
2 = r2−N

j ∥∇u j∥2
2, ∥ũ j∥2

2 = 1. (3.119)

De fato, fazendo a substituição y = r jx, temos que dy
dx =

d(r jx)
dx = r j

N , logo, dx = r j
−Ndy.

Portanto,

∥∇ũ j∥2
2 =

∫
RN

|∇ũ j(x)|2 dx =
∫
RN

|r j∇u j(r jx)|2 dx = r j
2−N∥∇u j∥2

2,

e
∥ũ j∥2

2 =
∫
RN

ũ j(x)2 dx =
∫
RN

u j(r jx)2 dx =
∫
RN

u j(y)2r j
−N dy

= r j
−N∥u j∥2

2 =

(
∥u j∥

2
N
2

)−N

∥u j∥2
2 = 1.

Em particular, (ũ j) é uma sequência limitada em H1(RN). Podemos também observar que
ũ j(x) satisfaz

− 1
r2

j
∆ũ j +V (r jx)ũ j = λ j f (ũ j) em RN . (3.120)

De fato,
∇ũ j(x) = ∇(u j(r jx)) = r j∇u j(r jx),

e
∆ũ j(x) = ∇(∇ũ j(x)) = ∇(r j∇u j(r jx)) = r j∇(∇u j(r jx)) = r j

2
∆u j(r jx),

logo,

∆u j(r jx) =
∆ũ j(x)

r j2
.

Portanto,
−∆u j(r jx)+V (r jx)u j(r jx) = λ j f (u j(r jx))

⇒− 1
r j2

∆ũ j(x)+V (r jx)ũ j = λ j f (ũ j(x)).

Agora, afirmamos que

sup
x∈RN

∥ũ j∥2
L2(B1(x))

≡ sup
x∈RN

∫
B1(x)

ũ2
j dx → 0, conforme j →+∞, (3.121)
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onde B1(x) = {y ∈ RN ; |y− x| ≤ 1}. Para provar a afirmação, é suficiente mostrar que

ũ j(·+ y j)⇀ 0, fracamente em H1(RN) (3.122)

para qualquer sequência (y j)⊂ RN , pois assim teremos que ũ j(·+ y j)→ 0 em Lp
loc(R

N) e,
em particular, em L2(B1(x)). Assumimos que ũ j(·+ y j)⇀ ũ fracamente em H1(RN) após
extrair uma subsequência. Observamos que segue de (V2) que V (r jx+ y j)→V∞, q.t.p. em
RN . Então, por (3.120), temos V∞ũ = f (ũ) em RN . Como ũ(x) ∈ H1(RN) e ξ = 0 é uma
solução isolada de V∞ξ = f (ξ ), temos ũ ≡ 0. Isso implica (3.122) e, portanto, (3.121).

Pelo Lema de Lions (cf. Apêndice A.9), para o p dado em ( f2), segue que ∥ũ j∥p+1 → 0
conforme j →+∞. Pelos itens ( f1)− ( f2), temos para qualquer δ > 0 existe Cδ > 0, tal que

| f (ξ )− f ′+(0)ξ ||ξ | ≤ δξ
2 +Cδ |ξ |p+1, para todo ξ ∈ R.

Assim, tomando ξ = ũ j e integrando, temos∣∣∣∣∫RN
( f (ũ j)− f ′+(0)ũ j)ũ j dx

∣∣∣∣≤ δ∥ũ j∥2
2 +Cδ∥ũ j∥p+1

p+1 → δ , conforme j →+∞.

Como δ > 0 é arbitrário, temos∫
RN

( f (ũ j)− f ′+(0)ũ j)ũ j dx → 0. (3.123)

Observamos que f ′+(0)<V∞ segue de (V5) e da Proposição 1.1. Multiplicando (3.120)
por ũ j e integrando, e usando (3.119) e (3.123), temos que

1
r2

j
∥∇ũ j∥2

2 =
1
r2

j

∫
RN

∇ũ j
2 dx

(∗)
= − 1

r2
j

∫
RN

ũ j∆ũ j dx

(3.120)
= −

∫
RN

V (r jx)ũ2
j dx+λ j

∫
RN

f (ũ j)ũ j dx

=−
∫
RN

(V (r jx)−λ j f ′+(0))ũ
2
j dx+λ j

∫
RN

( f (ũ j)− f ′+(0)ũ j)ũ j dx

(3.123)→ −(V∞ − f ′+(0))∥ũ j∥2
2

(3.119)→ −(V∞ − f ′+(0))< 0, quando j →+∞.

Isso é uma contradição e, portanto, ∥ũ j∥2
2 é limitada conforme j →+∞ e, portanto, ∥u j∥2

2

também o é.
Dessa forma, como ∥u j∥2

H1(RN)= ∥u j∥2
2+
∫
RN

u2
j dx, segue que (u j)⊂H1(RN) é limitada,

como queríamos provar.
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Observe ainda que quando N ≥ 3, a prova da limitação da sequência é mais simples,
conforme provado a seguir.

Proposição 3.8. Quando N ≥ 3, podemos mostrar diretamente a limitação de ∥u j∥2
2.

Demonstração. Observe que I′
λ j
(u j)u j = 0, ou seja,

∫
RN

|∇u j|2 +V (x)u2
j dx = λ j

∫
RN

f (u j)u j dx (3.124)

Por ( f1)− ( f2), para qualquer δ > 0, existe Cδ > 0, tal que

f (s)≤ ( f ′+(0)+δ )s+Cδ s
N+2
N−2 , para todo s ≥ 0. (3.125)

Assim, por (1.5), (3.124) e (3.125), segue que

α0

∫
RN

u2
j dx ≤

∫
RN

|∇u j|2 +V (x)u2
j dx ≤

∫
RN

f (u j)u j dx

≤( f ′+(0)+δ )
∫
RN

u2
j dx+Cδ

∫
RN

u2∗
j

=( f ′+(0)+δ )
∫
RN

u2
j dx+Cδ∥u j∥2∗

L2∗(RN)
dx.

Como N ≥ 3, podemos aplicar a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (cf.
Apêndice A.3), para concluir que

α0

∫
RN

u2
j dx ≤ ( f ′+(0)+δ )

∫
RN

u2
j dx+CδC∥∇u j∥2∗

2 .

Escolhendo f ′+(0)+δ < α0, temos que

[α0 − ( f ′+(0)+δ )]∥u j∥2
2 ≤CδC

∥∥∇u j
∥∥2∗

2 , logo ∥u j∥2
2 ≤

CδC
∥∥∇u j

∥∥2∗

2
α0 − ( f ′+(0)+δ )

,

o que mostra que ∥u j∥2
2 é limitada.

Provada a limitação da sequência (u j), devemos mostrar que (u j) satisfaz as hipóteses do
Lema 3.6. Para isso, demonstraremos o lema a seguir.

Lema 3.7. Assumindo que ( f1)− ( f3) e (V1)− (V5) são satisfeitas, então a sequência (u j)⊂
H1(RN) é uma sequência de Palais-Smale para o funcional I satisfazendo limsup

j→+∞

I(u j)≤ c

e ∥u j∥H1(RN) ̸→ 0.
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Demonstração. O fato de ∥u j∥H1(RN) ̸→ 0 segue do Lema 3.4. Agora, pela definição de
I(u j) e de Iλ j(u j), temos que

I(u j) = Iλ j(u j)+(λ j −1)
∫
RN

F(u j)dx. (3.126)

Como, pela Proposição 3.7, (u j)⊂ H1(RN) é limitada, segue que
∫
RN

|F(u j)|dx ≤C1, onde

C1 é uma constante real positiva. Dessa forma, (3.126) implica em

I(u j)≥ cλ j −
1
2

C1.

Também lembramos que Iλ j(u j)≤ cλ j , que λ j → 1 e que, pelo Lema 3.1, a função λ j → cλ j

é contínua pela esquerda, então lim
j→+∞

cλ j = c. Assim, a sequência (u j) é limitada, além disso,

por (3.126) obtemos

limsup
j→+∞

I(u j) = limsup
j→+∞

Iλ j(u j)+(λ j −1)
∫
RN

F(u j)dx

≤ limsup
j→+∞

cλ j +(λ j −1)
∫
RN

F(u j)dx = c.

Por outro lado, no dual de H1(RN),

I′(u j) = I′
λ j
(u j)+(λ j −1)

∫
RN

f (u j)dx.

Como (u j)⊂ H1(RN) é limitada, então
∫
RN

f (u j)dx é limitada, logo lim
j→+∞

I′(u j) = 0. Por-

tanto, (u j) é uma sequência de Palais-Smale.

Agora, estamos em condições de provar o resultado principal desta dissertação.

Demonstração do Teorema 3.1. Pela Proposição 3.7 e pelo Lema 3.7, temos que (u j) ⊂
H1(RN) é uma sequência de Palais-Smale limitada que satisfaz

limsup
j→+∞

I(u j)≤ c e ∥u j∥H1(RN) ̸→ 0.

Assim, (u j) satisfaz as hipóteses do Lema 3.6 para λ = 1 e, portanto, I possui um ponto
crítico não trivial. Pelo Teorema 1.3, temos que esse ponto crítico é uma solução não negativa
do problema (1.3). A fim de provar que essa solução é positiva. Primeiro, considaremos
o caso em que f é Hölder contínua. Nesse caso, concluiremos que toda solução fraca do
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problema é uma solução clássica e aplicaremos o Princípio do Máximo Forte (cf. Apêndice
A.14).

De fato, seja Ω ⊂ RN um aberto limitado de classe C2,α . Vamos supor inicialmente
que N ≥ 3 e usar um argumento conhecido como "bootstrap". O primeiro passo é usar as
imersões de Sobolev H1(Ω) ↪→ L2∗(Ω) para concluir que u ∈ L2∗(Ω). Por outro lado, segue
da Proposição 1.2 que

| f (s)|< ( f ′+(0)+ ε)s+C̃εsp, para todo s ∈ R,

logo,

| f (s)|
2∗
p ≤

(
( f ′+(0)+ ε)|s|+C̃ε |s|p

) 2∗
p ≤ c3|s|

2∗
p + c4|s|2

∗
≤ c5 + c6|s|2

∗
, ∀ s ∈ R.

Como Ω é limitado e u ∈ L2∗(Ω), segue da expressão acima que f (·,u) ∈ Lp1(Ω), com
p1 =

2∗
p , então podemos aplicar o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. Apêndice

A.15) para concluir que u ∈W 2,p1(Ω). Temos então dois casos a considerar:
Caso 1: 2p1 > N.
Pelas imersões de Sobolev (cf. Apêndice A.1), temos

u ∈W 2,p1(Ω) ↪→C1−
[

N
p1

]
,γ
(Ω) ↪→C0,γ(Ω).

Como f é Hölder contínua, temos que | f (x,s)− f (y, t)| ≤ c7|(x,s)− (y, t)|β , para todo
x,y ∈ Ω, s, t ∈ R para algum β ∈ (0,1]. Então, para x e y próximos em Ω, vale que

| f (x,u(x))− f (y,u(y))| ≤ c7 (|x− y|+ |u(x)−u(y)|)β ≤ c7 (|x− y|+ c8|x− y|γ)β .

Logo,
| f (x,u(x))− f (y,u(y))| ≤ c8

(
|x− y|β + |x− y|γβ

)
.

Assim, temos
| f (x,u(x))− f (y,u(y))|

|x− y|γβ
≤ c9

(
|x− y|β−γβ+1

)
≤ c10,

visto que Ω é limitado e β ≥ γβ . Esta expressão implica que f (·,u) ∈ C0,γβ (Ω). Segue
então, pelo Teorema de Schauder (cf. Apêndice A.15), que u ∈C2,γβ (Ω), sendo, portanto,
uma solução clássica do problema.

Caso 2: 2p1 ≤ N.
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Pelas imersões de Sobolev (cf. Apêndice A.1), obtemos u ∈W 2,p1(Ω) ↪→ Lq1(Ω), para

q1 =
N p1

N −2p1
. Assim, devido ao crescimento de f , concluímos que f (·,u) ∈ Lp2(Ω), com

p2 =
q1

p
=

N p1

p(N −2p1)
,

e, portanto, segue do Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. Apêndice A.15) que
u ∈ W 2,p2(Ω). Se 2p2 > N, podemos argumentar como no Caso 1 e provar que u é uma
solução clássica. Caso contrário, podemos iterar esse processo k vezes para obter pm,qm,
com m = 1, . . . ,k, tais que

p1 =
2∗

p
, pm+1 =

qm

p
, qm =

N pm

N −2pm
,

e, além disso, u ∈W 2,pm(Ω), para todo m = 1,2, . . . ,k. Afirmamos que, para algum k ∈ N,
vale 2pk > N e então, pelo Caso 1, u ∈W 2,pk(Ω) ↪→C0,γk(Ω), sendo uma solução clássica.
Para verificar a afirmação, notemos que, como p < 2∗−1, temos

p2

p1
=

q1

2∗
=

N
N p−2 ·2∗

>
N

N(2∗−1)−2 ·2∗
= 1, e, portanto,

p2

p1
= 1+δ , para algum δ > 0.

Como
p3

p2
=

q2

q1
=

p2

p1

(
N −2p1

N −2p2

)
>

p2

p1
= 1+δ ,

obtemos p3 > p2(1+δ ) = (1+δ )2p1. Iterando esse processo, concluímos que pk > (1+
δ )k−1 p1. Logo, 2pk > N para algum k suficientemente grande, o que conclui a prova para
N ≥ 3.

Quando N ≤ 2, podemos usar somente o Caso 1. De fato, pelas imersões de Sobolev
(cf. Apêndice A.1), sabemos que u ∈ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q ≤+∞. Assim, basta escolher
p1 =

q
p

, para q suficientemente grande, e garantir que 2p1 > N. Como o argumento é local,

podemos aplicá-lo em bolas BR(x) de raio R e centradas em cada ponto x ∈ RN . Logo,
u ∈C2(RN) e u é uma solução clássica do problema. Portanto, pelo Princípio do Máximo
Forte (cf. Apêndice A.14), temos que u é uma solução positiva do problema (1.3).

Agora, consideremos o caso em que f não é Hölder contínua. Argumentando como no
Caso 2, aplicamos recursivamente o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. Apêndice
A.15) até obter um índice pk suficientemente grande tal que pk > N. Isso nos garante que
u ∈ C1,γ(Ω), para todo aberto Ω ⊂ RN . Portanto, u ∈ C1,γ(RN). Dessa forma, definindo
Ω := {x ∈ RN : u ≥ 0}, dada uma função teste v ∈C1

0(Ω) não negativa, existe uma constante
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αu ≥ 0, tal que v−αuu ⊥ u no produto interno associado a norma ∥ · ∥V . Logo,

L(u,v) := ⟨u,v⟩V = ⟨u,αuu⟩V = αu∥u∥2
V > 0.

Assim, podemos aplicar o Teorema A.15.3 (cf. Apêndice A.15) para obter que

sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+ = 0,

pois u = 0 em ∂Ω. Como Ω é o domínio onde a solução u é positiva, isto nos leva a uma
contradição, a menos que ∂Ω seja vazia. Portanto, Ω = RN e concluímos que u é uma
solução positiva em todo RN .

3.4 Uma Solução de Energia Mínima

Como resultado adicional, terminaremos esta dissertação mostrando a existência de uma
solução de energia mínima sob as hipóteses do Teorema 3.1. Para isso, utilizaremos o
resultado provado anteriormente de que I possui um ponto crítico não trivial.

Teorema 3.6. Sob as hipóteses do Teorema 3.1, a equação (1.3) possui uma solução de
energia mínima. Ou seja, existe uma solução u0 ∈ H1(RN), tal que I(u0) = m, onde

m = inf{I(u);u ̸= 0, I′(u) = 0}.

Demonstração. Seja (un)⊂ H1(RN) uma sequência de pontos críticos não triviais de I, tal
que I(un)→ m. Pelo Lema 3.4, sabemos que ∥un∥H1(RN) ̸→ 0. Além disso, como (I(un))

é limitada superiormente, podemos usar um raciocínio análogo ao da demonstração da
Proposição 3.7 para concluir que (un) é limitada, isto é, existe C > 0, tal que ∥un∥V ≤ C,
para todo n ∈ N. Aplicando a Proposição 1.2 e usando a equivalência das normas ∥ · ∥H1(RN)

e ∥ · ∥V , temos∫
RN

|F(un)|dx ≤C1∥un∥2
H1(RN)+C2∥un∥p+1

H1(RN)
≤C3∥un∥2

V +C4∥un∥p+1
V ≤C5,

onde C1, C2, C3, C4 e C5 são constantes positivas. Como consequência, segue que

|I(un)|=
∣∣∣∣12∥un∥2

V −
∫
RN

F(un)dx
∣∣∣∣≤ 1

2
∥un∥2

V +
∫
RN

|F(un)|dx ≤C4.
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Dessa forma, m >−∞ e (un)⊂ H1(RN) é uma sequência de Palais-Smale limitada para o
funcional I. Pelo Teorema 3.2 e pela Observação 3.5, existe uma subsequência de (un), ainda
denotada por (un), um inteiro l ∈ N∪{0}, sequências (yk

n) ⊂ RN e funções wk ∈ H1(RN),
para 1 ≤ k ≤ l, tais que

(i) un ⇀ uλ com I′(uλ ) = 0,

(iii) wk
λ
̸= 0 e I′∞(w

k
λ
) = 0 para 1 ≤ k ≤ l,

(iv)

∥∥∥∥∥un −uλ −
l

∑
k=1

wk
λ
(·− yk

n)

∥∥∥∥∥
V

→ 0,

(v) Iλ (un)→ I(uλ )+
l

∑
k=1

I∞,λ (w
k
λ
),

onde no caso l = 0, os itens acima ainda são verdadeiros sem wk
λ

e (yk
n).

Agora, considere o problema limite dado por

−∆u+V∞u = f (u), u ∈ H1(RN).

O funcional I∞ : H1(RN)→ R associado a este problema é dado por

I∞(u) =
1
2

∫
RN

(
|∇u|2 +V∞u2)dx−

∫
RN

F(u)dx.

Seja m∞ o nível de energia mínima para I∞, ou seja,

m∞ = inf{I∞(u) | u ̸= 0, I′∞(u) = 0}.

Assim como na prova do Lema 3.6, assumimos V ̸≡V∞, caso contrário, não há nada o que
demonstrar. Logo, c < m∞. Além disso, na prova do Teorema 3.1 obtemos um ponto crítico
não trivial u de I satisfazendo I(u)≤ c. Desse modo, temos que

m ≤ I(u)≤ c < m∞. (3.127)

Afirmamos que u0 ̸= 0. De fato, se u0 = 0, então I(u0) = 0. Supondo que l = 0, pelo
item (iv) acima e pelo fato de que ∥un∥H1(RN) ̸→ 0, chegamos a uma contradição, logo l ≥ 1.
Utilizando a definição de m∞ e os itens (iii) e (v) acima, obtemos

m = lim
n→+∞

I(un) = I(u0)+
l

∑
k=1

I∞(wk) =
l

∑
k=1

I∞(wk)≥ lm∞ ≥ m∞,
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o que contradiz a equação (3.127). Portanto, u0 ̸= 0, como desejávamos.
Usando o item (v) e a definição de m, podemos concluir, por um lado, que m ≤ I(u0). Por

outro lado, também procedendo como na prova do Lema 3.6 e tomando o caso λ = 1, temos
que m∞ > 0. Consequentemente, I∞(wk)≥ m∞ > 0 para cada k ∈ {1,2, . . . , l}. Portanto, pelo
item (v), temos que

m = I(u0)+
l

∑
k=1

I∞(wk)≥ I(u0),

o que implica que I(u0) = m, concluindo assim a prova do teorema.



Apêndice A

Resultados importantes

Neste Apêndice, apresentamos alguns resultados importantes que serão usados diversas
vezes ao longo do trabalho. Para um estudo mais aprofundado de tais resultados, indicamos
suas respectivas referências.

A.1 Imersões de Sobolev

Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto, com fronteira suave. Então o Espaço de Sobolev dado
por

W 1,2(Ω) = H1(Ω) =
{

u : Ω → R : Dαu ∈ L2(Ω), ∀|α| ≤ 1
}
,

é um espaço de Banach com a norma

∥u∥H1(Ω) =

(∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx
)1/2

.

Definição A.1.1 (Imersão contínua). Sejam E1, E2 espaços normados, tais que E1 ⊂ E2.
Dizemos que E1 está imerso continuamente em E2, e denotamos E1 ↪→E2, quando a aplicação
inclusão i : E1 → E2, dada por i(x) = x, é contínua.

Definição A.1.2 (Imersão compacta). Sejam E1,E2 espaços normados, tais que E1 ⊂ E2.
Dizemos que E1 está imerso compactamente em E2, e denotamos E1 ↪→↪→ E2, quando a
aplicação inclusão i : E1 → E2, dada por i(x) = x, é compacta.

Teorema A.1.1 (Imersões Contínuas de H1(Ω)). Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto, com
fronteira suave. Então as seguintes Imersões de Sobolev são contínuas:

• para N ≥ 3 e q ∈ [2,2∗], vale que H1(Ω) ↪→ Lq(Ω);
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• para N = 1,2 e q ∈ [2,+∞), vale que H1(Ω) ↪→ Lq(Ω).

E como consequência, dado q para o qual vale a continuidade da imersão, existe Cq > 0
constante, tal que

∥u∥Lq(Ω) ≤Cq∥u∥H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω).

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Haim Brezis [7, Seção 9.3].

Teorema A.1.2 (Imersões Compactas de H1(Ω)). Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto e
limitado, com fronteira suave. Então as seguintes imersões de Sobolev são compactas:

• para N ≥ 3 e q ∈ [2,2∗) vale que H1(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω);

• para N = 1,2 e q ∈ [2,+∞), vale que H1(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω).

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Haim Brezis [7, Seção 9.3].

Consideremos agora o Espaço de Sobolev geral dado por

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) para todo multi-índice α , tal que |α| ≤ k},

onde Ω ⊂ RN é um aberto, 1 ≤ p ≤+∞ e k ∈ N∪{0}.
Temos o seguinte resultado:

Teorema A.1.3 (Imersões Contínuas de W k,p(Ω)). Seja Ω⊂RN um conjunto aberto limitado,
de classe C1 e k ∈ N. Então as seguintes Imersões de Sobolev são contínuas:

(i) se kp < N, então W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q ≤ N p
N−kp ;

(ii) se kp = N, então W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q <+∞;

(iii) se kp > N, então W k,p(Ω) ↪→Ck−
⌊

N
p

⌋
−1,γ

(Ω), onde:

γ =


⌊

N
p

⌋
+1− N

p , se N
p ̸∈ Z,

para todo γ ∈ (0,1), se N
p ∈ Z,

e
⌊

N
p

⌋
é o maior inteiro menor ou igual a N

p .

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Adams [2, Teorema 5.4].
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A.2 Identidade de Pohozaev

Teorema A.2.1 (Identidade de Pohozaev). Se u ∈ H1(RN) \ {0} é solução da equação
−∆u = g(x,u), onde g : Ω×R→ R é contínua, então u satisfaz:

2N
∫
RN

G(x,u)dx+2
N

∑
i=1

∫
RN

xiGxi(x,u)dx = (N −2)
∫
RN

|∇u|2 dx,

onde G(x,u) =
∫ u

0
g(x,s)ds e assumindo que G e |∇G| pertencem a L1(RN).

Demonstração. A demonstração se encontra no artigo de De Figueiredo-Lions-Nussbaum
[9, Lema 1.1].

A.3 Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Teorema A.3.1 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 ≤ p < N, então existe
C =C(N, p)> 0, tal que

∥u∥Lp∗(RN) ≤C∥∇u∥Lp(RN),

para todo u ∈W 1,p(RN), onde p∗ =
N p

N − p
.

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 9.9].

A.4 Desigualdade de Young

Definição A.4.1. Dado 1 < r <+∞, dizemos que s ∈ R é o expoente conjugado de s, se

1
r
+

1
s
= 1,

E convencionamos s = +∞, quando r = 1. Também é comum usar a notação p′ para o
expoente conjugado de p.

Teorema A.4.1 (Desigualdade de Young). Sejam a ≥ 0 e b ≥ 0 números reais, então vale a
desigualdade:

ab ≤ ar

r
+

bs

s
,

onde s é o expoente conjugado de r.

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 4.6].
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Observação A.4.1. Como caso particular da Desigualdade de Young, para todo ρ > 0,
tomando â = a r

√
ρr e b̂ = b

r√ρr , temos a desigualdade

ab = âb̂ ≤ âr

r
+

b̂s

s
= ρar +Cρbs,

onde
Cρ = 1

(ρr)s/rs
.

A.5 Desigualdade de Hölder

Seja Ω ⊂ RN um conjunto mensurável, e 1 ≤ p ≤+∞. O espaço de Lebesgue dado por

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R :

∫
Ω

|u|p dx <+∞

}
,

é um espaço de Banach com a norma

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx
)1/p

.

Teorema A.5.1 (Desigualdade de Hölder). Dado 1 ≤ p ≤ +∞, considere u ∈ Lp(Ω) e
v ∈ Lp′(Ω). Então uv ∈ L1(Ω) e∫

Ω

|uv|dx ≤ ∥u∥Lp(Ω)∥v∥Lp′(Ω).

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 4.6].

A.6 Desigualdade de Moser-Trundinger

Teorema A.6.1 (Desigualdade de Moser-Trundinger). Suponha que N ≥ 2. Então, para

qualquer α ∈ (0,αN), onde αN é dado por αN = Nω

1
N−1
N−1 e ωN−1 é a área da superfície da

esfera unitária em RN , existe uma constante Cα > 0, tal que

∫
RN

ΦN

(
α

(
|u(x)|
∥∇u∥N

) N
N−1
)

dx ≤Cα

∥u∥N
N

∥∇u∥N
N
,

para u ∈W 1,N(RN)\{0}.
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Demonstração. A demonstração se encontra no artigo de Adachi-Tanaka [1, Teorema 0.1].

A.7 Desigualdade de Jensen

Definição A.7.1 (Função convexa). Uma função ϕ é dita convexa em um intervalo I se dados
x1,x2 ∈ I e λ ∈ (0,1), vale que

ϕ(λx1 +(1−λ )x2)≤ λϕ(x1)+(1−λ )ϕ(x2).

Teorema A.7.1 (Desigualdade de Jensen). Se ϕ é uma função convexa em um intervalo I ⊂R
e x1,x2, . . . ,xn ∈ I são pontos no intervalo, então para quaisquer coeficientes λ1,λ2, . . . ,λn,
tais que λ1 +λ2 + · · ·+λn = 1 e λi ≥ 0 para todo i, temos a seguinte desigualdade:

ϕ

(
n

∑
i=1

λixi

)
≤

n

∑
i=1

λiϕ(xi).

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Wheeden e Zygmund [26, Teorema
7.35].

Corolário A.7.1. Se a j ≥ 0 para 1 ≤ j ≤ n e p ≥ 1, então(
n

∑
j=1

a j

)p

≤ np−1
n

∑
j=1

ap
j .

Demonstração. Aplicando a desigualdade de Jensen a função convexa ϕ(x) = xp, com

λ j =
1
n

para cada j, temos

(
1
n

n

∑
j=1

a j

)p

= ϕ

(
n

∑
j=1

1
n

a j

)
≤

(
n

∑
j=1

1
n

ϕ(a j)

)
=

1
n

n

∑
j=1

ap
j .

A.8 Lema de Schwartz

Lema A.1 (Lema de Schawrtz). Suponha que um funcional ϕ : X → R satisfaz:

(i) para todo u ∈ X, a Derivada de Gateaux Dϕ(u) : X → R existe, e é um operador
linear limitado;
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(ii) o operador diferencial Dϕ : X → X ′ é contínuo.

Então ϕ é de classe C1. Nesse caso, a Derivada de Gateaux de ϕ coincide com a Derivada
de Fréchet de ϕ .

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada no livro de Schwartz [22, Lema 1.15].

A.9 Lema de Lions

Lema A.9.1 (Lema de Lions). Assuma que (vn) é limitada em H1(RN) e que

sup
z∈RN

∫
B1(z)

|vn|2 dx → 0.

Então, ∥vn∥r → 0 para r ∈ ]2,2∗[ quando N ≥ 3 e para r ∈ ]2,+∞[ quando N = 1,2. Aqui,
B1(z) = {y ∈ RN | |y− z| ≤ 1}.

Demonstração. A demonstração para o caso N ≥ 3 se encontra no artigo de Lions [20, Lema
1.1]. Para os casos N = 1 e N = 2, a demonstração é a mesma trocando 2∗ por +∞, conforme
observado por Lions no mesmo artigo.

A.10 Lema da Deformação

Lema A.2 (Lema de Deformação). Sejam X um espaço de Banach, I ∈ C1(X ,R), c ∈ R,
ε > 0 e Ic = {u ∈ X : I(u)≤ c} ⊂ X. Se

∥I′(u)∥ ≥ 4ε,

para todo u ∈ I−1([c−2ε,c+2ε]), então existe η ∈C(X ,X), tal que:

(i) η(u) = u, ∀u /∈ I−1([c−2ε,c+2ε]);

(ii) η(Ic+ε)⊂ Ic−ε .

Demonstração. A demonstração do Lema de Deformação é um caso particular do Lema
de Deformação Quantitativo, cujo enunciado e prova podem ser encontrados no livro de
Willem [27, Lema 2.3]. Para deduzir o Lema de Deformação a partir do resultado geral,
basta tomar S = X e δ = 1. Além disso, no Lema de Deformação Quantitativo, a deformação
é parametrizada por t ∈ [0,1], representando o processo contínuo de deformação. No Lema
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de Deformação, consideramos diretamente o estado final dessa deformação, correspondente
ao instante t = 1, onde a função η : X → X satisfaz as propriedades desejadas.

A.11 Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

Teorema A.11.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja Ω ⊂ RN um
conjunto Lebesgue-mensurável, e ( fn) uma sequência de funções Lebesgue-mensuráveis
e integráveis, definidas sobre Ω. Suponha que exista uma função Lebesgue-mensurável
f : Ω → R, tal que

fn(x)→ f (x), q.t.p. em Ω.

Suponha também que exista uma função integrável g : Ω → R, tal que

| fn| ≤ g, q.t.p. em Ω, ∀n ∈ N.

Então f é integrável e vale que ∫
Ω

f dx = lim
n→+∞

∫
Ω

fn dx.

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Gerald Folland [12, Teorema 2.24].

A.12 Teorema de Vainberg

Teorema A.12.1 (Teorema de Vainberg). Seja Ω ⊂ RN um conjunto Lebesgue-mensurável,
( fn) uma sequência de funções em Lp(Ω), e f ∈ Lp(Ω), tal que

∥ fn − f∥Lp(Ω) → 0,

quando n →+∞. Então existem uma subsequência ( fnk) e uma função h ∈ Lp(Ω), tais que:

(a) fnk(x)→ f (x), q.t.p. em Ω;

(b) | fnk(x)| ≤ h(x), q.t.p. em Ω, para todo k ∈ N.

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Haim Brezis [7, Teorema 4.9].
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A.13 Operador de Superposição

Teorema A.13.1. Suponha que 1 ≤ p,q,r,s <+∞, f ∈C(Ω×R) e

| f (x,u)| ≤ c(|u|p/r + |u|q/s).

Então, para todo u ∈W 1,p(Ω)∩Lq(Ω), temos que f (·,u) ∈ Lr(Ω)+Ls(Ω) e que o operador

A : Lp(Ω)∩Lq(Ω)→ Lr(Ω)+Ls(Ω)

u → f (x,u)

é contínuo.

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Willem [27, Teorema A.4].

A.14 Princípio do Máximo Forte

Sejam Ω ⊂ RN um aberto, u ∈C2(Ω) e os coeficientes ai j,bi,c : Ω → R funções dadas.
O operador diferencial elíptico de segunda ordem

Lu :=
N

∑
i, j=1

ai j(x)uxix j +
N

∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u

é dito uniformemente elíptico em Ω se existe uma constante θ0 > 0, tal que a função

θ(x) := inf
ξ∈RN ,|ξ |=1

N

∑
i, j=1

ai j(x)ξiξ j

satisfaz θ(x)≥ θ0 para todo x ∈ Ω.

Teorema A.14.1 (Princípio do Máximo Forte). Seja Ω ⊂ RN um aberto conexo, L um
operador uniformemente elíptico em Ω com c ≡ 0 e u ∈C2(Ω)∩C(Ω). Então:

(i) se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge um máximo em Ω, então u é constante em Ω;

(ii) se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge um mínimo em Ω, então u é constante em Ω.

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Evans [11, Teorema 3, Capítulo
6].
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A.15 Regularidade de Soluções

Suponha que Ω ⊂ RN é um domínio e u ∈ H1(Ω) é uma solução fraca do problema−∆u = f , em Ω,

u = 0, em ∂Ω.

Então, valem os seguintes resultados.

Teorema A.15.1 (Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg). Se Ω é de classe C2, ∂Ω é
limitada e f ∈ Lp(Ω), com 1 < p < +∞, então u ∈ W 2,p(Ω) e existe uma constante C =

C(Ω, p)> 0, tal que
∥u∥W 2,p(Ω) ≤C∥ f∥Lp(Ω).

Demonstração. A demonstração se encontra nos artigos de Agmon [3] e de Agmon-Douglis-
Nirenberg [4].

Teorema A.15.2 (Teorema de Schauder). Se Ω é limitado e de classe C2,α , f ∈C0,α(Ω) e
u ∈C0,α(Ω), então u ∈C2,α(Ω) e existe uma constante C =C(Ω,α)> 0, tal que

∥u∥C2,α (Ω) ≤C∥ f∥C0,α (Ω).

Demonstração. A demonstração se encontra no artigo de Agmon [3, Teorema 8.2] e no
artigo de Agmon-Douglis-Nirenberg [4, Teorema 6.1].

Considere o operador diferencial elíptico de segunda ordem

Lu :=
N

∑
i, j=1

(ai j(x)ux j +bi(x)u)xi +
N

∑
i=1

ci(x)uxi +d(x)u,

cujos coeficientes ai j,bi,ci,d : Ω → R são funções mensuráveis.

Teorema A.15.3. Seja u ∈W 1,2(Ω) satisfazendo que Lu ≥ 0 em (Ω). Então, sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+.

Demonstração. A demonstração se encontra no livro de Gilbarg-Trudinger [13, Teorema
8.1].
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