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Abstract

In this work, we study the tidy subgroup theory developed by G. Willis in the paper
[Wil94], about the structure of locally compact and totally disconnected groups.
We also show that the integer valued function, s, called the scale function, is well
defined and continuous. Finally, we use these results to show the conjecture proposed
by Hoffman and Mukherjea in their paper, Concentration Funtions and a Class of

Non-Compact Groups, that says that a locally compact group is a neat group.

Keywords: Totally disconnected group; Locally compact group; Tidy; subgroup



Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de subgrupos tidy desenvolvida por G. Willis em
[Wil94], sobre a estrutura de grupos localmente compactos e totalmente desconexos.
Mostramos que a funcao s de valor inteiro, chamada de funcao escala é bem definida
e é continua. Por fim, usamos esses resultados para a demonstracao da conjectura
proposta por Hoffman e Mukherjea em Concentration Functions and a Class of

Non-Compact Groups que diz que um grupo localmente compacto é um grupo neat.

Palavras-chave: Grupos Totalmente Desconexos; Grupos Localmente Compactos;

Subgrupos Tidy.
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“Bu sou o Alfa e o Omega, 0
Primeiro e o Ultz'mo, o Principio e
o Fim. Bem-aventurados aqueles
que lavam as suas vestiduras [no
sangue do Cordeiro], para que lhes
assista o direito a drvore da vida, e

entrem na cidade pelas portas.”
—(Apocalipse 22:13,14)

“Se, com a tua boca, confessares
Jesus como Senhor e, em teu
coracao, creres que Deus o
ressuscitou dentre os mortos, serds
salvo. Porque com o coracdo se cré
para justica e com a boca se

confessa a respeito da salvacdo.”
—(Romanos 10:9,10)
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de grupos tem sido um tépico importante da algebra abstrata hé bastante
tempo, além disso, eles estao presentes em toda a matematica e proporcionam um
vasto campo para novas pesquisas. Este trabalho se concentra no estudo de algumas
estruturas dos grupos localmente compactos e totalmente desconexos, a referéncia
principal para o desenvolvimento dessa dissertagao foi o artigo G. Willis, 1994, The
Sctructure of Totally Desconnected, Locally Compact Groups (citado apenas como
[Wil94]). Entretanto, foram utilizados outros dois artigos para a conclusao deste
trabalho; Karl H. Hofmann; Arunava Mukherjea, 1981, Concentration Functions and
a Class of Non-Compact Groups (citado como [HM81]) W. Jaworski, J. Rosenblatt
e G. Willis, 1996, Concentration functions in locally compact groups (citado como
[JRW96]) .

Um grupo ¢ dito totalmente desconexo se os inicos conjuntos conexos sao o vazio e

os conjuntos unitarios. Ja um grupo localmente compacto é um grupo em que cada
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elemento possui uma vizinhanga compacta. Consideremos G um grupo localmente
compacto, entao existe um subgrupo normal C' de G que é maximal quanto a ser
conexo tal que G/C' é localmente compacto e totalmente desconexo (veja E. Hewwit

e K. Ross, Abstract Harmonic Analysis, Teorema 7.3, pagina 60).

Assim para entendermos a estrutura de um grupo localmente compacto podemos
recorrer aos grupos C' que é a componente conexa da identidade de G e G/C local-
mente compacto e totalmente desconexo. Contudo, se por um lado a estrutura de
um grupo localmente compacto e conexo é mais ou menos entendida (veja [MD55],
Teorema 4.6) por outro, a estrutura de um grupo localmente compacto e totalmente

desconexo é ainda muito complexa.

Hoffman e Mukherjea, em [HM81], definiram que um grupo nao compacto G local-
mente compacto possui um comportamento estranho se satisfaz as seguintes condi-

goes:
1. existe um subgrupo normal fechado N de G tal que G/N é compacto;
2. o subgrupo N contém um subgrupo U compacto;

3. existe um elemento x tal que para cada vizinhanca V de U temos que N C

Un21 "V,

Os grupos que possuem um comportamento estranho foram chamados de Strange
Group por Hoffman e Mukherjea, e aos grupos que nao sao estranhos deram o nome
de Neat Group. No mesmo artigo, [HM81], eles conjecturaram que todo grupo lo-

calmente compacto nao tem um comportamento ‘Estranho’. A conjectura diz que
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um grupo localmente compacto é um Neat Group.

Para o caso localmente compacto conexo, Hoffman e Mukherjea provaram que a con-
jectura vale, reduzindo o problema para o caso totalmente desconexo, esse caso foi
provado por Jaworski, Rosenblatt e Willis em [JRW96]. Para provar esse resultado
eles utilizaram os seguintes teoremas:

Teorema A [Wil94]. Para cada elemento x em um grupo localmente compacto e to-

talmente desconexo G, existe um subgrupo aberto compacto U de G tal que colocando

Ky =Ne2"Uz™ e K_=[),5o2 "Ux" tem-se
Z) U - K+K_ = K_K_;’_;
) Upso 2" Kz e U, 502 "K_12" sdo subgrupos fechados de G.

Um subgrupo aberto compacto U possuindo as propriedades i) e ii) é chamado de
subgrupo tidy para x.

Os subgrupos normais compactos e abertos sao subgrupos tidy para x, no Capitulo
3 veremos esse e outros exemplos com mais detalhes.

Uma propriedade significativa dos subgrupos fechados e compactos Ky e K_ é a
relacao de continéncia que existe entre os subgrupos K, ez K o ' e K_ex ' K_x.

Essa propriedade nos diz que K, C 2K, 2 ' e K_ C 2 'K_x, ver o Lema 3.2.3.

Teorema B [Wil94]. Sejam UM e U dois subgrupos tidy para x e sejam Kf) =

Mnso g UMz e Kf) = N0 e"UP ™. Entdo
[xKJ(rl)x_l ; KJ(:)] = [fo)x_l : Kf)] < +o0.

A fungio s : G — N tal que s(z) = [xK o' : K| estd bem definida e é chamada
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fungao escala de x.

Temos que a funcao escala é igual a 1 para qualquer elemento x de um subgrupo
normal compacto e aberto U, o qual é tidy sob a conjugacao de x, pois xK x7! =
K, =U.

Teorema C [Wil94]|. Seja U um subgrupo tidy para x. Entdo U € tidy para cada
y € UzU e s(y) = s(x). Mais do que isso, a fun¢ao s € continua, onde N € munido
da topologia discreta.

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar os Teoremas A, B e C, os quais

foram usados para provar que a Conjectura de Hoffman e Mukherjea vale para grupos

localmente compactos e totalmente desconexos.

Nas duas primeiras se¢oes do Capitulo 2, abordaremos conceitos basicos de teoria de
grupos e topologia. J& na Secao 2.3, apresentaremos algumas nogoes sobre grupos
topoldgicos e brevemente sera dado o conceito de subgrupos tidy. Além disso, inclui-
remos uma série de resultados técnicos que serao necessarios para as demonstracoes
dos Teoremas A, B e C. O leitor que tem familiaridade com estes conceitos podera
saltar o capitulo e recorrer a ele quando supor necessario ou caso seja solicitado.

No Capitulo 3, temos os resultados de primazia deste trabalho, esses tiveram como
base o artigo do [Wil94]. Aprofundaremos um pouco mais nosso estudo sobre sub-
grupos tidy e mostraremos a existéncia desses subgrupos, demonstrando assim o
Teorema A; esse capitulo serd um grande auxiliar para a compreensao dos resulta-
dos que serao expostos no Capitulo 4. Finalmente, no Capitulo 4, definiremos uma

funcao de valor inteiro, cujo nome é funcao escala, e provaremos algumas proprieda-
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des que nos auxiliarao na demonstracao do Teorema B. Neste capitulo, demonstra-
remos também o Teorema C, e como uma consequéncia, obteremos a continuidade
da funcao escala. E, por fim, utilizaremos estes resultados para a demonstracao da

conjectura de Hoffman e Mukherjea, (ver Teorema 1.8 em [JRW96]).



Capitulo 2

Preliminares

Aqui apresentaremos conceitos basicos de teoria de grupos, topologia e grupos to-
polégicos. Apesar dos conceitos elementares, também exibiremos, neste capitulo,
alguns resultados que serao importantes para uma melhor compreensao das demons-

tracoes expostas nos préoximos capitulos.

2.1 Teoria de Grupos

Nesta secao, estudaremos conceitos béasicos de teoria de grupos que podem ser en-
contrados em qualquer livro de introducao a algebra de grupos. O livro utilizado

para o desenvolvimento desta segao foi o do Arnaldo Garcia e Yves [Leql4].

Definigao 2.1.1. Um grupo (G, *) é um conjunto nao vazio G munido de uma ope-
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racao bindria

¥x:GxGE—=G

(a,b) —> axb

satisfazendo as sequintes condigoes:
1. (axb)xc=ax(bxc),Va,b,c e G

2. existe um elemento e € G, chamado de elemento neutro em G com a opera¢ao
x, tal que a x e = ex a,Va € G}

3. para cada a € G existe um a™ € G tal queaxa™ ' =alxa=ec.

Exemplo 2.1.2. Seja F um grupo finito e A = F? munido da operacio fi *4 fo :

Z — F, n+—— fi(n) g fa(n), f1, fo € A. Entao A € grupo.

Demonstracao. Notemos que A é um grupo, pois:

L (fi*xa fa)*a f3: Z — F, n— (fi(n) xp fa(n)) *r fs(n) = fi(n) ¢ (fa(n)) *p

f3(n)), pois a operagdo é coordenada a coordenada e F' é um grupo. Logo

(fi*a f2) *a f3 = f1xa (fa*a f3).
2. O elemento neutrode Aéey : Z — F, n +—— ep verifica que fixses4 = e4%4 f1.

3. O elemento inverso de f; = Z — F, n+—— filn) é f{' =2 — F, n —

fi(n)~!
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Defini¢ao 2.1.3. Sejam (G, %) um grupo e H um subconjunto ndao vazio de G. Dize-

mos que (H,x) € um subgrupo de G quando (H,*) é um grupo, (notacio: H < G).

Definigao 2.1.4. Uma funcao o : (Gy,%1) — (Ga,*2) tal que o(a %1 b) = o(a) o
o(b), Ya,b € Gy, é chamada de homomorfismo de grupos. Um isomorfismo é um
homomorfismo bijetivo cuja inversa também € um homomorfismo. Um isomorfismo

o: (G, %) = (G,*) é chamado de automorfismo de G.

Exemplo 2.1.5. Seja o conjunto de automorfismos de G, denotado por Aut(G), mu-

nido da operagao de composi¢ao. Entio (Aut(G), o) é um grupo.

Exemplo 2.1.6. Seja A como no exemplo 2.1.2 e defina a funcio oo : A — A,

(f(n))nez = (f(n+1))pez. Entio o é um automorfismo.
Seja (G, *) um grupo e g, h € G, denotaremos g * h por gh.

Definigao 2.1.7. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se g € G, entdao o
conjunto

gH ={gh|h e H}

¢ chamado de classe lateral a esquerda de H em G.
E o conjunto

Hg={hg|he H}
é chamado de classe lateral a direita.

Esses conjuntos podem ser vistos da seguinte maneira:

Seja G um grupo e H um subgrupo de GG, defina a relacao de equivaléncia da seguinte
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maneira

y~px < dhe H;y=uzxh.

Entao a classe de equivaléncia que contém o elemento x € G é
] ={ye Gy ~pa}={yeG,y=uxh} ={xh;h € H},

denotaremos este conjunto por xH e ele serda chamado de classe lateral a esquerda

de H em GG que contém z. Similarmente temos a classe lateral a direita.

Defini¢ao 2.1.8. O indice de H em G, denotado por (G : H), € a cardinalidade do

conjunto de classes laterais a esquerda.

Proposigao 2.1.9. Sejam G um grupo e K < H < G. Entdio (G: K)= (G : H)(H :

K).

Demonstrag¢ao. Ver Proposigao V.3.12 do livro [Leql4]. O

Defini¢ao 2.1.10. Um subgrupo H de um grupo G é dito normal se gHg™' = H,

para todo g € G, e € denotado por H < G,

Definigao 2.1.11. Se H ¢é um subgrupo normal de GG, entdo o conjunto de classes
laterais de H, chamado grupo quociente G/H = {gH,g € G}, possui estrutura de

grupo com a operagdo (g1H)(g2H) = (g192)H.

Definigao 2.1.12. Sejam H e K dois subgrupos de G. Dizemos que H ¢ normalizado

por K se tHx™' = H, para todo x € K.

A definicao a seguir sera importante para definirmos uma colecao de exemplos im-

portantes para este trabalho.
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Defini¢ao 2.1.13. Sejam K e H dois grupos e o : K — Aut(H) um homomorfismo
de grupos. Consideremos o produto cartesiano H x K = {(h,k)|lh € H k€ K} e a
operacao x, - (HXK)X(HXK) — HXK, ((h1, k1)%,(ha, k2)) = (h1(o(ky))ha, k1ks).
O grupo H x K munido da operacao %, € chamado de produto semidireto de H com

K e ¢ denotado por H x K.

Exemplo 2.1.14. Sejam A como no exemplo 2.1.2 e o automorfismo o como no
exemplo 2.1.6. Temos que o produto semidireto de A com Z é AxZ = {(a,m);a €
A,m € Z}, com a operagao de grupo definida por (a,m) *, (b,n) = (ac™(b), m +n),

com a,b € A em,n € Z. Entio A x {0} € um subgrupo normal de A x Z

Demonstracao. Sejam Ax{0} um subgrupo de AxZ e x € AxZ. Considerando z =
(a,m), 2(y,0)a™" = (a,m) *a (y,0) #a (a,m) ™" = (aa™(y), m) %o (@~ (a™), —=m) =
(aa™(y)a™(a"™(a™ 1)), m—m) = (aa™(y)a',0) C Ax {0}, entao x(Ax {0})z~! C
A x {0}. Analogamente, obtemos que A x {0} C z(A x {0})z™!, entdao A x {0} =

z(A x {0})z~!. Portanto, A x {0} é um subgrupo normal de A x Z. O

Proposigao 2.1.15. Seja {A;}icr uma familia arbitrdria de subgrupos de G e x € G.

Entio x((,e; Ao~ = Niey zAiz™h

Demonstragao. Tomemos z € x((;c; Ai)r™!, entdo z = zaxz™', onde a € (,; A;.

iel
Isto é, a € A;, Vi € I, logo z = zax~! € xA;x~t, Vi € I. Portanto, z € Nics xA;x7 1
Consideremos z € (),c; Az, entdo z € xA;x™", Vi € I. Isto é, z = zaz™', onde
a€ A, Viel, logoac€()

i1 Ai, e segue que z € x((,c; Ai)r O
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Proposi¢ao 2.1.16. [Lei Modular de Dedekind] Sejam H,K e L subgrupos de um
grupo e consideremos que K C L. Entao (HK)NL = (HNL)K. Em particular, se

H e K comutam (H,K)NL=(HNL,K).

Demonstracao. Ver a afirmagao 1.3.14 do livro do [Rob96]. O

2.2 Topologia

Esta secao aborda alguns conceitos de topologia como, por exemplo, espagos compac-
tos e localmente compactos, espagos totalmente desconexos e outros, esses conceitos
serao necessarios ao longo deste trabalho. Além disso, também abordaremos alguns
resultados técnicos, os quais serao de extrema relevancia para as demonstracoes
dos resultados apresentados nos outros capitulos. Utilizamos o livro de Topologia
do Munkres,[Mun00] como referéncia base para esta se¢ao, contudo, os conceitos

abordados aqui podem ser encontrados em qualquer outro livro de topologia geral.

2.2.1 Espagos Topologicos

Definigao 2.2.1. Uma topologia em um conjunto X, € uma familia T de subconjuntos

de X que satisfaz as sequintes propriedades:
1. 0, X eT;
2. a uniao arbitrdria de elementos de T pertence a T

3. a intersecao finita de elementos de T pertence a T .
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Os elementos de T sao chamados conjuntos abertos.

Exemplo 2.2.2. Seja um conjunto X, a topologia discreta € o conjunto T; de todos os
subconguntos de X. O conjunto To = {X,0} também é uma topologia e é chamada

topologia trivial.

Definicao 2.2.3. Se X € um conjunto, uma base de abertos ou, simplesmente, uma
base em um espaco topologico X ¢é uma cole¢cao B de subconjuntos abertos de X,

chamados abertos bdsicos ou elementos bdsicos, tal que
1. para cada x € X, existe pelo menos um elemento bdasico B € B que contém x;

2. se x pertence a intersecao de dois elementos basicos By, By € B, entdo existe

um Bz € B tal que x € B3 C B1 N Bs.

Definimos a topologia T gerada pela base B como seque: Um subconjunto U C X
pertence a topologia T, e serd chamado de aberto em X, se para cada x € U, existe

um elemento basico B € B tal que x € B C U.

Exemplo 2.2.4. Consideremos o conjunto R? munido da topologia gerada pela base

cujos abertos bdsicos sdo as bolas de centro em x = (x1,x2) € raio € > 0, B(z,€) =

{y = (y1,12) € R% |z —y| = /(21 —11)2 + (z2 — 42)2 < €}. Esta base satisfaz as
condigoes 1 e 2 da definicao 2.2.3 e a topologia gerada é chamada de topologia usual

em R2.

Definigao 2.2.5. Sejam (X, T;) e (Y,Tz) dois espagos topolégicos. Definimos a topo-

logia produto em X XY pela topologia cuja base é B={U x V;U € T{,V € To}
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Defini¢ao 2.2.6. Seja (X, T) um espaco topoldgico. Um subconjunto F C X ¢é dito

fechado na topologia T se X — F € aberto, isto é, se X — F € T.

Definicao 2.2.7. Seja A um subconjunto de um espaco topologico X. Definimos o
fecho de A, denotado por A, como a intersecio de todos os fechados que contém A.

E dizemos que A € denso em X se A= X.

Proposigao 2.2.8. Seja F' um subconjunto de X. F C X ¢€ fechado se, e somente se,

ele € iqual ao seu fecho, isto €, F = F.

Demonstragdo. Pela defini¢do (2.2.7) temos que F = (), F;, onde F; sio os fechados
que contém F com i € I. Logo F C F. Se F é fechado, entdao F = N, Fi € F.
Portanto, F = F. Por outro lado, como F C N, Fi = F, temos que F ¢ fechado,

pois o complementar F° = | J, Ff é aberto por ser uniao arbitraria de abertos. [

Definigao 2.2.9. Um subconjunto L de um espaco topolégico X € dito localmente
fechado em um ponto x € L se existe uma vizinhanca V de v € X tal que LNV €

um subconjunto fechado do subespaco V. O subconjunto L é dito localmente fechado

em X se € localmente fechado em cada x € L.

Definigao 2.2.10. Seja A um subconjunto de um espago topolégico X. Definimos o
interior de A, denotado por int(A), como a unido de todos os abertos contidos em

A.

Proposicao 2.2.11. Seja A um subconjunto de um espaco topolégico X. Entio A é

aberto se, e somente se, A = int(A).
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Demonstragao. Pela defini¢ao (2.2.10) temos que int(A) é a uniao dos abertos conti-
dos em A, logo int(A) C A. Se A é aberto, entdo A C int(A). Portanto, A = int(A).
Por outro lado, se A = int(A), assim, A é aberto, pois por defini¢ao int(A) é igual a
uniao de abertos contidos em A, e como uniao arbitraria de abertos é aberta, segue

que A = int(A) é aberto. O

Definicao 2.2.12. Seja A um subconjunto de um espago topologico X. Um ponto
x € X € um ponto de acumulacio de A se qualquer aberto de X que contém x

intersecta o conjunto A em um ponto diferente de x.

Definicao 2.2.13. Uma cobertura por abertos de um subconjunto K de um espago
topolégico X € uma familia {A;,i € 1}, onde I é um conjunto de indices, de abertos

tal que K C J,c; A

Definicao 2.2.14. Um subconjunto, K, de um espaco topoldgico, X, € dito compacto

se qualquer cobertura por abertos admite uma subcobertura finita.

Proposicao 2.2.15. Sejam X um espaco topologico, K um subconjunto compacto de

X e A um subconjunto fechado de K. Entao A € compacto.

Demonstracao. Seja {A;,i € I}, onde I é um conjunto de indices, uma cobertura
por abertos de A, isto é, A C | J,.; A;. Como A ¢é fechado, temos que X — A é aberto
e K C e, AiU(X —A). E como K é compacto, entdo toda cobertura por abertos
possui uma subcobertura finita, sendo assim, K C |J;_; A;U(X —A), logo temos que

A CJ!, A; é uma subcobertura por abertos finita. Portanto, A é compacto. n
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Proposicao 2.2.16. Sejam K;,i = 1,2,--- ,n conjuntos compactos de um espago

topoldgico X . Entao \J;_, K; € um conjunto compacto em X.

Demonstragao. Sejam {K;,i = 1,2,---,n} um conjunto finito de compactos e
A=, K. Seja {A;,i eI}, onde I éum conjunto de indices, uma cobertura por
abertos de A, isto é, A C | J,.; A;. Como cada K; C A C |

el ser Ai, entao existem fini-
tos Al AL, ... ,A%j tais que K; C |2, AJ, portanto, A = |JI, K; C Ui U, Al

é uma cobertura por abertos finita, logo A é compacto. O

Definicao 2.2.17. Um espaco topoldgico X € dito um espaco de Hausdorff se para
cada par de pontos distintos x1,xo € X existem abertos Uy e Uy disjuntos que contém

esses pontos.

Proposigao 2.2.18. Sejam H um espaco de Hausforff e K um subconjunto compacto

de H. Entao K ¢ fechado.

Demonstracao. Consideremos um elemento x € H — K, como H é um espaco de
Hausdorff, para cada elemento y € K, existem vizinhancas disjuntas U, C H de z e
V, C H de y. Observemos que {V, },cx é uma cobertura por abertos de K, ou seja:

Kc|JV,

yeK
Como K é compacto, temos que existe uma subcobertura finita, isto é, existem
Vym ‘/;/27 U 7‘/;;n tals que

KcV,uV,---uV,,,
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logo podemos considerar V, = Uy, NU,, ---NU,,, vizinhanca aberta de x e disjunta

de K, portanto, H — K ¢é aberto e assim K ¢ fechado. O

Observacao 2.2.19. Observe que este resultado ndo acontece se considerarmos um
espaco topoldgico qualquer. Por exemplo, considere X = {a,b} e a topologia
T = {0, X,{a}}. Note que {a} € um conjunto compacto, pois qualquer cobertura
aberta possui uma subcobertura finita. Mas nao é um conjunto fechado, pois o com-
plementar de {a} € {b} que ndao é um aberto de X, pois nao pertence a T. Isso

acontece pois o conjunto X com a topologia dada ndao é um espaco de Hausdorff.

Proposigao 2.2.20. Sejam (X,7T) um espaco de Hausdorff e K C X um conjunto
compacto. Se ' C X ¢ um subconjunto fechado, entao a intersecao FF N K € um

conjunto compacto.

Demonstracao. Sabemos que K é fechado pela Proposicao 2.2.18. Como F' é fe-
chado, entao F' N K ¢é fechado. E segue, pela Proposicao 2.2.15, que F N K é

compacto, pois F N K C K. O

Corolario 2.2.21. A intersecao finita de compactos contidos em um espaco de Haus-

dorff é um conjunto compacto.

Demonstracao. Sejam Ky, Ky, --- , K, conjuntos compactos contidos em um espaco
Hausdorff pela Proposigao (2.2.18) sao fechados. Como a intersec¢ao finita de fe-

chados é um conjunto fechado, temos que ()._, K; é um conjunto fechado contido
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no compacto K, assim, pela Proposi¢ao (2.2.20), N, K; N K; = (), K; é um

conjunto compacto. O

O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Tychonoff, garante que o produto
arbitrario de espacos compactos é compacto na topologia produto. Uma demons-
tragao do préximo teorema pode ser encontrada em [Mun00], Teorema 37.3, pagina

234.

Teorema 2.2.22. (Teorema de Tychonoff) Um produto arbitrdrio de espacos com-

pactos é compacto na topologia produto.

Definicao 2.2.23. Seja X um espaco topologico. Dizemos que X € um espaco local-
mente compacto se cada ponto x € X tem uma vizinhanca compacta, isto €, existe

um aberto U e um compacto K tal que x € U C K.

Definic¢ao 2.2.24. Seja (X, T) um espago topolégico e A um subconjunto de X. Uma
cisao de A € um par de abertos disjuntos tais que A = By U Bs, onde B1, By € T e
BiN By =10. Se By ou By sdo vazios, esta cisao € dita trivial. O subconjunto A €

dito conexo se a unica cisao que admite € a trivial.

Definicao 2.2.25. A componente conexa de x € X € a unido de todos os conjuntos
conexos que contém x. Um espaco topologico é dito totalmente desconexo se todas
as componentes conexas sao conjuntos unitdarios ou, equivalentemente, se 0s Unicos

conjuntos conexos sao 0 Vazio e 0§ conjuntos unitdrios.

Exemplo 2.2.26. Sejam F um grupo finito e A = FZ como no exzemplo 2.1.2. Consi-

dere F' munido da topologia discreta e o grupo A munido da topologia produto. Um
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aberto bdsico da topologia em A € dado por B = [[,., F;, onde

D

. set =1
F;, =

F,  sei+#ig
onde D ¢ um aberto de F. Entao A € um grupo localmente compacto e totalmente

desconezxo.

Demonstracdo. A = F? é localmente compacto, pois pelo Teorema 2.2.22 temos
que A é um grupo compacto, porque é produto de compactos F. Notemos que A
é totalmente desconexo, pois seja S C A com pelo menos dois elementos distintos
f,g € S. Entao existe uma coordenada ¢ € Z tal que f(i) # g(i). Consideremos
f(i) = x € F esejam S; = {s € S|s(i) = f(i) = x} e S = {s € S|s(i) # z},
observemos que estes conjuntos sao nao vazios, porque f € S7 e g € Sy. Definamos

By =[],z F}, onde

1€Z T

{z}, sei=1j
F, =

J

F, se 1 7é io
e By = [[,cy Fj, onde

F—A{z}, sei=r1

Fj:

F, se i # g
Notemos também que By e By sao abertos disjuntos e S; C By e Sy C Bs, porém,
S =51USy = (5N B;) U (SN By). Portanto, os tinicos conjuntos conexos sao os

conjuntos unitarios, ou seja, A é totalmente desconexo. O]
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Definigao 2.2.27. Sejam (X,T7) e (Y,T2) dois espagos topoldgicos. Uma fungao
f: X =Y édita continua se para cada aberto B € Ty a imagem inversa f~(V) =

{r e X;f(x) eV} eT.

2.3 Grupos Topolégicos

Abordaremos aqui algumas defini¢oes e resultados que sao alguns preliminares im-
portantes para este trabalho, porém, nao exporemos a demonstracao de todos os
resultados. Os livros Elements of Mathematics: General Topology, [Bou66], e Topo-
logical transformation groups, [MD55] foram as referéncia principais para a producao

desta secao.

Definicao 2.3.1. Seja G um conjunto que € um grupo e também um espaco topoldgico.

Suponha que
1. a aplicagao (z,y) — xy de G X G em G € uma aplicagao continua.
2. a aplicacio x — ' de G em G € continua.

Entao G é chamado de grupo topoldgico.

Proposicao 2.3.2. Todo grupo topologico G totalmente desconexo € um espaco de

Hausdorff.
Demonstragao. Ver o Teorema 10.3.2 de [Maj90]. O

A proposicao a seguir pode ser encontrada na Proposicao 4 do Capitulo III do livro

FElements of Mathematics: General Topology [Bou66].
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Proposicao 2.3.3. Sejam G um grupo topoldgico e H um subgrupo de G localmente

fechado em um ponto de H. Entao H é fechado em G.

Proposicao 2.3.4. Seja H um subgrupo de G e suponha que exista uma vizinhanga

U de e € G de modo que U N H € fechado em G. Entao H ¢é fechado em G.

Demonstracdo. Consideremos um elemento = € H. Seja V uma vizinhanca de e tal

que VV~1 C U. Como Vz é uma vizinhanca aberta de x temos que x € H N V.

Tomemos y € HNVx, entao xy~t € Hy=1 NVay !. Observemos que H = Hy ™!,
pois H é um subgrupo e y € H. Como y € Vz, entao xzy~' € V!, logo temos

Vay ! CVV-1 CU. Sendo assim,

xy_lgHﬂUgHﬂUQHﬂU.

Entao xy~! € H, e como y € H temos que z € H. Portanto, H é fechado em G. [

Proposigao 2.3.5. Seja G um grupo topologico, e U base aberta de e. Entao
(i) para cada U € U, existe um V € U tal que V? C U;
(1) para cada U € U, existe um V € U tal que V1 C U;
(i11) para cada U € U e cada x € U, existe um V € U tal que xV C U;

() para cada U €U e x € G, existe um V € U tal que V' C U.

Demonstragao. Ver o Teorema 4.5 de [EH63]. O

Proposigao 2.3.6. Se G é um grupo topologico e H é um subgrupo de G. Entao sao

verdadeiras as sequintes afirmacoes:
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1. Se H ¢é aberto, entao H é fechado.
2. Se H € fechado e |G : H]| € finito, entao H € aberto.

3. Se H é aberto e G € compacto, entio |G : H| € finito

Demonstracao. Consideremos a relagao de equivaléncia definida em G x G dada por
g1 ~ gs se, e somente se g; 'go € H. As classes de equivaléncia desta relacdo sio
as classes laterais gH. Sejam {gy}rea representantes de diferentes classes laterais.

Observemos que G = |, 92 H e

G-H= |J oA
NeA g H#H

Se H ¢é aberto, entao gy H é aberto por ser um deslocamento de um aberto. Assim,
G — H ¢ uniao de abertos, logo H ¢é fechado.

Se H ¢ fechado e |G : H] é finito, entdo G — H é unido finita de fechados g\ H, logo
G — H é fechado, sendo assim, H é aberto.

Se H ¢é aberto e G é compacto, entao existe uma subcobertura finita de G — H, isto

é, o numero de classes laterais de H em G é finito, portanto, [G : H| é finito. n

Proposigao 2.3.7. Sejam G um grupo topoldgico e f, : G — G definida por f.(y) =

xy, a multiplicacao a esquerda por x. Entao f, € um homeomorfismo.

Demonstracao. Para mostrarmos que f, é um homeomorfismo provaremos que f,
e f! sdo continuas. Como G é um grupo topolégico, segue que p : G x G — G
definida por p(z,y) = zy é continua. Consideremos x fixo, logo temos que p(z,y) =

xy = f.(y), sendo assim, f, é continua em y. Analogamente, temos a continuidade
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de f;'(y) = 2~ 'y, pois pode ser escrita como composi¢io das fungoes continuas

produto p e inversa i(z) = x 1. O

Os proximos resultados serao tteis para a demonstragao do Lema (3.2.2).

Corolario 2.3.8. Sejam G um grupo topologico, v € G e V. um subgrupo aberto de

G. Entio xVax™', 2V e Va sdo abertos.

Demonstragao. Pela proposicao 2.3.7 temos que a multiplicacao pela esquerda é um
homeomorfismo, analogamente, a multiplicacao pela direita também é um homeo-
morfismo. Como a composicao de homeomorfismos é um homeomorfismo, segue que

1

fe(y) = zy, g.(y) = yr e h,(y) = zyz~' sdo homeomorfismos. Se V é um aberto,

entao f(V) =2V, g(V)=Vzeh(V)=2xVr! sio conjuntos abertos. O

Proposicao 2.3.9. Sejam f : A — B uma funcdao continua e K um subconjunto

compacto de A. Entao f(A) é um subconjunto compacto de B.

Demonstragao. Teorema 26.5 do livro [Mun00]. O

Corolario 2.3.10. Seja A um subconjunto compacto de um grupo topolégico G e

y € G, entao yA € compacto.

Demonstragao. Consideremos a funcao f, : A — G definida por f,(z) = yz. Pela
Proposigao 2.3.7 temos que essa fungao é continua. Portanto, f(A) = yA é com-

pacto, pela Proposicao 2.3.9. O
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Corolario 2.3.11. Sejam G um grupo topoldgico, x € G e V um subgrupo compacto

de G. Entio xVa~' é compacto.

—n e

Corolario 2.3.12. Se V' é um subgrupo aberto e compacto de G, entao x"Vax™™ é

compacto, para n € N.

Lema 2.3.13. Sejam V' um subgrupo aberto e compacto de G eV}, = mogngk "V

Entio VNaVia™t = Vi

Demonstracao. Temos

eVt = x( ﬂ 2"V )zt

0<n<k

= ( (1 "V "r )
0<n<k

:< ﬂ In+1Vl'_n_l)
0<n<k

Notemos que 0 < n < k,entao 04+ 1 <n+1 <k + 1, consideremos n + 1 = 7, logo

1 <1< Ek+1,esegue que

1<i<k+1

Sendo assim,

VNnzVez b =V n( ﬂ 'V

1<i<k+1

=2V 'n( ﬂ r'Va )

1<i<k+1

= ( m xivxii) = Vit

0<i<k+1
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Lema 2.3.14. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto, suponha
que exista um subgrupo aberto e compacto, V', de G, tal que K, = ﬂnZO "V e

x € G. Entao K, 2~ é um subgrupo de v’ "1 K 27971, para j € N.

Demonstracao. Vamos verificar que 2Kz~ ! é subgrupo de 2/ ™ K 27771,
Temos

K, = ﬂ x"Va™"

n>0
= 2K a7 = 2(N,s 2"V )z~ = ez Vot

=K,z = @V Hn(@Vze )N N (T Wz HNn (@ P2Ve 772N (3.1)

(§]
xj+lK+$_j_1 = $j+1(ﬂ anl'_n)aT_j_l = (ﬂ xn-‘rj-i-lvm—n—j—l)
n>0 n>0
= ijrlKJr;L’*j*l — (ijerx*jfl) N (xj+2vxfj72) o (32)
Logo, por (3.1) e (3.2), segue que zK, 27! < 2/t K o1, -

Lema 2.3.15. Sejam K um subgrupo compacto e V' um subgrupo aberto e compacto
de G. Entao existe um subgrupo aberto, W, de V o qual é normalizado por K. O

conjunto KW € entao um subgrupo aberto e compacto de G o qual contém K.

Demonstracao. Como V é um subgrupo aberto de GG, temos que K NV é um sub-
grupo aberto de K, na topologia relativa em K. Pela Proposigao (2.3.6) temos que

K NV tem indice finito em K, isto é, o nimero de classes laterais de K NV em K,
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[K : K NV], é finito. Escolhamos 2y, 2, . .., 2z € K tais que K = J'_ z(K NV).
Agora, se v € KNV, entao vVo~! =V, pois v € V. Consequentemente,

k
ﬂ 2Vl = ﬂ 2Vt = ﬂzini_l,
i=1

zeK zelUr_ zi(KnV)

a tltima igualdade decorre do fato de se dois elementos wy, wy € z;(K NV), assim
w Vw™! = wyVw™2, pois w; = za,wy = zb, com a,b € K NV, entdo w,Vw;"' =
(zia)V (z;a)™" = zi(aVa Yzt = zVz !, pois a € V. Analogamente, woVw,' =
(2:b)V (2ib) ™t = z(BVb V)27t = 2,V 2!, pois b € V. Logo wVw™ = wyVw 2. Esse
fato faz com que a intersecao arbitraria infinita se torne finita. Como V' é compacto,
pelo Coroldrio (2.3.11) temos que 2V z ' é compacto, para todo i = 1,2,--- , k.
Sendo assim, segue que (), 2Vz"' = ﬂle 2,V 2! é compacto. Pelo Corolario
(2.3.8) sabemos também que o conjunto (),c, 2Vz"' = ﬂle 2,V é aberto e
ainda é um subgrupo de G normalizado por K, pois para qualquer w € K temos

w(ﬂ Ve w = NepwzVelw™l) = ﬂ (2 )V (z)

zeK 2 =wzeK

Portanto, considerando W = ﬂle szzk’l, temos que KW é um grupo aberto con-

tendo K que satisfaz as condigoes do lema. O]

Lema 2.3.16. Sejam K um subgrupo compacto de um grupo localmente compacto H,
h € H satisfazendo que hKh™' O K, e o subgrupo gerado por h tem fecho compacto.

Entdo hKh™' = K.

Demonstracao. Vamos provar por inducao que Ah"Kh™ DO hKh™'! D

hKh™*hKh™' = hKh™!. Para n = 1 o resultado é claro. Vamos supor que
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o resultado vale para um certo nimero natural n > 1, entao A""'Kh ! =

h(h"Kh™™)h=* D h(hKh Y)h™1 = h2Kh™2 D hKh™ 1.
Pela compacidade de U, temos que para cada vizinhanca, V', de e € H, existe um
n € N tal que h" € V, logo para cada vizinhanca W de K existe um n € N tal que

h"Kh™™ C W. Em particular se W = K, temos que K C hKh™' C h"Kh™ C K,

e o resultado segue. O]

Um conceito fundamental que veremos com mais detalhes adiante é o de subgrupos
tidy, é importante destacarmos que eles sao subgrupos abertos e compactos. Pelo
Teorema de van Dantzig, ver [van31], temos que todo grupo localmente compacto e
totalmente desconexo contém um subgrupo aberto e compacto. Exploraremos mais
o conceito de subgrupos tidy no Capitulo 3, onde mostraremos a existéncia desses

subgrupos, apresentaremos sua defini¢ao e exibiremos alguns exemplos.



Capitulo 3

Subgrupos Tidy

Neste capitulo, provaremos que para cada elemento de um grupo localmente com-
pacto e totalmente desconexo existe um subgrupo tidy associado, para isso, demons-

traremos o Teorema A.

3.1 Definicao e exemplos de subgrupos tidy

O intuito desta secao é explorar um pouco mais os subgrupos tidy, sendo assim, aqui

apresentaremos a definicao desses subgrupos e exibiremos alguns exemplos.

Definicao 3.1.1. Sejam G um grupo topologico localmente compacto e totalmente
desconezro e x um elemento de G. Um subgrupo aberto e compacto U de G tal que
colocando Ky = (,502"Uz™" e K_ = (,5, 2 "Uz™ satisfaz as propriedades:

(Z) U - K+K, = K,K+;

(1) Upso " Kyz™ e U,so 2 "K_ 2" sdo subgrupos fechados de G,

27
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serd chamado de subgrupo tidy para r ou subgrupo tidy sob a conjugacao

por x.

Os subgrupos tidy geralmente nao sao unicos. Observemos também que um subgrupo
aberto e compacto que é normalizado por x é tidy sob a conjugacao de x, e temos,

neste caso, Ky =U = K_.

O préximo exemplo é apenas uma simples ilustracao para familiarizarmos com a

definicao de subgrupo tidy.

Exemplo 3.1.2. Sejam G um grupo topologico localmente compacto e totalmente
desconexo, x € G e U um subgrupo normal aberto e compacto de G. Entao U C G

serd um subgrupo tidy sob a conjugacgao por x.

Demonstracao. Seja U < G um subgrupo aberto e compacto de GG. Entao U é fe-
chado, pela Proposicao 2.3.6. Como U é normal, segue que z"Uzx™" = x”U(m”)_l =
Ueaz"Uz" =z "U(x™)" = U. Logo K, = Nz 2"Uz™ = 50U = U e
K =Nz "Uz" =(,50U=U. Assim, U = K;K_ =UU = K_K, =U, isso
prova o item (i) da definigao 3.1.1

Agora mostraremos o item (ii) da defini¢do 3.1.1. Como K, = K_ = U, entdo
Unso 2" Ky2™ = 502" U™ = U5 U = U. Logo U, 52" Ky2™" é fechado,
pois U é fechado. Analogamente, UnZO r "K_x™ também é fechado. Portanto,

concluimos que U < G é um subgrupo tidy sob a conjugacao por . O]

Agora exibiremos alguns exemplos um pouco mais interessantes de subgrupos tidy.

Recorreremos, para isso, ao grupo topoldgico totalmente desconexo e compacto A,
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que ja foi mencionado algumas vezes neste capitulo. Sendo assim, consideremos F

um grupo finito e A = F? = [,z £ munido da operagao
fl *A f2 11— F7

n— fi(n) *r f2(n)
para todos fi, fo € A, como no Exemplo 2.1.2. Pelo Exemplo 2.2.26, temos que
A é localmente compacto e totalmente desconexo. Definamos o automorfismo « :
A — A, (f(n))nez — (f(n + 1))pez como no Exemplo 2.1.6. Observemos que o

automorfismo a é um deslocamento & esquerda de f € FZ.

Agora para cada m € Z definamos
B,={f€A;f(n)=en<m}eC,={f €A f(n)=en>m}

Esses conjuntos sao fechados, pois sdo produtos infinitos de F' com {e}, e a(B,,) =
Bp-1 e a(Cy,) = Cp—1, pelo fato de a ser um deslocamento a esquerda. Conside-
remos B = U,z Bn = U200 (Bo) € C = U,ez, Cn = Uzp @ "(Co). B e C sdo

subgrupos densos em A e também localmente compactos na topologia produto.

Exemplo 3.1.3. Seja A = F” como no Exemplo 2.1.2. Entdo temos que um subgrupo
tidy para x = (a,m) arbitrdrio no grupo localmente compacto e totalmente desconexo
AXZ ={(a,m);a € A,m € Z} é Ax{0}. Além disso, Ax{0} € um subgrupo normal
de A X7, com a operac¢ao no grupo definida por (a,m) *, (b,n) = (aa™(b), m + n),

com a,be A em,n € Z.

Demonstrag¢ao. Sejam Ax{0} um subgrupode AxZ e x € AxZ. Considerando z =

(a7 m)> x(y, O)m_l = (av m) *a (ya O) *a (CL, m)_l = (aam(y)7 m) *a (O‘_m(a_l)? _m) =
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(aa™(y)a™(a™™(a™)),m—m) = (aa™(y)a*,0) C Ax {0}, entdao (A x {0})z~! C
A x {0}. Analogamente, obtemos que A x {0} C (A x {0})z~!, entdo A x {0} =
z(A x {0})z~", sendo assim, K = K_ = A x {0}. Como [J,5,2"A x {0}z ¢
U0 77" A x {0}2" sdo subgrupos fechados de A x Z, segue que A x {0} é tidy para

xT. L]

Notemos que A x Z é um grupo localmente compacto, pois temos que A é compacto
pelo Teorema de Tychonoff e para qualquer elemento (a,m) € A x Z existe um

compacto A x {m} que contém (a, m).

Exemplo 3.1.4. Sejam A = FZ um grupo compacto e topoldgico totalmente desco-
nexo e By, = {f € A;f(n) = e,;n < m} munido da operacao (a,m) *, (b,n) =
(aa™(b),m +n), com a,b € A e m,n € Z. Entao um subgrupo tidy para x = (e, 1)

no grupo localmente compacto e totalmente desconexro B x 7 é By x {0}.

Demonstracao. By x {0} é um subgrupo tidy para z = (e,1) € B x Z, pois K, =
Mo T (Box{0})x™" = Box{0} e K_ =,5o 2 "(Box{0})z" = {ea} x{0}. Con-
siderando (y,0) € By x {0} arbitrario, temos z"(y,0)z™" = (ea, 1)"(y,0)(e4,1)™" =
(ea,n)(y,0)(ea, —n) = (eaa”(y),n)(ea, —n) = (a"(y)a"(ea),n —n) = (a"(y),0).
Assim, 2™(By x {0})z™ = {((«"(y),0),y € By} = B_, x {0}, pois a"(y)
¢ um deslocamento a esquerda de y em n posigoes. Logo temos que K, =
MNnso®™(Bo x {0})x™" = By x {0}. Analogamente, temos que z7"(y,0)a" =
(€4, 1)7" (5, 0)(ea, )" = (ea,—n)(y,0)(ea,n) = (eax™(y),—n)(ea,n) =

(@™"(y)a™"(ea), =n+n) = (@7"(y), 0). Logo z7"(By x {0})z" = {((a™"(y),0),y €
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bo} = B, x0, pois a"(y) é um deslocamento a esquerda de y em n posigoes. Portanto,

temos que K = (), -, 7 "(By x {0})z" = {ea} x {0}. O

Exemplo 3.1.5. Sejam A como no exemplo anterior e C,, = {f € A; f(n) =e,n >

m}. Entao um subgrupo tidy para © = (ea, 1) € C X Z é Cy x {0}.

Demonstragao. Co x {0} é um subgrupo tidy para x = (e4, 1) € C' x Z, pois K, =
Nnso 7™ (Cox{0})x™ = {ea} x{0} e K_ =(,527"(Cox{0})z" = Cyx {0}. Con-
siderando (y,0) € Cy x {0} arbitrario, temos z"(y,0)z™" = (ea, 1)"(y,0)(e4,1)™" =
(ea,n)(y,0)(ea, —n) = (ea”(y),n)(ea, —n) = (a"(y)a"(ea),n —n) = (a"(y),0).
Assim, 2™(Cy x {0})z™ = {((a"(y),0),y € Co} = C_, x {0}, pois a"(y)
¢ um deslocamento a esquerda de y em n posigoes. Logo temos que K, =
Mo 7™ (Co x {0})z™™ = {ea} x {0}. Analogamente, temos que z~"(y,0)a" =
(ea, 1)y, 0)(ea, )" = (ea, —n)(y,0)(ea,n) = (eaa™"(y),—n)(ea,n) =
(@™"(y)a™"(ea), —n+n) = (a7"(y),0). Entao z7"(Co x {0})z" = {((a™"(y),0),y €
by} = C, %0, pois a"(y) é um deslocamento & esquerda de y em n posigoes. Portanto,

temos que K = [),5, 2 "(Co x {0})2" = Cy x {0}. O

A seguir estudaremos dois exemplos de subgrupos que nao sao tidy.

Exemplo 3.1.6. Seja o grupo localmente compacto e totalmente desconexo B X7 como
no Ezemplo 3.1.4. Consideremos o subconjunto B' = {f € B : f(n) = e,sen <
0oun =5} x{0} de BXZ o qual é um subgrupo, pois se (f1(n),0),(f2(n),0) € B,
entao (f1(n),0)#q (f2(n),0)™" = (fi(n)*aa®(f2(n)™1),0) = (fi(n) 4 (f2(n)™"),0) €

B, pois fi(n) = fo(n)™ =e sen <0 oun=>5. Temos que o conjunto B' x {0} ¢
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um subgrupo aberto, pois B € unido de produtos de {e} com F, os quais sao abertos
na topologia discreta. E é um subgrupo compacto de B x Z, pois {e} é fechado e B’
¢ produto de {e} com F, assim, é compacto pelo Teorema de Tychonoff.

Contudo, esse subgrupo nao é tidy para (es,l). Pois, consideremos y € B’
arbitrario, entio x"(y,0)x™™ = (ea,1)"(y,0)(ea,1)™ = (ea,n)(y,0)(ea,—n) =
(eaa”™(y),n)(ea, —n) = (a™*(y)a"(ea),n—n) = (a™(y),0), como a quinta coordenada
de y sempre tem e, e & (y) € um deslocamento a esquerda, temos que a interse¢ao
Ky = (V,502™(B' x {0})z™™ = Bs. Analogamente, K_ = (ea,{0}), e temos que

B’ # K, K_. Portanto, B' nao é um subgrupo tidy para x.

Exemplo 3.1.7. Seja A x Z um grupo localmente compacto e totalmente desconezxo
como no Exemplo 3.1.3. Um subgrupo aberto e compacto de A X Z que nao € tidy
sob a conjugacio de x é A" = {f € A: f(n) =e,—5 <n <3} x {0}. Nesse caso
temos que K = B3 x {0}, K_ =C_sx{0} e A/ = Ky K_ = K_K,, pois B;x {0} e
C_5x {0} sdo subgrupos de A’, entao (B3 x{0})(C_5x{0}) e (C_5x{0})(Bsx {0})

sao subgrupos de A’ e se f € A, assim,

~—
"o 0° P
(( €, € \c;/7€7evevf(4)7f(5)7 )70)*14
0° e
(( 7f<_7)vf(_6)" ) 060 ’676’67\465_,’67 )70):
—6°

(( ,€,6,€6,_€ ,¢€,¢6,¢, (4)>f(5)’ )*A

0° e
( ,f(—?),f(—6),e,e,e,\c;_/,e, €,6, €€ ),0) € (Bsx{0})(C_5x{0}) = K, K_.
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Analogamente, f € (C_5 x {0})(Bs x {0}) = K_K,. Contudo, temos
que Un20 2"Kyx™™ é a uniao de deslocamentos a esquerda de Bs, ou seja,

Unzo 2"K,x™™ = B, que ndo € fechado. Portanto, A" ndo € tidy para x.

3.2 A existéncia de subgrupos tidy

Nesta se¢ao, mostraremos a existéncia de subgrupos tidy, para tal finalidade, prova-

remos o Teorema A, cujo enunciado é lembrado a seguir.

Teorema A [Wil94]. Para cada elemento x em um grupo localmente compacto e to-

talmente desconexo G, existe um subgrupo aberto compacto U de G tal que colocando

Ky = ﬂnzo "Ur™ e K_ = ﬂnzo x "Ux™ tem-se
Z) U = K+K_ = K_K+;
i) Upso " Kiz™ e U, 502 " K_a" sao subgrupos fechados de G.

Uma outra maneira de definirmos os subgrupos tidy € a partir do Teorema A, dize-
mos que os subgrupos abertos e compactos U satisfazendo as condigoes (i) e (i) do

Teorema A sdo ditos tidy sob a conjugacao de x ou tidy para x.

Antes de demonstrarmos o Teorema A, provaremos 14 resultados distribuidos na
maior parte em lemas. Alguns lemas serao utilizados apenas nos resultados seguintes,
sendo assim, em muitos casos, nao ha comentarios entre os resultados. Quando nada
for dito, consideraremos as seguintes hipdteses: o grupo G' é um grupo localmente

compacto e totalmente desconexo; x ¢ um elemento de G.
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Lema 3.2.1. Sejam G wum grupo localmente compacto e totalmente desco-
nero, x um elemento de G, V wum subgrupo aberto e compacto de G. Con-
sidere Vi = (Nocpp@"Va™, k € N, Ky = [52"Va™, U =V ,
Uiy = Vig; = ﬂogmgjmex_m, j € N ey € U. Defina para cada inteiro

Positivo j,

Ci={z€ K, |d/yz™ € 2/2aU,},

entao Cj+1 g Cj.

Demonstragio. Observemos que C;q = {z € K, | a9t lyz™71 € 29t 20771041},

e scja z € Cjy;1. Entao z € K e existe u;y1 € Ujqq, tal que

T e A T
v(yz Nzt = w2z g
dyr™ = (2 za) (2 uj),

onde z  u; 12 = u; € Uj. Pois temos u; 1 € Ujrq = Vg1 = No<mejir U™,
logo ujq € x™Ux™™, para cada m, com 0 < m < j+1. Entao temos que para cada
m=20,---,7+1, existe w; € U, com i =0,---,5+ 1 tal que

2

_ 0 -0 _ 1 -1 _ 2 — _ j+1 —7—1
Ujp1 = T WX~y Ujp] = T WL, Ujyp = T-WeX™ 7, -+, Ujpp = T/ wjpqx™’7 .

Sendo assim,
:E_luijI = 22wz = x_luj+1x1 ceUz=U

x_luj+1x1 S x_luj+1$1 c2'Uz™?
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v g2t = dwir? = o g2t € 27U
Enta -1,,. 1 mijp=—m — [J. ] A -1,,. 1 _ . U.
ntao r~ujx € ﬂ0<m<j:v x = Uj, 1sto &, x7u;1x- = u; € U; como

querfamos mostrar, logo z € C;. Portanto, Cj1; C Cj. ]

Lema 3.2.2. Sejam G um grupo localmente compacto e totalmente desconexo, x €
G e V um subgrupo aberto e compacto de G. Entao existe um k inteiro tal que,

colocando U = (Nycp<p "V ™", temos
U - K+K_ - K_K+,

onde Ky =(,502"Uz™ e K_ =), 502 "Ux™.

Demonstragao. Sejam Vi, = (Voo 2"V ™ e Ky =, 502" V2™ = (N5 Vi En-
tao Vo D Vi D Voo D Vg D V., e pelo Corolario 2.3.12 temos que para cada
n € Z, x"Vax~" é compacto, e como a interse¢ao finita de conjuntos compactos con-
tidos em um espaco Hausdorff é um compacto, pelo Corolario 2.2.21, segue que Vj
é compacto, Vk > 0. Além disso, V; é um subgrupo aberto, entao é fechado pela
Proposigao 2.3.6 item (1), e a intersegao arbitraria de conjuntos fechados é fechada,
entao, pela Proposigao 2.2.15, segue que K, = ﬂkzo Vi € um subgrupo compacto de
V. Temos tK 27" = ()5 2Viz ™", onde {zVia ™"}, ., é uma sequéncia decrescente
de subgrupos abertos e compactos, os dois ultimos fatos decorrem dos resultados
dos Corolarios 2.3.8 e 2.3.11, respectivamente, e é decrescente, porque Vi 2O Viiq,
entao zVipz ! D 2Vjpxz™t. Como V é um subgrupo aberto de G, segue que os con-

juntos (zK 27"V e V (zK 2 ') sdo vizinhancas abertas de K,z ™!, logo existe
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um inteiro, k, tal que xVyz™! estd contido em (zK, 27 ')V e V (zK, 2 '). Sendo
assim, considere y € zV,x ™1, entdo existem z € xK 27! e v € V tais que y = 2v.

Segue que v = 21y pertence a V NzVir™! = Viyy. Logo 2Viz™ C (x K 27) Vi,

ver Proposicao 2.1.16. Como xK,z~! e Vi4; sdo subgrupos de zV;z7!, segue que

(2K 2 Y Vi CaVir™t entao Vi ™! = (2K 271) Viys.

Agora 2V ;27! também estd contido em (zK 271V, pois Vi o7t C aVixte

2Vix™t C (K, 27 1) V, entdo o mesmo argumento mostra que
a:Vk+j.9:_1 = (xK+.iE_1) Vit j+1s (7 >0) (2.1)
Suponha que para algum j > 0 temos 2/ Viyz ™7 = (2? K 277) Viy;. Entdo
Ve e =2 W = ¢ ((ij+x_j) Vk+j) rt
— (@K ) (Ve )
= (T Kyz 7zl (aVia )
= (K77 (aViyah)
= (@'Ki277Y) (xKia ) Vigya, pela Equagdo (2.1),
= (@M K27 Vi,
pois K a1 é subgrupo de /1 K x7~1,
Como pela Equacao (2.1) temos que Vo' = (x K, 271)Viy1, e segue por indugao
que, para todo 5 > 0,
P Via™ = (VK a7 ) Viy, (2.2)
pois como K, é um subgrupo de V4, temos que Vi, = (K )V}, quando j = 0.

De maneira andloga, usamos o fato de zVix™! C V(zK,x™') e encontramos que,
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Vi >0,
PV = Viegs (2 K o). (2.3)

Agora sejam U = Ve K_ = ngO x~"Ux™. Entao K_ é um subgrupo compacto
de U. Colocando U; = Viy; = nogmgj mUx™™, cada U; é um subgrupo aberto
e compacto de U e ﬂjzo U; = K, segue que K, ¢é subgrupo de U. Portanto,
K, K <U.

Segue pelas Equagoes (2.2) e (2.3) que
Uz = (K a U = Uj(? Kya™). (2.4)
Seja y € U, e para cada inteiro j nao negativo, definamos

C; = {Z € Ky ;xiyz™ € szx_jUj.} .

Logo C; é um subconjunto compacto de K e nao vazio por (2.4). C; é compacto,

'77, onde u; € U;. Entdo C;

pois se t/yz~/ € /227U, temos que z = yxIu;
pode ser escrito como C; = {yz7u; a7, u; € U;} = ya=7Ua?, como U; = Viyj ¢
compacto e a conjugacao de compactos é compacta, pelo Corolario 2.3.11. Temos
que C; é compacto por ser a translacao de um compacto por um elemento y, ver
Corolério 2.3.10. Como Cj1; C C}, pelo Lema 3.2.1, e pelo Teorema dos compactos
encaixados segue que mjzo C; # (. Tomemos z nessa interse¢do, entdao z € Cj,
para cada j > 0. Entdo, para u; € U; e z € K, temos 2/yz™? = 2/zxJu,,
logo @z tyz™7 = u; € U; C U. Sendo assim, temos que u; = a2z 'yz™7 € U,
entao z7 'y = v ual =1 € ﬂnZO xr"Ux" = K_, logo y = zr € U, e segue que

U< K,K_. Portanto, U = K, K_. Analogamente, U = K_K, O]
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E importante ressaltarmos, apesar de termos mencionado isso anteriormente, que o
intuito deste estudo € explorar um pouco mais sobre a estrutura de grupos localmente
compactos e totalmente desconexos, assim, mesmo que nao enfatizemos em todos 0s
resultados, € vadlido evidenciarmos que o grupo G é um grupo topologico localmente

compacto e totalmente desconexo e x € um elemento de G.

O proximo lema nos fornece um resultado que, diversas vezes, serd utilizado ao longo

deste trabalho.

Lema 3.2.3. Sejam U um subgrupo aberto e compacto de G e x € G. Considere

K, = ﬂnzo 2"Uz™ e K_ = ﬂnzo r"Uz". Entio Ky CaK,o 'eK_ Cax 'K x.

Demonstragao. Tome a € K = (), sq2"Uz™, entdo a € 2"Uz™",Vn > 0. Isto
é, para cada n existe u, € U tal que a = 2"u,2™ " = z2" tu,z "z, logo
a € zx" Uz~ g1 Sendo assim, temos a = zx"u, 1z "z, Vn > 0, e segue que

a € zx"Uzr™"z~'. Entdo a € (522" U2~ = 2(,5 2" Uz )2~ = K a7 ",

Portanto, K, C x K, x~!'. Analogamente, podemos provar que K_ C v~ 'K_x. [

Daqui até o final dessa secao, vamos supor que U = mogngk 2"V, K, =

n —-n — —n n
Npso2"Uz™ e K. =),5z "Ux"™

™ e x"wx™" pertencem a U,

Lema 3.2.4. Suponha que w € G seja tal que x™wx~
onde m < n. Entdo w = yz, onde

xkyx_"“eUpamkgmekzn

2Fza7F € U para m < k <n.
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m

Demonstracao. Como zmwx™™ € U = K, K_, temos z"wz™™ = wuv, onde u esta

em K, evem K_. Comom < n, entao existe 7 > 0, tal que j = n —m > 0.

" entao ruxr™l =

Logo temos que z/z™wr ™z = (pluz™)(z/vz™) = az"wx”
(z"wz™")(x?v " z™7). Como z"wz ™" estd em U por hipétese, e v/v a7 em K_ C
U, poisv € K_,logov™! € K_, e pelo Lema 3.2.3, segue que v~ ! € 277K_27, sendo
assim, 2/v~tx™7 € K_. Consequentemente, 2/uxr~7 = st € U = K_K_, onde s est4
em K_etem K.

m

Coloquemos y = ™ "sz" e z = (x "ta™)(x"™vz™). Como z™wzr ™ = wv e u =

xIstad | segue que w = yz. Além disso,

eMyr ™ = 2 sad = ua It e,

onde u e t pertencem a K, entdao z™yx~™ estd em K, poisu € K., e x 7t 12’ €
K., poist™t € K, Ca/K,x77. E segue que x*yx =" estd em U sempre que k < m.

De maneira semelhante, seja x"yx™" = s pertencente a K_ C 2 ‘'K_x—1i, onde

i € N, implica que z""iyz""* €¢ K_ C U. Considerando k = n + i temos que
k

2Fyr=* estd em U para todo k > n.

Finalmente, se m < k < n, entao

a¥ 2™k = aF (a7t (2 o™ "
= 2F(x7 ") (2 ™) (2o ™) R

_ (x—(n—k)txn—k> (xk—mvx—(k—m))7

k—m,,.—(k—m)

onde 2~ Ftz"k estd em K, e 2F vz K

k

estd em K_. Portanto, z"zzx~

encontra-se em K, K_=U. O
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A seguir demonstraremos um lema que apesar de ter uma demonstracao extensa
pode ser considerado, neste trabalho, o lema com a prova mais bonita estrutural-

mente.

n

Lema 3.2.5. a) O subgrupo Unzox”KJraf € fechado se, e somente se,

(Upso 2" Kyx™™)NU = K.

b) O subgrupo \J,sqx" Kz~ € fechado se, e somente se, | J,~ox "K_a" € fe-

chado.

Demonstragdo. — a) Se (U5, 2" Kyx™")NU = K, e K, é um grupo compacto de
um grupo topolégico em um espaco Hausdorff, pela Proposicao 2.2.18 temos
que K, é fechado. Como o elemento neutro, e, do subgrupo K, pertence ao
subgrupo ({J,o 2" K1z™), e U é vizinhaca de e, segue que (5o 2" K 77")
¢ localmente fechado em e, pois (U, 5o 2" K12™")NU = K é fechado, ver de-
finicio 2.2.9. Consequentemente, o subgrupo (J,,»,(z" K 2™") ¢é fechado pela
Proposicao 2.3.3.

Se (Upso®"Kyz™) NU # Ky, logo existe pelo menos um elemento
9 € (Upsez"Kiz™) N U tal que g ¢ Ky = [),502"Uz™™. Como g €
UnZO 2" K x™", entao existem um nuimero natural ¢ e um w € K, tais que
g = r'wz~" € U, e existe um ntimero natural j tal que g = z'wx™" ¢ 2/Uzx™7,
pois g ¢ K. Sendo assim, ' 7wz~ ¢ U.

Notemos que m = i — j > 0, pois se i = j terfamos que w ¢ U, mas

w € K,. Agora se i —j < 0 terfamos x'Jwz/~" € K, C U, pelo Lema



Capitulo 3. Subgrupos Tidy 41

3.2.3, pois w € K, contudo, ' Jwa’~" ¢ U. Sendo assim, temos m > 0
e 2"wr™™ ¢ U, com w € K, C U. Como z'wx™" € U e 2wz € U, te-
mos pelo Lema 3.2.4 que w = yz com zFya™ € U para k < 0e k > i
e xFza™% € U, para 0 < k < i, além disso, decorre da demonstracio do

mesmo lema que y € K, e x'yz~" € K_. Observemos que x™yz~™ ¢ U, pois

m m

temos xMwxr™™ = zMyze™" = (Myx™)(xMzx™™), e 2Mwz™™ ¢ U, como
m =1i— j < i, pelo Lema 3.2.4, segue que x™zzx~™ € U, logo x™yx~™ ¢ U.

Temos que a sequéncia S = {y(z'yz~")(*yz=2)- - - (a:”y:c‘“)}lzo esté4 contida
em (Upso 7" K, 27%*)NU. Como U é compacto, a sequéncia possui um ponto
de acumulagao, u, pertencente a U. Considere uma subsequéncia a; de S que

converge para u. Seja q tal que m = ily — q, q existe, pois 0 < m < 7, com

q>0,ely>i—m fixado. Entao
g2t = a7 (y(atyx ) (@ ya ) - (aPya ) 2t

(. S

— (lﬁqywq> (l.quriqu—i) ($2i—qyx—2i+qz_ . .leoi—qym—loz#ql' .. (mli—qyx—lzﬁrqz

v €u U ¢U €U
onde  a 9yxd p=0Fiygtt ... glo=l)=ayp—lo(i=1)+a € U e
gl =kyp=loltD+a .. gliaya=lite ¢ [J pelo Lema 3.2.4, e o elemento

ghizdyp=loite = gmyy=m ¢ . Logo x 9ax? ¢ U, para [ suficientemente
grande. Como a; — u e U é aberto, temos uma sequéncia de elementos
x %a;x? contidos no fechado U¢. Logo temos que o limite da sequéncia %2,
quando | — 400, é 7 %ux? e nao pertence a U, para infinitos valores de ¢
quando ¢ — oo.. Consequentemente, u nao pertence a Ukzo a:kKJra:*k, pois

suponhamos que u € Ukzo 2" K x7* logo existe p > 0 tal que u € 2P K, 277,
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isto é, 2 Pua? = ky € Ky =[50 2"Ux™", entdo x P "ua?™™ € U, para todo
n € N, mas isso nao pode acontecer, pois existem infinitos valores de ¢ com
q — +oo com z%z? ¢ U. Sendo assim, existe um ponto de acumulagao de
uma sequéncia de elementos de k>0 2* K 27* que ndo pertence ao conjunto,

portanto, Ukzo 2* K x7* nao é fechado.

Provaremos que se (J,5, 2 " K_x" ¢ fechado, entdo (J,», " K 27" ¢ fechado.
Se Ukzo 2*K, x7% nao é fechado, entdo pelo item anterior sabemos que
(Upso2"Ky2™") NU contém propriamente K, e aplicando o Lema 3.2.4
temos que existe um y € K, tal que a™yz™™ ¢ U e z"yx™™ € K_, para
algum n > m > 0, entdo y € v "K_ 2", logo y € (U,soz "K_2") N U,
mas y ¢ K_, pois se y € K_ terfamos que x™yx™™ € K_, o que é uma
contradigao, pois ™yr™™ ¢ U. Logo (U,s,* "K_2") N U contém propria-
mente K. Logo existe pelo menos um elemento h € (J,5oz "K_2") NU
tal que h ¢ K = (),502 "Ux". Como h € |J, 5o "K_2", entdo existem
um ntmero natural i e um w € K_ tais que h = 2 ‘wa’ € U, e existe um
nimero natural j tal que h = z~'wz’ ¢ x=7Ux?, pois h ¢ K_. Sendo assim,
x~Mwa'I ¢ U. Notemos que m’ = —i + j < 0, pois se i = j terfamos que
w¢ U, mas w € K_. Agora se —i 4+ j > 0 terfamos 2~ "wa'7) € K_ C U,
pelo Lema 3.2.3, pois w € K_, contudo, 2~ wx*7 ¢ U. Como z ‘wz’ € U

%wz? € U, temos pelo Lema 3.2.4 que w = 1,2, com z "y,z" € U para

exr”
r< —ter>0eaxz,x7" € U, para —i < r < 0, além disso, decorre da

demonstracao do mesmo lema que z 'y, 2 € K, ey, € K_.
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7

/ o/ . / —m/ / _
Observemos que z™y,xz~™ ¢ U, pois temos ™ wx™™ = z™y,z,x” " =

(2™ Y™™ ) (2™ 2pz™™), e ™ wz™™ ¢ U, como m' = —i+j < 0,

I

temos — < m' < 0, e pelo Lema 3.2.4, segue que z™z,z " €
U, logo z™y,z~™ ¢ U. Sendo assim, temos a sequéncia S =
{yo (2 yz®) (x ™2y, z?) - - (x’liywm“)}lzo contida em ((Jysqz *K_2*) N U.
Como U é compacto, essa sequéncia possui ponto de acumulagao, digamos
u € U. Consideremos uma subsequéncia a; de S que convirja para u, e seja

k=m'+ily, com ly € N, l[p > —m' e ly >m’ + i fixado. Entao

xkalek —_ :Uk (yw(mfiywxi)(xfmywx%) . (xfliywxli)) xfk —

— (xkywx—k)(Ik—iyw$—k+i)(x—2i+kywm2i—k) . (:L’_loi+kywl‘l0i_k) . (x—li—&-kywxli—k)

onde why, gk iy R L gl ey plo(i=1)—k c U,

ex o) Fhy AloGit)=k . p=litky 2li-k < U, pelo Lema 3.2.4. Como

?

e . o ’ —
apenas o elemento x~0itky ploi=k — g=m'yym’ ¢ [J segue que x*aqz=* ¢ U,

para [ suficientemente grande. Como a; — u e U é um subgrupo aberto,

k k

entao existe uma sequéncia de elementos x"a;x~" contidos em U€ o qual é

k

um conjunto fechado. Logo temos que o limite da sequéncia x*a;z=*, quando

k k

I — 400, é z"ux™", e nao pertence a U, para infinitos valores de k& quando
. ~ —k k .

k — oo. Sendo assim, temos que u nao pertence a Ukzo x "K_x", logo existe

um ponto de acumulagio de elementos de |J,-,2 *K_z" que nao estd no

conjunto, portanto, |J,, 2 *K_2% nao é fechado. Assim concluimos que

Upso 2" K 27* ¢é fechado.
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k -k 4 5 -n n 4
Para provarmos que se |J,5o2"Kiz™" é fechado, entdo |J, oz "K_ 2" é

fechado, é suficiente trocar & por ! na demonstracao acima.

Lema 3.2.6. O subgrupo Unzoan_x*” ¢ fechado se, e somente se,

(Upspz™"Ky2™)NU = K_.

Demonstracao. A demonstracao é similar a do Lema 3.2.5, basta substituir x por

ey O
Agora definiremos o subgrupo £ de G, esse nos auxiliard no processo de construgao
da prova do Teorema A.

Definicao 3.2.7. Define-se o conjunto L por

L= {ZE G| Im,n € Z tais que 2"z2™" € U sempre que k <m ou an}

A condigao definindo £ em 3.2.7 é equivalente a existéncia de inteiros m e n tais

que z"zx T e K, exzxT" € K_.

Lema 3.2.8. Sejam G um grupo totalmente desconezo e localmente compacto, v € G

e L como na Defini¢cao 3.2.7. Entao
(i) O conjunto L € subgrupo de G;

(i1) O conjunto L € invariante sob a conjugacgdo de .

Demonstracao.
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(i) Sejam z1,2z, € L, entdo I my,ma,ny,ny € 7Z tais que z™ziz™™ € K, e
xMzrT™ € Ko, 2™ 217 € Ky e 2™z ™ € K_. Entao :Esz;lx’mQ e K,
e x™zy v € K_, pois K, e K_ sdo subgrupos de U.

1

Consideremos m; < mg € Ny < ny. Como my < mo, entao ™z, =™ € K ois
) 2 +

'K,z C K,. Entao

mi.—1

m Ty e = My ™ € K,

—mq

™z

e como n; < ng, segue que vz x" "2 € K_, pois t K_x~' C K_. Logo

no ng . —1

g2y lyT = g2yt € K

Tz

Portanto, existem m; e ny € Z tais que xmlzlzglx’ml e K, e x"%lz;lx’"? c K_.
Analogamente, semyp < Mg € MNg <Ny, Mo <My €Ny < Ng, My < My € Ny < Ny.

Segue que L é subgrupo de G.

(ii) Provaremos que £ ¢ invariante sob a conjugacgao de z, isto é z7'Lo = L. Se z €
x 'Lz, entao rzz~! € L, sendo assim, existem m e n € Z tais que 2™ (xzz " )z™™ €
K e a"(zza )z ™ € K_. Entao, 2™za=™ ! € Ky e 2"z € K_, logo
existem inteiros m + 1 e n + 1 tais que 2™ zz7™ 1 € K, e 2" 21 € K_,
entdo z € L. Portanto, z7'Lx C L. Além disso, temos £ C x~ 'Lz, pois se
z € L, logo existem m e n € Z tais que x™zx™™ € K, e z"zx™" € K_, entao
" Nzzz Nz € Ky e " Y (zzz™ )z~ € K_. Considerando m’ =m—1 € Z

en =n—1¢€Z,segue que vzx~ ! € L, logo z € x~'Lx. Portanto, L C x~'Lx. [
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O resultado a seguir é um corolario do Lema 3.2.5, o qual é crucial para a demons-

tracao do Teorema A.

Corolario 3.2.9. Se L = K, N K_, entao U € tidy.

Demonstracao. Temos que U = K, K_ = K_K, logo para provarmos que U ¢ tidy,
serd suficiente mostrarmos que (J,,5o " K127 e |J,,5 " K_2" sdo subgrupos fecha-
dos de Gi. Pelo Lema 3.2.5 isso ¢ equivalente a provarmos que |J,,5o(z" Ky 27 ")NU =
K. Sendo assim, suponhamos que (J,o(z"Kyz™") N U # K, pela demonstracao
do Lema 3.2.5 temos que existe y € K, com x™yx~" ¢ U, mas 2"yx~" € K_, onde
n >m > 0, entao y € L. Temos pela hipdtese que L = K, N K_, portanto, y € K_,
isso quer dizer z"yx~™ € K_, ¥Ym € N, contudo, existe m € N tal que 2™yz""" ¢ U.
Logo temos uma contradicdo, e segue que |J,5o(z"Ky27") NU = K. De maneira

similar mostramos que (J,,5o(z7" K, 2") é fechado. Portanto, U ¢é tidy. O
Defini¢ao 3.2.10. Para cada z € L o exposure de z é o menor inteiro e(z) =
n—m-—1,onden>m, zmzz " € K, ex"zx " € K_.

Definigao 3.2.11. Define-se o conjunto € por e = (x K,z '\K )N L

Proposigao 3.2.12. Cada elemento de L\(K; N K_) é conjugado por uma poténcia

de x a um unico elemento de .

Demonstracao. Seja z € L\(K; N K_). Entao z € L, logo existem m,n € Z tais
que 2"z € Ky ex"zx™ € K_. Como z ¢ (K, NK_), temos trés casos: z € K

cz¢ K ,ze K ez¢ K+, ez¢ Ky ez¢ K_.
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Consideremos z € Ky e z ¢ K = [\ 2 'Uz’, entdo existe iy € N tal que
z ¢ x7oUz" assim z0zx~" ¢ U, logo z°zx~" ¢ K,. Como z™z2~™ € K, pois
z € L, pelo Lema 3.2.3 segue que m < 1.

Sejam A={ieN:z'zz7"' ¢ K,} ek =min{i € N:2'z27" ¢ K.}, k existe, pois
o conjunto A é limitado inferiormente, por m, e é nao vazio, pois zzz~" ¢ K.
Entao zfzz=% ¢ K, e x* lza=%! € K, logo xa* tzaFHla~! € 2K, 271 isto §,

k

2Fzeh € xK 27t Assim 2*207% € v K, 271\ K . Como z € L, e L é invariante por

conjugacao, ver Lema 3.2.8 item (ii), segue que a2Fzx7* € L. Portanto, z¥z27* € ¢.

A unicidade do elemento z*zax=% € ¢ decorre da unicidade de k, pois se existisse
outro elemento | # k tal que z'zz~! € ¢, terfamos que 2227 € 2K 271\ K, isto
é, vz~ € K, e 2'227! ¢ K, mas pela definicio k é o menor valor natural

k

que satisfaz a condicdo z¥zz~* ¢ K., entdo, necessariamente, [ > k, contudo,

l

2z~ ¢ K, implica que 2*

zx~% € K, tendo uma contradicio. Portanto, o

elemento z*zz=* € £ é tnico.

Analogamente, segue o resultado para o caso z € K_ e z ¢ K,. O caso z ¢ K_
e z ¢ K, sereduz a um dos casos anteriores por conjugacao de z por ™ ou por

", ]
ko k

Proposi¢ao 3.2.13. Se z c ceye K, NK_ ouy =z "wz®, comw € € ek > 0,

entdo yz € € e as classes laterais K,z e K.yz sao iguais. (yz € K, z)

Demonstracao. 1. Sey e K, N K_, temos que y € K. Logo as classes laterais

K,z e K,yz sao iguais.
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2. Se y = x *wak, com w € ¢, temos que w = 2FyrF € e = (zK, 27 N\K,) N L,

entdao 2" lyz "l e K, , comk—1>0ecw=2"ya* ¢ K,. Logoy € K,

portanto, as classes laterais K,z e K,yz sao iguais.

Lema 3.2.14. Sejam z1, 2o € € e suponha que z1 € K 25. Entdo z; = yze onde ouy €

K.NK_, ouy = *wa*, para algum k > 0 e w € & com e(w) < max {e(21),e(z)} .

Demonstracao. Como 21,22 € €, temos que 21,22 € L. Contudo, z1,20 ¢ K,
logo existem my,ny, mo,ne € Z, tais que x™zix7™ € K, e x™MzixT™ € K_|
M 2ox™™ € Ky e 2™2x™™ € K_, com m; < 0 e my < 0. Observemos

ly=m2 ¢ K| e a™z'a™™ € K_, pois K, e K_ sdo subgrupos. Su-

que zM2zy
ponhamos z; € Kz, entao existe y € K., tal que 21 = yz;. Consideremos
e(z1) = max{e(z1),e(z2)} = ny —my —1 =n > ny, pois —m; —1 > 0. Logo

n=ny—m;—12>ns—mo—12>ny, pois —msy—1> 0. Assim temos z"yx™" € K_,

pois

1

Yy = 2z
"y = (2" ") (a2 ")
xnyx—n — \(l’nl_ml_121I_n1+m1+1)l\(xnl_ml_lzglx_nl+ml+l)J.
TV TV
eK_ eEK_

Como z"yz™ € K_e 2% 2" =y € K,, segue que y € L e e(y) < n—0—
1. Entao e(y) < n—0-1<n = e(z1) < max{e(z1),e(z2)}. O caso e(z) =

max{e(z1),e(z2)} = ng —mg — 1 = n é andlogo.
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Decorre da definicio 3.2.10 que o exposure do conjugado de y, zFyz=* = w é igual
ao exposure de y . Portanto, e(w) < maz{e(z1), e(z2)}.
Comoy € LNK,, temos quey € K, NK_ouy € L\(K N K_), pela Proposicao

3.2.12 existe um inteiro k£ > 0 tal que z*yx =% € ¢ e o resultado segue. O]

Corolario 3.2.15. Sejam z1,z0 € e e suponha que z1 € Kizy e que e(z1) =

min{e(z) : z € e} = e(z2). Entao z1 = yze, ondey € K, N K_.

Demonstracao. Sejam zy, 2o € €. Temos e(z1) = min{e(z) : z € €} = e(z2), logo ndo
existe w € ¢ tal que e(w) < max {e(z1),e(z2)}. Como 2z € Kz, entdo Jy € K,

tal que z; = yz9, e segue pelo Lema 3.2.14 que y € K, N K_. O]

Observagao 3.2.16. i) Se g € (x K, a ")\K, entio Kyg C (xK 2 ')\K,. De

fato, pondo g = xkx=t, com k € K, entdo

Ki.g= K wvkx ' =22 'K oka™ ' C 2K ka ' = 2K o7,

ii) Seja N a quantidade de Classes laterais de K em (zK oz ')\K., tais que
intersectam €. De cada uma dessas Classes escolha um representante g;, com
i = 1,2...,N, tal que g; pertenca a € e e(g;) = min{e(z);z €N K g;}.

L pela

Como Ky = (zK 27 Y)NU € um subgrupo aberto do compacto, v K, x~
Proposicao 2.5.6, existe um numero finito de classes laterais, logo podemos

escolher apenas um numero finito de representantes para cada uma dessas

classes escolhidas.
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Lema 3.2.17. Cada z € € pode ser escrito como um produto
&z = w(x_kjgijxkj) T (x_klgilxkl)(x_ogiox())’
ondew e KiNK_ e0 <k <ky<---<kj.

Demonstragdo. Seja z € ¢ = (zK, 2 "\K,) N L. Entdo z ¢ K, sendo assim, z
pertence a alguma das classes laterais K, g;,, para algum 7o € N e g;, € ¢, um
representante de uma das classes laterais de K, em (zK 2~ ')\ K, que intersectam
e ee(g,) = min{e(z);z € e N Kigi,}, ¢ pelo Lema 3.2.14 temos z = yg;,, com
ye K, ,ondeouye K, NK_ouy =z ™22 com k; >0e 2 € ¢ com e(?) <
max{e(z),e(gi,)}. Como z € Kyg;, e e(gi,) = min{e(z);z € e N K,g,,}, segue que
maz{e(z),e(gi,} = e(z), logo temos e(y) = e(z') < e(z). Como existe um nimero
finito de classes laterais, podemos escolher um ntmero finito de representantes para
essas classes, entao, sem perda de generalidade, podemos considerar e(z’) < e(g;,)-
Sey € K. N K_ e considerando y = w, segue que z = yg;, = wx °g;,x°, como
queriamos.

Agora se y = 7M1 22" com k; > 0 e e(2') < maz{e(z),e(gi,)} = e(2).

Notemos que ou 2’ estard na mesma classe que g;, ou 2’ estard em alguma outra
classe, necessariamente, distinta a classe de g;,. Entretanto, estamos considerando
o caso e(Z') < e(gi,), logo 2/ ¢ K.g;,. Entao aplicando o mesmo raciocinio para
2 = zkyz=* € ¢, temos que 2’ pertence a alguma das classes laterais K, g;,, para
algum i; € N e um representante g;, € €. E, pelo Lema 3.2.14, segue que 2’ = y1¢;,,

com y; € K.
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Assim temos

— _ —k1 k1
2=YGi, = T 2T Gi

= (27 Mygi,2")gi,

= (z My (@ Mg, 2" ) s,

onde ouy; € Ky NK_ ouy; =z *22"2% com ky > 0, 2" € e.

Seyr € KL NK_=(),c,z"Uz™", entdo w = My e K NK_

2 = YGi

= w<x_klgi1$kl)gioa

e o resultado segue.

Agora se temos y; = 7 *22"2" com ky > 0 e e(2") < maz(e(?'), e(g;,) = e(2').

Observemos que se e(2") < g(;,), entdo garantimos que z” ¢ K, g;,. Contudo,
se e(2”) > g(;,), teremos que repetir o processo até obtermos algum z* < ¢(;,) para
garantirmos que existe um z* que nao esta na mesma classe de g;,. Para entendermos
o processo indutivo desta prova, consideremos z* = 2”.

Sendo assim, temos 2" = z*2y;27% € ¢, entdo 2" € K g;, # K,gi,, e pelo Lema

"

3.2.14 segue que 2" = ypg;, onde ou yy € K, NK_ ou yy = x*2" 2% com ks > 0,
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M ee 6(2”/) < max{e(’z//)’e(gio)}.

—k1 1k
Z2=Ygi, = T zag

_ (ﬂi’_kl ylxlﬂ ) (x—k‘l i $k1 )gio
_ (l‘_kl (l,—kzz Z”I‘kQ )xk‘l ) (l.—k’l i xk?l )gio

k1+/€2)(

= o7 Yogi, ) F ) (7R g M) gy

— (I_(k1+k2)y2x(kl+k2)) (J]_(k1+k2)gi2x(kl+k2))(l’_kl gilxkl )gio

Se yp € Ky NK_ =(\,cp2"Uz™, entdo w = z~ M F2ypahith: ¢ K, NK_.

Portanto,

:L'_(k1+k2) (k1+k2))(

2 =ygi, = w( Jip @ " g 2 gj,.

Caso contrério, podemos repetir este processo e escolher um z"””

que nao esta em
uma classe lateral diferente a classe do g;,. Como o numero de Classes laterais é

finito, teremos o resultado, considerando &k} = ki, ky = ki 4k, - - - ,k;- = 3;1 k;. O

Consideremos L = L.

Lema 3.2.18. (i) O conjunto L é um subgrupo compacto de G invariante sob a
COMJUGacao por T;

(i) {z€G:3Im; <0< my <---<my <...tais que x™zx~"™ € U} C LK_;

(i) {z€ G :3Imy <0< mg <---<my <...tais que x~"za" € U} C LK.

(iv) {z € G:amzx™™ € U para infinitos valores dem — oo} C L.

Demonstragao. 1) Seja z € L. Entaoou z € Ky, NK_ou z € L\(K, N K_).

Se z € L\(K; N K_), entdo temos que ou z pertence a K, ou z nao per-
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tence a K. Consideremos z ¢ K., aplicando a Proposicao 3.2.12 para

k k

o caso z ¢ K., temos 2¥z27% = y € ¢ e k¥ < 0. Sendo assim, te-

mos que z = 2Fyzr™* onde y € £ e k > 0. Pelo lema anterior te-
mos que y = w(z g,z ) (xkllgilx_kl)(xogiox_o), comw € K NK_ e
0 <kl <hky< <k; Logo temos

v o= adrw(ahg,ah) o (a7 gLa) (gi )T

! ! i li
= (z wx_k)(ztk_kjgijxkj_k) e (xk_klgilxkl_k)(xkgiox_k)»

onde w € K, NK_, logo w = (x7*wa*) € K, N K_, pois K, N K_ é um

conjunto invariante por conjugacao.

Observemos que cada elemento g; € ¢ = (zK o '\K,)NL CxK 27! C
/K, x77, paratodo j >1lei=12,...,N.
Tomemos p > max{k,k — ki, -+  k — k;, 1}, logo temos que g; € 2P K, x7? e
g; = xPh;x™P para h; € K. Assim

! ! ’ ’
P (kamfk)(xk—kjgijxkj—k) . (.%kiklgil%klik)(l'kgi()%ik),

= (kam_k)(:vk_k;(xphijx_p)xk;_k) e (:Bk_kll (xphilx_p)xk/l_k)(:vk(:vphiox_p)x_k)

— (kax—k)w%(xkfk;fphij xk] ker):E_Qp . -Igp(xk_phiow_k+p)$_2p.

C (KiNK_)a*K,x™% C K_2K, 2%,

/ !
pois cada um dos elementos z*~*=Ph; ¥ =k+P com [ = 1,--- | j, pertencem

a K, pois k — k; —p < 0eh; € Ky. Sendo assim, temos que cada ele-

mento de £ pertence a K_2*? K, 27%. Logo £L C K_(22? K, 22F), implica

L C K (2K ,x7?), pois K_(2* K, z7?P) é fechado. Como K_(z** K, x~%)
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ii)

iii)

é um subconjunto compacto de G, pois é produto de compactos, e £ = L é
fechado. Segue, pela Proposigao 2.2.15, que o fecho de L, denotado por L, é
um subgrupo compacto. Além disso, L é invariante sob a conjugacao de x,
pois pelo Lema 3.2.8 temos £ = zLz !, entdo £ = zLx~! = zLx~'. Logo

L = xLx™!, portanto, L é invariante sob a conjugacao de z.

Seja z € G tal que existem m; < 0 < my < -+ < m, < ..., tais que
x™zx~™ € U, para cada p. Agora para cada p > 1 aplicaremos o Lema
3.2.4. Consideremos m = m; e n = m,, entao existem elementos y1,y,,... e
21, 22,... tais que z = y,2,, onde z*y,x=% € U, para k < my e k > m,. Logo
temos y, € L C L, paratodop > 1. Eafz,a* = a:kyp_lzx_k e Uparal <k <
m,,. Como L é fechado e compacto, segue que {y;,vs,...} € £ C L tem um
ponto de acumulagao, digamos w, em L. Como U ¢é fechado e mkypflzx*k eU,

k

entdo z*wlzz™F € U, para cada k > 0. Assim w™'z € 7 *Ux*, para todo

k>0, e segue que w™'z € K_. Portanto, z pertence a LK _. Isso prova (ii).

Consideremos z € G tal que existem m; <0 <mg < --- <m, < ... tais que
x~ M za™r estd em U, para cada p. Temos —m; > 0 > —mg > -+ > —m), >

Para cada p > 1 aplicaremos o Lema 3.2.4 considerando n = —m e
m = —m,, entao existem elementos yi,y2,... € 21, 22,... tais que z = yp2p,

onde z*y,x™% € U, para k < —m, e k > —my, entao y, € L para todo
p>1,eabzat = xkyp_lzx_k € U para 0 > k > m,. Como L ¢é compacto,

{y1,92,...} € £ C L tem um ponto de acumulacio, digamos w, em L. E

como U é fechado z*w='zz=" € U, para cada k < 0. Sendo assim, temos
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w™'z € K,. Portanto, z pertence a LK. Isso prova (iii).

iv) Se z € G é tal que zx~™ € U para infinitos valores de m — +oo, entdo
aplicando o item (ii) desse lema temos que z € LK _, e aplicando o item (iii)

segue que z € LK. Portanto, z € (LK) N (LK_) C L.

Os resultados apresentados até aqui nos proporcionaram condicoes suficientes para

demonstrar o Teorema A, o qual garante a existéncia dos subgrupos tidy.

Teorema A. Sejam G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto e x €
G. Entao existe um subgrupo aberto e compacto U de G tal que colocando K, =
Nuso"Uz™ e K =(),50 2 "Uz™, temos:

(i))U=K,K_ =K K,

(1) Upzo 2" Ky2™" e U, 5o v "K_2" sdo subgrupos fechados de G.

Demonstracao do Teorema A . Escolhamos um subgrupo aberto e compacto, V', de
G e apliquemos a construcao do Lema 3.2.2 para a produgao dos subgrupos U’, K/,

e K ,comU =K,K = K_K,. Colocando
L' ={z€G:a"zx™ € U, se |n| é suficientemente grande}, (2.5)

de modo que L = L', pelo Lema 3.2.18, é um grupo compacto e é invariante sob
a conjugacao de x. Para obtermos um subgrupo tidy, L deve de alguma forma ser

adicionado a U’, mas nao é claro que L e U’ geram um subgrupo compacto de G.



Capitulo 3. Subgrupos Tidy 56

Entretanto, usando o Lema 2.3.15, podemos escolher um subgrupo aberto, W, de
U’ tal que LW é um subgrupo aberto e compacto de G contendo L. Nao é claro se
LW é tidy. Contudo, se a construcao do Lema 3.2.2 é aplicada para LW, o qual é
aberto e compacto pelo Lema 2.3.15, nés obtemos um subgrupo, U, o qual ¢é tidy.
Para vermos que U ¢ tidy, notemos primeiro que U = K, K = K_K, pelo Lema

3.2.2. Coloquemos
L={z€G:a2"zz7" € U, se |n| é suficientemente grande} .

Entao pelo Corolario 3.2.9 é suficiente mostrarmos que £ = K, N K_. Para isso,
basta provarmos que £ C L, ja que L C K, N K_, pois L é um subgrupo de LW e
invariante sob a conjugagao de x contido em K, NK_. Para mostrarmos que £ C L,
consideremos U N U’, o qual é um subgrupo aberto de U, e U = L(U N U'), pois
UC LW eW C U’ Consequentemente, como U é compacto, U N U’ é aberto, e
decorre da definicao de L que £’ é denso em L, podemos escolher 21, 23, ..., 2, em
L' tais que U = J;_; z(U NU’). Tendo feito isso, escolhamos um inteiro, N > 0,
tal que 2 %z2* e 2¥227% pertencam a U’, para i = 1,2,...,n sempre que k > N,
veja (2.5). Sejay € L. Como L e L sdo invariantes sob a conjugagdo de x, nds
podemos supor, conjugando, se necessario, que y € K,.. Além disso, aumentando
N, se necessario, podemos supor que zVyz~" estd em K_. Entao nds temos que
xFyxr* pertence a K, para todo k <0 e a K_, para todo k > N.

Construamos agora a seguinte sequéncia {yy}r—, C £ tal que 27"y, 'yz =" pertenca

a UNU', para —k < j < k. Essa sequéncia pode ser definida por inducao.

Notemos que y pertence a K., o qual estd contido em U, além disso, y per-
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tence a z(U N U’) para algum i. Coloquemos yo = z;. Agora suponhamos
que 1 tenha sido definido para algum k. Entao x(k“)Nyl;lyx*(k“)N pertence

a U, pois oty ty=F+DN estg em £/ e aFTUNyp=+DN egtd em K_. Assim

gFHDNy 1y =(k+DN pertence a z;(U N U'), para algum .
Definamos v = ypa~ FTON22E+DON “entdo v estd em L. E, para —k < j < k,
Ny =ly =N = (g=HL=)N L =N (3N gy Ly =N pertence a U N U’, pois

2N y,:lyx*jN e a escolha de N implicam que o primeiro termo estd em £ N U’.

k+1)N k+1)N 1,.(k+1)N

2y (k+1)N

Além disso, z v ya yk_lyx_ e também pertence
a UNU'. Agora x~FFDONyp*+DN ost4 em K., o qual estd contido em U, en-
tao o~ FFUNy=lyp(k+DN pertence a z;(U N U'), para algum j. Colocando ypy =
vpFFON = (DN - Segue que, yriq estd em £ e /Nyl 27N pertence a U N U,
para —k —1<j<k+1.

Sendo assim, seja w um ponto de acumulagao da sequéncia {yx},,. Entao w per-
tence a L e, como U NU’ é fechado, /N w~tyx= estd em U N U’ para cada inteiro

j. Consequentemente, pelo Lema 3.2.18 item (iv), aplicado para U’, w™'y pertence

a L, logo y estd em L. Portanto, £ C L como queriamos mostrar. m

Podemos dizer que, em geral, os subgrupos tidy sao mais complicados do que os
exemplos apresentados anteriormente. Entretanto, algumas das propriedades pos-
suidas pelos exemplos sao compartilhadas por todos os subgrupos tidy. Algumas

dessas propriedades serao descritas nos proximos resultados.

Proposigao 3.2.19. Seja U um subgrupo aberto e compacto de G o qual é tidy sob

a conjugacgdo de x. Entao |J,-qx"Uz™ e |J,>o 2 "Uz™ sio subconjuntos abertos e
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fechados de G.

" ¢é aberto e fechado, para cada n, e sabemos que a

Demonstracao. Como x"Ux~
uniao arbitraria de abertos ¢ aberta, segue que UnZO x"Ux™™ é aberto. Para mos-
trarmos que que UnZO x"Ux™" é fechado, vamos supor que z pertenca ao fecho de
Unso2"Uz™", 2 € 5 #"Uz™", mas que ndo pertenga ao conjunto (J,,z"Uz™".
Como cada elemento do UnZO Uz~ é um ponto de acumulacao de uma sequéncia
de pontos do conjunto UnZO 2"Uz™", logo existem elementos z; € UnZO z"Uzxz™",
tais que 2z, € " Ux™™ com n, — oo e k — 00, e 2 — 2z com k — 0.

Seja V uma vizinhaca aberta de e, e escolha W sendo uma vizinhaga aberta e si-
métrica de e tal que W? C V, pela Proposicao 2.3.5. Entao z; pertence a 2V para
todo k suficientemente grande. Temos ™ K a™™ C o™ Uz~ e ('t a"Uz™" C
e Uz~ logo (2™ Kz ™)((E,z"Uz™") C z™Uz "™, e como z™ Uz " =
K K x™ = g™ K ™ K g C (a™ Ko ) (M, 2" Uz™"), pois
g K pTm = ™ () (T U )T C (Y E U™ Assim 2™ Uz =
(™ Ko=) (", 2" Uz™™). Além disso, ((X,2"Uz"™) C K, W, para todo

" é uma sequencia decrescente de

k suficientemente grande, porque (£, z"Ux~
compactos, e quando ny — —+o0 a sequéncia tende a K,. Como z; estd em
e Ur™™ = (2™ K o ™) (", 2"Uz™") C (2™ Kia™™)(K W), e como Ky C
(x™ K, x~™), pelo Lema 3.2.3, segue que z; € (2" K,z ™ )W. Sendo assim,
2z € W C (2" K,z ™)W?. Logo z pertence a (z"* K, x " )W? C (2™ K x ")V

n

para todo k suficientemente grande. Consequentemente, Unzo " K, x~" intersecta

zV. Como zV ¢é uma vizinhaca arbitraria de z, segue que z estd no fecho do
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Unzo 2" K x~", mas esse é um conjunto fechado, pois U é tidy. Entao z pertence a
Upso 2" Ko™ C U, 50 2"Uz™™. Logo 2 € |J,5o2"Uz™", mas isso ¢ uma contradi-
¢ao. Portanto, UnZO x"Uzx™" é fechado.

De maneira similar podemos mostrar que UnZO x~"Ux™ é um subconjunto aberto e

fechado de G. O

Lema 3.2.20. Seja x um elemento G o qual estd contido em um subgrupo compacto
Ky, e seja U um subgrupo aberto e compacto de G o qual € tidy para x. Entdo x

normaliza U.

Demonstragao. Seja K um subgrupo fechado de G gerado por x, como x € K
e K; é um subgrupo. Entdao K = (z) C K;. Logo, pelo Lema 2.2.15, K é um
subgrupo compacto de G, pois é um fechado contido em um compacto. Temos que
{z"™ :n > 0} é denso em K. Consequentemente, 2K, 2! O K, para todo z € K.
Em particular, quando z = 27!, temos 2 'K, x O K, assim 2K 27! C K,. Por
outro lado, pelo Lema 3.2.3, sabemos que K, C 2K, 2~ !. Entdo K, = 2K, 27!, logo

":n >0} é denso em K. Consequentemente,

x normaliza K,. Analogamente, {x~
2 'K_» D K_, para todo z € K. Em particular, zK_z=! D K_, logo 2 'K_x C
K_. Contudo, pelo Lema 3.2.3, temos K_ C 2 'K_x. Entao K_ = zK_a 1,

sendo assim, x normaliza K_. Como U = K, K_, segue que x normaliza U, pois

2Us ' =2K, K o' = (eK o) 2K o) = K, K_=U. O

Lema 3.2.21. Seja U um subgrupo aberto e compacto de G o qual € tidy para x.

Entao um elemento z de U pertence a K (respectivamente, para K_) se, e somente
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se, {a™"za™}, o, (respectivamente {x"zx""}, o) tem um ponto de acumulag¢do.

Demonstracao. Se z pertence a K, = ﬂnZO 2"Ux™", entao z € x"Ux™", para todo
n > 0. Assim temos que x~"zz" estd em U, para todo n. Como U é compacto,
segue que o conjunto de elementos {z~"z2"},>0 tem um ponto de acumulagao. Pela
Proposicao 3.2.19, Unzo x~"Uzx™ é fechado, e pela hipdtese temos que a sequéncia
{z7"za"}, 5, tem um ponto de acumulagao, digamos w. Logo w € |5,z "Uz™.
Sendo assim, w pertence a x~"Ux™, para algum m. E segue pela conjugacao por
™ que existe um ponto de acumulacao em U. Consequentemente, x~"zz" pertence
a U, para infinitos valores de n. O Lema 3.2.18 item (iii) mostra que z € K.

A prova de que z pertence a K_ se, e somente se, {x"zx’”}nzo tem um ponto de

acumulacao seque de maneira similar. O

Proposigao 3.2.22. Seja U um subgrupo aberto de G o qual é tidy sob a conjugacao

de x e seja K, = ﬂnzo x"Ux™"™. Entao o subgrupo de G gerado por K, e x é fechado

n

e € ou compacto ou igual ao produto semidireto de |J,~, 2" Kz~ e o grupo gerado

por x.
Demonstracao. Seja N = UnZO 2"Kyx™", e seja H o grupo gerado por K, e
2. Notemos que N é normalizado por x, pois Nz~ ! = UnZO "MK v =

Ups1 2"Ky2™™ € N. B temos Ky C 2K, 27", pelo Lema 3.2.3. Assim N =
Upso 2" Ko™ = (2°K27°) U (Upsy 2" Ky2™™) C Upsy 2" Ko™ = 2Nz~'. En-
tao tNz~! = N. Consideremos H = N(z), onde (z) denota o subgrupo gerado por

x. Suponhamos que z* pertenca a N para algum k nao negativo, entdo z* estd em
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™K, 2™, para algum m € N. Logo temos z~™z*2™ € K, o qual é um subgrupo

compacto de U. Sendo assim, (z*) C K tem o fecho compacto, pois é um fechado

contido no compacto. Assim (z) = (zF) U z(z*) U 22(z*) U - .- U 2F=1(2F) é com-
pacto, porque é uniao finita de compactos, pela Proposicao 2.2.16. Agora, pelo Lema

L'= U, e implica K, = U e

3.2.20, temos que U é normalizado por z, entao xUx™
N =U. Logo H define uma extensao finita de U, e segue que H é compacto. Sendo
assim, se H nao é compacto, ¥ € N, entdo (x) N N = {e}, logo H é o produto
semidireto de N e (z).

Para provarmos que H é fechado sera suficiente mostrarmos que H N U é fechado.
Para isto, mostraremos que ou H é compacto ou H N U = K. Suponhamos que
za® pertenca a U, onde z estd em N. Se k é zero, entdo z estd em K, entdo
podemos supor que k # 0. Como U é tidy, za* = rs, onde r € K, e s em K_.
Consequentemente, substituindo z por 7~z se necessario, nés podemos supor que

m

de fato zz* estd em K_. Agora z = 2™2'2z™™, para algum m e ' € K. Para cada

n n k n—m),.—k

x ™" entao {ax"z'x™

n, 2"2r" = 2" aabe :m >0} tem um ponto de acu-
mulacao, pois esta contido em um compacto. Consequentemente, pelo Lema 3.2.21,
2" pertence a K_. Além disso, 2’ pertence a K, N K_, como 2’ é igual a conjugacao
de z por 2™, e K, N K_ ¢é invariante por conjugacoes, segue que z € K, N K_|
sendo assim, z* estd em U. Como k # 0, isso implica que (z) tem o fecho compacto,

portanto, H é compacto como queriamos mostrar. ]

Proposicao 3.2.23. Seja G um grupo localmente compacto totalmente desconexo, seja

r e G eseja K. = nnzo x~"Ux™ onde U € algum subgrupo tidy sob a conjuga¢ao
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de . Consideremos

-2

S, ={z € G;{xza™t, 2?2272, 232073 .- Ytem um ponto de acumulacdo.}

Entao:

k k

i) para cada z € S, existe um inteiro k tal que x"zx™" = zy, onde y €

—-n n.
Upsoz " K2

i) {wzx™t x?za72 232073, - - } tem fecho compacto para cada z € S,; e

iii) Sy € um subgrupo fechado de G.

Demonstracao. Se z € S,, entao z € K_ = ﬂnzo x"Ux™, pelo Lema 3.2.21,

pois o conjunto {zzx~! 2?2272 232273, -+ } possui ponto de acumulacao, w. Logo

z € x7"Ux", para todo n € N, assim existem inteiros m e k, com m < Kk,

k

tais que 2™zx™™ € U e xFza™% € U. Como U é um subgrupo, segue que

k

u = (zmzz"™) N (2Fz2™F) € U, e observemos que x™w tzF mwr*

2" Mwxr™" é um ponto

de acumulagao de {zuz™' zuzr=? zdux=3-.-}.

Pelo Lema 3.2.21, temos u =
(xmzz™) Y2k zz7%) € K_, entao 2™ (z oMtz F ™) =™ € K . Sendo assim,
2 lgh=mypm=k ¢ szo x7K_a7. Como z € S, entdo z € K_ , pelo Lema 3.2.21, e
sabemos que K_ ¢ um subgrupo aberto de 2 'K _x, logo os elementos x'zz~" € K_,
para todo i € N. Assim, a sequéncia {zzax~! 2?2272, 232273 ---} C K_, e como K_
¢ compacto, segue que o fecho de {wzz™' z?2072 232273 -.-} é compacto. Além
disso, S, é um subgrupo, pois se zj,25 € S,, entdo z},2, € K_. Como K_ é um
1

subgrupo, segue que 2§~ ,z2_1 € K_, apliquemos o Lema 3.2.21, e o resultado se-

gue. Agora consideremos z1, 29, 23, -+ pertencentes a S, e que convirjam para z.
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Logo z; € K_ Vi e N, e z € K_, pois K_ é compacto. Sem perda de generalidade
podemos supor que 2z, 29, 23, -+ € zU. Notemos que z1, 29, 23,--- € 2zK_ C 2U).
Entao para cada n temos que 2 'z, = w, € UNS,. Pelo Lema 3.2.21, temos que
21, = zywy, onde {wy, wy, w3, - - - } é uma sequéncia convergente em K_. Sendo assim,

z € z1K_, logo estd em S,. Portanto, S, é fechado. O

Claramente hd uma caracterizacao andloga para o grupo fechado T, = S, ) S,-1.
Também ¢ claro que S, contém o subgrupo gerado por x e por K_. Portanto, pelo
Lema 3.2.2, G é um grupo discreto a menos que pelo menos um dos grupos S, e

S,-1 nao seja discreto.



Capitulo 4

A Funcao Escala

Neste capitulo, serao estabelecidas mais algumas propriedades dos subgrupos tidy
e mostraremos também que a funcao escala é bem definida e é continua. Além
disso, apresentaremos os conceitos de grupo strange e grupo neat; esses dois ulti-
mos conceitos aparecem na conjectura proposta por Hoffman e Mukherjea (veja o
artigo Concentration Functions and a Class of Non-Compact Groups,[HMS81]). A
conjectura diz que um grupo localmente compacto é um grupo neat. No artigo
Concentration functions in locally compact groups, [JRW96], Jaworski, Rosenblatt
e Willis demonstraram essa conjectura para o caso totalmente desconexo. Assim,
o intuito da tultima secao deste capitulo é apresentar a demonstracao do Teorema

4.2.3.

64
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4.1 Funcao Escala

Nesta se¢ao, provaremos que a funcao escala é bem definida e é continua, e exibiremos
alguns exemplos. Se nada for dito, as hipdteses assumidas aqui serao as mesmas do

Teorema A do capitulo anterior.

Lema 4.1.1. Sejam UM e U®) subgrupos abertos e compactos de G os quais sio tidy

sob a conjugacdo de x. Entdo UV NU®@ € tidy para .

Demonstracdo. Seja um elemento z € U NUD, Entao z = sty = Sote, onde
s; € Kg_i) et; € K9 parai = 1,2. Logo 2 "s;z" € UW, 2 "s;'am € U®),
27t € UM e a™tyx € UP)| para todo n > 0.
Temos,

Syts) = ot t. (1.1)

Como z 7 "sy'a"z "si2" = a7 "sy'six" € UPUWD para todo n > 0, e

Tx M T = ot e = sy tsirT € UPUW para todo n > 0, segue

1

que 2"sy sz € UPUW | para todo n € Z. Sendo assim, {z"(s5'51)2 " }nez

tem fecho compacto, pela Proposicao 2.2.15. Seja u um ponto de acumulagao
de {z7"s12"},>0. Entdo z"uz™™ pertence a UM, para todo n. Isso implica que

u €z "UMg" paratodo n, isto é, u € K. Sendo assim, temos que u € Ksrl)ﬂK(,l),

que ¢ invariante por conjugacao. Agora escolhamos um inteiro N tal que 2=V s 2V

N

pertenca a Uy e coloquemos v; = 2Nuz ™, entdo v; pertence a KS) NKY. As-

N N N, —1

sim 27V (syo; )N = 27 Vsi2Vu! estd em UP. E como {27"(s107 1) 2" }us0 tem

ponto de acumulacdo, segue, pelo Lema 3.2.21, que 2~ (s;07 )2 pertence a Kf).
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Consequentemente, 7" (syv; ')a™ pertence a UM N U para todo n > N.

(2)

Similarmente, existe um v, em K(f) N K tal que 27"(vys;')a™ pertence a

n

UM N U@ para n suficientemente grande. Consequentemente x~"(vySy 1slvf 1)95

estd em UM N U para todo n suficientemente grande. Agora {z"vsx "}, €

)

{z"vy 13:’"}7120 tem fecho compacto, pois v; e vy pertencem, respectivamente, a K
e K? ¢ {2785 5127 },50 tem fecho compacto por (1.1), logo {a"ves5 ' s107 ' 2" }0
também tem fecho compacto. Como UM e U® sao tidy, segue pelo Lema 3.2.21
que g5, Lsyu e estd em UM N UP) para todo n.

Entdo temos que s1v; " = s9v; ' (v9s5 15107 1), onde s;0; ! pertence a UL sqvy* per-
tence a U e vys; 5107 estd em UM N UP). Logo syvyt estd em UD N UR. O

Lema 3.2.21 mostra que de fato s;v;! pertence a KJ(FU N Kf)

e, claramente, este
conjunto estd contido em (UM NU®P),. Como s1t; = z estd em U N U segue

que vit; = (syv7)"'sit; também pertence a UM N U@, Portanto, vit; de fato

pertence a (U N U®)_. Além disso,
2= (sio Yoty € O N UP), (O nUP)_.

Similarmente, UM N U@ = (UMW NUP)_(UH NU3),.

Claramente (UM N U®), = Kf) N Kf). Assim, se z ¢ um ponto de acumula-
cao de {U,> (UM N UR) 27", entdo esse também é um ponto de acumulagio
de U~ x"KS)x’” e Unso x”Kf)at’". Como UM e U® sio tidy, z pertence a

Unso 2" (U NU®) 27, logo UD N U ¢ tidy. O

Lema 4.1.2. Sejam UM e U®) subgrupos abertos e compactos de G os quais sio tidy
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para © e suponha que U C UM . Entdo Kf) = K(j) NU® e K® = KW ny®,

onde Kf) = Mo 2" Uz ¢ K9 — MNpso 2" Uz,

Demonstracdo. Temos U®  C UM, entdo o K(f) = MNuzo U@y C
N0 2"UWMg = KS), e como Kf) C U?, segue que Kf) C Kf) NU®. Seja z

)

n n

pertencente a KJ(F1 NU®. Entao z pertence a Kfrl), e pelo Lema 3.2.3 temos 7 "zx
pertence a KJ(}), para cada n > 0. Sendo assim, {7 "zz"},>¢ tem ponto de acumu-
lacao, como z estd em U segue, pelo Lema 3.2.21, que z pertence a Kf). Assim
EP =KYnUu®.

Analogamente, temos K® € KWNU®, pois K% ¢ KM e K CU®. Seja » per-

(1)

tencente a K NU®. Entdo 2 estd em K(_l), logo " zx ™" pertence a K, para cada
n > 0. Sendo assim, {z"zx~"},>¢ tem ponto de acumulagao, e como z estd em U @)

pelo Lema 3.2.21, segue que z pertence a K%, Portanto, K® = kWnye. n

Teorema B. Sejam UM e U subgrupos abertos e compactos de G os quais sio tidy
para x, e considere

KV =a"UWa™i=1,2

n>0

Entdo [a:K(j)x’l : Ksrl)} = [:EKJ(FQ):U’I : K(f)] e esse indice € finito.

Demonstragio. Segue do Lema 2.1.16 que azUPz! = (K2 1)U, onde
U = U® 0209271, entdo [:BKJ(f)x’l : K(f)} = [(:EKJ(f)x*I)UI(i) : KWy
[SL’U(i)l’_l : Ul(i) , 0 qual é finito, pela Proposicao 2.3.6, pois Ul(i) é um subgrupo

aberto do grupo compacto zU®z~!. Sabemos, pelo Lema 4.1.1, que U® =

UD N UG ¢ tidy para z, e temos U® C UM, Como, pelo Lema 4.1.2, temos
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Kf’) = KJ(FI) NU®), segue que Kf’) ¢ um subgrupo aberto e compacto de KS), con-
sequentemente, [K J(rl) : Kf’)} é finito. Como a conjugacao por x é um automorfismo

em G, temos [a:Kfrl)afl : a:Kf’)afl} = [KJ(:) : Kf’)]. O resultado segue, pois
[xKJ(rl)x_l : Kf’)] = [:rKJ(rl):r_l : fo)x_l} [xK(f’)x_l : Kf’) =

 [oktiat s 1] [ - K5
Logo [fo)x_l : Kf’)] = [xKil)x_l : KJ(FI)] Considerando que U® C U® e re-
petindo o argumento temos que [:chf’)x*1 : K(f')] = [xK(f)x*I : Kf) . Portanto,

temos o resultado. O

Agora definiremos uma funcao s de valor inteiro que serd chamada de funcao escala.

Definicao 4.1.3. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto, e
defina uma funcgao de valores inteiro, s, em G da seguinte maneira.
Para cada x em G escolha um subgrupo U compacto e aberto de G o qual € tidy sob

conjugac¢ao por x e coloque K, = ngO x2"Ux™"™. Entdo defina

s(z) = [aK a7 Ky (1.2)

Os Teoremas A e B mostram que s esta bem definida. Notemos que se U é tidy

para z, entao é tidy para z 7' e s(z7) = [z K _x: K_|

Exemplo 4.1.4. Pelo exemplo 3.1.3, temos que um subgrupo tidy para x = (e, 1) em
AXZ ={(a,m);a € A,m e Z} é Ax{0}. A fun¢ao escala € s(x) =1, pois s(x) =

(e K™ Ky = [e(Ax {0}z« (A x {0})] = [(A x {0}) : (A x {0})] = L.
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Exemplo 4.1.5. Considerando o exemplo 3.1.4 temos que um subgrupo tidy para
r = (e,1) € BXZ é By x {0}. A funcgio escala de x € s(z) = [zK,z7': K ] =
[z(By x {0})z~" : By x {0}] = [B_1 : By| = |F|, onde |F| denota o nimero de

elementos do grupo finito F.

Exemplo 4.1.6. Um subgrupo tidy para x = (ea, 1) € C xZ é Cy x {0} pelo exemplo
3.1.5. A funcao escala de x € s(x) = [xK o' K] = [zx({ea} x {0}z : {ea} x

oy =1.

Posteriormente veremos algumas propriedades da fungio escala s(z) = [¢rK 27! :
K], que como vimos ¢ bem definida e s(z™!) = [v7!K_z : K_], e também mostra-
remos que é uma funcao continua. Além disso, temos que a conjugacao por um ele-
mento z distorce um grupo localmente compacto, expandindo na direcao K e con-
traindo na direcao K_. A fungao s(x) mede a escala de expansao e contracao e esta

relacionado a uma funcao modular em G, pois como xUx~! = (zK 271Uy, onde U

U -1
6 tidy para z ¢ Uy = U 0 (zUz™"), temos que s(z) = [sUz~" : 0] = "U2 ),
m(Uy)
e i 5 -1 m(U) :
onde m é a medida de Haar em G. E também temos que s(z™') = A assim, a
m{U1

fungao modular A(z) = s(z)s(z~!)™', z € G, assume valores racionais.

Corolario 4.1.7. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto. En-

tdo a fungao modular A(x) = s(x)s(x™) "',z € G, assume valores racionais.

Demonstragao. Como s(x) é uma funcdo que assume valores naturais nao nulos,

entao A(zr) = séx(f)l) é um nimero racional. O
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Corolario 4.1.8. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto e

n > 0. Entdo s(z") = s(z)",x € G.

Demonstragdo. Por defini¢gao s(z") = [2#"K,x " : K;]. Como a conjugacao por z°
é um automorfismo em G, temos que [z'zK x 'o": 'K 27" = [z K, z7': K,].

Logo
[a"K o™ K] = [0"K o™ a" Ky " [ Ky 2" K]

<. [Q:K_;’_]}_l . K+] .

= [2" NeKizx " K [ P (e K a2 P KT L

. [xK+m_1 : K+] .

= [xK+x_1 : K+} . [:UK+x_1 : K+] R [ZEK+I_1 : K+]
= s(x)"

O

Lema 4.1.9. Sejam G um grupo localmente compacto e totalmente desconexo e U um
subconjunto aberto e compacto de G que € tidy para x, sejam V e W subgrupos de
U tais que K, CV e K_ CW, e consideremos s,t € U. Entao (sVs 1) (tWt™1) =

U= @tWt 1) (sVs).

Demonstracao. Como U é invariante sob a conjugacao por s~ ! € U, serd suficiente
3 )

mostrarmos que V (tW¢™!) = U, para cada t € U. Considerando t = zy,2 € K,y €
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K_, temos que:

VAWt ) =2z V) (yWy 1)zt
=2(VW)z™! poisz€VeyeW
=2Uz71, pois U = VW

=U, pois z € U.

Analogamente, temos U = (tWt~1)(sVs™1). O

Lema 4.1.10. Sejam U tidy em x e w € U. Para cada n € N, considere U, =
Nieo "Uz™* e U = Np_o(wz)*U(wz)™". Para cada n existe um s, € K_ tal que

! —1
U, =s,Uys,, .

Demonstracao. A prova sera por indugao em n. Se n = 0, temos que Uy = U = U,

considerando sy = e € K_ podemos verificar que U}, = soUps; '

Consideremos que exista s, € K_ tal que U, = s,U,s, !, vamos usar o lema anterior
considerando V =U, D Ky e W = K_ DO K_. Entao parat =e e s = s,, temos

que qualquer w € U = W(sVs™!) = K_(s,U,s,!) pode ser escrito como w = zy,
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onde 2 € K_ ey € s,U,s;' = U!. Entao

(zw)U, (zw) ™" = (zzy)U, (y 'z ™)
= (z2)(yUpy ") (="' ™)
= (22)(5,Uns; ) (z Tt

= (zzspz” ) (aUpa V) (zs, 27 ™)

= Sp1(xUnz™")s 1.

onde s,,1 = xzs,z~ ! pertence a K_, pois como z e s, estao no subgrupo K_, entao

o produto ys, € K_. Logo s,.1 = wzs,v ' € K_, pois xK_z~! C K_. Como
n+1 — n _ _

e = UNMZ (@) U(zw) ™ = U 0 ((2w) (My—o(zw)*U (zw) =) (zw) ™). Segue

que
i1 = ((aw)Uy (zw) ) NU

= (Sn+1 (xUnxA)S;—il-l) N (5n+1U57;—|1r1)

= sn1((zUnz™ ) NU)s, 4,

-1
= Sp+1 Un+1 Sn+1

Embora o préximo lema seja estruturalmente semelhante ao lema acima, as provas

nao sao exatamente as mesmas.

Lema 4.1.11. Sejam U tidy em x e w € U. Para cada n € N, considere U_,, =
Nioz "U* e UL, = Np_o(wz) *U(wz)*. Para cada n existe um t, € K, tal que

U, =t,U_nt; .
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Demonstracao. A prova serd por inducao em n. Se n = 0, temos que Uy = U = U]
e considerando ty = e € K podemos verificar que U} = toUpt, L

Consideremos que exista t,, € K tal que U’ = t,U_,t !, vamos usar o Lema 4.1.9
considerando V=K, D K, e W = (z7'U_,zNU) 2 K_, entao parat =z~ 't,x €
Ue s =e, temos que qualquer w € U = (tWt 1) (sVs™t) = (a7 Hx) (271 U_,x N
U)(z 't2) ™ HK, C ((z7Hpx) (27 U_pz) (7 H,2) ") K, pode ser escrito como w =

yz, onde y € (z 7 t,x)(x U_pz)(z H,x) e 2 € K. Como

(zw) " UL, (zw) = (2w) ™ (taU-nt, ") (zw)
=w e, (v YU (oMt trw
= w (@ ) (2 Vo) (2 )~ w
= (y2) (@™ t2) (@7 U—p) (@ )~ ](y2)
= 2y (2 ) (o U ) (2 ) Yy
= 2 (2 ) (27 U_p) (2 M) ]2

= b1 (27 U p2)tr 4y,

onde t,,; = z o M,z € K, pois 27! € K, e como t, € K, segue, pelo Lema
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3.2.3, que v~ ',z € K. Sendo assim,

U sy = () UL (o)) N U
= (typz ' U_pat, 1) NU
= (tnp12 Uopaty 1) N (b Ut L)
=ty (a7 U_pz) N Uty

= tn1U_(ny1) 7:-11-1

Teorema C. Sejam G um grupo localmente compacto e totalmente desconexo, x € G,
U um subgrupo aberto e compacto de G que € tidy para x e w € U. Entao U € tidy

sob a conjugacdao por xw e s(xw) = s(x), e a fungdo escala s € uma fungao continua.

Demonstragao. Sejam Ky = [\ 502"Uz™", K. = ()02 "Uz", K| =
Nyso(zw)"U(zw)™ e KL =, 50(2w) "U(zw)", segue do Lema 4.1.10 que K, =
(sKys™ 1), onde s é um ponto de acumulagio de s, € K_, e segue do Lema 4.1.11
que K’ = tK_t™!, onde t é um ponto de acumulacao de ¢, € K,. Aplicando o
Lema 4.1.9, considerando V = K, e W = K_, segue que U = (sK s ) (tK_t7!) =
(tK_t™')(sKys™'). Entao U = K, K’ = K' K/,

Podemos mostrar indutivamente que para cada n > 0 existe u, € K_ tal que
(zw)" K’ (zw)™" = up (2" K1z~ ")u,*. Do Lema 4.1.10 implicamos que u, K u,' =
K, onde u, € K_, logo u,'K' u, = K.

Consideremos z € ((zw)"K’ (xw)™™) N U, para algum m. Logo temos z €
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(U (2™ K yz7™)u ) N U, para algum m, entdio z € (up(2™K x ™)u,t) N
(upUul) = up(z™Kiz™™ N U)u,t, logo u lzu, € z"K,z7™ N U C
(Upnso2™Krz™™)NU = Ky, pois U é tidy para x. Assim, (zw)" K’ (zw)™™)NU C
um K, = K, como K, C (zw)" K/, (zw)™™)NU, temos que (zw)™ K’ (xzw)™)N
U = K. Logo, pelo Lema 3.2.5, concluimos que | J,,»(zw)™ K’ (zw)~™ ¢ fechado.
Portanto, U ¢ tidy sob a conjugacao por zw.

Finalmente, como existe u; € K_ tal que uy(zK iz Hui' = (zw)K' (zw)™!, e
u Kyuy' = K, temos que s(z) = [zK 27t Ky) = [u (e Ko Duy' u Kypup'] =
[(zw) K (zw) ™" : K] = s(zw), e segue que s(zw) = s(z).

Agora mostraremos que a fungao escala s é uma fungdo continua em G. De fato,
a funcao escala é definida de G em Z™, e pelo Teorema A sabemos que para cada
xr € G existe um subgrupo U tidy para x, entao para esse subgrupo vamos aplicar a
primeira parte deste teorema.

Considerando Z* munido da topologia discreta, temos que os abertos bésicos sdo
da forma A = {n,n € Z} e considerando s(z) = [tK,x~ ' : K] = n,. Para cada
vizinhanca de n, temos que existe uma vizinhanca aberta de W = Uz de x € G

tal que para todo w € W temos que s(wz) = s(xz) = n. Logo s é continua em .

Portanto, pela arbitrariedade de x € G concluimos que s é continua em G. O

Proposicao 4.1.12. Seja G um grupo localmente compacto e totalmente desconezo e
x € G € o limite de uma sequéncia {y;"}, onde k, — 400, quando n — 400, entao

existe um subgrupo aberto e compacto de G que € normalizado por x.
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Demonstragao. Pela continuidade da fungao escala e pelo fato dos valores da funcao
escala serem nimeros inteiros positivos, temos que s(x) = s(y*"), para n suficien-
temente grande. Usando o Coroldrio 4.1.8 temos que s(z) = s(y,)*. Como k, é
arbitrario, temos que a ultima igualdade somente pode acontecer se s(x) = s(y,) = 1,
pois s é uma funcao que assume valores no conjunto dos inteiros positivos.

Como z € G é o limite de uma sequéncia {y"}, onde k, — 400, quando n — +o0,
pela continuidade da funcao inversa temos que 7! € G é o limite de uma sequén-
cia {y, %}, onde k, — 400, quando n — +oo. Analogamente, ao caso anterior,
como s é uma funcao continua que assume valores inteiros positivos temos que
s(z71) = s(y;*) = s(y,) ", para n suficientemente grande, isso acontece somente
se s(z7') = s(y,) = 1. Sendo assim, temos que s(z) = [zK, 27! : K] = 1e
s(r)y=[z7'K_z: K ]=1,logo 2K, = K, e 27 'K_x = K_. Pelo Teorema
A sabemos que existe um subgrupo aberto e compacto, U, de G o qual é tidy para z,
isto é, U = K, K_, portanto, zUr ' = 2K, K_ 27 ' = 2K,o 'aK_ 27 ' = K, K_ =

U, e o resultado segue. O
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4.2 Demonstracao da Conjectura

Nesta secao apresentaremos a prova da conjectura proposta por Hoffman e Mukher-
jea, no artigo [HMS81], para o caso totalmente desconexo demonstrada no artigo

[JRW96], a qual diz que um grupo localmente compacto é um neat group.

Definicao 4.2.1. Um grupo nao compacto G localmente compacto possui um compor-

tamento estranho se satisfaz as sequintes condigoes:
1. Existe um subgrupo normal fechado N de G tal que G/N €é compacto;
2. 0 subgrupo N contém um subgrupo U compacto;

3. existe um elemento x tal que para cada vizinhanca V de U temos que N C

Un21 V.

Os grupos que possuem um comportamento estranho foram chamados de strange
groups. E aos grupos que nao sao estranhos deram o nome de neat groups.

A observagao 3 do artigo [HMS81] nos diz que qualquer grupo discreto é um neat
group. E uma afirmagao que pode ser encontrada no artigo [JRW96] na pégina 676,

é que existem grupos topoldgicos estranhos que nao sao localmente compactos.

Aqui estamos interessados em mostrar que nao existem grupos estranhos lo-
calmente compactos. E importante frisarmos que para o caso localmente compacto
conexo, Hoffman e Mukherjea provaram que a conjectura vale. O caso reduzido
para grupos totalmente desconexos, foi provado por Jaworski, Rosenblatt e Willis

em [JRW96|. Apresentaremos aqui a demonstragdo do caso reduzindo o problema
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para o caso totalmente desconexo. Os seguintes resultados podem ser encontrados

no artigo [JRW96].

Da definicao de funcao escala e dos teoremas demostrados anteriormente decorrem
as seguintes propriedades:

1

D). s(z) =1=s(z7!) se, e somente se, zUz~! = U, para cada subgrupo U, o qual

¢é tidy para x.
II). s(a(x)) = s(x), para cada automorfismo continuo, «, de G.

Apresentamos uma propriedade importante da fungao escala no Teorema C, a tltima
parte do teorema nos diz que a funcao escala s é uma fun¢ao continua em G. E no

lema a seguir exibiremos uma propriedade adicional da fun¢ao de escala.

Lema 4.2.2. Sejam N um subgrupo fechado e normal de G tal que G/N €é compacto

e s(z) =1, para todo z € N. Entao s(z) =1, para todo z € G.

Demonstracao. Seja V um subgrupo aberto compacto de G. Como N < G, entao

V' N é um subgrupo aberto de G.

1. Suponha que z € VN, entao z = vn, com v € V. en € N. Seja U um
subgrupo aberto compacto de VN que ¢ tidy para z. Note que U é aberto
e {xU},ev é uma cobertura por abertos de V. Como V' é compacto, existe
uma subcobertura finita {z;U}", de V, logo existe x; tal que z;U N {v*}ren
é infinito. Tome ki, ko tais que v"U = v*2U = z;U, entao existe k = |k; — k|

tal que v* € U. Desde que N é normal z* = v*w, v* € U e w € N, como U é

k k

tidy para z¥ e v™% € U, entao U é tidy para w = v*z*, pelo Teorema C.
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Por hipdtese s(w) = 1 = s(w™!), entdo wUw™! = U. Como v* € U segue

k

que 2FUz7F = vPwUw v™" = v*Uv™* = U, ou seja, z¥ normaliza U. Assim,

s(z¥) =1, entao s(z)* = 1. Portanto, s(z) = 1.

2. Agora suponha que z € G\(VN). Como G/N ¢é compacto e V' é aberto, existe

k

k tal que 2" € VN, pois VN é aberto em G/N. Logo, pelo caso anterior,

s(z¥) =1, entdo s(z)* = 1. Portanto, s(z) = 1 para todo z € G.

Finalmente, mostraremos que nao existem grupos strange localmente compacto e

totalmente desconexos.

Teorema 4.2.3 (Conjectura [HM81]). Um grupo G localmente compacto e totalmente

desconexo € neat.

Demonstra¢ao. Suponhamos que G é um grupo estranho (strange group). Entao G
¢ nao compacto e existem N subgrupo normal e fechado de G, H < N e z € GG
tais que G/N é compacto, H é compacto e se V' é uma vizinhanga de H, entao
NcU v

Como H é compacto, s(ew) = s(w) = s(e) = [eK, et : K] = 1, isto ¢, s(w) =
s(e) = 1, para todo w € H. Como s é continua e de valores inteiros, pelo Teorema C,
existe uma vizinhanga V' de H tal que s(v) = 1, para todo v € V. Como s(z"vz™") =
1, para todo n e todo v € V, segue que s(x) = 1, para todo = € {J,,5, 2"Vz7". Pela
continuidade da funcao escala e como N C W, temos que s(z) = 1, para

todo x € N.
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Pelo Lema 4.2.2 temos que s(g) = 1, para todo g € G, e pelo Teorema A existe um
subgrupo aberto e compacto U de G que é tidy para z, entdo 2Uz"! = 2 K, K_2"! =
(2K 2V (K 27') = K, K_ = U, pois s(z) = s(z7!) =1, logo zK, 27! = K, e

2K_z"!' = K_. Portanto, z normaliza U.

Como UH é uma vizinhanca de H, entao N C Un21 UHz". Como zUz"! =T,
segue que

UN C U Z"UHz=.

n>1

Uma vez que UN/N é aberto no compacto G/N, existe k > 1 tal que 2" € UN
para todo 7. Assim 2*" € 2"UH 2" para algum n, e 2" € UH, para todo r. Entao
@ ¢ um subgrupo compacto. Portanto,
N c | UHz" C (:)UH(2),
n>1
é um subgrupo normal e fechado contido num compacto, pela Proposicao 2.2.15
temos que N é compacto. Como G/N é compacto, temos que G é compacto, o que

é uma contradicao, pois GG é estranho. O
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