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Resumo

O grupo de automorfismos .4,, da drvore m-regular com uma raiz 7, € identificado com o
produto entrelagado Ay, ly Sy, onde Y = {1,...,m}. Um subgrupo G de A,, é finito por estado
se dado @ = (0, ...,04,)0 € G, Q(a) é finito, onde Q(a) = {a}UQ(a;)U---UQ(a,) é
o conjunto de estados de a. E G é autossimilar se para todo o € G, tivermos Q(a) C G.
Um grupo finitamente gerado € um autdmata-grupo se for autossimilar e finito por estado.
Desenvolveremos resultados para obtencao de imersdes em autdmata-grupos de grupos
do tipo A1 G, onde A é um grupo abeliano finitamente gerado e G € um subgrupo de um
autdmata-grupo. Em particular, obtemos representagdes dos grupos Co 0 (C21 Z), Z2 (CoU Z),
CyU(Z7Z) e Z2 (72 7). Para o caso do grupo Z (ZZ), provamos que ele é subgrupo de
um autdmata-grupo gerado por um alfabeto de duas letras, respondendo afirmativamente o
Problema 15.19 - (b) do Kourovka Notebook propostos por A. M. Brunner e S. Sidki em
2002. [6, 17]

Palavras-chave: Automorfismos de arvore, representacdes autossimilares, representagcdes

finitas por estado, produto entrelagado, grupos do tipo Lamplighter.






Abstract

The group of automorphisms .A,, of the one-rooted regular m-tree 7, is identified with the
wreath product Ay, ly Sy, where Y = {1,...,m}. A subgroup G of A,, is said to be finite-state
if given a = (0y,...,00,)0 € G, Q() is finite, where Q(at) = {a} UQ (o) U---UQ(y).
And G is self-similar if for every a € G we have Q(@) C G. A finitely generated group is
said to be an automata group if it admits a faithful self-similar finite-state representation on
some regular m-tree. We prove that if G is a subgroup of an automata group, then for each
finitely generated abelian group A, the wreath product A G is a subgroup of an automata
group. We obtain, for example, that Co 2 (CoUZ), Z2 (C1Z), CoU(Z Z), and Z (Z 7Z) are
subgroups of automata groups. In the particular case Z{ (ZZ), we prove that it is a subgroup
of a two-letters automata group; this solves Problem 15.19 - (b) of the Kourovka Notebook
proposed by A. M. Brunner and S. Sidki in 2000 [8, 17].

Keywords: Tree-automorphisms, self-similar representation, finite-state representation,
automata group, wreath product, Lamplighter groups.






Notacao

Gy XX Gy

AEA
HxK

H é subgrupo de G

H € subgrupo normal de G

G é isomorfoa H

grupo quociente de G pelo subgrupo normal N
v lxy

(¥ |xeX,yey)

xly Ty

([a,D] |a€ A,b € B)

G, G]

n-ésima derivada de G

grupo gerado pelo conjunto X

acdo a direita de g em x

produto direto dos grupos Gy,...,G,
produto cartesiano dos grupos G, A € A

produto direto dos grupos G, A € A

produto semidireto dos grupos H e K

produto entrelacado @ Hy ¥ K

conjunto de todas as palavras finitas sobre o conjunto X

arvore uni-raiz m-regular

grupo de automorfismos de 7,

subgrupo de A,, gerado pelo autdmato A

grupo de todas as permutagdes entre n elementos

conjunto de todas as bijecdes de X em X

conjunto de estados de 3, onde 8 é um automorfismo da drvore 7, ou
um autdomato

subgrupo de todos os automorfismos de estado finito de A,,, onde | Y |=m
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Introducao

O Problema Geral de Burnside, formulado em 1902 por William Burnside, questiona se
um grupo finitamente gerado periodico é necessariamente um grupo finito. Esse problema
obteve uma resposta negativa em 1964 através de um contra-exemplo formulado por Evgeny
Golod e Igor Shafarevich.

Posteriormente, no ano de 1980, Rostislav Grigorchuk forneceu, em [12], um contra-
exemplo para o Problema Geral de Burnside, o grupo de Grigorchuck, respondendo também
o Problema de Milnor como sendo o primeiro grupo de crescimento intermedidrio, isto €,
com crescimento entre o polinomial e o exponencial. Em 1983, Narain Gupta e Said Najati
Sidki forneceram outro contra-exemplo em [15] para o problema em questdo, que se destacou
pela elegancia em sua constru¢do. O grupo de Gupta-Sidki € um 3-grupo infinito gerado por
2 elementos que ocorre como um subgrupo de Aj3.

Em 1976, Michael Francis Atiyah utiliza em [1] os />- nimeros de Betti b’@ (M) de
uma variedade Riemanniana compacta M, com i > 0 inteiro. Definindo fin ™! (G) como o
subgrupo do grupo aditivo dos niimeros racionais QQ gerado por todos os inversos das ordens
de todos elementos de ordens finitas do grupo G, Atiyah conjectura: seja M é uma variedade
compacta e T(M) é o seu grupo fundamental. Entdo béz) (M) € fin~!(n(M)), para todo
inteiro i. Essa conjectura foi respondida negativamente em [13] através de uma representagao
autossimilar em A, do grupo Lamplighter C>Z, veja também [16].

O grupo A,,, com sua estrutura recursiva e por abrigar grupos que sdo utilizados para
responder problemas importantes ao longo da histéria, vem ganhando destaque ao longo dos
anos. Apos a resposta ao problema de Atiyah, surgiram vdrios artigos sobre generalizacdes
do grupo Lamplighter do tipo B! Z, com B abeliano finito, donde destacamos [23], onde os
autores exibem representagdes transitivas fechadas por estados de grau |B.

Em [6, 2002], Brunner e Sidki constroem uma operacao denominada tree-wreathing de
H por K, denotada por H ! K, que permite obter o grupo ZZ como um grupo finito por
estado na arvore de grau 2. Neste mesmo artigo, os autores questionam se Z (Z{Z) ¢ finito

por estado. Em [10], Dantas e Sidki mostram que ndo existe uma representacao transitiva
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fechada por estado de ZZ. Posteriormente, em [8], Dantas, Santos e Sidki expdem uma
representacdo de Z Z fechada e finita por estado de grau 3.

Temos como objetivo demonstrar que Z{ (Z ! Z) possui uma representacdo finita por
estados em A,. Para demonstrar tal questdo, utilizamos uma ferramenta de construgdo de
representacdes envolvendo subgrupos parabodlicos e, posteriormente, uma ferramenta de
trivializac@o de grupos parabdlicos com o intuito de obter uma representagao fiel.

Para tanto, iniciamos com o estudo de arvores uni-raizes m-regulares 7, que sao grafos
cujos vértices sdo palavras finitas em um alfabeto Y de tamanho m, a palavra vazia () é
designada como vértice raiz e as arestas conectam dois vértices u e v se, € somente se,
u=yvouv=yu ondeycY. Sua estrutura € de tal forma que cada vértice € raiz de uma
sub-arvore isomorfa a propria arvore, consequentemente, os grupos de automorfismos das
arvores em questdo sdo isomorfos ao grupo de automorfismos A, da prépria arvore. Deste
tltimo fato, podemos inferir que um automorfismo de 7y, é da forma o = (ay, . .., Qy—1)0q,
onde 0y € S;, € ¢ sdo automorfismos de 7, agindo a partir do vértice indexado por i, onde
i=1,...,m.

Os automorfismos de 7, estdo intimamente relacionados com uma maquina de Mealy,
que consiste de uma 4-upla A = (Q,Y, f,1), onde Y é um alfabeto finito, Q € um conjunto de
estados, f: QO XY — Q € uma funcdo de transicdo de estados e [ : Q x Y — Y € uma funcdo
de saida. Este conceito advém da teoria da computagdo, mais especificamente, € um caso
particular de autdmato.

O automato supracitado sobre um alfabeto de tamanho m € dito invertivel se para
cada ¢ € Q fixado, a restricdo f(g,—) : Y — Y da funcdo de saida é invertivel, neste
caso, podemos interpreta-lo como um automorfismo de 7,. Dado um autdémato inver-
tivel A = (Q,Y, f,1) satisfazendo f(q,i) = q; e l(q,i) = j, podemos associd-lo com o
automorfismo o, = (0, ,..., &, )0q,, onde i°® = j. Por outro lado, um automorfismo
a € A, pode ser interpretado como uma maquina de Mealy, para isto, tomamos ¥ como
alfabeto de entrada e de saida, definimos recursivamente o conjunto de estados como
O(a) = {0, 0.0} UQ(0r) U---UQ (i), f(B,y) = By e 1(B,y) =y, onde B € O(a).
Deste modo, podemos construir um grupo gerado por automatos dentro do grupo de automor-
fismos A,, do grafo 7,,. Além disso, se o conjunto Q(a) de um automorfismo o for finito,
dizemos que o automorfismo & é de estado finito.

O subconjunto de todos os automorfismos de estado finito de .4,,, denotado por F(Y),
possui estrutura de grupo e recebe um destaque especial. Em [3, pdgina 120, 2010], verifica-
se que grupos gerados por maquinas de Mealy com nimero finito de estados possuem o
problema da palavra solidvel, consequentemente, obtemos através da correspondéncia entre

automorfismos de .4,, e maquinas de Mealy que o problema da palavra € solivel para todo
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subgrupo gerado por maquinas de Mealy em F(Y). Vale ressaltar que nem todo grupo
finitamente gerado por automorfismos de estado finito € um grupo gerado por uma méquina
de Mealy de estado finito.

No Capitulo 1, expomos os temas que cerceiam o grupo de automorfismos da arvore
m-regular A,,. Temos como objetivo relacionar o produto entrelacado com o grupo A,,,
definir grupos finitos por estados e fechados por estados (autossimilares) bem como expor 0s
principais resultados sobre os temas em questao.

O Capitulo 2 tem como objetivo estabelecer ferramentas para obter representacdes de
grupos em A,,, bem como determinar sob quais condi¢des podemos obter representacdes com
graus menores ou maiores a partir de uma representagdao dada. Neste capitulo, apresentamos
a ferramenta utilizada para criar representagdes fechadas por estado ndo necessariamente

transitivas, para tal, utilizamos uma tripla

(m,H,F) = ((my,...,ms),(Hy1,...,Hs),(f1,---,f5))

juntamente com os transversais 71, ..., 7; que induzem a representacdo fechada por estado

©:G—Ay
g8 = (6(g.1)/? |1 <i< 5,1 €T)0p ... O

com
ker =F —core(H) = (K <N{_H; | K <G, Kfi <K Vi=1,....5)

e 0i(g,tj) =tj gt(_j)lo . Caso o ker@ seja trivial, diremos que a tripla associada a representagdo
gi

€ simples.

No Capitulo 3, iremos definir e determinar resultados sobre o subgrupo parabdlico. O
subgrupo parabdlico Hy, de G segundo a tripla (m, H, F) é definido por H, = Ny_oWj, onde

IS = IS
Wo =G,W| = ﬁf:lW(')’ Wh = ﬂfZIWi’ oo s W = ﬂfZIW]‘(il yeeen

Destacamos um resultado onde, dada uma tripla simples, obtemos uma nova tripla simples

com subgrupo parabdlico trivial. Para tal, considere Hg o core do subgrupo N;_,H; em G, r

o indice de Hg em G e a tripla

(mlaHlaFl) = ((l’,.. '7r)7(HG7" '7HG)7(f17f27' 7fs))
——  N——

§ VEZES § VE€ZES
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Teorema A. Uma G-tripla simples (m,H,F) induz uma G-tripla simples (1, K,E) com sub-
grupo parabdlico trivial. Além disso, se a representagdo induzida pela G-tripla (mq,Hy,Fy)

for finita por estado, entdo a G-tripla (1, K, E) também serd finita por estado.

Destinamos o Capitulo 4 para estudar grupos do tipo G = B((Ho \G)x-x(Ha \G)) o G
e G = Z(Ho\G)xx(Ho\G)) o G5 onde G é um grupo fechado por estado, B é um grupo

((HI\G)X"'X(Hn\G))

abeliano finito e um elemento a € A € dado por

[
_ (Hikiy,....Hpk1y) (Hikpy ..., Huky) I l (Hikit ... Hnkin )
= al . al a

1

i=1

Em [2], Bartoldi e Sidki mostraram que se B € um grupo abeliano finito e a G-tripla
((m),(H <G),(f : H— G)) é simples com subgrupo parabélico Hy, entdo G = BH0\0) x G
¢ autossimilar com grau |B|-m, onde (Hy \ G) € o conjunto das classes laterais a esquerda
{Hwg | g € G}. O Teorema a seguir estende o resultado de Bartoldi e Sidki e corrige o
Teorema E de [8]. Para enunciar o resultado, considere G um grupo fechado por estado com

respeito a tripla (m, H, F), onde

m = (ml,...,ms),H: (H],...,Hs), eF= (fh---;fs)

(ml,Hl,Fl) = ((m,...,m),(H,...,H),(fl,...,fs)),

onde H =N;_H; e m = [G : Ni_H;]. Denote por Hy, 0 subgrupo parabdlico de H com

relacdo ao endomorfismo virtual f; : H — G.
Teorema B. Com as hipoteses acima temos
(1) Se B ¢ um grupo abeliano finito, entdo

G — B((Ho\G) < x(Ha\G)) o G5

é autossimilar com tipo orbital (13] -m’,---,|B] mi)
N \?ezes

(i) Se G ndo é de torcdo, entdo

G — 7((Ho\G) %= (Ho\G)) 54 G5

é autossimilar com tipo orbital (m*,--- .m* 1).
——

svezes
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Além disso, se G é finito por estado segundo a tripla (m|,H,F}), entdo G também o é.

Como consequéncia do Teorema B, demonstramos no Teorema 4.2.1 que os grupos
CU(C1Z) e 21 (C2 U Z) sdo finitos por estado.

Por fim, no Capitulo 5, definimos o produto entrelacado k-iterado de k copias de Z
indutivamente por W (Z) = Z, W;(Z) = Z1W,_,(Z) para [ > 1. Posteriormente, usamos o
Teorema A para obter o resultado a seguir.

Teorema C. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado infinito e G um grupo autossimilar
finito por estado com relacdo a tripla (m, H, F). Suponha que G ndo é de torcdo, entdo A1 G

é finito por estado.

Utilizamos o Teorema C para mostrar que 0s grupos C2 2 (Z27Z) e Wi(Z) (k> 1) sdo
finitos por estado. Para k = 3, o Teorema C responde afirmativamente a pergunta de Brunner
and Sidki em [6]. A representacdo de W3(Z) = Z 1 (Z1Z) no Teorema C é de grau 10, ou
seja, W3(Z) nesta representacdo é um subgrupo de Fjo. Usamos o processo de deflacdo no

grau da 4rvore e obtemos o resultado seguinte.
Teorema D. O grupo 7 (Z7Z) é finito por estado de grau 2.

Com o Teorema D, mostramos que W3(Z) = Z (ZZ) é um subgrupo de um grupo
gerado por autdmatos sobre um alfabeto de duas letras, o que responde afirmativamente o
Problema 15.19 - (b) do Kourovka Notebook [17] proposto por Brunner e Sidki em [6]. Os
resultados aqui apresentados estdo no preprint [7].






cAapriTuLO 1

Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos os conceitos primordiais para a compreensao dos resul-
tados deste texto. Iniciamos com as defini¢des de arvore uni-raiz m-regular 7, e produto
entrelacado. Posteriormente, definimos o grupo de automorfismos A, de 7, e estabelecemos
a correlacdo entre este grupo com o produto entrelagcado. Por fim, definimos importantes
subgrupos de A,,, os grupos finitos por estado e os fechados por estado (autossimilares).

1.1 A arvore uni-raiz m-regular 7,

Destinamos esta secdo para definir a estrutura que dd origem aos principais objetos
de estudos deste texto, um tipo particular de grafo chamado de arvore uni-raiz m-regular.
As defini¢des de grafos sdo provenientes de [4]. Os conceitos relacionados as arvores

m-regulares podem ser encontrados em [21]

Defini¢do 1.1.1. Um grafo G é um par ordenado (V(G),E(G)) consistindo de um conjunto
V(G) de vértices e um conjunto E(G), disjunto de V(G), de arestas, munidos com uma
Jfuncgdo de incidéncia Yg que associa a cada aresta de G um par ndo ordenado de vértices

(ndo necessariamente distintos) de G.

A definigdo acima admite a existéncia de arestas [ de modo que (/)ys = (v,v), chamadas

)

Figura 1.1 Loop

de loops.
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Também podemos ter arestas distintas e; e e, de modo que (e;) W = (e2) W = (u,v), neste

caso, dizemos que e € e, sdo paralelas.
€l

€2
Figura 1.2 Arestas paralelas

Diremos que um grafo € simples se ele ndo possuir loops e nem arestas paralelas, neste caso,
iremos omitir o nomeamento das arestas e a funcdo de incidéncia.

Definicao 1.1.2. Um grafo F é um subgrafo de um grafo G se V(F) CV(G), E(F) C E(G)
e Wr = VG |g(r).

Um caminho P em um grafo € um subgrafo simples cujos vértices podem ser organizados
em sequéncia linear vy, ..., v, de modo que (v;,v;y1) € E(P), paracadai <n.Cason>1le
v, = v diremos que o caminho é um ciclo.

d @ @ C de

Figura 1.3 Caminho abed
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Figura 1.4 Ciclo abe

Um grafo é conexo se existe um caminho entre quaisquer dois vértices. Um grafo conexo
sem ciclos serd denominado drvore. Se a arvore possuir um unico vértice destacado, chamado
raiz, diremos que ela é uni-raiz. Dado um grafo G, o grau d(v) de um vértice vde G é a

cardinalidade do conjunto {(vi,v2)y;' |v=vj ouv=wvy,v1,2 € V(G)}.

Definicio 1.1.3. Uma drvore uni-raiz T, com raiz r, é chamada m-regular se d(r) =m e
d(v) =m+1paratodov e V(T)\{r}.

Nao € dificil ver que duas arvores uni-raiz m-regulares sao isomorfas. Considere m
um inteiro positivo e Y o alfabeto {1,...,m}. Seja M = M(Y) o conjunto de todas as
palavras finitas formadas por elementos de Y. Com a operacdo de concatenagao de palavras,
M assume estrutura de mondide, isto €, um conjunto com uma operagao associativa e um

elemento neutro segundo a operagdo. Neste caso, o elemento neutro € a palavra vazia 0.

Definicio 1.1.4. A drvore uni-raiz m-regular T, é o grafo (V(Tn),E(Ty)), com raiz a
palavra vazia 0, onde V(T,,) = M e um par ndo ordenado (u,v) pertence a E(Ty,) se, e

somente se, v =uy ou u = vy, para algumy €Y, com u,v € M.

Em resumo, a drvore uni-raiz m-regular 7, é um grafo sobre um alfabeto Y = {1,...,m},
cujos vértices sdo palavras finitas e as arestas conectam duas palavras se, e somente se, uma
delas € prefixo da outra. Além disso, omitimos a funcdo de incidéncia por se tratar de um
grafo simples.

Definicao 1.1.5. Denominaremos por nivel n da drvore T, o conjunto de todas as palavras

de comprimento n, isto é, {u € M |u=yyr...yn, yi €Y }.
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Para o caso em que m = 2, a arvore 7, sera denominada arvore bindria e pode ser

representada graficamente por:

/ 0 \ Nivel 0
1 2 Nivel 1
1 Nivel 2

JANWANVANYAY

Figura 1.5 Arvore bindria

Definicio 1.1.6. Chamamos de uT,, a sub-drvore de Ty, cujo conjunto de vértices V (uTy,) é

0 conjunto

{uv |ve M}.

Considerando a arvore bindria 75, a sub-arvore 117, é descrita por

11 Nivel 0
111 112 Nivel 1
1111 1112 1121 1122 Nivel 2

A AN

Figura 1.6 Sub-arvore 117;

Note que a seguinte funcdo uv — v, para todo v € M, € um isomorfimo entre as arvores

Ulm e Tm.

1.2 O produto entrelacado de grupos

Nesta secdo, utilizamos [19] como referencial para definir o produto direto, produto

semi-direto e produto entrelacado de grupos.
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Definicdo 1.2.1. Sejam H e K grupos. Definiremos o conjunto H X K = {(h,k) |h€ H e k €
K} como o produto direto de H e K.

O produto direto de grupos € um grupo com a operagao
(h,k)(H k') = (hh'  kK').

A defini¢do anterior é uma versao externa do produto direto. Se, por simplicidade, escrevemos
(h,k) = hk, obtemos uma versdo interna do produto direto anterior e denotamos por HK.
Note que, deste modo, em um produto direto os elementos de H comutam com os de K.
Podemos ampliar o conceito de produto de dois grupos para um produto onde os elementos

de um grupo nio necessariamente comutam com os elementos de outro.

Definicao 1.2.2. Sejam N e H grupos e o : H — Aut(N) um homomorfismo. O produto
semidireto de N por H é o grupo

NxH={(nh)|neNehecH}

com operagdo (n,h)(n',h') = (n(n/)(hfl)a,hh').

Em sua versdo interna, escrevemos a operacdo de dois elementos do grupo NH por
nhn'h = n(n')(h_l)ahhl.

O conceito de produto direto pode também ser estendido para uma quantidade arbitraria
de grupos

Definicdo 1.2.3. Sejam I um conjunto indices e {G; | i € I} uma familia de grupos. O produto

cartesiano dos grupos G;’s

[1Gi={(gier | gi € G}

icl

onde (g;)ic é um vetor com entradas indexadas por I, é um grupo com a opera¢do

/ /
(8i)ie1(8:)ier = (8ig))iel-
Usaremos a notac¢do el para representar o produto cartesiano HG.
il
Definiremos como suporte de um elemento g = (g;)ics € HG,' como o0 conjunto
iel

Supp((gi)ier) = {gi € Gi | gi # e},

isto €, o conjunto contendo todas as entradas ndo-triviais do elemento g.
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Definicio 1.2.4. Sejam I um conjunto de indices e {G; | i € I} uma familia de grupos. O

produto direto dos grupos G;’s é o conjunto
D Gi = {(gi)ier | 8i € Gi e (i)ics tem suporte finito}.
iel

O conjunto acima é um subgrupo do produto cartesiano de grupos e, quando o conjunto /
¢ finito, as nog¢des de produto direto e produto cartesiano coincidem. Usaremos a notagao
G") para representar o produto direto ®;c;G.

Utilizando as nocdes de produto cartesiano e de uma a¢do permutacional, podemos definir
um tipo especial de produto semidireto. Sejam K um grupo, / um conjunto e Q um grupo

que age em /.

Definicao 1.2.5. O produto entrelacado irrestrito de K por Q é definido por
KwriQ = [[]Ki | %o 0Q
i€l
onde K; = K para todo i € I e a agdo é definida por

¢ : 0 —Aut (HK,-)

iel
g— Qg HKi - HKi
iel i€l

(ki)ier — (k;.g-1)ier = (Ki)iger-
O produto entrelacado restrito de K por Q é definido por
KyQ= (@K,) o0
iel
com a a¢do definida por
Q: Q —Aut (@ieIKi)

gr— @g: DiciKi — DiclK;
(ki)icr — (ki g—1)ier = (ki)iger-

O subgrupo ®;c;K; € chamado de base do produto entrelagcado.
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Quando I = @, iremos simplificar a notacao para K Q. Neste caso, K1Q =K (@) 5 0,

onde um elemento x € K9 pode ser denotado por

ky = ki, se ¢ = qi,
x:k?lkgz...kZ” :(kq)qEQ: q ! !
ky = e, se g # q;.
Assim x? = kK2 k2, isto €, o indice aparece como uma conjugagio.
Para o resultado seguinte, consideramos H; < G, H;\G = {H;g | g € G}, parai=1,...,n,
e o produto entrelagado G = A\ G)x-x (H,\G) G = AHENG)x (H\G)) Xy G", onde um

((HI\G) X% (Hn\G))

elemento a € A ¢ dado por

[
Hikiy,....Hpk1,) a(H1k117--~7an1n) T4 Hikjy,...Hykiy)
..a = | | )

_
a=a ;

i=1

eaacdo @ : G — Aut (A((H‘\G)X"'X(H”\G))> € dada por

/
— (gla"'ag ) — (Hlkilglv"'aningn)
(a)(p(gh,gn) =a "= Hal

i=1
Teorema 1.2.6. Sejam G e A grupos e H um subgrupo de G. Considere Hy,... H, < G e
H\G = {H;g | g € G}. Defina

G = A(HI\G)xx(Hy\G)) X G

Se HNH N---NH, = {e}, entdo
AVH — G.

Em particular, se H N ---NH, = {e}, entdo A1G — G.

Demonstragdo. Defina a fungdo

0:AH—¢

[ [
<Ha?i> h— Hal(thi""’H"hi) (hy...,h),

i=1
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I 8 / O /
((H#“) h) ((Hbfi) k> — [T el B () T ) (&, k)
i=1 i=1 i=1 i=1

l _ _
— al(thh...,thi)Hbl(H]kih 1,...7anih 1)(hk, ,hk)
=1

—
~

Suponha que (a; M h]h)e = eg entdo a(lthl""’H”hl) .. .anghl"“’H”h’)(h, ...,h)=egehé
trivial, entdo (a }1” : ;”)9 = gH'h“'"’H”h') . .aEH'h”"”H"h’) = eg. Se dados x,y € H tivermos

Hix,... H,x) = (Hy,...,H, ,entdo xy | € H; aracadai=1,....n,masHNH N---N
Yy y Y p

H, = {e} o que implica x = y. Daf

(thi7~"7Hllhi) .
ai e

e al}.” =e,m paratodoi=1,...,[. O resultado segue. ]

Quando nao houver confusdo em relagdo a acdo em G, a aplica¢do ¢ serd suprimida.

1.3 O grupo de automorfismos A,

Iremos definir o grupo de automorfismos de 7,,, explorar sua estrutura e estabelecer sua

relacdo com o produto entrelagado. As defini¢des presentes nesta secdo sao provenientes de
[21].

Definicao 1.3.1. Um automorfismo de T,, é uma bijecdo ¢ : T,, — T,n que preserva arestas,

isto é, se (u,v) é uma aresta de T,, entdo (¢(u),@(v)) também o é.

Com a operacao de composicao de funcdes, o conjunto
Aut(Ty) =40 : Ty — T | @ é automorfismo}

¢ um grupo, denominado grupo de automorfismos de T,,. Usamos a notagado .4,, para denotar
o grupo Aut (7).
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Como consequéncia de um automorfismo de 7, preservar o grau de cada vértice, um
automorfismo age fixando a raiz e permutando os niveis da 4rvore. Portanto, podemos
estender "rigidamente" uma permutac@o do conjunto Y = {1,...,m} para um automorfismo
de 7,, fazendo

o:yur—y°u, VyeY, YueM,

0 que nos fornece uma imersao de S, em 4,,. Por outro lado, dado um automorfismo
a € A, arestricdo
Oy = (02 Y—Y

ao primeiro nivel da arvore induz uma permutacdo em Y. Consequentemente, & € Gy possuem
a mesma acao no primeiro nivel e oo, I = (ai,...,qy), onde a; é um automorfismo da

sub-arvore i7,,. Além disso, através da aplicagdo

Q:uTm — Tn

uy +—— v

onde v € um vértice de 7,,, podemos identificar uma sub-arvore u7,, com a arvore 7, e,
consequentemente, um automorfismo de #7,, com um de 7,,, o que nos confere a descrigdo

de um elemento de A,,, como

o= (a,...,0,)0

onde o; € A,, € 6y € S;,. Entdo a acdo de um o € A, em uma palavra yu € 7,,,comy €Y,
€ dada por

(yu)® = yoeu®,

e a acdo de um a € A, em uma palavra uv, com u = y;y2y3...y,,v € M, é determinada

recursivamente por

(uv)* =7 (y23.-.yav) ™1
:(yl)cra (yz)o'ayl (y3.. _ynv)ay]yz

=(y1)%%(y2) %1 ... (y,) P11 (v) %,
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Assim a estrutura recursiva de 7, confere uma estrutura recursiva ao grupo de automorfismos

A, que nos permite representar este grupo como o produto entrelagado
(¥)
-Am :Am X Sm :AmzYSrm

onde S, age através de permutacdo sobre Y.
Dados o = (01, ..., 0n)0q € B = (B1,--.,Bm)0p, a estrutura de produto entrelagado de
A,, resulta em

Qs 0n) 0o (B, Bm)Op
al)ze{l m}(Bl)le{l m}GaGB

%iBi)og )ic{1....m} O OB

(
(
=(0)ic(1,...m} (B(i)og )ie(1....m} OaOp
(
(@1 B1)oys- - » OmB(m)oy ) Oa Op

1.4 Grupos finitos por estado

Grupos finitos por estado representam uma importante classe de subgrupos de A, e
configuram nosso principal objeto de estudo. Utilizamos [21] e [S5] como reférencias para as
definicdes presentes nesta secao.

Definicao 1.4.1. Dado um automorfismo o = (Qy,...,0,)0 € A, definimos o conjunto de
estados de o por

O(a) = {ou, |ue M},
ou recursivamente por
O(a) = {a}UQ(an)U---UQ(atn).
Os elementos oy, € Q(@) sd@o chamados de estados de a.

Por defini¢do de inverso e produto de automorfismos, temos que Q(a~ ') = Q(a)™!
e Q(af) C Q(x)Q(B). Deste modo, o conjunto de todos os automorfismos de A, que
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possuem um nimero finito de estados formam um subgrupo enumerével ([21]), denotado por
Fm-

Definicao 1.4.2. Um subgrupo G < A,, é finito por estado se todos os seus elementos

possuem um niimero finito de estados, isto é, se Q(&) € finito para todo o, € G.

Alguns exemplos de grupos finitos por estado sao
e G=(a=(e,a)(12)) ~7Z (Méquina de adi¢do bindria);
e G=(y=((7,a),(e,e)),0t = ((e,e),(at,e))(12)) =~ Z17Z ( veja [6] ).

Os grupos anteriores sdo subgrupos de F,. Brunner e Sidki entdo questionam em [17],
Problema 15.19 - (b), se Z (ZZ) possui uma representacdo finita por estado.

Proposicao 1.4.3. O produto direto de dois grupos H e K finitos por estado, onde H < A,, e
K < A, é um grupo finito por estado em A, 4.

Demonstracdo. Sejam H < A, e K< A, grupos finitos por estado. Sejam ¢ : H — A @
aplicacdo definida por

o
(0. m)o = (o)., e, ... e) 0,
——
n vezes
SO . o . . . .
ondei®' =je (i4+n)° ' =ise,esomentese,i’=j,comi,jc{l,....m}edr:K— Ayin
por
0]
(. )0 = (e, 0,0, )0,
——
n vezes
0 . 9 . . . ..
onde i°° = je (i+n)°’ = j+n se, e somente se, i° = j, com i,j € {1,...,m}. Para

=]¢€
h=(hi,...,hn)on e k= (ky,...,k,)O, tome
hOk? = (h . n0 kP k)6 6P € HUK < Ay,

Entao
Q(h?1k%) = {h*1k#} U Q) U---UQ(hY) U QK" U--- U Q(k).

Por hipétese, Q(h;) = Q(h:.m) e Q(kj) = Q(k?) sdo conjuntos finitos paratodo 1 <i<me
1 < j < n, portanto, Q(h‘i’1 k¢2) também ¢€ finito para todo W k% c HO K, O]

Exemplo 1.4.4. Sejam H = (o0 = (e,e)(12)) ~Cr e K = (B = (e,e,e)(123)) ~ Cs. Entdo

Hx K = {((e,e,e,e,e)(12)(345)) ~ Ce.
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Exemplo 1.4.5. Conside a mdquina de adi¢do bindria G = (a = (e,a)(12)). O produto

direto G X G ¢é representado por

(a; = (e,a,e,e)(12),00 = (e,e,p,e)(34)).

1.5 Grupos autossimilares

Os grupos autossimilares constituem outra importante classe de subgrupos de A,,, 0s

quais estudaremos nesta secao.

Definicio 1.5.1. Um subgrupo G de A,, é chamado de fechado por estado se Q(a) C G
para todo o € G. Se H possui uma representacdo ¢ : H — A,,, onde H? < A,, é fechado

por estado, dizemos que H é autossimilar.

No que se refere a uma representacio concreta em .4,,, podemos utilizar tanto o termo

fechado por estado quanto autossimilar.

Exemplo 1.5.2. A mdquina de adi¢do bindria (ot = (e,at)(12)) é um grupo fechado por
estado, pois Q(a) = {a,e} C G.

Exemplo 1.5.3. O grupo G = (y = ((y, &), (e,e)),ax = ((e,e),(e,a))(12)) >~ Z1Z ndo é
={a(e,e), (e, )} UQ((e,e)) UQ((e,)) e (e, ) ¢ G.

Proposicao 1.5.4. O produto direto de dois grupos fechados por estado é um grupo fechado

fechado por estado, pois Q(@)

por estado.
Demonstragdo. Sejam H < A, e K< A, grupos finitos por estado. Defina ¢; e ¢ tal como

na Proposicao 1.4.3. Seja

ety

Wk = (h . n0 kP k)0 6P € HUK < Ay
Note que
Q(h¢1k%) = {h§1k%} UQ(h1$1) U---UQ(hmtr) UQKP)U--- U Q(KE).

Por hipétese, Q(h) C H e Q(k) C K para quaisquer i € H e k € K, o que implica Q(h?) c H
e Q(k”) c K. Concluimos entdo que Q(h?' k%) c H? x K. O

Se H e K sdo grupos autossimilares, onde H? < A,, e K < A,, entdo (H x K)? =
H? 9 KP% § fechado por estado. Consequentemente, o produto direto de dois grupos

autossimilares é um grupo autossimilar.
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Exemplo 1.5.5. Observe que a mdquina de adi¢do bindria G = (o = (e, o) (12)) é um grupo
Jechado por estado e o produto direto G X G

(o= (e,a,ee)(12),B = (e,e,B,e)(34))

também é fechado por estado.






CAPITULO 2

Representacao de grupos em A4,

A estrutura recursiva de uma arvore uni-raiz m-regular naturalmente € associada com
produtos entrelacados. Motivados por este fato, buscamos entender sob quais condi¢des
podemos determinar imersdes de produtos entrelagados no grupo de automorfismos A,,. Ao
longo deste capitulo veremos algumas ferramentas para a produgdo de representacdes de
diversos grupos como subgrupos de A,,.

2.1 Endomorfismos virtuais

O conceito de endomorfismo virtual compde um dos elementos utilizados em uma
importante ferramenta de produgdo de representacdes fechadas por estado de grupos em A,,.
Nesta secdo, definimos o endomorfismo virtual e damos sua relagcdo com representacdes de

grupos em A,,.

Definicao 2.1.1. Um endomorfismo virtual de um grupo G é um homomorfismo f: H — G,

onde H é um subgrupo de G com indice finito m.

Chamamos a sequéncia de informagdes (m,H < G, f: H — G) = (m,H, f) de tripla ou
G-tripla. Utilizamos a tripla anterior em conjunto com uma aplicacdo recursiva para produzir
representacdes fechadas por estado em arvores de grau m.

SejaT = {t; = e,t,...,t,} um transversal de H em G. Defina 6 : G — S, a aplicag@o

de G no grupo das permutacdes de {1,...,m} de modo que
i% = j se, e somente se Htijg = Ht;.

Definicio 2.1.2. Um grupo permutacional G < Sym(X) € transitivo se, para quaisquer
x,y € X, existe uma permutacdo © € Sym(X) de modo que xrt =y. Para G < A,,, dizemos
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que G ¢é transitivo de grau m se o grupo de permutagoes de G no primeiro nivel da drvore
P(G) é transitivo.

Considere 0 : G x T — H a aplicac¢@o de Schreier definida por 6(g,t;) = t,~g(tl.(,(g>)*1 e

¢ : G — A, definida recursivamente por

8= (e(gatl)f¢7"'79(g7tm)f(p)6g'

Proposicao 2.1.3. ([18, pagina 8]) A fungdo ¢ definida anteriormente é um homomorfismo,
onde a representacdo G® é um grupo fechado por estado e transitivo de grau m, e @ possui
nticleo

ker(p) = (K <H|K<H eK <K)

denominado f — core(H).

Quando ker(¢@) = {1}, obtemos uma representagao fiel de G em A4, e dizemos que o
endomorfismo virtual f € simples .

Exemplo 2.1.4. Sejam G =7 = (a), H = (a*) e

f:H—G
a—a
Entdo |G:H|=2eT ={t) = e,tp = a} um transversal de H em G. Note que (He)a = Ha
e (Ha)a = He, entdo o gerador a induz a permutacdo ¢ = (12) nos indices dos tranversais.
Além disso,
(tlatl_gl)f = (eaa ") =e

(tgatz_gl)f = (aae ") = (a*) =a.

Portanto, fazendo a® = a,
o=(e,a)0

é o elemento gerador da representagdo G® de 7. em A;.

Observe que a escolha do transversal pode alterar a representacdo. Considere agora
T = {t| = e,ty = @’} outro transversal de H em G. Como (He)a = Ha=Ha’ e (Ha’)a =
Ha* = He, entdo o gerador a induz a permutagcdo 6 = (12) nos indices dos tranversais.

Além disso,
(hats ) = (eaa®) =a™!
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(tzatz_cl)f = (dPae ") = (a*) =d*.

Portanto, fazendo a® = a,
a=(a ! a*)o

é o elemento gerador da representagdo G® de 7. em A;.

Nem todo grupo autossimilar possui uma representagdo fiel fechada por estado transitiva,
isto €, nem toda representacdo fechada por estado de um grupo autossimilar pode ser obtida
através de um tinico endomorfismo virtual. Um exemplo € o grupo ZZ que ndo possui uma
representacdo fiel fechada por estado transitiva, mas possui representacdo fechada por estado
nao-transitiva (veja [10, Theorem 1] e Proposi¢do 2.1.6).

Sejam G um grupo, Hy,...,H; < G, com indices |G : H{] = my,...,|G : Hj| = my e
endomorfismos virtuais f; : H; — G,..., fs : H; — G. Considere

7-;' = {t(m1+"'+mi—l+1) = e,t(ml+...+mi_l+2), oo 7t(m1+"'+mi—l+mi)}'

Paracadai=1,...,s e cada g € G, considere

Ogi € Sym({my+---+mi_1+1,...,my+ - +mi_y +m}) = Sp,.

Dado
(j)Gg,' =] <— H,'l‘jg = Hitl.

Note que 0y = Og1, ..., 0gs € Spy+-..+-my = Sm. Com 0 que foi colocado acima, a tripla

(maHaF) = ((mla' "7ms)7(H17" '7HY)7(f17' 7fS))
e os transversais 71,..., Ty induzem a representacdo fechada por estado

©:G—Ay

gg? = (0i(g,t)/1? | 1 <i< 5,1 €T;)0p1 ... 04

com

ker =F —core(H) = (K < N{_H; | K <G, Kfi <K ¥i=1,...,5)
e 6;(g.tj) =t jgt(_j)1 5, 1€MOs assim o seguinte teorema.

Teorema 2.1.5. ([9, pagina 5]) Um grupo G possui uma representagdo fiel fechada por estado
¢ : G — Ay, se, e somente se, existem subgrupos Hy, ..., H; < G, com [G: H{|+---+[G:
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Hy| = m, e endomorfismos virtuais fi : Hl — G,..., fs : Hy — G tais que
(K<N_,H|K<G,Kli <K VYi=1,....s)=1.

Veja mais informagdes em [9] e [20].

Chamamos a s-upla (my,...,my) de tipo orbital da representagao.
Proposicao 2.1.6. ([8, pagina 6]) O grupo G = ZZ é fechado por estado de grau 3.

Seja Z17Z = (y) 1 (x). Assumindo a tripla ((2,1), (H = )™ (x?),G), (f1, f)), onde

fi:H—G HL:G—G
¥ ey v X
yie Xt—e,
X x

obtemos uma representacdo fiel de G gerada por a = (e, a,¢)(12) e B = (B,e, ).

Lema 2.1.7. Seja G um grupo autossimilar com respeito a G-tripla (m,H,F). Se K; é um
subgrupo de H; com [H; : K;] = n;, entdo a tripla (n,K,F), onde

n= (mlnlv"'7msns)7 K= (Klv"'aKS)7F: (fl‘Kp'"afS’Ky)a

produz uma representacdo autossimilar de G.

Demonstragdo. Como F-core(K) < F-core(H) = 1, 0 grupo G é autossimilar em relagdo a
G-tripla (n,K,F).
O

Anteriormente, definimos que um grupo finito por estado segundo sua representacdo em
A;,. Enunciaremos a seguir a definicdo de um conjunto ser finito por estado com relagdo aos

endomorfismos virtuais de uma tripla.

Definicao 2.1.8. Nas condi¢coes da observacdo logo antes do Teorema 2.1.5, o grupo G é
dito finito por estado segundo a tripla (m,H,F) e com relagcdo a sequéncia de trasversais
T =(T,...,Ty) se para cada g € G existe um subconjunto finito Uy, C G contendo g de modo
que UgT C Uy, onde

U ={6i(x,0)i |t €T;i=1,...5, x €Uy}
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Para o proximo resultado, considere G um grupo autossimilar finito por estado com
respeito a G-tripla

((m,....,m),(H,....H),(f1,---,f5))-
~——  ~——

§ VE€ZES § VE€ZES

Considere as G’-triplas (my,Hy,Fq) e (my,H,,F5) dadas respectivamente por

(m17H17F1) = ((ms’“ '7ms)7({{s?"'aHi)?(pl;-' ~7Ps))

~~ ~\~
§ VE€ZES § V€ZES

onde py)i : H® — G’ estende a aplicacdo

' Sis)oi
P1yoi o (Ao hg) > (B Y,
c=(12---s5) € Sym({1,2,...,5}),eie€{1,2,...,5};

(mz,Hz,Fz) = ((ms’ 1)7 (Hsts)7 (P,'ﬂ),

onde p : H® — G® and 7 : G° — G’ estende, respectivamente, as aplicagdes
p i (hy... hs) = (R D),

T: (gla"'7gs) = (g27g3~-'agsagl)-

Lema 2.1.9. Sob as hipdteses acima, ambas as G*-triplas (my,Hy,Fq) e (mp,Hy, F3) pro-

duzem representacdes autossimilares finitas por estado de G°.

Demonstragdo. Iniciamos provando que G° é um grupo autossimilar com respeito a tripla
(mq,Hy,Fy). Seja K <H’, K<1G' e KPP <K,i=1,...,s. Defina 7; : H* — H como a

projecdo da i-ésima coordenada de H®. Entao

K;:= K" = {h| (xl,...,xi_l,h,xi+1,...,xs) € K}

€ um subgrupo de H que € normal em G. Como K € p; - invariante para todoi=1,...,s, K;
é f; - invariante para todo i = 1,...,s. Pela autossimilaridade de G, concluimos que K; = {e}
paratodoi=1,...,s. De K < K; x --- x K; = 1, obtemos que G* é autossimilar. Agora,

provamos que se G é finito por estado, entdo G° também € finito por estado. Considere
¢ : G — Ay uma representacdo finita por estado de G segundo a tripla (m,H,F) com

respeito a sequéncia de transversais T = (77, ..., T;), onde

Ii= {t(ml+"'+mi—l+1) = €Lyt 425 - ’t(ml+"'+mi—l+mi)}’
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ou seja, para cada g € G existe um subconjunto finito U, C G contendo g de modo que
UgT C Ug, onde UgT = {6;(x,t) 1 |teTi=1,...5,x€ U, }. Entao,

g% =((6:(g,1)")? |t €T, 1 <i<5) 0,

Observe que R = (Ry,...,R;) = (T} X -+ x Ty, ..., Ty X --- x Ty) é uma sequéncia de trans-
versais de H® em G*. Com respeito a esses tranversais, temos que G° possui a seguinte
representacao

¢ :G — Agps

onde

(81, +85) = (((815---,85)s (tijys-- - 1ij )PP | (tijys- - tij,) ERi1 < i< 8)00(q, . g

€lij, = tmy+otm_+jur 1 Su<s. Mas

9i(<gla cee ,gs)7 (tijl g ’tl'js))pi = (ei(glatm]+~~-+m,-_l+j] )f] P ei(g37tm1+“'+mi_1+j,y)fs>

Tomando Uy, . o) = Ug X -+ X Uy, temos que U(I;h_”?gs) ¢ igual a

{Qi((xl,...,xs),(l‘ij],...,tijs))pi ‘ (tijp---atijs) eER,1<iL s,(xl,...,xs) € U(g1,.~-,gs)}

que estd contido em Ung X e X U;; CUg X+ xUg =U, . ) Oquemostra que G’ na
representacdo ¢ é finito por estado.

Considere agora a G’-tripla (my,H,F;), K < H®, K<G’, KP <K e K" <K. Seja
K; = K™. Como K é p-invariante segue que K; é f;-invariante. Além disso, de K ser 7-
invariante segue que K; < K;, para i, j € {1,...,s}, donde concluimos que K; é f;-invariante.
Da autossimilaridade de G temos que K; = {e}. Uma vez que K < K X --- X K; segue que
K = {e} e G, é autossimilar.

Demonstramos agora que G° € finito por estado sob a hipdtese que G € finito por estado.
A representagdo ¢ : G° — A,;s 11 segundo a tripla (mp, H,,F,) e a sequéncia de transversais

S=(Ty x---xTy,{(e,....,e)}) é dada por (g1,--- ,gs)? que é igual a
((6i((815--++85), Wijys -, 1i5,))P 1 <izm 1< 1oy

9m5+1((g17 ce ;gs)7 (6, s 7e>)1¢)6(817m’8s)’
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onde 7;;, € T;, com 1 < u <s. Segue que

ei((gla' .. 7gs)7 (tijlv' .. 7tij5))p = (ei(gl7lm1+"~+m,;1+j1)f17' cey Gi(gsatm1+'"+mi,1+js)fx)

paral <i<m’ 1 <jj,....js<me

6m5+1((gl7...,gs),(E,...,e))T = (gla'“ags)r = (827837'-':gsag1)

Tomando U, . o) = Ui_ Uy, X -+ x Uj_; Uy, temos que Ud

(g1..g5) € 1801 2

{0:((x1, s x) ™ty lij )P (K1 ooy Xs) ™ | (tify - tif) € Ty X - X Ty,

1<i<m’,1<j<s, (xl,...,xs) S U(g1,~~-7gs)}

que estd contido em (UL Ug,)" x -+ x (UL U,,)T C UL Uy, X -+ x UL Uy, = U

O que mostra que G° na representacio ¢ é finito por estado.
q q p ¢ p

81 7"'7gs)'

]

2.2 Inflacao e deflacao de grau

Definicao 2.2.1. Uma inflacdo de grau é um homomorfismo injetor 1 : A,y — Ay, onde

n> 1. Para G < A,,, dizemos que a imagem G' é uma inflacdo de G.

Exemplo 2.2.2. Sejam ¢; : A, — Apsn a aplicagdo definida recursivamente por

o
(Og,y...,0,)0 — (Ocll,...,a,‘f},e,...,e)c‘bl,
——
nvezes
.0% . . . ..
onde i®"' = j se, e somente se, i° = j, comi,j € {l,...,m}, e ¢2: Ay — Apin por

(Q1yees On)O = (e, 0,07 )0,

nvezes

onde (i+n)°" = j+n se, e somente se, i° = j, com i,j € {1,...,m}. Utilizamos estas
aplicacoes nas Proposicoes 1.4.3 e 1.5.4 para mostrar, respectivamente, que o produto direto
de dois grupos finitos por estado é finito por estado e que o produto direto de dois grupos

fechados por estado é fechado por estado.

Vamos definir abaixo uma importante inflacdo de grau.



28 Representagdo de grupos em A,,

Definicao 2.2.3. Seja G < A,,. Defina a seguinte inflacdo de grau v : G — A, » por

(ay,...,0,)0 — (a;’{,...,a&,...,an‘i'l,...,a,‘,’l’m)gllf,
onde Oj)s, = Qjs se, e somente se, (i)0 = j e (r)0q, =5, ou seja, (ir)oy = (i)0(r)0g,

Exemplo 2.2.4. Considere o grupo G = (y = ((y,a),e), o0 = (e,(a,e))(12)) < Ay, com
G ~ 7.7 (veja [6] e [8]). Temos a inflagdo ¥ : G — Ay definida por YV = (y¥,aV¥ ee) e
oV = (e,e,a¥,e)(13)(24).

Chamaremos de k-inflacdo de nivel a inflagdo de nivel y aplicada k vezes.
Proposicao 2.2.5. Seja G < A,,. A inflacdo de grau v : G — A, », da Defini¢do 2.2.3, € um

m2»
homomorfismo injetor.

Demonstracdo. Sejam o = (Qy,...,0,)0,8 = (Bi,...,Bn)d € G. Entdo

B
>
<
£
>
5
T
S
<
<

v

vy
=10 Op

:((aik)le)ﬁlag((ﬁik)?zﬂ?ilG/;V

—aVBY

Logo, ¥ € um homomorfismo. Como claramente

_ L4 v v _
aV=(of),....;00 ,....¢0 ... 00 YoV =e,
implica o = e, segue que ¥ é uma aplicacdo injetiva. [

Para re-indexar as coordenadas, podemos fazer o;; = @, onde (i—1)xm+ j. Como
V=

[ —
, a acdo no re-indexamento é descrita por (I)o
&%

Aivov = Yoo (Yo —1) xm+
(/)oo

Exemplo 2.2.6. Seja G = (o = (e, (a,e)(12))(12)). Note que

o= ((6,6),((1,6)(12))(1,2) = ((0611,0612), (062170622)(12))(12),



2.2 Inflagdo e deflacdo de grau 29

Utilizando a inflagdo y, da Defini¢ao 2.2.3, e chamando a¥ = Y, temos

a¥ = Y= (}’177’27 7’37Y4)GW~

Para determinar a ac¢do de o¥, fazemos

(1)6"’ =((1-1

(2)o¥

3oV =((2—-1

(4)6"’ =((2—-1
Portanto,

GY = <Y: (6767%6)(1324»

e, pela Proposicdao2.2.5, G ~ GY.

Definicao 2.2.7. Dizemos que um grupo G < A, é fechado por estado no k-ésimo nivel se,

ao aplicarmos a inflagdo de nivel k vezes, o grupo resultante for fechado por estado.

Exemplo 2.2.8. Seja a = (e, (e, (a,e)0)) = ((e,e),(e,(a,e)0)), onde 6 = (12). Defina
G = (). Aplicando uma primeira inflagio de nivel, obtemos ¥ = (e, e, e, (e,e,a¥,e)(34)),

na segunda inflacio temos

2 2
a¥ = (eye,e e ee,a? e)(7 8),

isto é, G € fechado por estado no nivel 2.

Definicao 2.2.9. Seja G < A,,. Uma deflacdo de grau de G é um homomorfismo injetor

0:G— A,, onde n < m.

Proposicao 2.2.10. Seja ¢ : G — A,, uma representacdo autossimilar de G em 4,,, onde

P(G?) < S, é o grupo de permutagdes de G? induzido no primeiro nivel da arvore 7y,. Se
p : P(G) — W(n,r) € uma imersdo, onde W(n,1) =S, e W(n,i) = W(n,i— 1)y . a1 Sns

entdo existe uma deflacdo ¢ : G — A, paran < m.

Demonstragdo. Seja oo € G® um elemento arbitrdrio e considere 6 € P(G?) a permutagio

de o no primeiro nivel. Suponha que p : P(G?) — W (n,r) é uma imersdo. Para todo @ € G?,

Gg € W(n,r), para algum r > 1, entdo Gg < A,. Como G ¢é autossimilar, entdo ¢; € G?,
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comi € {1,...,m} e, por hipétese, o@i < A,. Portanto, 65 € A, para todo o € G?. Para
g € G tal que g = a, defina

d=a"=Bi=(a)...,a"),....B=(&,....,a¥))og,
onde 6 = 6f e o agrupamento B, com k € {1,...,n}, é formado de modo que a acdo
fique bem definida, isto €, se Qoa = @), entdo ;, o € By. Segue da autossimilaridade
de G que todo elemento ¢; € G? induz uma a¢io bem definida em relacdo ao bloco By,
consequentemente, a acio fica bem definida em toda a drvore. Como p € uma imersao, segue

que ¥ produz uma imersio de G em A,,. 0

Exemplo 2.2.11. Sejam G| = (& = (t,e,e,e)(12)) e Go = (B = (B,e,e,e)(14)) subgrupos
de A4. Note que

p:P(G)) — W(2,2)
(12) — ((12),e).

p:P(Gy) — W(2,2)
(14) — ((12),(12))(12).

Portanto, existe deflacdo ¢ de modo que G? =((a? = ((a?,e)(12),e)) < Az e G = (B? =
((B¢?6)(12)7(12))(12)> < AZ-

Exemplo 2.2.12. SejaG = (f = (B,e,a), 00 = (e, a,e)(12)) < Ajz. Observe que G é fechado

por estado e que a aplicagdo
p:P(G)—W(2,2)
(12) = ((12),¢)
€ uma imersao, segue que

G? = (B? = ((B%,e),0%).a? = ((e,a®(12)),€)) < Ao.
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2.3 Concatenacao geral

Sejam G) =A; xU eGy=A;xUeG= (A ®Ay) xU. Parai = 1,2, defina as triplas
(m;,H;, F;) referentes a G;, onde m; = (m;1,...,mjs,), Hi= (Hy;,...,His;) e Fi = (fi1, -, fis;)-

Seja (m,H, F) a tripla referente a G, onde m € a concatengdo (my,m;y), H € a concatenagao

(Hij=Ay-Hij (1<j<s1),Hyp=A1-Hy (1<k<s)),

F :(flly'-'7f~lslaf~217“"f~252)

ondeflj:ﬁlj—>G, 1 < j <sy,¢édefinido por
flj:ahthU,paraaEAz,hEHlj

eka : I:IZk — G, 1 <k <5, ¢édefinido por
f~2k:ahr—>hf2’<,paraa € Ay, h € Hy.

Proposicao 2.3.1. ([8, pagina 11]) Com a notagdo acima, para i = 1,2, seja G; em sua
representacdo fechada por estado com respeito a tripla (my,H;, ¥;). Considere também
G em sua representagdo fechada por estado com respeito a (m,H,F). Suponha que as
representagoes fechadas por estado de G| e G, sdo fiéis. Entdo a representacdo fechada por

estado de G também é fiel. Além disso, de G| e G, sdo finitos por estado, entdo G também é.

A demonstragdo do resultado acima pode ser encontrada em [8, Proposition 5.2]. Observe
que se G = H1K = (®rexH) x K possui a propriedade de ser fechado ou finito por estado,
entdo pelo processo de concatenagdo segue que

21K = GpeH? 3 K = (@rex @ SrexH ) 1K

também ter4 tais propriedades. Sucessivas aplicagdes da concatenag@o nos resultam em H hK
herdando as propriedades fechado por estado ou finito por estado de G = H ! K. Destacamos
entdo que, como descrito em [8, Theorem C] , 747! é um grupo fechado por estado e finito
por estado de grau 4.
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2.4 Automata-grupo

Um autdomata é um modelo matematico de computador caracterizado pela fungdo de
reconhecimento de linguagem, recebe a informacao através de uma fita de entrada em formato
de string, isto €, uma cadeia de caracteres. O autdmata, ao receber uma string, ird ler cada
simbolo e transicionar para um estado que depende apenas do estado atual e do simbolo que
acabou de ser lido. Nesta secdo, utilizamos [11] como referéncia e trabalhamos com um tipo

especifico de automata, a Maquina de Mealy.
Definicdo 2.4.1. Uma mdquina de Mealy é uma séxtupla A, = (Q,X,T, f,1,q0) onde

* Q é um conjunto de estados;

Y é o alfabeto de entrada;

I" é o alfabeto de saida;

* f:OXXE— Qéafuncdo de transicdo de estados;
* [:QxX—T éafuncdo de saida;

* go € o estado denominado inicial.

A fungdo de transi¢@o de estados faz uma leitura do estado atual e de um simbolo do
alfabeto de entrada e, ap0s 1sso, produz um novo estado. J4 a funcio de saida faz uma leitura
do estado atual com o simbolo de entrada e produz como resultado um simbolo do alfabeto de
saida. Por exemplo, se ¢ é um estado atual, a é o simbolo do alfabeto de entrada, (g,a)f = p
e (q,a)l = b, entdo podemos ilustrar essa transi¢do através do diagrama de Moore

O

Figura 2.1 Transi¢@o de estados

Para um elemento a € ¥ fixado, chamamos a aplicagio f, : Q — Q definida por (q)f, =
(g,a)f de fungdo de estado.

Definicao 2.4.2. Dizemos que um automata A é invertivel se cada fungdo de estado é uma

bijecdo.
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Dado um automata invertivel A, denotaremos seu autdmata inverso por A~ ! e a corres-
pondéncia entre seus estados € dada pela aplicagdo p — p~!. Além disso, se em A temos a

relagdo (q,a)f = p e (¢,a)l = b, entdo em A~ teremos a relagdo

(g o) f=ple(g ' b)l=a,

que pode ser representada através do diagrama de Moore

(=)

Figura 2.2 Transicdo de estados em A~

Concluimos que o diagrama de A~! é obtido de A ao trocar um estado p pelo correspondente

p_l e invertendo os simbolos de entrada e saida do alfabeto. Consideramos o mesmo alfabeto

para o alfabeto de entrada e o de saida, além disso, suprimos o estado inicial. Deste modo,
consideramos apenas o automata A = (Q, X, f,1).

Exemplo 2.4.3. Considere o autémata

1)1

" Qo)

Neste caso, Q = {q1,q2}, L= {1,2}, a fungdo de estados é dada por

fl11]2
q1 | 92 | 41
q2 | 92 | 92

e a fungdo | de saida de estados é dada por

[ [1]2
qi [ 2|1
g | 1|2

Cada estado de um autdmata invertivel A = (Q,Y, f,1), onde |Y| = m, pode ser visto
como um elemento de A,,. Para tal, faremos a correspondéncia de um estado ¢ com um

automorfismo

Yq = (/}/mu' . ~7YQm)GYq
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onde (q,i)f = qi e (q,i)l = j se, e somente se, (i)0y, = j.

Por outro lado, um automorfismo 3 € A, possui uma interpretacdo como autdmata, para
tal, definimos X=I'=Y,0=0(B),.q=PB,(6,y)f =6,¢(0,y)! — 9, onde Y é o alfabeto
da drvore uni-raiz m-regulare 6 € Q(f3).

Exemplo 2.4.4. Seja B = (e, B)(12) um automorfismo da drvore bindria. EntdoY = {1,2},

Q(B) ={Be}

B1)f=e  (B,1)I=2
B.2)f=B  (B,2)=1
(e,1)f=e (e, NI=1
(e,2)f=e (e,2)l =2
e o diagrama correspondente é
11
2|1 12 2|2

Figura 2.3 Autdmata 3

Deste modo, dado um autdmata invertivel A, podemos olhar seu conjunto de estados Q
como um subconjunto de A,, e definir G(A) = (¥, | ¢ € Q) como o autémata-grupo gerado
pelo autOmata A.

Destacaremos alguns grupos gerados por autdmata e seu automata gerador

* G= (o= (e,a)(12)) ~7Z ( Maquina de adi¢ao binaria )

1]2 1)1
2|1
2|2

e G=(0=(12),a=(a,a0)) ~ CZ ( Grupo lamplighter )
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2|2
12

cG= <'}/: ((% a)?(eve»va = ((eve)7<ave))<12)> ~ 727 ([6])

Por defini¢do, um autdmata-grupo € fechado por estado. Se o autdmata considerado for
finito, isto €, possui um nimero finito de estados, entdo o automata-grupo correspondente
também ¢ finitamente gerado e finito por estado.

Temos ainda que todo grupo finito por estado pode ser imerso em um grupo fechado e
finito por estado ao considerar o autdmata-grupo gerado pelos estados do grupo finito por
estado.

Exemplo 2.4.5. Considere o grupo G = (ot = (e, (e,t))0) ~ Z, onde 6 = (12). O grupo
em questdo € finito por estado, mas ndo é fechado por estado pois (e, o) é um estado que ndo
pertence a G. Entretanto, o grupo G ocorre como um subgrupo de G(a) = (o, (e, @))) que
€ um grupo finito por estado e fechado por estado gerado pelo automata o. Este automata e
o grupo gerado por ele foram estudados em [14]. O elemento o também aparece em [6],

onde foi utilizado para definir o produto tree-wreathing.

1)1
212

y\2

Figura 2.4 Automata

Proposicao 2.4.6. O produto direto de dois automata-grupos é um autdomata-grupo.
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Demonstragdo. Segue imediatamente das Proposi¢oes 1.4.3 e 1.5.4. 0



CAPITULO 3

O subgrupo parabdlico

Neste capitulo, vamos estender a defini¢ao de subgrupo parabdlico, dada por Bartholdi e
Sidki em [2], e provamos, como resultado principal, que dada uma tripla simples € possivel

obter uma outra tripla simples com parabdlico trivial.

3.1 O subgrupo parabolico

Nesta se¢do, consideramos G um grupo autossimilar segundo a tripla

<m7H7F) = ((m17m27~"7ms)7(H17H27'H7H¥)7(f17f27"'7f9))

e denotamos Lfi para o subconjunto {h € H | hi e L} de H;. Bartholdi e Sidki em [2],
definiram o subgrupo parabdlico de uma tripla simples com apenas um endomorfismo virtual.
A definicao a seguir estende esse conceito para uma tripla simples com s endomorfismos

virtuais.

Definicao 3.1.1. O subgrupo parabdlico Hy de G segundo a tripla (m,H,F) é definido por
Hgp = Ni—oWx, onde

—1 —1 —1
Wo =G, Wy = M_, W) Wo=ni Wi | We=n_, W ...
Com relacdo ao subgrupo parabdlico vale a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.2. Com as notagdes acima, temos

Hy= (K <N H; | K <K, paratodoi=1,...,s).
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Demonstragdo. Tome x € Hy = Nj_W;.. Entdo x/' € H,, para todo i € {1,...,s}. Logo
Hy, é fi -invariante para todo i € {1,...,s}, consequentemente, Hy, C (K <N;_ H; | Kli <
K, paratodoi=1,...,s). Agora, tome x € (K < N’_H; | K <K, paratodoi=1,...,s),
entdo x € N;_ H; e ek paratodoi=1,...,s, isto é, x € W;. Aplicando o argumento k

vezes, obtemos que x € Wy paratodo k =1,2,3,.... Logo x € Hy e o resultado segue. [
Exemplo 3.1.3. Sejam G = Cy17Z = (a) 1 (x) e o endomorfismo simples
f:H=G{x)—G

[a,x] — a

X — X.

Observe que (x) é o maior subgrupo f-invariante de H, consequentemente, Hy, = (x). Note
que se T = {1,a} é um transversal de H em G, entdo a representagdo autossimilar induzida
de G pela tripla (m,H, f) e T é tal que G® = (0 = (12),00 = (o, 0Q)) e

Hg = (x)? = () = Stabge ({1}") = {g” € G* | (u)g? = u,Yu € {1}"},

onde S* ={u=y..yn|yi€SCY}

Em [22], Sidki considera um subgrupo K de .4, finito por estado tal que Stabg ({1}*) é
trivial. Se K € um grupo autossimilar segundo a tripla (m,H, f) e um transversal T = {t; =
e,ty,...,tn} de H em K, entdo ndo é dificil ver que seu subgrupo parabdlico Hy, é tal que

Hy" = Stabo; 7 ({1}Y).

Na proposi¢ao seguinte, determinamos a imagem do parabdlico de uma representacao

induzida por uma tripla simples com s endomorfismos.

Proposicio 3.1.4. Sejam T; = {ty, 4. +m; | +1 = € lm4..tm 142+ -+Imy,, } transversal de
H;em G, paracadai=1,...,s, e ¢ : G — Ay, a representagdo autossimilar induzida pela

tripla (m,H,F) e os transversais Ty, ..., Ty e considere
S={n=Ln=m+l,n=m+m+1,....rsx=my+my+---+mg_1+1}.
Entdo o subgrupo parabdlico Hy, de G é tal que

HY = Stabge (S*) = {g? € G? | (u)g® = u,Yu € S*}.
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Demonstragdo. Se h € Hy, entdo h? € Stabge (S) e (t,,ht, Wi = nli € Hg. Segue por indu-
¢do que Hy C Stabgo(S¥).

Agora se h? € Stabge(S*), entdo h € H 1 para todos iy,...,i, € {1,...,s} e todo
n € N. Logo h € Hy € Stabge (S*) C Hy,. O

1 _
fitet,

Como comentario final dessa se¢do, em [22], Sidki ao considerar um subgrupo K de A,
com Stabg ({1}*) = 1 e H um subgrupo abeliano finito por estado de A, ele provou, dentre
outras coisas, que o produto entrelacado H ! K também é um subgrupo finito por estado de

Ay.

3.2 Subgrupos parabdlicos de grupos autossimilares transi-

tivos

Para as duas proposicdes seguintes, fixaremos as hipéteses de que G € um grupo fe-
chado por estado transitivo de grau m, f : H — G um endomorfismo simples, 7 = {ry =

e,t,...,tm—1 } um transversal de H em G e K = Hg 0 maior subgrupo normal em G contido
em H.
Proposicdo 3.2.1. Seja S = {lp =e,l,...,l;_1} um transversal de KC em G. Entdo

fi=l7'fl;:K—G
ks Kl
é um endomorfismo simples.

Demonstragdo. Suponha L <G e f;-invariante. Se x € L, entao
g—1r7.—1 AN ot
.Xf — xllli flzli — ((xlt)fl)li cL

Assim L é f-invariante e L = {e}. O

A proposi¢do anterior ¢ um mecanismo de criagdo de endomorfismos simples através de
conjugagdo. A seguir, iremos estudar como os subgrupos parabdlicos das representacoes

resultantes se relacionam.

Proposicao 3.2.2. Defina K, = wai como o subgrupo parabdlico de K em relacdo ao
endomorfismo virtual simples f; | definido na proposigdo anterior. Entdo Ko, = ICZ,, onde
i=0,...,s—1
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Demonstragdo. Note que
i L f; 1; :
K = Ko T = 1eh = K,
Assim K é fi-invariante e K% < K.
Tome x € K¢,. Como x € I, existe y € K tal que x = y'. Deste modo,

P/ L

i=y

eyEle,istoé,xEICZ). O

3.3 Demonstracao do Teorema A

Para a demonstracdo do Teorema A, considere Hg o core do subgrupo N;_;H; em G, r o
indice de Hg em G e a tripla

(mlaHlyFl) = ((l’,.. '7r)7(HG7"'7HG)7(f17f27' 7f¥))
——  N———

§ VEZES § VE€ZES

Teorema A. Uma G-tripla simples (m,H,F) induz uma G-tripla simples (1, K,E) com sub-
grupo parabdlico trivial. Além disso, se a representagdo induzida pela G-tripla (mq,Hy,Fyq)

for finita por estado, entdo a G-tripla (1, K, E) também serd finita por estado.

Demonstracdo. Pelo Lema 2.1.7, o grupo G é autossimilar com relag@o a tripla (my, Hy, Fy).
Sejam T1, ..., Ty transversais de Hg em G, onde T; = {t;; = e,t;,...,t;; }. Defina os endomor-
fismos

f,’jZHG — G
h — htiﬂiﬁ:(liglhtij>ﬁ

paracadai=1,2,....se j=1,2,...,r, e a G-tripla (1, K,E) por

((r7"'7r)7(HG7"'7HG)7(fllule?"'7f1r7~"7fslafs27"'7f3"'))'
—— N

Sr VEZES Sr VEZes

O subgrupo parabdlico K, da tripla (1, K,E) é

Ko = (K < Hg | K" < K, V(i,j) € {1,....s} x {1,....r}).
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Sejam x € K € g € G. Entdo existem #;; € T; e h € Hg tais que g = ht;;. Paracadai=1,...,s
temos que
() = (= i = (I =y,

onde x/ii = yEKpe hlii = g1. Assim, Kg € fi-invariante paracadai=1,...,se como a tripla
(m,H, F) é simples, segue que K, = 1. Portanto, a tripla (I, K, E) induz uma representagio
autossimilar de G com subgrupo parabdlico trivial.

Agora, por hipétese, podemos assumir que os transversais 71, ..., Ty de Hg em G induzem
uma representacdo autossimilar finita por estado de G com relagdo a fi,..., fs, respectiva-
mente. Para cadai € {1,...,s}, defina 7;; = x;T;, onde x; € T;, e j € {1,...,r}. Afirmamos

que os transversais 7111,...,11,...,I51,..., Ty de Hg em G induz uma representacio autos-
similar finita por estado de G com relacdo a fi,..., fir,---, fs1,---, fsr,» T€ESpECtivamente.
Sejam

0:G— A

g g% =((6i(g,))? |teT,1<i<s) o

O:G— A
g8 =((By(g )0 lreTy 1 <i<s 1<) 6,

as representagdes de G com relacdo as G-triplas (mq,Hj,Fq) e (I, K, E), respectivamente.

Observe que se ¢ € Tj;, entdo t = x;f; para algum 7; € T;, consequentemente

0, (g,1) = 0;j(g,xjt1) = xjtig(xjtyo) ' = (118,00 )"
De fato, existem & € Hg tais que t;g = ht;og, € entio
—1
Xjtig = thtlcrg = h'i Xjtjog € Hgxjtyog .

Assim, a permutac@o de 7; induzida por g € a mesma permutagdo de 7T;; induzida por g, €
entdo

0,j(g,1)")? |t €Tj, 1 <i<s51<j<r) 6,
(gt )5 )9 it € Ty, 1 i <5,1<j < 1)
(tlgt ))(p\tleﬂj,lgigs,lgjgr)dg

6i(g,t))? |t €T, 1 <i<s,1<j<r) 6,
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Como G ¢é finito por estado segundo a tripla (my,Hy,Fq) e com relagdo a sequéncia de
transversais 7 = (T7,...,T;), para cada g € G, existe U, subconjunto finito de G tal que
geUge

Ul ={6(x,t) [t €T;i=1,...,5,x €Uy} C U,.

Assim,
U ={6;j(x,t)/i |t €Tj,1 <i<s1<j<rxeUg}=

={6i(x, )/ |t€Tj,1 <i<s,1<j<rx€eUg}=U] CU,

ou seja, G é finito por estado segundo a tripla (1, K,E) e com relagdo a sequéncia de

transversais S = (7;;)1<i<s,1< j<r- o
Exemplo 3.3.1. Considere o grupo G =Z7 = (y) ! (x). A G-tripla
(m7H7F) = ((27 1)7 (H7G)a (flafZ))

onde H = (y)™) (x?) e os homomorfismos fi : H— G e f> : G — G estendem respectivamente
as aplicagoes
)/an r—>)/‘j’,)/‘2n+l — 1L,x" — X" nc,

yi—=x,x— 1

induzem uma representacdo autossimilar finita por estado
G~ (y=(y,e,a),ax=(e,at,e)(01)) < As,
veja em [8]. Observe que o subgrupo parabdlico Hy da G-tripla (m,H,F) ndo é trivial, pois

=07 =R

Como H é normal em G, T = {1,x} é um transversal de H em G, e f» |n= xf2 |u,

aplicando o Teorema A temos a G-tripla
(vivE) = ((27272)7(K1 =H,K; =H,Kj3 :H),<f],Xf],f2 ‘H))

tem subgrupo parabdlico trivial Ky e induz uma representacado fiel autossimilar finita por

estado

G~ (n=M.een,a,o),0 = (eapeo0ee)(01)(23)) < Ag.
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Para finalizar essa secdo, demonstramos duas proposi¢cdes que sdo importantes na de-
monstracdo do Teorema C.

Seja n um inteiro positivo e o = (12...s) € Sym({1,2,...,s}). Para 6 = (d,...,0,) €
{1,...,s}" considere W5 o = G e

—1 ! L

s f
(D(a%)” (i) (6%n-1) " (1)(%1)
Ws1 = ﬂ Wa,o i ’

i=1

s —1 —1 —1
foisand sl s
W5, = ﬂ(WS,l) (@) (i)(cn—1) " (i)(o D,

i=1

N —1 —1 —1

fi sl s ol s

Ws3 = ﬂ(Wﬁ,z) D) (i) (o%=1) @)

i=1

s Foatnd o oyl s
Wi = [1(Wpx—y) O (el e,
i=1

Proposicio 3.3.2. Com as notagbes acima, Wg ¢, = M;_oWs x € igual a Hy.
Demonstragdo. Claramente Hy < Ws 4. Por outro lado, Ws o =Wy e

—1 -1 —1

s f f f s f! N .
_ (D09 (5 (6%n—1)" () (1) (@)(%1) _ P
Ws1 = ﬂW&o < ﬂWo = ﬂWo =W,
i=1

i=1 i=1
s —1 —1 —1 s 1
Ws, = ﬂ(W5 1)f<i><<’5">f<i><a‘3n71)'"f (i)(e®) < ﬂ(% 1)f ()(c®) —
i=1 i=1
s | s j71
=NWs )i <\W]" =W,
i=1 i=1
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Assim Ws o, = M_oWs 1 < ﬂ Wi = Hy e o resultado segue. ]
k=0

Agora, para cada inteiro positivo n e cada n-upla 6 = (1, ..., ;) com0 < §y,...,8, <s—1
considere a aplicacao
Mg A((Ho \Ws1)’) — (Ho \ G)*

(Hoh)!_; — (Hoh 0@ %) oot ys

i=1

onde A((Ho \Ws,1)*) = {(Hoh)i—y | h € W5 1 }.
Proposi¢io 3.3.3. Para cada inteiro positivo n e cada n-upla 6 a aplicagdo 4,, 5 € injetora.
Demonstragdo. Se existem h,k € W, | tais que ((Hph):_)é = ((Hpk)}_,)*3, entdo

Hy 00 0@ o = gl o o) foem

paracadai € {1,...,s}. Entdo
(hkfl)f (e o) Lot ¢ Hy

paracadai€ {1,...,s} e como

f

Ho = (K < Wy | K 00 e Toen < g =1, g)

temos Hph = Hypk. ]

34 O grupo B1Z

Em [23], Silva e Steinberg realizaram uma construgao através de automatas e obtiveram
uma representagcdo autossimilar transitiva do grupo Lamplighter B! Z, onde B € um grupo
abeliano finito. No préximo resultado, chegamos nesta mesma representacdo através de um

endomorfismo virtual f.

Proposicao 3.4.1. Seja B um grupo abeliano finito. Entdo B1Z é um grupo autossimilar

finito por estado.

Demonstragdo. Considere G = B17Z, onde B = {b; =e,...,b,} e Z = (x), H = G (x),

[G : H| = n e o endomorfismo virtual simples
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f:H=G{x)—G
[b,x] > b!

X X.
Defina agora

0:G—A,
8 r_>(6(g7bl)f(p" 79(gabn)f(p)6g

Note que ker¢p < Hy = (x). Como Hy, ndo possui subgrupo normal em G, segue que @
produz uma representacao fiel autossimilar de G em .4,,. Agora, iremos expor a representagao

de G em relacdo a ¢. Para 0(b;,b;) = bjbibfg},j, comi,j=1,...,n, temos
j
-1
Hbibjbi"hj =H,
isto é, b};j = bl_l = (bib;)"" e (b;,b;) = e. No caso 0(x,b;) = b-xbi};, segue que
1
Hbjx:H[bj,x]xbj :Hbj :Hbjox,

donde concluimos que 6 (x,b;) = bixb; ' = [b; !, x~']x. Deste modo, 8 (x,b;)’ = b;x.
A representacdo de G é dada através dos seus geradores por

x? = (0p,x?,...,0p,x%).
Por fim, Q(b?) = {b?,e} C G? e Q(x?) = {x?, e} C G? sio finitos, isto &, G? € autossimilar

finito por estado. O

A partir de cada b € B, definimos um novo endomorfismo virtual f, = b~ fb (como na
Proposi¢do 3.2.1) e concluimos que a intersecdo dos parabdlicos das triplas (|B|,H, f, = f),
(|B|,H, fb,)-... (|B|,H, fp,) é trivial, onde B = {by = 1,b,,...,by,}.






CAPITULO 4

Representacoes autossimilares de produtos semidiretos

Neste capitulo, demonstramos o Teorema B e como aplicacdo provamos que grupos do tipo
A (B1Z) séo finitos por estado, onde A é um grupo abeliano finitamente gerado e B é um
grupo abeliano finito. O Teorema B corrige e estende o Teorema E de [8] e o Teorema J de
[20].

(H)

4.1 Produto semidireto autossimilar do tipo A"’ x G° com

A abeliano e H = (H,, \ G) x --- X (Hy, \ G)
Seja G um grupo fechado por estado com respeito a tripla (m,H,F), onde
m = (WL],...,WLS),H = (H17' o 7HY)7 eF= (fla' o 7fé)
Pelo Lema 2.1.7 , o grupo G € também fechado por estado com respeito a tripla

(ml,Hl,F1) = ((m,...,m),(H,...,H),(f],...,f;)),

onde H =N;_H; e m = [G : N;_H;]. Denote por H, o subgrupo parabdlico de H com

relagdo ao endomorfismo virtual f; : H — G.
Teorema B. Com as hipoteses acima temos

(i) Se B é um grupo abeliano finito, entdo

G — B(Ho\G)xx(Ha\G)) o G

é autossimilar com tipo orbital (|B|-m’,--- ||B|-m’);
- g
N V;;es
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(i1) Se G ndo é de tor¢do, entdo
G = 7,(Hoy \G) X% (Ho,\G)) o4 5

é autossimilar com tipo orbital (m*,--- .m* 1).

N——
s vezes

Além disso, se G é finito por estado segundo a tripla (my,H,Fy), entdo G também o é.

Demonstracdo. Considere a aplicacdo definida pela s-upla de classes laterais
s S s
A:J](Ho\NHi | = [[(Ho \G)
i=1 i=1 i=1
(Ha)lh] , ...,sths) = (leh{1 y ”.’sth{s).
Se (Hghi)* = (Hwh))", entdo (hi(h})™")/i € Hy, para cada 1 < i < s; portanto A & injetiva.
Para provar (i), defina
H = ([B{Ho \G) < x(Ho\G)) 9]} 5 HY.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que B = (b) é ciclico. Observe que o indice

[G: H] éigual a |B|m’. Sejac = (12---s5) € Sym({1,2,---s}). Paracada i€ {1,2,---,s}
defina 0 homomorfismo p(ysi : H — G que estende a aplicagdo

piyor : [P He) (gy, oo go)] = b (Hor Ho )t (Hoygro Hogs)
fyoi H)oi
. b—(Hw17"'7Hw.v)+(Hw1g1 ’...7H(1)Sgs ), se (g17..',gs> GH X oo XH

p~HopHo) g (g1 o) @ Hx---xH

(hi,... hs) — (hf“)"",...,hf“)""), (hi,...,hs) EH x -+ x H.

Como exemplo, temos p(j)52 = P(2) = P3 € S€ (ki,...,ks),(hy,...,hs) € H®, entdo

(bf(le an25~~-7H(DS)+(HU)1 kl,H@kQ,...,H@ 72k5,2,HwS71k5,1.,stks) (hl , h2 . ,hs_z, hs_l’hs))p3 —

f3 1 1 f 1
— p~(Hoy Hoy o Hog )+ (Ho b Hoy ko' oo Hoy 5Kk Hoy KLy Hogks?) (h{%>h§4, ... ,h{iz»h{hahﬁtz).

Afirmamos que a representacdo fechada por estado de G definida pela tripla

((|B|msv"' 7|B|ms)7(H7"' 7%)?{p17"' 7ps})
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H=(Hyp \G) X - x (Hp, \G) 49
é fiel.

Considere K < H com K < Ge KPi <K, i=1,2,---,s. Primeiramente, como G°* é

fechado por estado com relacdo a tripla

((msv"' 7ms)7(H7"' 7H)7{p1‘H7”' 7pS|H})
entdo K < ([B{Ha\G) x> (Ho\G) G9]) Seja

y= pt (Hoy bt Hoghig)+no (Hoy ot Hoghag )+ (Hoy bt Hoghrs)

um elemento de K \ 1 com |y| = r > 1 minimal. Pela normalidade de K podemos assumir
que hiy =---=hiy = 1. Como A € injetiva e r € minimal segue que y”i #*1le

|ypi1’ _ ‘bnl(Hw,...,Hw)+n2(Hwk2ﬁ1,...,Hwkgﬁ‘,‘)+~--+n,(Hwk,ﬁ1,..,,Hwkm)’ —r

para quaisquer n = 0,1,2,.... Entdo
(h217"' 7h25);"' 7(hr17"' 7hrs) ele Xowes XH(J)S;

uma contradi¢do.

Para provar (ii), usamos a mesma estratégia de (i), mas um endomorfismo a mais
definimos. Seja H = Z((Ho\O)xx(Ho\G)) s 45 com Z = (a), e note que [G : H] = m’.
Sejac=(12---5) € Sym({1,2,---s}). Paracadai € {1,2,--- s}, defina 0 homomorfismo
Pyoi - H — G que estende as aplicacdes

€, S€ (g17"'7gs) ¢Hs
Py  alFerst Hoss) ' Y

1)o! ol
a(legl( ) 7"'7H(DsgS )

, caso contrario.

Fiei Jiooi
(h1y...hs) = (B BT, (R, hy) € HY

e 0 homomorfismo U : G — G que estende as aplicagdes

Ho, - Haog)

TREA — (x,...,x)onde o(x) = ex e G

(g1,---,8s) —e,(g1,-..,85) € G

Afirmamos que a representacdo fechada por estado de G definida pela tripla

((msf" ,ms,l),(H,"' 7H7g)7{p1"” ’ps"u})
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é fiel. Considere K < HcomK <G, KPi <K,i=1,2,---,s,e K* <K. Como G* é fechado

por estado com relacdo a tripla

((ms7"' 7ms)7(H7"' 7H)7{p1|H7"' 7pS|H})
entao K S Z((Hw] \G)X“-X(st\G)). Seja

y — anl (H(DI hll?"‘7Ha)shlS)+n2(Hw] h2] ,...,stl’lzs)-‘r"'—'—}’lr(Hw] hrlera)shrx)

um elemento de K \ 1. Pela defini¢do de p, temos ny +ny + - - - +n, = 0. Podemos considerar
r > 1 minimal. Pela normalidade de K, podemos assumir que 4] = --- = hjy = 1. Como A

R . , .« e t
é injetiva e r € minimal, segue que y’1 # 1 e

‘ypf’ _ ‘anl(Hw,...,Hm)+n2(Hwk271,...,Hwkgj‘y)+---+n,(Hwk,71,...,Hwkm)| —r
para quaisquer n =0, 1,2, .... Entdo
(h217"' 7h25)7"' 7(hr17"' 7hrs> Gle Xowes XH(J)S;

uma contradigdo.

Agora, provamos que G € finito por estado. Pelo Lema 2.1.9, o grupo G’ ¢é finito por

estado segundo segundo a tripla

((ms7 T ams)7 (Hsv T 7HS>7 (plle7 T =pS|HS))
com relagdo a uma sequéncia de transversais

T=(Ty x - xTy..., Ty Xx--- xXTy).

§ VE€ZEeS

Entdo, para cada g € G, existe um subconjunto finito Uy C G contendo g de modo que
U; CUg onde U] ={6;(x,1)P [t €Ty x -+ xTy,i=1,....5,x €Uy}

Primeiro provamos o caso

g = B((le \G)XX(H(DA\G)) X GS’

onde B € um grupo abeliano finito.
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Defina

B = {pHor-Ha) | p c BY.

Daf S = (B.(Ty x -+- x Ty),...,B.(Ty x -+ x Ty)) é uma sequéncia de transversais de # em

~~
§ VezZes

G. Como G = (B, G*), para mostrar que G € finito por estado, basta avaliar nos elementos
geradores. Sejam b e B, g€ G*, 1,1 € Ty x --- x Ty, tais que tgl ' € H (g = hl, h € HY).

Observe que

Hcetb Zchflt
—Hb b b
=Hcbt
e
Hetdgd ™ =Hed' 'd=8 " 'tg
—Hed d¢ T hi
—Hedd 'd " dNdd =8
=Hcl.
logo
. pi —lp—1 —I\pi _ (p—1pt " \pi _ 51
l b - - -
0;(b,ct) (ctht™ b~ "¢ ") (b~ 'b" ) b
eparad € B

Pi =(ctdgd 11 1c1)Pi
=(cd" 'tgl"'d e
=(d'd" " cd(cd) ) g ad )P
—d Yed(cd) 18D (1g171)Pid
:c(tgl_1 )pic_l

—cB;(g,1)c .

6;(dgd !, ct)

Tomando V}, = B, temos que

V=B ={6(dt)Pi=d ' |tcTyx--xTyi=1,....,5,d € By =B =YV,
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e tomando V, = Uf , temos que
VS = (Uf)s -
= {6i(dxd ™" 1)P = cB(x,1)Pc [t €Ty x - x Ti=1,...,5,dxd "' e UP ,c € B} C
cub=v,

ComoV, =BeV, = Uf sdo finitos, segue que G é finito por estado.
Vamos provar agora que

G — 7((Ho\G) %+ (Ho\G)) 54 G5

¢ finito por estado.
Defina
Z _ {a(le,,..,HwS) | ac Z}

etome S = (T; X -+ xTy,..., Ty X --- x Ty, {e}). Como G = (Z,G*), para mostrar que G é

(.

~~
§ vezes

finito por estado, basta avaliar os elementos geradores. Sejam d € 7, geCGt,leTy x---xTj,
tais que tgl~' € H (gt = hl, h € H*). Observe que Hta = Hi' 't =Hre Htg = Hhl =HI,
logo

6i(a,1)P = (rar ™" )P = (P =,

0(d,e) = (tat Y = (d W =(x,....x) =x

0(g,e)f =gl =e.

Tomando V, = {a} U Uy, temos que V; = U C Uy C {a} UUx =V, e tomando V, = U,,
temos que V; = (Ug)S C Ug =V,. Como V; = Uy e V, = U, sio finitos, o resultado segue. [

Observacio 4.1.1. Na demonstragio do (i), obtemos um elemento

y= b(”1+"'+nr)(le7-~,st)
que ndo pertence a H = ([B((Ho\0)xx(Ho\G)) 651y 5 H', onde concluimos nosso absurdo.
Em relagdo ao item (ii), o elemento obtido é

y= a(n1+~--+nr)(Hw1,...,st)
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((Hoy \G)x-x (Ho \G))

que pertence a H =7 x H*, portanto, precisamos justificar que a soma

dos elementos n; € 0, isto €, n; + - - - +n, = 0. Quando aplicamos u e obtemos
ny+-tn ny+etn
(x™ T XM ",

se G for de torcdo, entdo podemos ter X! 7 = 1 sem que a soma dos n; seja nula. Logo,

¢ fundamental para a demonstracdo podermos escolher x em G de modo que o(x) = oo.

O préximo corolério estende o Teorema B para um grupo da forma A((Hoi \G) > x(Ha \G)) 5

G’, onde A é um grupo abeliano infinito finitamente gerado e G é um grupo autossimilar que

ndo € de torcdo.

Corolario 4.1.2. Seja G um grupo autossimilar que ndo é de tor¢cdo com tipo orbital
(my....m),m=[G:M_Hj], eA= Z! x B um grupo abeliano finitamente gerado infinito,
ondel >1eB=Tor(A). Entdo o grupo

A(Ho \G) %X (Ho\G)) o 8

S
J

é autossimilar com tipo orbital (|B|-m*,--- | |B|-m’,m’,--- ;m’,/1,--- 1).
A ~~ ~ v -~ v
s vezes sl vezes l vezes

(Ho \G) x> (Ho\G)) 5 G* ¢ um grupo autossimilar de tipo

Demonstragdo. Pelo Teorema B, Z
orbital (m*,---,m’,1). Aplicando o processo de concatenagdo da Proposi¢do 2.3.1, segue
——

§ V€ZEeS
que

(72)((Ho \G)x-x (Hog\G)) 5 G

¢ um grupo autossimilar de tipo orbital (m’*,--- ,m*,1,1).
———

2s vezes
Agora, aplicando esse argumento novamente / — 1 vezes, obtemos que

(2! ((Hoy \G) - (Ho \G)) 5 G

¢ autossimilar com tipo orbital (m’,--- ,m’,1,...,1). Finalmente, aplicando a concatenago
—_————— ——

sl vezes [ vezes
com o grupo B{(Ho \O)xx(Ha\G)) 3 G5 obtemos

A(Hoy \G)x-x (Ho\G)) o 8

J

com tipo orbital (iB] -m*,--- | |B] .msjan’... o’ 1 1)

TV
s vezes sl vezes [ vezes
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4.2 Representacoes finitas por estado de grupos do tipo
A (B Z)

O préximo teorema segue do Teorema 1.2.6, da Proposi¢do 3.4.1 e do Teorema B.

Teorema 4.2.1. Sejam A um grupo abeliano finitamente gerado e B um grupo abeliano finito.

Entdo AU (BUZ) é um grupo finito por estado.

Demonstragcdo. Sejam G = BlZ um grupo autossimilar finito por estado e A um grupo
abeliano finitamente gerado, onde B = {b; = 1,b,,...,b,} é um grupo abeliano finito. Pela

Proposicao 3.4.1, temos que G € autossimilar com respeito a tripla

((yeeesnt), (fo, = fs fons oes f,), (H, .., H)),
onde G = B! (x), H = G'(x),

fH=G) —G
[b, x| — b !

X X
¢ Hy, = Ho, = Hé’, = (b’1x>. Pelo Corolario 4.1.2, o grupo

(H(Dhl \G)X(H(Dbz \G)X"'X(H(Dbn \G))

g=A x G"

n
¢ autossimilar. Pelo paragrafo logo apds a Proposicao 3.4.1, segue que ﬂ Hcobi =1, e pelo
i=1
Teorema 1.2.6, o grupo A G é um subgrupo de G e o resultado segue. [

4.2.1 Representacio de C>?(Cr17)

Sejam G = Cy1Z = {a) ! {x), H = G'(x) e T = {e,a} um transversal de H em G. Sejam
f e f4 0os endomorfismos virtuais simples da Proposi¢do 3.2.1.

Proposicao 4.2.2. O grupo C ! (C»?7Z) é finito por estado de grau 9.

Demonstragdo. Segue da Proposi¢ao 3.2.2 que Hy, = Hg = (x)¢ = ([a,x]x), entdo Hyp N
Hg, = {e}. Temos pelo Teorema 2.1.5 que G possui uma representa¢do autossimilar finita

por estado de grau 4 segundo a tripla

((2,2),(H,H),(f, fa))-
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Utilizando o Teorema B, obtemos

g — CéHw\G)X(H(Da\G) N G2

como um grupo finito por estado de grau 9. Por fim, seja Co1Z ~ L < G?, como LNHgy N
Hgy, = {e}, segue do Teorema 1.2.6 que

CU(C1Z) = ((b,(1,1)),(1,(¢,8)) | g € G)) < G.

O
Para obter uma representa¢ido do grupo anterior, podemos fazer
* G=(CZ) = ((a) 1 (x))
* Hi=Hy = {la."(x))
« G = CgHw\G)X(Hwa\G) W G2 = ( G>(Hw\G)x(Kwa\G) e
« H= (ool o] HxH,|geG?)
* [G:H]=8
° g = (cToflon) (e,e)), (eToMlon) (a,e)), (Mo Har), (e,a)),

(et (x,)), (e o), (e, )
« 0 =(e,e,c0l% golal gglenl gglenl golallaxl galanllenl 6)(12)(34)(56)(78)
e a; = (e e e e eeeea)(13)(24)(57)(68)
e ay=(eeeeeeeea)15)(26)(37)(48)
* X1 = (X1,X1,a1X1,@1X1,X1,X1,d1X1,d1X1,X2)

X X X X X X X X
* X2 = (a5’ x2,005° x2,d,’ X2, Oy’ X2, 205" X2, Oy X2, A2y X2, Ol X2, X1 )

Assim
CU(C2Z) = (0o,a1az,x1X2)
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4.2.2 Representacio de 7 (Cr7Z)

Sejam G = Cy17Z = {a) ! (x), H = G'(x) e T = {e,a} um transversal de H em G. Sejam

f e fa e os endomorfismos virtuais simples da Proposicao 3.2.1.
Proposicio 4.2.3. O grupo Z(C»?Z) é finito por estado de grau 2.

Demonstracdo. Na demonstracio da Proposicao 4.2.2, vimos que G? possui uma representa-
¢do transitiva autossimilar finita por estado de grau 4.

Pelo Teorema B

G — 7HoxHa\G) 3y G2 — 7(Ho\G)* (Hu,\G) 5 G2

€ um grupo autossimilar finito por estado de grau 5. Defina

D = ((eMor M) (¢,¢)) | g € G)

W = ((yHerHor), (e,e)),D) < G.

Observe que DN (Hy, X Hyp,) = 1, entdo segue do Teorema 1.2.6 que W >~ Z (C21 Z).
Fazendo Z = (y) ¢ G* = ((a1) 2 (x1)) X ({a2) 1 (x2)), obtemos uma representacdo de
Z.2(C7Z) ~ (y,a1az,x1x2) em As, onde

* y=(eeex)

e a; = (e,eeee)(01)(23)

* ay = (e,e,e,e,e)(02)(13)

o x1 = (x1,a1x1,x1,a1x1,€)

X3 = (a52X2, 0y X2, 20 X, 20 X7 €).

Utilizando uma deflacdo, podemos escrever os elementos anteriores como elementos de

Ay na forma
* y=(((ne)(ee))xi)
* a1 =(((e,e)o,(e,e)0),e)

* a2 =(((e;e),(e,e))oe)
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* x| = (((.X],Cl]X1>7(xlaalxl))7e)
* 12 = (((@yx2,ay'x2), (a20y %2, a2y x2) ) )

Portanto, Z (C> 1 Z) também possui uma representagio finita por estado de grau 2. [






CAPITULO 5

Representacoes finitas por estado

Neste capitulo, demonstramos o Teorema C e o Teorema D. Dado um grupo G que ndo
€ de tor¢do, autossimilar e finito por estado, provamos que grupos do tipo A G, onde A €
um grupo abeliano finitamente gerado, € um grupo finito por estado. Como consequéncia,
respondemos afirmativamente o Problema 15.19 - (b) do Kourovka Notebook proposto por
A. M. Brunner e S. Sidki em 2002 [6, 17], que questiona a existéncia de uma representacao
finita por estado de Z{ (Z1Z) em A,. Além disso, mostramos que existe uma representagio
finita por estado de W;(Z) = Z2W,_1(Z), onde [ > 0 e Wy(Z) = Z.

5.1 Grupo do tipo A G finito por estado

Provaremos o Teorema C para o caso especial onde A = Z. Aqui, consideramos G um

grupo que nao é de tor¢do, autossimilar e finito por estado com respeito a tripla

(m,H,F) = ((m,...,m),(H,....H),(f1,---, fs)),

onde H = (Ni_H;); € o core de N_;H; em G e m = [G : H|. Considere G o produto
semidireto
G = Z(H“’\GXMXH“’\G) 0 st

e seu subgrupo
H — Z(Hﬂ)\GX"‘XHw\G) N (H N XH)
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com indice [G : H|*. Considere os homomorfismos p : H — G, 7:G— G,e u:G — G que

estendem as aplicacdes

(H ngI7"'7H g:{:f) DEEEEY
p : a(Ha)gh,Ha)gs) — a oo @ ? S€ (g17""gs) GH X XH
e, se(gr,--,8s) ¢ Hx---xH.

(h1y. s hs) = (B ), (B hs) € H X - X H;

. (Hog1,Hog2...Hog, Hogs,Hog - Hogs-
1 : qHos1:Hog2Hogs) | ,(HogsHogi - Hags ‘),(gl,...,gs)GGs,

(g17'~'7gs) = (gS7g1 --~7gs71)7(g17-~-7gs) E GS’

p:gflosfo) s (x . x)ondeo(x) =wexeG

(gl,...,gs)He,(g],...,gs)EGS.

Considere a representacdo ¢ : G — A, induzida pela tripla ((n,1,1),(#,G,G),(p,T, 1)),
onde n =m* e m =[G : H]. Entdo ¢ é uma representagdo autossimilar de G onde K é o
F-core de H.

Note que YA

homomorfismo

Ho\G) 5 G é isomorfo a um subgrupo de G; de fato, é suficiente considerar o

o: Z(Hw\G) XxG—D= <(1(Hw"”’Hw)7(g7"~>g) ’g € G> S g

o8+ +Hogn (Hog1,-Hog1)++(Hogn-Hogn) (

g—a 8 ---»8)-

Teorema 5.1.1. O grupo ZHo\G) 5 G é um subgrupo de G?. Mais do que isso, se G é finito
por estado com relagdo a tripla (m, H, F), entdo G? ¢ finito por estado.

Demonstracdo. Seja ¢ : G — A, uma representacio autossimilar de G induzidos pela tripla
(m,H,F) = ((n,1,1),(H,G,G),(p,7,1)) com F-core(H) = K. Primeiramente, provaremos
que ZHe\0) 5 G é um subgrupo de G?. Para isto, é suficiente mostrar que DNK = 1.

Sey e DNK entdo

y= a"l(Hwhla~--7Ha)hl)+"'+nr(Ha)hr~,-~~,Hwhr) (h’ . ,h)
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Como G € um grupo autossimilar e K € normal em G podemos assumir que 7 = e € por
aplicagdes de p, T podemos tomar (4,...,h) = (e,...,e). Assim
y= "M Haos o Ho)++nr(Hohr,....Hohr)

Suponha que r > 1 € minimal. Pela Proposicdo 3.3.3

té1pt2p... 7%
y pT2p p

€ ndo trivial para qualquer inteiro positivo n e quaisquer 0 < gq,...,&, < s — 1. Reordenado

os indices se necessdrio, sejam n o inteiro positivo tal que

y‘CSl pfgzp"‘rgnp — anl (Hw7"'7Ha))+n2(Hwh2.l 77Hwh2.Y)++nl(H(l)hll77HCUhIS)

e [ > 1 minimal com relagdo a (hy 1,...,ho), .., (A 1,....hy 5) € Hg,. Entdo
|(yrglpr82p...r£"p)r£n+lpr€n+2p...rsn+kp‘ —1,
para qualquer inteiro positivo k e qualquer 0 < &, 1, ..., &1k < s— 1. Assim
hots.chog,shyy, g € Hy = (K <M Hi | Kli <K, para todo i)

e essa contradi¢do final prova a primeira afirmacao.

Agora, provamos que o grupo G? € finito por estado sempre que G o é. Seja

Y = 7((Ho\G)xx(Ho\G)) o gs
Pela segunda parte do Lema 2.1.9, o grupo G® € finito por estado segundo a tripla

((n7 1)7 (Hsts)7 (p’HS7T|GS))

com relagdo a sequéncia de transversais 7 = (7} x --- x Ty, {e}). Entdo, para cada g € G°,

existe um subconjunto finito U, C G contendo g de modo que UgT C Uy, onde
UgT ={0(x,1)P,0(x,e)° |teTy x - xTsi=1,...,5,x € U,}.

Defina
Z _ {a(Hw,...,Hw) | ac Z}
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e tome S = (T} x --- x Ty, {e},{e}). Como G = (Z,G*), para mostrar que G & finito por
estado, basta avaliar os elementos geradores. Sejam d € Z, g = (g1,82,---,85-1,8s) € G°,
t,l € Ty x--- x Ty, tais que tgl_1 € H (gt = hl, h € H?). Observe que Hta = delt =
‘Ht e Htg = Hhl = HlI, logo

0(a,1)P = (tat™ )P = (d' P =e, B(d,e)" =d’ =a, B(d,e)* =a* = (x,...,x) =x

6(g,1)P = (1g17")P, 6(g,e)" =g =e,
9((g17g27'"7gS—17gS)7€)T: (g17g27"'ags—l7gs>‘c: (gsagla"'7gs—27gS—1)'

Tomando V; = {a} UUy, temos que V; = Us C Uy C {a} UUx =V}, e tomando V, = U,
temos que V; = (U,)° € U, = V,. Como V,; = Uy e V, = Uy sio finitos, o resultado segue.
[

Dado um grupo K, defina recursivamente
W()(Z?K) =K, WI(Z7K) =7Z1K, ‘/Vl(ZvK) = szVl—l(Z7K)7 [>1.
Assim, o produto entrelacado iterado de [-copias de Z é dado por

W(Z) = W(Z,Z) = AW, _(Z,Z) = Z2U(ZUZL(..(Z2 Z)...))) .

[

[ c6pias de Z

Corolario 5.1.2. Sejam G um grupo finito por estado com relacdo a tripla (m,H,F) e [ > 0.
Entdo o grupo W;(Z,G) tem uma representagdo finita por estado. Em particular, W;(Z) é

finito por estado.

Demonstra¢do. Uma vez que G € fechado por estado e finito por estado segundo a tripla
(m,H,F), segue, pelo Teorema 5.1.1, que tripla ((n,1,1),(H,G,G),(p,7,u1)) induz uma
representacdo finita por estado G? de G. Nio € dificil ver que a tripla

((l’l3,l’l3), (H37H3)7 (pl: Tl))
induz uma representagdo finita por estado de G?, onde

(h1,ha,h3)Pt = (W15, 1Y), (hy,ho,hs)™ = (ha,hs, hy)
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para todo (hy,hy,h3) € 3. Como H> é normal em 93 , pelo Teorema A, a tripla

((”37”3)7 (/H37/H3)7 (pla Tl))

induz uma tripla com parabdlico trivial, que por sua vez, pelo Teorema 5.1.1, induz uma

representacdo finita por estado de Z1G?. 0

E possivel reformular o Teorema 5.1.1 substituindo a hipétese de um grupo A abeliano

finitamente gerado que nao € de tor¢do por um grupo B abeliano finito.

Proposicao 5.1.3. Sejam B um grupo abeliano finito € G um grupo autossimilar finito por

(Ho\G)

estado com relacao a tripla (m, H, F). Entdo B X G € finito por estado.

Demonstracdo. Basta definir a tripla ((|B|n,1),(H,G,G),(p, 7)), onde

7(H 7"'7H )+(H gf17"'aH g{T) ce
o ¢ b (o Ho) H(Hogs oz b~ \Horfo) el R8s ) "se (g1,...,8,) €EH X --- X H

p~(HoHo) ge (g1,---,85) ¢ Hx---xH.
(hiy..oshs) — (R hD), (B hs) € H X - X H;

T: b(nglchog2~~~7ngs) — a(Ha)gs-,ngl--wHa)gs—l), (glv- . ;gs) c GS’
(g17-~-7gs) = (gS7g1 ---,8571),(81,---,&) € Gsa
e fazer analogamente a demonstragdo do Teorema 5.1.1. [

Teorema C. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado infinito € G um grupo autossimilar
finito por estado com relacdo a tripla (m, H, F). Suponha que G nio € de tor¢do, entdo A1 G
¢ finito por estado.

Demonstragdo. Segue pelo Teorema 5.1.1, pela Proposicdo 5.1.3 e pela concatenagdo geral.
]

5.2 Representacao finita por estado de grau 2 do grupo
YAIVAYA

A representacdo finita por estado de Z?(ZZ) dada no Corolério 5.1.2 é de grau 10.

Usamos deflag@o de grau para obter o seguinte.
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Teorema D. O grupo Z{(ZZ) é finito por estado de grau 2.

Demonstragcdo. Segue do Exemplo 3.3.1 que ZZ € autossimilar com tipo orbital (2,2,2).
Aplicando o Teorema 5.1.1 o grupo Z (ZZ) é isomorfo a um subgrupo do grupo (Z(Z
Z)*)? que tem tipo orbital (8,1,1), onde

3
@ : 72U L)} = (a) <H(<yi) ) <xi))> — Ajo

i=1

¢ um homomorfismo induzido pelos homomorfismos
p i H = (@) =23y yy ) BB (0q 3,03) — G,

T:G—-G,u:Gg—g,
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que estendem as aplicacoes
2r x{
p:al —dai
@? —a

@' —a

*2

a2 — a2 ,

a3 — a3

X1 — axq
— e
—a
a? e

—a

e

Yy —e

X xlli=1,2

x%r — e
T:a" — e WU:a—y
a’i v ae yi,Xj—e,i,j=1,23.
Yit=Y(i)o
Xi Hx(i)cr

Considere o transversal 71 = {e,x2,x3,x2x3,X1X2X3,X1X3,X1X2,x1 } de Hem G e T, =

T3 = {e} transversais de G in G. Entdo o grupo G? € o grupo gerado pelos elementos

a= <a7e7e7e7e7e7e’e’a7y1)
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y1=01Lx1,01,)1,6,6,¢,¢,y3,€),
y2 = (X2,X2,%2,%2,X2,%2,%2,X2, Y1, Y1),
y3 = (€,€,Y3,Y3,¥3,3,€,€,Y2, 1),
x1 = (e,e,e,e,x1,x1,x1,x1,x3,¢)(18)(27)(36)(45),
xy = (e,x2,e,x2,X2,€,X3,¢,x3,¢)(12)(34)(56)(78),
x3 = (e e,e,e e e e e,xy,e)(13)(24)(57)(68).

Note que P(G?) < Sy é tal que
P(G?) = ((18)(27)(36)(45),(12)(34)(56)(78), (13)(24)(57)(68))
e & isomorfo a0 subgrupo (01,03, 03) de W (4,82) = (($2282)152) 1S, onde
o1 = ((((e,e)o,(e,e)0)0,((e,e),(e,e)))0,(e,e)),

02 = ((((e,e)o,(e,e)0),((e,e)0,(e,e)0)),(e,e)),
o3 = ((((e,e),(e,e))0,((e,e),(e,€))0), (e,e)),

com ¢ = (12). Pela Proposi¢do 2.2.10, o grupo G? é isomorfo ao subgrupo de A; gerado

pelos elementos

a:( (( ) ( ))7 €,€>,(€,€)) ()1 )7

y1 = ((((y1,x1),(¥y1,¥1)), ((e,e), (e,e))), (y3,€)),

y3 = ((((e;e),(y3,¥3)), ((¥3,¥3) (e;€))), (¥1.¥2)),
x1 = ((((e,e)0,(e,e)0)0
xz = ((((e,x2)0,(e,%2)0), ((x2,€)0, (x2,€)0)), (x3,¢)),
x3 = ((((e,e),(e,e))0, ((e,€),(e,€))0), (X1,€)).

Assim Z U (Z17Z) =~ (a,y1y2y3,X1%2X3) =~ (a,¥1¥2¥3,X1X2X3) € 0 automata gerador de G? é

((
)
y2 = ((((x2,%2), (%2,%2)), ((x2,%2), (X2,%X2)) ) (¥1.¥1)),
((
S ((

X1,X1),<X1,X1)) 0,(X3,¢e )7
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506
65
74
8|3

1)1
303

99
1010

303
4)4 2|1
515 413
616 506
o7 718
88
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