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Apresentacao

Hesitei muito ao dar o titulo do livro, mas estd como esta. E um
bé-4-ba para universitarios de todos os cursos, principalmente, mas pode
ser estudado por todas as pessoas interessadas neste assunto. £ para
ser utilizado com uma calculadora financeira, mas funciona bem com
calculadoras simples, tabelas financeiras e computador. E um livro para
todo mundo, mas € especialmente til para bancérios e banqueiros, para
operadores do mercado financeiro e para compradores e vendedores.
Na verdade, todo mundo precisa aprender matemética financeira basica
para conhecer e ter sensibilidade para os juros embutidos nas compras
e vendas e para ndo ser enganado por pessoas inescrupulosas.

Aprende-se aqui um pouco de matematica financeira, como se usa
uma calculadora financeira, como se usa o Excel e sobre a utilidade de
ter uma tabela financeira em maos. A tabela nos ajuda a ser sensivel
aos custos. A minha sugestao é simples: se o leitor ndo conseguir enten-
der alguma coisa, pule o item e va para o préximo: quando se sentir
mais seguro retorne ao que nao entendeu. Nao fique intimidado por

calculos que sdo aparentemente dificeis devido ao tipo do niimero ou
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a alguma observacgao que parece mais complicada, como as derivadas
e logaritmos. Sdo detalhes que apenas enfeitam o texto: se parecerem
complicados, simplesmente abandone-os; vera que em nada perturbam
a compreensdo do texto. O minimo pedido é um entendimento de equa-
¢Oes no nivel dos dltimos anos do ensino médio e nada mais.

A histéria deste texto é lenta. Uma primeira versdo foi escrita para
um curso do Banco Central do Brasil na década de 1970: era técnico
demais, com muitos logaritmos, devido a pobreza das calculadoras
da época, e tinha uma quantidade imensa de exercicios com correcao
monetaria, entdo muito utilizada. Foi primorosamente checado e reche-
cado por uma colega do Banco, Tania Cunha, a quem muito agradego
aqui. O curso jamais foi dado pelo Banco, por razdes que jamais desco-
bri, e anos depois o texto me foi devolvido, sem maiores explicagoes.
Engavetei-o imediatamente, ja que tinha outros interesses e teria que
fazer uma grande revisdo, principalmente eliminando os calculos enfa-
donhos de logaritmos, dado o aparecimento de simples calculadoras.

Quando comecei a ministrar a disciplina de Economia Monetaria
no Departamento de Economia da UnB, como professor em tempo
integral, em 1997 — retomando experiéncia que tivera na década de
1970, quando ali estivera como professor em tempo parcial —, notei a
necessidade de um bom texto de matematica financeira. Todos os que
encontrei eram longos em demasia, com poucas informacées econo-
micas. E lembrei-me do professor Méario Henrique Simonsen, autor
de frases memoraveis: “o vestibular de Engenharia foi muito bom,
mas o curso...” (sobre a qualidade do curso de Engenharia que fizera);

“toda a matematica financeira pode ser aprendida em duas horas de

20
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aula”. Nao chego a dizer tanto, mas o curso deste livro pode ser apren-
dido com quatro horas de aula e outras tantas de estudo individual.

Peguei o texto da década de 1970 e o refiz quase que totalmente
em meados da década de 1990. Gabriel Ervilha, entdo estudante de
Economia da UnB, corrigiu e reviu os calculos. O texto deveria ser parte
do livro Economia monetdria — uma abordagem brasileira (que acabou
sendo editado pela Editora Atlas, em 2009), mas os editores disseram-
-me, com um bom senso que muito agradeco, que seria melhor separa-lo
do texto principal, que ja estava grande. E isso foi o que fiz, mas levou
varios anos mais. Esta versao foi testada e criticada duramente por
varias turmas de Economia da UnB desde 2002, que realmente quase
refizeram o livro. Nao é a toa que o bacharelado de Economia da UnB
sempre teve nota A em todas as avalia¢Oes feitas no pais: os alunos sao
6timos, inquisitivos e criticos como devem sé-lo.

Jodo Isidio Martins, estudante da UnB, viu e reviu o texto, refa-
zendo os célculos, um por um, com uma paciéncia de J6. Ainda mais:
criou as se¢oes sobre o uso de Excel, os graficos e tudo mais que diz
respeito a computador e a calculadora simples. Fez um trabalho primo-
roso, muito acima do que se pede de um assistente de pesquisa, sendo
criativo realmente. A ele agradeco de verdade: sem o seu interesse,
possivelmente este livro ndo teria sido finalizado. Finalmente, Danilo
Gomes Vieira, de cuja banca teria o prazer de participar, avaliando sua
monografia muito original, fez duas revisdes dos calculos, a primeira,
mais uma vez rechecada por Jodo Isidio Martins. Finalmente, Lucas
Camacho, meu assistente de pesquisa, deu o retoque final, com muito

empenho e criatividade.

21
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Lidando com ntimeros e conceitos, sei que erros sempre existirao,
mas espero que ndo sejam muitos depois dessas revisoes exaustivas.
Os erros remanescentes sdo somente meus. Sugestoes de corregoes
sdo bem-vindas e devem ser enviadas para novaes@unb.br ou para a
Caixa Postal 04302, Departamento de Economia da UnB, 70919-970,
Brasilia, DF.

Brasilia, julho de 2018.
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Introducao

Este livro trata dos conceitos e da mensuracdo de juros, além do
valor atual e da taxa interna de retorno. As formas de amortizacdo sdo
examinadas, particularmente a tabela Price, talvez a mais importante
férmula de pagamento financeira ja criada, além do sistema de amor-
tizacdo constante e o sinking fund. A correcao monetdria, que, em sua
face moderna, é uma invencdo brasileira, é discutida junto as principais
formas de financiamento imobilidrio. A relevancia e o poder dos juros
compostos para a poupanga e para o planejamento financeiro pessoal
sdo também discutidos. O trabalho termina com uma se¢do acerca
dos logaritmos, seus graficos e derivadas logaritmicas e, ja que os
economistas falam sempre de elasticidade, este tema também aparece
no final do trabalho.

O livro destina-se a estudantes universitarios e operadores do
mercado financeiro, principalmente aos agentes de financiamento.
A énfase é no uso de calculadora com explica¢des detalhadas para o
uso do Excel. A sensibilidade do estudante sera agucada pelo uso de

tabelas financeiras.
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Conceito de juros e valor atual

1.1 Introducao

A existéncia de juros é explicada por muitas razdes, dentre as quais
destaco duas: a) os consumidores preferem consumir hoje em vez de
amanha e, para tanto, estdo dispostos a pagar algo (que é o juro); e
b) os poupadores postergardo seu consumo e somente o fardo por uma
remuneragdo (juro). Em portugués claro, ndo ha nada de graca. Do ponto
de vista da Economia, o juro é definido como sendo a remuneragao do
fator de produgdo capital, entendido em seu sentido mais amplo, tanto
de natureza fisica (méaquinas e equipamentos, terra e imdveis), quanto
de natureza financeira. O conceito de juros estad associado ao custo de
oportunidade do capital, isto é, todos os custos ligados direta ou indi-
retamente a utilizagdo do capital.

As taxas de juros costumam ser apresentadas em termos unitdrios,

a forma mais utilizada em matematica financeira; parte-se sempre de um
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capital inicial de $ 1,00, com o simbolo $ representando uma unidade
monetaria genérica, ou em termos percentuais, em que o capital inicial
é sempre $ 100,00. E claro que é alternativo dizer 12% ao ano, isto &,
12 unidades monetarias de juros sobre $ 100,00 de capital investido, ou
dizer juros de 0,12 ao ano por 1 unidade de capital investido.

O termo investimento é usado, em matematica financeira, como
sindbnimo de recursos financeiros utilizados e nada tem a ver com
o significado econdmico de bens de capital (bens de investimento).
Em matemaética financeira o investidor é o agente econémico que
realiza investimentos financeiros e ndo deve ser confundido com o
investidor da Economia, que é o empresario que esta promovendo a
criacao de riqueza. Matematicamente, a taxa de juros € a remuneragao
do capital por unidade de tempo. Os termos juros e taxa de juros sao
usados como sindénimos, embora, formalmente, haja diferenca entre

eles. Assim:

Juros — sdo a remuneracao de um capital em um periodo de tempo;
Taxa de juros — é a remuneragao de uma unidade de capital por periodo
de tempo (ou, alternativamente, de 100 unidades de capital, quando

entdo se diz taxa de juros em percentagem por periodo de tempo).

Quando o capital é de 1 e o periodo de tempo €é 1, o valor dos juros é
igual a taxa de juros. O capital pode ser expresso em diversas unidades,
como sal, ouro, a unidade monetaria do pais, etc. Muitas vezes ha limita-
¢Oes legais para a taxa de juros maxima, como no Codigo de Hamurabi
(cerca de 4.000 a.C.), que estabelecia em 25% o limite maximo para a

taxa de juros sobre a prata, que era a unidade monetaria na época.
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Os juros referem-se ao uso do capital disponibilizado no momento 0,
que sdo pagos no tempo t. Por essa razao, o calculo dos juros é sempre
feito sobre o montante de capital efetivamente utilizado e refere-se, sem-
pre, ao pagamento que sera feito no encerramento do contrato. Outras si-
tuacOes que envolvem reducao no valor recebido pelo devedor de um em-
préstimo, como pagamento de comissoes, de prestacOes antecipadas, etc.,

sdo matematicamente resolvidas pela reducdo do valor do capital inicial.

1.2 Composicdo de juros por periodo e juros simples

1.2.1 Composicao

Composicao é o ato de incorporacao dos juros ao capital, ap6s um
determinado tempo, gerando um novo capital, sobre o qual a taxa de
juros ira incidir outra vez. O sistema de juros compostos consiste na
aplicacdo da hipotese de que o investidor, ao receber os juros, ndo ira
guarda-los debaixo do colchdo, mas, sim, emprega-los imediatamente.
Nao importa, é claro, que o investidor gaste o dinheiro de seus investi-
mentos em bens de consumo em vez de reinvesti-lo: tudo se passa, em
termos comparativos, como se os ganhos de um investimento fossem
reinvestidos a mesma taxa anterior. O sistema de juros compostos nada

mais é, portanto, do que receber juros e reaplica-los imediatamente.

Sejam:

P = capital ou principal; é o valor efetivamente recebido pelo devedor,

sobre o qual incidira a taxa de juros;

J = valor dos juros
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S= valor do principal somado ao dos juros ao final do periodo t; é
também conhecido como montante;

r = taxa de juros por periodo, a compor no fim do periodo, por unidade
de capital. E também conhecida como taxa nominal de juros; e

t = n° de periodos sobre os quais incidirdo os juros.

No final do primeiro periodo, o valor do principal é:
S1 =P+Pr=P(1+71)
No final do segundo periodo:
§2 =5+Sr=S (1+r)
S2=P(1 +r)
No final de t periodos:
S=P(1+r) 1)

A férmula (1) é a base para todas as operagoes financeiras que se
refiram a créditos de longo prazo, como hipotecas, investimentos em
capital fixo, captacdo de recursos por titulos, depésitos a prazo fixo, etc.

Em muitos livros didaticos, os simbolos S, P, r e t sdo substituidos
consecutivamente por C , C, i e n. Dai, que a formula (1) pode ser,

assim, reescrita:

C =C,(1+n" )

A vantagem da dltima férmula é que torna claros os periodos envol-

vidos. O periodo O refere-se a data em que o contrato foi celebrado,
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incorporando-se os juros ao capital somente no final dos periodos de um
contrato com t periodos. Mediante adaptacao do enunciado de um problema,
é facil corrigir a formulagdo anterior quando ha pagamento de comissoes
de abertura de crédito ou impostos no ato da concessdo de crédito: esses
valores devem ser reduzidos do principal, para o calculo perfeito dos juros.

Nao é necessario que o periodo seja estipulado, unicamente, em ter-
mos de uma s6 unidade temporal. Um periodo pode ser, por exemplo,
de 4 anos, 8 meses e 7 dias ou 5 anos. Formas habituais de periodos,
em matematica financeira, sdo dias (correntes ou tteis), semanas, meses
(sempre com 30 dias corridos) e anos. O ano bancario tem 12 meses iguais,
cada més com 30 dias, que é a prética tanto internacional quanto brasileira,
correspondendo, portanto, sempre, a um ano de 360 dias. No mercado
financeiro brasileiro, usa-se, para os titulos publicos, um ano de 252 dias
Uteis, com composicdo de juros a cada dia. Os americanos usam muito o
trimestre civil como forma de calculo para as contas de poupanca.

A taxa de juros deve referir-se a mesma unidade de tempo que a
do periodo, qualquer que seja ele (por exemplo, taxa de juros unitaria
de 0,08 em 4 anos, 8 meses e 7 dias, por $1 de principal). Na pratica
bancaria, adota-se o termo acessérios para a soma dos juros (J) e comis-
soes de abertura de crédito, comissGes de calculos, impostos, ou seja,

para todos os valores acima do principal.

1.2.2 Juros Simples

Se os juros nao forem incorporados ao capital, seu calculo é dado por:

J=Prt,set:1,r=%
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em que J sdo os juros simples, P é o capital, r é a taxa de juros

simples e t é o periodo, resultando dai que o montante S é:

S=P+Prt=P(1+rt)

Os juros simples sdo tradicionais em operacOes de crédito liquidadas
em uma s parcela. Sao, também, chamados de juros nominais, uma vez que
nao representam o custo real da operagao, pela inexisténcia de composicao.
Sdo, ainda, chamados de juros lineares, uma vez que seu conceito é de uma
linha reta, e sdo bem diferentes do carater exponencial dos juros compostos.

Os juros simples sao, raramente, usados em Economia, dado que o
conceito econdmico incorpora, evidentemente, os juros ao capital, para
gerar novo capital. No mercado financeiro internacional, as operagdes com
bonus sdo calculadas, habitualmente, com juros simples, mas, no Brasil,
os titulos publicos incorporam juros compostos por dia 1til e expressos
em percentagem ao ano.

No Brasil, costuma-se abreviar percentagem ao ano como % a.a.,
ou % aa e percentagem ao més como % a.m. ou % am. Nos mercados
financeiros internacionais raramente se menciona o periodo e usa-se %

como abreviagdo de % aa.

Exercicios resolvidos

Exercicio 1. Determine o rendimento anual equivalente a 2,5% a.m.,

por calculadora: a) com 3 decimais (f6); b) com seis decimais, calcu-

lado (f6) a partir do resultado obtido com trés decimais; ¢) com seis
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decimais, calculado a partir de seis decimais. Diga quais das respostas

tém significado econdmico.

Solucéao:

a) Com trés casas decimais:
A resposta com resultado econémico s6 pode ter trés decimais, como

o enunciado, de modo que se usa f3
,onde y =1,n=12e1i=0,025

= (1,025)12 =1,345

Resposta: 34,5% a.a.

b) Com seis decimais, partindo do nimero obtido no item anterior

(1,345) e teclando f6, obtém-se:

1,344889, ou seja, 34,4889% a.a.

Resposta: 34,4889% a.a., que ndo tem significacdo econdmica, ja que
exibe uma precisdao que nao existe. Esse nimero, aproximado para

trés casas decimais, da a mesma resposta do item a.

c) Se se deseja o resultado diretamente com seis decimais, muito
embora ndo seja significativo do ponto de vista econdmico,

tecla-se f6, C; = 1,n=12,i= 0,025 e se encontra:
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(1+i)'% = 1,344889, que é, exatamente, 0 mesmo resultado anterior
(obtido a partir da aproximacdo de trés casas decimais) e que ndo tem
significado econémico.

Resposta: A mesma do item b.

Exercicio 2. Determine, por calculadora, a taxa mensal equivalente a

34,5% a.a.

Solugéo:

Para f3

SeC,=1

1,345 = (1 +i)1?

= 1,025

Resposta: 2,5% a.m.

Exercicio 3. Determine, por calculadora, a taxa mensal equivalente a

52,70% a.a.

Solugéo:

Usando f4:
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(1+i)%=1,5270

A calculadora eletronica fornece (1 + i) = 1,0359.

Resposta: 3,59% a.m.

1.3 Nota sobre aproximacdes de calculos numéricos

A maior parte das calculadoras eletronicas utiliza todos os algaris-
mos existentes em suas memorias, como é o caso da HP — 12C, que foi
usada para os calculos deste livro, muito embora, o visor da calculadora
mostre apenas um pequeno numero de algarismos. Se cada operagdo
numeérica individual for aproximada para um determinado nimero de
casas decimais previamente estipulado, o resultado final ser4 diferente
daquele derivado do uso da capacidade maxima da calculadora. Dai ser
crucial manter todos os calculos dentro da calculadora, evitando-se fazer
aproximagOes numéricas individuais.

Em Economia, ndo é possivel obter um nimero de casas deci-
mais superior ao dos dados que foram objeto da coleta, como é o
caso das taxas de juros, que normalmente se apresentam com duas
casas decimais, e de valores monetarios, que tém duas casas decimais,
também. Algumas operacoes, no entanto, indicam a taxa de juros sem
especificacdo do nimero de casas decimais, sugerindo que é niimero
exato, mas é de boa cautela, mesmo nesse caso, apresentar o resultado
com o mesmo numero de casas decimais dos demais itens do enunciado.
E errado mostrar resultados com suposta precisdo, maiores até ao que

se pode obter dos nimeros originais.
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O visor da HP-12C tem capacidade para 10 digitos. A determinacao
do nimero de casas decimais é feita pela tecla f, de cor amarela, seguida
do nimero de decimais desejado: f4 indica aproximagdo para quatro casas
decimais, muito embora todos os célculos dentro da maquina sejam feitos
com todos os algarismos disponiveis. Normalmente, f4 é suficiente para
se trabalhar com juros mensais ou anuais expressos em termos unitarios
(por exemplo, 1,23% a.m., ou 15,80% a.a. fornecem, respectivamente,
na forma unitéaria 0,0123 e 0,1580), além de ser mais do que suficiente
para aproximacoes de valores monetdrios, que ndo podem ser inferiores
a 0,01. Deve-se evitar o uso de muitas casas decimais no visor, uma vez
que reduzem a sensibilidade do economista para a grandeza dos niimeros
e tendem a complicar o resultado dos calculos, sem ganho de precisao.
Na verdade, tratando-se de juros anuais, é melhor trabalhar com f3, ja que,
realmente, um tinico decimal em juros percentuais é satisfatério no caso de
taxas anuais superiores a 10,0% a.a., que normalmente sdo apresentadas
com uma Unica decimal. O visor s é importante para se ter certeza que
se digitou corretamente o nimero desejado e para se ler o resultado final
da operagdo, uma vez que os calculos sdo realizados dentro da maquina,
com todas as casas decimais existentes, quer aparecam no visor, quer nao.

Imagine que se deseja achar 2,632, O resultado da multiplicagdo com
todas as casas decimais possiveis (quatro, no caso, ja que o nimero ori-
ginal de duas casas decimais sera quadratico) é 2,63*= 6,9169. Com f4,
o visor mostrara 2,6300, apos digitar-se 2,63 seguido de ENTER,
tecla-se 2 e y*, o resultado mostrado no final serd 6,9169. Esse resultado
ndo satisfaz o critério de mensuracéo utilizado, que estabelece limite de
duas casas decimais. Nessa linha de raciocinio, a resposta desejada sera

encontrada com f2, e ndo com f4, {3, f1 ou f0, que é 6,92.
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Neste livro, adotou-se a regra de fazer os calculos com todas as casas
decimais disponiveis na calculadora, utilizando, sempre que possivel,
o resultado registrado no interior da maquina. Ha uma razao para isso:
as taxas de juros de contratos sao, de modo geral, nimeros exatos, isto &,
com numero ilimitado de casas decimais. As divisdes podem ser facilmente
invertidas na HP — 12C com a tecla x 2 y e as somas podem ser arquivadas
em uma memoria com a tecla STO, seguida de um ntimero criado para a
memoria e recuperadas pela tecla RCL seguida do niimero da memoria,
0 que permite utilizar todas as decimais existentes e captura-las para uso
da maquina. O calculo numérico pela calculadora deve dispensar o uso de
lapis e papel e mesmo de aproximagoes mentais do operador.

Em Economia, ndo se pode ter maior precisao que o instrumento
de medicdo. Os valores monetarios sdo expressos, normalmente,
com duas casas decimais, ja que ndo podem ser inferiores a R$ 0,01
(hé& algumas excecdes: as taxas interbancdrias tém, via de regra,
seis decimais, e o preco unitario dos titulos publicos é, igualmente,
cotado com seis decimais, mas a liquidacdo das operagdes é feita em
moeda corrente com a precisdo maxima de centavos). Como as taxas
de juros com mais de quatro decimais raramente querem dizer alguma
coisa em termos econdmicos, adotou-se neste livro, quatro decimais
como padrdo de apresentacdo de taxas de juros, isto é, f4. Os resultados
finais dos problemas devem ser apresentados com o mesmo numero
de casas decimais dos seus enunciados.

Diversos problemas em matematica financeira somente podem
ser resolvidos por logaritmos, quer pela inexisténcia de tabelas apro-
priadas, quer pela indisponibilidade de calculadoras ou programas de

computador. O uso de softwares deve ser feito com cautela, uma vez
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que esses programas sacrificam a precisdo numérica pela necessidade
de rapidez de calculos. McCullough e Vinod (1999) testaram os pacotes
financeiros e econométricos mais comuns no mercado e concluiram que
existem numerosos e importantes erros de calculos na maior parte dos
softwares, ja que a velocidade nos célculos compromete a qualidade
dos resultados. Normalmente, os erros desses softwares ndo causam
problemas, porque os resultados de regressdes e de outras séries esta-
tisticas sdo apenas indicativos na Economia.

Em matematica financeira quaisquer erros tém custos economicos
claros e podem, também, representar perdas financeiras para os profis-
sionais envolvidos, se forem processados judicialmente e condenados
— como devem sé-los — por negligéncia ou impericia profissional. Todo
cuidado é pouco e sugere-se que os calculos objeto de parecer profis-
sional sejam realizados no minimo duas vezes, se possivel utilizando-se
dois métodos distintos e, se for o caso de pericias para fins judiciais,
deve-se usar duas calculadoras diferentes. Assim, em pareceres e em
problemas em geral, a resposta deve estar suficientemente clara, de
modo a se evitar ambiguidades.

Os problemas de aproximacgOes numéricas quase desapareceriam
se os resultados pudessem ser expressos sem aproximagoes decimais e
desprezados erros de até 1,00; desse modo, seria evitada perda de tempo
precioso em discussoes sobre aproximagoes numeéricas que, se impor-
tantes em Fisica e em Astronomia, sdo quase sempre irrelevantes para
a Economia. O imposto de renda brasileiro, na década de 1970, com
o recrudescimento da inflacdo, desprezou os centavos, sem considerar
aproximacdes, em todos seus calculos, mas, com a queda da inflagdo, um

novo padrdo monetario foi criado e, com ele, a solicitacdo de centavos nas
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declaracdes de renda, com a consequente perda de tempo e de dinheiro
para diferencas econdmicas irrelevantes.

No padrao monetério inglés tradicional, ja abolido, mas que vigorou
por séculos, a libra esterlina (em inglés sterling pound, simbolo £) era
dividida em 20 xelins (shillings, simbolo s) e cada xelim, em 12 dinheiros
(pence, simbolo d, com o singular penny; o plural pode ser escrito também
como pennies), dai a libra ter 240 dinheiros. Os niimeros eram escritos
separados por hifens e com o simbolo proprio (por exemplo, 10£-11s-9d,
que é equivalente a 10 x 20 x 12 + 11 x 12 + 9 = 2.541d). As taxas de cam-
bio brasileiras eram expressas em relacdao ao penny (niimero de pences
por hum mil réis — algumas vezes, neste texto, serd empregada a grafia
arcaica hum, para clareza) até o aparecimento do délar como unidade
internacional padrao, o que coincidiu com o advento do cruzeiro em 1942,
quando passaram a ser expressas em numeros de cruzeiros por hum dolar.
Assim, até a década de 1940, uma taxa de cambio alta significava que a
moeda nacional estava valorizada, o oposto do que se diz hoje. Era habi-
tual traduzir penny por dinheiro, sem diivida, devido ao simbolo d ser
origindrio do latim denarius, que quer dizer dinheiro. O sistema monetario
inglés antigo, dividido em subunidades monetarias, dava maior precisdo
que o centavo, mas era mais complicado para calculos comparativamente

aos centesimais. Hoje, a libra é simplesmente dividida em 100 pence.
1.4 Valor atual e taxa interna de retorno
A escolha entre dois investimentos depende da taxa de juros.

Um dos critérios consiste em determinar a taxa interna de retorno de

um investimento e compara-la com as opcdes existentes. Tal mecanismo
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independe do valor do capital inicial, dai uma das razdes da universali-
dade da taxa de juros como o principal indicador de alternativas entre
investimentos. E claro que quando se examinam varios investimentos
sob o angulo da rentabilidade (também chamada de rendimento por
unidade de capital, ou, simplesmente, rendimento) e se adota esse con-
ceito como sendo o fundamental para a escolha, esta-se considerando,
implicitamente, que os outros dois importantes fatores determinantes
para a escolha entre investimentos — liquidez e risco — sdo, suposta-
mente, iguais para todas as opgoes. Nem sempre isso acontece, de modo
que calculos realizados mecanicamente, sem levar em conta diferentes
graus de liquidez e risco, ndo tém significado econémico. Cada caso
precisa ser avaliado cuidadosamente.

Do mesmo modo, pode-se considerar, como critério fundamental
de escolha, o capital acumulado no final do periodo. Entre dois inves-
timentos de mesmo prazo e igual valor inicial, o investidor ira preferir
aquele que tiver o maior montante, que, é claro, tem, simultaneamente,
a maior taxa de rentabilidade. Os dois critérios de taxa de juros e de
montante sdo rigorosamente iguais, desde que se estejam examinando
investimentos com capitais iniciais e prazos iguais.

O valor atual corresponde a quantia que saldard uma obrigagéo
em data anterior a do seu vencimento. Em linguagem corrente, o valor
atual (também chamado, incorretamente, de valor presente) é o valor,
na data de hoje, de uma obrigacdo a ser saldada no futuro, descontada
a taxa de juros adequada para o investimento.

No regime de juros compostos, o valor atual de C é derivado de (1°):

)
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Isto ¢, para um investidor, € optativo receber hoje C,, ou receber
daqui a n periodos C , desde que a taxa de juros seja i por periodo.

O célculo da taxa interna de retorno de um investimento é derivado
da proxima equagdo, onde a, é negativo para despesas e positivo para

receitas liquidas:

Se a, <0 e todos os demais g, sdo > 0, a equagdo anterior tem uma
Unica solugdo: 1 +r > 0, isto é, uma tinica taxa de retorno r > —1. A taxa
sera positiva se (0 que inclui a;, que é, normalmente, nega-

tivo), conforme Sydsaeter (2000, p. 167).

1.5 Composigdo de juros por subperiodos

No sistema financeiro, é tradicional compor os juros por subpe-
riodos dentro do periodo em que se define a taxa de juros, que nor-
malmente é expressa ao ano. Os subperiodos podem ser semestrais,
trimestrais, mensais, semanais, diarios, ou mesmo por dias tteis em
um ano. A composicdo significa a incorporagao dos juros ao capital,
gerando novo capital sobre o qual incidira a taxa de juros.

Por tradigdo, a taxa de juros mencionada contratualmente é chamada
taxa de juros simples, muito embora os juros simples ndo prevejam a
incorporacio ao capital. E claro que, no momento em que se verifica a
composicdo, a taxa de juros simples deixa de existir e passa-se a utilizar

o conceito de taxa de juros composta por subperiodo.
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Os economistas, para evitar o uso do termo simples, que se torna
ambiguo quando composto, usam o termo taxa de juros nominal para a
taxa que vai ser composta por subperiodos, o que permite diferencia-la da
taxa de juros efetiva, que é a que prevalece ap6s todas as composicdes.

Até hoje, a nomenclatura nominal tem pouco uso corrente, e a maior
parte dos livros didaticos cita, errada e contraditoriamente, o termo sim-
ples como a taxa que vai ser objeto de composi¢ao nos subperiodos em
que se divide um periodo. Neste livro, as taxas de juros nao especificadas

de outra forma serdo tomadas como taxas de juros nominais.

periodo 1 periodo 2

(n subperiodos) (n subperiodos)

Sejam:

P = principal

r = taxa de juros, em termos unitarios, por um periodo de composicdo,
chamada, de agora em diante, de taxa nominal

n = n° de subperiodos considerados em um periodo

t = n° de periodos (também chamado de tempo)

S

montante

Segue-se que:

taxa de juros por subperiodo

nt = n° de composicoes existentes no tempo t
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Apbs a 1* composicgdo, tem-se, no final do 1° subperiodo, como

principal + juros (isto é, S):

No final do 2° subperiodo:

No final dos n subperiodos que formam o 1° periodo:

Terminado o 1° periodo, o processo de reinvestimento de juros

continua no 2° periodo, em cujo final tem-se:

Assim, no final de t periodos,

@)

que define o montante quando os juros sdo incorporados por n

subperiodos de um total de t periodos.

Exemplo: Determine o montante em um ano de um principal de

1,0000 a juros de 12% a.a., compostos trimestralmente.
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Tomando f4:

=1,0300* = 1,1255

1.6 Juros simples, compostos, nominais e efetivos

A taxa de juros simples r prevalece somente quando nao ha com-
posicdo de juros. No momento em que os juros simples sdo compostos,
o termo “simples” perde a razdo de existéncia e r passa a ser chamada
de taxa nominal. A taxa de juros composta, , é a composicdo da taxa
de juros nominal r em n subperiodos, gerando novos principais, sobre
0 quais ocorrerdo novas incidéncias de juros. A taxa de juros efetiva i é
a resultante, para o periodo, da composicdo dos juros nominais r em n
subperiodos, reinvestidos nos subperiodos restantes; é, portanto, o custo
da operacao financeira.

Diz-se que dois capitais sdo equivalentes quando produzem o mesmo
montante, com taxas de juros distintas e/ou diferentes periodos de acu-
mulacdo. Em geral, se i é a taxa de juros efetivae é a taxa de juros
composta em n subperiodos em um tempo t, tem-se que seus montantes

serdo equivalentes para um capital unitario, se:

(4)

Ou, cancelando-se t:

©)
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A equacdo (4) determina a relagdo entre os juros efetivos i e os
juros compostos e, consequentemente, a taxa de juros nominal r.

Entdo, para uma perfeita identificacdo financeira, é necessario
informar a taxa de juros nominal r e o periodo de composi¢do n para
determinar a taxa de juros  que sera utilizada na composicdo. A iden-
tificacdo de r e de n permite calcular i, a taxa de juros efetiva, quase
sempre expressa em percentagens ao ano ou ao meés.

A nomenclatura pode ser confusa e todo cuidado é pouco. Se a taxa
de juros é chamada de simples r e é de 24% a.a., mas é composta ao
meés, no final de 12 meses, ja que = % = 0,02, tem-se que 1,02*
= 1,268242, ou seja, 26,82%, como juros efetivos i; na verdade, r é
simplesmente uma taxa nominal. Se, entretanto, o contrato preveé juros
simples de 24% a.a., com composicdo somente ao final de 12 meses,
entdo os juros efetivos i serdo, também, de 24% a.a. Na tabela Price, a
taxa de juros ao ano, com pagamentos mensais é simplesmente dividida
por 12 para se calcular a taxa mensal de composicao.

Assim, um empréstimo imobiliario de 30 anos, a uma taxa de 24% a.a,
a ser liquidada em prestacGes mensais, tem uma taxa de % =2% am,
ou seja, = 1,2682. Ou seja, 0 mutudrio esta pagando efe-
tivamente 26,8% a.a, quando pensa que esta pagando 24% a.a, que €, na
verdade, a taxa de juros nominal anual.

Tecnicamente, os juros incidem sobre o saldo devedor no momento
em que sao devidos. No entanto, muitos credores, particularmente as
empresas de cartes de crédito, definem métodos distintos de calculo
de juros, como a média do menor e do maior saldo do periodo, por
exemplo. Embora tais sistematicas, se previstas contratualmente, ndo

provoquem grandes complicac¢des no célculo, dificultam comparagoes.
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E claro que o principal deve ser determinado de modo que reflita,
realmente, os recursos utilizados pelo devedor no periodo sobre o qual
incidirdo os juros, mas os credores usam formas sofisticadas de calculo
para aumentar seus ganhos sem chamar a atengdo do devedor para o
nivel da taxa de juros. O devedor deve ficar atento para essas astucias.

No Brasil, aplicam-se, para titulos ptblicos, juros compostos ao dia
util, que sdo anualizados considerando-se o ano de 252 dias. Nao h4,
nesse caso, rendimento de juros para sabados e domingos (104 dias) e
para 13 feriados adicionais no ano de 365 dias (ou 14 feriados no ano
de 366 dias). No mercado internacional de titulos ptblicos, os juros
sdo simples e adota-se 0 ano bancario de 360 dias, com més de 30 dias.
A precisdo brasileira foi, sem divida, provocada pelas elevadissimas
taxas nominais de juros da década de 1990.

A imprecisdo no célculo das taxas efetivas de juros é grande nos
EUA, devido a baixa inflacdo, o que faz com que, ao ano, elas, rara-
mente, sejam superiores a um digito e as diferencas de composicdo
sejam pequenas. Muitas instituicoes americanas divulgam uma taxa
de juros de rendimentos para depdsitos a prazo fixo sem fazer referén-
cia ao tempo nem ao nimero de composi¢cdes. Apenas recentemente
a apresentacdo em publicidade foi padronizada em taxa nominal ao
ano, chamada de annual percentage rate (APR). Muitas instituicoes
divulgam, também, uma taxa de rentabilidade anual, annual percentage
yield (APY), também denominada yield, que é, simplesmente, a taxa
efetiva anual, resultante da composicdo da taxa de juros nominal ao
ano (APR). Como resultado de variados periodos de composicao, a
mesma taxa de juros nominal APR produz diferentes taxas de juros

efetivas APY.
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As cooperativas de crédito americanas ndo pagam juros sobre
seus dep0sitos a prazo, mas, sim, dividendos (dividends), expressos
em APR; ndo h4, formalmente, juros pagos aos depositantes, que sdo os
proprietérios da instituicdo. No final do exercicio financeiro, é pago um
dividendo extra calculado sobre o saldo médio do acionista no periodo,
se houver lucros extraordinarios acima daqueles pagos como antecipa-
¢do dos lucros da instituicdo. O proprio nome dividend é muito recente,
conforme mostra o Oxford English Dictionary (1989), que cita Morck e
Young (2005, p. 64) e afirmam que dividend somente apareceu escrito
pela primeira vez em 1690, no London Gazette, no contexto de uma
empresa com acionistas, no caso, a famosa Hudson Bay Company, que
tinha atividades monopolistas no Canada. Dividend é derivado do latim
divenditum, que quer dizer vender a muita gente, conforme o Diciondrio
Escolar Latino-Portugués (1967), do professor Ernesto de Faria.

Nos EUA, os dividendos nas cooperativas de crédito e os depdsi-
tos de poupanca (savings deposits) nas demais institui¢des financeiras
sdo expressos em uma taxa nominal anual (r) composta: trimestral-
mente (n = 4) para os depdsitos de 90 dias, de 12 meses e de 5 anos;
e semestralmente (n = 2) para os depdsitos de 6 meses. O pagamento
dos dividendos e depositos é feito no periodo contratado. A legislagcdo
faz clara distin¢do entre composicao e pagamento: o primeiro refere-se
aos subperiodos do ano em que sdo realizados os créditos dos rendi-
mentos sem que seja, necessariamente, permitido o saque; o pagamento
significa a maturacdo do investimento no prazo contratado, sendo a
liberagdo automatica, normalmente, via crédito na conta de depositos.

Na captagdo de recursos no mercado internacional, usam-se juros

nominais; caso haja pagamento de juros por subperiodos inferiores a um
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ano, o calculo é, sempre, linear. Em outras palavras: annual percentage

rate é uma taxa de juros nominal.

Exercicios resolvidos

Exercicio 4. Uma instituicdo financeira americana oferece depésitos
a prazo, com composicdo e pagamento de juros no vencimento, para
depositos de seis meses de prazo, e com composi¢cdo e pagamento
de juros trimestralmente e no vencimento para os demais depdsitos e
fundos de renda fixa. A instituicdo, em anuncio publicado em novembro
de 2005, indicou a taxa anual de dividendos, annual percentage rate
(APR) e a taxa anual efetiva de rentabilidade, annual percentage yield

(APY) da seguinte maneira:

a) taxa de dividendos de 1,60% sobre fundos de renda fixa a vista
(money market account), equivalente a 1,61% APY (a diferenca prin-
cipal entre esses fundos e os depdsitos a vista é que os primeiros tém
rendimentos variaveis de acordo com as taxas de juros do mercado e
ndo permitem o uso de cheque);

b) taxa de dividendos de 2,05% sobre depdsitos de 90 dias de prazo,
equivalente a 2,07% APY;

¢) taxa de dividendos de 2,65% sobre depdsitos de seis meses de prazo,
equivalente a 2,67% APY;

d) taxa de dividendos de 3,15% sobre depo6sitos de 12 meses, equiva-
lente a 3,19% APY;

e) taxa de dividendos de 3,75 % sobre depésitos de cinco anos, equi-

valente a 3,80% APY.
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Verifique a integridade do antincio (esta € uma questdo real e ndo
imaginada para efeitos didaticos), com aproximacdes para quatro e

seis decimais na questdo a e para seis decimais nas demais questoes.

Solucéao:

O enunciado, depois de decifrada a publicidade, diz que o divi-
dendo é composto trimestralmente (n = 4), e pago no vencimento,
para os fundos de renda fixa a vista, para os depositos de 90 dias, de
12 meses e de 5 anos; mas, é composto semestralmente (n = 2), e pago
no vencimento, para os depositos de 6 meses.

Os célculos adiante foram feitos com a capacidade maxima da
calculadora, mantendo os resultados parciais na calculadora até o resul-
tado final.

Seja,

Em que i é a taxa efetiva ao ano, n é o nimero de composicgoes
por ano e r é a taxa nominal de dividendos, que pode ser composta de

varias maneiras, conforme descrita no andncio.

. noieny? _
a)1+1—{1- : )_1,016096
com f6, que aproximado para seis decimais, fornece 1,61 % APY

ou, usando f4, tem-se

a7
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1+i=(1+ ”-“:"”)q -1,0161

Ou, 1,61 % APY.

[Dessa forma, verifica-se que o mesmo resultado final foi achado
pela calculadora com diferentes casas decimais iniciais, j& que usou

todos os algarismos disponiveis].

b)yl+i= { 1+ ”-“:“5)1 = 1,020658 ou 2,07% APY.

l+i= { 1+ “-“:—“h)“ = 1,026676 ou 2,67% APY.

d)y1+i= { 1+ ”'“:‘5)’ =1,031874 ou 3,19% APY.

i
e)l+i= { 1+ “-“:7“) = 1,038031 ou 3,80% APY.
O antncio esta, assim, correto.

Observe que, se a taxa nominal dos depdsitos de seis meses (item ¢)

fosse composta trimestralmente, seria:

al+i= { 1+ ”-“:"5)1 = 1,026765; ou 2,68% APY, que é ligei-

ramente maior que a taxa de composicdo semestral adotada pela ins-

tituicdo financeira.
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Exercicio 5. Considere um depdsito em que os juros sao pagos e rein-
vestidos a razdo de 2,00% por trimestre. Calcule: a) a taxa de juros
efetiva ao semestre, b) a taxa nominal de juros ao semestre, c) a taxa
mensal de juros equivalente a taxa trimestral efetiva
Solucéao:
a) Taxa de juros efetiva ao semestre;

Usa-se f4, ja que os juros dados tém quatro decimais. Tem-se 2%
ao trimestre como a taxa efetiva trimestral (r)

S=(1+{)=P{1+r) paraP=1

S=({1+i)=P (1+0.023% = 1,0404 ou i = 0,0404,

ou i = 4,04% ao semestre.

b) Taxa nominal de juros;

0,02 x 2 = 0,04 ou 4% ao semestre.

c) Taxa mensal de juros equivalente a taxa trimestral efetiva:

Os juros equivalentes (q) ao més (sendo trés subperiodos de um

meés em um trimestre) sdo:
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1,02 = (1 + q)° -~ g = 0,006623 ao més ou g = 0,0066

Assim, 4% ao semestre ¢é a taxa nominal de juros, 2% ao trimestre
€ 0 juro composto ao trimestre, o juro efetivo é 4,04% ao semestre ou

0,66% ao més. Ou, mais diretamente,

, desde que t = 1.

Exercicio 6. Um investidor faz um depésito a prazo, com um minimo
de trés meses, juros de 8% a.a., com reinvestimento de juros e princi-
pal a cada trés meses. Calcule a taxa de juros efetiva (i), com quatro

casas decimais.

Solugéo:

r = taxa de juros nominal = 8% a.a.
=taxa de juros composta = = 2% ao trimestre
=1,02% = 1,082432 ou

i=28,24% a.a.

Resposta: 8,24% a.a

Exercicio 7. Calcule o montante de um depoésito de poupancga de
uma unidade monetdria, a juros simples de 6% a.a., que sdo creditados,

mensalmente, na conta de depoésitos durante 12 meses.
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Solucéao:

=1,005" = 1,061678 ou R$ 1,06,

ou seja, os valores sdo tdo pequenos para 0s juros e para o principal
que, na aproximacao para centavos, o resultado de juros compostos
fica igual ao dos juros simples. Se, entretanto, o principal fosse de
R$ 100,00, os juros compostos seriam de R$ 6,17 e ndo os R$ 6,00 de
juros simples, o que sugere que se deve deixar, em conta de poupanca,
quantia bem acima de R$ 1,00, digamos R$ 100,00, para ter o beneficio
dos juros compostos, quando entdo o saldo da conta seria R$ 106,17 e

ndo os R$ 106,00 dos juros simples.

Exercicio 8. Uma aplicacgdo financeira de 12 meses de prazo rende 24%;
calcule a taxa equivalente para uma aplicagdo com reinvestimento
mensal de juros.
Solucéao:

S=(1+r)', em que r é ataxa equivalente.

1,24=(1+r)?~(1+r)=1,018088 ou 1,81% a.m.
1.7 Juros continuos
Quando os juros sdo incorporados ao capital, temos juros conti-

nuos a todo momento, isto é, instantaneamente. Banqueiros italianos,

da época do Renascimento, descobriram que se os juros fossem incor-
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porados ao capital, varias vezes ao ano, dariam um resultado muito
melhor para o banqueiro do que a simples composicao anual de juros.

Se os juros anuais r forem convertidos em juros por n subperio-
dos, arazdo de |, isto é, a composicao dos juros for feita por periodos
inferiores a um ano (por exemplo, n = 2, semestral, n = 3, quadrimestral,
n = 4, trimestral, n = 6, bimestral, n = 12, mensal, n = 365, diério),
tem-se, ao final de t anos, como visto anteriormente, a equacao (3),

repetida a seguir:
3
Examinemos com cuidado (3): a taxa de juros anual r é incorporada
ao capital P arazdo ,naqual né o n° de vezes em que o juro é incor-
porado ao capital no periodo. A inclusdo dos juros ao capital fornecendo
um novo capital é chamada de composicao, capitalizacao ou reinvesti-

mento de juroes. Para cada periodo de composicao de juros, o banqueiro

usa a taxa de juros ; em t anos ha nt periodos de conversoes.

Note que:

S=P@A+nt (1)

é, evidentemente, um caso especial de

3)

j& que sua composicdo é realizada somente por um tinico subpe-

riodo (n = 1).



Capitulo 1— Conceito de juros e valor atual

Hé um caso especial ainda mais interessante que os banqueiros
renascentistas perceberam imediatamente. Se r = 1 (ou seja 100%) e
o prazo é t = 1 (pode ser um ano, um trimestre, um século) tem-se, no

limite da composigao, para P = 1:
)

Existe um conflito permanente em (6). A medida que n cresce,
I . 1

o resultado da poténcia aumentaria, mas — decresce, e o resultado final
1

é um nimero, que hoje se sabe, é irracional e simbolizado pela letra e

que é, aproximadamente,
e=2,718281...

Sabe-se que os banqueiros italianos, conforme assinala Maor
(1994), descobriram o resultado de e com uma aproximacao adequada
para os valores expressos em centavos de uma unidade monetaria, que
€ o padrdo relevante para as opera¢Ges bancarias.

O limite de S quando n — o, como em (6), somente foi calculado,
com precisdo matematica, muito tempo depois de ser usado no dia a

dia, mediante utilizacdo da férmula do bindmio de Newton, a saber:

1
=14+n- o
1 m

que fornece elegantemente:
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1
=2+0,5+0,111111 + 0,027777 + 0,005555 + ... + a=e= 2,718281...

Apenas em 1665, Newton inventou a férmula do binomio, varios
séculos ap0s o uso intenso de (6), com aproximacgoes, pelos renascen-
tistas. Com auxilio dos logaritmos para facilitar os calculos (ja des-
cobertos por Neper, em 1624), foi entdo possivel usar a féormula de
Newton de 1655 para o célculo de e. Observe que a soma dos cinco
primeiros termos do binémio anterior nos da 2,716667, ou seja, mais
de 99% do valor de e.

Somente 72 anos ap6s Newton, em 1737, Euler provou que e é
um ndmero irracional. Os matematicos designaram o resultado de (6)
como e em homenagem a Euler. O niimero racional mais préximo de

, B7E

€33 = 2,718266. Demonstra-se, adiante, para uma taxa r continua,

com um principal P = 1 em um tempo ¢ = 1, que:
n .
o) = )

O numero e, de acordo com (6), é o resultado da acumulagdo de
uma taxa de juros instantanea de 100% sobre um principal de 1, ou,
ainda, é a taxa de juros efetiva de, aproximadamente, 172%, resultante
de uma taxa de juros simples de 100%, quando composta n vezes e

n - oo, conforme se vé no quadro 1, adiante.
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Quadro 1: Composicdo de juros de uma taxa r = 100%, em um principal de 1

n S:I{_‘J + i:lr::1+i:1+taxa efetiva
1 1 2,000000
10 0,1 2,593742
100 0,01 2,704814
365 0,002739.. 2,714567
10000 0,0001 2,718146
00 0 2,718281...=e

No quadro anterior foram usados dois pontos (..) para , cujo
resultado foi armazenado pela calculadora para calculos posteriores,
respeitada sua capacidade, sem arredondamentos. Ja o resultado S foi
arredondado para se obter seis casas decimais. Utilizam-se trés pon-
tos (...) para indicar um niimero irracional, sem arredondamentos.

A questao de arredondamentos é bem visualizada para n = 365 e
r =1, como anteriormente. Com arredondamento para 6 decimais, tem-se

=0,002740. Apos a limpeza das memorias da calculadora, se o niimero
anterior for utilizado nos calculos posteriores, o resultado sera 2,714838,
que é superior ao numero correto, do quadro anterior, de 2,714567.

Entdo, a composigdo de 100% em 365 subperiodos representa 99,86%,
isto é, da acumulacgdo da taxa de juros instantanea de 100%.
Para os que tém dificuldade em visualizar uma acumulagdo instantanea,
é conveniente pensa-la como a acumulagdo de uma taxa de juros r em 365
subperiodos, cujo resultado é pouco inferior ao da taxa de juros continua,

principalmente para taxas pequenas, como se vé no quadro adiante.
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Quadro 2: Composigdo de juros de uma taxa de juros nominal
de 5% a.a. sobre um principal de 100 unidades monetarias

Composicio N°,de Taxa de j,uros por =100 {1 . i)"
subperiodos n subperiodo it
Anual 1 0,05 105
Semestral 2 0,025 105,062500
Trimestral 4 0,0125 105,094534
Mensal 12 0,004166.. 105,116190
Diario 365 0,000136.. 105,126738
Infinita n-oo — 100e°%=105,127110

Assim, para efeitos praticos, uma taxa de juros continua para

pequenos percentuais (por exemplo, 5%) em um principal de 100,

sem referéncia ao tempo, d4 um resultado apenas levemente superior

(105,127110) ao de juros neminais de composicdo diaria (105,126738).

As taxas de juros instantdneas sdo muito usadas em Economia,

devido a facilidade de célculos que permite, principalmente quando

se utiliza o célculo infinitesimal. Nao fazem referéncia ao tempo, mas

podem ser, facilmente, transformadas em taxas efetivas (i) ao ano, ao tri-

mestre ou ao semestre.
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1.8 Desenvolvimento de

A demonstragdo, como assinala Simon-Blume (1994), é dada por

substituicdo a partir de

mn , . . s
Define-se m = ~isemé grande e tende para o infinito, n também

tendera para o infinito.

I_:lr:-"-' » x 1
—} I,]aque;:;equen=mx,

m

tomando o limite:

Se x" é uma fungdo continua de x; e se {x;; ;=1 € uma sequéncia de
niimeros que converge para X,, entao a sequéncia de poténcias {xm" }i=1
T
converge para x,".
Assim, se uma conta de depdsitos cresce por t anos, a juros e

n— oo,

= = ={g*) = E:",

entao,
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1.9 Equivaléncia entre juros continuos, efetivos e nominais

Sejam:

r = taxa de juros nominal, vulgarmente chamada de simples.
= a taxa de composicdo de juros em cada subperiodo de um periodo
de tempo
t = n° de periodos (tempo)
n = n° de subperiodos de composicdo existentes em 1 periodo
i = taxa de juros efetiva resultante de uma taxa de juros r composta
n vezes por 1 periodo
x = taxa de juros instantanea resultante de uma taxa de juros nominal r

S = montante (capital mais juros).

Entdo, definem-se r, i, x como sendo taxas de juros equivalentes

que geram um montante S para:

cancelando P, t

= ex ®)

tomando logaritmos neperianos, tem-se:

x=1In(1+1)
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Muitas vezes, os resultados finais sdo apresentados em forma percentual,
embora todos os calculos sejam feitos com juros na forma unitaria, utilizando-
-se as formulas basicas da matemética financeira. Conforme dito anterior-
mente, a Economia usa juros continuos sem fazer referéncia a tempo. Outras
vezes, no entanto, em operacoes financeiras, os juros informados sdo simples-
mente juros nominais ao ano, em que o termo “ao ano” nao € mencionado.

Os juros sem mencdo temporal sao continuos e raramente sao utiliza-
dos pelos bancos. Sao muito utilizados em Economia. Assim, um emprés-
timo com custo instantaneo de 5%, a ser liquidado em prestacdes men-
sais, terd, na verdade, custo de 5,1271% a.a. e ndo o custo mais baixo, de
5,1162% a.a., como poderia pensar um devedor brasileiro que trabalha com

juros compostos ao més e ndo juros continuos, ja que pensaria somente em:

=1,051162

O cadlculo correto de juros continuos devidos é superior ao apon-

tado anteriormente e é dado por
e%% =1,051271

Do mesmo modo, um certificado de depésito (CD) de trés meses
de prazo com juros continuos de 5% rende, efetivamente, 5,1271% a.a.
Na verdade, os juros anuais de 5,1271% a.a. sdo 0s mesmos para 0S
CD de trés, seis e 12 meses, muito embora, erradamente, um investidor
pudesse supor que os juros efetivos de um CD de trés meses fossem

5,0945% a.a., ja que faria o calculo:

n

(1+3) = 1,050945
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Ou seja, o investidor estaria supondo, de maneira equivocada,
que receberia rendimentos com um juro mais baixo que o que efeti-

vamente ocorre.

a) Calculo de juros efetivos (i) e continuos (x) a partir de juros nominais (r)
(1) Célculo dos juros efetivos (i)

n

14-) =141
(1+5)

(2) Célculo dos juros continuos (x)

ou, tomando logaritmos neperianos (In)

b) Célculo de juros efetivos (i) e nominais (r) a partir de juros continuos (x)
(1) Célculo de i
e=1+i
i=e* -1
Dai que muitas calculadoras eletronicas tém, isoladamente, a tecla e*;

o resultado de apertar a tecla e é 1 + i, para cada taxa de juros conti-

nuos x, expressa na forma unitaria.
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(2) Célculo de r

c) Calculo de juros nominais (r) e continuos (x) a partir de juros efe-
tivos (i)

(1) Juros nominais (r)

r 1
—={1+ijn—1
L=0+0

"= n|(1 +!}Tlt— '1|
(2) Juros continuos (x)
Q+i)=e
tomando logaritmos neperianos,

x=In(1+1)
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Assim, a forma mais rapida de se obter os juros continuos x, é,
simplesmente, somar 1 aos juros efetivos em forma unitaria (i) e tomar

o logaritmo.

d) As teclas e*, LN e y* de uma calculadora

As teclas e* e LN das calculadoras ddo o resultado imediato de e* e
do logaritmo neperiano de x, este tltimo sempre tomado em sua forma
unitaria, isto é, sem percentuais. A tecla y* da o resultado imediato da
poténcia x (positiva ou negativa com CHS) sobre uma base y. No caso
de uma raiz, a tecla 1/x transforma imediatamente x em 1/x para extrair

a raiz utilizando y*.

Exemplos de uso das teclas e*, LN e y*

(1) Para x = 100%

x =1, ou seja, aperta-se 1, Enter e aperta-se e*

e*=e=2,718282, dai que

i=e*—1=1,718282 ou 171,8282%.
(2) Parai=171,8282% oui = 1,718282.
Como x =1In(1 +i) =In(1 + 1,718282) = In 2,718282

Apertando-se LN para 2,718282 tem-se x = 1,000000 ou x = 100%.
Ou seja, uma taxa continua de x = 100% é o mesmo que uma taxa

efetiva de i = 172%, conforme ja visto no quadro 1.
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y* para 2° tem-se 2, ENTER e 3, y*, tem-se, imediatamente, y* = 8
Para 8 = 9: tem-se 9 ENTER; 2, ey" O resultado final é 3.

A montagem dos quadros 3 e 4 adiante, baseados na equacao (8),
utilizou a tecla y*, que fornece o resultado imediato da poténcia x

sobre y, e as teclas LN e e*.

Quadro 3: Equivaléncia percentual de juros nominais
(ao ano e ao més), efetivos ao ano, e continuos

Juros simples (%)
Juros efetivos ;
Juros continuos
ao ano
Ao ano Ao més
r . Tyl .
r = '={]+E =1 x=In(1 +1i)
24 2 26,8242 23,7632
36 3 42,5761 35,4706
48 4 60,1032 47,0649
60 5 79,5856 58,5482
71,3557.. 5,9463.. 100 69,3147
104,2848.. 8,6904.. 171,8282 100
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Quadro 4: Equivaléncia percentual de juros continuos,
efetivos ao ano e juros nominais anuais compostos ao mes

; Juros efetivos Juros nominais anuais
Juros continuos (%) N
ao ano compostos ao més (%)
.
X i=ex—1 r=(eiz-1)12
2 2,0201 2,0017
3 3,0455 3,0038
4 4,0811 4,0067
5 5,1271 5,0104
10 10,5171 10,0418
100 171,8282... 104,2849

Exercicio resolvido

Exercicio 9. O que um depositante deve preferir: 5% continuos ou 5%

compostos mensalmente?

Nao é necessério de fato calcular. Para a mesma taxa de juros,

a composicdo continua sera superior a composicao periodica. Vejamos:

5% compostos mensalmente fornecem 1,051162

ou seja, 5,1162%, mas e*® = 1,051271, ou seja, 5,1271%

Resposta: O depositante deve preferir sempre a taxa continua em rela-

¢do a outras taxas de quaisquer composicdes.



Tabela Price

2.1 Conceitos basicos

O Brasil é um dos poucos paises do mundo que usa o nome tabela
Price em honra a Richard Price (1723-1791), filésofo e pastor angli-
cano, que tinha, também, interesse em financiamentos, seguros de vida
e planos de previdéncia, e que escreveu Observations on Revisionary
Payments (1771), no qual introduziu sua tabela de matematica finan-
ceira, que mais tarde ganhou seu nome.

O principal é o capital inicial do financiamento; é, portanto, o valor
liquido recebido pelo devedor, ap6s o pagamento de comissdes de abertura
de crédito, despesas legais e impostos. Ha que se distinguir, no financia-
mento do principal, dois componentes: jures e amortizac¢ao do principal
ou, simplesmente, amortizacao, que é a parcela deduzida do principal,
reduzindo-o apds o pagamento de juros.

Usa-se o termo caréncia para o periodo em que ndo h4 amortizacdo do

principal, fruindo-se, normalmente, o pagamento de juros sobre o principal.
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A tabela Price, também chamada de sistema francés de pagamen-
tos, é um sistema de pagamentos sucessivos tal que a soma de amorti-
zagdo e juros é constante para cada periodo, com incidéncia dos juros
sobre o saldo devedor. Nos primeiros pagamentos, o saldo devedor é
elevado. Em consequéncia, o pagamento de juros € alto e a amortizacao
do principal é baixa, invertendo-se essa tendéncia a medida que o prazo

do empréstimo se desenvolve.

Grafico 1: Esquema de pagamentos de um principal C, em n prestacdes de P

r P r P

0 1 2 3 n

{ n Conpozigdes )

A férmula da tabela Price pode ser facilmente desenvolvida: seja
um principal (ou valor presente) C, a ser amortizado, sem caréncia, em n
pagamentos de P reais por periodo, com o primeiro pagamento devido
no fim do periodo posterior a data do contrato, a uma taxa de juros i,
por periodo. O valor presente C; quando tomado no final do contrato
de n pagamentos é chamado de valor futuro e tem o simbolo C .

O valor presente dos n pagamentos é dado por:

, ou

)
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Efetuada a soma S_da progressdo geométrica entre colchetes, tem-se:

(1) e definindo

1
i 2

Em que j—:| : é uma notacao francesa (onde se 1€ ani ou, vulgar-
mente, a géndola ni, pela forma do 4 ); devido as limitagdes de carac-
teres especiais no Word e da dificuldade em se digitar j—:| o pode-se

usar, alternativamente, a forma a-n/i.

Co :Pj—:“ (3) e

£

=

P=35 @)

E

Os termos entre colchetes da equacao (1) sdo uma progressao
1

e S 1 s p
geométrica, em que o primeiro termo, a,, é 777, o tltimo, a, & 775w,
1

o+ A soma Sn dos n primeiros termos de uma progressao

arazdoqé

geométrica é:

tem-se que

a soma dos termos entre colchetes de (1) é:

l";:I! -
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Cancelando (1 + i) em cima e embaixo e invertendo o sinal, tem-se:

a
nli

A utilizagdo de j—:| ; » também chamado de fator de recuperagdo de
capital, segue as mesmas regras basicas anteriores: i é sempre expresso
na forma unitaria, e i e n devem estar na mesma unidade de tempo.
Assim, se i for ao més, n deve ser o niimero de meses, gerando, portanto,
prestacoes mensais. Caso i seja por ano, n devera ser em numero de
anos e P sera a prestacdo anual. Em caso de prestacdo trimestral, i sera

a taxa ao trimestre e n sera o nimero de trimestres, etc.
2.1.1 Definicdo de Progressdo Geométrica

Denomina-se progressdo geométrica (PG) uma sequénciaa,, a,, ..., @ ,

n

na qual a = a_ q, onde g é uma constante.

A soma dos n primeiros termos é:
S =a+a+a+a+-+a_ +a (1)
multiplicando-se por q
S,q=a,q*taq*taq+-+a_qtaq (2)
subtraindo (1) de (2) e rearranjando, tem-se:

an_sn =_al+ (alq_%) + (azq_ag)+ (a3q_a4)+ et (an_lq_an)+anq

onde os termos entre parénteses sdao nulos.
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Entdo, S (q-1)=a,q-a,

Caso a PG seja decrescente e tenda ao infinito (|q| <1 e n = o0),

0 que leva Clrl —-0e consequentemente , tem-se:

Exemplo de PG: titulos perpétuos

Uma aplicacgdo interessante da PG decrescente e infinita é o
consol, titulo de renda fixa perpétuo emitido pela Inglaterra vitoriana,
que paga somente J de juros a partir do 1° ano, sobre um principal

de 100, sem resgate.
Logo,
O preco atual do consol (P) é o valor atual do fluxo de juros J:

i
Ja que é uma PG decrescente e n — oo, em que i é a taxa de juros
de langamento do titulo perpétuo, que é a taxa de juros do mercado na

ox . ~ 1 .
ocasido do langamento, e q é a razdo; = = - G Ou seja:
i
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1+

1
1+1 [

paraJ =1,

Assim, o preco a vista de um consol que paga juros anuais per-
pétuos de 1 é inversamente proporcional a taxa de juros de mercado.
De modo geral, o preco ¢é inversamente proporcional aos juros do titulo,
com modificacGes na férmula devido aos detalhes da periodicidade de
pagamento de juros e do prazo do titulo. Os juros dos titulos de renda
fixa antigos eram pagos mediante destaque de um papel apropriado
acoplado a cautela por linhas picotadas, chamado de cupom, que até
hoje é conhecido por esse nome.

Por exemplo, um titulo de valor nominal de 100 que paga juros
de 3% a.a. uma vez por ano (ou seja J = 3), se a taxa de juros de mer-
cado for i = 3% a.a., terd como preco de emissdo e também preco de

mercado P:

Se, entretanto, a taxa de juros do mercado subir para i = 4% a.a.,
- 3
o preco do consol no mercado sera de F = =75

Ou seja, somente com um preco de 75, os juros de 3 dardo uma

taxa de juros de 4% a.a., ja que
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No inicio de 2004, diversas empresas brasileiras langaram com
sucesso, no mercado internacional, titulos perpétuos em moeda nacional,

com liquidagdo em moeda estrangeira ao cambio do dia.
2.2 Amortizacédo na tabela Price

Em muitos casos é necessario conhecer, do valor da prestagao, as
parcelas que se referem a juros e amortizacao. Quase sempre as razoes
sdo de ordem tributaria, uma vez que muitos paises permitem deduzir
do lucro tributavel das empresas, ou da renda tributavel das pessoas
fisicas, a parcela de juros. Outras vezes o0 devedor deseja pagar anteci-
padamente sua divida, e para tanto, o saldo devedor deve ser conhecido.

No caso de pagamentos financeiros, a prestacao é dividida em
amortizacao e jures. Em relacdo a bens, ddo-se os nomes de servico
de capital aos juros, depreciacdo a amortizacao. Observe-se que
o valor da depreciacdo é reduzido no inicio do processo — ja que a
maquinaria é nova — aumentando, sucessivamente, com o niamero de
prestacdes. Assim, a tabela Price tem sentido econdmico para os bens
fisicos, adicionalmente a seu sentido financeiro.

E possivel separar em :—h ; as parcelas de amortizagdo e juros.

Definindo-se:
@)

Se
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SeC,=1

Entdo, para um principal de 1, o valor da prestagdo é simplesmente
igual a & . e por definicdo, a amortizacio é o residuo em - . | apds o
g i €P Gao, G i P

pagamento de juros. Manipulando-se j—h i de modo a separar-se o que € i:

Define-se
S
i ’ ©)

que também serd escrito, pelas mesmas dificuldades anteriores,

:1_:| ioe podera ser escrito como s—n/i, dai que

5
nli ’ ®)

."I
em que J—"” : é denominado fator de depreciacdo ou de amortizagao.

Dai que

| -
a 5 ,
i S nli T (6)
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(6) permite calcular o valor da amortizacdo em uma prestacao.
Assim, para:

o valor da k-ésima amortizagdo (Z, ) pode ser calculado por meio
de J_"r| i desde que obedecidas as seguintes particularidades:
a) O valor do J—"” : deve multiplicar o saldo devedor do periodo ante-

rior (simbolo C, );

b) O niimero de periodos utilizados para o céalculo do valor da k-ésima
amortizagdo (Z, ) é dado pela diferenga entre o numero de prestagdo
cuja amortizagdo se quer achar, ou seja, para a k-ésima amortizagao

de n pagamentos.

_ s
2, =Cos 1)

Z, = (7)

Assim, por exemplo, desejando-se achar o valor da amortizagao
n° 3 (Z,) de um empréstimo amortizavel em 10 pagamentos a i % de

juros, tem-se:

n-k+1=10-3+1=8
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onde C, = saldo devedor no final do 2° periodo

No caso da primeira prestagdo (Z,) tem-se:
-
z=C,->
1 2o nli

onde C € o principalen-k+1=n-1+1=n

A demonstracao de (7) é algo complexo, por indugdo matematica,
mas pode ser comprovada, facilmente, para a 1* amortizacdo, definida

como residuo dos juros sobre a prestacao:

P, =Z +iC,

. ) ! . . ! . (14" .
£1=P|—Efn=fn:: i —!(.g=(.n[%“ —t]=Cu m—tl=
R L B L C R s SR U
“Haroro1 T avor-1 M Oror-1
. i g

=bomyyro1 Comi

ZLZED%“

para a 1? prestacdo, e assim, sucessivamente, para as demais amor-

tizagoes.

2.3 Depésitos periodicos

2.3.1 Regra geral de acumulagéo

Antes de examinar o calculo do saldo devedor de uma prestacao,

é conveniente discutir os depositos periddicos, também chamados de
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anuidades periddicas. O termo anuidade deve ser entendido como dep6-
sitos por periodo, que podem ser anos, trimestres, etc. E comum a pratica
de se depositar P reais em cada periodo a taxa i de juros, por periodo,

a fim de se obter um montante desejado (C,) ao final de um periodo n.

Grafico 2: Esquema de n depdsitos de P para formar um montante C_

P P P' Gil

0 1 2 n
(n— 1 CoMPOSICOES )

Na sistematica das anuidades, existe uma data zero em que é cele-
brado o contrato, sendo o primeiro depésito realizado no final do pri-
meiro periodo do contrato. Assim, se ha n depdsitos, a acumulagdo de
juros se da somente por n — 1 periodos e ndo por n periodos, ja que o
ultimo depdsito ndo rende juros. Tal sistematica pode parecer artificial,
mas tem uma razao de ser: a férmula basica de depdsitos deve guardar
relacdo com a liquidacdao de empréstimos pela tabela Price, em que a pri-
meira prestacdao somente é paga no periodo posterior ap0s a celebracao
do contrato. Caso haja pagamento de uma prestacdo ou de uma entrada
na data de celebragdo de um crédito, tais valores sao deduzidos do prin-
cipal, diminuindo-o, j& que ndo se trata de financiamento. Por exemplo,
uma divida de 100 que é paga em trés “prestacées” mensais de 40, em
que o primeiro pagamento é devido quando da celebracdo do contrato,
significa, na verdade, um principal de 60, que sera financiado em duas
prestacOes de 40, sendo que a primeira vence em um meés, a partir da
data do contrato. Assim, adaptacdes das férmulas basicas podem ser

realizadas facilmente, quer para empréstimos, quer para depdsitos.
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Quadro 5: Soma das sucessivas parcelas de P,
de n depositos periddicos, a juros compostos

Periodo Total
0 0
1 P
2 P+P(1+i)=P[1+(1+i)]
3 P+P[1+(1+D[1+il=P[1+1+i)+ 1+
n P1+A+D)+Q+iP+...+(A+i)nY]

A soma em n periodos é uma PG, em que o primeiro termo é 1,

arazao (1 + i), e o tltimo termo é (1 + i)"Y

calcula-se a soma

nli - )

Note que:
s S .
P I TR Cht

Ja que:

%h.=1+(1+i)+(1+i)2+...+(1+i)"-1



Capitulo 2 — Tabela Price 77

Assim,

jaque C éa contrapartida de C;, como mostra a equagao:

C,=C,(1+i)

e dado que
_
C.=P i
e que
C =p=>
n ol
Temos,

C,=C,(1+i)

S _od .
PJ—”;—PJ—”;(l+l)

h) 4

i T i @D ®)

Agora se torna facil a interpretacdo das géndolas: }—"” : é o valor
futuro de n depésitos de 1, enquanto j—:| ; € o valor presente de n
pagamentos de 1; em ambos os casos, o primeiro depésito ou paga-
mento € devido no primeiro periodo posterior a data do contrato. Entdo,
é possivel transformar o valor atual & . no valor futuro - sim-

p nli nli’

plesmente, pela aplicacdo dos juros compostos sobre j—:| i
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%‘ : é utilizado exaustivamente na tabela Price para o calculo do
saldo devedor. E necessario atentar para as diferencas entre (6), que define
a parcela de amortizacdo em uma prestacdo, e (9), que define a relacdo
entre valor presente e valor futuro de um esquema de pagamentos.

No anexo desta obra, sdo apresentadas, para taxas de juros de
2,5%, 3%, 3,5%, 4% e 4,5% e n variando de 1 a 50, 60, 70, 80, 90 e

100, trés tabelas classicas:

Tabela 1, para (1 + i)", isto é o valor futuro, no periodo n, de 1 de

valor atual

a  _ . .

Tabela 2, para i isto é, valor atual de n paga-
mentos de 1

5 _ : 5 -

Tabela 3, para 1l , isto é, valor futuro de n dep6

sitos e/ou pagamentos de 1

A tabela 1 no anexo mostra, imediatamente, a forca dos juros com-
postos. Para i = 2,5% e n = 100 (ou seja, 8 anos e 4 meses), um valor
de 1, de hoje, sera equivalente a 11,8 daqui a 100 meses, mas, se a taxa
de juros aumentar para 4,5%, o valor futuro sobe de 11,8 para 81,5.

A tabela 2 no anexo mostra, imediatamente, o valor atual de n paga-
mentos de 1. Por exemplo, para i = 2,5% a.m. e n = 100 meses, o valor
atual é de apenas 36,6, que se reduz ainda mais para 21,9 se os juros
aumentarem para 4,5% a.m.

A tabela 3 no anexo é a mais radical de todas. Se uma acumulacdo

de 1 é feita em 100 meses, se os juros forem de 2,5% a.m., o resultado
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serd 432,5, que aumentaria ainda mais fortemente para 1790,8 se os juros
subissem para 4,5% a.m. E impressionante a forca dos juros compostos.

Sugere-se que todos os estudantes de matematica financeira memo-
rizem os conceitos das duas gondolas (ou cantoneiras) e suas férmulas.
Poupam tempo. E o equivalente, em aritmética, a tabuada. Na pratica,
quando a taxa de juros é conhecida, é mais rapido ter-se em maos as trés
tabelas financeiras basicas do que usar uma calculadora, ja que a taxa
de juros é dada e os prazos comuns sdo conhecidos, para se determinar
a prestacdo a ser paga. Esse é o caso de revendedores de automaveis,

de departamentos de crédito varejista, etc.
2.3.2 Regras especificas de acumulagéo

Muitas vezes, em um problema de acumulagao de capital, com n
depdsitos periddicos de P, o ultimo capital é depositado em n e rende
juros, até n + 1.

Grafico 3: Esquema de n depositos de P, a partirde n = 1,
para formar um montante C_(1 + i)

P P.C, €01+ )
(n CoMPOICOES)
Isto é, se o dltimo capital, P, é depositado em n e todos os capitais

serdao retirados em n + 1, h, portanto, n composicoes. Ou seja, deseja-se

C, (1 +1i) e entdo:

C,,=C,A+D=P2 1+ (10)

79
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O esquema de depositos anteriormente citado também serve para
ilustrar a situacdo comum vista no grafico 4 em que o depositante, no
ato de contratar com uma instituicdo financeira dep6sitos regulares de
P em n depositos, concretiza seu primeiro deposito: tudo se passa como
se o tempo 0 fosse simultaneo com o tempo 1, que é o primeiro periodo
de uma série de depositos; esse periodo se prolonga até o periodo n—1
e os depdsitos sdo sacados somente no periodo n. Assim, diferentemente
da regra geral que s6 tem n — 1 composi¢oes, tem-se n composicoes de
um valor de n depésitos. Assim, pelo grafico 4, iniciando-se no periodo
[zero] e terminando em n — 1, com acumulacao até n. A acumulagdo é
dividida em quatro partes:

a) Pela regra geral: valor em n — 1 com inicio em 1 e término em
n—1:——
"n—1]i
b) Valor em n — 1 do pagamento feito em zero = (1 +1i)"!

¢) Valortotalemn—-1

S . |
n-1]i TA+HD"T =,
d) Valor em n:
X _ Ny
i =(1+1)

Dai que:

C,=P 2. (1+) (11)

Assim, o grafico 4 € a justaposi¢do do grafico 3, ja que os esquemas
de pagamentos dos graficos 3 e 4 produzem o mesmo resultado para

C,,, e C respectivamente, j& que ambos tém n composigdes.
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Griafico 4: Esquema de n dep6sitos de P, a partir
de n = 0, para formar um montante C_

{m = 1 COMPOSICOER)

A situacdo anteriormente citada é muito comum nos depositos
em planos de previdéncia privada, quer em fundos de pensdo, quer em
instituicdes financeiras. A situacdo é explorada neste capitulo no exer-
cicio n® 9, para empréstimos, e no exercicio n° 11, para depésitos. Para
o melhor entendimento, veja-se o exame atento do item 2.5, Prestagdes

e dep0sitos pagos no inicio do contrato.

2.4 O uso de calculadora eletrénica programada, HP-12C e

calculadora Casio

Nas calculadoras, usa-se as teclas PV (isto &, valor atual, present
value), PMT (prestacdo e/ou pagamento, payment), FV (valor futuro,
future value), no lugar de C, P e C . Nas calculadoras, a tecla i € utilizada
para os juros expressos em percentuais e a tecla n, para determinar o
numero de periodos, devendo juros e periodos estar na mesma unidade
de tempo (por exemplo, juros ao més e nimero de periodos em meses).

Os célculos pela HP-12C, ou similar, sdo feitos de acordo com
as seguintes convencoes:

(1) A prestacdo P é paga no final (end) do periodo. Digita-se a
tecla g para indicar que o significado da tecla deve ser lido em sua

parte inferior, em azul. A tecla end indica que os pagamentos sao feitos
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no final do periodo. A tecla end, portanto, é ideal para os célculos da
tabela Price e de todos os outros nos quais o primeiro pagamento é
feito no periodo posterior a data do contrato. A tecla Amort — que é
utilizada para célculos de juros e amortizagdes acumuladas — esta em
laranja e necessita que f seja previamente apertada;

(2) A taxa de juros i é expressa em forma percentual e assim deve
ser colocada na maquina. Na apresentacdo de resultados comerciais,
usa-se uma taxa de juros, na forma percentual, com duas casas decimais;

(3) Usa-se ao maximo a capacidade de memoria da calculadora,
evitando-se, sempre que possivel, aproximacoes, que, se necessarias,
devem ser tomadas com seis decimais (por tradicao) em todos os cal-
culos, aproximando-se mentalmente o resultado desejado para duas
casas decimais quando da apresentac¢do final, dada a inexisténcia de
unidade monetdria inferior ao centavo;

(4) Os valores que dissipam o principal sdao negativos, que é o
caso das prestacoes e de seus componentes, dos juros e da amortiza-

¢do. Os demais componentes sdo positivos.

Quadro 6: Férmulas e teclas basicas da calculadora

Neste texto HP-12C
a) C =C,(a+Dn" FV=PV(1+i)"
b)
[ _ [
=P i PV=PMT
) 5 5
C":me FV—PMTF';
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Em que:

PV (Present Value) = C, = Valor atual

FV (Future Value) = ¢, = Valor futuro

PMT (Payment) = P = Prestacdo ou depdsito

n e i = numero de periodos e juros percentuais, na mesma unidade

de tempo

O uso da calculadora é simples. A limpeza da calculadora deve ser
feita previamente, com a tecla f seguida de FIN, esta ultima, a tecla
financeira (finance), ou fREG (registers) para limpar todos os registros.
O modo deve ser end. As teclas principais da calculadora n, i, PV, PMT,
FV sdo utilizadas de modo que no visor ndo devem constar as letras
f e g (este é um erro muito comum dos operadores: muitas teclas da
HP-12C tém trés significados ou modos, o normal, o f na cor laranja
e 0 g na cor azul: todo cuidado é pouco). Dados trés dos cinco itens
financeiros da calculadora — n, i, PV, PMT, FV- os outros dois podem
ser calculados apertando-se a tecla apropriada. Usa-se, normalmente,
PMT com o sinal negativo, ja que representa saida de recursos, o que
implica que PV e FV sejam positivos; a tecla CHS (change signal)
troca o sinal quando necessario.

O uso da calculadora facilita todos os célculos. Em relacao ao

quadro anterior, dados i e n:

a)(1+i)"=FV,se PV=1em FV =PV (1 +i)", o que permite

calcular a tabela I, do anexo;
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g - - - a .
b) i =PV, se PMT =—-1 em PV = PMT =i , para a tabela IT; e

i L _ _ 5 .
0) <51 = FV.se PMT=-1,em FV=PMT - . , 0 que permite

calcular a tabela III.

Os valores de (1 + i)™, %' i %‘ ; ©seus inversos podem ser
facilmente tabelados a partir de uma calculadora. E recomendével, no
entanto, que o profissional especializado tenha uma tabela impressa,
como a Lloyd & Smail (1953), para familiarizar-se com a tendéncia
das principais géndolas e obter sensibilidade para o célculo mental e
aproximado dos juros. Além disso, é bom checar se a calculadora esta
funcionando bem, ja que qualquer pequena sujeira na maquina polui os
circuitos eletrénicos e ocasiona resultados errados. A fonte principal de
erros dos resultados das calculadoras estd na auséncia de limpeza dos
programas das calculadoras, que se nao limpas, repetem os mesmos
digitos colocados anteriormente.

Algumas calculadoras, como a HP-12C, tém, também, um disposi-
tivo em que o primeiro depésito é feito na data do contrato e o dltimo, no
pentltimo periodo do contrato, com rendimento de juros até o término do
contrato. Usa-se a convencdo beg (abreviatura de beginning, inicio), para
tanto. Essa sistematica ndo é recomendada aqui, uma vez que a constante
mudanca entre end, que é usado para empréstimos, e beg, usado para depo-
sitos, ocasiona erros acidentais. E melhor trabalhar sempre com end, que,
além de tudo, forca o profissional a manter claros os conceitos utilizados.
Observe-se que a palavra beg referindo-se ao modo de operacao aparece no
visor da calculadora, ja que é 0 modo incomum, raro em matematica finan-

ceira. A convencao end ndo aparece no visor, dado ser o modo habitual.
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Nos problemas de matematica financeira, é importante ter uma
ideia preliminar do resultado final, ja que erros de digitagcdo sdo muito
comuns e podem dar resultados absurdos. Uma das formas habituais de
se obter uma prévia do resultado é supor juros nulos ou, ainda, fazer,
mentalmente, um calculo rapido com juros simples, para se ter ideia

da grandeza do nimero que vai ser encontrado.
2.4.1 Calculadora Casio fx — 82MS

A calculadora é das mais populares, o que ja é razdo suficiente para
que seja citada aqui; é uma substituta da HP—12C, mesmo que parcial,
no que diz respeito a resolucdo de alguns problemas envolvendo rendas.

Em termos de precos trata-se de uma calculadora bem mais aces-
sivel que a HP-12C, ndo tirando o mérito da HP-12C que é simples-
mente a referéncia para os resultados que encontraremos nos problemas
resolvidos aqui. Até onde se sabe, a diferenca de precos reflete a grande
superioridade na qualidade dos resultados encontrados pela HP-12C.

E possivel encontrar bons resultados, muitas vezes resultados idén-
ticos entre as duas calculadoras para certo nimero de casas decimais,
para as incognitas dos exercicios que envolvem rendas.

As equagdes mais comuns destes tipos de exercicio sdo:

c,=p (1)

_ . a ,
P_Com; )

C,=P51;
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E em adi¢do uma relacdo que nos sera ttil:

[t

i=i A+D" G

Editar na Casio fx-82MS os termos %‘ i e %‘ : é o desafio
desta secao.

Na Casio ndo ha teclas i ou n como na HP-12C, porém, ha algumas
teclas que podem armazenar estes valores. Neste box serdo utilizadas
as teclas A e B para armazenar, consecutivamente, os valores de i e n;
e o simbolo A para indicar a poténcia. Para zerar a maquina, deve-se
apertar SHIFT, CLR e trés seguidas de = . AC.

Na Casio muitas teclas tém funcGes e subfungoes, as fungées escri-
tas em branco sdo acessadas apenas pressionando-se a tecla. Quanto as
outras subfuncées que se apresentam acima da tecla, estas podem ser
acessadas com o prévio pressionamento das teclas SHIFT ou ALPHA,
consecutivamente para a cor amarela e a cor vermelha, situadas no canto

esquerdo superior da calculadora.
Para encontrar % j paran= 36 e i = 4% na Casio fx-82MS:
Primeiro liga-se a calculadora na tecla ON.

Para adicionar o valor de i = 4% em A digita-se:
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0.04SHIFTSTOA

Ou seja, digita-se o valor da taxa na sua forma decimal; pressiona-se

SHIFT para acessar STO (store, que € igual a armazenar), pressiona-se A.

No visor surgem:
004 -A e 0.04

O que indica que a taxa estad armazenada em A.

Para adicionar n = 36 em B pressiona-se AC para limpar o visor,

e digita-se o seguinte comando:
36SHIFTSTOB

Que é similar ao procedimento anterior.
No visor surgem:
36 -B e 36
O que indica que o valor do periodo estd armazenado em B.

Escolheu-se A para representar a taxa em sua forma decimal e B

para representar o periodo: reescrevendo

& nalinguagem da Casio:
!

nli

%h —1) = (Ax(1+ A)*B)
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Note que,
(I+i)"=1=(1+A4)"B) -1

E necessério que se coloquem os termos na ordem exata como sao
. . i
mostrados para se obter no visor a férmula de i
Pressiona-se a tecla =, o que resulta, partindo do pressuposto que

estdo armazenados os valores anteriormente citados em A e B, em:
164 = 18.90828195

Aproximando-se o resultado para sete decimais obtém-se
18.9082820, idéntico ao encontrado na tabela financeira II.

O leitor pode estar se questionando quanto a facilidade do processo,
mas na pratica, com o tempo % ; Passaaser digitado muito rapida-
mente. A tecla REPLAY (repetir) permite replicar a ultima equagdo
escrita na maquina.

Digamos que agora deseja-se

Primeiramente o visor é limpo pressionando-se AC; adiciona-se o

novo valor de i, pelo comando:
0.025SHIFTSTOA

Tecla-se novamente AC e adiciona-se o novo valor do periodo

pelo comando:

12SHIFTSTOB

a ~
O que fazer agora? Reescrever o i ? Nao!
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a . . .

i foi escrito anteriormente e pode ser acessado teclando-se
REPLAY duas vezes para cima e aparecera a equacao do exemplo
anterior. Ao se pressionar a tecla = aparecera o resultado para os novos

valores de taxa e periodo memorizados, que é:

=10.2577646

Precisamente igual ao valor encontrado na tabela financeira II.

Na tecla REPLAY as setas verticais permitem que se acessem todos
os calculos feitos até entdo. Sempre que pressiona-se a tecla AC da-se
inicio a uma nova expressdo matematica.

Conclusao, ndo é necessario reescrever o termo % i bastando
apenas substituir os valores de taxa e periodo para entdo acessar a
equacao pela tecla REPLAY. E quanto ao %' . ?

Suponha os mesmo dados do problema, porém, agora deseja-se
saber o valor futuro, ou seja,

(0] ﬁ i pode ser escrito na Casio da seguinte forma:

TIE Ay (GO DRSO

No entanto, dada a equagdo (3), pode-se chegar a

esta formula multiplicando-se % j por (1 +i)" na Casio. Ao se acessar

a equacao que representa o % j pela tecla REPLAY, digita-se depois

o0 seguinte comando:

x (1+A)AB
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Ao apertar = tem-se 13.79555297, que aproximado da 13.7955530,
valor idéntico ao da tabela financeira III.

E possivel encontrar 0 mesmo resultado escrevendo a férmula para

5 . . . L s -

“nli citada anteriormente, porém, até entdo parece ser bem mais sim-
ples fazer uso da tecla REPLAY do que escrever tal equagao.

Para alcancar as inversas relativas a (1°) e (2°)

Apos inserir taxa e periodo e construir a equagdo e o resultado de
j—:| i basta pressionar a tecla x* para se obter o resultado de j—:| i
O mesmo se verifica para —

para Syl -
Dessa forma podem ser resolvidas todas as equagdes para as varia-

veis PV, FV e PMT com o uso da Casio fx-82MS.
Exercicio resolvido

Exercicio 1. Considerando um financiamento de 100.000,00 pago em
100 prestacdes a uma taxa de 4% ao periodo, calcule o valor da pres-
tacdo. (Este exercicio também foi resolvido de maneira pratica, na

pagina 162)

1

Deseja-se P = C, %l_l. onde C, = 100,000.00
a
De inicio acha-se 1004

Ao adicionar-se o valor de i = 4% em A:
0.04SHIFTSTOA

No visor surge:
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004 -A e 0.04
Apbs pressionar a tecla AC para limpar o visor, adiciona-se valor
de n = 100 em B digitando-se o seguinte comando:
100SHIFTSTOB
No visor surge:
100 - B e 100

O visor € limpo com a tecla AC e entdo a programacao de %' ;

é feita da forma a seguir:

[ 4 . A
4. ~1) = (A x (1+ A)*B)

Pressionando-se a tecla = tem-se 24.504999, e posteriormente x—1

tem-se:

al _
=0,04
i 0,0408080

Multiplica-se este valor pelo principal, pressionando:
x100000

para entdo pressionar =, o que, aproximado para dois decimais,

resulta em:

P =4080,80
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Observa-se que o resultado encontrado para valor da parcela é

idéntico ao observado na HP-12C.

2.5 Prestacgoes e depdésitos pagos no inicio do contrato

Em empréstimos de curto prazo, é comum que o primeiro paga-
mento seja pago no ato de assinatura do contrato, o que torna necessario
adaptar a formula basica da tabela Price, ja que esta prevé que a pri-
meira prestacao seja paga no periodo posterior a assinatura do contrato.
Quando um crédito de C é pago em n pagamentos de P, vencendo-se
o primeiro na data do contrato, na verdade o principal é C — P, que vai

ser liquidado em n — 1 prestacdes, como se da no grafico 5, a seguir.

Grafico 5: Esquema de n pagamentos de P a
partir de n = 0, de um principal de C,

€g, P F ¥ F

1] 1 2 n-1 n

(n — 1 COMPOSICOES )

_p il ;
CO—P—PJ—”; , dai que,
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Conforme visto na segdo 2.3.2, temos que C, = P ﬁ i (1+19)
para depdsitos.

A resolucdo de (11°) por meio de tabelas financeiras nao apresenta
problemas. Mas, na calculadora, ndo se pode usar a sistematica habitual,
uma vez que esta utiliza o %‘ ioe nao 1+ —Lﬂ P Ha duas formas de
se resolver (11’) por calculadora:

a) Determina-se ﬁi em PV = PMT ﬁi’ PMT =-1e

= -1, e o resultado é PV = P ﬁi’ em que n é o numero de
prestacoes total, inclusive a prestacdo paga no ato de contratacdo do
empreéstimo, e usa-se depois (117).

b) Usa-se a calculadora no modo beg, que significa que o primeiro

pagamento serd efetuado no inicio (beginning) do contrato, ou seja,

no periodo 0 em que ocorre a celebracdao do contrato, e que o nimero

total de prestacdes, inclusive a primeira, é n. Em,
PV=PMT (1 + ;%)

teclando-se PV =C en = n, oresultado ¢ PMT =—P , e teclando-

-se PMT = -1, n = n, o resultado é:
PV=1+ ”—’r i

Nessa sistematica, o modo beg realiza, automaticamente, as ope-
ragOes previstas em (11°), com n pagamentos dos quais o primeiro é
efetuado no momento da assinatura do contrato. Do mesmo modo, (11)

. . ~ & .
pode ser resolvido facilmente em suas operagoes it (1 + i) no modo
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end; ou em uma Unica operagao pelo modo beg. Veja o exercicio n° 9

deste capitulo.

Exercicios resolvidos

Exercicio 2. Um individuo deposita, trimestralmente, em uma conta de
depésitos, R$ 100,00, que lhe proporcionam juros compostos de 2,5%
ao més. Qual serd o montante e o total de juros no fim de trés anos?
O tltimo depdsito é realizado no ultimo dia do contrato e ndo rende juros.

O problema sera resolvido de trés formas: a e b, com juros equi-
valentes trimestrais, calculados com auxilio de calculadora financeira
e calculadora simples; e ¢, com juros mensais, mediante consulta a
tabelas financeiras. Note-se que a sistematica de pagamentos periédicos
e da tabela Price parte da hipétese que o primeiro pagamento sera feito,
somente, no periodo posterior ao periodo zero, que é 0 momento da assi-
natura do contrato (o exercicio posterior faz mudangas mais realistas).

Para se ter uma ideia do numero final do montante, e saber se o
resultado esta correto, considere a situacdo em que se adota juro zero:
uma prestacdo de 100, em 12 trimestres, da 1.200, o que define um
minimo para o montante que se deseja calcular. Por outro lado, 1.200
a juros simples de 30% (isto é, 2,5 x 12) por trés anos, ou seja 90%
no periodo, dd um montante, grosso modo, para facilitar os calculos
de cabeca, de 1.200 + 0,9 x 1.200 = 2.280, que define o maximo da
questdo. Assim, se forem encontrados montantes como 400 ou 8.000,

eles estardo claramente errados e o calculo devera ser refeito.
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a) Com calculadora financeira: é importante colocar juros e fluxos na
mesma unidade de tempo. Escolha como base o trimestre, e tome
como hipétese que o primeiro depo6sito é feito no 1° trimestre e que
o ultimo deposito é feito no 12° trimestre, ao término dos trés anos
(sem nenhum rendimento de juros no dltimo trimestre), quando,

entdo, é calculado o resultado final.

Solucgéao:

Tomando f7, que é o nimero de casas decimais utilizadas nas

tabelas financeiras.
(1+1i)%=(1+0,025)%=1,0768906..

100[(1 + i)* — 1] = 100 [(1 + 0,025)® — 1] = 7,6890625.. que é

teclado como i, e € mantido dentro da maquina.

PMT =P =-100
n = 304 = 12 trimestres

teclando-se FV, acha-se

C, =1863,081898=1.863,08

Esse é o valor correto, uma vez que usa o maximo de capacidade

da calculadora.
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Prestacoes = 12 x 100 = 1200
Juroes = 1863,08 — 1200 = 663,08

b) Com calculadora simples: é também factivel (a prética é calcular o
resultado usando poténcias de 2, 3 e 4 e utilizar a regra de expoen-
tes). Aqui usa-se aproximacao para 7 decimais sem usar a memoria

da calculadora.
Solucao:

(1 +1i)*=1,0252 % 1,025 = 1,0768906

(1+i)*=(1+0)2(1+i)>=1,103812

12l

= 18,6308157 = %h.
Dado que,

—_— S —_—
C,=P ;e P=100

Logo,

C, =1.863,08157, que é ligeiramente menor que o anterior, uma
vez que os calculos fora da maquina foram feitos com sete decimais e

com aproximacoes sucessivas para sete decimais.
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Considerando PMT =P =-100, n = 12 e i = 7,689060 (exatos),
nota-se que a calculadora financeira HP-12C fornece um valor de
FV =1.863,081623, superior ao de b, uma vez que numerosos calculos
foram feitos dentro da maquina com todas as casas decimais possiveis,
acima do niimero de decimais da calculadora simples, mas ainda inferior
ao resultado correto de a, uma vez que este tltimo utilizou uma taxa
de juros ligeiramente maior que a anteriormente determinada. A cal-
culadora Casio fx-82MS fornece FV = 1863,081623, que é o mesmo
valor alcancado pela HP-12C.

c) Deve-se escolher o trimestre como unidade de tempo, ja que os
depositos sdo trimestrais. Pode-se, é claro, achar um valor men-
sal equivalente ao depésito trimestral de R$ 100,00 e aplicar juros
compostos de 2,5% a.m., mas é uma solugdo quase artificial, uma
vez que o primeiro depésito de R$ 100,00 é feito no primeiro dia
do primeiro trimestre quando, supostamente, comega 0 processo de
acumulacdo. Para esse caso, sera utilizada a tabela financeira III,

que da os valores para %‘ : disponiveis para 2,5%.
Solucgédo:

O valor mensal (P), que rende juros de 2,5% a.m., equivalente a

um deposito trimestral de 100, é calculado como:

Quadro resumo: Divisdo mensal de um trimestre
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C =P %li Observe que para n = 3, %li = 3,0756250, pela

tabela 2

C =100
Y N
J_r|;_ 1025

~ P=32,5137167.

O valor de P nao deve ser aproximado para duas casas decimais,

uma vez que serd usado no proximo célculo.

Entao:
_ S
C =P i

em que P=-32,513 7167..,n=3 x 12 = 36 meses e i = 2,5%

;_';l i = ;” Ik 57,3014126, pela tabela 3
C, =1863,081896

que é quase o mesmo valor achado anteriormente para o item a,
em que os dois dltimos algarismos decimais (96) estao apresentados

como 99. A diferenca é residual.

O que se conclui da precisao de calculos é que, tanto a calculadora
financeira, quanto a tabela financeira ddo o mesmo resultado, devendo-

-se evitar a calculadora simples.
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Exercicio 3. Um individuo deposita trimestralmente R$ 100,00 sendo
o primeiro depésito realizado um trimestre apds o contrato, com juros
de 7,689060% ao trimestre, por trés anos (a taxa é a mesma do final da
forma b, por calculadora financeira, do exercicio anterior). Qual sera o
montante ap6s o rendimento do tltimo deposito?

No 12° trimestre é feito um dep6sito de P que, com 0s outros
11 anteriores, fornece C , que sera depositado por mais um trimestre,

gerando portanto C__ .

Solucgéao:

Grafico 6: Esquema de 12 pagamentos de P, a partirden =1,
para formar um montante no 13° periodo de C_(1+ i)

Ou seja, deseja-se calcular C |

C,. =@0+iC,

Cn=(1+i)P;—"r|:

foi calculado no exercicio anterior

= 1 "' =
C=@0+0)P 1[5 1863,081623
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C,., = (1+1)=1863,081623 x 1,0768906 = 2006,335087

Resposta: R$ 2.006,34. A diferenga é crucial em relagdo ao resultado
do exercicio anterior (que totalizou 1.863,08). Uma vez que o dltimo

deposito e os anteriores rendem juros por um trimestre adicional.

Exercicio 4. Determine, por calculadora e por tabela financeira, o valor
da prestacdo a ser paga por empréstimo de R$ 1.000,00, a ser liquidado

em 24 prestacdes mensais, a juros efetivos de 42,58% a.a.

Solucao:

a) Usando a calculadora para determinar a taxa ao més pelas féormulas

basicas:

(1+i)%%=1,4258
Teclar
n=12
PV=-1
FV =1,4258

i=0,030002 - i=3%

Ou, alternativamente, teclar 1,4258 ENTER
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1 = 12ey*
X
=1,0300024
i=3%

Determinados os juros, calcula-se facilmente a prestagdo:

_p i
C,=P el

PV =1.000
n=24
i=3

a

“nli =16,9355421 na tabela
s PMT = — = 9,05
b) Usando a tabela:

A primeira parte consiste em determinar a taxa de juros equivalente
ao més, ou seja, (1 +i)'% = 1,4258, c. Consultando a tabela 1, tem-se
paran=12,ei= 3,0% am., ji que (1 + i)'* = 1,4257609.

Logo:

_pd
C,=P =l

Pela tabela 2, calcula-se
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c 1000,00
pP=—~2-=_—"—"_=5905

a 169355421

24 3

Resposta: A prestacdo mensal é de R$ 59,05.

Exercicio 5. Qual o total de juros pagos em um financiamento de R$
300 mil, a 2,5% a.m., a ser liquidado em presta¢Ges mensais em 8 anos
e 4 meses? O primeiro pagamento vence um més apds a data de assi-
natura do contrato, que é a forma habitual em matematica financeira.

Use tabela financeira.

Solucao:

Sabendo-se que:
8 anos + 4 meses = 100 meses
f=nF-C,

p=_tu

a
nli

e, utilizando a tabela financeira 2

= 300000

Resposta: Juros = R$ 519.356,36
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Exercicio 6. Uma institui¢do financeira deseja fazer um plano de finan-
ciamento para R$ 15 mil a 2,5 % a.m. em 24 meses, de forma que haja
pagamentos extras — além da prestacdo normal — de R$ 1.000,00 no 6°,
12°, 18° e 24° meses. Qual o valor da prestacdao normal a ser cobrada?

Use tabela financeira.

Solucgéao:

Determinando-se o valor atual das parcelas extras:

e utilizando a tabela financeira 1:

= 1000 = 2799,89

Portanto, quatro prestacdes de R$ 1.000, a serem pagas nos prazos
de 6, 12, 18 e 24 meses, tém o valor atual de R$ 2.799,89. A parcela
a ser financiada em 24 prestacées iguais e consecutivas, vencendo a

primeira um més a partir da data de assinatura do contrato sera de:

C, = 15.000,00 - 2.799,89 = 12.200,11
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C,
Logo, C,=P j—:| i e P= - = — utilizando a tabela financeira 2:
24125
_ lezo0nr oo
~ 17,8849858

Resposta: A prestacdo normal, por 24 meses, sera de R$ 682,14.

Exercicio 7. Elabore dois planos de financiamento de R$ 20 mil em 24 e 30
meses, com parcelas intermediarias de R$ 1.000 no 7° més e de R$ 1.500

no 15° més, a 2,5% a.m. para ambos os planos. Use tabela financeira.

Solucao:

Determinando o valor atual das prestacdes intermediarias pela

utilizacdo da tabela financeira 1.

O novo principal sera de
20.000 — 1.902,86 = 18.097,14
Em 24 meses a prestacdo mensal serd, pela utilizacdao da tabela

financeira 2,

Cop  _ 1809714

d 7 17,8R49850
M5

P=

=1.011,86
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Em 30 meses, a prestacdo mensal sera, pela utilizacdo da tabela

financeira 2,
Cy 18.097,14

a 209302926
3025

I.J

= 864,64

Exercicio 8. Um automoével é oferecido a um comprador em dois planos

de pagamentos:

I — entrada de R$ 2.000,00 e 24 prestagdes mensais de R$ 1.000,00; e
IT — entrada de R$ 2.500,00 e 30 prestacdes mensais de R$ 800,00.

Admita que a taxa de juros do comprador, que é sua melhor apli-
cacdo no mercado financeiro, é de 2,5% a.m. Qual seria a melhor opgao

do comprador? Use tabela financeira.
Solucédo:

Seréd determinado o valor atual das duas op¢oes: a que tiver o
menor valor atual sera a melhor solucao (tudo se passa como se o com-
prador pagasse a vista: € claro que o preco menor seria a melhor opgao).

Serd utilizada a tabela financeira 2.

L C,= P $475 5 = 1.000,00 x 17,8849858 = 17.884,99

O valor atual é portanto 17.884,99 + 2.000,00 = 19.884,99

IL. C,=PpP ;—:} 5 5 = 800,00 x 20,9302926 = 16.744,23

105
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O valor atual é de 16.744,23 + 2.500,00 = 19.244,23

Resposta: A segunda opcdo é a melhor.

Exercicio 9. Um empréstimo de R$ 100 a 2,5% a.m. é concedido em
quatro prestacoes mensais. Determine o valor da prestacdo com sete
decimais, no caso (a) em que a primeira prestacdo é paga um més
apos o contrato e (b) quando a primeira prestacdo é paga no ato da
assinatura do contrato. Os céalculos devem ser feitos por calculadora e

por tabelas financeiras.

Solucao:

a) Quando a primeira a primeira prestacdo é paga um més apds o contrato.

Pela tabela 2:
— a’
P=Cni

paran=4e C =100

100

= —— 0, 7
d 37619742 26,5817878

Pela calculadora, com f7, n = 4, PV = -100, i = 2 encontra-se 0

mesmo resultado anteriormente citado.
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b) Quando a primeira prestacdo é paga no ato da assinatura do contrato,
conforme visto, o principal reduz-se em relagdo a situacdo anterior e,

simultaneamente, o nimero efetivo de prestacdes reduz-se também de

uma unidade.

Pela tabela financeira 2:

p =0

a
nli

Ca

14 @
n-1e

100

P = 1+ 28560236 = 259334512

Em:

il
PV =PMT n-j| i

Se PMT = -1, n =4 -1 = 3, teclando-se PV acha-se ﬁ i =
%l 25~ 2,8560236, que é mantido na calculadora para se determinar P em:

Co 100

d_ 1428560236
n=-Ii

= 25,9334512

Ou, pelo método beg. Em:
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PV =PMT(1+ .5,
+ n-1i

PV =-100,n =4 e entdo PMT = P = 25,9334512, que é o mesmo
resultado encontrado anteriormente.

Como se usa pouco a sistematica beg, é interessante conferir o
resultado achado, utilizando-se de uma adaptacao do modo end: o prin-
cipal é agora PV = 100,00 — 25,9334515 = 71,0665485, a prestacao é
PMT = 25,9334515 e o numero de prestacdes é n = 3. Espera-se achar
teclando-se i uma taxa de juros de 2,50 (com duas casas decimais), que

é de fato confirmado.
Exercicio 10. Determine a taxa de juros efetiva ao ano de uma operacao
de 90 dias com desconto de 1,30% a.m. e imposto sobre operagdes
financeiras (IOF) de 1% sobre o valor nominal da operacdo.
Solucao:

Supondo que o desconto seja sobre o principal de R$ 100,00, e que
seja simples, tem-se para trés meses; utilizando-se f4, ja que a taxa de
juros unitéria tem duas casas decimais.

1,30 x 3 = 3,90 desconto

3,90 + 1 = 4,90 total dos custos em 90 dias por R$ 100 de capital.
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Logo, 1,0515
Ao ano, tem-se:

1,2225 ou 22,25%.

Exercicio 11. Determine o depdsito acumulado em 12 meses, termi-
nando no periodo 11 e iniciando-se no periodo zero com um deposito

mensal de R$ 100,00. Faca o calculo por dois métodos distintos

Solucgéao:

a) Método end.

Cp = P}—jh. (1+1i).
Paran=12,i=2,5 PMT =-100,00, FV = 1379,56
C,=1379,56 x 1,025 = 1414,04
b) Método beg.
c,= PJ',—";“ (1+1).
Paran=12,i=2,5, PMT =-100,00 .:

C =1414,04
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2.6 Saldo devedor da tabela Price

2.6.1 Determinacéo do saldo devedor apds o pagamento da prestagado k

O saldo devedor é necessario a cada instante, uma vez que a maior
parte dos contratos prevé a possibilidade de liquidacdo antecipada pelo
devedor, e/ou refinanciamento do saldo devedor com novas condicdes de
prazo e juros. As autoridades fiscais também desejam saber, nas declara-
¢oes de bens dos contribuintes, o valor dos saldos devedores dos créditos

recebidos, por isso os credores tém obrigacdo de informar esses saldos.

Ha trés caracteristicas basicas do saldo devedor na tabela Price:

a) O saldo devedor é aquele observado ap6s o pagamento da amorti-
zacdo do periodo correspondente.

b) A diferenca entre saldos devedores em duas datas é a soma das
amortizacoes do periodo compreendido entre as duas datas.

¢) As amortizacOes crescem, geometricamente, a razao de (1 + 1),
ja que sdo a diferenca entre saldos devedores consecutivos e o paga-

mento de juros de cada prestacdo, como se prova a seguir.

Seja, em valor absoluto:

P, = k-ésima prestacdo;
Z, = Amortizagdo da prestagao k;
J, = Juros da prestagéo k;

C, = Saldo devedor no periodo k apds o pagamento da k-ésima prestagao
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Na primeira prestagao:
Pl = .P = .iI'l + 'Zl
€= Cp—24

=ity

O valor da segunda prestacao sera:

Po=P=la+Zy=h+Z-h-l=4 %

mas |2 = i€, = I(C = iZy

entdo [; — J: = [Z;, e tem-se entdo:

Assim, Z; = Z,(1+ i)

O valor da terceira prestacao é:

=&y -2

mas, iz

entdo J; = J3 = iZ;, dai que

m
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23 - 22 = !‘Zz
. _ P ] .
Assim, Z3 = Za(1 4+ i) = Z;(1 4 i)* e sucessivamente.

Portanto:

E como

O saldo devedor pode ser agora determinado,
Cp=Cg—(Zy + 23+ + Zp)
Cpo =Cp = [Zy +Z(1+ D)4+ Z (1 + 0% 4 - +Z,(1 + {)%1]
Co=Co—Z 14 (140 ++(1+DF51

Os termos entre parénteses formam uma progressdo geométrica de

k termos em que o primeiro termo é 1, o dltimo (1 + i)*~!

, @ arazao
é (1 + i), que, conforme visto, é a soma de um pagamento periodico

5
de 1 que totaliza ;7 ;.
Entdo:

Ek=c{'|_x'|;"i|j
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mas

E entdo:

Cie = Co = Copyj X %15

=X
K1

O — G |1 -
5
nli

Como C; e T1;| : sdo iguais para todas as prestacoes, o valor de

C, depende s6 de %‘ =

2.6.2 Uso da calculadora financeira para determinar o

saldo devedor e para depdsitos acumulados

O saldo devedor pode ser facilmente calculado com uma calcula-
dora eletrénica: para determinar o saldo devedor ap6s o pagamento da
k-ésima prestacdo de um empréstimo a ser liquidado em N prestacgoes,
digita-se n = N — k, além de i e PMT. O resultado da tecla PV é o saldo
devedor. Do mesmo modo, para se calcular o total de depésitos acu-
mulados ap6s o k-ésimo deposito usa-se n = N — k e PMT.

O exercicio padrdo na secdo 2.12, a seguir, com uma tabela especifica,

da um exemplo do uso da calculadora para determinar o saldo devedor.

13
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2.7 Juros e amortizacdao na tabela Price

Conhecido o saldo devedor (. _4 ap6s o pagamento da (k— 1)-ésima

prestacdo, os juros sdo calculados facilmente por

fe = iC,_q

A amortizacdo é calculada pela diferenca entre dois saldos deve-
dores, cuja formula foi apresentada anteriormente. Pode ser, também,

calculada pela seguinte diferenca,
Ly =P =y

A mesma sistematica anteriormente citada é adotada com calcu-

ladoras eletronicas.
2.7.1 Juros e amortizacdes totais

A determinacdo do total de juros pagos é realizada facilmente, ja que:

Y,

é claro . = ifl;_, e ainda

n

-1

Co
”P_Cn=n__f:n=cn

il 7]

nli nli

, € que o total das amortizacdes deve ser igual ao prin-

cipal, ou seja
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2.7.2 Valor dos juros e amortizagdo pagos até a k-ésima prestacéo

e valor dos juros pagos entre duas prestacdes

E um pouco complicado, mas é possivel calcular, a partir das for-
mulas dos saldos devedores, juros e amortiza¢des individuais, a soma
do valor de juros e amortizagdes pagos até a k-ésima prestacao ou entre
as prestacOes de nimeros (n + k) e k. A necessidade do calculo decorre
de regras fiscais adotadas em muitos paises — como nos EUA — que
permitem deduzir, da renda do contribuinte sujeita a imposto de renda,
o total de juros pagos na compra de uma habitacdo, e ainda, para efeitos
de planejamento financeiro, em que se deseja saber o total de juros e
amortizagoes pagos em um determinado periodo.

Na HP-12C, dado o valor atual, juros e niimero de periodos, calcula-
-se de forma habitual a prestacdo com duas casas decimais. Limpa-se a

maquina e seguem-se estas etapas:

1. Entra-se com PV, PMT, i, com PMT negativo;

2. Entra-se com k f Amort. O resultado é a soma dos juros pagos,
até a k-ésima prestacdo, desde que k seja o nimero de perio-
dos para os quais se deseja achar o total de juros ou o total de
amortizagao;

3. Tecla-se x2y. O resultado é a soma das amortizagdes pagas até
a k-ésima prestacao;

4. Tecla-se RCLPYV. O resultado é o saldo devedor ap6s o paga-

mento da k-ésima prestagao.

115
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Novos calculos devem comecar sempre com a limpeza da maquina
e o funcionamento inicial em end.

E muito comum desejar saber, para efeitos fiscais, o total de juros
pagos em um determinado periodo. Nao ha dificuldades: para calcu-
lar o valor da soma dos juros pagos entre duas prestacées, k e k + n,
a sequéncia anterior é repetida para k + n e os valores encontrados sdo
subtraidos, para se determinar o total de juros e o total de amortizagoes

pagas entre as prestagoes k e n + k.

Exercicios resolvidos

Exercicio 12. Calcule o total de juros e de amortizagao pagos até a ter-
ceira prestacdo, para um empréstimo de R$ 100,00, juros de 4,5% a.m.,
a ser liquidado em quatro prestacdes mensais. Confira o resultado
achado com as somas derivadas do exercicio padrdo, que tem os mes-
mos valores anteriormente citados e estdo mencionados no exercicio

resolvido da secdo 2.11.

Solugéo:

Tecla-se f2, PV =100, i = 4,5 e n = 4. O resultado é uma prestagao
de P =27,87.

Limpa-se a maquina. Tecla-se PV = 100, i = 4,5, e PMT = MT87
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Tecla-se 3 f Amort. O resultado é —10,30, que é o total de juros

pagos até a terceira prestagao.

Tecla-se x=2y. O resultado é —73,31, que é o total do valor das

amortizagOes até a terceira prestacao.

Tecla-se RCLPYV. O resultado é 26,69, que é o saldo devedor depois
do pagamento da terceira prestagao.
Confirmacao dos resultados anteriormente citados com o exercicio

padrdo da secdo 2.12:

a) juros pagos até a terceira prestacao: 4,50 + 3,45 + 2,35 = 10,30

b) soma das amortizagOes pagas até a terceira prestacdo: 23,37 + 24,42
+ 25,52 =73,31

c) saldo devedor para k = 3 é 26,69.

2.8 Prazo de liquidacao de empréstimos na tabela Price

Muitas vezes, um tomador de empréstimo somente pode pagar
uma prestagdo maxima de P em um crédito de C, oferecido por um
credor a uma taxa i de juros por periodo e necessita saber o nimero de

pagamentos n necessarios para liquidar seu débito.

A demonstracdo da férmula é complicada, e aqui somente sera

dado o resultado:

17
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(12)

Conforme apresentado em Sydsaeter et al. (2000, p. 166).

Na calculadora eletrénica, o calculo é facil, uma vez que, depois
de teclar i, PV, PMT, teclando-se n obtém-se o niimero de pagamentos

necessdrio para liquidar o principal.

Exercicio 13. Determine o nimero de prestacdes necessarias para liqui-
dar um empréstimo de R$ 100,00, a juros de 4,5% a.m., para um valor
de prestacdo de R$ 27,87. Esses dados, para facilidade de comparacéo,
sdo os mesmos utilizados no exercicio padrdo da tabela Price, na se¢ao

2.12 a seguir.

C,= 100,00
P=27,87
i=4,5%

Ou, utilizando a calculadora com f6 (para permitir comparagdo
com o resultado anterior), para i = 4,5; PV = 100; PMT = -27,87,
obtém-se n = 4,000000.

Em ambos os casos, a aproximagdo para nimero inteiro fornece

n =4, o que é confirmado pelo exercicio padrdo na segdo 2.12.
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2.9 Féormulas basicas da tabela Price

Considere

C, = principal

C, = saldo devedor apds o pagamento da k-ésima prestagao
P = prestagao

n = nimero de periodos

i = taxa de juros, na forma unitaria, por periodo

J = valor dos juros

Z = amortizacao

Na maior parte dos contratos conhece-se o principal, a taxa de juros
e o numero de periodos, convencionados na calculadora por PV, i, n.
O primeiro pagamento ¢é sempre realizado no periodo imediata-
mente posterior a assinatura do contrato, ou seja, com o seguinte cro-

nogramas:

Grafico 7: Esquema de pagamentos de um principal C, em n prestacdes de P

Ca
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5 _ : (14i)7=1
J_f|:_1+f1+[)+{l+ -

2.9.1 Prestacéo

p= Co

a
nli

Com calculadora, dado PV, i, n, o calculo de PMT é imediato.

2.9.2 Saldo devedor (C, ) apés o pagamento da k-ésima prestacéo
5
ki
Cp=0Cy |1 ——
¥

nli

Na calculadora: ap6s o pagamento da k-ésima prestacdo de uma divida
originalmente prevista para ser liquidada em N pagamentos, dados i, PMT,
toma-se n = N —k, que é o ntimero de prestacGes que faltam para encerrar o
crédito, e acha-se PV, que é o saldo devedor ap6s o pagamento da k-ésima
prestacdo. Esse método, mantidos os valores ja digitados para i, PMT,

permite determinar uma série de saldos devedores, variando-se apenas k.

2.9.3 Juros da k-ésima prestacéo

Na calculadora usa-se a mesma foérmula anterior para C,_, e entdo,

calcula-se Ji-
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2.9.4 Valor da k-ésima amortizagéo (Z,)

Na calculadora, tecla-se i, n (este tiltimo determinado porn—k + 1)
e PMT =1, e acha-se 57, , que é mantido na calculadora e, com

C calcula-se a amortizacdo desejada.

k-1
Pode-se também conferir o resultado anteriormente citado, na cal-

culadora, por

2.10 Comprovacio da veracidade dos calculos na tabela Price

E de boa cautela, ap6s a realizacio de um quadro-resumo da tabela
Price, comprovar os resultados achados, efetuando todas as somas pos-
siveis e utilizando os conceitos de somas calculadas (de acordo com o
item anterior) e totais esperados, conforme demonstrado a seguir, para
checar erros de calculo, erros da calculadora, erros de aproximacao.
Um economista competente, pelas razdes expostas, é sempre muito
cético sobre o uso de formulas mecanicas. Todos os resultados devem

ser testados e checados a luz da Economia e do bom senso.
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2.10.1 Total das prestagdes

2.10.2 Valor de cada prestagéo

P=Z+]

Os saldos devedores calculados devem ser tais que C, =C, ,~Z

até chegara C =0

2.10.3 Amortizacéo
1) Co=XZ

2)

3)

2.10.4 Total de juros

NI =0, “" -1
nli

2) X1 =XI

2.10.5 Prestacéo individual

Pr=Jx + 2y

k
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2.11 O método pratico da tabela Price

A forma pratica de célculo de uma tabela Price é simples e utiliza
intensamente todas as propriedades anteriores, particularmente o valor da
prestacdo, como serd mencionado adiante. Nao ha maiores preocupacoes
para erros de aproximagdo, ao nivel de centavos, ja que sdo irrelevantes

economicamente. As etapas do método préatico sdo as seguintes:

1. Determinacdo do valor da prestacdo pela férmula bésica

P = i, onde %' : é encontrado em tabelas financeiras ou pela
o
nli

calculadora com PV, n e i positivos resultando em PMT negativo, que

€ o valor de P.
A prestacdo determina a ultima linha do quadro que se deseja pre-

parar, com o nome de Total esperado, que deve ser preenchida antes

dos calculos de cada prestacao, de tal modo que:

a) saldo devedor = 0,00
b) amortizagdo = valor do principal
¢) juros = total das prestacdes — principal

d) prestacoes = nP

2. Os juros de cada prestacao sdo calculados sobre o saldo deve-
dor anterior (que é o principal no caso da primeira prestacao), ja que
Jk: iCk—l

3. A amortizacdo é calculada pela diferenca entre a prestacao e os juros.

4. O saldo devedor corrente é a diferenca entre o saldo devedor

anterior e a amortizagao corrente.



124

O bé-a-ba da matematica financeira e dos juros — para universitdrios

5. Determina-se o total calculado apds o pagamento da ultima
prestacdo, qual seja, o valor do saldo devedor ap6s o pagamento da
ultima prestacdo, bem como a soma das amortizacdes, a soma dos juros
e a soma das prestagdes.

6. A primeira checagem consiste em determinar se a soma dos
juros mais a soma das amortizacOes no total calculado é igual a soma

das prestagaes.

Os erros de aproximacdo, decorrentes da inexisténcia de valor
monetario inferior a R$ 0,01, sdo tdo pequenos que se acumulam em
valores despreziveis para a dltima prestacdo. Os ajustamentos de resi-

duos de calculo na tltima prestacao simplesmente nao sao feitos.

Exercicio resolvido — método préatico

Exercicio 14. Determinar os componentes de um empréstimo de

R$ 100,00 a ser amortizado em quatro meses, a juros de 4,5% a.m.,

pela tabela Price. Adote sete decimais, visto que esse é o nimero de

casas decimais da tabela financeira utilizada (LLOYD; SMALL, 1953).
Quadro 7: Exercicio padrdo da tabela Price pelo

método prético para i = 4,5, C;=100,00en =4

(continua)

k Saldo devedor (C,) | Amortizagdo (Z,) | Juros(J,) | Prestagdo (P)

0 100,00 - - -

1 76,63 23,37 4,50 27,87




Quadro 7: Exercicio padrao da tabela Price pelo
método pratico para i = 4,5, C= 100,00 en =4

Capitulo 2 — Tabela Price

(conclusdo)
2 52,21 24,42 3,45 27,87
3 26,69 25,52 2,35 27,87
4 0,02 26,67 1,20 27,87
Total calculado
. 0,02 99,98 11,50 111,48
anteriormente
Total esperado 0,00 100,00 11,48 111,48

A prestacao é determinada pela tabela financeira 2 por:

;
p=—

100,00

nli

2 35875257

= 278743648 = 27,87

ou, pela calculadora: PV = 100, n = 4, i = 4,5, obtém-se
PMT =-27,8743648 = -27,87.

Observe que o erro é relativamente baixo para a prestacdo, quando

se toma seu valor com duas decimais, usando 27,8743648 como o dado

correto, verifica-se que é superior em 0,016% ao valor utilizado de

27,87 para a prestacao.

O total esperado é 0,00 para o saldo devedor final; 100,00 para

o total da amortizacdo; o total esperado da soma das prestacoes é

nP =4 x 27,87 =111,48; o total esperado de juros é nP - C, = 111,48

— 100,00 = 11,48 a partir do valor do principal e do valor da prestacao,

que sdo constantes.
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Os valores calculados sdo determinados da seguinte forma:

Para a 1° prestacao:
J,=0,045 x 100,00 = 4,50

P
Z, = 27,87 — 4,50 = 23,37Z, =

C,=100 - 23,37 = 76,63
SD, = 25,52 + 26,67 = 76,63
Para a 2° prestacao:
J,= 0,045 x 76,63= 3,45
Prl+| Pr1+2
£, = 2787 — 345 = 24427, = - :
: 1+ (1+10)

C,=76,63 24,42 = 52,21

Para a 3° prestacao:
J,=0,045 x 52,21 = 2,35
Z,=27,87—-2,35= 25,52

C,=52,21 - 25,52 = 26,69

n

(1+1)

PJH-?H
e —
(1 + D)F+m

Na 4? e altima prestacao, os calculos indicariam:

J,=0,045 x 26,69 = 1,20
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Nesse caso, a soma dos juros calculados é 11,50 (4,50 + 3,45 + 2,35
+ 1,20), enquanto o total esperado pelas férmulas da tabela Price exige
11,48. Ha uma diferenca de 0,02, que é simplesmente ignorada, ja que
ndo ha importancia econémica no erro de 0,02 em um total esperado

de 11,48 (erro relativo de 0,17%).
Z,=27,87-1,20 = 26,67

Nesse caso, 0 Z, calculado (26,67) deveria ser igual a C,(26,69) e
nao o é, por arredondamentos feitos. O erro é, simplesmente, ignorado,

dado seu baixo valor.
Exercicio resolvido — por férmulas individuais
A sistematica é particularmente 1til quando se deseja calcular sal-

dos devedores e amortizacoes de prestagoes especificas, ja que, dessa

forma, ndo é necessario fazer o quadro resumo.

Prestacao
Para:
C,=100,00
n=4
i=45
p= Co _ 100,00 _ 100 — 2787
T a a4 35875257

mi 44s
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ou PV =100,i=4,5;n=4

Acha-se PMT =-27,87

Saldo devedor (apds o pagamento da k-ésima prestacéo)

5

ki

A

nli

Co=0Co|1—

Usa-se a tabela financeira ou a calculadora (dado i = 4,5 e PMT =

—27,87, varia-se sucessivamente n de 3 até 0)

Para a primeira prestacgao:

Pela tabela:
i|
r45 1,000000
Cy =01~ = =100|1 = —| = 76,63
45 4,2781911

Na calculadora para n = 3, acha-se PV = 76,61
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Para a segunda prestacao:

Pela tabela:
._‘il
2145 2,0450000
CEZEQ. 1_ 5 :lﬂ'ﬂ 1—m :52.20
q14.5 !
Na calculadora para n = 2, acha-se PV = 52,19
Para a terceira prestacao:
Pela tabela:
._1|'|
345 3,1370250
E:f = E'] 1- ¥ —_ 1{}{} [1 —_—— = zﬁ.ﬁ?-
4145 4,2781911

Na calculadora para n = 1, acha-se PV = 26,67

Para a quarta prestacdo:
C,=0

4

Na calculadora, para n = 0, acha-se PV = 0,00
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Tanto em termos da tabela Price pratica, quanto em termos de

calculadora, utiliza-se a mesma férmula a seguir.

Fazendo os calculos com os valores determinados pela tabela finan-

ceira e pela calculadora:

J,=iC,= 0,045 x 100,00 = 4,50
J,=iC, = 0,045 x 76,63 = 3,45, pela tabela ou
J,=iC, = 0,045 x 76,61 = 3,45, pela calculadora.

Dessa maneira, os saldos devedores diferentes da calculadora e
da tabela ndo tém impacto sobre os juros, devido aos arredondamentos

para duas casas decimais.

J,=1iC,= 0,045 x 52,20 = 2,35, pela tabela

J,= 0,045 x 52,19 = 2,35, pela calculadora, com o0 mesmo resultado

anteriormente citado.

J,=1C,= 0,045 x 26,67 = 1,20, pela calculadora ou pela tabela
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Amortizacdo

Seré calculada apenas uma unica vez pela férmula anteriormente
citada, para Z , fazendon =4, ouseja,n—k+1=4-1+1=4,i=4,5
e PMT = -1, acha-se FV = 4,2781911 = m ;> que é mantido
na maquina, e que divide 100, dando 23,3743648, que da o mesmo
resultado a seguir, quando aproximado para duas decimais e calculada

a diferenca entre o valor da prestacdo e os juros calculados, ou seja

Z=P—-]

k k

Z,=27,87 — 4,50 = 23,37

Ou pela tabela 3:
2 - o 100,00 2337
1™ 5 - e
X s 42781911
=1 7683 a3
C4 o 31370250

Pela calculadora:
Z,=27,87 — 3,45 = 24,42

C; 5220
5 ~ 2,0450000

= 25,53
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Pela calculadora:
Z,=27,87-2,35= 25,52

C, 26,67

5 = T0000000 _ 267

Pela calculadora:

Z,=27,87-1,20 = 26,67

Conclusdo sobre a utilizagdo das formulas individuais e de uso
da calculadora em relagdo ao método prdtico: as diferencas sao abso-

lutamente despreziveis e, portanto, o método pratico deve ser usado.

2.12 Tabela Price no Excel

Apresenta-se aqui um método simples para a edi¢do de tabelas para
financiamentos, tanto por Price como por SAC (que sera discutido na
secdo 3.4 adiante), pelo Excel. Aqui é utilizado o Excel pertencente ao
pacote Office 2018, porém, o método é valido para edi¢des anteriores.

Abre-se entdo o Excel.

Primordialmente hd uma estrutura basal, valida para ambos os
casos, a ser construida, na qual se especificam as colunas relativas ao
periodo (N), saldo devedor (SD), amortizacdo (AMRT), juros (JRS) e
prestacdo (PRST) como na figura:



Capitulo 2 — Tabela Price

Figura 1: Estruturando uma tabela de financiamento (Price/SAC)
—nomeacao das colunas pelas varidveis do problema

Sejam dois exemplos de um financiamento de a ser liquidado em
quatro parcelas com juros de por periodo, que serdo, por sua vez, realiza-
dos por distintos métodos de financiamento (o mesmo exemplo aparece
no exercicio 2 do capitulo 2 e no quadro 10 do capitulo 3, para o SAC).

Algo que pode ser adiantado, para ambos os casos, é o nimero
de periodos (quatro). Tem-se a oportunidade de fazer uma pequena
explanacdo sobre um importante recurso do Excel.

Na coluna N dé-se inicio ao preenchimento dos periodos a partir

do zero, como na figura:
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Figura 2: Estruturando uma tabela de financiamento
(Price/SAC) — definindo o numero de periodos, etapa um

Agora as células preenchidas deverdo ser selecionadas, como na

figura a seguir:

Figura 3: Estruturando uma tabela de financiamento
(Price/SAC) — definindo o niimero de periodos, etapa dois
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No canto inferior direito do objeto selecionado ha um pequeno
quadrado: quando o ponteiro é ali colocado surge uma cruz; pressiona-se
entdo o botdo esquerdo do mouse para realizar o “arraste” até o ponto
em que o pequeno quadrado que aparece ao lado mostre o periodo

desejado, como na figura 4.

Figura 4: Estruturando uma tabela de financiamento (Price/SAC) —
definindo o niimero de periodos para quatro, adaptando-se ao exemplo de
um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, etapa um
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O que resulta em:

Figura 5: Estruturando uma tabela de financiamento (Price/SAC) —
definindo o niimero de periodos para quatro, adaptando-se ao exemplo de
um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, etapa dois

Até aqui se pode pensar: “talvez fosse mais facil apenas preencher
as células”, mas o que ha de se perceber é que o Excel soube identificar o
comportamento da progressdo existente entre as células, o que neste caso
¢é a soma do valor da célula anterior mais um. Ademais, nao seria de boa
pratica digitar séries longas termo a termo, 0s erros seriam muito grandes.

Aqui foram preenchidas as células A2, A3 e A4 com 0, 1 e 2 con-
secutivamente, entretanto, apenas por ilustracdo. O preenchimento das
duas primeiras células, para o caso em questdo, seria suficiente para o
Excel identificar as caracteristicas da sequéncia.

Este método de “arraste”, que leva a uma autocomplementacao por
parte do Excel, sera muito util; por exemplo, se os juros do periodo n sao
sempre calculados sobre o saldo devedor do periodo n — 1, entdo bastara
somente programar a primeira célula para que o “arraste” do Excel dé

o resultado das células posteriores, como sera mostrado adiante.
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A seguir, as colunas de SD até PRST (aqui de B até E) deverao ser
selecionadas; entdo na guia “Inicio”, aba “Numero”, clica-se sobre a

seta transversal localizada no canto inferior direito (indicada pela seta).

Figura 6: Estruturando uma tabela de financiamento
(Price/SAC): definindo o numero de casas decimais

Aparecerd entdo a seguinte tela:

Figura 7: Estruturando uma tabela de financiamento (Price/SAC) —
definindo o niimero de casas decimais para duas

Nessa caixa de didlogo, na aba “niimero”, categoria “nimero”

deve-se definir com quantas casas decimais aparecerdo os valores
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expressos na tabela, que por serem de unidades monetarias terdo duas
casas decimais. Preferiu-se ndo usar “separador de mil”, dado os baixos

numeros do exemplo. Clica-se em OK.

2.12.1 Tabela Price

No sistema de prestacdo constante ha de se calcular primordial-
mente o valor da prestacdo, e para tal usa-se a funcdao PGTO. Existem

dois métodos para acessar esta funcdo.

1° Escolhe-se uma célula que ndo pertenca a nenhuma das colu-
nas que foram editadas, neste caso G1, acessa-se a aba “Férmulas”,
seleciona-se o item “Financeira”, e na lista alfabética que aparecers,
escolhe-se a opcdo “PGTO”, como na figura:

Figura 8: Estruturando uma tabela Price — determinagdo do valor

da prestacdo pela fungdo PGTO do Excel, para um financiamento de
100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, método um, etapa um
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Aparecera entdo a tela:

Figura 9: Estruturando uma tabela Price — determinagao do valor
da prestacdo pela fungdo PGTO do Excel, para um financiamento de
100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, método um, etapa dois

Onde:

Taxa—é a taxa de juros por periodo de um empréstimo. Pode estar tanto
na forma decimal quanto percentual (quando o sinal % é de uso obrigat6-
rio), além de poder ser fracionada pelos seus subperiodos de composicao.

Nper — é o niimero total de pagamentos em um empréstimo.

Vp — é o valor atual (isto é, o principal) de uma série de pagamentos.

V£ é o valor futuro de uma série de pagamentos (isto é, o montante).
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Tipo — é um valor légico; pagamento no inicio do periodo: = 1;
pagamento ao final do periodo: ou = 0 ou sem especifica¢do (normal-

mente é deixado em branco).

Ap06s o preenchimento do argumento, troca-se a linha com o mouse.

Figura 10: Estruturando uma tabela Price — determinagdo do valor
da prestacdo pela funcdo PGTO do Excel, para um financiamento de
100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, método um, resultado

Clica-se em OK (ou tecla-se ENTER), o que resulta numa presta-

¢do de R$ 27,87 na célula G1.
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2° Por sua vez, muito mais simples, este método inicia-se com a
selecdo de uma célula, neste caso (novamente) a G1. Digita-se “=pgto(”

e 0 programa entdo solicitara os argumentos, como mostra a figura:

Figura 11: Estruturando uma tabela Price — determinacéo do valor
da prestacdo pela funcdo PGTO do Excel, para um financiamento de
100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, método dois, etapa um

Que dado o exemplo em questdo serdo assim preenchidos:

= pgto(0,045;4;100,00;;)

e tecla-se ENTER.
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Como mostra a figura:

Figura 12: Estruturando uma tabela Price — determinacdo do valor
da prestacdo pela fungao PGTO do Excel, para um financiamento de
100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, método dois, resultado:

O valor da prestacdo resultara, novamente, em R$ 27,87.

Agora basta preencher a tabela com as informacdes correntes.
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O saldo devedor no periodo zero é de R$ 100,00, a amortizagdo,
0s juros pagos e a prestacdo do mesmo periodo sdo todos nulos.

Figura 13: Estruturando uma tabela Price — preenchimento dos dados iniciais,
para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, etapa um

Quanto aos proximos periodos sabe-se, até entdo, apenas os valo-
res de R$ 27,87 das prestacdes. Essa informacao é entdo adicionada
a célula que representa a prestacdo do primeiro periodo, aqui a célula

E3, que, ao ser selecionada, deve ser “arrastada” até o ultimo periodo.

Figura 14: Estruturando uma tabela Price — preenchimento dos dados iniciais,
para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, etapa dois
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Figura 15: Estruturando uma tabela Price — preenchimento dos dados iniciais,
para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%, etapa final

O valor dos juros do periodo um é calculado sobre o saldo devedor
do periodo zero, o que funciona no Excel da seguinte forma:
Seleciona-se a célula que representa os juros do primeiro periodo,

neste caso D3, e nela digita-se o comando:

= B2*0,045 ou digita-se = na célula D3; com o cursor na célula B2,
clica-se no botdo esquerdo do mouse (quando aparece =B2) e digita-se

*0,045 e ENTER. Aparece o valor de 4,50.

B2 é a célula que representa o valor do saldo devedor no periodo
zero multiplicada pela taxa de juros do problema, que representa exa-

tamente os juros do primeiro periodo. Observa-se que, ao se escrever o



Capitulo 2 — Tabela Price

comando, o Excel sinaliza quais células estdao envolvidas na operacao,
como na figura a seguir:
Figura 16: Estruturando uma tabela Price — célculo do valor

do primeiro pagamento de juros, para um financiamento
de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%

O valor da amortizacao do primeiro periodo é igual ao valor da
prestacdo subtraido o valor dos juros, ambos também pertencentes ao
mesmo periodo.

Seleciona-se a célula que representa a amortizagdo do primeiro

periodo, neste caso C3, para nela digitar-se o seguinte comando:

=E3-D3 e ENTER, aparece 23,37

Ou, digita-se = na célula C3 e clica-se na célula E3 seguido de —;
clica-se a célula D3 e ENTER. Entdo aparece 23,37.
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Figura 17: Estruturando uma tabela Price — calculo do valor da primeira
amortizacao, para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%

Por fim, o valor do saldo devedor do primeiro periodo é calculado
subtraindo-se a amortizacao do primeiro periodo do valor do saldo devedor
do periodo zero. No Excel, seleciona-se a célula que representa o saldo deve-

dor do primeiro periodo, neste caso B3; nela digita-se o seguinte comando:
=B2-C3

Figura 18: Estruturando uma tabela Price — calculo do saldo devedor do primeiro
periodo, para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%
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Ao apertar ENTER para o ultimo comando, obtém-se o seguinte
resultado:
Figura 19: Estruturando uma tabela Price — observacao

sobre as fungdes que ficaram definidas nas células, para um
financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%

Seria possivel entdo dar sequéncia aos procedimentos feitos até
aqui para as proximas linhas, porém, como foi dito anteriormente,
o Excel permite realizacdo de “arraste”.

Ao selecionar a célula C3 surge, na parte superior da figura, a definicao
de sua funcdo. Para o Excel C3=E3-D3, entdo, ao autocompletar para C4,
surgira um resultado que é consequéncia de um comportamento analogo,
ou seja, C4=E4-D4. Essa é a base para a edi¢do de todo o resto da tabela.

As seguintes células estdo assim programadas:

B3=B2-C3 (saldo devedor)
C3=E3-D3 (amortizac¢do)
D3=B2*0,045 (juros)
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Basta agora selecionar cada uma destas células e “arrastar” até
o ultimo periodo, ndo importando a ordem desses “arrastes”, o que
resultara entdo na tabela Price, como se vé a seguir:
Figura 20: Estruturando uma tabela Price — expansao dos resultados

para os demais periodos, dadas as fungdes que ficaram definidas, para
um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%

2.12.1.1 Soma dos totais

Tem-se aqui a possibilidade de enriquecer a tabela com mais infor-
macao, podendo-se, entdo, colocar em uma linha posterior o valor das
somas das amortizacGes, dos juros e até mesmo das prestacoes.

Escolhe-se uma nova linha, aqui, por exemplo, a linha nove, cuja
célula A9 se denominara “Total”.

Segue o comando na célula C9:

=soma(C2:C6)
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Ou, posiciona-se o cursor em Y, na aba “Inicio”, subgrupo “Edi-
¢do”, e clica-se com o lado esquerdo do mouse; automaticamente serao
destacadas as células a serem somadas. Caso queira-se selecionar as
células a serem somadas, usa-se o “arraste” sobre elas, passando-se o
cursor com o mouse no lado esquerdo pressionado.

Figura 21: Totais das variaveis Price:
este comando representa a soma das células C2 a C6

O mesmo procedimento pode ser repetido para os juros e as prestacoes:

Figura 22: Totais das variaveis Price — caracterizacdo de
uma linha de totais da tabela Price
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O que finalmente resulta na tabela Price desejada, que €é idéntica a

do exercicio 2 do capitulo 2 que foi resolvido por calculadora eletrénica.

Figura 23: Tabela Price para um principal de 100,00, comn=4¢ei=4,5%

2.12.2 Célculo de juros e amortizacado intraperiodo da tabela Price

por Excel

Ressalta-se uma importante informacdo sobre o uso da fungdo
soma: ndo necessariamente é de interesse saber a soma da totalidade
de amortizac¢Ges ou juros; muitas vezes, essas informagoes sdo interes-
santes parcialmente, ou seja, dentro de um subperiodo.

Exemplo: determinar a soma dos juros pagos da primeira a terceira

prestacao.
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Seleciona-se uma célula externa a tabela, aqui G3, na qual se digita

o comando,

=soma(D3:D5)

Ou seja, a soma do primeiro até o terceiro pagamento de juros.

Figura 24: Primeira etapa do calculo dos juros pagos do 1° ao 3°
periodo por tabela Price para um principal de 100,00, n=4e i =4,5%

Que, ao pressionar ENTER, resume-se em:

Figura 25: Resultado do célculo dos juros pagos do 1° ao 3° periodo
por tabela Price para um principal de 100,00, n=4ei=4,5%
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Totalizam-se 10,30 de juros pagos do 1° ao 3° periodo. Procedi-
mento similar pode ser realizado para as amortiza¢des no citado inter-

valo, que por sua vez, totalizam 73,31.

2.12.3 Caréncia na tabela Price

A caréncia é uma opera¢do muito comum no mercado financeiro, e
aqui é apresentado um método para Excel, em acréscimo ao da edigdo das
tabelas Price e SAC, que permita incluir esse tipo de operagdo nas tabelas.

A caréncia é apresentada, de forma geral, como o niimero de periodos
existentes entre o inicio do contrato e o inicio da amortizacdo do principal.

Para um nimero k de periodos de caréncia, tem-se que, durante os k
primeiros periodos do contrato ndo havera amortizacao do principal.

Existem duas modalidades de caréncia:

a) com pagamento de juros durante a caréncia; ou

b) sem pagamento de juros durante a caréncia.

Considere-se um financiamento de 100,00, em seis parcelas, com
juros de 4,5% por periodo pela tabela Price e com dois periodos de caréncia.

Em etapas iniciais a edi¢do da tabela é equivalente a apresentada
anteriormente, porém, o nimero de parcelas agora é a soma do nimero
de periodos da caréncia e o nimero de prestacdes, tal que, neste exem-
plo, é igual a seis.

Nomeiam-se as colunas com as variaveis e imputa-se o nimero
total de periodos e os outros dados iniciais do problema, com o adicional
de dar valor zero as células relativas a amortizacdo que pertencem aos

periodos da caréncia, como na figura:



Capitulo 2 — Tabela Price

Figura 26: Financiamento por tabela Price de 100,00, em quatro
prestacoes a uma taxa de 4,5% ao periodo, com dois periodos de caréncia

Na tabela anterior fica explicita a diferenca, as células de amor-
tizacdo relativas aos dois periodos de caréncia, C3 e C4, apresentam
valor zero, ou seja, ndo ha amortizacdo do principal.

A programacao para o calculo dos juros no primeiro periodo é:

D3=B2*0,045

Como na figura a seguir:
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Figura 27: Ultima etapa anterior a definicdo do estilo de caréncia

A partir da estrutura apresentada na figura anterior pode-se dar
inicio a edicdo de uma tabela que apresente, ou ndo, pagamento de
juros durante a caréncia.

A diferenciacdo esta na alocacdo dos juros do periodo, ou para o
valor da prestacao do periodo, modalidade (A), ou para ser adicionado
ao saldo devedor, modalidade (B), caso em que o saldo devedor do

periodo corrente é maior que o anterior.
Caso A: com pagamento de juros durante a caréncia
O valor dos juros de um periodo que pertenca a caréncia serdo

deslocados, neste caso, para o valor da prestagdo do periodo em questdo,

havendo assim pagamento de juros durante a caréncia.
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Durante os periodos de caréncia os valores assumidos pela pres-
tacdo serdo iguais aos valores dos juros em cada periodo, pois durante
a caréncia a amortizacdo é zero.

A prestacdo de um periodo e o saldo devedor sao calculados, para

esta modalidade, durante a caréncia, como:

E3=C3+D3 (Prestacdo)
B3=B2-C3 (Saldo Devedor)

Como nas figuras a seguir:

Figura 28: Construgdo da tabela Price no Excel I
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Figura 29: Construcao da tabela Price no Excel II

Os saldos devedores dos periodos da caréncia, para esta modali-
dade, serdo sempre iguais, dado o fato de nao haver amortizagao.

As programacoes das células que se encontram na linha relativa
ao periodo um, podem agora ser estendidas até o fim da caréncia, como

mostra a figura 30 a seguir:

Figura 30: Construcdo da tabela Price no Excel III

A légica que determina o valor das varidveis durante a caréncia é
diferente da que determina os valores apds a mesma caréncia, portanto,
a partir da etapa apresentada na figura anterior pode-se determinar o
tipo de financiamento a ser realizado sobre o saldo devedor do tltimo
periodo da caréncia, dada a taxa de juros corrente e o nimero de perio-

dos restantes, sendo que, para este caso, realiza-se por tabela Price.
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Determina-se entdo o valor da prestacdo para os quatro periodos
restantes, com taxa de juros de 0,045 por periodo para um principal de
100,00, que, por sua vez, é igual ao saldo devedor alcangado no tltimo
periodo da caréncia. Escolhe-se alguma célula que ndo pertenca a tabela,

aqui G5, e digita-se o seguinte comando:

=PGTO(0,045;4:100;;)

O resultado é de 27,87 para o valor da prestacdo. Este resultado
deve ser expandido para o valor de todas as outras prestacdes restantes,

como mostra a figura 31 a seguir:

Figura 31: Construcdo da tabela Price no Excel IV
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A programacao das células aqui se da da maneira habitual. Para o

exemplo é:

B5=B4-C5 (saldo devedor)
C5=E5-D5 (amortizacdo)
D5=B4*0,045 (juros)

Estendendo-se as programacoes para as células restantes e poste-

riormente adicionando-se a linha “Total”, conclui-se como na figura 32:

Figura 32: Construgdo da tabela Price no Excel V
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Caso B: sem pagamento de juros durante a caréncia

Partindo da tdltima etapa anterior a especificacdo da caréncia, defi-
ne-se agora o caso em que, em vez de pagos, os juros sao agregados ao
saldo devedor do periodo.

Como nessa modalidade nem juros nem amortizacGes sdo pagos
em seus periodos correntes, durante a caréncia, tem-se que os valores
assumidos pelas prestacdes serdo nulos. Essa nova informacao é entdo

imputada na tabela, como mostra a figura 33:

Figura 33: Construcdo da tabela Price no Excel VI

O saldo devedor de um periodo que pertenca a caréncia sera igual
a soma do saldo devedor do periodo anterior mais o valor dos juros
do periodo corrente, juros estes que ndo foram pagos e que, portanto,
se acumularam.

A célula que representa o primeiro saldo devedor (B3) tera a

seguinte programacao:

=B2+D3
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Figura 34: Construcao da tabela Price no Excel VII

Estendendo as programacgoes existentes nas células do primeiro

periodo até o fim da caréncia, tem-se:

Figura 35: Construcao da tabela Price no Excel VIII
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Basta agora calcular o valor da prestagdo para os quatro periodos
restantes, com uma taxa de juros de 0,045 por periodo e principal de
109,20, que, por sua vez, é igual ao saldo devedor alcangado no tltimo
periodo da caréncia.

Em alguma célula que ndo pertenca a tabela, aqui G5, digita-se o

seguinte comando:

=PGTO(0,045;4;109,2;;)

O valor encontrado para prestacdo é de 30,44.
Realizando os procedimentos usuais para a edicdo da tabela Price,

alcanga-se o seguinte resultado:

Figura 36: Construcdo da tabela Price no Excel IX
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2.12.4 Tabela Price em gréficos no Excel

Apresenta-se um método para a construcdo de graficos para as
variaveis da tabela Price. O grafico permitira que se tomem conclusodes
visuais sobre a tabela.

Seja um financiamento de 100.000,00 em cem meses a taxa de
4% a.m., representado (parcialmente) pela tabela Price adiante:

Figura 37: Tabela Price de um financiamento
de 100.000,00 para n = 100 e i = 4%;

Observa-se que a planilha seguinte retrata tdo somente 21 dos cem

meses de financiamento observaveis no computador
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Figura 38: Construcdo da tabela Price no Excel X

O primeiro grafico a ser editado mostrard como se comportam as
variaveis: amortizacdo, juros e prestacdo.

Abre-se o Excel para editar uma tabela como a que aparece ante-
riormente (usando o método desenvolvido para tal no inicio desta
secdo). A aba “Inserir”, subgrupo “Gréaficos”, apresenta varios mode-
los para a construgdo de graficos; opta-se pelo de dispersdo, o mais
comum dos gréficos. Da opcdo “Dispersao” seleciona-se a alternativa

“Dispersdao Somente com Marcadores”, como na figura:
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Figura 39: Estruturacdo de gréfico para os dados de uma
tabela Price de um financiamento de 100.000,00, para
n =100 e i= 4% —selecdo do tipo de grafico

O grande nimero de dados fara desta opgao suficiente, pois, dada a
limitacdo da area disponivel para o grafico, as unidades dos eixos fica-
rdo dispostas de forma mais aglutinada e, consequentemente, os dados
também, o que evidenciara a tendéncia.

Apés o comando surge na tela a area de plotagem do grafico, como

na figura a seguir:



Capitulo 2 — Tabela Price

Figura 40: Estruturacdo de gréafico para os dados de uma tabela
Price de um financiamento de 100.000,00, para n = 100 e i = 4%;
area de plotagem do gréfico e recursos adicionais de edicdo

Concomitantemente ao surgimento desta area surgem novas abas
na parte superior direita da janela, referentes a ferramentas para edi¢do
de graficos. Em “Ferramentas de Grafico” na aba “Design” clica-se na

opcdo “Selecionar dados”, como mostra a figura:
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Figura 41: Estruturacao de gréfico para os dados de
uma tabela Price de um financiamento de 100.000,00,
paran =100 e i = 4% — selecdo dos dados, etapa um

Na janela “Selecionar Fonte de Dados” clica-se em “Adicionar”,

Figura 42: Estruturacdo de gréafico para os dados de
uma tabela Price de um financiamento de 100.000,00,
para n = 100 e i = 4% — selecdo dos dados, etapa dois
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Surge entdo a janela “Editar Série”:

Figura 43: Estruturacdo de grafico para os dados de
uma tabela Price de um financiamento de 100.000,00,
paran = 100 e i = 4% — selecdo dos dados, etapa trés

Optou-se aqui por dar inicio a edicdo pela série relativa a amorti-
zagdo; o método que serd apresentado é o mesmo a ser utilizado pos-
teriormente para as outras séries.

Como na figura anteriormente trazida, da-se o nome de “Amor-
tizacdo” a série para entdo serem selecionados os dados relativos a
essa variavel. As figuras que lembram uma planilha, situadas ao lado
das linhas, do qual é exemplo o objeto contornado na figura anterior,
permitem o acesso aos dados que estdo na tabela.

Deve-se clicar no botdo que se situa ao lado da linha referente aos
valores de X; estes valores, relativos ao eixo horizontal, representarao
a variavel periodo. A janela ativa reaparecera no topo da planilha apés
o comando, o que permitird a selecdo. Seleciona-se primordialmente a

célula relativa ao periodo zero, aqui A2, como mostra a figura:
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Figura 44: Estruturacdo de gréfico para os dados de uma
tabela Price de um financiamento de 100.000,00, para n = 100
e i = 4% — selecdo dos dados, etapa quatro

A selecdo do resto dos dados se da pressionando simultaneamente
atecla SHIFT e a tecla | até que se alcance a célula que represente o
ultimo periodo, aqui a célula A102.

Uma outra forma de selecionar os dados se da com o uso do mouse:
clica-se na célula relativa ao periodo zero e mantém-se o botdo esquerdo
pressionado durante a selecao, realizada, por sua vez, com o arraste do
mouse na direcao dos dados demandados.

A selecdo dos dados é evidenciada por um contorno pontilhado,
permitindo ao editor observar se os dados foram selecionados correta-

mente. Feito isso, tecla-se ENTER; eis que surge:
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Figura 45: Estruturacdo de gréfico para os dados de uma tabela Price de um
financiamento de 100.000,00, para n = 100 e i = 4% — selecdo dos dados, etapa cinco

Apbs apagar o ={1} da linha referente aos valores de Y, clica-se
na figura ao lado. Os valores relativos ao eixo vertical representardo a
variavel amortizacdo.

Selecionam-se as células relativas a amortizacao do periodo zero,
representado aqui por C2, até a que representa o tltimo periodo, aqui
C102, como mostra a figura (observe o pontilhado):

Figura 46: Estruturacdo de grafico para os dados de uma tabela Price de um
financiamento de 100.000,00, para n = 100 e i = 4% — sele¢do dos dados, etapa seis
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Apbs pressionar ENTER, surge a janela “Selecionar Fonte de
Dados”; clica-se em OK. Na figura a seguir, a janela foi deslocada para
que o leitor note que a curva da varidvel “amortizacdo” esta pronta, ou
seja, para casos em que se deseje adicionar apenas a curva da “amor-
tizagdo no tempo”, ou qualquer outra combinagdo de variaveis que
forme uma curva somente, o procedimento citado até aqui é suficiente.

Figura 47: Estruturacdo de grafico para os dados de uma tabela Price de
um financiamento de 100.000,00, para n = 100 e i = 4% — gréfico parcial

Nosso proximo objetivo é inserir no mesmo grafico as trés curvas
relativas a amortizagao, juros e prestacao. Seleciona-se a opgao “adi-

cionar” na entdo ativa janela “Selecionar Fonte de Dados”, repetindo-se
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o procedimento para as outras variaveis, lembrando-se sempre de usar
os dados do periodo no eixo horizontal.

Procedendo da forma citada anteriormente, chega-se ao seguinte
resultado:

Grafico 8: Curvas de amortizagdo, juros e prestacao calculadas
a partir de um principal de 100.000, n = 100 e i = 4% a.m.

Algumas informacoes como o titulo do grafico ou os titulos dos eixos
sdo feitas na guia “Ferramentas de grafico” aba “Layout”. O gréafico ante-
riormente apresentado explicita o que de fato caracteriza o sistema Price:
o comportamento da varidvel prestacdo. A prestacdo, representada pela
reta, assume sempre o mesmo valor indiferentemente do periodo obser-
vado. Os juros, calculados sobre um saldo devedor de comportamento
decrescente, apresentam, também, uma tendéncia de decrescer a taxas
decrescentes, caracterizando assim a prioridade, no tempo (perceptivel

em seus periodos iniciais), que o sistema Price da ao pagamento dos juros.
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Um dado valor de amortizacdo pode ser visto como uma espécie de
complementar ao correspondente valor de juros, quando a referéncia é o
valor da prestacdo. Consequentemente, a curva que representa a amor-
tizagdo é a complementar da curva de juros, portanto, uma funcgao de
caracteristicas antagonicas a ela. A curva que representa a amortizacao
€ crescente e cresce a taxas crescentes, assim, quanto mais proximo do
término do contrato, maiores serao os valores amortizados. As técni-
cas de edi¢do de graficos apresentadas aqui permitirdo ao leitor tomar
consciéncia do comportamento das variaveis com maior facilidade.

A disposicdo dos dados facilitara a tomada de conclusdes.

2.13 Empréstimos em consignacao

Os empréstimos em consignacao em folha de pagamento tornaram-
-se populares no Brasil, no inicio da primeira década do século XXI,
dada a mudanca da legislacdo, que permitiu seu uso de maneira ampla
— anteriormente eram permitidos somente para empréstimos imobiliarios
ou empréstimos dos empregadores e seus fundos de pensdes para os
empregados. Esses empréstimos provocaram uma revolugao no crédito
brasileiro, uma vez que possibilitaram uma reducao dramatica nas taxas
de juros. Por exemplo, o correntista do Banco do Brasil que tomasse cré-
dito no cheque especial, em janeiro de 2007, pagaria 7,5% a.m. de juros,
mas, se tomasse pelo empréstimo em consignacao, pagaria 1,2% a.m.
Tipicamente, utiliza-se a tabela Price; o empréstimo em consigna¢do pode
ser obtido eletronicamente, e é permitido o pagamento parcial ou total de
prestacGes vincendas; dessa forma, o empréstimo em consignagao é um

substituto do cheque especial ou do crédito ao consumidor.
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2.14 A beleza da tabela Price

A tabela Price encanta os economistas. As suas caracteristicas sao

de uma elegancia incrivel, a saber:

1. A prestacao é constante — facilita tremendamente, ao mutudrio,
seu planejamento financeiro de longo prazo.

2. Os juros sdo calculados sobre o saldo devedor — o que é uma
verdade econémica incontestavel; paga-se sobre o que se deve e nada
mais, nada menos.

3. A amortizagdo cresce em progressao geométrica a razdo de (1 +
taxa de juros). E simples de entender a regra e d4 a0 mutudrio uma
satisfacdo crescente, ja que seu débito desaparece, de inicio, lentamente
e no final, rapidamente. Todos os calculos sdo facilitados por essa regra.

4. O saldo devedor ap6s o pagamento de uma prestacdo € a soma das
amortizagoes das prestagoes a vencer (também chamadas de vincendas).

5. A diferenca entre saldos devedores é a soma das amortiza¢des
do periodo entre os saldos devedores.

6. O saldo devedor é a soma do valor atual das prestacdes vincen-
das. A diferenca entre dois saldos devedores é soma dos valores atuais

das prestagOes entre os respectivos saldos devedores. Por exemplo:

1 1 1 1 1 1
T rE T ar Taro Taro Tasoe

PV = P[; |

v pr ] 1 1 1
2= [{1+i}3+{l+i}"‘+[1+E]5+{l+:’}‘3’]

P
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1

PVe=Plaros Y avoe

1 1
a+o ool

PVE - qu = PI_

Note-se que,

a) o saldo devedor ndo decresce em progressao geométrica — ja que
é resultado de uma subtragdo do saldo devedor anterior e a amortizacao,
e so esta ultima, é uma PG;

b) os juros ndo decrescem em progressao geométrica, ja que nao

sdo calculados sobre um saldo devedor que decresce conforme uma PG.

2.14.1 Erros de célculo

As maquinas de calcular com programacao eletrénica usam todas
as casas decimais possiveis, enquanto as demais calculadoras fazem
aproximacdes. Dai dever-se evitar achar (1 + i)" em calculadoras simples
e usa-lo com os arredondamentos para calculos posteriores. Os erros
podem ser grandes, mesmo quando se adota um nimero elevado de deci-
mais (por exemplo, sete), uma vez que a potenciacdo eleva o nimero
de decimais dramaticamente (veja, por exemplo, o calculo exato de

1,045 tera 3° decimais, que nao sdo captados nas calculadoras simples).
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2.15 Custo Efetivo Total

O Custo Efetivo Total (CET) é a representagdo, por uma taxa

anual (i ), do custo de oportunidade de uma operacao financeira;

CET
ela considera todos os custos adicionais, entendidos como os valores que
excedem a prestacdao ou que depreciem o valor do principal, dispostos
em distintos pontos no tempo.

O que a regulamentacdo determina como CET é equivalente ao
corrente conceito de Taxa Interna de Retorno (TIR) de uma operagao,
bem conhecida em matematica financeira, porém, com a especificidade

de ser apresentada em termos anuais.

2.15.1 Célculo do CET

A Resolucdo n° 3.517, de 6 de dezembro de 2007, do Conselho
Monetario Nacional define o CET, que é regulamentado no Manual
de Normas e Instru¢des (MNI)! do BC no item 2-1-32. C, cuja tltima
atualizagdo, de numero 3.909 de 30 de setembro de 2010 —, ainda
estava em vigor em 12 de junho de 2018 quando do término deste livro.

O CET é representado por uma taxa de juros anual i .., sendo esta

CET’
a taxa que iguala no presente todos os fluxos de pagamentos ao valor
presente liquido da operacgdo (entendido aqui como o valor efetivamente

recebido), sendo calculada da seguinte forma:

L Por meio da Resolugdo n® 4.187, de 19 de fevereiro de 2013, o CMN extinguiu o
Manual de Normas e Instrugoes (MNI).
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. cF,
CFy = —F (1)
=1 (1 + iger )3

Em que:

CF : é o valor presente liquido, sendo este, o valor do crédito
concedido, deduzido, se for o caso, das despesas e tarifas pagas ante-

cipadamente;

CF].: valores cobrados pela institui¢do, periodicos ou nao, incluindo
as amortizagoes, juros, prémio de seguro e tarifa de cadastro ou de
renovacdo de cadastro, quando for o caso, bem como qualquer outro

custo ou encargo cobrado em decorréncia da operagao;

J: -ésimo intervalo existente entre a data do pagamento dos valores

periédicos e a data do desembolso inicial, expresso em dias corridos;
n: prazo do contrato, expresso em dias corridos;
D: diferenca em dias da data dj para a data d;
dj: data do pagamento dos valores cobrados, periédicos ou ndao (CFJ. );
d,: data da liberagdo do crédito pela instituigdo (CF))).
A descricdo anteriormente citada é quase a reproducao do anexo

a Resolucdo do CMN n° 3.517; com alguns adicionais e a troca do

simbolo das variaveis pelos das teclas da HP-12C.
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Dois esclarecimentos a respeito da equagao (1) sdo necessarios.
O primeiro, respectivo ao fluxo de caixa diario, pois a equagdo apresenta
um fluxo de rendas didrias trazidas a valor presente liquido, e o segundo
relativo a contagem de dias.

Ao expandir o somatério em (1) tem-se:
CF CF, CFyp CF,
T L @ Tt T
(1 + ippr )55 (1 4+ icgr )55

1 z
(1+icer)35 (14 icer)365

Os trés exercicios adiante mostram os detalhes de uso da HP-12C.
E facil adaptar um esquema de pagamentos mensais a férmula ante-
riormente apresentada.

Supondo pagamentos realizados a cada 30 dias, o fluxo anteriormente
citado apresentaria para CF,, CF, e todos os dias que ndo forem multiplos

de 30 valores iguais a zero, entretanto, CF_ , CF

- CF,, e seus muiltiplos,

60°
dentro do periodo contratual, assumiriam valores diferentes de zero.

Portanto com um fluxo de caixa diario é possivel expressar outras
formas de pagamentos periddicos.

O segundo esclarecimento torna-se necessario, pois, supondo paga-
mentos que se realizam sempre no mesmo dia de cada més, esses ndo
serdo necessariamente realizados com igual espacamento de dias, entre
um pagamento e outro, dadas as diferencas nos nimeros de dias que
cada més possui, de 28 a 31 dias.

Uma solucao possivel seria aproximar o niumero de dias de todos os
meses para 30, porém, como se trata de uma norma oficial, esse tipo de
procedimento s6 poderia ser realizado para outros fins que nao fossem

de interesse oficial. Uma boa aproximacao obtida mais rapidamente é

mais util que o resultado preciso, que pode requerer calculos delongados.



Capitulo 2 — Tabela Price

Quantos dias de diferenca existem entre cada data de pagamento
e a data de assinatura do contrato?

Apresentam-se aqui dois meios simples de se obter este resultado.
Um a) via método da HP-12C; e outro b) por meio de substituicdo de
variaveis em uma equacdo.

Na ha uma tecla que permite a escrita de datas: D.MY (Day, Month
and Year, em portugués, dia, més e ano), acessada com o pressiona-

mento prévio da tecla g.

a) Apo6s a limpeza da maquina, tecla-se D.MY. Digita-se a data
mais antiga (Ex: 27/3/86 é digitada como 27.031986) e tecla-se ENTER;
tecla-se a data mais recente e o comando g, ADYS, que fard com que
surja na tela o nimero de dias entre as datas. Caso seja interessante saber
o numero de dias baseado no ano comercial, basta, em continuidade ao

procedimento anterior, teclar-se x2y.

Exemplo: Qual a diferenca em dias entre 13 de maio de 2009 e

26 de julho de 2009?

Na HP-12C, apés limpar a calculadora (f REG), tecla-se:

g D.MY
13.052009 ENTER

26.072009 gADYS

Que resulta em 74 dias.
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b) Supondo que ndo ha disponibilidade de uma HP-12C, a maneira
mais simples de resolucdo da questdo se dara via determinacdo da
semana do ano em que cada data esta.

A maioria dos calendérios indica em qual semana do ano se encon-
tra tal data em questdo, como semanas sempre tém numero fixo de
dias, sete, sera mais facil saber quantos dias de diferenca existem entre
uma data e outra do que se fosse necessario calcular com meses que
apresentam diferentes niimeros de dias. Por exemplo:

Fazendo uso do exemplo anterior, determina-se a diferenca de dias
entre 13 de maio de 2009 e 26 de julho de 2009. As datas estdo consecu-
tivamente numa quarta feira, quarto dia de uma semana, da semana 20 e
num domingo, primeiro dia de uma semana, da semana 31 do devido ano.

As datas que habitualmente sdo apresentadas na forma Dia/Més/
Ano (DD/MM/AA) serdo exibidas na forma Dia da Semana/Semana do
ano/Ano (DS/SA/AA), portanto, as datas do exemplo serdo apresentadas
nesse molde consecutivamente como 04/20/2009 e 01/31/2009, o que
permitem que a diferenca no numero de dias entre elas seja calculada

substituindo-se os termos na férmula a seguir:
D=(DS,-DS,)+7(SA,—SA,) + 365 (AA, - AA) (2)

Os subscritos I e F referem-se, consecutivamente, as datas iniciais

e finais. Pela equacdo (2) o nimero de dias sera:

D= (01 -04) + 7 (31— 20) + 365 (09 — 09) =
D = (=3) + 7 (11) + 365 (0) = —03 + 77

D=74
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Um detalhe relativo aos anos bissextos (anos com dias): sabendo-se o
numero de ocorréncias deste tipo de ano entre duas datas pode-se determi-
nar o nimero de dias a mais a se adicionar no calculo anteriormente citado.

Ha tabelas que informam o nimero de dias entre duas datas, inclu-

sive levando em conta anos bissextos.

Exercicios resolvidos

Exercicio 15. Considere um financiamento de 100,00 em quatro parcelas
mensais a taxa de juros de 4,5% a.m., com cobranca de taxa de abertura
de crédito de 1,00 e de tributos no valor de 0,50. Calcule a TIR.

Solucao:

Na HP-12C calcula-se o valor das prestacdes em termos brutos,

ou seja, sem os custos adicionais, teclando-se:

PV =100,00
n=4
i=45

Ao teclar PMT obtém-se:
PMT=-27,87

Ai, € calculada substituindo-se o valor bruto pelo liquido da
operacdo (98,50), sendo este entendido como o que foi efetivamente

recebido no contrato, portanto:
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PV =198,50
Com PMT =-27,87en=4

Tecla-se i:

ip =514

Essa taxa representa o custo de oportunidade efetivo da operacao,
bem superior a taxa contratual de 4,5% a.m. Em termos de comparages

posteriores com a i, calcula-se, mantendo-se os calculos na maquina,

CET

a sua equivalente anual.
(1,0514)"2 = 1,8248
i = 82,48

Exercicio 16. Considere um financiamento de 100,00 a ser quitado em

quatro pagamentos mensais de 20,00, 15,00, 35,00 e 40,00. Calcule a TIR.
Solucgao:

Na HP-12C existem em azul duas teclas, a CF e a CF}.. Na primeira
é armazenado o valor liquido recebido no contrato, a segunda, por sua
vez, armazena todos os pagamentos posteriores na ordem em que se dao.

O fluxo de caixa da questdo é similar ao apresentado a seguir:
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Grafico 9: Esquema de quatro pagamentos
distintos para calculo da taxa interna de retorno

0 1 2 3 4
CFy CFa CFy CFy

Tecla-se, consecutivamente, g e CF, para o principal e g e CF | para
0s pagamentos, digitados na ordem em que eles se ddo, como expresso

pelos comandos a seguir:

100gCF,
20CHSqCF;j
15CHSgCFj
35CHSgCFj
40CHSqCF;j

Ao teclar-se f e IRR (Internal Rate of Return):

iy = 3,41

Eis a taxa interna de retorno da operagdo, que ao ano é:

ipr = 49,52% aa.

O nuimero de pagamentos que podem ser armazenados na HP-12C

é limitado; quando existem na série pagamentos consecutivos de mesmo
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valor, hd um modo de poupar memoria via o comando ngj, onde k é

o numero de repeti¢des consecutivas deste valor.

Exercicio 17. Considere um financiamento de 100,00, pagavel em quatro

parcelas mensais, no primeiro dia de cada més, onde d = 01/02/2009,

a uma taxa de juros de 4,5% a.m., com cobranca de comissao de aber-

tura de crédito de 1,00 e de tributos no valor de 0,50. Calcule o CET.

Solucao:

A seguir uma tabela com as datas do problema nas duas formas, e

o numero de dias entre datas calculado a partir da equagdo (2) ou por

HP-12C.

Quadro 9: Célculo do nimero de dias a partir de 1° de fevereiro de 2009

DD/MM/AA DS/SA/AA D

Data do contrato 01/02/2009 01/06/2009 -
1° pagamento 01/03/2009 01/10/2009 28
2° pagamento 01/04/2009 04/14/2009 59
3° pagamento 01/05/2009 06/18/2009 89
4° pagamento 01/06/2009 02/23/2009 120

Portanto, o fluxo da operagdo sera o seguinte:
CFag CFgq CFaq CFiag

CF, =

+

= =
(1 +icer)®5 (14 icgr)3es

EE]
(1 + icgr)36s

-
=

z
(1 + igpr)365
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Para PV=100,00,n=4ei=4,5

Ao teclar PMT obtém-se:

PMT =-27,87
Portanto,

CF,, = CF,, = CF, = CF,, = 27,87

Limpa-se a calculadora (f e REG). Tecla-se o principal de 98,50
(100,00 - 1,00 - 0,50):

98,5gCF,

No primeiro dia ap6s o pagamento ndo havera pagamento algum,

portanto,
OgCF].

Esses “pagamentos nulos” serdo repetidos 27 vezes antes do paga-
mento da primeira prestacdo, a repeticdo desses fluxos é determinada

pelo comando:
279N,

Para ter-se entdo o pagamento da primeira prestacao, representada

pelo comando:

27,87CHSYCF;

185
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A partir dai comegam a se repetir os processos, consequentemente
havendo repeticdo de comandos similares, estes, por sua vez, estdo

resumidos a seguir:

0gCF,
309N,
27,87CHSgCF,
0gCF,
299N,
27,87CHSgCF,
0gCF,
309N,
27,87CHSgCF,

Bastando agora executar o comando f e IRR para obter a TIR,
diaria, do problema:
fIRR = 0,17
Anualmente, tem-se:
Iz = 85,68

Com a mesma prestacdo, observa-se que os periodos de 28, 59,
89 e 120 dias (i,
30, 60, 90 e 120 dias (i

= 85,68) sdo inferiores ou iguais aos periodos de

cer = 82,48%), redundando, portanto, em uma

i, Mais elevada.
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Uma quantia paga ao final de 30 dias tem uma taxa de juros menor
que a mesma quantia se paga ao final de 28 dias (e o oposto é verdadeiro

quando paga em 31 dias).
2.16 Empréstimos na tabela Price - resumo

a) Classico: Esquema de pagamentos de um principal, C, em n pres-

tagOes de P (como no grafico 1 da se¢do 2.1). Usa-se end.

P P | F

| | |

] 1 2 3 n
{1 COMPOSICOES )

o
Cg_mf

Dado C, n e i, acha-se PMT.

b) Extra: Esquema de n pagamentos a partir de n = 0, de um principal

de C, (como no gréfico 5 da segdo 2.5). Usa-se beg.

B F B F

i} 1 . n-1 n

{1 =1 CoMPORICOES )

o . Lo
CO—Hj| ; =P, dalquePZW

beg faz o calculo direto da expressdo anteriormente citada paran =n
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2.17 Depésitos acumulados na tabela Price - resumo

a) Classico: Esquema de n depésitos de P para formar um montante

C, (como no grafico 2 da segdo 2.2.1). Usa-se end.

=
k2
=]

{ n ConmosIcAEs )

b) ExtraI: Esquema de n depésitos de P, a partir de n = 0, para formar

um montante C_ (Como no grafico 4 da segdo 2.3.2). Usa-se beg.
P P F P Cu
2
{{ n COMPOSIDAES)

C=P _‘—"” i (1 + 1), beg faz o célculo direto sem a necessidade de

multiplicar por (1 + i)
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c) Extra II: Esquema de n depositos de P, a partir de n = 1, para
formar um montante C (1 + i) (como no grafico 3 da segédo 2.3.2).

Usa-se end.

P P P.C, €1 +1)

] |

4] 1 2 ] n+1

(e COMPOSIQOES)

C. =C (1+i)
& .
C.i=p 3 (L+1)

beg faz o célculo direto, idéntico ao item b, sem a necessidade de

multiplicar por (1 + i)
Exercicios a resolver (respostas no final do capitulo 5)

Todos os calculos devem ser feitos usando calculadora eletronica
e aproximados para quatro casas decimais. Na HP-12C inicia-se com

o comando f4.

Exercicio 1. Considere um financiamento pela tabela Price, de R$ 10 mil
em 36 meses e juros de 2% a.m. Determine:

1.1. O valor da prestacao.

1.2. O saldo devedor ap6s o pagamento da segunda prestacao.

1.3. Total de juros e de amortizacdo pagos da 2* até a 13° prestagao,

totalizando, portanto, 12 prestagoes.
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1.4. Apés o pagamento da 22 prestacdo o mutudrio, dispondo de R$ 1.000,
resolve pagar antecipadamente um determinado ntimero (inteiro) de
prestacoes. Determine:

1.4.1. O valor a ser pago e o niimero de prestacées se o pagamento for
das proximas prestagdes.

1.4.2. O valor a ser pago e o niimero de prestacdes se o pagamento for
das tltimas prestacdes.

1.5. Imediatamente apds pagar a segunda prestacdo o mutudrio decide
pagar antecipadamente seis prestaces. Determine o valor pago, se:
1.5.1. Forem pagas imediatamente ap0s a segunda prestacdo.

1.5.2. Forem pagas as ultimas seis prestacdes.

Exercicio 2. Seja um financiamento, pela tabela Price, de R$ 10.000,00
em 36 meses a uma taxa de juros de mercado de i = 2% a.m. Ap6s o
13° pagamento, a taxa de juros do mercado cai para 1,5% a.m. O mutua-
rio resolve liquidar seu empréstimo e fazer um novo, de 23 meses, pelo
valor do antigo saldo devedor a juros de 1,5% a.m. Determine:

2.1. Quanto o mutudrio deve pagar para quitar seu empréstimo, iniciado
no 13° pagamento?

2.2. Qual sera o valor da nova prestagdo?

Exercicio 3. Seja um financiamento de R$ 10.000 em um prazo total de
36 meses e i = 2% a.m., com caréncia de dois meses para 0 pagamento
da 1? prestagdo. Determine:

3.1. Caso haja pagamento de juros durante a caréncia, calcule o valor
dos juros pagos durante a caréncia més a més e o valor da prestagdo

(a ser liquidada em 34 pagamentos) apds a caréncia.
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3.2. Calcule o valor da prestacao ap6s a caréncia (ou seja, em 34 meses)
supondo que ndo haja pagamento de juros na caréncia, com os juros da

caréncia incorporados ao capital.

Exercicio 4. Seja um financiamento pela tabela Price de R$ 1.000,00
com prazo de 24 meses a uma taxa de juros de 2% a.m. Calcule:

4.1. O valor da prestagdo mensal.

4.2. O valor total dos juros pagos.

4.3. O valor total dos juros pagos da 3* a 14° prestacao, totalizando
12 prestagoes.

4.4. Os saldos devedores ap6s o pagamento da 2* e da 14° prestacdes.
4.5. Apo6s o pagamento da 2° prestacdo, o mutudrio resolve pagar anteci-
padamente as proximas trés prestacdes. Qual o valor deste pagamento?
4.6. ApOGs o pagamento da 2° prestacdo o mutudrio resolve pagar as
ultimas trés prestagdes. Qual o valor deste pagamento?

4.7. O mutudrio sugere ao credor uma caréncia de dois meses,
incorporando-os ao principal, sem pagamento de juros, mantendo-se o
prazo total de meses. Qual o valor da prestacao apos a caréncia?

4.8. O mutudrio sugere ao credor uma caréncia de dois meses,
pagando-se juros no periodo. Calcule o valor da prestacdo ap6s a carén-
cia e o valor dos juros pagos no primeiro e 2° més do contrato.

4.9. O mutuério oferece ao credor pagamentos extraordinarios de 100
no 6° no 12° e no 18° més. Qual deve ser o valor da prestacdo normal
do primeiro ao 24° més?

4.10. O mutuario oferece um pagamento extraordinario de R$ 100 no
6° més para reduzir sua prestacao. Qual o valor da prestagdo vigorante

apos o 6° més?

191



192

O bé-a-ba da matematica financeira e dos juros — para universitdrios

4.11. O mutuario atrasa o pagamento da 3%, 4* e 5° prestacdes, pagando-as
com juros contratuais adicionais na 6* prestacdo. Qual deve ser o valor
do pagamento dos juros adicionais?

4.12. O mutudrio atrasa o pagamento da 3% e da 4° prestagoes, e suas
prestacoes quando em atraso estdo sujeitas, além dos juros contratuais
adicional, a juros de mora de 1% a.m. Na ocasido da 5° prestacdo,
0 mutudrio reestrutura a sua divida incorporando ao novo principal as
duas prestacGes ndo pagas, os juros adicionais contratuais e de mora,
para pagamento em 20 meses a juros de 2,5% a.m. Calcule o valor da

nova prestacdo? (Essa questdo é extradificil)



O Sistema de Amortizacao
Constante e o sinking fund

3.1 Sistema de Amortizagdo Constante (SAC)

E também chamado de outstanding em inglés, e consiste em um sis-
tema de cdlculo financeiro em que a amortizagdo é constante — igual ao
principal dividido pelo nimero de prestacdes, incidindo os juros sobre
o saldo devedor. O valor da amortizacdao ndo depende da taxa de juros,
mas sim, exclusivamente, do mimero de pagamentos. Consequentemente,
o valor da prestagdo é mais elevado no inicio do pagamento, e mais baixo no
final, sendo adequado, portanto, para longos pagamentos em que o0 mutuario
tem expectativa decrescente de renda. O valor total de juros é menor que
na tabela Price, uma vez que o saldo devedor cai mais rapidamente.

O saldo devedor ap6s o pagamento da k-ésima prestacdo de um

empréstimo de n prestacoes é:

k k
Ck =Cﬂ_acu=c,n(1_£)
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O quadro 10 adiante mostra um exercicio tipico de financiamento pelo
SAC de um principal de R$ 100,00, em quatro prestagdes mensais e juros de

4,5% a.m., que é o mesmo do método pratico da tabela Price (exemplo 21).

Quadro 10: SAC - C,=100,00; n =4; i =4,5%

Periodo | Saldo devedor Amortizacao (Z) Juros (J) Prestacdo (P)
k - Cl.:' — —
C, I, = o J,=0,045C, | P =Z +1J
0 100,00 - - -
1 75,00 25,00 4,50 29,50
2 50,00 25,00 3,38 28,38
3 25,00 25,00 2,25 27,25
4 0 25,00 1,13 26,13
Total - 100,00 11,26 111,26
100

A amortizacdo é constante, 7 = < = 25. Portanto, o saldo deve-
dor decresce, linearmente, a razdo de R$ 20,00, ou, genericamente, a
razdo de o,

Desszlt forma, o saldo devedor ap6s a terceira prestacdo do emprés-
timo anteriormente citado de R$ 100,00, pagavel em quatro prestacdes,

a qualquer taxa de juros sera:

3
Gy = ]l]{](] —1) = 25,00
Os juros incidem sempre sobre o saldo devedor anterior. Assim:

J, = 0,045 x 100 = 4,50
J,=0,045 x 75 = 3,38
J,=0,045 x 50 = 2,25

J,=0,045x 25 = 1,13
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3.2 Sinking fund

O nome em portugués, ainda pouco comum, é formacao de pro-
visoes. Trata-se de uma sistematica de calculo em que o devedor paga,
periodicamente, juros e retorna o principal ao credor, de uma sé vez,
ao final do periodo. A fim de poder retornar o principal a época devida,
o devedor forma, paulatinamente, uma reserva por meio de depoésitos
em uma instituicdo financeira. Dessa maneira, o devedor consegue taxas
de juros mais baixas, ja que o credor tem conhecimento de que seu
principal estd sendo constituido lentamente em uma instituicao finan-
ceira independente. E muito usado nos EUA (mercado hipotecério) e,
apenas raramente, no Brasil.

A matematica é simples: os juros recebidos pelo ptblico credor
serdao sempre iC; o total dos juros sera niC, em que n é o numero de
prestacoes, i a taxa de juros e C o principal.

Para a constituicdo do fundo de reserva a ser investido a taxa de
juros r, sendo preferencialmente r > i, ter-se-ia uma quantia P a ser

depositada mensalmente em uma institui¢ao financeira, tal que:

by

P nlr = [

3.2.1 Tabela Price por tabelas financeiras

Determine o saldo devedor apds o pagamento da 50° prestacdo, os
valores da 50? prestacdo, amortizacdo e juros de um financiamento de
R$ 100 mil a 4% a.m., pagavel em 100 prestacdes pela tabela Price e

pelo SAC. Os dados da tabela Price devem ser calculados pelas tabelas
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financeiras a partir das férmulas basicas, por dois métodos distintos,
e também pela calculadora, por outros dois métodos distintos. A 50°
prestacdo esta na metade da vida do financiamento, o que possibilita uma

comparacdo entre a Price e o SAC exatamente na metade do crédito.

Primeiro método: Determinam-se os valores da prestacdo, da
amortizacgdo e do saldo devedor pelas férmulas bésicas da tabela Price.
Somente os juros sdao determinados por valores derivados, isto é, por
valores calculados anteriormente e que podem, portanto, ter erros de
arredondamentos.

Para determinar os juros e amortizacao, torna-se necessario deter-

minar o saldo devedor ap6s a 49° prestacdo:

a) Os saldos devedores da 49° e da 50" prestacdo podem ser

calculados por:

Para o saldo devedor apds o pagamento da 49° prestacdo, tem-se
n =100 e k = 49, e com a tabela financeira 3, tem-se:

145,8337343

Cor = 100000 (1~ T oo

} = 88.216,63371..

ou seja, C,, = 88.216,63
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O saldo devedor ap6s o pagamento da 50° prestacdo, onde n = 100

ek=50

152,6670837
Cep = 100000 (1 ) = 87.664,49906..

T 1.237.6237046
ou seja, C,; = 87.664,50

b) A prestagao é calculada por:

ou seja, P = 4.080,80

¢) A amortizagdo da 50* prestacdo é dada pela férmula a seguir,
onden=100e k=50

G- C
Z, = k-1 Las

] 5
-k dli 34

Como ‘—ﬁ}l 4 ndo esta disponivel na tabela financeira 3, deve ser

calculado por (1 + i)* que esta disponivel na tabela financeira 1.

88.216,63371..

Fen = " = 552 1346501.
07 150,7737684.

Z,,=552,13
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d) Os juros sdo calculados por

Logo, J,, = 0,04 x 88.216,63371..=3.528,665348

Entdo os juros da 50° prestagdo sdo: J,, = 3.528,67

Confirmando o valor da prestacdo pela soma dos juros e amortizacao
P =3.528,67 + 552,13 = 4.080,80.

Segundo método: calcula-se o saldo devedor do periodo anterior

ao corrente, a prestagdo, e utilizam-se as formulas derivadas

a) prestacao

Conforme a férmula basica,

ou seja, P = 4.080,80

b) saldo devedor do periodo anterior

Conforme calculado pela férmula bésica,

C,, = 88.216,63371..
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) juros

Conforme o calculo derivado

Logo, J,, = 0,04 x 88.216,63371..=3.528,665348

d) amortizacdo

Conforme o calculo derivado
Z=P-J

Z.,=4.080,80 — 3.528,67 = 552,13

e) saldo devedor apds a 50® prestacao

C.=C_, -2

k

C,, = 88.216,63 — 552,13 = 87.664,50

3.2.2 Tabela Price por calculadora eletrénica

Determine o saldo devedor apés o pagamento da 50° prestacao,
os valores da 50° prestacdo, amortizacdo e juros de um financiamento de
R$ 100 mil a 4% a.m., pagavel em 100 prestacGes pela tabela Price e pelo
SAC. Os dados da tabela Price devem ser calculados pelas tabelas finan-
ceiras, a partir das formulas basicas, por dois métodos distintos, e também

pela calculadora, por outros dois métodos distintos. [A 50% prestacao esta
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na metade da vida do financiamento, o que possibilita uma comparacao
entre a Price e o SAC exatamente na metade do crédito].
Calcula-se PMT com duas decimais, que sera usado em calculos

posteriores, por dois métodos:

Primeiro método de calculadora eletronica: pelo uso de férmulas

basicas dos saldos devedores

i =4 n=100; PV = 100,000 « PMT = —4.080,80
a) Calculo dos saldos devedores
i =4; n=50; PMT = -4.080,80 - PV = 87.664,50, que é o saldo

devedor (C,)) ap6s o pagamento da prestacdo de nimero k = 50, ou seja

n=N-k=100-50=50

i=4;n=51; PMT = -4.080,80 - PV = 88.216,63, que é o saldo
devedor (C,,) ap6s o pagamento da prestacdo de nimero k = 49, ou seja

n=N-k=100-49=51

b) O célculo de juros e amortizagdo segue-se imediatamente

Jso = 0,04 x 88.216,63 = 3.528,67

Zen = P — Jsp = 40B0,80 — 3.528,67 = 552,13

) A prestacdo é a soma dos juros e amortizacao calculados, ou seja:

P =1352867 + 552,13 = 4.080,80
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Confirmando, assim, o valor anteriormente calculado.

Segundo método pela calculadora eletronica: pelo uso das férmulas

de amortizagdo, conhecido o valor da prestagao.

a) Calculo do saldo devedor apds a 50* prestagao:

i = 4; n = 100.000; PMT = — 4.080,80; 50 fAMORT . -191.704,48

que é o total dos juros pagos até a 50° parcela;

x 2y = —12.335,52 que é o total das amortizacdes até a 50°

prestacao;

RCL PV = 87.664,48, que ¢ o saldo devedor (C, ) apos o paga-
mento da 50° prestacdo, ligeiramente menor (0,02) que o encontrado

na tabela financeira.
i=4;n=100.000; PMT = 49 f AMORT -.-188.175,82, que é o
total de juros pagos até a 49° prestagao.
x2y=-11.783,38
Que é o total das amortizacGes pagas até a 49° prestagao
RCL PV = 88.216,62

Que ¢ o saldo devedor (C,,) apds o pagamento da 49° prestagdo,
ligeiramente menor (0,01) que o encontrado anteriormente pela tabela

financeira.
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b) Célculo de juros e amortizacdo da 50° prestacao

Os juros e amortizacdo da 50? prestacdo sdo calculados pela

diferenca entre os valores acumulados da 507 e 49* prestacdes:

Jsp = 191.704,48 — 188.175,82 = 3.528,66

Zop = 12.335,52 — 11.783,38 = 552,14

Que sdo valores muito proximos (diferencas de 0,01) aos anterior-
mente calculados pelas tabelas financeiras.

Examinando os métodos pela calculadora eletronica, é evidente
que o primeiro método, em que sdo calculados os saldos devedores
em primeiro lugar, é o mais eficiente quando se deseja determinar os

valores da amortizagdo e juros de uma prestagcdo qualquer.

3.3 Calculo do SAC

Co _ 100.000

Z== = 1.000,00, sendo Z o valor da amortizacdo
n 100

Ce = Co (1 %), para k = 50, 5o = 100,000 (1 — =) = 50.000,00

O saldo devedor apds o pagamento da 50° prestacao é, pois,
R$ 50.000,00.

Os juros da 50? prestacdo incidem sobre o saldo devedor da
49° prestagdo, que é o saldo devedor da 50° prestagdo mais a amortizacao

que é constante, ou seja:
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Logo, a 50* prestagcdo tem o valor de 1.000,00 + 2.040,00 =

J=0,04 x (50.000 + 1.000,00) = 2.040,00

3.040,00.
Quadro 11: Valores da 50° prestacdo para
C,=100.000,00; i = 4% a.m.; n = 100
Tipo d
l,po ¢ Prestacdo Amortizacao Juros Saldo devedor
Calculo
SAC 3.040,00 1.000,00 2.040,00 50.000,00
Price 4.080,00 552,13 3.528,67 87.664,50

Na metade da vida do empréstimo, o saldo devedor pelo SAC é
bem menor que o da tabela Price, de modo que, se um mutuério cré que
tem possibilidade de liquidar o empréstimo antes do término do periodo
contratual, deve dar preferéncia ao SAC. Observe, no entanto, que as
prestacoes iniciais do SAC sdo muito elevadas comparativamente as
da tabela Price, o que pode inibir os mutudrios jovens, que tém nor-
malmente renda inferior aos mutuarios maduros. A primeira prestagcao
do SAC é de 1.000,00 + 0,04 x 100.000,00 = 5.000,00, enquanto a
prestagdo da Price é sempre de R$ 4.080,80; dai, na metade da vida do

empréstimo, o saldo devedor da Price ser 75% superior ao do SAC,

representando, ainda, quase 88% do valor principal.
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3.3.1 Por quanto tempo a prestacédo do SAC é maior que a do Price?

Um mutudrio que tem a possibilidade de realizar um financiamento
que pode se dar tanto por Price como por SAC esta consciente que, em
termos de prestacoes, optar por SAC significara arcar com pagamentos
maiores nos periodos iniciais do financiamento até um periodo k a, no qual
a tendéncia se inverte. Conhecer esse periodo k significa saber a medida de
tempo em que manter o pagamento por SAC é mais dificil do que na Price.

Desenvolve-se aqui uma equacdo para determinar o periodo k:
a demonstragdo desta equacgdo é laboriosa, de tal forma que o leitor tem
a possibilidade de seguir diretamente ao resultado. O resultado é dado
pelo rearranjo para k da equacao resultante da igualdade entre as duas

prestacdes nos distintos sistemas de financiamento.

A k-ésima prestacao por Price é dada pela equacao a seguir:

pPRICE — i(1+0"
A+ -1

A k-ésima prestacao por SAC:

P,SAC = %+ f[r,'..(l k= lj]

n

Esta formula para prestacdo em SAC é desenvolvida a partir de:
Py =&y + Ji

Co
Z ==
¥ n
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Sk = 04

Tem-se,

P = - +LC
I -
K k—1

A férmula para o saldo devedor é:

G =r:[,(1—'i—‘]

n
O que para o periodo k — 1,
Substituindo tem-se:
PS¢ = Coyi [c‘u {1 - u)]
n n

Dado o uso posterior, altera-se, aqui, a forma da férmula da pres-

tacdo para SAC:
[ k-1
P, SA€ = [Cn 1 _r-1 I o PSAC = ;ﬂ‘i'f[f:u —G ]
C k-l [ 1 k=1
sac _ M0 L. 5.-‘.£=_11l e Tt
= P, = + i, — iC, = P, - +u£'nn iy -
o P SAC = Co +iCon —iCy(k — 1) op, = Co +iCy[n — (k—1)]
R n

Co[l+i(n—=k+1)]
n

= P =
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O k representa o periodo onde os valores de prestacdo pelo sis-
tema Price e SAC se igualam, dado um mesmo financiamento (i, n e
C, iguais):

PkPRFE'E — Pk.ﬁ'ﬂlﬂ'

(140" Ci+in—k+1))
Ta+im-1 n

i(1+0" 1+iln—-k+1)
(A+in-1 n

n[i(1+ 0" = [1 4 i(n—k + D[ + D" — 1]

ni(l1+0)"= (1+)"-1+iln—k+ 1A +)"-1]

ni(1+ 0"~ (L+ )" +1
[Q+or—1 @ k+D

ni(l+ )" —(1+0)"+1
i+ -1

k=n+1-

O que leva a seguinte conclusdo:

(ni —1)(1+ )" +1
M+ -1

k=n+1-
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Observe que o resultado independe do valor financiado.

O resultado sé tem sentido econémico para k inteiro e inferior
ao encontrado com casas decimais. Paran = 108 e i = 1% tem-se
k = 45,0102878, ou seja, as 45 primeiras prestacoes assumem valores
maiores pela tabela SAC, quando comparativamente a tabela Price.

A tabela a seguir mostra os resultados alcangados, todos aproxi-
mados sem decimais, para financiamentos com a mesma taxa de juros
do exemplo anterior de i = 1% a.m., que é a taxa habitual para finan-

ciamentos imobiliarios, que quando ndo iguais a esta seguem muito

proximas a ela.

Para distintos periodos de financiamento, tem-se:

Quadro 12: Numero de meses que a prestacao da tabela
Price é menor que a do SAC para juros de 1% a.m.

Razdo percentual entre k
Prazo inicial do | Ntmero de meses em que e o nimero de periodos
financiamento a prestagdo do Price é de financiamento
(em meses) menor que a do SAC (k) i
= 100
fl
36 17 47
72 32 44
108 45 42
144 55 38
180 64 36
216 72 33
252 78 31
288 83 29
324 87 27
360 90 25
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A proporcdo do tempo em que a prestacao pelo sistema SAC é
maior que a do Price é apresentada na dltima coluna; uma caracteris-
tica dos dados dessa coluna é que os valores decrescem a medida que
aumenta o prazo da operagdo; portanto, para financiamentos muito
longos, o financiamento por SAC torna-se mais interessante.

A evidéncia anterior tem carater pratico: os financiamentos por
SAC se ddao com grande frequéncia no mercado imobilidrio que tem
como caracteristica longos periodos contratuais. Dado o exemplo ante-
rior, o que deve fazer o mutudario? Financiar por Price ou SAC? Existem
duas condic¢des que podem ser consideradas na tomada da decisdo: a
primeira é relativa as preferéncias de renda no tempo deste consumidor,
ou seja, a escolha entre dispor de mais renda agora ou depois.

Um financiamento por Price, em vez de SAC, impora ao mutuario
uma prestacdo relativamente menor no presente, o que lhe permitira
ter a sua disposi¢cao um montante de renda relativamente maior para o
custeio de outros bens. No futuro, a prestacdo Price serd relativamente
maior, 0 que, supondo uma renda constante no tempo, fard com que o
montante de renda disponivel para a aquisicdo de bens seja relativa-
mente menor ao que seria por SAC.

Em relacdo as conclusdes anteriores, observa-se que a renda é
constante no tempo, uma afirmacao questionavel. Como se comporta na
vida real a renda no tempo? Se o mutudrio tem renda crescente, sabe-se
que, com o passar do tempo, ele arcard com fracdes cada vez menores
de sua renda para com o pagamento de prestacoes para qualquer um
dos sistemas de financiamento aqui citados.

E valida aqui uma consideracdo: os juros do financiamento pagos

por Price sao sempre maiores que o0s juros pagos por SAC; portanto,
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o beneficio avaliado pelo individuo de ter a sua disposi¢cdo mais renda no
presente tende a ser, dada a prépria analise do mutudrio, por suposicao
econdmica um agente racional, maior ou igual ao custo de ter de pagar
prestacoes maiores apds o periodo k somado ao custo do acréscimo do
montante de juros que surge da escolha do sistema de financiamento.
Concluindo, ndo existe uma modelacdo matemadtica fixa para
a tomada de decisdo entre Price e SAC. Depende das expectativas
de crescimento da renda do mutudrio, de sua idade, das expectativas de
crescimento da economia, do grau de risco aceitavel pelo mutuario,

de seus seguros, etc.

3.4 SAC pelo Excel

O sistema de amortizacdo constante inicia-se com a seguinte estru-

tura basal:

Figura 48: Estruturando uma tabela SAC — disposicao dos dados iniciais
para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%
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Para calcular o valor da amortizacdo seleciona-se a célula que
representa a amortizacdo do primeiro periodo, aqui C3, na qual se

escreve o comando

=100/4

que é o valor do financiamento dividido pelo ntimero de parcelas
desse financiamento. Agora, com esse resultado, selecione a célula e
“arraste” até o dltimo periodo.
Figura 49: Estruturando uma tabela SAC — disposicdo dos

dados iniciais, valores das amortizagdes, para um financiamento
de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%

As definicoes de saldo devedor e juros continuam sendo as mes-

mas. Os comandos serdo entao:



Capitulo 3 — O Sistema de Amortizacdo Constante e o sinking fund 21

B3=B2-C3 (saldo devedor)
D3=B2*0,045 (juros)

O célculo da prestacao é dado segundo a definicdo: “a prestacdo
é igual a soma de amortizagao e juros.”
Entdo, na célula que representa a prestacao do primeiro periodo,

aqui E3, o seguinte comando:

=C3+D3

Figura 50: Estruturando uma tabela SAC — programacao das células,
para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%

Com essas células programadas, basta entdo fazer o “arraste” em

cada coluna até o dltimo periodo, o que resultara em:
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Figura 51: Estruturando uma tabela SAC — expansao dos resultados para
os demais periodos, dadas as fung¢Ges que ficaram definidas nas células,
para um financiamento de 100,00, em quatro parcelas a taxa de 4,5%

Seguindo o mesmo método do problema anterior pode-se calcular

a linha “total”.

Figura 52: Tabela SAC para um principal de 100,00, comn=4¢ei=4,5%

Que é o mesmo resultado do SAC do exercicio 1 do capitulo 2.



Correciio monetariae
financiamentos imobiliarios

4.1 Introducao

A correcdo monetaria encontra diversas op¢des no caso brasileiro.
Em quaisquer casos, as instru¢des do Banco Central e da Caixa Econ6-
mica sdo taxativas de que os juros devem incidir sobre o saldo devedor
corrigido, ou seja, que devem ser pagos juros reais.

No inicio da corre¢do monetaria, em 1964, a taxa de juros especifi-
cada era efetiva ao ano, e os calculos da tabela Price eram realizados de
modo a que se encontrasse a taxa efetiva. Assim, um empréstimo contra-
tado a 12% a.a., a ser amortizado em prestagcdes mensais, iria ter juros
de (1,1 2ﬁ — 1} 100 = (,95%a.m. e ndo de % =1% a.m. Nada, de fato,
impediria que a prestacdo fosse paga, diariamente, a uma taxa de juros
de (1.12t_l= - 1) 100 = 0,03% ao dia. Na década de 1980, no entanto,
os bancos comerciais comegaram a atuar diretamente, com recursos
préprios, de modo que trouxeram para as operacdes imobiliarias a

prética financeira universal de prestagdes mensais e conversdo da taxa
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de juros anual em mensal dividindo-a por 12 e instituindo o ano, para
fins imobiliadrios, em 12 meses com 30 dias cada, ou seja, um ano
financeiro imobiliario de 360 dias. Hoje, portanto, as taxas efetivas e
as taxas nominais de juros convivem nas operacdes de crédito imobi-
liario no Brasil.

Os principais métodos de corre¢ao sdo:

1. Correcdo monetaria pré-fixada, no qual a taxa de correcdo é
determinada previamente no contrato ou pelo Conselho Mone-

tario Nacional. A taxa de juros efetivamente cobrada j é tal que
1+p=@A+DA~+0c)

em que i é a taxa de juros de operacdo e c é a taxa de correcao
monetdria, ambas determinadas na mesma unidade de tempo. Essa sis-
tematica estd em desuso, mas é perfeitamente licita de ser realizada

atualmente, desde que haja seguro de crédito.

2. Correcdo monetdria a posteriori, as normas do BC admitem diver-
sos indicadores de correcdo monetaria — IGP, IPCA, taxa de cam-
bio, ou simplesmente a TR (taxa referencial) — fazendo-se o rea-
juste normalmente uma vez por ano. Ha total liberdade na escolha
de indices de correcdo monetaria. As operacoes do sistema finan-
ceiro habitacional e do Fundo de Assisténcia ao Trabalhador (FAT),
de modo geral, permitem o uso do FGTS do trabalhador, mas

quase sempre ha limites para o valor do imével a ser financiado.
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4.2 Financiamento baseado na TR + juros prefixados

A taxa referencial (TR), criada pela Lei n® 8.177, de 1° de marco de
1991, pelo Plano Collor II, é uma tentativa exdtica de se incorporar aos
juros nominais a parcela que é devida estritamente a inflacdo. Apareceu
quando a legislacdo proibiu, na década de 1980, a corre¢do monetaria
com base em indices de pregos, hoje permitida. Normalmente, os con-
tratos imobilidrios preveem uma taxa de juros, que é fixa para a vida do
contrato, mais a TR. A TR é divulgada diariamente, sob forma de taxa
de juros anual vigorante na data de sua divulgacdo. A maior parte dos
contratos imobiliarios dos bancos comerciais preveem uma TR anual,
resultante do encadeamento das TR dos tltimos 12 meses.

A TR era determinada pelo BC com base na Taxa Bésica Financeira
(TBF), e era calculada, desde a sua introducao, em 1991, até 2018, pela
média das taxas de juros de certificados e recibos de depésitos a prazo
fixo (CDB e Recibos de Dep6ésitos Bancarios, RDB), de 30-35 dias
de prazo, das 30 maiores instituicGes financeiras, eliminadas as duas
maiores e as duas menores taxas mensais. Sobre a TBF aplica-se um
redutor para se determinar a TR. O assunto era regulamentado pela
Resolucdo n° 3.446, de 5 de marco de 2007, que modifica a Resolugdo
n° 3.354, de 31 de fevereiro de 2006.

Depois de determinada a TBF em percentagem ao ano, acha-se o

redutor R, pela formula:

R = 1,005 h—THF
= L0+ 5950
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Em que b varia inversamente em relacdo a TBF, de acordo com

uma tabela, que se inicia em:
TBF > 16% a.a., b = 0,48; para 16% a.a. > TBF > 15% a.a., b = 0,44 etc..

O Redutor R é aplicado sobre a TBF para achar-se a TR, de acordo
com a férmula:
TRF

1+ 550
— 100

—1]10
R 0

Em 18 de janeiro de 2018, a Resolugdo n°® 4.624 modificou radi-
calmente o calculo da TBF e da TR, sem davida causada pelo baixo
nivel de inflacdo que se verificava nos anos anteriores. A TR vinha
se reduzindo paulatinamente, dada a queda da inflacdo e das taxas de
juros e desde 30 de agosto de 2017 era nula. Com a nova formulacao
de 2018, a TR continua nula.

Tanto a TBF quanto a TR passaram a ser calculados com base nas
taxas de juros negociadas no mercado secundario das Letras do Tesouro
Nacional (LTN). Em 12 de junho de 2018, quando a taxa da Selic era
de 6,5% ao ano, a TBF era de 6,40% a.a., e a TR era de 0% a.a. Nessa
data os CDB do Banco do Brasil situavam-se entre 3,7% a.a. e 4,3% a.a.
e a meta de inflacdo era de 4,5% a.a.. A taxa de juros de empréstimos
imobilidrios da CEF era de 9% a.a. + TR enquanto o rendimento dos
depositos de poupanca de 0,3715% a.m., em junho de 2018, ou seja,

4,5% a.a., a juros cCompostos.
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Exercicios resolvidos

Exercicio 1. Uma empresa lanca R$ 200 mil de debéntures no mercado,
com pagamento de juros mensais de 2,5% a.m. em 100 meses, € 0
principal a ser pago somente no final do 100° més.

a) Qual deve ser o valor do depésito mensal para a formagdo de um
sinking fund a ser aplicado a 4% a.m. em uma institui¢ao, para a amor-
tizagdo do principal?

b) Qual o pagamento dos juros devidos aos tomadores de titulos?

¢) Quanto a empresa deve alocar como despesas mensais de juros e de

recursos para o sinking fund?

Resposta:

a) O valor mensal necessario para a constitui¢do do sinking fund, que

devera ser igual ao valor do principal e que tem o mesmo valor no final

da operagao é:

b) Os juros mensais pagos aos tomadores sdo de 0,025 % 200.000,00 =
5.000,00

c) Portanto, a empresa terd como despesas mensais:

5.000,00 + 161,60 = 5.161,60
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Evidentemente que a empresa recebera R$ 200 mil relativos a

venda de suas debéntures no mercado.

Exercicio 2. Um empréstimo habitacional tipico é feito a 9% a.a. de
juros, 25 anos de prazo, com pagamentos mensais. Determine a pres-
tacdo relativa a um empréstimo de R$ 300 mil, adotando taxa de juros
mensal com cinco casas decimais, considerando a taxa como nominal

e como efetiva.

a) A solucdo por juros nominais seria:

L =2 =075 n=25x12 = 300; ¢, = 300.000
12 12

O que fornece,

P=2517,59
b) A solugdo com juros efetivos é bem melhor para o devedor:
(140 =109 ei=072073%

a taxa de juros cai, portanto, de 0,75% a.m. para aproximadamente

0,72% a.m. e, consequentemente, a prestacdo cai também, para:
P =2.445,83

A confusdo entre juros nominais e efetivos é uma armadilha propo-
sital em que credores inescrupulosos usam juros nominais para enganar

devedores incautos.
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Exercicio 3. Este é um exemplo historico que ilustra o risco de se
adotar indices de precos artificiais como a Obrigacdo Reajustavel do
Tesouro Nacional (ORTN) em operacdes financeiras. Um empréstimo
de Cr$ 100 mil, contratado em 5 de junho de 1971, deve ser amorti-
zado pela tabela Price em trés parcelas anuais a juros reais de 9% a.a.,
com correcdo monetaria das ORTN. Determine o valor das prestacoes
pagas, adotando-se quatro casas decimais para a taxa de juros.

O indexador é a ORTN, ja em desuso, mas com numerosos con-
tratos ainda em vigor, por terem sido feitos, originalmente, por prazos
longos; a sistematica é a mesma, para qualquer indexador. Acha-se o
valor da prestacdo inicial e aplica-se o indice de correcao sobre o saldo
devedor e sobre o valor da prestacdo.

O valor nominal das ORTN em junho de 1971, 1972, 1973 e 1974
sdo, respectivamente, 54,01; 65,75; 74,97 e 86,91.

A correcdo monetaria em relagcdo ao ano anterior, que mede a

inflagcdo do ano é:

65,75
54,01

1~*unut19?2}=[ - 1} 100 = 21,74%

74,97
65.75

2° ano (1973) ( —1)1[]t}=14,u2%

691
74,97

3° ano (1974) ( - 1) 100 = 15,93%

A questdo pede apenas o valor das prestagoes, ou seja, o valor da

prestacdo inicial multiplicado pela variagdo das ORTN.
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A prestagao é dada por:

Cy
[ .
nli

Co=Pi; e=P=

De uma calculadora,

n=3;i=9, PMT = —1; tecla-se PV e acha-se iﬂ g > que é con-
firmado pela tabela II.

O valor das prestagoes, sem correcao, é

100000

= 35312047 2000548

O valor da 1° prestagdo, a ser paga, um ano apos o contrato, tem

corre¢do monetaria e é

39.505,48 85,73
U X e

= 48.092,67

A 2? prestacdo, com correcao, é

39505,48 X 2 = 54836,621
5401

A 3? prestacdo, com correcao, é

86,91
54,01

39.505,48 = = 63.570,10
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Exercicio 4. Um empréstimo de Cr$ 10 mil, contratado em 5 de junho
de 1971, deve ser amortizado pela tabela Price em trés parcelas anuais,
a juros de 9% a.a., com corre¢cdo monetaria das ORTN. A fim de “faci-
litar” os pagamentos do mutuario, é determinada uma taxa de correcao
monetdria contratual que ndo poderd exceder a 14,5% a.a. nos trés anos
do contrato. A correcdo anual sera de 14,5%, se a variacdo das ORTN
lhe for superior. O saldo remanescente sera liquidado em uma tinica par-
cela, corrigida pelas ORTN, com juros efetivos de 9% a.a., seis meses
apos o periodo inicialmente contratado (ou seja, em 5 de dezembro de
1974). Os indices de correcdo monetaria devem ser calculados com duas
casas decimais (os juros sdo calculados sobre o saldo devedor efetivo

e a amortizagdo é calculada como a diferenca da prestagdo e juros).

Resolucdo:

A sistematica é a seguinte: aplicam-se os indices de corre¢ao mone-
taria das ORTN para determinar o saldo devedor (SD) efetivo, isto é,
o saldo devedor de responsabilidade do mutuério, que deve ser liquidado
em qualquer hipotese. A prestacdo e o saldo devedor com correcdo
maxima contratual, doravante chamado de saldo devedor aparente,
sdo corrigidos pelo menor dos indices entre a variagao percentual da
correcao monetaria das ORTN e 14,50% a.a. Os juros sdo calculados
sobre o saldo devedor efetivo, que é a forma tecnicamente correta de
fruicdo de juros. A amortizagdo consiste na diferenca entre a prestacao
e os juros. Os valores da ORTN nos meses de junho de 1971 a 1973
estdo no exercicio anterior. Em dezembro de 1974, o valor da ORTN é

105,41. A correcdo monetaria das ORTN foi 21,74% em 1972, 14,02%
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em 1973 e 15,93% em 1974, ou seja, em dois dos trés anos do contrato
revelou-se superior a 14,5%, dando, portanto, um beneficio provisério
favoravel ao mutudrio. Todas as diferencas serdo liquidadas seis meses
apos o término do contrato inicial, corrigidas pela variacao das ORTN
do periodo, que foi 21,29% a.a. (o saldo devedor de corre¢do maxima
contratual, calculado pelo menor dos indices entre a ORTN e 14,5%,
ndo é necessario para o mutuario, mas aqui é calculado para saber-se
a discrepancia entre os dados formais e os efetivos).

O exercicio mostra que o pagamento da prestacdo, supostamente
constante pela tabela Price, nunca o é, e que o comportamento do saldo
devedor efetivo é, aparentemente, absurdo: por exemplo, paga-se, de
amortizacdo, Cr$ 3.427,72 na primeira prestacdo, para um saldo devedor
inicial de Cr$ 10.000,00, e o mutuério deve ainda, ap6s a corre¢do, um
total de Cr$ 8.746,28. Aliado ao autoritarismo da época, a complexidade e
a absoluta falta de transparéncia dos calculos serviram para desmoralizar o

instituto da correcdo monetdria e o proprio sistema financeiro habitacional.

Quadro 13: Pagamento com corre¢do monetaria maxima e pelas ORTN

(continua)
Data Saldo devedor Amortizagao Juros | Prestacdo
Efetivo Aparente

5.6.71 10.000,00 10.000,00 - - -
5.6.72% 12.174,00 11.450,00 - - -

5.6.72 8.746,28 8.022,28 3.427,72 1.095,66 | 4.523,38
5.6.73* 9.972,51 9.147,00 - - -

5.6.73 5.712,48 4.886,97 4.260,03 897,53 | 5157,56
5.6.74* 6.622,48 5.595,58 - - -
5.6.74** 1.313,09 286,19 5.309,39 596,02 | 5.905,41
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Quadro 13: Pagamento com corre¢do monetaria maxima e pelas ORTN

(conclusao)

5.12.74* 1.592,65 - - - -
5.12.74 0,00 - 1.592,65 70,13 1.662,78

Notas:

'Principal de Cr$ 10.000, juros de 9% a.a., em trés prestacdes, pela tabela Price, e uma resi-
dual; corregdo do saldo devedor efetivo pela ORTN; juros calculados sobre o saldo devedor
efetivo; correcdo da prestacdo e do saldo devedor aparente pelo menor indice entre a variagdo
das ORTN e 14,50% a.a. Amortizacdo calculada por diferenca entre a prestagdo e os juros.

?A data sem asterisco refere-se aos saldos devedores ap6s o pagamento da prestagdo assinalada
na data; o mutudrio s6 toma conhecimento dos valores das operagoes nas datas sem asterisco
e quando do término do contrato original (com dois asteriscos).

*A data refere-se a corre¢do monetaria dos saldos devedores feita antes do pagamento da
prestacgdo.

**Término do contrato original.

A prestacdo, os juros e a amortizacao iniciais calculadas sem cor-

recdo que servirdo de base para os calculos futuros sdo:

£ =13.950,55 — 900,00 = 3.050,55

A primeira prestacdo anual com correcao em 5 de junho de 1972
é calculada da seguinte forma:
A primeira correcao pelas ORTN é de 21,74%, o que da um saldo

devedor efetivo de
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Coper = 10,000,000 = 1,2174 = 12.174,00

Mas o teto de correcao é 14,50%, dai o saldo devedor aparente

ser de

Cesmar = 10.000,00 x 1,1450 = 11.450,00

Portanto, os saldos corrigidos, antes mesmo do pagamento da pri-
meira prestacdo, sao determinados por indices distintos, com os proble-
mas 6bvios decorrentes da existéncia de dois saldos devedores. O valor
da amortizacdo é pequeno, ja que os juros sdo pagos preferencialmente
a época da amortizacdo (como devem sé-lo).

A correcdo da prestacdo pelo indice maximo de dard uma pres-
tacao de

P =3.950,55 x 1,1450 = 4.523,38

Mas os juros sdo calculados sobre o SD efetivo corrigido pelas

ORTN

J=10,09 x 12.174,00 = 1.095,66

E a amortizacdo é calculada como o residuo entre a prestacao

corrigida pelo indice fixo e os juros.
Z =4.523,38 — 1.095,66 = 3.427,72
Dai que os saldos devedores apds o pagamento da primeira pres-
tacdo sao:

Coper = 12.174,00 — 3.427,72 = 8.746,28
Copmar = 11.450,00 — 342772 = 8.022,28
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Assim, ja no pagamento da primeira prestacao corrigida, aparece
divergéncia entre o SD proveniente da correcdo pela ORTN e aquele
derivado de correcdo fixa. Mesmo que a partir desse periodo a corregao
monetaria seja nula, havera necessidade, no futuro, de uma prestacdo

adicional para liquidar o saldo devedor efetivo.

A segunda prestacao anual com corre¢do em 5 de junho de 1973
é calculada da seguinte forma:

A correcdo da ORTN em junho de 1973, comparativamente a junho
de 1972, foi 14,02%, portanto inferior ao maximo contratual de 14,50%.
Assim, prevalece 14,02% para a correcdo dos dois saldos devedores e
da prestacdo. A divergéncia entre os saldos devedores anteriormente
existente é, portanto, mantida em termos reais.

Os valores dos saldos devedores corrigidos antes do pagamento

da segunda prestacdo serdo:

Coper = 1,1402 X B.746,28 = 9.972,51
Commax = 1,1402 x 8.022,28 = 9.147,00

E a prestacdo é, simplesmente, a anterior corrigida pela variagao

de 14,02% da ORTN.
P =1,1402 x 4.523,38 = 5.157,56

Os juros sdo sempre calculados sobre o saldo devedor efetivo, e a
amortizacdo é definida como o residuo da prestacdo apds o pagamento
dos juros.

J=0,09 x9.972,51 = 897,53
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Z =5.157,56 — 897,53 = 4.260,03

Apos o pagamento da segunda prestacdo, em 5 de junho de 1973,

os saldos devedores serdao:

Ceper = 997251 — 4.260,03 = 5.712,48
Commar = 9.147,00 — 4.260,03 = 4.886,97

A terceira prestacdo anual, com correcdo, em 5 de junho de 1974
é calculada da seguinte forma:

Para a terceira corregao, em 5 de junho de 1974, a variacdo das
ORTN (15,93%) é superior ao indice prefixado (14,50%). Nesse caso,
deve ser usado o primeiro indice tanto para o saldo devedor efetivo
quanto para os juros. O segundo indice sera utilizado para o calculo da
prestacao e do saldo devedor com corre¢ao maxima.

Assim, os saldos devedores corrigidos antes do pagamento da ter-

ceira prestagdo sao:

Coper = 1,1593 % 5.712,48 = 6.622,48
Cermar = 1,1450 x 4.886,97 = 5.595,58

Mas a prestacdo nao pode subir acima do indice maximo de correcao
P =5.157,56 x 1,1450 = 5.905,41
e 0s juros sdo calculados sobre o saldo devedor efetivo
J=0,09 x 6.622,48 = 596,02

e a amortizacdo pela diferenca entre a prestagdo e 0s juros
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Z =15.905,41 — 596,02 = 5.309,39

Dai que nada € extinto ap6s o que seria a dltima prestagdo (a ter-
ceira), nem o SD com corre¢cao maxima, nem o SD efetivo. Ha um valor

muito alto de amortizacdo ainda para ser pago.

Cofer = 6.622,48 — 5.309,39 = 1.313,09
Cemmax = 5.595,58 — 5.309,39 = 286,19

Nota: Nesse momento, isto é em 5 de junho de 1974, o mutuario
entra em panico: ou por que imaginava que, em situa¢des normais, extin-
guiria sua divida, o que ndo aconteceu, ou porque imaginava que estaria
devendo Cr$ 286,19, resultante da corre¢do maxima prevista no con-
trato, quando na verdade estd devendo muito mais, ou seja, Cr$ 1.313,09.

Liquidacdo do residuo resultante de diferencas entre as corregoes
monetarias das ORTN e as de indice fixo maximo de 14,5% a.a.:

O saldo devedor efetivo de Cr$ 1.313,09 existente em junho de
1974, sera pago seis meses depois, como reza o contrato, com correcao
das ORTN e juros de 9% a.a. A taxa semestral equivalente a 9% a.a é

derivada de:

J1,09 = 1,0440307

ou 4,40307% ao semestre.

O valor nominal das ORTN em junho de 1974 é 86,91 e em dezem-
bro de 1974 é 105,41, donde a correcdo ter sido de 21,29% no periodo.

O novo saldo devedor é, pois:
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C,, = 1,2129 x 1.313,09 = 1.592,65

Portanto, a dltima amortizacdo deve ser:
Z =1.592,65
a qual deve ser paga com juros adicionais de
J=0,0440307 % 1,592,65 = 70,13
gerando uma dltima prestagdo de
P =1.592,65 + 70,13 = 1.662,78

Nota: o pobre do mutuario, que imaginava dever Cr$ 286,19 no
final do contrato, acaba tendo que pagar Cr$ 1.662,78, por razdes de
descompasso entre diversos indices oficiais de correcdo que sdo exa-
cerbados pela sistematica da tabela Price. Realmente, é pedir muito
das pessoas: o resultado prético foi a desmoralizagado do sistema finan-
ceiro habitacional e sua extingdo em 1985-1987, pelo ministro Funaro,

na presidéncia de Sarney.

Exercicio 5. Determine, por calculadora, os valores a seguir especi-
ficados para um empréstimo contratado em 29 de maio de 1973, de
Cr$ 200 mil, amortizaveis com taxa de juros de 9,875% a.a., em 20 anos,
em prestacoes mensais, com corre¢ao monetdria pelo Plano de Equiva-
|éncia Salarial, tanto com pagamentos pelo SAC como pela tabela Price.
O Plano de Equivaléncia Salarial (PES) utiliza o menor dos indices de

correcao da UPC e a do salario-minimo:
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a) Prestacdo, amortizacdo e juros do 1°, 14° e 15% prestagoes.

b) Saldo devedor apos o pagamento da 1, 14* e 15° prestacdes.

O valor em cruzeiros da UPC e do salario minimo (SM) sdo:

Quadro resumo para a questao 32

Data SM UPC
1.5.73 312,00 73,19
1.5.74 376,80 83,73
Variacao % 20,77 14,40

A primeira prestacao é paga 30 dias ap6s o contrato, ou seja, em
29 de junho de 1973, e a correcao monetaria €, pela legislacao, somente
efetivada 90 dias apds a data do novo salario minimo, portanto, a partir
de 1° de agosto de 1974. Dessa maneira, a 14° prestacdo, que vence
em 29 de julho de 1974, ndo sofre correcdo, mas a 15% que vence em
29 de agosto de 1974, ja tem correcado. A taxa de juros anual, dividida

por 12, fornece os juros mensais de 0,82291667% a.m. (aproximada

para oito decimais).
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Quadro 14: Comparacdo entre Price e SAC para
C,=200.000; i = 0,82291667% a.m. e n = 240 meses

Price SAC
n
Saldo Saldo
Amortizagao Juros Prestagdo Amortizagdo Juros Prestagdo
devedor devedor
1 | 199732,32 267,68 1645,83 1913,51 199166,67 833,33 1645,83 | 2479,16
196045,44 188333,34
14 297,77 1615,74 1913,51 833,33 1556,68 | 2390,01
s/correcao (s/corregdo)
224275,98 215453,34
(corrigido) (corrigido)
15 | 223932,52 343,46 1845,60 2189,06 214500,01 953,33 1773,00 | 2726,33

O PES utilizara a variacdo da UPC e ndo do salario minimo, visto

que o primeiro apresentou variagdo menor do que o segundo.

Pela tabela Price

Para a 1° prestacao

Pela calculadora,

i=0,82291667, n = 240 e PV =-200.000,00
dai que PMT = 1.913,51

Os juros sdo calculados sobre o saldo devedor

J,=0,008229167 x 200.000,00 = 1.645,83

e a amortizacao, por diferenca
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Z =P —J =10913,51 -1.645,83 = 267,68
E o saldo devedor no final do primeiro periodo é o principal menos
a amortizacdo do primeiro periodo
C,=C,-Z,=200.000,00 - 267,68 = 199.732,32
Para a 14° prestacao
Para achar J,, € necessario antes achar C,,
n=N-k=240-13=227, PMT =-1.913,51, mantido o mesmo i anterior
dai que PV =C, = 196.343,21
E os juros da 14° prestacdo sao
J,,=0,008229167 x 196.343,21 = 1.615,74
E a amortizacao
Z,=P,—-J,=1913,51 - 1.615,74 = 297,77
O saldo devedor antes da correcao é, pois,
C,, =196.343,21 - 297,77 = 196.045,44
Para a 15 prestacao
O valor do saldo devedor ap6s a correcdo de 14,40% e antes do
pagamento da 157 prestacao é

C,,=196.343,21 - 297,77 = 196.045,44
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e, portanto, os juros serao de
J,. =224.275,98 x 0,008229167 = 1.845,60
e a prestacao
P, =1.913,51 x 1,1440 = 2.189,06

eZ =P —J_=34346

15

O saldo devedor apds o pagamento da 15° prestacgao é:

C,=C,,—Z, =224.27598 — 343,46 = 223.932,52

Solugdo pelo SAC

Para a 1° prestacao

€, 200.000
H=iw=T"="00

= 833,33

e J, =0,008229167 x 200.000,00 = 1.645,83
P =7 +J =83333+ 164583 =2479,16

C, = 200.000 - 833,33 = 199.166,67

Para a 14° prestacao
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. . K
Determinando C13 por = {7 (1 - —}, onde k = 13, para deter-
n
minar J,,

€, = 200.000,00 (1 _ :TE:J) = 189.166,67 ¢

e portanto P, = Z,, + J,, = 833,33 + 1.556,68 = 2.390,01

o saldo devedor antes da correcdo é:

C,, = 189.166,67 — 833,33 = 188.333,34
Para a 15 prestacao
O valor do saldo devedor corrigido apos o pagamento da 14?

prestacao sera:

C,, = 188.333,34 x 1,1440 = 215.453,34

A nova amortizagdo para a 15% prestacdo, apds a corregao, sera
Z,. = 833,33 x 1,1440 = 953,33
e os juros corrigidos serdo de
J,.=0,008229167 x 215.453,34 = 1.773,00
e, portanto, a prestacdo apds a correcao é
P, =953,33 + 1.773,00 = 2.726,33

e o novo saldo devedor, apds a correcdo é
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C.=C,—Z.=215.453,34 - 953,33 = 214.500,01

A vantagem do SAC em relagao a tabela Price é clara: o SAC
tem menor saldo devedor que a Price, o que facilita aos mutuérios
que querem liquidar antecipadamente seus débitos (é claro que, em
contrapartida, as prestacoes iniciais do SAC sdo mais elevadas que as

prestacoes pela Price).



O poder dos juros compostos
e amorte inevitavel

Como dizia Benjamin Franklin, h4 duas certezas na vida: que todos
irdo morrer e todos irdo pagar impostos. Esta secdo se propde a estudar
0s mecanismos para se ter uma velhice tranquila, quando ndo se conse-
gue ou ndo se deseja trabalhar mais. Deixaremos os impostos para uma
outra oportunidade. E impressionante a relevancia dos juros compostos
e da poupanga continuada, para a sociedade em geral, e especialmente

para a aposentadoria e para uma velhice tranquila, ja que:

a) Valores depositados em uma conta para aposentadoria sdo man-
tidos por longos anos a juros compostos e os dep6sitos ocorrem por

toda a vida ativa do trabalhador;

b) Os juros compostos aumentam exponencialmente e sdo devi-
dos por toda a vida ativa e inativa, até o desaparecimento do tltimo

beneficiério.
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A conclusdo desta secdo é que: € importante poupar desde cedo na vida
ativa, nem que seja um pouco, porque o esforco de se poupar mais no final

da vida ativa serd maior e, muitas vezes, impossivel de ser concretizado.

As razoes da conclusdo anteriormente apresentada sdo explicitadas

adiante:

a) A tendéncia de queda da aposentadoria maxima do INSS é uma
constante na historia brasileira. Caiu de um valor equivalente a 20 sala-
rios minimos em 1963 para 5,8 vezes o salario minimo em 2022, ou
seja, todos aqueles que tém renda superior a este valor precisam de uma
complementacdo salarial para manter a renda ao nivel anterior. Consi-

derando uma vida ativa de 36 anos e juros reais de 6% a.a. tem-se que:

C, = (1 +1i)* = 8,15, ou aproximadamente 8

Ou seja, tudo que é poupado no comego da carreira vale 8, quando

da aposentadoria, 36 anos depois.

b) O trabalhador ndo deve se iludir pensando que podera aumentar
sua poupanca de maneira extraordindria nos tltimos anos de trabalho e
que isso sera suficiente para compensar poupancas nulas ou baixas do
comeco de sua vida produtiva quando ganhava pouco. Por uma razdo
muito simples:

O salério do trabalhador cresce pouco, no maximo 1,7% a.a.,

em relagdo ao ano-base — esse foi o crescimento, de 1820-1998, na renda
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per capita do Ocidente (Europa ocidental, EUA, Canada, Australia e
Nova Zelandia) e do Japdo, ai considerado o periodo aureo da Revo-
lucdo Industrial (séc. XIX), conforme Maddison (2001). E provéavel
que o futuro jamais venha a repetir esse ritmo de crescimento, ja que
fen6menos recentes de elevada produtividade (informatica e teleco-
municacdes) sdo eventos econdmicos histéricos palidos comparados
aos da revolucao industrial do século XIX. H4, ainda, um agravante:
o0s saldrios sdo baixos no Brasil e vao continuar baixos por muitos anos,
dai que para se ter uma reserva razoavel para a velhice é necessario
poupar, e muito, desde o inicio da sua carreira.

A renda per capita brasileira, no poder paritario de compra, era de
aproximadamente US$ 7.000 por ano, em 2001, conforme o Banco Mun-
dial (2003). Alguém que tivesse o dobro dessa renda teria US$ 14 mil
anuais (aproximadamente US$ 1.200 mensais), o que seria uma renda
excelente em 2001. Se essa pessoa desejasse formar uma reserva finan-
ceira que lhe possibilitasse 20 anos de uma boa aposentadoria, para si
e/ou seus dependentes, equivalente a 70%' desse salério, a precos de
de 2001, ou seja, de, US$ 9,8 mil anuais, como sera visto adiante, teria
que acumular um patriménio de US$ 112 mil quando na aposentadoria.
A hipétese de uma vida ativa de 36 anos, combinada com a hipétese de
inicio do trabalho aos 21 anos fornece uma expectativa de vida ao nascer

de 21+36+20=77 anos, bem acima da média brasileira que prevalecia

1 Alguns economistas usam 80% como percentual da renda que se deseja manter ap6s
a aposentadoria, mas o Brasil é um pais pobre e 80% parece generoso em demasia.
O sistema de seguro social americano possibilita, em média, apenas 40% do salario
dos tltimos trés anos do trabalhador, que é complementado com poupanga pessoal,
quase sempre existente sob a forma de fundos de pensdo, de seguros e da moradia
do trabalhador.
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em 1924, ja que para ter 77 anos em 2001, o trabalhador teria que ter
nascido em 1924. Em caso de falecimento, os anos que restam até que

se completem os 77 serdo de rendas para os herdeiros do aposentado.
P =0,7 x 14.000 = 9.800 (valor da aposentadoria)

n=20;i=6%

— i
CO_Pm:

C,=9.800 x 11,47 = 112.406

Uma aposentadoria de US$ 9.800 por 20 anos implica despesas de
US$ 196 mil. O poder dos juros compostos requer, no entanto, um patri-
monio, na aposentadoria, de apenas US$ 112 mil, ja que a reserva é
dissipada lentamente a razdo de US$ 9.800 por ano, mas estara sempre

rendendo juros reais de 6% a.a. sobre o saldo existente.

Grafico 10: Esquema de pagamentos de uma
aposentadoria de US$9,8 mil anuais por 20 anos

n =20 (20 anos de gastos ap6s a aposentadoria), i = 6% a.a. (taxa
prevista pela legislacdo brasileira, em termos reais, possivelmente
elevada em excesso dada a produtividade do estoque de capital fisico
ser bem mais baixa no Brasil; no mundo esta entre 2% a.a. e 4% a.a.

de acordo com o Banco Mundial) e C, = 112.



Capitulo 5 — O poder dos juros compostos e a morte inevitavel

Ha vaérias estratégias para se obter um patrimo6nio de US$ 112 mil
ao final da vida ativa, mas ndo se deve esquecer que os salarios somente
aumentariam 1,7% a.a. e que, portanto, no final de 36 anos de trabalho,
sdo, ainda, muito baixos para a média da populacao, ja que aumentariam

apenas 83%. Parai=0,017en =36
1 +i"=(1+0,017)*=1,83

Para um salario inicial anual médio de US$ 7 mil, em 2001, pode-
-se esperar apenas US$ 12.843 no final de 36 anos. Mesmo o trabalhador
que tinha, em 2001, o dobro do salario do trabalhador médio, teria uma
aposentadoria de US$ 9.800, que é apenas 76% do salario que o traba-
lhador ativo teria em 2037, ou seja, 36 anos apés 2001. A vida é dura.
Muito embora haja muitas expectativas otimistas dos trabalhadores, s6
se pode esperar aumento de apenas 83% no salario em 36 anos.

A primeira estratégia para a formacdo de um patriménio de
US$ 112 mil é constitui-lo somente nos anos de salario mais alto, diga-
mos, nos ultimos 12 anos de vida ativa (que sdo o dltimo terco de sua
vida ativa):

Grafico 11: Constituigdo de patrimonio com P de
poupanga s6 nos ultimos 12 anos de vida ativa

Para determinar a poupanca necessaria nos ultimos 12 anos de vida

ativa, usam-se as técnicas habituais da matematica financeira, ou seja,

239



240 O bé-a-ba da matematica financeira e dos juros — para universitdrios

deseja-se determinar uma poupanca anual de P por 12 anos, para se

obter US$ 112.406,00 no final da vida ativa.

em que:

n = 12 anos
i=6% a.a.

P = poupanga anual para obter C = 112.406 no 36° ano

112.406 = P x 16,8699412 . P = 6.663

[Para achar os valores de %‘ i dados n e i, basta utilizar a calcula-

— i) — —
dora, e como FV =PMT i’ fazendo-se PMT = 1, tem-se FV = = ]

Ora, poupar US$ 6.663 anuais por 12 anos entre o 25° e 0 36°
ano de trabalho, todo ano, é uma impossibilidade, ja que o trabalhador
ganha apenas US$ 7.000 no inicio de sua vida ativa e tera salarios de
US$ 10.491 no 24° ano, que aumentardo para US$ 12.843 no 36° ano,

ja que:

No 24° ano, [7000 (1 + 0,017)** ] = 10.491.
No 36° ano, [7000 (1 + 0,017)% ] = 12.843.

O trabalhador jamais podera poupar US$ 6.663 anuais, ja que seu
salario variara de US$ 10.491 a US$ 12.843, ou seja, sua poupanca

deveria estar na faixa de 52% a 64% de sua renda, o que é impraticavel.
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Conclusdo: o trabalhador que espera poupar o que necessita para
constituir um patriménio para sua aposentadoria somente no tltimo
terco de carreira estd muito enganado, ndo vai conseguir fazé-lo. E uma

estratégia falha.

Uma segunda estratégia, mais razoavel, seria comecar a poupar
alguma coisa desde cedo, de modo a criar habito de poupanga e um longo
fluxo de recursos. No inicio, a poupanca deve ser baixa, tanto absoluta,
quanto relativamente a renda, aumentando em termos percentuais, signifi-
cantemente, no meio da vida ativa e um pouco mais, ainda, no final da vida
ativa. Parece claro que o trabalhador somente consegue poupar com tran-
quilidade se o faz mediante um valor fixo por ano, por varios anos (e nao
alternativamente, com uma poupangca bruta variavel a cada ano, de acordo
com sua renda). Digamos que mantenha seus habitos de poupanga por

cada 12 anos, isto é, que mude a poupanca em cada da vida ativa.

Grafico 12: Constituicdo de patrimonio em todos os anos da vida ativa

Seja P a poupanga por ano até o 12° ano de vida ativa, P + O, do 13°
ano ao 24°ano e P + O + R, do 25° ano ao 36° ano, com juros de 6% a.a.
A taxa de juros de 6% a.a. é altissima, bem acima da taxa de cres-
cimento dos salarios (1,7% a.a.), e, possivelmente, ndo vai ser mantida
no futuro. Essa é mais uma razdo para se poupar hoje ainda mais, para se

aproveitar dessa bonanca, que ndo deve continuar por muito mais tempo.
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Entao:

em que: i = 6% a.a. e C = 112.406

Para achar os valores de %‘ i faz-se, sucessivamente, n = 36,
24 e 12 e i em uma calculadora e em FV = PMT% : faz-se PMT = -1,

e calculam-se os diversos %‘ o dai que:

C =119P + 510 + 17R = 112.406 1)

n

Assim, a poupanga feita em todos os 36 anos de vida ativa é mul-
tiplicada por 119 para a formag¢do do patrim6nio necessdrio para a
aposentadoria; ja a poupancga adicional iniciada no segundo terco da
vida ativa do trabalhador é multiplicada por apenas 51, ou seja, menos
da metade do valor anterior, e a poupanca adicional no final da vida
ativa é multiplicada apenas por 17, ou seja, pouco mais de 14% do
valor encontrado para poupanga de toda vida. Poupar s6 no final da vida
ativa — mesmo que a poupanca seja muito elevada — simplesmente nao
compensa a perda de rendimentos que resultam da poupanca a juros
compostos altissimos.

Observe que o salario médio anual é 7.000 no primeiro ano e que
cresce a uma taxa r = 1,7% a.a. e que é de 7.000 (1 + r)'? = 8.569 no
13° ano, 7.000 (1 + r)® = 10.315 no 24° ano e 7.000 (1 + r)* = 12.628
no 36° e dltimo ano da vida ativa. O salario cresce pouco, exceto para
alguns poucos que vao ficar miliondrios e que, obviamente, ndo pre-

cisam de previdéncia. E certo que a poupancga P deve ser baixa nos
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12 primeiros anos, ja que a renda é baixa, mas continua até o 36° ano,
com O adicionais entre o 13° e 24° anos e O + R do 25° ao 36° ano.
Note que P é multiplicado por 119 vezes — dada a forca simultanea dos
juros compostos e da antiguidade da poupanca inicial.

Ha uma infinidade de solugdes para a equagdo (1), mas o nivel de
salarios é um dado crucial. As solu¢des podem ser desenvolvidas por
uma equagao em que a taxa de poupanga aumenta de acordo com a
renda, em uma regra automatica. Mas o automatismo deve ser rejeitado
em favor do bom senso.

No comeco da vida, é dificil poupar mais do que 5%, ou seja,
0,05 x 7.000 = 350 anuais, mas isso, de acordo com a equagao (1),
é multiplicado por 119 e ja nos da 350 x 119 = 42 mil do total necessa-
rio de uma reserva de 112 mil, o que sugere que 5% da renda no inicio
é até elevado. Talvez seja melhor comecar moderadamente, digamos
com 4% da renda inicial, ja que é crucial criar o habito de poupanca,
ou seja, 0,04 x 7.000 = 280 anuais ou um patriménio de US$ 33 mil
aproximadamente (ja que 280 % 119 = 33.320). Observe o poder dos
juros compostos: US$ 280 acumulados sem juros por 36 anos fornecem
um patriménio de apenas US$ 10.080 e ndo os US$ 33.320 que se obtém
€om 0S juros compostos.

O subperiodo intermediario (13° ao 24° ano) deve ter um
aumento significativo na poupanca, uma vez que, além de prevalecer
por 24 anos com um multiplicador de 51, ja se tem uma renda bem
alta. No 24° ano, o salario ja é 10.315 e se pode pensar em uma pou-
panca mais alta, de 12% a 13% da renda, digamos de 12,2% (ou seja,
0,122 x 10.315 = 1.259), de modo que no 13° ano, o primeiro da nova

série, a taxa de poupanca seria a mais elevada, mas ainda razoavel de
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;‘I‘; = 0,15 do salério. Ou seja, O = 1.259 — 280 = 979, o que da um
patrimonio reserva adicional de 979 x 51 = 49.929. O que deve ser

adicionado entre o 25° e 0 36°ano é obtido como residuo na equacao (1):

17 R =112.406 — 33.320 — 49.929 = 29.157

ouR=1.715
Ou seja, no 25° ano a poupanga média é de 12;::] = 28,8% do
s ~ o qe e . ~ 2.974
salario, esta razdo vai diminuindo até o 36° ano para - Py 24%

do salario. Nao é brincadeira poupar nos ultimos anos da vida ativa
na faixa de 24 a 29% do salario, e mesmo esse indice que j4 é eleva-
dissimo sé é possivel de ser obtido quando se poupa desde o comeco
da vida ativa.

Em resumo: para obter uma reserva de US$ 112 mil ao final de
36 anos ativos, deve haver uma poupanca anual de US$ 280 até o
12° ano, de US$ 1.259 entre 0 13° e 24° anos e US$ 2.974 entre 0 25° e
0 36° anos. O poder dos juros se manifesta: o total acumulado sem juros
seria de US$ 54 mil e ndo US$ 112 mil conseguidos com juros de 6% a.a.

Pode-se, é claro, melhorar os resultados anteriormente apresenta-
dos. Mas ndo se deve buscar precisdo onde ela ndo existe. Programas
de computador com modelos mais complicados podem ser mais preci-
s0s, mas sao quase ridiculos, ja que dependem de numerosas hipéteses
(como o nimero de anos de vida ativa, nimero de sobreviventes, expec-
tativa de vida dos dependentes do trabalhador, aumento nos salarios
reais da categoria profissional, etc.), que tém uma margem de erro

extremamente elevada.
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Respostas dos exercicios a resolver — capitulo 2

Exercicio 1: Resposta
1.1 392,3285
1.2 9611,4597
1.3 2076,8243; 2631,1177
1.4.1 761,7292; 2
1.4.2 824,7292; 4
1.5.1 2197,6010
1.5.2 1262,2461
Exercicio 2: Resposta
2.1 7176,5538
2.2 371,2485
Exercicio 3: Resposta

3.1 200,0000; 200,0000; 408,1867

3.2 424,6775
Exercicio 4: Resposta

4.1 52,8711

4.2 268,9063

4.3 175,7719

44 936,6004; 474,9191

4.5 151,4577

4.6 103,9652

4.7 58,9193

4.8 56,6314; 20,000; 20,0000

4.9 40,3056

4.10 46,2009

411 6,4295

4.12 55,7767
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Logaritmos, derivadas
e elasticidades

6.1 Conceito de logaritmo

Conforme assinala Maor (1994), Neper introduziu, em 1614, o con-
ceito e o nome logaritmo em trabalho publicado originalmente em latim
como Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (Descrigdo do mundo
maravilhoso canénico dos logaritmos, em que o termo “candnico” sig-
nifica direito/regras e é oriundo da parte principal da missa cat6lica, que
vai do Santo a Consagracao). O termo logaritmo significa a proporcao
numérica — em grego antigo, logos (razdo) e arithmos (nimero), lati-
nizado por Napier (cujo nome em latim é Johannes Neper). A primeira
traducao do livro de Neper foi para o inglés, em 1616, seguida de
outra em 1626 para o flamengo (os holandeses eram os europeus com
melhores indices econémicos do inicio do século XVII, destacando-se
nas praticas comerciais) e, rapidamente, para as demais linguas euro-
peias. A primeira traducdo chinesa é de 1653, apenas 39 anos apés o

texto original, refletindo o elevado desenvolvimento da China a época.
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Neper ndo descobriu o nimero e, nem o conceito de base do
logaritmo, introduzido por Briggs, em 1624. A definicdo de logaritmos
que usamos hoje é de 1728 e é devida a Euler. Somente em 1737 Euler
provou que e é um numero irracional, e somente em 1879 Hermite pro-
vou que e é também um niimero transcendental, isto é, e ndo é a raiz
de uma equacdo polinomial de coeficientes racionais.

Os logaritmos foram extensivamente utilizados para facilitar os
célculos até meados da década de 1970, quando a popularizacao das
calculadoras eletrénicas os tornou obsoletos para calculos de niimeros
elevados. Mas continuaram sendo muito usados pelos economistas para
linearizar equagOes exponenciais e para graficos.

Conforme dito, o logaritmo de Neper foi modernizado, em termos

de linguagem, por Briggs em 1624 para a forma que hoje conhecemos:

Se,
N=10"

Entdo, o logaritmo de N, escrito como log N, é

log,,N=1L,log 10=1L

o que implica que
log ,10=1
Se,

N=10eL =log, N; entdo L = 1.
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L =log N da a mesma informagdo que N = 10" onde 10 ¢ a
base do logaritmo e L é o logaritmo decimal (Briggsiano ou comum
sdo outros nomes). Os logaritmos decimais eram muito utilizados em
matematica financeira, dada a facilidade de célculos, mas hoje, com o
aperfeicoamento das calculadoras eletronicas, usa-se mais os logaritmos

naturais, que facilitam os célculos infinitesimais.

6.1.1 Definicoes

A definicdo genérica de logaritmo parte de uma fungdo exponen-
cial @¥ = z.

A funcao inversa de @’ = z é tdo importante que tem o nome de
logaritmo de base a, tal que, y =log_ (z) & a* =z

A defini¢do fundamental de logaritmo é a poténcia a qual se deve
elevar a base para obter o nimero original.

Dai que,

a%*=zelog (a*)=z

Normalmente, abrevia-se e escreve-se log_(z) sem parénteses e/ou
sem mengdo da base, como em log_ z e log z.

O logaritmo é, portanto, o indice de poténcia pelo qual a base deve
ser elevada a fim de se obter um determinado nimero. Consequente-
mente, todo nimero positivo tem um unico logaritmo para uma base

>1. Como casos particulares, temos, por defini¢do:

a’=1lea'=a,entdolog 1=0elog a=1
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¢) As propriedades fundamentais dos logaritmos sdo, para qual-

quer base:
1.logaxb=1loga+logb
2.log =loga-logb
3.logp"=nlogp

Observe que a regra 3 inclui poténcia fracionada.

Assim,

!
log 3fp = logp? = 5 logp

log ”'F = log p’

| b2

logpr

e que, por decorréncia da regra 2, tem-se que:

1
|Ugr—1 =logl —logp =0—logp = —logp = logp™"

d) Propriedade fundamental para os graficos logaritmicos

A variacdo absoluta do logaritmo é igual ao logaritmo da variacao

relativa da variavel.

Sea=b(1+i)
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Logo,

a— b= Variagdo absoluta; = Variacdo relativa

Entao,

log a —log b =1log (1 + i)

Assim, para i = 0,10 em um grafico em que os logaritmos estdo
na vertical, a distancia entre 1,100 e 1,210 (diferenca relativa de 10%)
serd a mesma que a distancia entre 1,210 e 1,331 (diferenca relativa
de 10%), se expressa em logaritmos (a distancia é igual a 0,0413927).
Isso da uma melhor ideia da série (taxa de crescimento constante de
10%) como se vé no quadro adiante.

Por outro lado, em um grafico com escala linear, as diferencas
de distancias no eixo vertical podem ser iguais, por exemplo, entre 40
e 60 e entre 60 e 80, muito embora suas taxas de crescimento sejam
distintas — de 50% e de 33%, respectivamente — dai a desvantagem dos

gréficos lineares quando se estuda as taxas de crescimento, de juros, etc.

Se =(1+1i),entdo,log =log(1l+1i)

Ou seja, o logaritmo de uma propor¢ao com uma taxa de variagao

constante é o logaritmo da soma de 1 mais a taxa.
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Quadro 15: Variagdes absoluta, relativa e logaritmo de uma variavel

Variacio absoluta d Variagao Variagdo absoluta
ariagdo absoluta da :
n a g relativa Ina do logaritmo
n variavel a —a n \ n

nooTnel L..._]J' Ing -Ina,_,
0 1,000 - - 0 -
1 1,100 0,100 0,10 0,095310 0,095310
2 1,210 0,110 0,10 0,190620 0,095310
3 1,331 0,121 0,10 0,285931 0,095310
4 1,4641 0,1331 0,10 0,381241 0,095310
5 1,61051 0,14641 0,10 0,476551 0,095310
6 | 1,771561 0,161051 0,10 0,571861 0,095310

6.2 Derivada

Seja y = f(x), a derivada, isto é, a taxa de mudanca, é definida

como:

Para y = b*, se x aumenta em Ax, entdo:

dy
dx

Ay = prtdr

A
lim —
Ax—0 Ax

b* = b*(b%* - 1)
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Entdo,
d A BE(hA% — 1
Y - lirm 2 lim {—j
dx  ax-0Ax  Ax- Ax
Fazendo Ax = h, entdo,
dy I BB — 1)
dx  het h

Como o limite s6 envolve h, pode-se extrair b*,

dy . (b"-1)
— = h* lim——
dx =0

Prova-se, em textos de calculos avangados como o de Granville,
que para y = b¥,

dy _
- Kb~ 1)

dy
=K
tx Y

Ou seja, a derivada de uma funcdo exponencial é proporcional a
propria funcdo.

Um valor conveniente para simplificar a equagdo (1) é tomar a cons-
tante de proporcionalidade K como 1, ou seja, fazendo }1rra (14+hm=1,
f—

que é transformado em:
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bZH%Us+M% (2

T

B _ 1

A transformagao é simples: T1=1:.bh=1+he b=%14+h=(1+h)h
L lim 22 b =i h)
- = h
0go, para lim = tem-se Jtlf]&{l + h)

Fazendo em (2) = m, entdo quando h—0 = m — oo, dai que:

m

b= lim (1+—) =g
m

Ty =—=an

Ou seja, para

y=e*

dy_
dx

ef =y

Tomando-se a funcdo inversa de y = e, isto é, o seu logaritmo,

tem-se:
logy=xloge

Tomando uma base e para os logaritmos, expresso como “In”,

tem-se:

Iny=xIne

A funcdo e* é tdo comum que é simplesmente conhecida como
funcao exponencial. Sua aplicacdo permite concluir que a taxa de

variacao de uma quantidade é proporcional a prépria quantidade.
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Essa conclusdo é ttil para descrever varios fenémenos fisicos, econo-

micos, financeiros, demogréficos, etc., por exemplo:

1. Sendo T a temperatura no instante ¢, quando um corpo a temperatura
T, é colocado em um meio de temperatura T, 0 corpo tem sua tempera-

tura reduzida a uma taxa proporcional a (T - T,) no periodo ¢, ou seja,

dT . ™ ~
pr a(T —T1) ; que tem como solugdo:

T=T, 4 (Ty — Ty)e~™

que é a Lei de Newton para esfriamento de corpos fisicos.

2. A composicdo de um principal P a uma taxa continua r em um

periodo ¢ é:
S =Pe"

Onde S é o montante.

3. A variacdo temporal da populagdo (P) segue aproximadamente uma

taxa exponencial de x e t, segundo:

P=Pe"

0

Esses resultados sugerem ser de grande vantagem para a Fisica,
Economia e Demografia, em termos de simplificacdo de calculo, adotar

os logaritmos neperianos (e ndo os decimais) nas fun¢des exponenciais.
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Assim,

Parav = f(x)

d 1d
drln v= vdx (3)

Adotando-se a notagao de derivada de linha ("):
() =er
E que a derivada de (In x)" = J—If:

Se u (x) é diferenciavel em x, entdo por (3), temos:

u'x)

(nulx))” = w(x)

Ou seja, tomando-se a derivada da funcdo original dividida pela

propria fungdo, tem-se a derivada do logaritmo da fungdo original.
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A derivacao logaritmica é, particularmente, 1til para calculos com-
plexos: consiste simplesmente em igualar a derivada do logaritmo da

funcdo a proépria derivada dividida pela fungdo original.

Exercicio resolvido

s . . . ~ X
Exercicio 1. Determinar a derivada em relacdo a x de y = x°:

A forma mais simples consiste em resolver tomando-se os logaritmos
Iny=e*lnx

Derivando-se logaritmicamente o lado esquerdo pela férmula ante-

. 1w'(x)
rior

= (Inu(x])" e, o lado direito pela regra do produto:

(%)

1dy L d d o .1 .
;H_E E(lnx)+lnxa{e y=e ;+Inx€

d

c= ey (+ina) = e (G ins)
—=eg*y|l-+Inx|=e*x" |-+Inx
dx = Y\ c X

6.3 Musica e logaritmos

A Lei de Weber-Fechmer diz que se uma pessoa segurar pesos a
partir de um peso inicial (W) e colocar pesos adicionais até um peso W,
sentird uma sensacao de peso (s) proporcional ao aumento relativo do

peso e ndo ao peso absoluto. Assim:

257
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W ,
s=1uln ™ onde u & uma constante.
(1]

A lei aplicada a musica afirma que intervalos musicais iguais
(aumentos em diapasdo) correspondem a iguais aumentos em frequén-
cia (em ciclos por segundo). Os intervalos musicais correspondem a
proporcées de frequéncias, uma oitava corresponde a propor¢do de
frequéncia de 2:1, uma quinta de 3:2, etc. Assim, uma série de notas
musicais separadas por oitavas aumentam na progressao geométrica
1,2,4,8, 16...

Como resultado, a pauta (isto é, as linhas) em que as notas musicais
sdo escritas estdo em escala logaritmica em que a distancia vertical é

proporcional ao logaritmo da frequéncia.
6.4 Elasticidades e logaritmos

Se g = F(p) é a curva de demanda. A elasticidade-preco de

demanda (¢€) é definida como:

o |§'|&L§"

Isto é, a elasticidade é a relacdo entre a variagao relativa da quan-
tidade e a variagdo relativa do preco. Observe que a férmula ndo tem
sinal negativo, que, se colocado, daria uma elasticidade de demanda
positiva, o que é normalmente um absurdo em economia (com as exce-

¢Oes habituais dos bens de Giffen).
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A vantagem do uso da elasticidade é sua independéncia das uni-
dades monetéarias e das quantidades adotadas. Observe que € pode ser

escrita como

SN

Ou seja, € é a demanda marginal sobre a demanda média
A aproximacao infinitesimal da elasticidade é chamada elasticidade-

-ponto:

dqp
E=—=
dpg

~ - dq
Dadas as fung¢oes de demanda classica, em que ap <0, temos que

a elasticidade da demanda é definida como:

a) elastica—um bem cuja elasticidade de demanda estd entre— 1 e— 0.

b) inelastica — um bem cuja elasticidade estéa entre 0 e — 1.

Para um bem inelastico, o aumento dos precos implica aumento
da despesa; para um bem eldastico implica reducdo.

Assim a despesa E (p)

E(p) = pq = pF(p)

tomando a derivada

E’(p) = pF'(p) + 1F(p)
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Dividindo por F (p), que é uma funcgdo estritamente positiva

Elp) _ pFip

=t e = bl (13)

Se o bem é inelastico — 1 < € < 0, tem-se que € + 1 > 0 e, entdo,

E’(p) é positivo, entdo E(p) é uma funcdo estritamente positiva de p.

a) elasticidade de demanda constante

Uma curva de demanda g = Kp¢ tem elasticidade constante

tomando logaritmos:
Ing=InK+elnp

Entdo, em coordenadas logaritmicas, a curva de demanda é linear

com uma declividade igual a elasticidade constante &.

b) elasticidade da reta

Nunca é demais lembrar que a demanda linear tem uma elastici-

dade distinta em cada ponto da curva.

Seq=a-bp;a,b>0;
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dgp —bp —hp 1
F=——=—= = —

d a-=b _ 4

Pq q P o1 bp

Entdo, a elasticidade varia de acordo com o comportamento de p.
Eis exemplos de casos especiais,
Parap=0eq=a; e=0;
a
Parangeqzo;e=—oo

E a elasticidade unitéaria que é derivada de:

e entao
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A correcio monetaria
antesda TR

Os sistemas de indexacgdo utilizados nas décadas de 1960 e 1970 e
até a extin¢dao do Banco Nacional da Habitacdo e da correcdo monetaria
quando Dilson Funaro era Ministro da Fazenda (de 26 de agosto de 1985
a 29 de abril 1987) foram responsaveis parcialmente por alimentar a alta
inflacdo do periodo (242% em 1985, 80% em 1986 e 363% em 1987).
Até os dias atuais existem acdes judiciais sobre o assunto. E necessario

conhecer a correcdo monetaria, nas seguintes modalidades:

a) ORTN - em que o principal é estipulado em unidades de Obriga-
¢Oes Reajustaveis do Tesouro Nacional (ORTN), um titulo ptblico que
tem o seu valor reajustado mensalmente de acordo com valores de corre-
¢do monetaria fixados pelo governo, com base no indice geral de precos
(IGP) — disponibilidade interna, da FGV. Em diversas oportunidades,
nos periodos de alta inflacdo, o governo mudou a férmula de célculo
das ORTN, que nunca foi divulgada formalmente, retirando do IGP os
aumentos de precos considerados atipicos, como petréleo, mudanga de
célculo devido a planos econdmicos, etc. Alguns contratos previam varia-
¢ao do saldo devedor e da prestagdo na mesma propor¢ao das ORTN,
e outros s6 previam a variacdo das ORTN nas prestacdes. A ORTN foi

extinta formalmente pelo Decreto-lei n® 2.284, de 10 marco de 1986.
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b) UPC — que significa Unidade Padrdo de Capital, do antigo
Banco Nacional da Habitagcdo (BNH), inicialmente definida como sendo
igual a uma ORTN no primeiro més de cada trimestre e, posteriormente,
modificada, quando do término da ORTN, para indices baseados em
precos. O saldo devedor e a prestagdo eram corrigidos trimestralmente.
Tal sistematica foi usada em varios programas de construcao civil da
Caixa Economica Federal e do Banco Nacional de Desenvolvimento

Economico e Social (BNDES).

¢) Plano de Equivaléncia Salarial (PES) — em que a prestacdo e o
saldo devedor sdo corrigidos, respectivamente, pelo salario-minimo (ou
o indice da categoria profissional dos mutuérios) e pela variagcdo das
UPC no periodo. Os percentuais distintos sdo aplicados, simultanea-
mente, sobre o saldo devedor e a prestacao, entrando em vigor 60 dias
apos a divulgacdo do salario-minimo. Se, entretanto, o crescimento
dos precos fosse inferior ao dos salarios, o que raramente acontecia no
periodo de alta inflacdo, tanto a prestagcdo quanto o saldo devedor seriam
reajustados pela UPC. O PES apresenta uma particularidade extra: se a
variacdo do salério-minimo ou do salario da categoria profissional do
mutudrio for inferior a variacdo das UPC, tomar-se-a, como correcao
do saldo devedor, o indice de variacdo salarial. Nesse caso, as normas
do BC determinam que o pagamento da diferenca entre os saldos deve-
dores corrigidos pela ORTN e pelo salério seria coberto pelo devedor,
mediante um novo contrato com a institui¢cdo financeira, que deveria ter
um prazo igual a metade do prazo inicialmente contratado e ser pago

ao final do prazo contratado.



Anexo A — A correcdo monetdria antes da TR

O descompasso entre inflacdo (medida pela variacdo das ORTN)
e indices de correcdo monetéria foi, em boa parte, responsavel pela
faléncia do sistema financeiro habitacional nas décadas de 1970 e 1980,
quando se usou muito o PES. A correcao do saldo devedor era pelo
PES e o residuo gerado por eventuais diferencas entre o saldo assim
calculado e o saldo devedor efetivo (gerado pela variacdo das ORTN)
seria coberto, no final do contrato, por recursos de um Fundo de Com-
pensacdo de VariagOes Salariais (FCVS), com recursos orcamentarios.
O tal fundo jamais teve recursos suficientes e as institui¢des financeiras
credoras — basicamente o Banco Nacional da Habitacdo — simplesmente
perderam tanto dinheiro, que muitas delas abriram faléncia ou foram

extintas por lei, como foi o caso do BNH.

d) Correcdo salarial — pratica também permitida pelo Banco
Central. O indice de correcdo é a variacdo do salario de uma classe
profissional; eventuais diferencas entre o saldrio e os precos devem
ser estabelecidas contratualmente e devem ser pagas com um novo

empréstimo com prazo de até 50% do prazo original.

e) Corre¢do mista — estimava-se uma correcdo monetaria prefixada
sobre a qual seriam pagos juros. Ao final do prazo contratado, deter-
minava-se a diferenca entre os valores efetivamente pagos e aqueles
que deveriam ter sido pagos, sendo o residuo pago em um ntimero de
parcelas adicionais. Era permitido pelo Banco Central — para institui-
¢Oes financeiras — sendo também aplicado no BNDES, Caixa e Banco

do Brasil.
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ANEXOB

Tabelas financeiras

(nde 1a100;i=25%;i=3%;i=35%;i=4% e i=4,5%)
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O bé-a-ba da matematica financeira e dos juros — para universitdrios

Tabela 1: Valor futuro (C,) no periodo n: [C =C (1 +i)"eC =1]

Fonte: SMAIL, Lloyd Leroy. Mathematics of Finance. New York: McGraw-Hill, 1953.



Anexo B — Tabelas financeiras

Tabela 2: Valor atual (C,) de n prestagdes: _f_';| i

_ -1
T i+T

[Cog=Pa-nfieP =1]

Fonte: SMAIL, Lloyd Leroy. Mathematics of Finance. New York: McGraw-Hill, 1953.

271



272

O bé-a-ba da matematica financeira e dos juros — para universitdrios

Tabela 3: Valor futuro (C ) de n prestagﬁes:%‘ i

=@t e Ps— 2 elP=1]

Fonte: SMAIL, Lloyd Leroy. Mathematics of Finance. New York: McGraw-Hill, 1953.
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Em situag@es cotidianas, muitas vezes ndo sabemos se é melhor
pagar a vista com desconto de 2% ou pagar a prazo em trés paga-
mentos iguais sem juros. Este livro ensina que sé vale a pena pagar
a prazo se a taxa de juros do mercado no momento for acima de
2,05% a.m.

N&o adianta nada fazer célculos financeiros sem ter uma boa
sensibilidade para a grandeza dos juros compostos. Com um pouco
de prética e olho atento as tabelas deste livro, aprende-se com
facilidade qual a taxa de juros ao ano para os prazos mais comuns.
Em uma discussédo acirrada de juros ou na hora de decidir opcdes
de pagamentos, saber as taxas de cabeca é fundamental.

Para agucar a sensibilidade do leitor para o poder dos juros
compostos, apresentam-se trés tabelas financeiras — inclusive a
famosa tabela Price —, além do Sistema de Amortizagdo Constante
e do sinking fund. A calculadora financeira padrédo HP-12C é expli-
cada passo a passo, bem como o manejo do Excel e da popular
Cassio fx-82MS.

S3o discutidas a correcdo monetdria como € utilizada no Brasil
e a TR, seguidas por uma visdo de logaritmos, derivadas e elas-
ticidades. Finalizam a obra 32 exercicios resolvidos e uma farta
bibliografia para o leitor se aperfeicoar.
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