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Resumo

Nesta tese utilizamos distribuicoes hiperbdlicas generalizadas, que geram processos de
Lévy descontinuos, para modelar ativos brasileiros e aprecar derivativos. Depois apre-
sentamos as distribui¢oes Hiperbdlicas Generalizadas Multivariadas Afins e também a
utilizamos para modelar ativos brasileiros e aprecar derivativos. Sao utilizados dados de
acoes negociadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo, Taxa de Cambio de Reais por Délar
e Indices de Agobes internacionais. No final, utilizando medidas de qualidade de ajuste,
mostramos que as distribuicoes aqui apresentadas sao melhores para se modelar ativos e
que também proporcionam uma melhora no aprecamento de derivativos.

Palavras-chave: Distribuicoes Hiperbdlicas Generalizadas, Distribuicoes Hiperbodlicas
Generalizadas Multivariadas Afins, Aprecamento de Derivativos, Transformada de Ess-
cher.



Abstract

In this thesis we use generalized hyperbolic distributions, that are laws of Lévy processes
with jumps, to model Brazilian assets and price derivatives. Then we present the Mul-
tivariate Affine Generalized Hyperbolic distributions and also use it to model Brazilian
assets and price derivatives. We use data from stocks traded at Bolsa de Valores de Sao
Paulo, Exchange Rate of Reais by Délar and international Stock Indexes. At last, using
goodness of fit measures, we show that the distributions presented here are better in asset
modeling and in derivative pricing.

Keywords: Generalized Hyperbolic Distributions, Multivariate Affine Generalized Hy-
perbolic Distributions, Derivative Pricing, Esscher Transforms.
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CapriTuLO 1

Introducao

Desde que foram criados os mercados de acgoes tém-se tentado elaborar modelos que
explicassem o comportamento desses mercados. Bachelier (1900) sugeriu a aplicacao do
movimento Browniano, sendo o primeiro a tentar modelar matematicamente essa variacao
de precos. Seu modelo considerava que os incrementos nos precos dos ativos seguia uma
distribuicao normal.

Em seguida viu-se que esse modelo nao era adequado porque permitia a existéncia de
pregos negativos. Como alternativa, Osborne (1959) refinou o modelo original através da
utilizagao de uma exponencial nao estocastica de um movimento Browniano, formalmente
apresentada como modelo de aprecamento de agoes por Samuelson (1965), na verdade
estabelecendo que os incrementos nos logaritmos dos precos' seguiam uma distribuicao
Normal.

As hipéteses embutidas na modelagem de Bachelier e Samuelson implicam que as tra-
jetérias amostrais do processo estocastico em questdo sejam continuas quase certamente?
0 que por sua vez implicaria que nao ha saltos no processo.

O modelo mostrou-se entao nao-realista, pois a observacao empirica era de pregos
se movendo em saltos, principalmente se observado no intradia. As variacoes grandes
aconteciam muito mais freqiientemente do que o possivel para distribuicoes normais, por
conta de as distribuicoes empiricas serem mais leptocirticas do que a Normal.

Mandelbrot (1963) foi o primeiro a apresentar uma alternativa a modelagem de Ba-
chelier e Samuelson. Em seu trabalho, usando dados do mercado americano de algodao
ele modela os retornos logaritmos usando uma distribuicio estavel® com indice de estabi-
lidade menor que 2. Mesmo sem essa denominacao a época, ele modelou os ativos como
seguindo um processo de Lévy de salto puro. Infelizmente essas distribui¢oes possuem
variancia infinita e foram posteriormente refutadas pela evidéncia empirica.

A partir deste trabalho de Mandelbrot diversos autores tentaram modelar o retorno
dos ativos usando distribuicoes com caudas grossas* ou ainda combinacoes de processos
estocasticos que pudessem modelar os saltos observados nos precos.

Press (1967) modelou os logaritmos dos pregos dos ativos através de um processo
de Lévy que nao derivava de uma distribuicao estavel, mas que era resultante de um

INa verdade os incrementos nos logaritmos dos precos sao os retornos logaritmos dos ativos.

2Entende-se nesse contexto por quase certamente que o evento tem probabilidade 1, ou seja, ele é
verdadeiro a menos de um conjunto de medida nula. Para maiores detalhes ver Billingsley (1986).

3Nos capitulos seguintes detalhes sobre distribuicoes e processos estéveis sdo abordados.

4Entende-se por distribuicdo de cauda grossa aquela que possui as caudas mais grossas do que a da
distribuicao Normal
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movimento Browniano combinado com um processo de Poisson composto com saldos
distribuidos normalmente.

Madan & Seneta (1987) por sua vez, baseados nos dados de agoes australianas, mo-
delaram os pregos em logaritmo dos ativos financeiros usando um processo de Lévy com
os incrementos distribuidos de acordo com uma variancia-gama. Da mesma forma que as
distribuicoes a-estaveis, as distribuicoes variancia-gama geram um processo de Lévy de
saltos puros. Sua vantagem, com relacao as distribuigoes estaveis, é que possui, para algu-
mas escolhas de parametros, funcao geradora de momentos, o que facilita a modelagem,
principalmente no que concerne o aprecamento de derivativos.

Mais recentemente uma classe de distribuicoes denominadas Distribuicoes Hiperbdli-
cas Generalizadas (GH) foi utilizada para modelar dados financeiros. O desenvolvimento
dessas distribuigoes deve-se a Barndorff-Nielsen (1977). Ele aplicou a subclasse Hiperbo-
lica (Hyp) para modelar a distribuigao de graos de areia do Deserto do Saara submetidos
a um vento continuo.

Em seguida, em Barndorff-Nielsen (1978) o conceito foi generalizado para as Distri-
buigoes Hiperbdlicas Generalizadas Multivariadas (MGH). Desde seu desenvolvimento,
MGHs foram utilizadas em diferentes campos de conhecimento, como fisica, biologia® e
agronomia.

Eberlein & Keller (1995) foram os primeiros a utilizarem as distribui¢oes Hiperbdlicas
para modelar dados financeiros. Eles utilizaram a distribuicao unidimensional para verifi-
car seu ajuste a dados alemaes, mostrando que nesse caso a hipétese de que a distribuicao
dos ativos seria a Hiperbdlica nao poderia ser rejeitada.

Keller (1997) desenvolveu expressoes para aprecamento de derivativos e Prause (1999)
estendeu Eberlein & Keller (1995) e aplicou GH univariada e simplificacoes de MGH
para modelar dados financeiros, usando dados de agoes alemas e indices americanos. Ele
também trabalhou aprecamento de derivativos e medidas de Value at Risk.

No inicio dos anos 90, Blaesild & Sgrensen (1992) desenvolveram um programa de com-
putador chamado Hyp que foi utilizado para estimar os parametros subclasse Hiperbdlica
unidimensional , bidimensional e tridimensional. Prause (1999) em sua tese desenvolveu
um programa para estimar os parametros da MGH, mas a estrutura desses programas
nao esta disponivel gratuitamente.

Schmidt et al. (2005) na tentativa de melhorar a estimativa de modelos multivariados
sugeriu a adogao da distribui¢ado Hiperbdlica Afim Generalizada Multivariada (MAGH).
Sua principal contribuicao é desenvolver uma distribuicao multivariada que possui caudas
grossas e assimetria, mas que demanda muito menos esforco computacional para ser
estimada. Eles exploram as caracteristicas de dependéncia e comparam os resultados
empiricos e analiticos com MGH, testando com os indices alemao, francés, o Dow Jones
americano e o Nikkei japoneés.

Neste mesmo trabalho os autores nao relacionam a distribuicado MAGH com processos
de Lévy nem sequer fazem aprecamento de derivativos ou aplicagoes a Value at Risk.

Algumas aplicacoes para o mercado brasileiro foram feitas de forma a analisar se es-
sas distribuigoes se ajustariam bem aos dados. Usando o software Hyp, Fajardo et al.

SPara aplicacdes a outros campos de conhecimento sugerimos Blaesild & Sgrensen (1992)
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(2001) analisaram o ajuste de distribui¢oes Hiperbdlicas (subclasse das GH) univariadas
a algumas agoes e ao indice Ibovespa.). Fajardo & Farias (2004) e Fajardo et al. (2005)
verificaram o ajuste de distribuicoes GH univariadas a diversos ativos brasileiros e testa-
ram também aprecamento de derivativos e medidas de risco. Fajardo & Ornelas (2003)
utilizaram essas distribuicoes para aprecar opcoes de Indice de Depésito Interbancario
(IDI) instrumento negociado na Bolsa de Mercadorias e Futuros (BM&F). Mendes & Jr
(1999), Issler (1999), Mazuchelli & Migon (1999) e Pereira et al. (1999) usam o modelo
GARCH para estudar dados brasileiros.
Nesta tese sao feitas as seguintes contribuigoes:

e Estimacao da Distribuigao Hiperbélica Generalizada para dados Brasileiros (Capi-
tulo 3).

e Utilizagao da Distribuicao Hiperbdlica Generalizada para aprecamento de derivati-
vos nacionais (Capitulo 4).

e Caracterizacao da Distribuicao Hiperbdlica Generalizada Multivariada Afim como
distribuicao geradora de processo de Lévy (Capitulo 5).

e Estimagao da Distribuicao Hiperbdlica Generalizada Multivariada Afim para dados
Brasileiros.

e Desenvolvimento de metodologia para obtencao da convolucao das distribuigoes
Hiperbdlicas Generalizadas Multivariadas Afins (Capitulo 6).

e Criagao de um modelo de aprecamento de derivativos multidimensionais com base
em Movimentos de Lévy geométricos e distribuicoes Hiperbdlicas Generalizadas
Multivariadas Afins (Capitulo 6).

e Aprecamento de Opcoes de Spread e de Swaps utilizando o modelo desenvolvido
(Capitulo 6).

Desta forma, apresentamos a seguir a disposicao dos capitulos da tese: No capitulo 2,
que pode ser saltado pelo leitor familiar com processos de Lévy, apresentamos defini¢oes
bésicas, algumas propriedades e caracteristicas dos processos de Lévy Uni e Multivariados.

No capitulo 3 apresentamos a distribuicao Hiperbédlica Generalizada (GH) e estimamos
seus parametros para ativos brasileiros, fazendo um andlise do ajuste da distribuicao GH
e suas subclasses aos dados.

O capitulo 4 refere-se ao aprecamento de derivativos utilizando as distribuicoes GH
para dados brasileiros. No inicio do capitulo fazemos uma breve revisao sobre apreca-
mento de derivativos e no final comparamos as estimacoes com o modelo de Black &
Scholes.

No capitulo 5 apresentamos as distribui¢oes Hiperbodlicas Generalizadas Multivariadas
afins (MAGH), as caracterizamos como distribui¢oes infinitamente divisiveis e portanto
passiveis de serem geradoras de processos de Lévy, estimamos seus parametros e fazemos
algumas consideracoes sobre o ajuste a dados de indices de diversos paises.
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Por fim, no capitulo 6 construimos uma forma de obtermos a convolucao das dis-
tribuicoes MAGH, desenvolvemos férmulas de aprecamento de derivativos multivariados
(mais especificamente de opgoes de Spread e de Swaps) e por fim aplicamos o modelo
ora desenvolvido para o aprecamento de Opcoes de Spread de Telemar On x Telemar Pn
e para Swaps Dolar x Ibovespa, sendo este ultimo negociado em mercado de balcao na
Bolsa de Mercadorias e Futuros.



CAPITULO 2

Processos de Lévy

2.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos necessarios ao entendimento de modelagem
através de processos de Lévy. A grande parte dos teoremas e proposicoes segue o livro de
Sato (1999). Um leitor mais familiarizado com os conceitos concernentes aos Processos
de Lévy deve saltar este capitulo.

2.2 Processos de Lévy

Definicao 2.1. Um processo estocdstico X = (Xt)t>0 com valores em RY é um processo
de Lévy se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Xo =0 quase certamente.

2. X possui incrementos independentes, ou seja, X — Xs é independente de Fs para
qualquer 0 < sS<t < oo,

3. X possui incrementos estacionarios, ou seja, para qualquer S,t > 0 a distribuicao de
Xirs— X% nao depende de't.

4. X é estocasticamente continuo, ou seja, para todot >0e >0 : Iirq P(|Xs— X¢| >
S—
€)=0

5. Sua trajetoria amostral é continua a direita e limitada a esquerda quase certamente.

De fato, o item (4) ¢ implicado pelos outros itens (ver Protter (1995)).

Deve-se notar que a condigao (4) nao representa que a trajetéria amostral seja conti-
nua, pois isso de fato somente ocorre se o processo for Gaussiano! | mas que se estamos
no tempo t, a probabilidade de um salto no tempo t é O uma vez que nao ha incerteza no
presente.

A condic¢ao (5), conforme Sato (1999) nao necessita ser imposta, pois decorre das
condicoes (1) a (4).

IPara uma demonstracio de que o processo Gaussiano é o tinico com trajetérias amostrais continuas,

sugerimos Sato (1999), Matsuda (2005) e Applebaum (2004)
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Definigao 2.2 (Processo estocastico Cadlag). Um processo estocdstico (Xie[oe)) real,
num espacgo de probabilidade filtrado (Q,,%E[OM),P) é chamado de processo estocastico
continuo a direita e limitado a esquerda (Cadlag) se Wt € [0,T] :

1. O limite direito do processo a medida que S se aproxima de t por cima existe, ou
seja, "tm th = Xt+. O limite esquerdo do processo a medida que S de aproxima de
s—t,s>

Xs=X—.

t por baixo existe, ou seja, lim
s—t,s<t

2 X =X

De fato, essa definigao permite que ocorram saltos, pois nao exige que o processo seja
continuo a direita, apenas que tenha limite. Como exemplo de processo de Lévy que
nao possui saltos (ou seja, possui trajetérias amostrais continuas) temos o movimento
Browniano e como exemplo de processos de Lévy com saltos temos o processo de Poisson,
o processo de Poisson Composto e o processo Hiperbélico Generalizado?.

Definigao 2.3 (Salto de um processo estocastico). Um salto de um processo estocastico
no tempo t é definido como:

DX = X — X (2.1)

Um processo estocastico Cadlag pode ter um nimero finito de saltos grandes® e um
nimero contavel de saltos pequenos.

2.3 Processos Infinitamente Divisiveis

Os processos de Lévy sao gerados por distribuicoes infinitamente divisiveis, que sao defi-
nidas da seguinte forma:

Definicao 2.4 (Variavel Aleatéria Infinitamente Divisivel). Uma varidvel aleatdria X
com fungao densidade de probabilidade P(X) é dita infinitamente divisivel se, ¥n € N
existem N variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas Xp,Xp, ..., Xn
que satisfazem:

XL Xy +Xo+ ... + X (2.2)

Da mesma forma, P(X) é chamada de distribui¢ao infinitamente divisivel.

Como exemplos de distribuigoes infinitamente divisiveis temos as distribuicoes Hi-
perbdlicas Generalizadas (Barndorff-Nielsen 1977, 1978; Prause 1999), a distribuigao de
Poisson (Sato 1999), a distribuigdo Gamma (Matsuda 2005) e a distribuigdo Normal.
Como exemplo de distribuicoes que nao o sao temos: distribuicao Uniforme e Binomial
(Sato 1999).

Pode-se definir uma distribuicao infinitamente divisivel através de funcoes caracteris-
ticas.

2Nos capitulos seguintes mostraremos que a distribuicio Hiperbdlica Generalizada gera um processo
de Lévy.

3A definicdo de salto grande é arbitraria, sendo comumente estipulado como saltos maiores que 1.
Para maiores detalhes, ver Matsuda (2005), Sato (1999) e Applebaum (2004).
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Proposicao 2.1. Seja X uma variavel aleatoria com funcao densidade de probabilidade
P(X) e fun¢ao caracteristica @x(Uu), ela é infinitamente divisivel se VYn € N existem N va-
riaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (iid) X1, X, ..., Xn, cada uma
com a funcao caracteristica @, (U), que satisfazem:

P () = (@ (u)". (2.3)

Demonstracao. Suponha que XgX1+X2—|— ... + Xp, onde Xp,Xo, ..., Xy sao iid. Represen-
tando as varidveis aleatdrias por suas fungoes de distribuigao (Billingsley 1986), temos:

B((X) = P><1+X2+...+Xn(x>~ (2'4)

Aplicando a correspondéncia entre distribuicao de probabilidade e funcao caracteristica:

Px(U) = B+ 4% (U): (2.5)

Como as variaveis Xp,Xo,...Xn sao independentes, a funcao caracteristica da soma é a
multiplica¢ao das fungoes caracteristicas (Billingsley 1986):

P (U) = @y (U) X P (U) X . X @, (U) (2.6)

. Como as variaveis Xp,Xo,...Xn sao identicamente distribuidas, a funcao caracteristica
delas possui o mesmo formato (Billingsley 1986):

o () = (g (W)™ (2.7)

Cabe aqui a observacao de que as variaveis Xp, Xp,...Xn nao precisam ter a mesma dis-
tribuicao que X, tanto que como exemplo temos a distribuicao Gama que é infinitamente
divisivel com distribuigoes exponenciais de X1, Xo, ... Xp.

Proposigao 2.2. Seja (Xte[o,oo)) um processo de Lévy real num espaco de probabilidade
filtrado (Q, Fic(0.0), P), entao, X tem uma distribuicao infinitamente divisivel vt € [0, T].

Demonstracao. Considere uma realizacao X no tempo t. Particione o tempot em ne N
intervalos usando tj =i(t/n). Uma realizacdo X pode ser considerada como a soma de
n € N incrementos:

X = (th_xto)"’(th_xto>+---+<xtn_xtn_1)- (2'8)

Como (Xte[o,oo)) ¢ um processo de Lévy, os incrementos sao iid. Logo a funcao caracteris-
tica de X; pode ser escrita como:

P (U) = (@ —x_1 (W)™ (2.9)
Logo, a distribuicao de X; ¢ infinitamente divisivel. n

Analogamente, se tivermos uma distribui¢ao infinitamente divisivel (P), podemos ge-
rar um processo de Lévy cuja distribuicao dos incrementos siga P. Para maiores detalhes,
veja Sato (1999).
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2.4 Representacao de Lévy-Khintchine

Teorema 2.1 (Representacao de Lévy-Khintchine). Seja (Xieo,w)) um processo de Lévy
em ]Rd, entao sua func¢ao caracteristica pode ser escrita como:

@ = E[exp(i(z%))] = expt¥(2)), z€ R

com ¥(z) = —%(z,Az> +i(y,2) + /Rd(exp(i<z,x>) —1-(z,X) L jx<1)¢(dx).

onde A é uma matriz simétrica definida nao-negativa d x d, y € RY ¢ ¢ é uma medida
de Lévy, que é uma medida positiva em R9\{0} satisfazendo:

min(|x|2,1)¢(dx) <
oo TR () <

Corolario 2.1. Se E[|Xq]] < o0, ou equivalentemente, / IX|£(dX) < o temos que:
X<1

Y(z) = —%(z,Az> +i(y0,2) +/Rd(exp(i<z,x>) —1)¢(dx)

onde o vetor Y, nesse caso, chamado de drift do processo X é dado por:

Yo=Y+ /_wX1|x|§15(dX)

Demonstragao: Ver Sato (1999) e Applebaum (2004).
Um caso particular do teorema anterior, especificando para o caso unidimensional é:

Teorema 2.2 (Representacao Lévy-Khintchine dos processos de Lévy). Seja P(X) uma
distribui¢ao infinitamente divisivel Real. Entao, sua fungao caracteristica @ (u) é dada,
Yu e R, por:

M (u) = exp(tyx (u)), (2.10)
onde Px(u), chamado de expoente caracteristico, ou ainda, fun¢ao log-caracteristica, é
dado por:

2 00
WPx(u) = —A%+iyu+ exp(iux) — 1 —iux1pl(dx), (2.11)

onde D = {x: |x| <1}, A é uma constante tinica nao negativa, y é uma constante tinica
em R e/ é uma medida tnica em R satisfazendo:

({0}) =0 e / Z min{|x|2, 1}£(dx) < co. (2.12)

Demonstragdao. Veja Sato (1999). n
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Teorema 2.3. [Representacao Lévy-Khintchine dos processos de Lévy| Considere uma
fun¢ao caracteristica @x(U) de uma distribui¢ao de probabilidade P(X). Se existir uma
tinica constante nao negativa A, uma tnica constante real Y, e uma iinica medida Real ¢
satisfazendo:

(iop=oc | Z min{ |12, 1}£(dx) < eo, (2.13)

que resulta numa funcao caracteristica da formas:

M (u) = exp(tyx (u)), (2.14)

onde:
A © . .
Px(u) = —7+|yu+/ (exp(iux) — 1 —iuxlp)¢(dx), (2.15)
entao, P(X) é infinitamente divisivel, e portanto, gera um processo de Lévy.
Demonstragdao. Veja Sato (1999). n

Logo, podemos ver que todo processo de Lévy, e conseqiientemente toda funcao de dis-
tribuicao infinitamente divisivel, pode ser plenamente definido através de trés parametros.
A essa terna denominamos terna de Lévy.

Definicao 2.5 (Terna de Lévy). Um processo de Lévy é unicamente definido por uma
terna (A,Y,¢) onde A é uma matriz simétrica definida nao-negativa d xd, y € RY e ¢ é
uma medida de Lévy, que é uma medida positiva em R9\{0} satisfazendo:

min(|x|2,1)¢(dx) <
Joo AP )60 < o

também chamada de medida de Lévy.

Um caso importante de processos de Lévy multivariados acontece quando as coorde-
nadas do processo (Xte[om)) e RY sdo processos independentes, ou seja, as margens da
distribuicao multivariada que governa o processo sao independentes. Nesse caso, Sato
(1999) mostra que:

d
W)= Wil(z)
k=1
onde Wi é o expoente caracteristico da coordenada K de X;, dado por:

W2 = — 57 I [ (X012 — 1 120Xy ().

onde £(T) = / ¢(dy).

{yeRd:y €T}
Isso ocorre se e somente se A é uma matriz diagonal e a medida ¢ possui suporte no

conjunto {x € RY: 1_, xc = 0} (Sato 1999).
No caso unidimensional, a terna reduz-se a:
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Definigao 2.6 (Terna de Lévy). Um processo de Lévy é unicamente definido por uma
terna (A, y,0) onde, A é uma constante nao negativa também chamada de variancia Gaus-
siana; Y é uma constante real sem valor intrinseco, ¢ é uma medida Real satisfazendo:

({0})=0e / : min{|x|2, 1}4(dx) < o, (2.16)

também chamada de medida de Lévy.

A medida de Lévy procura medir o nimero esperado de saltos do processo, logo se
tivermos um movimento Browniano, cujas trajetorias amostrais sao continuas, a terna de
Lévy se resume a (A,0,Y).

Teorema 2.4. Toda distribuicao infinitamente divisivel pode ser obtida como um limite
fraco de uma seqiiencia de distribui¢oes de Poisson compostas. Isso significa que todo
processo de Lévy pode ser obtido como um limite fraco de uma seqiiencia de variaveis
aleatorias Poisson compostas.

Demonstragao: Ver Sato (1999).

2.5 Decomposicao de Lévy-Ito

Teorema 2.5 (Decomposicio de Lévy-Ito). Seja um processo de Lévy (Xic[o.0)) Real
com terna de Lévy (A,£,y) definido num espago de probabilidade filtrado (Q, Fc[g e, P)-
A decomposicao de Lévy-It6 diz que:

1. Seja Ix = J(A, w) a medida de saltos aleatdérios no tempo t de um processo de Lévy
(Xiejo,w)) que contém a informagao do momento e do tamanho dos saltos, e que
o tamanho dos saltos pertencam ao conjunto de Borelianos. Entao, Jx tem uma
distribui¢ao de Poisson com média ¢(dx)dt.

2. Toda trajetoria amostral de um processo de Lévy pode ser representado como uma
soma de um processo de Lévy continuo (processo de Wiener) e um processo de Lévy
descontinuo:

X (@) =X (@) + X0 (w). (2.17)

3. A parte continua do processo possui terna de Lévy (A,0,y). Isso significa que a
parte continua é um movimento Browniano com drift:

XE(w) = Y+ VAB = yt + 0B, (2.18)

)

onde Var[XE(u)] = At = g?t, vindo daf o nome de variancia Gaussiana para o para-
metro A.
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4. A parte descontinua XP(w) é um processo de Lévy com terna (0, < ,0) que é a
definicao de um processo de Poisson composto. A parte descontinua XtD(a)) pode
ser decompostas em uma parte com saltos grandes X-(w) e uma parte limite a
medida que € — 0 de saltos pequenos compensados )N(ts(w).

Definimos saltos grandes aqueles cujo tamanho absoluto seja maior que 1 e saltos
pequenos aqueles com tamanho absoluto entre € € R™ e 1.

A parte de saltos grande XtL(w) é uma soma de saltos grandes durante o intervalo
(0,t] e X-(w) ¢é finito quase certamente porque processos de Lévy possuem niimero
finitos de saltos grandes, pela definicao de medida de Lévy:

P(XH(w) <) =P ( AXF (@) < oo) =1 (2.19)

o<r<t

A parte de pequenos saltos compensados tem o requisito de serem saltos com-
pensados devido ao fato de saltos nao compensados nao convergirem (Sato 1999).
Logo, se X>(w) é um processo de Poisson nao compensado:

XSw) = T AX(w) = / xJy(ds x dx, o) (2.20)

odr<t se(0t],e<Ax|<1
Devemos compenséd-lo pela sua média £(dx)ds:

X3 (w) = X (w) — £(g < dx < 1)dt, (2.21)

Y

que faz )N(ts(a)) tornar-se um martingal®, e o processo convergir quando € — 0, sendo
0 novo processo uma soma compensada de pequenos saltos no intervalo (0,t)]:

RSw) = T ARS(w) = / x(dsx dx, ) —xl(dx)ds  (2.22)

05T<t se(0t],e<A|x|<1
)

que converge quase certamente.

5. Os processos continuo (Browniano com drift) e descontinuo (Poisson composto) sao
independentes.

Demonstragao: Ver Sato (1999).

4Para maiores detalhes sobre Martingais, sugerimos Ross (1983) e Kannaan (1979).
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2.6 Medida de Lévy

Definicao 2.7 (Medida de Lévy). Seja (Xic[0,0)) um processo de Lévy com terna (A, L,Y)
definido num espaco de probabilidade filtrado (Q,f/\tg[o,m),P)- A medida de Lévy ¢ é
definida como uma iinica medida positiva em R que mede (conta) o niimero esperado de
saltos de tamanho S por unidade de tempo:

0(S) = E[#{t € [0,1] : A% = X — X # 0,A% € S}. (2.23)

Essa medida de Lévy mede o nimero de saltos esperados, sejam eles pequenos ou
grandes. Por definicao, a medida de Lévy satisfaz as seguintes condicoes:

L. £({0}) =0;
Hoo
2. / min{|x|2, 1}£(dx) < o
De fato a condicao (2) pode ser dividida em duas partes:
/ #(dx) < oo, (2.24)

que determina que o nimero de saltos grandes seja finito® e na condicio:

/x<1 1X126(dx) < o, (2.25)

que significa que uma medida de Lévy precisa ser quadrado-integravel ao redor da
origem, isso também implica que é possivel se ter um processo de Lévy com numero
esperado de saltos pequenos por unidade de tempo infinito.

Se a medida de Lévy é 0, temos um movimento Browniano, pois as trajetérias amos-
trais nao possuirao saltos e serao continuas.

Caso a medida de Lévy tenha uma integral finita, dizemos que o processo de Lévy
¢é do tipo Atividade Finita, e tanto o niimero esperado por unidade de tempo de saltos
pequenos como de saltos grandes serd finito.

Caso a medida de Lévy tenha integral infinita, o processo de Lévy é dito de Atividade
Infinita, representando que o niimero esperado de saltos pequenos por unidade de tempo
¢ infinito e o de saltos grandes finito.

2.7 Outras propriedades dos processos de Lévy
Definigao 2.8 (Processo de Lévy Simétrico). Um processo de Lévy (Xic(0,0)) num espago
de probabilidade filtrado (Q, Zic(0.0),P) ¢ dito simétrico, se ele satisfaz:

d

(%) =(=X). (2.26)

5Perceba que a arbitragem de 1 como separado de saltos pequenos e grandes nao afeta os resultados
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Teorema 2.6. Seja (X{G[O,OO)) um processo de Lévy definido num espaco de probabilidade
filtrado (Q, Fic(0), P). Entéao a fungao de transicao (distribuigao) dos processos de Lévy
satisfazem, para 0 <t <u<v < oo:

Rv(X,B) =Poy—t(0,B—x), (2.27)

ou seja, os processos de Lévy sao uma subclasse de processos de Markov com fungoes
de transicao homogéneas no tempo e no espago. O contrario também é verdade.

Demonstragao. Veja Sato (1999). "

Uma propriedade importante dos processos de Lévy, diz respeito a transformacgoes
lineares de um processo de Lévy.

Teorema 2.7. Considere um processo de Lévy (Xte[o,oo)) num espaco de probabilidade
filtrado (Q, Zicjo,w),P) com terna (Al,y). Seja ¢ uma constante em R. Entao uma
transformacao linear do processo original (CX[G[OJ-]) é também um processo de Lévy cuja
terna (Ac,/c, Ye) é dada por:

Ac = C’A
¢

-
R R\{0}

400
be = cb+/ cx (exXLiy<1 — XLx<1) £(dx)

Demonstragdao. Ver Sato (1999). n

Em alguns momentos, ¢ importante se trabalhar com processos de Lévy independentes,
e o teorema abaixo trata disso.

Teorema 2.8 (Independéncia de processos de Lévy). Considere um processo de Lévy
nao Gaussiano® bidimensional (Xte[O,T]7Yte[O,T]) num espag¢o de probabilidade filtrado
(Q, Ztc(0.0), P) onde a terna de Lévy é (0,4,y). Entao X e Y; sao independentes se e
somente se o conjunto {(X,y) : Xy = 0} contém o suporte da medida de Lévy . Ou seja,
eles sao independentes se nao saltam conjuntamente.

Demonstragdo. Ver Sato (1999). n

Além disso, podemos definir como funciona a soma de processos de Lévy indepen-
dentes. De acordo com Cont & Tankov (2004), um processo resultante da soma de dois
processos de Lévy independentes também é um processo de Lévy. Isso facilita quando
precisamos fazer o aprecamento de ativos.

6Entende-se por processo ndo Gaussiano aquele processo de Lévy que possui terna (A=0,4,y)
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2.8 Movimento Browniano

Um dos mais importantes processos de Lévy conhecidos é o chamado movimento Browni-
ano. Inicialmente definiremos um movimento Browniano padrao, em termos de processos
de Lévy.

Definicao 2.9 (Movimento Browniano Padrao). Um processo de Lévy (X)) defi-
nido num espago de probabilidade filtrado (Q, Zic[o,w),P) ¢ denominado um movimento
Browniano padrao se a funcao de distribuicao que governa o processo é uma distribuicao
Normal(0;t). Ou seja, os incrementos do processo seguem uma distribuigao Normal(0t).

O movimento Browniano também é chamado de processo de Wiener. Esse processo é
estocasticamente continuo e sua trajetdria amostral é continua quase certamente (Karlin
& Taylor 1975).

Definicao 2.10 (Movimento Browniano com Drift). Seja (Bic(0,0)) um movimento Brow-
niano padrao num espago de probabilidade filtrado (Q, Zc[g,w), P). Entao um movimento
Browniano com drift é um processo estocastico Real definido como:

(Xte[0,00) = (Ht+ OBiejpe)), (2.28)

onde g4 € R é chamado de drift (tendéncia) e 0 € Rt é chamado de parametro de
difusao (volatilidade).

A distribuicao que governa o movimento Browniano com drift é uma Normal (ut, gt).
Suas trajetérias amostrais sao continuas quase certamente (Karlin & Taylor 1975). Con-
forme explicado anteriormente, um movimento Browniano (com ou sem drift) possui terna
de Lévy (o 2.0, M), uma vez que nao possui saltos na trajetéria amostral (é continuo com
probabilidade 1).

As trajetérias amostrais do movimento Browniano com drift possuem variacao infinita
em qualquer intervalo finito [0,t], isto é:

Nn—oo

P ( lim supil|X(ti) —X(ti—1)| = oo) =1 (2.29)

De maneira intuitiva, a propriedade de variacao infinita significa que as trajetorias
amostrais sao muito oscilatérias.

Outra propriedade das trajetorias amostrais do movimento Browniano com drift é que
elas possuem variagoes quadraticas finitas em [0,t] e convergindo para gt com probabili-

dade 1:

P (Aiinwsupi|x(ti) —X(t_)P=0%t < oo) =1 (2.30)

Para demonstragoes dessas propriedades ver Sato (1999), Karatzas & Shreve (1991) e
Rogers & Williams (2000).
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A funcao caracteristica do movimento Browniano pode ser calculada utilizando-se
duas abordagens. A primeira consiste em calcular a transformada de Fourier:

o (U) = FPX)]= /Zei”XP(x)dx
_ * 1UX 1 (X_“t)z
= /_weF TR exp{—iza2t }dx (2.31)

(. aztuz)
= exp(iputu— > )

A segunda forma consiste em utilizar a representacao de Lévy-Khintchine. Lembrando
que o movimento Browniano com drift possui terna de Lévy (A= 02 ¢ =0,y = ), seu
expoente caracteristico é dado por:

2

Px(u) = —A%+iyu+ /_oo (exp(iux) — 1 —iuxlp)£(dx)
o2u?
= —7+i[,lu, (2.32)

logo a funcgao caracteristica é expressa como:

2t u2

@x (U) = exp(tyx(u)) = exp(— + iutu) . (2.33)

Teorema 2.9. Seja (Bycjge)) um movimento Browniano padrao definido num espago
de probabilidade filtrado (Q, #icj0w),P). Entao, um movimento Browniano com drift
(Xe0,0) = (ut +0 Bte[o,oo)) nao é um martingal’ continuo com relacao ao filtro Fte(0.0)
e a medida de probabilidade P.

Demonstracao. Por definicao, (X{G[O,OO)) é um processo nao-antecipado com média finita
E[X] =E[ut+ 0Bt] = ut < o para Vt € [0,0) e y € R. Temos também que:

X = X+ /t " dx,. (2.34)

Temos entao que:

EX|A] = E[><t+/t“dxv ﬁft} :E[xt|%]+E[/t”dxv %]
= E[XyF] =X+ u(u-1). (2.35)

"A definicdo formal de Martingais estd na definicdo 4.5
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Corolario 2.2. Um movimento Browniano padrao é um Martingal continuo.

Demonstra¢ao. Um movimento Browniano padrao tem 4 = 0, logo, da demonstracao do
teorema, temos que:

EXu[A] =X+ p(u—t) = %. (2.36)

Corolario 2.3. Um movimento Browniano com drift corrigido pela tendéncia é um Mar-
tingal continuo.

Demonstracao. A esperanca condicional ao tempo t de um movimento Browniano com
drift corrigido pela tendéncia é:

E[Xu— pu|F4] = E[Xu|F4] — pu =X + p(u—1t) — pu= X% — pt. (2.37)
|

Proposigao 2.3. Se X ~ Normal (ut, 0t), entao, para qualquer 8 € R, temos que:
1
E[exp(6X)] = exp(@ut + éezazt) : (2.38)

Demonstracao.

Elexp(6X)] — /ooexp(QX) ! exp(—w)dx

~ V2no2t 20
° 1 —0X20% + X2 —2X ut 4 pt?
= / exp| — + Hi+H dX
—w /271102t 202t
e 1
B /—oo V2mo2t

(852 2_ (952 2 122
xexp(—(x (90t+ut))202(t60t+ut) + et )dx

B (602t + ut)? — p?t?
B exp( 204

X/w 1 exp(_(x—(eozt+ut))2)dx

V2mno?t 202t
_ (80°t +pt)* — p’t®\ 1o
= exp( e =exp( Out + 26 ot |. (2.39)

Essa proposicao ajuda a demonstrar o teorema a seguir:
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Teorema 2.10. Seja (Bycjge)) um movimento Browniano padrao definido num espago
de probabilidade filtrado (Q,L%e[o’w), P). Entao, para todo 6 € R, a exponencial de um
movimento Browniano definido como:

Z = exp(GBt - %ezt) , (2.40)

¢ um martingal continuo com relagao ao filtro Ficg.w) ¢ & medida de probabilidade P.

Demonstracao. Inicialmente percebe-se que (Zte[o,oo)) ¢ nao antecipado porque o movi-
mento Browniano (Bic|p.w)) ¢ ndo antecipado. Em segundo lugar, sua média ¢é finita:

E[z] = E [exp(@&—%@zt)]
= E [exp(GBt)exp(—%eztﬂ (2.41)
1 2
= exp —59 t | E[exp(6B)].
Usando a proposicao anterior, temos que:

ElZ] = exp(—%@zt) exp<%92t) =1 (2.42)

Pela definicao de Z;, temos que VO <t <t+h<oo:

(20 7i] = E [exp(emh— %ezmh)) \%] | (2.43)

Agora vamos multiplicar exp(6B; — 8B;) = 1 dentro do operador de esperanca:

[ 1
ElZenl i)~ € |exp 08— 08 exp( 68k 3%+ ) |7
= E eeBte_eBteeBHhexp(—%Gzt) exp(——ezh)’ t}

= E exp(GBt —GZt) exp( (Bt+h—Bt)—§62h) )fft} (2.44)

Pela independéncia dos incrementos do movimento Browniano:

E[Ze.1| 7] = E [exp(ea - %ezt) \%} E {exp(e)(BHh— By - %ezh) \%} - (245)

Como B; é #i-adaptado:

E[Ziin|#] = exn<98t - %Gzt) E {eXp(9<Bt+h —B) - %Gzhﬂ : (2.46)
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Pela definicao de Z;:

EZen 7] = AE[expw(BHh—a))exp(—%ezh)]

1
~ ziexp( -~ 56% ) Elexp(B(Brin - B (2.47)
Como Biip— Bt ~ Normal (O, h):
E(Zin|-%] = Z exp(—%ezh) exp<%92h> =Z. (2.48)
|

2.9 Processo de Poisson

Outro importante tipo de processo de Lévy é o chamado Processo de Poisson:

Definigao 2.11 (Processo de Poisson). Um processo Poisson (Nicjo.)) com intensidade
A € R" definido num espaco de probabilidade (Q,ffte[o’w),P) é um processo de Lévy
satisfazendo:

1. N segue uma distribuicao de Poisson com intensidade At

2. Suas trajetorias sao fungoes escada Cadlag nao decrescentes com saltos de tamanho
1 com probabilidade 1.

A condigao (1) implica a condigao (2).

Definigao 2.12. Seja (Xic[0.0)) um processo de Lévy real com terna (A, £, Y) definido num
espago de probabilidade (€, Zic[g.w),P). Entao, (Xc[0,0)) ¢ um processo de Poisson com
intensidade A € R™ se ele satisfaz as seguintes condicoes:

1. A=0.
2. y=0.
3. Sua medida de Lévy é dada por:
0(X) =A0(x—1), (2.49)

onde 8(X— 1) é uma funcao delta de Dirac satisfazendo:

. )
0 caso contrario

S(x—1) = {5(0) sex=1 (2.50)
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O0(X—1) é um pulso com altura ilimitada e largura 0, com integral 1:
/ S(x—1)dx=1. (2.51)

A funcao delta de Dirac é a funcao de densidade de probabilidade de tamanhos de
saltos para processos de Poisson porque eles apenas tém um tipo de salto, que sao os
saltos de tamanho 1. Como a medida de Lévy mede a taxa média de chegada de saltos,
ela somente ¢é definida para X =1 pois a medida de qualquer outro tamanho de saltos é
0. Como num processo de Poisson a taxa média de chegada dos saltos é A, multiplicamos
a funcao delta de Dirac pelo A:

/°° ((x)dx = /m AS(x—L)dx = A /m (x—1)dx = < oo. (2.52)

A funcao caracteristica do processo de Poisson pode ser obtida através do uso da
representacao de Lévy-Khintchine:

2

Wx (u) = _A7u +iyu+ /_oo (exp(iux) — 1 —iux1p)#(dx), (2.53)

como a funcao apenas possui saltos de tamanho 1, a parte de saltos pequenos pode
ser desprezada apenas mudando o ponto de truncagem. Logo, temos que:

Wy (u) = /_Z(exp(iux) _DAS(x—1)dx=A(dI—1). (2.54)

Para ver o tltimo passo, basta lembrar que a fun¢ao 0(X— 1) somente esta definida
para X =1 e portanto neste ponto ela integra 1 e a exponencial vira €Y. Portanto, a
funcao caracteristica pode ser expressa como:

@ (u) = exp(tA (€Y —1)). (2.55)

Teorema 2.11. Um processo de Poisson (Xc[o,w)) com intensidade A € R™ definido num
espago de probabilidade (Q, #ic(0,0),P) nao é um Martingal.

Demonstracao.

EXu#] = E[X+Xut|F] =EX|F]+E[Xu-t|F]
X +EXut|F] =X +A(U—t) # X. (2.56)

Teorema 2.12. Um processo de Poisson compensado ()N(te[o’oo)) = (Xejo,w) — At) com
intensidade A € R definido num espaco de probabilidade (Q, Fte[0.0)s P) é um Martingal.

Demonstracao.

E[[%]] = EX — At] = E[X] ~ At = 0 < o. (257)
Logo, temos que, V 0 <t <u < co:
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EXF] = [>~<t+>~(u t|F4]
= X +E[Xut|%&] =%
= X+A(u—t)—A(u—t)

[>~<t|fft]+E[Xu t|-F]
+E[Xu t—A(U—t)[FA] (2.58)

Definicao 2.13 (Processo de Poisson Composto). Um processo de Poisson composto
Nt
(Xe0,0)) = ZX.) com intensidade A € RT definido num espago de probabilidade fil-

trado (Q, Ftc(0,0),P) é um processo de Lévy que satisfaz:
1. O contador Ny segue uma distribuicao de Poisson com intensidade At
2. Os tamanhos dos saltos sao variaveis aleatérias iid com densidade f(X)
3. Suas trajetorias amostrais sao fungoes escada Cadlag

A condigao (3) é implicada pelas condigoes (1) e (2).

Definigao 2.14. Seja (Xc|ow)) um processo de Lévy real com terna (A,£,y) definido
num espago de probabilidade filtrado (Q, Ficg.ew),P). Entao (Xe(o,0)) ¢ um processo de
Poisson composto com intensidade A € RT, se satisfaz as seguintes condicoes:

1. A=0.
2. y=0.
3. Sua medida de Lévy é dada por:
(x) = A f(X), (2.59)

onde f(X) é uma densidade de tamanho de saltos satisfazendo:

/ " Fdx= 1. (2.60)

Podemos calcular a funcao caracteristica de um processo de Poisson composto utili-
zando a representagao de Lévy-Khintchine, lembrando que o processo de Poisson com-
posto ¢é de variacao finita:

Wx(u) = —A7uz+iyu+/m(exp(iux)—l—iuxlD)E(dx)

= /m (exp(iux) — 1)A f(x)dx

= )\/ X) exp(iux) — f(x))dx
= A(er(u)—1). (2.61)
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onde @ representa a funcao caracteristica da distribuicao f. O segundo passo é possivel
porque o processo de Poisson é de variacgao finita, logo o termo —iuxlp passa a compor o
¥, que continua sendo 0. Agora, temos que:

9 (1) = expitWx(u)) = exp(tA (¢1(u) — 1)) (2.62)

2.10 Processos de Lévy a-estaveis

Uma classe de distribui¢coes muito importantes que definem uma subclasse de processos
de Lévy ¢é a de distribuicoes estaveis, que geram processos estaveis.

Definigao 2.15 (Distribuicao estritamente estavel). Seja X uma varidvel aleatéria infini-
tamente divisivel em R e @(U) sua fungao caracteristica. Entao diz-se que X possui uma

distribui¢ao estritamente estavel se sua fun¢ao caracteristica satisfaz, Va > 0, vb(a) > 0
evue R:

P (U)% = g (ub(a)). (2.63)

Definicao 2.16 (Distribuicao estavel). Seja X uma variavel aleatdria infinitamente divi-
sivel em R e @(Uu) sua funcao caracteristica. Entao diz-se que X possui uma distribui¢ao
estavel se sua fungao caracteristica satisfaz, V.a>0,V b(a) >0,V c(a) e R eV uecR:

o (U)2 = g (ub(a)) exp(ic(a)u). (2.64)
Como exemplos de distribuicoes estaveis e estritamente estaveis temos:

Proposicao 2.4. A distribuicao Normal é uma distribuicao estavel. A distribuicao Nor-
mal com média O é estritamente estavel.

Demonstracao. A funcao caracteristica de uma variavel aleatéria Normal Y é:

2,2
@ (u) = exp(iuu — %) : (2.65)

Temos entao que:

2,2\ \ @ 2,2
e(u)? = <exp(iuu—%)) :exp<iuua—0;a)

2u2

= exp(iuua— g 5 a) exp(ipuy/a—ipuy/a)

= exp(iuu\/é— M) exp(ipua—ipuuy/a)
= ¢ (uv/a)exp(i (a—+/a) pu). (2.66)
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Fazendo b(a) = \/a e c(a) = (a— /@) mostramos que a distribuigdo Normal é estavel.
Fazendo, agora, U = 0 temos que:

@ (u)? =gk (u/a). (2.67)
Fazendo b(a) = y/a mostramos que a distribuigdo Normal com média O é estritamente
estavel. ]

Podemos agora extrapolando o conceito de estabilidade para processos de Lévy:

Definicao 2.17 (Processo de Lévy Estdvel). Um processo de Lévy (Xcjoe)) definido
num espago de probabilidade filtrado (Q, Zicjow),P) ¢ dito (estritamente) estdvel se a
distribuigao de seus incrementos é (estritamente) estavel.

Definicao 2.18 (Processo estocdstico autosimilar). Um processo estocdstico Real (Xie(0,00))
definido num espago de probabilidade filtrado (Q, ,%6[0700), P) é dito autosimilar se Vae R™
e Vb e RT o processo satisfaz:

d
(Xate[0,00)) = (0% c[0,00)) - (2.68)
Ou seja, uma mudanca no dominio do tempo é equivalente a uma mudanc¢a no dominio
espacial em termos da propriedade da distribuicao.

Definicao 2.19 (Processo estocéstico autosimilar num sentido amplo). Um processo
estocdstico Real (Xie[ow)) definido num espago de probabilidade filtrado (Q, %ic(0.w),P)
é dito autosimilar num sentido amplo se Vae RT, Ybe R e c(t) : [0,00) — R o processo
satistaz:

(Xatefo.)) < (B c[o.) + (1)) (2.69)

Existe uma relagao entre a estabilidade de um processo estocastico e sua autosimila-
ridade. De fato, de acordo com Sato (1999) temos que:

Processo estritamente estdavel < Processo autosimilar
Processo estavel < Processo autosimilar num sentido amplo

Podemos agora ver o movimento Browniano padrao (B[g[o,oo)) COmMO UM processo au-
tosimilar e portanto estritamente estavel:

B: ~ Normal(0,t) (2.70)
Ba ~ Normal(0,at) (2.71)
vaB: ~ Normal(0,at). (2.72)

Logo :
(Batcow) = (vBre o)) (2.73)
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De forma andloga temos que o movimento Browniano com drift (Xc[g.e)) ¢ um processo
autosimilar num sentido amplo e, conseqiientemente, estavel:

X~ Normal(ut,c?t) (2.74)
Xa ~ Normal(uat,o?at) (2.75)
ova@% ~ Normal(uto+/a,o?at). (2.76)
Logo :
(Xateom) = (0V@c[om) — HLOV/A piat). (2.77)

As distribuicoes estaveis podem ser caracterizadas pelo indice a:
Teorema 2.13 (Indice de Estabilidade a).

1. Para toda distribuicao estavel, existe uma constante chamada de indice de estabi-
lidade a € (0,2] onde b(a) = a?, ou seja:

o (U)2 = g (ua”"’) explic(a)u). (2.78)

Uma distribuicao estavel com indice de estabilidade a é chamada de distribuicao
O -estavel.

2. Para todo processo estdvel (Xe(ow)), existe uma constante chamada de indice de
estabilidade a € (0,2] onde b(a) = a/?, ou seja:

d
(Xatefow)) = (Y Xeepo.m) = C(1)). (2.79)
Um processo estavel com indice de estabilidade o é chamado de processo a-estavel.

Demonstragdao. Veja Sato (1999). n

De acordo com o visto anteriormente, podemos estabelecer que a distribuicao Normal
é uma distribuicao 2-estavel e o movimento Browniano, conseqiientemente, é um processo
2-estavel.

Matsuda (2005) também mostra que a distribuigao de Cauchy, cuja densidade é dada
por:

1 d

S T ot (2.80)

f(x)

¢ uma distribuicao 1-estéavel.
A tnica outra formula de uma distribuicao a-estavel conhecida é a distribuicao de
Lévy, que é 1/2-estavel e possui densidade:

\/%T(x—u)—%exp{—z(xc—f“)} se X> U
f(x) = : (2.81)

0 Caso contrario



2.10 PROCESSOS DE LEVY a-ESTAVEIS 24

Teorema 2.14. Seja (Xie|o0)) um processo estavel Real com indice de estabilidade 0 <
a < 2 (isso exclui o movimento Browniano com drift). Seja (A,l,y) a terna de Lévy.
Entao (Xejow)) tem as seguintes propriedades:

1.

2.

6.

(Xie[o,w)) € um processo de Lévy (por definigao).
A= 0. Isso significa que sao processos puramente de saltos.

Sua medida de Lévy {(X) é absolutamente continua e é dada por, para ¢y > 0,c, > 0,
C1+Co>0:

C1 C2
((x) = W1X>O+ W]')Ko' (2.82)

A massa total da medida de Lévy é infinita:

[¢)
/ £(x)dx = oo. (2.83)
—o00

Ou seja, todos os processos estaveis com indice de estabilidade 0 < a < 2 sao proces-
sos de Lévy com atividade infinita que possuem um niimero finito de saltos grandes
e infinito de saltos pequenos.

A medida que o indice de estabilidade se aproxima de 0, a medida de Lévy fica
menos concentrada no zero e suas caudas ficam mais grossas, o que significa que
a freqiiéncia de chegada de saltos grandes aumenta. Nesse caso os saltos grandes
governam O Processo.

A medida que o indice de estabilidade se aproxima de 2, a medida de Lévy fica mais
concentrada no zero e suas caudas ficam mais finas, o que significa que a freqiiéncia
de chegada de saltos grandes diminui. Nesse caso os saltos pequenos governam o
Processo.

Se €1 = C dizemos que a medida de Lévy é simétrica.

Demonstragdao. Ver Sato (1999). n

A funcao caracteristica de processos estaveis possui uma forma comum:

Teorema 2.15. Seja (Xic[0.00)) um processo estavel Real com indice de estabilidade 0 <
a < 2. Entao, para qualquer U € R a fungao caracteristica @x(U) de (Xiejoe)) pode ser
expressa como:

onde:

ok (U) = exptWx(u)), (2.84)

iTu—cju|® (1—iBsgn utan’y') | quando a #1
Wy (u) = : (2.85)
iTU—Clul (l+iB%sgn ulnful) , quandoa =1
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ondec>0, B €[01,1] and T € R. O parametro T é chamado de parametro de mudanca®. o
parametro C é um parametro de escala e o parametro 3 determina a assimetria da medida
de Lévy £(X). Costuma-se utilizar a notagao compacta Sy(C,[3,T) para representar uma
distribui¢ao estavel com indice de estabilidade a € (0,2]. Nessa notacao a distribuicao
Normal seria representada por S(a?,0, ).

Demonstragdao. Veja Sato (1999). n

O parametro B que indica a assimetria da medida de Lévy tem uma interpretacao
bastante intuitiva. Se B8 = 0 dizemos que a medida de Lévy é simétrica, ou seja, ha igual
concentracao de saltos negativos e positivos. Caso B =1 o processo nao possui saltos
negativos e, de maneira andloga, se B = —1 o processo nao possui saltos positivos (Sato

1999).

Definigao 2.20 (Distribuicao estavel simétrica). Uma distribuicao estavel Real Sy (C,[3,T)
com indice de estabilidade 0 < a < 2 é chamada de distribuicao estavel simétrica se
Su(C, B, T) satisfaz as seguintes condigoes:

1. p=0.
2. 1=0.

Isso implica que a funcao caracteristica de uma distribuicao estavel simétrica possui a
seguinte forma:

9 (1) = exp(—clul?). (2.86)

Sato (1999) também demonstra que uma distribuigao estavel Sy(c,8,T) com a € (0,2)
somente admite primeiro momento, que é igual a 0, se @ > 1 e nunca admite momentos
de ordem dois ou superior. Essa propriedade é fundamental para justificar o fracasso da
modelagem de ativos utilizando distribuigoes a-estaveis, como por exemplo as utilizadas
em Mandelbrot (1963), pois elas possuem variancia infinita, contrariando as evidéncias
empiricas.

2.11 Conclusao

Apresentamos aqui conceitos basicos sobre processos de Lévy, que serao importantes para
o entendimento dos capitulos subseqiientes.

8Esse parametro, quando 0 < a < 1 equivale ao drift y da representacao de Lévy-Khintchine quando
0 processo possui variagao finita



CapriTULO 3

Movimento Geométrico Hiperbodlico
Generalizado

3.1 Introducgao

Neste capitulo revisitaremos o artigo de Fajardo & Farias (2004) atualizando as andlises
feitas sobre o ajuste das distribuicoes Hiperbdlicas Generalizadas e complementando as
analises correspondentes ao processo de Lévy e suas caracteristicas.

3.2 Distribuicoes Hiperbdlicas Generalizadas
Definigao 3.1. A funcao de densidade de probabilidade da distribui¢ao GH unidimensi-
onal é:

(A-3)

gh(x;a,B,8,1,A) =a(A,a,B,8)(8°+ (x—p)*) "7 K(A,a,B,8,1),  (3.1)

onde U é um parametro de localizacao, 0 é um fator de escala comparado com o 0 da
distribuicao Normal (Eberlein 2000), a e B determinam o formato da distribuigao e A
define a espessura das caudas (Barndorfi-Nielsen & Blaesild 1981), e as subclasses da GH,

K(ha.8.8.0) =Ky (/07 0 )7 ) exeBlx— o), (32)

(a2 _ BZ)A?
V2a A =2 8AK, (6+/aZ— B2)’

é um fator de normalizacao de forma que a area da curva totalize 1 e

onde,

a(A,a,B,9) =

Ky (X) = %/OwaeXp (—%X(yﬂ/‘l)) dy, (3.4)

é a funcao modificada de Bessel' do terceiro tipo com indice A.

IPara maiores detalhes sobre fungdes de Bessel, veja Abramowitz & Stegun (1968) e também o apén-
dice C.

26
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Os dominios dos parametros sao:
HAER
—a<B<a

o0,a > 0.

Diversas formas de alteragao nos parametros da distribuicao de forma a que ela fique
invariante de escala foram propostos pela literatura:

{=05\/az—p? ng (3:5)

E=(1+0)"

NI~

X=¢p (3.6)

a=ad f=p9, (3.7)

podemos também reescrever os parametros, de forma que a distribuicao possa ser
escrita como uma transformacao afim de uma forma canonica:

Proposigao 3.1. Podemos escrever qualquer GH(X;a, 3,0, 4,A) como uma transforma-
¢ao afim de uma GH(X; w,1,0) canénica, onde w é (a,B,A).

Demonstragao. Seja X uma distribuigao GH (X; w, 52, H). Definamos Y da seguinte forma:

dX—H
Y= 5 (3.8)
Logo temos que:
P(Y<y)=P (X%“ < y) — P(X < 8y +H). (3.9)
Portanto:
Fy(y) = Fx(0y+ ). (3.10)
Derivando ambos os lados por Yy, temos:
fy(y) = fx(dy+ ). (3.11)

Utilizando a definicao da fungao densidade da distribuicao GH, temos que:

(a2 = BHN2(&2 + (3y)?) A2/

fy(y) = N NN Ky -1 <a«/52+(6y)2> eﬁ5y] 5. (3.12)

Agora fazemos uma transformacao de parametros:

¢ ﬁ:%ﬁ. (3.13)
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Substituindo 3.13 em 3.12, obtemos:

. <250 1
(%-5F)" (@2 +o2) " 22 . st
fy (y)

8(a%(1—B?)26 (1+y2)A-D/25" 3
V2IiA 252 +2 54K, (5\/<5{2<1—;§2)>5Z)

Ky (5{5 ! 52 1+y2) &Py

A A (A-3) sA-1/2
_ 6at(1- B2 (1+y?) D 5 K, s (a\/ﬁyz) By
/TGN -1/25-A+1/25) K, (5, /1_52) :
)

51/2(1 _ f32\4 2y(5—3
_ aYA1-pA)z(1+y) 7 K, %(a\/ﬁyz) efiby. (3.14)

V21K, (a\/l—iﬁz)

Essa expressao é equivalente a de Schmidt et al. (2005) e serd bastante utilizada quando
tratarmos das distribui¢oes Hiperbolicas Generalizadas Afins Multivariadas (MAGH). =

As distribui¢oes GH possuem caudas semi-grossas, pois possuem caudas mais grossas
que a distribuicao Normal, mas possuem variancia finita. Essa propriedade pode ser
observada pela seguinte aproximagao (Barndorff-Nielsen & Blaesild 1981):

gh(x; A, a,B,0) ~| x| L exp((Fa + B)X) as X — oo (3.15)

3.2.1 Subclasses e Distribuigoes Limites

Muitas distribuicoes podem ser obtidas como subclasses? ou distribuicoes limite da GH.

Como exemplo de distribuicées limites, temos a distribuicdo Normal?, a T de Student
(Bleesild 1999), entre outras. Como exemplos de subclasses, temos a Hiperbolica (A = 1)
e a Normal Inversa Gaussiana (A = —1/2).

Definigao 3.2. Fazendo A =1 temos a subclasse Hiperbdlica (Hyp), cuja densidade é
descrita por:

2
Pl B0, = 5oV W’iiﬁz (—a\/52+(X—u)2+B<X—u>)- (3.16)

2Uma subclasse da distribuicao Hiperbdlica Generalizada pode ser obtida através da fixacdo do pa-
rametro A.
3Para obté-la, faga & — 0 e §/a — 02 (Barndorff-Nielsen 1978)
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A simplificacao da funcao de Bessel sempre que seu indice é N +% permite que as
densidades de certas subclasses sejam mais simples. No caso da Hiperbdlica, conforme
mostrado em (3.16), a funcdo de Bessel aparece apenas no fator de normalizagao (a),
o que faz com que a estimacao por maxima verossimilhanca demande menor esforgo
computacional, porém essa subclasse nao é fechada sobre convolucao, o que dificulta o
aprecamento de derivativos.

Definicao 3.3. Fazendo A = —0.5, e utilizando as propriedades da funcao de Bessel,
temos a distribui¢ao Normal Inversa Gaussiana (NIG), cuja densidade é dada por:

nig(x;a,B,&u):a—feXp(éV“2—32+B(X—u>) K1<a 52+(X_u>2>- (3.17)

0%+ (x— )?

Esse nome é devido ao fato de que ela pode ser representada como uma mistura
de uma Inversa Gaussiana com uma distribuicao Normal. Mais detalhes sobre essas
distribui¢oes podem ser encontradas em Rydberg (1997), Keller (1997), Barndorff-Nielsen
(1997) e Barndorff-Nielsen (1998). Essa subclasse tem a propriedade de ser fechada sobre
convolucao, ou seja, a convolucao de duas distribuicoes NIG é uma outra distribuigao

NIG:

nig"(x; a, 8,8, 1) =nig(x; a, B,t3,t); (3.18)
O operador * é o operador de convolucdo, logo nig é a densidade da distribuicao do
processo no tempo t. Esse fato faz com que a subclasse NIG seja mais adequada para

aprecamento de derivativos, uma vez que necessitamos da distribuicao do processo de
precos no vencimento, como veremos no capitulo 4.

3.2.2 Propriedades das Distribuicoes GH

Na equacao 3.19 temos a funcao geradora de momentos da GH, para detalhes ver Prause
(1999), trabalho em que as distribuigoes GH s@o detalhadas com relagao a seus momentos.

Utilizando a mesma equagao pode-se demonstrar (ver Prause (1999)) que as equagoes
3.20 e 3.21 representam respectivamente a média e a variancia das GH.

2 g2 \2 /0 (B2
M(u) = e (azoi (Bﬁu)2> KAS(;&%? >,|[3+u\ <a. (3.19)
E[X]=u+ fg 5—[32 Kﬁjé? (3.20)

K 21K K 2
= (G vt - () ]) e

Outra funcao derivada da funcao densidade de probabilidade da GH é a funcao ca-
racteristica (equagao 3.22) que é obtida através de uma transformada de Fourier (Raible

(2000)).
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3.2.3 Movimento Geométrico Hiperbdlico Generalizado

Para definirmos que a distribuicao Hiperbdlica Generalizada, nos termos da definigao 2.1,
é uma possivel geradora de um processo de Lévy, precisamos inicialmente mostrar que ela
¢ uma distribuicao infinitamente divisivel. Para apresentar a demonstragao, antes iremos
utilizar de alguns resultados prévios:

Definicao 3.4. A distribui¢ao Gaussiana inversa generalizada (GIG) é dada pela seguinte
distribuicao:

A2
gig( A, X, ) = %XA_:LGXD<—%(XX_1+ L,Ux)) . x>0, (3.23)

onde A e Rex,PeR,.

Em Barndorff-Nielsen & Shephard (2000) sao apresentadas as distribuigbes GH como
misturas de variancia-média de distribuigdoes Gaussianas inversas generalizadas com dis-
tribui¢coes Normais. Podemos, devido a isso, escrever a densidade da GH com a seguinte
representacao:

oh( A, 0,B.8.) = [ NOGH+Bw.w)gig(A, 6% a2~ BA)dw,  (3.24)
0
onde N é a funcao densidade da distribuicao Normal.

Proposicao 3.2. A distribui¢ao Hiperbdlica Generalizada é infinitamente divisivel e por-
tanto existe um processo de Lévy cuja distribuicao dos incrementos é dada por ela.

Demonstracao. A distribuicio GH pode ser escrita como uma mistura de uma distri-
buicao Normal e uma Gaussiana inversa Generalizada. Barndorff-Nielsen & Halgreen
(1977) mostraram que uma distribuicdo GIG ¢ infinitamente divisivel, logo uma mistura
de distribui¢oes normais e GIGs sao igualmente infinitamente divisiveis, permitindo as-
sim, conforme a definicao 2.1 que processos de Lévy sejam construidos com base nessa
distribuicao. n

O movimento de Lévy GH é um processo estocastico de salto puro (Prause 1999).
Portanto sua terna de Lévy é dada por (O,u,f). Prause (1999) para o caso de A >0 e
Wiesendorfer (1999) para o caso geral mostram que a densidade da medida de Lévy é
dada por:
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Figura 3.1 Medida de Lévy

(eBx % exp(—\/2y+az\x\> B
] 2 dy+Ae @ | A>0

de(x) _ X\ Jo my(I5(8v2y+Y{(8v2y)) (3.25)
dx P —\/2y+a2|x|> .
| X Jo m2y(32,(8v/2y+ Y2, (5v/2y)

Logo, podemos escrever a representagao Lévy-Khintchine segundo o teorema 2.3:

P () = expltx (u)), (3.26)

>dy, A <O

onde:

W (U) = iyu+ / o:o(exp(iux) — 1 iw)l(dx). (3.27)

A figura mostra o comportamento do logaritmo® da medida de Lévy da distribuicao
GH. Nela sao consideradas as distribui¢oes gh(x; 1,0, 1,0,0),hyp(x; 1,0,1,0) e nig(x; 1,0,1,0).
Percebe-se o efeito do A nas caudas. Conforme definicao da medida de Lévy, ela nao é
definida em O.

3.2.4 Movimento de Lévy Geométrico

Inicialmente consideraremos um mercado com dois ativos que seguem processos estocds-
ticos definidos num espaco de probabilidade filtrado (Q,%e[om), P). O primeiro ativo é

4a utilizacdo da escala logaritmica favorece a visualizacdo da densidade nas caudas.
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um ativo livre de risco (Bt)o<t<T que evolui de acordo com:

{dBt:rBtdt, 0<t<T

3.28
By 1. (3.28)

pois nao possui parte estocastica. O segundo ativo ¢ uma agao (§)o<t<T que evolui
de acordo com um processo de Lévy exponencial:

S = Soexp(X). (3.29)

Onde X; é um processo de Lévy tradicional, definido de acordo com a definicao 2.1. A

utilizagao do modelo exponencial é mais adequada ja que evita a possibilidade de ocor-

réncia de pregos negativos, pois mesmo que X; — —oo teriamos que § = 0. Se aplicarmos
o logaritmo a ambos os lados da equagao temos:

IN(&) = In(SexpX)) =In(S) +X% = (3.30)
R = X. (3.31)

Onde R; representa o retorno logaritmo. Dessa forma, segundo esse modelo temos
que os retornos dos ativos devem seguir uma distribuicao Hiperbdlica Generalizada. Nas
segoes seguintes iremos apresentar os resultados empiricos.

3.3 Amostra

A avaliacao empirica utilizou, até mesmo para servir de fonte de comparacao, os mesmos
ativos analisados por Fajardo & Farias (2004). Devido a adesdo do Banco do Brasil
ao Novo Mercado® e a saida da bolsa de valores da Petrobréas Distribuidora e da Tele
Nordeste Celular, essas trés agoes nao puderam ser utilizadas no atual estudo. Desta
forma, a amostra consiste de 11 acoes e o indice Ibovespa. As agoes sao representativas
de diversos setores da economia e possuem diferentes graus de liquidez. Para modela-
las foram calculados or retornos logaritmicos diarios, de forma que possamos ter um

movimento geométrico de Lévy:
P
Re=1In ('—t) . (3.32)
Rit-1

O processo de precos {Pt} de cada acao i foi ajustado de acordo com seus direitos,
tais como dividendos, splits e grupamentos. As amostras com seus periodos respectivos
estdo na tabela 3.1. Perceba que quando a data inicial da amostra nao ¢ 01/07/1994,
temos os ativos resultantes da cisao da Telebras.

Na tabela 3.2 temos as estatisticas descritivas da amostra utilizada. Destacam-se,
principalmente, dois pontos:

®Mercado criado pela Bolsa de Valores de Siao Paulo que abrange empresas que cumprem determinados
pré-requisitos de governanca corporativa. Para maiores detalhes veja www.bovespa.com.br.
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Tabela 3.1 Amostra

Acgao Ticker Inicio Fim

Banco Itai - PN Itaud | 01/07/1994 | 30/05/2006
Bradesco - PN Bbde4 | 01/07/1994 | 30/05/2006
Cemig - PN Cmigd | 01/07/1994 | 30/05/2006
Cia Siderurgica Nacional - ON | Csna3 | 01/07/1994 | 30/05/2006
Eletrobras - PNB Elet6 | 01/07/1994 | 30/05/2006
Embratel Participacoes - PN | Ebtpd | 21/09/1998 | 30/05,/2006
Ibovespa Ibvsp | 01/07/1994 | 30/05/2006
Petrobrés - PN Petrd | 01/07/1994 | 30/05,/2006
Tele Celular Sul - PN Tesl4d | 21/09/1998 | 30/05/2006
Telemar - PN Tulpd | 22/09/1998 | 30/05,/2006
Telesp - PN Tlppd | 01/07/1994 | 30,/05/2006
Vale do Rio Doce - PNA Vale5 | 01/07/1994 | 30/05/2006
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e A grande curtose dos dados, pois sob a hipétese de normalidade dos retornos de-
verfamos ter curtoses préximas a 3% e no entanto a menor curtose observada na
amostra foi da Csna3, que é 5,578 ou seja, quase o dobro da distribuicao Normal.
J& a maior curtose observada foi da Tlpp4 que foi de 30,393 aproximadamente 10
vezes maior do que a da distribuicao Normal.

e A grande volatilidade dos dados, representada pelo desvio padrao, considerado alto
comparado com os trabalhos que utilizam amostras de paises desenvolvidos (ver, por
exemplo, Prause (1999) e Schmidt et al. (2005)), e também pela grande amplitude
dos retornos, onde temos o retorno de Ebtp4 que possui amplitude de aproximada-
mente 73%

3.4 Algoritmo de Estimacgao

Para estimacao dos parametros, desenvolvemos um programa MatLab que usa maxima ve-
rossimilhanga para estimar os parametros da GH, porque Prause (1999) mostrou que esse
método de estimacao € o inico nao-viesado, dentre uma abrangente classe de métodos uti-
lizados na literatura. De fato, ele mostra em seu trabalho que a méxima-verossimilhanca,
dentre os métodos testados, é o inico método que consegue capturar bem a assimetria
e a curtose das distribui¢oes empiricas. Este método também foi utilizado por Blaesild
& Sprensen (1992) em seu programa Hyp, que estimava apenas os parametros da sub-
classe Hiperbdlica (A = 1). Os parametros de méxima verossimilhanga sdo aqueles que
maximizam a seguinte fungao:

L:iln(gh(m;a,ﬁ,é,u,)\)). (3.33)

6A curtose de uma distribui¢io Normal é 3. Para maiores detalhes, sugerimos Meyer (1983)
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Tabela 3.2 Estatistica Descritiva

Média Desvio Padrao Assimetria Curtose Minimo Méaximo

Bbdc4 | 0,111 2,750 0,163 10,788 -21,700 28,559
Cmig4 | 0,080 3,257 0,252 9,815 -27.749 26,399
Csnad | 0,128 2,942 0,077 5,578  -17,225 15,297
Ebtp4 | -0,033 4,322 0,348 12,299 -29,206 44,204
Elet6 | 0,054 3,644 0,568 9,546 -19,063 32,565
Ibov | 0,079 2,456 0,517 15,800 -17,229 28,818
Itaud | 0,129 2,606 0,099 5,730 -15,600 15,008
Petr4 | 0,112 2,942 -0,074 9,723 -21,099 21,131
Tesl4 | 0,062 3,823 -0,484 12,855 -42,444 22,406
Tlpp4 | 0,064 2,806 1,462 30,393 -20,628 41,268
Tnlp4 | 0,060 3,060 1,074 18,661 -15,563 38,977
Valeb | 0,121 2,744 1,153 19,014 -13.,353 38,524

A estimacao consiste num procedimento de otimizacao numérica. Utilizamos o método
de otimizagao global estocéstico, que consiste na utilizagao de conjuntos de valores inici-
ais sorteados de alguma distribuigao de probabilidade (para maiores detalhes sugerimos
Baritompal & Hendrix (2005), Bjorkman & Holmstrom (1999), Hart (1994) e Iwaarden
(1996)). No caso utilizamos valores distribuidos de acordo com a distribui¢ao Uniforme.
Para cada parametro foi escolhido uma amplitude que nao permitisse valores muito fora
da possibilidade. Para avaliar essas amplitudes utilizamos os momentos da distribuicao
empirica e os momentos de uma distribuigao GH (ou de suas subclasses) simétrica e
centrada.

Para a busca local, no caso das subclasses Hiperbdlica e Normal inversa Gaussiana
foram implementados métodos utilizando derivadas, mas para o caso GH, devido a com-
plexidade da derivada com relacao ao parametro A, foi utilizado o Downhill Simplex
Method que nao utiliza derivadas, desenvolvido por Nelder & Mead (1965), com algumas
modificagoes (devido a restri¢oes nos parametros).

Nas otimizagoes numéricas referentes a este capitulo definimos a tolerancia da busca,
e decidimos usar 1x 10710, Essa tolerancia foi aplicada para a avaliacao da funcéo e para
a variacao da soma dos parametros. A estimacao por maxima verossimilhanca nao possui
convergéncia demonstrada analiticamente, mas utilizando diferentes valores iniciais ela
mostrou ser robusta na convergéncia empirica (Prause 1999).

3.5 Resultados Empiricos

Nesta secao apresentamos os resultados das estimacoes de cada subclasse.
Na tabela 3.3 temos os parametros estimados e o valor da log-verossimilhanga (LLH).
As figuras 3.2 e 3.4 mostram a distribuicao Hiperbdlica Generalizada (GH) e algumas
de suas subclasses (Hyp e NIG) comparadas com a Normal estimada e com a distribui-
¢ao empirica da Petrobras (Petr4) e do Ibovespa (Ibov) respectivamente. Visualmente
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Tabela 3.3 Parametros estimados da Distribuicao Hiperbdlica Generalizada e suas principais

subclasses. 3
Ativo  Subclasse a B A o u a B Like
Bbdc4 GH 0,4050 0,2092 -1,7449 0,0364 -0,0006 11,1286 2,3276  6630,5

NIG 0,8422  0,0826 -0,5000 0,0248 -0,0009 34,0259  2,8102 6628,1

HYP 0,4436  0,0565 1,0000 0,0079 -0,0012 56,0122 3,1663  6622,1

Cmig4 GH 0,0811 0,9996 -2,5789 0,0570 -0,0007 1,4228 1,4223  6080,5
NIG 1,3187  0,0462 -0,5000 0,0366 -0,0009 35,9907 1,6624 6072,6

HYP 11,0772  0,0335 1,0000 0,0205 -0,0010 52,4466 1,7550  6066,9

Csna3 GH 0,0000 0,0833  0,2208 0,0000  0,0000 15,2576 1,2717  7113,2
NIG 11,1455 0,0618 -0,5000 0,0314 -0,0007 36,4310 2,2515 6314,2

HYP 0,5132  0,0427 1,0000 0,0100 -0,0006 51,2647  2,1889 6317,5

Ebtp4 GH 0,0565  0,9997 -2,3162 0,0687 -0,0018 0,8227  0,8224 3431,1
NIG 1,1235 0,0433 -0,5000 0,0445 -0,0023 25,2455 1,0929 34234

HYP 0,9401 0,0318 1,0000 0,0240 -0,0025 39,1378 1,2445  3416,7

Elet6 GH 0,0897 0,9995 -2,4961 0,0619 -0,0013 1,4500 1,4493  5770,1
NIG 1,3004 0,0594 -0,5000 0,0405 -0,0019 32,0873 1,9064 5759,1

HYP 11,1588  0,0485 1,0000 0,0242 -0,0024 47,8309  2,3208 5750,5

Ibov GH 00,7744 -0,1102 -1,0181 0.0259  0,0026 29,8996 -3,2944 7044,2
NIG 0,8977 -0,0879 -0,5000 0,0223  0,0028 40,1759 -3,5297 7031,4

HYP 0,7168 -0,0595 1,0000 0,0106  0,0030 67,5016 -4,0177 7015,4

Itaud GH 0,0000 0,0323 1,1611  0,0000  0,0000 57,9608 1,8698  6664,7
NIG 11,0594 0,0778 -0,5000 0,0267 -0,0008 39,6274  3,0841 6658,8

HYP 0,5541 0,0471 1,0000 0,0094 -0,0006 58,6820  2,7652 6660,7

Petr4 GH 10,1863 -0,0160 -1,7205 0,0368  0,0012 5,0578  -0,0807  6490,9
NIG 0,7229 -0,0047 -0,5000 0,0245  0,0012 29,4792 -0,1395 6484,3

HYP 0,4879 -0,0005 1,0000  0,0091 0,0011 53,4252 -0,0244 6468,4

Tesl4 GH 0,0491 0,9958 -2,5739  0,0666 -0,0004 0,7369  0,7338  3636,7
NIG 11,3217 0,0174 -0,5000 0,0430 -0,0001 30,7594  0,5347 3631,1

HYP 1,1097  0,0065 1,0000 10,0246  0,0002 45,0292 0,2926  3627,0

Tlpp4 GH 0,1601 1,0000 -2,3002 0,0430 -0,0021 3,7237  3,7237 4311,1
NIG 1,0641 0,1177  -0,5000 0,0273 -0,0026 38,9880  4,5877 4301,9

HYP 0,8799  0,0847 1,0000 10,0143 -0,0029 61,5631 5,2142  4293,8

Tnlp4 GH 0,0596 09988 -2,0605 0,0441 -0,0006 1,3513 1,3497  4108,8
NIG  0,9031 0,0536  -0,5000 0,0282 -0,0009 31,9832 1,7147  4105,0

HYP 0,6292  0,0421 1,0000 0,0120 -0,0013 52,6370  2,2161  4099,2

Valeb GH 0,2277  0,3619 -1,8872 0,0372 -0,0004 6,1221 2,2153  6680,1
NIG 0,8223 0,0742 -0,5000 0,0242 -0,0006 33,9667  2,5194 6677,0

HYP 0,4966  0,0491 1,0000 0,0087 -0,0007 57,2995 2,8143  6669,2

podemos perceber que as distribuicoes hiperbdlicas conseguem um ajuste melhor, prin-
cipalmente no que concerne ao aspecto leptocirtico da curva. Ja as figuras 3.3 e 3.5
mostram, através da log-densidade, que as distribui¢oes hiperbdlicas também se ajustam
melhor as caudas da distribuicao empirica.

As distribuicoes GH sao obtidas através da variacao dos cinco parametros e por isso
algumas pessoas reportam problema de superparametrizagao. Quem primeiro a testou
empiricamente para dados financeiros foi Prause (1999), tendo em seguida Raible (2000)
alertado sobre a grande dificuldade de estimacao quando os parametros 0 and U tendem
simultaneamente a zero. A solucdo numérica para esse problema foi utilizar tratamentos
especificos para o caso, baseado em Hanselman & Littlefield (2001) e Abramowitz &
Stegun (1968).

Como seria de se esperar, as estimacoes das distribuicoes GH possuem maior veros-
similhanca que suas subclasses. A maioria das amostras tiveram como estimacao um A
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entre -1.72 e -2.58, que é similar aos resultados encontrados por Prause (1999) e Fajardo

& Farias (2004).

Apesar da percepcao do ajuste visual, fizemos testes mais formais para verificar esse

grau de ajuste, como veremos na secao 3.6.

3.5.1 Observagao sobre a Estimacgao

Apesar de haver uma aparente superparametrizacao, em muitos casos as restricoes A =
1le A =-0,5podem ser facilmente rejeitadas, conforme mostra a tabela abaixo. Na
verdade apenas Bradesco e Vale do Rio Doce nao sao rejeitadas para a NIG (a 1%) e Cia
Sidertrgica Nacional nao pode ser rejeitada para a Hyp (a 1%).
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Tabela 3.4 Teste de Log Likelihood Ratio.
NIG Hyp

Stats ~ P-Value Stats ~ P-Value

Bbdc4 4,8191 0,0281 16,7760 4,21E-05
Cmigd 15,8190 6,97E-05 27,2280 1,81E-07
Csna3 10,6900 0,0011 4,0304 0,0447
Ebtp4 15,3180 9,08E-05 28,7640 8,18E-08
Elet6 21,9680 2,77E-06 39,0690 4,09E-10
Ibov 25,6860 4,02E-07 57,6980 3,05E-14
Itaud 11,7790 0,0006 8,0798 0,0045
Petr4 13,0890 0,0003 44,8710 2,10E-11
Tesl4 11,2860 0,0008 19,5190 9,96E-06
Tlpp4 18,3870 1,80E-05 34,6710 3,90E-09
Tnlp4 7,6356 0,0057 19,3290 1,10E-05
Valeb 6,1657 0,0130 21,8440 2,96E-06

3.5.2 Verificando a Precisao do Algoritmo de Estimacao

Para verificarmos se o algoritmo consegue fazer uma boa estimacao dos parametros utili-
zamos a mesma abordagem ja utilizada por Prause (1999), que fez simula¢oes de Monte
Carlo e mostrou que o algoritmo de estimagao, para uma quantidade de dados acima de
1000, possuia bastante estabilidade.

Nossa simulacao de Monte Carlo utilizou os parametros estimados para o Ibovespa e
compreendeu a geracao de 10.000 amostras aleatdrias, baseadas numa distribuicao GH
(e suas subclasses), cada uma com 3.000 niimeros’. Em seguida foi rodado o algoritmo
de estimacao para cada uma das 10.000 amostras e os resultados estao na tabela 3.5.

Ao olhar a tabela, percebemos que ha uma boa precisao do algoritmo de estimagao,
nao havendo grande Coeficiente de Variacao para nenhuma das subclasses e nenhum
parametro. Este resultado estd de acordo com o obtido por Prause (1999).

3.6 Testando o Ajuste aos Dados

Nesta secao testamos o ajuste dos dados, e para isso utilizaremos os seguintes testes e
distancias:

o Teste x°: este teste foi utilizado por Eberlein & Keller (1995) e Fajardo et al.
(2001). Ele nao é recomendavel para se avaliar distribui¢oes continuas (veja Press
et al. (1992)). Por outro lado, apesar de que o teste X2 tende a rejeitar a hiptese
nula para amostras grandes, nossos testes nao retratam isso (tabela 3.6).

"Foram utilizados 3.000ntmeros aleatérios em cada amostra por que a maioria das séries possui 2.948
dados.
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Tabela 3.5 Resultados da Simulacao de Monte Carlo.

a B A o) u
GH Univariada
Parametros Base | 0,77440 | -0,11020 | -1,01810 | 0,02590 | 0,00260
Média | 0,80747 | -0,09816 | -0,72486 | 0,02354 | 0,00268
Mediana | 0,80003 | -0,09684 | -0,99997 | 0,02496 | 0,00268
Desvio Padrao | 0,03094 | 0,01134 | 0,10714 | 0,00096 | 0,00017
Coeficiente de Variacao | 0,03832 | 0,11555 | 0,14780 | 0,04060 | 0,06323
Hyp Univariada
Parametros Base | 0,71680 | -0,05952 1(0,01062 | 0,00296
Média | 0,74048 | -0,05903 11 0,01084 | 0,00295
Mediana | 0,72224 | -0,05864 110,01072 | 0,00296
Desvio Padrao | 0,03996 | 0,00604 0,0 | 0,00049 | 0,00019
Coeficiente de Variacao | 0,05397 | 0,10235 0,0 | 0,04537 | 0,06473
NIG Univariada
Parametros Base | 0,89769 | -0,08786 -0,5 | 0,02234 | 0,00276
Média | 0,89715 | -0,08965 -0,5 | 0,02229 | 0,00279
Mediana | 0,88172 | -0,09084 -0,5 | 0,02213 | 0,00275
Desvio Padrao | 0,02757 | 0,00905 0,0 | 0,00029 | 0,00018
Coeficiente de Variacao | 0,03073 | 0,10092 0,0 | 0,01304 | 0,06330

e Distancia de Kolmogorov: este teste é mais adequado do que o teste x? para dis-

tribuicoes continuas. Seu calculo é dado por:

KS= max|Femp(X) — Fest (X)], (3.34)
xeR

onde Femp significa a funcao de distribui¢ao acumulada empirica, e Feg a fungao

distribuicao acumulada estimada.

Distancia de Kuiper: esta é uma outra forma de se avaliar distancias entre distri-
buicoes continuas. A principal diferenca entre as distancias de Kuiper e de Kolmo-
gorov € que a primeira considera as distancias “para cima’e “para baixo”diferentes,
enquanto que na ultima todas as distancias sao consideradas igualmente. A férmula
da distancia de Kuiper é:

xeR xXeR
Distancia de Anderson & Darling: A principal diferenga entre essa distancia e a
distancia de Kolmogorov é que a primeira presta mais atencao as distancias nas
caudas da distribuigao (Hurst et al. 1995).

2D — iy |Femp(0) ~ Fex (9]
ek /Fea (0(1— Fea (9)

(3.36)

Em seguida apresentamos os resultados obtidos:
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3.6.1 Teste x?

Da tabela 3.6 percebemos que ao nivel de significancia de 1% nao podemos rejeitar a
hipétese nula de que a distribuicao empirica é do tipo GH para Bbdc4, Ebtp4, Elet6,
Ibov, Tcsl4, Tlpp4, Tnlp4 e Valeb, perfazendo um total de 8 em 12 ativos selecionados.
Nos casos das subclasses NIG e Hyp, as Elet6 e Ibov passam a ser rejeitadas, sobrando 6
em 12 ativos. Como seria de esperar, a hipdtese de que seguem uma distribuicao Normal
é rejeitada para todos os ativos em questao.

Tabela 3.6 Teste x°.
Normal GH NIG Hyp
Stat  pValue DF Stat pValue DF Stat pValue DF Stat pValue DF
Bbdc4 273,49 0,0000 14 21,25 0,2182 16 20,77 0,2422 16 26,57 0,0537 16
Cmig4 180,42 0,0000 16 33,76 0,0041 16 35,71 0,0018 16 37,69 0,0007 16
Csna3 257,35 0,0000 25 65,99 2,41E-06 26 70,20 2,98E-07 26 60,30 3,32E-05 26
Ebtp4 120,22 0,0000 15 10,42 0,8027 14 16,07 0,3965 14 20,49 0,1494 14

Elet6 226,33  0,0000 20 32,82  0,0260 19 46,09 0,0003 20 50,87 1,34E-05 19

Ibov 275,85  0,0000 14 19,91  0,2282 15 31,70 0,0052 15 53,11 523E-08 15
Ttaud 297,64  0,0000 24 46,46 0,0026 24 52,04 0,0003 24 46,49 0,0026 24
Petrd 419,10  0,0000 19 43,76 0,0008 20 50,24 4,18E-05 20 72,40 1,29E-10 20
Tesld 113,14 0,0000 15 19,15  0,2089 14 2225 0,1291 15 24,60 0,0438 14
Tlpp4 139,44  0,0000 11 844  0,6986 10 10,91  0,5649 11 11,49  0,4268 10
Tnlp4 151,15  0,0000 14 12,41  0,5991 13 13,99  0,6226 15 19,20  0,2065 14

Vale5 262,50 0,0000 13 18,48 0,3080 15 16,80 0,4184 15 22,85 0,1099 15

3.6.2 Distancia de Kolmogorov

Na tabela 3.7 apresentamos as distancias de Kolmogorov e os respectivos p-values do
teste, que, no caso, possui como hipoétese nula: “Distribuicao Empirica segue a Distribui-
¢ao Teodrica”. A tabela mostra os resultados considerando como possiveis distribuigoes
empiricas a Normal, a GH e suas principais subclasses (NIG e Hyp). Ao analisarmos a
tabela, percebemos que a 1% somente podemos rejeitar a hipdtese nula para a GH e suas
subclasses para Bbdc4, Csna3d e [taud, enquanto que no caso da Normal a hipotese nula
pode ser rejeitada para TODOS os ativos.

Tabela 3.7 Distancias de Kolmogorov.
Normal GH NIG Hyp

KS pValue KS pValue KS pValue KS pValue

Bbde4 0,0562 1,53E-08 0,0412 0,0001 0,0392 0,0002 0,0372 0,0006
Cmigd 0,0449 1,34E-05 0,0216 0,1265 0,0207 0,1583 0,0205 0,1671
Csna3 0,0583 3,83E-09 0,0530 1,24E-07 0,0535 9,01E-08 0,0524 1,84E-07
Ebtp4d 0,0464 5,14E-04 0,0164 0,6796 0,0183 0,5404 0,0176 0,5894
Elet6 0,0447 1,43E-05 0,0195 0,2100 0,0175 0,3220 0,0164 0,4063
Ibov 0,0612 4,69E-10 0,0123 0,7611 0,0147 0,5460 0,0144 0,5754
Ttaud 0,0559 2,12E-08 0,0361 0,0009 0,0378 0,0005 0,0369 0,0007
Petr4 0,0659 1,38E-11 0,0216 0,1262 0,0224 0,1039 0,0219 0,1160
Tesl4  0,0465  5,03E-04  0,0158 0,7231 0,0144 0,8208 0,0144 0,8245
Tlpp4 0,0608 1,41E-06 0,0182 0,5463 0,0207 0,3811 0,0217 0,3274
Tnlp4 0,0569 8,17E-06 0,0143 0,8287 0,0127 0,9174 0,0142 0,8345
Vale5 0,0630 1,27E-10 0,0239 0,0689 0,0228 0,0933 0,0217 0,1218
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3.6.3 Distancia de Kuiper

Na tabela 3.8, temos as distancias de Kuiper. A hipdtese nula do teste associado a distan-
cia de Kuiper, da mesma forma que o da distancia de Kolmogorov, é que a distribuicao
empirica segue uma determinada distribuicao teérica. Mais uma vez a performance das
distribuicoes GH e suas subclasses se sobressaem com relacao a Normal. A hipdtese nula
quando a distribuicao tedrica é a GH ou uma de suas subclasses nao pode ser rejeitada
para Ebtp4, Elet6, Ibov, Petr4, Tcsl4, Tlpp4 e Tnlp4, ou seja, 7 em 12 ativos. Além disso,
mesmo quando a hipotese nula é rejeitada a distancia avaliada para a GH e suas subclas-
ses ¢ menor do que a da distribuicao Normal, cuja hipotese é rejeitada para TODOS os
ativos mais uma vez.

Tabela 3.8 Distancias de Kuiper.
Normal GH NIG Hyp

KP pValue KP pValue KP pValue KP pValue

Bbdc4 0,1097 3,16E-29 0,0618 1,32E-08 0,0615 1,64E-08 0,0610 2,36E-08
Cmig4 0,0831 2,80E-16 0,0427 0,0008 0,0427 0,0009 0,0426 0,0009
Csna3 0,1015 8,52E-25 0,1004 3,17E-24 0,1004 2,89E-24 0,1001 4,55E-24
Ebtp4 0,0919 1,06E-12 0,0331 0,2193 10,0367 0,1058 0,0365 0,1105
Elet6 0,0882 1,69E-18 0,0314 0,0623 0,0283 0,1485 0,0265 0,2272
Ibov 0,1194 6,16E-35 0,0223 0,5120 0,0270 0,2043 0,0283 0,1466
Itaud 0,0987 2,84E-23 0,0627 §8,18E-09 0,0642 2,72E-09 0,0635 4,53E-09
Petrd 0,1248 3,03E-38 0,0339 0,0276 0,0337  0,0295 0,0336 0,0305
Tesl4  0,0815 8,09E-10 0,0407  0,0404 0,0421 0,0276 00,0407 0,0409
Tlpp4 0,1192 4,08E-22 0,0330 0,2239 0,0366 0,1085 0,0363 0,1159
Tnlp4 0,1116 3,24E-19  0,0209 0,9101 0,0228 0,8207 10,0243 0,7365
Vale5 0,1164 4,06E-33 0,0446 0,0003 0,0444 0,0004 0,0442 0,0004

3.6.4 Distancia Anderson & Darling

A dltima distancia avaliada, mas nao menos importante é a distancia de Anderson &
Darling. Seus resultados estao na tabela 3.9. A diferenga primordial desta distancia,
conforme ja dito anteriormente, é que ela da maior peso as caudas da distribuicao. Pode-
mos perceber que a distribuicao Normal possui péssimo desempenho, isso devido ao fato
estilizado de que os retornos dos ativos segue uma distribuicao com caudas mais grossas
do que a da Normal. Além disso, com os 5 parametros das distribuicoes do tipo GH, a
modelagem nas caudas fica mais configuravel, o que permite um melhor ajuste também.

3.7 Conclusao

Neste capitulo caracterizamos o Movimento Geométrico Hiperbélico Generalizado (MGHG)
e suas subclasses e exploramos algumas de suas caracteristicas. Foi demonstrado que ele
é um processo de Lévy e algumas de suas propriedades. Em seguida, verificamos empi-
ricamente se o modelo apresentado se ajusta aos dados de agoes brasileiras. O resultado
obtido é que, segundo métricas tradicionais como distancia de Kolmogorov, de Kuiper e
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Tabela 3.9 Distancias de Anderson & Darling.
Bbdc4 61.329 0,0825 0,1225 0,3032
Cmig4 1.000.200 0,0940 0,3205 0,7434
Csna3 22 0,1061 0,1071 0,1048
Ebtp4 19.172  0,0722 0,1330 0,2472

Elet6 27.540 10,0497 0,1134  0,1873

Ibov 47.442 0,0416 0,0946 0,3154
Itaud 36 0,0723 0,0756  0,0738
Petr4 2.898 0,0433 0,0909 0,2530
Tesl4  1.540.800 0,3057 2,4821 9,4093
Tlpp4 32.157 0,1075 02512  0,6188
Tnlp4 29.471 0,0494 0,0666 0,1074
Valeb 26.996  0,0477 0,0455  0,0855

de Anderson & Darling, o movimento geométrico Hiperbdlico Generalizado se mostrou
mais adequado do que o Movimento Browniano Geométrico. Além das métricas citadas,
foi apresentada uma avaliacao visual, mostrando que a distribui¢ao subjacente ao MGHG
se ajusta melhor as caudas grossas da distribuicao dos retornos logaritmicos dos ativos,
conseqiientemente, capturando melhor a leptocurticidade também.



CApriTULO 4

Aprecamento de Derivativos
Unidimensionais usando Movimento
Geométrico Hiperbdlico Generalizado

4.1 Introducao

Desde Black & Scholes (1973), formulas fechadas para opgoes de compra européias tém
sido estudadas, mas muitos desses modelos assumem que os precos seguem um movimento
geométrico Browniano, ou seja, a distribuicao dos retornos logaritmicos dos ativos ¢ uma
Normal. Mais recentemente Prause (1999) e Raible (2000) apresentaram o processo de
Lévy Hiperbodlico Generalizado, onde eles assumem que os retornos logaritmicos dos ativos
seguem uma distribuigdo Hiperbdlica Generalizada (GH) ou uma de suas subclasses.

Fajardo & Farias (2004) mostraram de forma simplificada o apregamento de derivati-
vos brasileiros utilizando o até entao recém utilizado Movimento Geométrico Hiperbdlico
Generalizado (MGHG).

O bom ajuste dos dados no capitulo anterior, bem como o pouco explorado assunto
utilizando dados brasileiros foram duas grandes motivacoes para a elaboragao deste capi-
tulo.

4.2 Aprecamento de Derivativos Unidimensionais

Nesta secao discorreremos sobre alguns conceitos bésicos a cerca de derivativos, mais
notadamente opcoes, e também mostraremos como fazer o aprecamento de derivativos
em que apenas um fator é estocastico.

4.2.1 Derivativos

Seguindo Hull (2003) podemos definir um derivativo como:

Definicao 4.1 (Derivativo). E um instrumento financeiro cujo valor deriva dos valores
de outras variaveis basicas que o referenciam.

Os derivativos sao também conhecidos como titulos contingentes e em geral as variaveis
que referenciam derivativos sao os precos de titulos negociados.

Um dos tipos mais usuais de derivativos ¢ a opc¢ao, cujas variantes mais conhecidas
sao a Call ou opcao de venda e a Put ou opgao de venda.

42
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Definigao 4.2 (Opc¢ao). Opgao é um contrato que da a seu detentor, ou comprador um
direito sobre algo, mas nao uma obrigacao

No caso entao, uma opcao de compra dé o direito a seu detentor de comprar algo, e
uma opc¢ao de venda da ao seu detentor o direito de vender algo.
Tradicionalmente uma opgao possui os seguinte elementos:

e Preco de Exercicio: Diz respeito ao prego pelo qual o direito pode ser exercido, ou
seja, quanto o titular deve pagar (opc¢ao de compra) ou receber (opcao de venda)
ao lancador.

e Vencimento: Também chamado de maturidade, representa o prazo no qual o direito
existe. No caso de opc¢oes do tipo americana, representa todo o periodo em que o
direito pode ser exercido; no caso de opcoes do tipo européia, representa a data na
qual o direito pode ser exercido.

e Ativo Objeto: E o ativo sob o qual existe o direito de compra ou de venda.

e Prémio: E o valor do direito. O preco da opgao. O titular paga ao lancador o
prémio para ter a opgao.

4.2.2 Antecedentes

Inicialmente, os primeiros a relacionar a existéncia de uma tnica medida Martingal equi-
valente a existéncia de mercados completos foi Cox & Ross (1976), onde eles utilizaram
a idéia da neutralidade ao risco.

Esse conceito foi formalizado por Dybvig & Ross (1987), que apresentaram o Teorema
Fundamental do Asset Pricing (versao para espagos de estados finitos):

Teorema (Dybvig e Ross) 1: As seguintes condig¢oes nos precos P e retornos X sao
equivalentes:

1. Auséncia de Arbitragem;
2. Existe uma regra de apregamento linear positiva (pregos de estado);
3. Algum agente com utilidade estritamente crescente estd maximizando utilidade.

Eles também apresentam o seguinte Teorema de Representagao da Regra de Apreca-
mento:

Teorema (Dybvig e Ross) 2: Seja um direito contingente com retornos iguais a
(X1,X%2,..,Xs) em cada possivel estado da natureza do periodo seguinte. A Regra de Apre-
camento linear positiva pode ser representada equivalentemente usando:

1. Um funcional linear L(X) que é positivo: ¢> 0= L(c) > 0;

2. Pregos de estado p>>0:L(X) = Zil PsXs;



4.2 APRECAMENTO DE DERIVATIVOS UNIDIMENSIONAIS 44

3. Probabilidades neutras ao risco g* >> 0, 5505 = 1 com taxa livre de risco associada
. _ 1 — 1
r: L(X) = 77E*(X) = 137 YsUsXs:

4. Uma densidade de pregos de estado p >> 0:L(X) = E(pX) = ¥ s0sPsXs.
Resumindo temos:

1. Auseéncia de Arbitragem

2. Existéncia de demanda étima de algum agente que prefere mais a menos
3. Existéncia de Regra de Aprecamento Linear

4. Existéncia de Probabilidade Neutra ao Risco

5. Existencia de Densidade de precos de Estado

Quando o espaco de estados ¢é infinito temos (Harrison & Kreps (1979b) e Harrison &
Kreps (1979a)) e:

e (2) a (5) sado equivalentes, supondo que o agente pode escolher riqueza negativa e
ilimitada e tem utilidade continua em relacéo a L2.

e E sabido que, com bastante generalidade (5) < (4) = (3) = (2) = (1) também é
valido.

e Back & Pliska (1991): Exemplo onde (1) e (2) s@o validos, mas (3), (4) e (5) nao.
Depois desse trabalho diversos autores estenderam os teoremas para casos com mer-
cados em que existem fricgoes.
4.2.3 Conceitos Basicos de Calculo Estocastico

Definigao 4.3 (Processo de 1t6). Uma varidvel X segue o processo de It6 se seu processo
de difusao pode ser escrito da seguinte forma:
dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz. (4.1)

Onde dz é o processo de Wiener e a e b sao funcoes de X et. A varidvel X possui
tendéncia de a e taxa de variancia de b?.

Definigao 4.4 (Medida Equivalente). Uma medida de probabilidade Q em (Q,.%) ¢ dita
uma medida equivalente a P se para todo evento A, Q(A) > 0 se e somente se P(A) >0

Definicao 4.5 (Martingal). Um processo estocdstico (X)t=o definido num espago de
probabilidade filtrado (Q, #c[.ew),P) ¢ chamado de Martingal com relagao a # se as
seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. % é F-mensuravel e E|X| < o Vt > 0.
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Teorema 4.1 (Radon-Nikodym). Seja (Q,F,P) um espacgo de probabilidade. Se Q é uma
medida finita em F, e se P(A) = 0 implica Q(A) = 0 para todo A € F, entao existe uma
tinica variavel aleatdria integravel e positiva tal que Q(A) = E[1aX]. Denotamos esta nova

variavel por X = g—g.(X é unica q.t.p.)

Demonstragao. Veja Billingsley (1986). n
Definigao 4.6 (Medida Martingal Equivalente). Uma medida de probabilidade equi-

valente Q é dita uma medida martingal equivalente para X se X for uma martingal
relativamente a Q e se a derivada de Radon-Nikodym dQ/dP tiver variancia finita.

Definigao 4.7 (Transformada de Esscher). Seja L um processo de Lévy em algum espago
de probabilidade filtrado (Q,F,(R)ter,,P). Chamamos uma transformada de Esscher
qualquer mudanca de P para uma medida localmente equivalente Q com processo Zy =
g_8|Ft da forma:

_exp(6Ly)
= gt (o) o

onde mgf representa a funcao geradora de momentos.

Lema 4.1. Seja o processo de precos dado por (1), com as hipdteses 1 e 2 satisfeitas.
Entao a medida de probabilidade P é localmente equivalente a medida Q tal que o processo
exp(—rt)§ = Sexp(ly) é um Q-martingal. Um processo de densidade que leva a tal
medida Q é dado pela transformada de Esscher (Equagao 4). O valor de 8 é unicamente
determinado como a solucao de :

mgf(6) =mgf(6+1),0 € (a,b).

Teorema 4.2 (Girsanov). Seja (Q,F,P) um espago de probabilidade e (Bt)i~o um Mo-
vimento Browniano em relagao a P e 8 = (64,...,64) € L2, definimos a seguinte varidvel

aleatoria:
t 1t
Ne(6) = exp (—/ Gsst——/ Gs.esds)
0 2.Jo

Se E[exp(%fé 6s.05ds)] < oo, temos que E(Ni(0)) =1 para todo t e ni(6) >0 q.t.p. e
podemos definir uma nova probabilidade:

Q(A) = EP(1am:(0))

ou
dQ,._
@\Ft—’?t(e)

Nesse caso tempos que B = By + fé 6sds é um movimento browniano sob Q.
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Demonstragdao. Veja Applebaum (2004), Karatzas & Shreve (1991) ou Protter (1995). m

Teorema 4.3 (Lema de 1t6). Suponha que o valor de uma varidvel X siga o processo de
Ito:
dx =a(x,t)dt +b(x,t)dz
O lema de It6 mostra que uma funcao G, de X e t segue o processo:
0G_ dG 10°G 0G
dG= | m-a+ = +-—=—b”|dt+—=_bdz
(dx "ot T2 ) T ox
onde dz é o mesmo processo de Wiener da equacao anterior. Logo G também segue o
processo de Ito.

Demonstragao. Veja Applebaum (2004), Karatzas & Shreve (1991) ou Protter (1995). m

Definigao 4.8 (Densidade de Pregos de Estado). Seja o seguinte problema: Escolher
consumos C = {Cp,Cy,...,Cq} de forma a maximizar a utilidade U (C) sujeito a restri¢ao
orcamentaria:

Q
Co+ Z PwCw =W
w=1

No caso de preferéncias separdveis no tempo (von Neumann-Morgenstern) temos
U(C) = v(cy) + Yo Mwu(Cw), onde Tomega é a probabilidade do estado w. Nesse caso
as condigoes de primeira ordem sao:

e para todo w=1,2,...,Q,

U (Cw) = APw,

onde Py = Pw/Myw ¢ a densidade de pregos de estado, também chamado de fator de
desconto estocastico ou ainda “pricing kernel”.

4.2.4 Aprecamento de Derivativos

Os derivativos, segundo a propria defini¢ao, dependem do prego dos ativos objetos, e por-
tanto um modelo de aprecamento de derivativos necessita anteriormente da modelagem
do processo estocéastico de precos do ativo objeto correspondente.

O modelo de Black & Scholes (1973) parte do principio de que os pregos seguem um
movimento Browniano Geométrico! e portanto seguem o seguinte processo de difusio:

dS= uSdt + 0z, (4.3)

INo capitulo 2 apresentamos o movimento Browniano Geométrico e algumas de suas propriedades.
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onde Sé o preco do ativo; U e 0 sao respectivamente a média e o desvio padrao do
processo; dS é a variacao no nivel do preco do ativo durante um intervalo de tempo dt e
dz é um processo de Wiener. Podemos reescrever a equacao acima em termos de retornos,
obtendo:

d—: = pdt +odz (4.4)

Dessa forma o retorno de um ativo pode ser decomposto em duas partes, uma deter-
ministica e uma aleatoria.

Com base no lema de It6, podemos calcular o processo de um titulo contingente cujo
preco derive do preco de um ativo objeto que segue o processo de Ito. Temos entao que,
se C(t,S) é um direito contingente que depende do tempo de do prego do ativo S que
segue um processo de Ito, temos que:

1 2
dC = (g—,(;:us+aa—f+§g—§azs?> dt + (%aS)) dz. (4.5)

O grande pulo, necesséario para a obtencao da formula de Black and Scholes é que como
temos um processo de It0, os componentes de risco do direito contingente é o mesmo do
ativo objeto, permitindo que fagcamos uma carteira sem risco e portento possamos aprecar
o direito contingente. Consideremos, entao, uma carteira composta por uma posicao
vendida em uma call e comprada em uma fracao do respectivo ativo-objeto:

oC

P=-C+—=S 4.6

R TS (4.6)

Temos entao que o processo que governa as variagoes de preco pode ser escrito como:
oC

dP = —-dC+ —=dS 4.7

+33 (4.7)

Utilizando o lema de Ito e substituindo os processos de variacoes de precos, podemos
cancelar o componente estocastico:

_ [(oC 1 ,,0C
dP = — <E+§0 Szﬁ) dt. (4.8)

Com isso, consegue-se construir uma carteira sem risco, que deve ter a mesma re-
muneracio de um ativo livre de risco?, nos permitindo encontrar a equacao diferencial
parcial de Black and Scholes:

dC 0C 1 ,,0%C B
St 1S5 +50 Szd—sz—rC_O. (4.9)

Essa equacao ¢ valida independentemente da estrutura do pay-off de C. Podemos
trabalhar também, utilizando a abordagem da neutralidade ao risco. Nesse caso, teriamos

2Desde o primeiro instante véarias hipSteses estao subjacentes ao modelo, sendo uma das mais impor-
tantes, a auséncia de arbitragem.
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que o preco de um derivativo seria apenas o valor esperado de seu pay-off descontado para
valor presente. Esse valor esperado seria tomado numa medida de probabilidade neutra
a0 Tisco.

C=g[e N r”dupay—off(C)] . (4.10)

No caso de uma call européia com pay-off:

Cr = max(0,Sr —K), (4.11)

e com taxa de juros constante ao longo do tempo, temos (ver Hull (2003) e Clewlow
& Strickland (1998)):

C—e (T /om max(0,Sr — K)g(Sr)dS, (4.12)

onde K é o preco de exercicio, St é o prego do ativo-objeto no vencimento, g(Sr) é
a distribuicao de probabilidade do preco do ativo objeto no vencimento e r ¢ a taxa de
juros.

Da equacao 4.3 e fazendo X=In(S), usando o Lema de It6, temos o processo de pregos
para In(S):

dx = (u - %02> dt + odz (4.13)

Temos ent@o que d(InS) ¢ normalmente distribuido com média (4 — %Z)dt e variancia
o?dt. Dai:
0-2
INSr —INnS~ N Ku—?) (T—t),O'\/T—t], (4.14)
onde N representa a distribuicao Normal. Usando as propriedades da distribuicao
Normal e isolando INSy temos que:
2

InSr ~N {|ns+ (u—%) (T—t),o\/ﬁ]. (4.15)

Fazendo g =r (avaliagdo neutra ao risco) e resolvendo com base na equacao 4.12
obtemos a formula fechada de Black anda Scholes:

c= SN(dy) — Xe"T-UN(dy), (4.16)

onde:

IN(S/X) 4 (r +02/2)(T —t)
oy T —t
IN(S/X) + (r —0?/2)(T —1t)
oy T —t

d =
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e N(X) representa a distribuigdo acumulada de uma Normal com média 0 e desvio-
padrao 1. Podemos escrever 4.16 também da seguinte forma:

c=e"T-O[SN(dy)e TV — XN(dy)], (4.17)

que fornece uma interpretacao coerente com a abordagem neutra ao risco, pois temos
que o preco da call nada mais é do que o valor esperado do pay-off, mas utilizando-se
uma mudanca na densidade dos retornos dos ativos, que é a chamada medida martingal
equivalente.

De uma forma geral, o processo de aprecamento de derivativos esta firmado na idéia
de se encontrar uma medida martingal equivalente e calcular o valor esperado presente
do pay-off.

4.3 Convolucao das Distribuicoes Hiperbdlicas Generalizadas

O primeiro passo para o aprecamento de derivativos é calcular a convolugao da distri-
buigao GH, exceto para a subclasse NIG, uma vez que ela possui a propriedade de ser
fechada sob convolucao® que é calculada de acordo com a férmula abaixo:

Para resolver o problema da convolucao usando outras subclasses, utilizamos trans-
formadas de Fourier. A funcéo caracteristica de uma distribuicdo é obtida utilizando-se
uma transformacao de Fourier, além disso a multiplicacao das caracteristicas é equiva-
lente a convolugao das distribui¢oes (ver Billingsley (1986)). Entao, para obtermos a
convolucao das distribuicoes GH temos que fazer:

1. Aplicar a transformada de Fourier na densidade estimada da distribuigao GH.
2. Multiplicamos essa transformada tantas vezes quantas convolucoes necessitamos.
3. Aplicamos a transformada inversa de Fourier para obtermos a t-convolucao da GH.

Para simplificar os cdlculos utilizamos uma distribuicao simétrica e centralizada (3, U =
0) para garantirmos que as fungoes sejam reais (Press et al. 1992). Desta forma, seguimos
Prause (1999) e encontramos uma distribuigao GH como funcao de uma GH simétrica e
centralizada. Essa funcao ¢ dada por:

X
GH*(x;a,B,0,,A) = M?[ngh*t(x—ut;A,a,O,é,O), (4.19)
0

3Se uma distribuicao é fechada sob convolucio, temos que a convolucio de uma distribuicdo é uma
outra distribuicao pertencente a mesma classe. O Exemplo mais comum é o da distribuicao Normal.

4Para maiores detalhes sobre as possiveis aplicacoes de transformadas de Fourier, sugerimos Brigham
(1988).
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onde MB(B) representa a funcao geradora de momentos para uma distribuicao simé-
trica, elevada a poténcia t. Em seguida aplicamos a transformada de Fourier na GH
simétrica e centralizada obtendo (4.20). Por fim aplicamos a transformada inversa de
Fourier, mas isso nao nos leva a uma solugao analitica.

(o]

GH*(x;a,0,5,0,A) = 7_11/0 cos(ux) ¢ (u; a, 5A )'du. (4.20)

Para resolvermos esse problema, utilizamos o algoritmo criado por Cooley & Tukey
(1965) chamado de Fast Fourier Transformation (FFT). Para maiores detalhes sobre o
algoritmo e também sobre suas aplicac¢oes, recomendamos Brigham (1988) e Press et al.
(1992). O algoritmo FFT calcula a transformada de Fourier e também sua inversa de
forma eficiente. A principal preocupacao aqui é relacionada a transformacoes de variaveis
do dominio da freqiiéncia para o tempo®. Apéds a aplicacio do FFT temos a densidade
da GH simétrica e centralizada com t convolugoes. Para obtermos a densidade desejada,
usamos (4.19).

4.4 Aprecamento de Opcoes Utilizando Transformacoes de
Esscher

Para o aprecamento de opcoes com ativos subjacentes que seguem difusoes governadas
por processos de Lévy, precisamos encontrar uma medida martingal equivalente. No caso
de um processo de Lévy continuo, essa medida ¢ unica (ver Chan (1999) e Kannaan
(1979)), mas para os demais casos, Esscher (1932) apresentou uma transformagao que
foi utilizada por Gerber & Shiu (1994) para o apregamento de derivativos. No caso das
distribuicoes GH, essa transformacao para o mundo neutro ao risco é dada por:

e19x

GH*? (x;a,B,8,14,A) = GH*(x a,B,5,1,A). 4.21
(X,G,B, 7”7 ) Mt(a) (X,G,B, 7”7 ) ( )
Para encontrarmos o parametro 4 temos que resolver:
M(8 +1)
=In——= 4.22
r M(9) (4.22)

Onde r é a taxa de juros livre de risco no mesmo periodo dos dados estimados e
M ¢ a funcao geradora de momentos. A solucao para essa equacao é obtida através de
otimizagao numérica. O ultimo passo é a obtengao dos pregos de uma opg¢ao de compra
do tipo européia. Para isso, seguimos Keller (1997).

Cen = So/ln ) GH*t”"’*l(x)dx—e“K/In  GH™? (x)dx, (4.23)
% %

5Para detalhes sobre a transformacdo da varidvel e um exemplo em Matlab, veja Hanselman & Lit-
tlefield (2001).
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onde K é o preco de exercicio e § ¢é o preco atual do ativo subjacente. Nesse caso, a
paridade Put-Call é valida:

Pon = Cen —S+e K. (4.24)

Temos, na figura 4.1 grafico com o comportamento de uma opcao de compra de Vale do
Rio Doce quando mudamos alguns parametros e, conforme esperado, a maior sensibilidade
do preco de Calls GH sao quando estao in the money. Quando comparamos os pregos de
Calls GH e pregos de Calls obtidas através do modelo Black & Scholes (1973) obtemos a
figura 4.2 que contém a diferenca entre os precos. Podemos ver o desejado W-Shape. A
mesma andlise pode ser feita com as subclasses Hyp e NIG.

Figura 4.1 Precos de uma opgao de compra de Vale do Rio Doce com § = 50 e taxa de juros
livre de risco de 19% utilizando distribuicao Hiperbdlica Generalizada.

Call Price

20

Strike Price

Para verificarmos o melhor aprecamento através do uso da distribuicao GH fizemos
dois ensaios. O primeiro consistiu em se calcular o prego pelo modelo Black and Scholes e
GH e compara-los com o preco de mercado efetivo da opcao, e o segundo ensaio consistiu
em achar os smiles de volatilidade pelo método Black and Scholes e pelo GH.

Foi utilizada a amostra de Telemar (Tnlp4) porque suas opgoes de compra sao as mais
liquidas do mercado. Calculamos os pregos para as opcgoes de compra com vencimento
em 15/05/2006, e calculamos os pregos estimados a partir de 13/04/2006, que nos da 20
dias tuteis até o vencimento. Inicialmente mostramos, na tabela 4.1, os parametros de
Esscher estimados para cada um dos dias.

Em seguida, na tabela 4.2 temos os precos de mercado no fechamento® para os dias
escolhidos e para os precos de exercicio disponiveis, além dos precos da Telemar.

6Quando a opcao tinha poucos negécios foi utilizado o preco médio entre a melhor oferta de compra
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Figura 4.2 Preco Black and Scholes menos Preco GH de opcao de compra de Vale do Rio Doce
para diversos vencimentos e precos de exercicio.

BS - GH

50

.
cuike ee

Tabela 4.1 Parametros de Esscher Estimados.
Data 0 Data 0 Data 0 Data ¢]

13/4/2006 | -0,8588 | 24/4/2006 | -0,8635 | 2/5/2006 | -0,8860 | 9/5/2006 | -0,8847
17/4/2006 | -0,8452 | 25/4/2006 | -0,8559 | 3/5/2006 | -0,8719 | 10/5/2006 | -0,8984
18/4/2006 | -0,8770 | 26/4/2006 | -0,8499 | 4/5/2006 | -0,8805 | 11/5/2006 | -0,9030
19/4/2006 | -0,8776 | 27/4/2006 | -0,8849 | 5/5/2006 | -0,8806 | 12/5/2006 | -0,8644
20/4/2006 | -0,8797 | 28/4/2006 | -0,8773 | 8/5/2006 | -0,8922 Média | -0,8676

Ao se analisar a tabela com os precos fica bem aparente que as opgoes mais out-of-
the-money sao menos liquidas nao tendo negdcios em varios dias.

Para ver o ajuste, calculamos os precos pelo Modelo Black and Scholes e GH e cal-
culamos as diferengas para cada prego. As tabelas com esses resultados sao as 4.3 e 4.4
respectivamente.

Ao analisarmos essas tabelas vemos que o modelo GH, em média possui menor erro
que o Black and Scholes principalmente nas opg¢oes mais liquidas. A andlise fica preju-
dicada nas menos liquidas devido ao pouco representativo prego de mercado. Com isso
mostramos que o preco GH é melhor do que o de Black and Scholes, pois se aproxima
mais do preco de mercado.

Por fim, verificamos o smile de volatilidade para os dois modelos. Eliminando-se as
menos liquidas, devido a pouca informagao carregada por elas, temos na figura 4.3 o smile
de volatilidade observado através do modelo GH. E para possibilitar uma andlise mais
direta, na tabela 4.5 as estatisticas descritivas dos smiles de volatilidade de ambos os

e melhor oferta de venda no encerramento do pregao.



Tabela 4.2 Precos das Opgoes de Compra de Telemar com Vencimento em 15/05/2006.

Opc¢ao de Compra com Preco de Exercicio

Data | Tnlpd | 28,49 30,49 3249 34,49 3649 3849 4049 4249 4449 4649 4849 50,49
13/4/2006 | 3502 | 7,31 18 325 1,82 09 035 015 004 0,02
17/4/2006 37 | 875 48 302 1,75 094 048 025 0,12 005 0,02 0,02
18/4/2006 | 37,05 4,9 3,05 1,7 08 032 014 007 004 002 0,02
19/4/2006 | 37,19 6,41 53 325 18 081 035 012 006 002 0,01
20/4/2006 | 36,23 441 289 1,38 061 025 01 005 0,02
24/4/2006 | 358 3,64 2 09 039 014 005 003 0,01
25/4/2006 | 3547 3,11 165 071 026 009 004 0,02
26/4/2006 | 37,7 5,7 3,9 22 1,06 045 015 005 0,02
27/4/2006 | 37,25 5,5 34 1,78 0,77 028 0,09 004 0,01
28/4/2006 | 37,8 555 4,16 2,26 1,1 047 0,13 005 0,02
2/5/2006 | 36,95 495 289 146 062 02 006 003 0,02
3/5/2006 | 37,49 4,95 3,2 1,8 081 027 007 0,02
4/5/2006 | 37,51 751 492 305 1,63 0,78 025 0,07 0,02
5/5/2006 | 38,25 6 3,84 2,6 1,3 057 0,18 006 0,02
8/5/2006 | 37,8 7,31 5,5 3,3 18 093 041 016 005 0,01
9/5/2006 | 38,69 | 10,39 819 64 43 26 1,35 058 026 008 0,03
10/5/2006 | 38,99 599 4,15 25 1,63 0,39 0,1 003
11/5/2006 | 36,6 | 801 621 373 1.8 052 0,13 003 0,02
12/5/2006 | 35,84 319 123 014 0,03
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Tabela 4.3 Preco de Mercado - Preco Estimado por Black and Scholes.

Opcao de Compra com Preco de Exercicio

Data 28,49 30,49 32,49 34,49 36,49 38,49 40,49 42,49 44,49 46,49 48,49 50,49
13/4/2006 0,17  -0,6914  -0,8108  -1,0645 -1,0694  -0,9444  -0,6709 -0,46374  -0,27996
17/4/2006 -0,1602 -0,645 -0,9903  -1,0821 -0,978  -0,7673  -0,53065 -0,35141  -0,22546 -0,13621 -0,06621
18/4/2006 -0,5506  -0,9527  -1,1139  -1,0938 -0,9017  -0,61713  -0,38197  -0,22067 -0,12568 -0,05913
19/4/2006 -0,8083  -0,2309  -0,8089  -0,9872  -1,0986 -0,8741  -0,63273  -0,38503  -0,23373  -0,12995
20/4,/2006 -0,2917  -0,4437  -0,8682  -0,8326 -0,63234 -0,41587 -0,23926 -0,13611
24/4/2006 -0,5522 -0,8485 -0,8575  -0,6991 -0,4743  -0,27731  -0,13545  -0,06971
25/4,/2006 -0,7784 -0,934  -0,8943 -0,67092 -0,41618 -0,21895 -0,10524
26/4,/2006 -0,0196  -0,2157  -0,5865 -0,71 -0,6047  -0,44065 -0,26191  -0,13595
27/4/2006 0,2145 -0,3193  -0,6679  -0,7327 -0,58052  -0,37079  -0,19163  -0,09981
28/4/2006 -0,1904 0,0618  -0,4748  -0,5986 -0,51113 -0,39789  -0,21551  -0,10541
2/5/2006 0,1218  -0,3296  -0,4904  -0,4459 -0,32474 -0,17342 -0,06436 -0,01491
3/5/2006 -0,3341 -0,389  -0,4105  -0,4122 -0,33434 -0,19772  -0,08681
4/5/2006 0,3403 -0,3487  -0,4999  -0,5215  -0,3782 -0,30104 -0,16203  -0,06695
5/5/2006 0,0592 -0,286 0,0186  -0,1295 -0,12419 -0,11512  -0,05029  -0,01651
8/5/2006 -0,0836 0,0732 -0,2765 -0,2288  -0,02684  0,04187 0,04489 0,02054  0,003748
9/5/2006 0,125 -0,0796 0,1183 -0,047  -0,0129 0,0499  0,06228 0,09731  0,039575  0,021964
10/5/2006 -0,574  -0,4489  -0,2844 0,2643  -0,12579 -0,0463  -0,00111
11/5/2006 -0,1431 0,0532 -0,4482 -0,4839  -0,45492 -0,14566 -0,02103  0,013794
12/5/2006 -0,2182 -0,4046  -0,35747  -0,05471

Média | -0,00208 -0,21157 -0,28452 -0,50954 -0,59706 -0,50724 -0,42001 -0,27246 -0,16216 -0,10271 -0,13061 -0,06267
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Tabela 4.4 Prego de Mercado - Prego Estimado por Modelo GH.

Opcao de Compra com Prego de Exercicio (GH)
Data 28,49 30,49 32,49 34,49 36,49 38,49 40,49 42,49 44,49 46,49 48,49 50,49
13/4/2006 0,1243 -0,7083 -0,7993 -1,0324 -1,0276 -0,9044  -0,63889  -0,44159 -0,2673
17/4/2006 -0,2323 -0,665 -0,9804 -1,0509 -0,9373 -0,7286  -0,50085  -0,33208 -0,21547 -0,13263 -0,06646
18/4/2006 -0,5729 -0,945 -1,0836 -1,0545 -0,8644  -0,58813  -0,36412 -0,21162 -0,12311  -0,05993
19/4/2006 -0,8636 -0,2568 -0,8042 -0,9594 -1,0602 -0,8372 -0,6048 -0,3678 -0,2257  -0,12801
20/4/2006 -0,3054 -0,4287 -0,835 -0,7958  -0,60195  -0,39589  -0,22959 -0,13335
24/4/2006 -0,5658 -0,8326 -0,8262 -0,6676  -0,45254  -0,26711  -0,13353 -0,07215
25/4/2006 -0,789 -0,9159 -0,8633  -0,64265 -0,39885  -0,21263 -0,1059
26/4/2006 -0,0678 -0,23 -0,5702 -0,6788 -0,5746  -0,42062  -0,25388  -0,13584
27/4/2006 0,1706 -0,3283 -0,648 -0,7019  -0,55441  -0,35613  -0,18813 -0,10243
28/4/2006 -0,2453 0,0415 -0,4623 -0,5697  -0,48355 -0,3813  -0,21056  -0,10797
2/5/2006 0,0689 -0,344 -0,4723 -0,4202  -0,30949  -0,17127  -0,06994 -0,02168
3/5/2006 -0,3987 -0,4168 -0,4003 -0,387  -0,31694  -0,19446  -0,09233
4/5/2006 0,2549 -0,4164 -0,5312 -0,5134 -0,3535 -0,28515  -0,16121  -0,07399
5/5/2006 -0,0203 -0,3359 0,0119 -0,1074  -0,10402  -0,11122  -0,05703 -0,02527
8/5/2006 -0,1722 -0,0096 -0,332 -0,2342  -0,00551 0,05013 0,03682  0,010007  -0,00293
9/5/2006 0,031 -0,1711 0,0289 -0,1239 -0,0459 0,065  0,07762 0,09158  0,027427  0,01368
10/5/2006 -0,0043 -0,2265 -0,3327 0,2741  -0,10902  -0,05331  -0,01396
11/5/2006 -0,2287 -0,0308 -0,2332 -0,1343  -0,44059 -0,13964 -0,03402  0,004674
12/5/2006 -0,2971 -0,4337  -0,33952  -0,06549
Média | -0,07643 -0,28185 -0,28308 -0,49128 -0,58387 -0,48171 -0,3981  -0,26264 -0,16016 -0,10339 -0,12792 -0,06319
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modelos.
Figura 4.3 Smile de Volatilidade do Modelo GH
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Verificamos, ao analisar a tabela, que o modelo GH consistente mente, para os dias
analisados, apresentou menor coeficiente de variacao do que o modelo Black and Scholes,
o que significa que ha um menor efeito smile de volatilidade, conforme anteriormente
falado. Nao utilizamos todos os dias para a andalise porque para alguns dias os modelos
nao foram capazes de encontrar a volatilidade implicita, logo esses dias foram retirados
da amostra.

4.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos o aprecamento de derivativos cujos ativos subjacentes se-
guem um movimento geométrico hiperbdlico generalizado. Mostramos que as distribui-
¢oes GH melhoram o aprecamento de derivativos bem como diminui o smile de volatili-
dade.
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Tabela 4.5 Estatisticas descritivas das volatilidades implicitas calculadas.

Hiperbdlica Generalizada

Black and Scholes

Data Média | Desvio | Coef. Var. Média | Desvio | Coef. Var. | CVgs—CVgH
13/4/2006 | 0,01670 | 0,00037 0,02192 | 0,01689 | 0,00039 0,02311 0,00119
17/4/2006 | 0,01819 | 0,00088 0,04817 | 0,01843 | 0,00181 0,09806 0,04989
18/4/2006 | 0,01625 | 0,00092 0,05683 | 0,01646 | 0,00097 0,05912 0,00228
19/4/2006 | 0,01640 | 0,00046 0,02781 | 0,01668 | 0,00053 0,03188 0,00407
20/4/2006 | 0,01841 | 0,00042 0,02278 | 0,01872 | 0,00049 0,02630 0,00352
24/4/2006 | 0,01821 | 0,00083 0,04532 | 0,01860 | 0,00098 0,05286 0,00755
25/4/2006 | 0,01771 | 0,00155 0,08770 | 0,01816 | 0,00179 0,09839 0,01069
26/4/2006 | 0,01957 | 0,00041 0,02091 | 0,02001 | 0,00055 0,02766 0,00674
27/4/2006 | 0,01866 | 0,00022 0,01162 | 0,01909 | 0,00035 0,01812 0,00650
28/4/2006 | 0,02048 | 0,00092 0,04470 | 0,02098 | 0,00101 0,04795 0,00326

2/5/2006 | 0,02104 | 0,00037 0,01741 | 0,02164 | 0,00045 0,02078 0,00336
3/5/2006 | 0,02142 | 0,00025 0,01173 | 0,02206 | 0,00029 0,01334 0,00161
4/5/2006 | 0,02098 | 0,00120 0,05736 | 0,02171 | 0,00181 0,08322 0,02585
5/5/2006 | 0,02758 | 0,00189 0,06839 | 0,02820 | 0,00201 0,07131 0,00293
8/5/2006 | 0,02888 | 0,00384 0,13300 | 0,02973 | 0,00416 0,14009 0,00708
9/5/2006 | 0,03146 | 0,00203 0,06445 | 0,03241 | 0,00215 0,06625 0,00180
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CAPITULO 5

O movimento exponencial MAGH de Lévy

5.1 Introducao

Apesar de que os ativos individualmente sao bem modelados utilizando-se as distribui¢oes
GH, hé a necessidade de se avaliar carteiras de ativos (para célculos mais precisos de Valor
em Risco, por exemplo) ou ainda de se aprecar derivativos multidimensionais (ver capitulo
6). Logo se faz necessaria a expansao do modelo unidimensional para um ambiente
multidimensional.

A primeira utiliza¢ao de distribuigdes multivariadas hiperbélicas generalizadas (MGH)
para ajuste a dados financeiros foi feita por Prause (1999), e em seu trabalho diversas
deficiéncias ficam latentes, dentre elas, temos que as distribuigoes MGH nao sao capazes
de modelar dependéncia nas caudas da distribuigao (ver Schmidt et al. (2005)) e tam-
bém emergem imensas dificuldades na estimacao dos parametros, pois todos devem ser
estimados simultaneamente.

Em Schmidt et al. (2005) sao apresentadas as distribui¢oes hiperbdlicas generalizadas
multivariadas afins (MAGH) que superam os problemas acima mencionados de forma
simples, pois ela ¢ uma transformacao afim aplicada a um vetor de distribuicoes GH
univariadas.

Desta forma, como as distribuicoes GH apresentaram bom ajuste aos dados brasi-
leiros e dada a importancia da modelagem multivariada, neste capitulo introduziremos
as distribui¢oes Hiperbdlicas Generalizadas Afins Multivariadas (MAGH), aplicando-as a
dados brasileiros. As grandes contribuicoes deste capitulo referem-se a formalizacao das
distribuicoes MAGH como processos de Lévy multivariados, diversas proposi¢oes que aju-
darao no capitulo de aprecamento de derivativos multivariados e ajuste dessa distribuicao
a dados brasileiros.

5.2 Distribuicoes Hiperbdlicas Generalizadas Afins

Podemos, conforme demonstrado no capitulo 3escrever a densidade da distribuicao GH
como uma transformacao afim de uma forma canoénica com escala 1 e posicao 0. No
contexto deste capitulo utilizaremos essa forma de densidade, que definiremos como:

Definicao 5.1. Uma varidvel aleatéria X ~ AGH (x; w, %, 1), com w = (5{,[3,)\) é dita
ter uma distribuicao de probabilidade Hiperbdlica Generalizada Afim (AGH) se temos:

1. A variavel X pode ser escrita como uma transformacao afim da variavel Y, onde

o8
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Y ~ AGH (x; w,1,0) :
X LY +pu. (5.1)

2. A distribuicao Afim possui uma correspondéncia de um pra um com uma distribui-
cao Hiperbolica Generalizada, onde:

AGH (x; 0, 8%, 1) 2GH(x. a, B, 3, i, M), (5.2)

=0

com o = and B:aé.

o

O parametro 82 é chamado de escala e o parametro g é um parametro de localizacio.

5.3 Distribuicoes Hiperbdlicas Generalizadas Afins
Multivariadas

Nesta secao apresentaremos as distribuicoes MAGH, que sao uma extensao das AGH.

Definigao 5.2. Uma varidvel aleatéria d-dimensional X ~ MAGH (x; w,Z,M), com w =
(a,B,A) é dita ter uma distribui¢ao de probabilidade Hiperbdlica Generalizada Afim
Multivariada (MAGH) se temos:

1. A variavel X pode ser escrita como uma transformacao afim da variavel Y
X LAY +M. (5.3)
2. O vetor Y € RY é um vetor de distribui¢coes AGH (Xi; @, 1,0) independentes, ou seja,
Y ~ MAGH (x; w, 1,0).

3. A é uma matriz triangular superior em R9*9 tal que NA= Y é uma matriz definida
positiva.

O parametro Z é o parametro de escala e o parametro M ¢é o de localiza¢ao. A grande
vantagem dessa distribuicao, é que o processo de otimizacao para estimacao de parametros
pode ser bastante simplificado.

As figuras 5.1(a) e 5.1(b) mostram o formato da distribui¢do bidimensional e seu
grafico de contorno (curvas de nivel). Similarmente a distribuicdo GH para o caso unidi-
mensional, a MAGH permite a modelagem de séries mais leptoctrticas do que a Normal
Multivariada, bem como possui caudas semi-grossas.

5.3.1 Propriedades das Distribuicoes MAGH
Proposicao 5.1. A média de uma varidavel X ~ MAGH (w,Z,M) é
E[X] =AE[Y]+M, (5.4)

onde E[Y] é um vetor contendo em cada linha a média da distribuicao univariada.
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Figura 5.1 Densidade da MAGH simétrica

Demonstra¢ao. Como X ~ MAGH (w,Z,M), temos que XgA’Y—I— M, portanto:
E[X] =E[AY +M] =AE[Y]+M

onde Y, por independéncia, é uma vetor contendo em cada linha I a média da distribuicao
AGH (@, 1,0) correspondente. n

Proposicao 5.2 (Variancia da Distribuicao MAGH). A variancia de uma variavel X ~
MAGH (w,%,M) é
VAR[X] = ZVAR]Y], (5.5)

onde VAR[Y| é um vetor contendo em cada linha a variancia da distribui¢ao univariada.
Demonstra¢ao. Como X ~ MAGH (w,Z,M), temos que XgA’Y—I— M, portanto:
VARX] =VARAY +M] = ZVAR]Y]

onde Y, por independéncia, é uma vetor contendo em cada linha i a variancia da distri-
buicao AGH (i, 1,0) correspondente. m

Proposicao 5.3. A funcao geradora de momentos multivariada de uma variavel aleatoria
MAGH X LAY +M ¢ dada por:

Nix (2) = M ﬁwz» (56)

Onde My (%) representa a fungao geradora de momentos da variavel Y;.

Demonstracao. Por hipotese temos que:

XLAY 4+ M
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Entao, a fungao geradora de momentos é:

Mx(z) = E || =E [ZAVHM]

- E [e(Az)'YJrzM}
A segunda parte da exponencial nao é aleatéria, logo:

My (2) = €ME [e(AZYY} — MMy (AZ)

Vamos entender o que isso realmente significa. Primeiro vamos explorar a dimensao
das matrizes. A expressao ZM resulta num escalar um vez que zé nx1,Z é I1xneM é
nx1.

A expressao Az é nx 1 ja que A é nxn e zconforme visto anteriormente, é N x 1. Se
fizermos Z= (Az) e considerando a independéncia dos Yis:

M2 = & [ 2)

Proposicao 5.4. A funcao caracteristica de uma distribuicao MAGH é dada por:
HY n ~
o (t) =e'tM_|_!<Pﬁ(ti), (5.7)
i=

onde @ (fi) é a funcao caracteristica de cadaY;.

Demonstracao. Por definicao temos que:
() = E[eit’x} :E[eit’[A’Y+Mq
- E [ei[(At)’Y—i—t’M]] _ d'ME [ei(At)'Y}
= Mg, (At)

Fazendo At = { e usando a independéncia de Y:

ou(t) = &V [ o4(®)
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5.3.2 Movimento Geométrico MAGH

Proposicao 5.5. MAGH é uma distribui¢ao infinitamente divisivel, logo pode gerar um
processo de Lévy.

Demonstragao. Por defini¢ao, se X ~ MAGH (a,B,A,Z,M) é uma varidvel aleatéria d-

dimensional, temos que XgA’Y—I— M, onde Y é um vetor composto por d variaveis AGH
univariadas independentes, i.e. Y; ~ AGH (ai, B, i, 1,0).
Pela proposigao 3.1 existe uma correspondéncia biunivuca entre a distribuicao AGH e
a GH, bastando apenas operar a transformagao de parametros dada pela equagao 3.13.
Na proposicao 3.2 vimos que as distribuicoes GH, e por conseguinte, as AGH sao dis-
tribuicoes infinitamente divisiveis (Barndorff-Nielsen 1977). Entao, temos que Vn existem
Y1/n

" independentes tais que:

d < 1/
=1

Chamemos entao de Yy, o vetor em que cada linha | ¢ composta pela varidvel Y, -
Entao:

n n l n l
XLA(S Y AME S AV ik oME 5 A S, (5.9)
_ . n J n
j=1 =1 =1
Faca entao Xq/n =AYy + %M, obtendo:
d < 1/n
DR (5.10)
j=

Essa distribuicao é extremamente flexivel pois os parametros A and o podem ser
definidos para cada margem, aumentando o poder de ajuste mesmo que as margens
possuam caudas com diferentes pesos. Além disso, se Z for uma matriz diagonal as
margens sao independentes, o que é importante em alguns cenarios.

A facilidade na estimacao se deve a um simples procedimento que permite, ao invés
da estimagao simultanea dos d x 5+ (d — 1)! /2 parametros, estimamos d distribuicoes
unidimensionais, onde d representa o nimero de dimensoes.

5.4 Amostra

A avaliagao empirica foi feita utilizando-se os indices Ibovespa, CAC 40, Dax 100, FTSE
100, Nikkei 225 e Standard and Poors 500. Os dados representam retornos logaritmicos

calculados de acordo com: B
Ri= In( 1L ) (5.11)
Ft—1




Os periodos de amostra e os codigos dos indices utilizados estao na tabela 5.1. A data
inicial foi escolhida, similarmente as estimacoes univariadas, pela data em que o Brasil
implantou o Plano Real (01/07/1994), que trouxe alguma estabilidade para os pregos,
evitando mudancas de moedas. Uma vez que estamos tratando com paises diferentes, os
dados foram interpolados linearmente! quando alguma data nao era dia de negécio em
algum pais. De forma a verificar o modelo e sua aderéncia inclusive a eventos extremos
(caudas grossas), nao excluimos nenhuma data da amostra, nem mesmo o dia 11 de

setembro de 2001.

5.4 AMOSTRA

Tabela 5.1 Amostra

Asset Ticker Inicio Fim

Bovespa BVSP | 01/08/1994 | 30/05/2006
Cac40 CAC | 01/08/1994 | 30/05/2006
Dax DAX | 01/08/1994 | 30/05/2006
FTSE FTSE | 01/08/1994 | 30/05/2006
Nikkei NIKK | 01/08/1994 | 30/05/2006
Standard and Poors | SP500 | 01/08/1994 | 30/05/2006

Na tabela 5.2 temos as estatisticas descritivas dos dados e na tabela 5.3 temos a
matriz de correlacao dos dados. Usando essas duas tabelas podemos ver caracteristicas
interessantes desse banco de dados:

Todos os indices sao correlacionados (valor critico = 70.0166);

Temos alguns indices muito correlacionados. Como exemplo temos a correlagao
entre CAC e DAX de 0.7902. Em geral os mercados da Europa sao bastante cor-
relacionados, sendo o menor coeficiente entre eles 0.7215, que é a correlacao entre
FTSE e DAX;

Alguns indices sao quase nao correlacionados. Podemos ver a correlagao entre BVSP
e NIKK que ¢ de 0.1136;

BVSP possui uma amplitude muito maior do que os outros, pois possui um minimo
de -17.2290 e um méximo de 28.8183.

Todos os dados possuem uma curtose alta?, principalmente o BVSP que possui
curtose de 15.8004, implicando que a distribuicao da cauda é bem mais grossa do
que a de uma distribuicao normal.

IPara maiores detalhes sobre interpolacio, sugerimos Press et al. (1992).
2Por curtose alta se entende aquela varidvel que possui curtose maior do que a de uma varigvel que
possui distribuicao normal, que possui valor 3.
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Tabela 5.2 Estatisticas Descritivas (%)

Indice | Média | D. Padrdo | Assimetria | Curtose Min Max
BVSP 0.0793 2.4560 0.5173 15.8004 | -17.2290 | 28.8183
CAC 0.0256 1.3766 -0.0988 5.7326 | -7.6781 | 7.0023
DAX 0.0277 1.4967 -0.1415 5.6244 | -6.4999 | 7.5527
FTSE 0.0174 1.0680 -0.1238 5.9075 | -5.5888 | 5.9038
NIKK -0.0147 1.3625 -0.0997 5.1872 | -7.2340 | 7.6553
SP500 0.0322 1.0737 -0.1002 6.4608 | -7.1127 | 5.5744

Tabela 5.3 Matriz de Correlagoes (%)
BVSP | CAC| DAX | FTSE | NIKK | SP500
BVSP | 1.0000 | 0.2682 | 0.2756 | 0.2735 | 0.1136 | 0.4277
CAC | 0.2682 | 1.0000 | 0.7902 | 0.7875 | 0.2434 | 0.4366
DAX | 0.2756 | 0.7902 | 1.0000 | 0.7215 | 0.2315 | 0.4983
FTSE | 0.2735 | 0.7875 | 0.7215 | 1.0000 | 0.2551 | 0.4311
NIKK | 0.1136 | 0.2434 | 0.2315 | 0.2551 | 1.0000 | 0.1138
SP500 | 0.4277 | 0.4366 | 0.4983 | 0.4311 | 0.1138 | 1.0000

5.5 Algoritmo de Estimacgao

5.5.1 Distribuicao AGH

Para estimar os parametros da distribuicao AGH (e posteriormente as margens da MAGH)
usamos uma pequena modificagdo no algoritmo usado por Fajardo & Farias (2004), pois
seu algoritmo estimava as distribuicoes GH. O algoritmo foi implementado no Matlab e
usa a maximizacao da funcao de maxima verossimilhanca.

Freund (2004); Lagarias et al. (1998); Neumaier (2004) apresentam formas e propri-
edades de otimizagao restrita e Baritompal & Hendrix (2005); Bjorkman & Holmstrom
(1999); Hart (1994); Iwaarden (1996); Mendivii et al. (1999); Stiitzle & Hrycej (2002a)
discutem, além disso, métodos e formas de se fazer otimizagao global. Baseado neles, para
melhorar a performance e termos estimativas mais confidveis, transformamos os parame-
tros que possuiam restricoes de forma que eles se tornasse parametros sem restrigoes,
e portanto, pudéssemos utilizar a otimizacao irrestrita. As transformagcoes executadas
foram:

& = In(@) (5.12)
& = In@ ) ) (5.13)
B = (L—exp(—Buxsign(Bu))) x sign(Bu), (5.14)

onde o subscrito U identifica a variavel irrestrita.
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5.5.2 Distribuicao MAGH

Para estimarmos os parametros da MAGH, fizemos uso das seguintes proposicoes, de
forma a facilitar o processo e ganhar eficiéncia na estimacao. Esta abordagem foi utilizada
por Schmidt et al. (2005), Stiitzle & Hrycej (2001), Stiitzle & Hrycej (2002a),Stiitzle &
Hrycej (2002b) e Stiitzle & Hrycej (2005), aplicada em diversos tipos de distribuigao e a
MAGH no primeiro.

Proposicao 5.6. Se X ~ MAGHq(w, 2, M) entao W = BX é um conjunto de d distribui¢oes
AGH (w,d, ), onde B é a inversa da decomposi¢ao de Cholesky 3 aplicada & matriz de
covariancia de X.

Demonstragao. Por definigao, se X ~ MAGHp(w,Z,M) entao podemos dizer que:

X LAY +M, (5.15)

para alguma matriz triangular superior A de forma que A/A= X ¢ definida positiva e o
vetor aleatério Y = (Y, ..., Yy) consiste de varidveis aleatérias mutuamente independentes
Y, ~ MGH1(w,1,0).

Logo, a estrutura de dependéncia da MAGH ¢ devida a matriz A, uma vez que as
Y; sao independentes (ver capitulo 2). Seja entdo S a matriz de covariancia de X, entao
podemos usar a decomposicio de Cholesky para obter S= B'B.

Aplicando a inversa, temos::

st=B1B1y, (5.16)
fazendo (B~1)’ = B, temos que S™1 = B'B. Entéo, facamos:

W = BX. (5.17)

No caso, transformamos a varidvel correlacionada X em uma nao correlacionada W
(Horn & Johnson. 1985; Press et al. 1992). A questao é: W € MAGH?

W = BX = B(A'Y + M) = BA'YY +BM, (5.18)

BA'AB’ ¢ claramente definida positiva, entao W € MAGH e é um conjunto de distri-
buigdes AGH (w, d, 1) independentes. m

Proposicao 5.7. Podemos estimar X ~ MAGH (w, Z,M) por um procedimento composto
de trés passos, sendo o primeiro a transformacao da variavel X numa variavel Y descorre-
lacionada, estimar as margens da variavel Y e transformar seus parametros para obtermos
os parametros de X

3Para mais detalhes sobre a decomposicdo de Cholesky recomendamos Horn & Johnson. (1985) e
Hamilton (1994)
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Demonstracao. Na proposicao 5.6 mostramos que W = BX é um vetor de distribuicoes
AGH independentes, de forma que podemos estimar W através da estimacao de suas
distribui¢oes marginais W.

Apés estimarmos todos os parametros dos W podemos recuperar os parametros ori-
ginais de X:

Cada W pode ser escrito como W d oY, + L, entao:

W = BX — (Wi, Ws, ..., Wh)' = BX — X = B~1w. (5.19)

Conforme dito antes, B™*W ~ MAGH (w, 2, M), entdao: AY +M =B~(DY + )
Logo:

A=B1D ¢ M=B1u (5.20)
Onde D é uma matriz diagonal contendo os & das distribuigdes marginais, e U é o
vetor de L. -

Entao, para estimar os parametros das distribuicoes MAGH, utilizamos os seguintes
passos:

1. Achamos B através da decomposi¢ao de Cholesky da inversa da matriz de covari-
ancia amostral.

2. Fazemos W = BX, que é um conjunto de distribui¢oes independentes AGH (i, 5, U).
3. Estimamos os parametros das distribuigdes AGH univariadas (W).

4. Transformamos os parametros univariados nos parametros multivariados de acordo
com a proposicao 5.7.

Esse procedimento leva a um menor esfor¢o computacional, uma vez que consiste
de d estimacoes univariadas, estimando 5 parametros em cada, ao invés de 1 estimacao
multivariada que obtém 4n+n(n+ 1)/2 parametros de uma vez sé.

5.6 Resultados Empiricos

5.6.1 Estimagao Unidimensional

A tabela 5.4 apresenta os resultados da estimagao unidimensional das distribuicoes AGH
e das subclasses? Normal Inversa Gaussiana Afim (ANIG) e Hiperbélica Afim (AHyp). A
estimacao da AGH é a que deve ser feita com muito cuidado, pois como nao conseguimos
fazer uso (de maneira pratica) das derivadas da funcdo de méxima verossimilhanca® e a

presenca do A variando livremente pode prejudicar bastante o algoritmo de otimizacao

(Raible 2000).

4Conforme apresentado no capitulo 3 para obtermos uma subclasse das distribuicoes GH basta fixar-
mos o parametro A. O mesmo conceito foi aplicado a transformacao aqui chamada de AGH.

5Isso se deve & complexidade da derivada com relacdo ao argumento A. Para maiores detalhes,
consultar o apéndice C.
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Tabela 5.4 Parametros estimados das distribuicoes AGH e suas subclasses.

Indice a B A o U LogLike
BVSP GH 0.7744 -0.1102 -1.0181 2.5911 0.2631 -6387.0
NIG 0.8977 -0.0879 -0.5000 2.2312 0.2814 -6392.8
HYP 0.7168 -0.0595 1.0000 1.0645 0.2976 -6408.0
CAC GH 1.0065 -0.0819 -0.9964 1.6317 0.1194 -4919.8
NIG 1.0410 -0.0091 -0.5000 1.3874 0.0520 -4920.6
HYP 1.0511 -0.0041 1.0000 0.8504 0.0372 -4927.0
DAX GH 0.9814 -0.0863 -0.0100 1.2092 0.1776 -5141.6
NIG 0.9726 -0.1003 -0.5000 1.4476 0.1733 -5142.2
HYP 1.0531 -0.0057 1.0000 0.9167 0.0454 -5153.9
FTSE GH 0.9851 -0.0804 -0.4989 1.0388 0.0975 -4153.2
NIG 0.9851 -0.0804 -0.5000 1.0388 0.0975 -4153.2
HYP 1.0543 -0.0075 1.0000 0.6541 0.0318 -4163.7
NIKK ~ GH 1.0405 -0.0055 0.5046 0.9902 0.0056 -4935.9
NIG 1.0376 0.0000 -0.5000 1.4066 -0.0067 -4937.7
HYP 1.0470 0.0000 1.0000 0.8489 -0.0085 -4936.8
SP500  GH 1.0444 -0.0075 0.0026 0.9030 0.0471 -4180.3
NIG 1.0414 -0.0076 -0.5000 1.0751 0.0477 -4180.4
HYP 1.0529 -0.0053 1.0000 0.6600 0.0424 -4186.7

As subclasses AHyp e ANIG sao especialmente importantes porque a primeira é mais
facil de ser estimada, pois a funcao de Bessel somente é avaliada uma vez por avaliagao
da funcao objetivo e a segunda é fechada sob convolugao o que facilita o aprecamento de
derivativos. Remetemos o leitor aos capitulos 3 e 4 para uma maior exploracao dessas
propriedades. Perceba que para o caso do Ibovespa, também estimado no capitulo 3 os
parametros 0 e U sao diferentes por conta da escala da estimagao, que no capitulo atual foi
feita considerando retornos em percentuais enquanto que no outro capitulo foram feitas
em retornos unitarios. Consistente com a utilizagdo de uma estimacao com parametros
invariantes de escala, a diferenca é que & e U estao simplesmente reescalonados.

Devido a importancia das subclasses, fizemos testes de [ikelihood ratio para vermos a
possibilidade de restringir os parametros da AGH para suas subclasses ANIG e AHyp.
As estatisticas de teste e os respectivos p-values estao na tabela 5.5.

Os dados na tabela 5.5 mostram que os indices dos paises desenvolvidos podem ser
modelados utilizando-se a ANIG ao invés da AGH, o que nao é verdade para o indice
Brasileiro. Isso se deve a alta curtose e conseqiiente grande peso na cauda do indice
Bovespa, caracteristica ja bastante explorada em Fajardo & Farias (2004).

A mesma tabela mostra que o indice NIKK é o tnico que pode ser restrito a subclasse
AHyp, sendo a hipétese nula rejeitada para todos os outros indices.
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Tabela 5.5 Teste de Log-likelihood ratio
NIG Hyp
Indice Stats  P-Value Stats  P-Value
BVSP | 11.5260 6.86E-04 | 41.9750 9.24E-11
CAC | 1.7523 0.1856 | 14.4540 1.44E-04
DAX | 1.2142 0.2705 | 24.4810 7.50E-07
FTSE | 0.0005 0.9820 | 20.9120 4.81E-06
NIKK | 3.7139 0.0540 | 1.9122 0.1667
SP500 | 0.2018 0.6533 | 12.7990 3.47E-04

5.6.2 Qualidade do Ajuste Unidimensional

De forma a avaliar a qualidade do ajuste da distribuicao aos dados empiricos, inicialmente
mostramos algumas figuras e distancias calculadas. As figuras 5.2(a) e 5.2(b) mostram
as distribuigoes empiricas e estimadas do indice NIKK, enquanto que as figuras 5.3(a)
e 5.3(b) fazem o mesmo para BVSP. Podemos ver nos graficos das func¢oes densidade
de probabilidade que as distribuigoes AGH se ajustam melhor a curtose da distribuicao,
reforcado pelo grafico da log-densidade, que mostra que as caudas possuem melhor ajuste
também.
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Figura 5.2 Densidade Estimada x Empirica de NIKK

A tabela 5.6 lista as distancias de Kolmogorov e o respectivos p-values (para detalhes
veja Fajardo & Farias (2004)). Para os casos das distribuigoes AGH e ANIG a hip6tese
nula de que a distribuicdo empirica segue as distribuigoes AGH/ANIG nao é rejeitada.
Ja no caso da AHyp, apenas a distancia calculada para o indice DAX rejeita a hipétese
nula. Além disso, quando calculamos a distancia para ver se as distribuicoes empiricas
sao normalmente distribuidas, a hipétese nula é rejeitada, conforme esperado. Isso se
deve a baixa habilidade da distribuicao Normal em modelar caudas grossas.



5.6 RESULTADOS EMPIRICOS 69

700 — . . , . 10*

T

® Empirical
““““ Normal
GH

600

10° |
500
400 10° +
300+
10" |
200

100

(a) PDF (b) Log-PDF
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Tabela 5.6 Testes de Kolmogorov-Smirnov.

Normal GH NIG Hyp
Indice KS pValue KS pValue KS pValue KS pValue
BVSP | 0.0683 2.7E-12 | 0.0129 0.7134 | 0.0115 0.8318 | 0.0141  0.6049

CAC | 0.0525 1.9E-07 | 0.0098 0.9414 | 0.0085 0.9841 | 0.0139 0.6244

DAX | 0.0680 3.4E-12 | 0.0167 0.3871 | 0.0173 0.3413 | 0.0307  0.0080
FTSE | 0.0571 9.9E-09 | 0.0143 0.5875 | 0.0142 0.5917 | 0.0219 0.1199
NIKK | 0.0486 2.0E-06 | 0.0112 0.8576 | 0.0107 0.8902 | 0.0122 0.7744
SP500 | 0.0549 4.2E-08 | 0.0149 0.5360 | 0.0144 0.5731 | 0.0200 0.1924

Apenas como um exercicio de comparagao, para demonstrar essa qualidade de ajuste
na cauda, na tabela 5.7 temos as distancias de Anderson & Darling (ver capitulo 3).
Essa distancia mostra principalmente a diferenca nas caudas da distribuicao. No caso
da distribuicao Normal os valores sdo muito piores que as distribui¢goes AGH, sendo a
pior performance para o BVSP, com uma distancia de 50077 contra 0.0339 da AGH e no
melhor caso uma distancia de 0.6159 contra 0.0288 da AGH.

5.6.3 Estimacao da Distribuicao MAGH 2-Dimensional

Apesar das estimativas da AGH apresentarem boas qualidades de ajuste, a correlagao
entre os ativos nao é negligivel (ver 5.3), entao se quisermos modela a distribuigao conjunta
dos ativos, por exemplo, para Value at Risk e aprecamento de derivativos, nds temos que
considerar a modelagem de distribuicoes Multivariadas.

Agora apresentamos os resultados da estimagao da MAGH. Para avaliar mais facil-
mente os resultados, inicialmente apresentamos a estimacao de 2 a 2 combinacoes da
amostra, em seguida apresentaremos para toda a amostra tratada como uma tnica dis-
tribuigao multivariada.
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Tabela 5.7 Distancias Anderson-Darling.
Normal GH NIG Hyp

Bovespa | 50077.4824 | 0.0470 | 0.1080 | 0.3071

CAC40 8.3298 | 0.0355 | 0.0530 | 0.0786
Dax 0.6159 | 0.0374 | 0.0375 | 0.0858
FTSE 2.8125 | 0.0416 | 0.0418 | 0.0868
Nikkei 3.2669 | 0.0388 | 0.0351 | 0.0563

SP500 334.6462 | 0.1211 | 0.0991 | 0.2245

Tabela 5.8 Parametros Estimados da MAGH e suas subclasses
Assets a B A M > LogLike
CAC | GH | 1,0441 0,0037 -0,5036 | 0,1301 | 1,4936 1,0866 | -3939,5
X 1,0028  -0,0878 -0,0100 | 0,1773 | 1,0866 1,4952 | -3965,0
DAX | Nig | 1,0441 0,0037 -0,5 | 0,1310 | 1,8239 11,5411 | -3939.,5
0,9842  -0,1058 -0,5 | 0,1785 | 1,56411 2,1206 | -3965,4
Hyp | 1,0574 0,0024 11 0,1412 | 0,6857 0,5771 | -3949,4
1,0191  -0,0699 11 0,1912 | 0,5771 0,7940 | -3972,8
BVSP | GH | 1,0377  -0,0157 -1,0173 | 0,1208 | 7,3805 0,1977 | -3820,7
X 1,0409 -2E-05  0,5022 | -0,0011 | 0,1977 0,9834 | -4033,1
NIKK | Nig | 1,0474  -0,0151 -0,5 | 0,1258 | 5,3607 0,3984 | -3823.1
1,0386  -0,0056 -0,5 | 0,0010 | 0,3984 1,9816 | -4034.,6
Hyp | 1,0759  -0,0077 11 0,0975 | 2,0753 0,1449 | -3844.8
1,0470 -1,5E-07 11-0,0033 | 0,1449 0,7206 | -4033.,8

A tabela 5.8 apresenta as estimativas dos dois ativos com maior correlagao entre si
(CAC and DAX) e os dois ativos com menor correlacdo (BVSP e NIKK).

Novamente, nés estamos interessados em subclasses particulares (MANig e MAHyp).
A tabela 5.9 mostra as estimativas considerando a restricio da MAGH para alguma
de suas principais subclasses. Os resultados sao bastante similares ao caso univariado.
Quando BVSP é uma das distribui¢oes analisadas, apenas na combinacao BVSP x CAC
a restricao de MAGH para MANig pode ser feita, mas todas as outras combinagoes de
indices podem ser restritas para MANig. Mais uma vez a alta volatilidade e curtose
da distribuicao de BVSP contribui para isso. No caso MAHyp, nao podemos restringir
nenhuma das amostras

5.6.4 Qualidade de Ajuste da MAGH de 2-Dimensoes

Fizemos dois tipos de avaliagoes da qualidade de ajuste. Primeiramente mostramos grafi-
camente o ajuste das distribuigdes multivariadas aos dados mais correlacionados (CACx-
DAX) e os menos correlacionados (BVSPxNIKK), em seguida calculamos as distancias
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Tabela 5.9 Testes de Log-Likelihood ratio.

NIG Hyp

Assets Stats P-Value Stats P-Value
BVSP x CAC 3.1351 0.2086 | 57.2950 0.0000
BVSP x DAX | 25.1630 0.0000 | 86.1360 0.0000
BVSP x FTSE | 5.4250 0.0664 | 73.2390 0.0000
BVSP x NIKK | 7.8421 0.0198 | 49.7060 0.0000
BVSP x SP500 | 7.9218 0.0190 | 59.6940 0.0000
CAC x DAX 0.8372 0.6580 | 35.4220 0.0000
CAC x FTSE 0.8429 0.6561 | 30.2700 0.0000
CAC x NIKK 3.0086 0.2222 | 12.1060 0.0024
CAC x SP500 0.2348 0.8892 | 25.3790 0.0000
DAX x FTSE 0.8951 0.6392 | 29.7720 0.0000
DAX x NIKK 3.4144  0.1814 | 18.5980 0.0001
DAX x SP500 0.4480 0.7993 | 16.9600 0.0002
FTSE x NIKK 3.0308 0.2197 | 16.3950 0.0003
FTSE x SP500 | 0.2363 0.8886 | 34.0040 0.0000
NIKK x SP500 | 3.3853 0.1840 | 14.8280 0.0006

de Kolmogorov para distribuicoes em 2 dimensoes’.

As figuras 5.4 e 5.5 representam a distribuigao empirica, a MAGH estimada e a Normal
estimada para BVSP x NIKK (correlagao = 0.1136) e para CAC x DAX (correlacao =
0.7902). Mais uma vez a curtose das séries sao melhores capturadas com as distribuigoes
MAGH.

Em seguida necessitamos calcular a distancia de Kolmogorov para o caso multidi-
mensional. Nds usamos a abordagem de Fasano & Franceschini (1987) e Peacock (1983)
que calcula a maxima distancia em todas as possiveis diregoes (neste caso 4). O nimero
de pontos amostrais utilizados no calculo da distancia foi de 100 para cada margem,
totalizando 10000 pontos.

Os resultados da tabela 5.10 nos leva a concluir que a MAGH realmente proporciona
melhor ajuste aos dados. Consistentemente as distribuicoes MAGH e suas subclasses
possuem menor distancia entre a distribuigao tedrica (ajustada) e a empirica.

5.6.5 Estimagcao da MAGH 6-Dimensional

Nesta segao apresentamos os resultados da estimacao conjunta dos indices. As tabelas
5.11, 5.12 e 5.13 nos dao resultados respectivamente para as distribuicoes MAGH, MANig
e MAHyp. O procedimento de estimagao explicado na se¢ao 5.5 torna essa estimagcao
muito facil de ser feita.

Seguindo nosso roteiro, mostramos na tabela 5.14 o resultado dos testes de log-

6Para maiores detalhes sobre célculos de distancias de Kolmogorov em 2 ou mais dimensoes, remetemos
o leitor para Fasano & Franceschini (1987), Narsky (2003) e Peacock (1983)
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Tabela 5.10 Distancias de Kolmogorov para Estimagoes bidimensionais.

Normal GH Nig Hyp
BVSP x CAC 0,0065 0,0016 0,0017 0,0022
BVSP x DAX 0,0072 0,0022 0,0024 0,0028
BVSP x FTSE | 0,0054 0,0028 0,0011 0,0021
BVSP x NIKK | 0,0062 0,0016 0,0017 0,0017
BVSP x SP500 | 0,0059 0,0023 0,0028 0,0025
CAC x DAX 0,0023 0,0013 0,0008 0,0009
CAC x FTSE 0,0017 0,0010 0,0006 0,0006
CAC x NIKK 0,0018 0,0006 0,0005 0,0005
CAC x SP500 0,0017 0,0005 0,0006 0,0007
DAX x FTSE 0,0019 0,0008 0,0006 0,0009
DAX x NIKK 0,0019 0,0006 0,0005 0,0007
DAX x SP500 0,0019 0,0007 0,0010 0,0012
FTSE x NIKK | 0,0015 0,0005 0,0005 0,0005
FTSE x SP500 | 0,0014 0,0004 0,0005 0,0006
NIKK x SP500 | 0,0016 0,0004 0,0004 0,0005

Tabela 5.11 Estimagoes da MAGH 6-dimensional.
BVSP CAC DAX FTSE NIKK SP500

a 1.0420 1.0430 1.0423 1.0432 1.0419 1.0447
B -0.0142  0.0017 -0.0065 -0.0066 0.0000 -0.0079
A -1.0157 -0.5017 -1.0146 -0.4980 0.5028  0.0030
M 0.1304 0.0510 0.0634 0.0374 0.0011 0.0480

6.9439  0.6938 0.7598 0.5495 0.2256 0.7831

0.6938 1.8567 1.6821 1.0513 0.2575 0.4564
5 0.7598 1.6821 2.5637 1.0277 0.2697 0.5665

0.5495 1.0513 1.0277 1.0582 0.2086 0.3496
0.2256  0.2575 0.2697 0.2086 0.9832 0.1178
0.7831 0.4564 0.5665 0.3496 0.1178 0.8155
Log-Like | -3846.8 -3972.3 -4041.2 -3963.3 -4028.8 -3972.8
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Tabela 5.12 Estimagoes da MANig 6-dimensional.

BVSP CAC DAX FTSE NIKK SP500

q{ 1.0135 1.0430 1.0415 1.0432 1.0382 1.0417
B -0.0727  0.0017 -0.0070 -0.0066 0.0000 -0.0077
A -0.5000 -0.5000 -0.5000 -0.5000 -0.5000 -0.5000
M 0.2329 0.0512 0.0637 0.0375 0.0012 0.0483

5.3897 0.8962 1.0013 0.7083 0.3862 1.1103

0.8962 19261 1.6716 1.1646 0.4781 0.6472
s 1.0013 1.6716 2.3335 1.1601 0.4933 0.8032

0.7083 1.1646 1.1601 1.1469 0.3889  0.4958
0.3862 0.4781 0.4933 0.3889 1.9640 0.1670
1.1103  0.6472 0.8032 0.4958 0.1670 1.1563

Log-Like | -3848.3 -3972.3 -4042.7 -3963.3 -4030.3 -3972.9

Tabela 5.13 Estimagoes da MAHyp 6-dimensional.

BVSP CAC DAX FTSE NIKK SP500

q{ 1.0726  0.5985 1.0451 1.0543 1.0470 1.0530
B -0.0072 -0.0013  0.0000 -0.0047 0.0000 -0.0060
A 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
M 0.1050 0.0460 0.0535 0.0311 -0.0036 0.0433

2.1198 0.3279 0.3764 0.2664 0.1432 0.4181

0.3279 0.5989 0.6220 0.4382 0.1762 0.2437
s 0.3764 0.6220 0.8617 0.4365 0.1820 0.3025

0.2664 0.4382 0.4365 0.4316 0.1433 0.1867
0.1432  0.1762 0.1820 0.1433 0.7203  0.0629
0.4181 0.2437 0.3025 0.1867 0.0629 0.4354

Log-Like | -3867.9 -3974.6 -4041.4 -3972.2 -4029.8 -3979.2
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Tabela 5.14 Testes de Log-Likelihood Ratio.
NIG Hyp

Stats P-Value | Stats P-Value
9,4108 0,1518 | 80,072 3,4E-15

Tabela 5.15 Distancia de Kolmogorov em 6 Dimensdes.
Distribuicao | Distancia
Normal 0.5394
MAGH 0.1773
MANIG 0.1742
MAHyp 0.2312

likelthood ratio para a restricao de subclasses. Os resultados mostram que podemos
restringir a subclasse MANig, mas nao para a subclasse MAHyp, reafirmando os resulta-
dos prévios com menos dimensoes.

5.6.6 Qualidade de Ajuste da Distribuicao MAGH 6-Dimensional

Um grande desafio na verificacao da qualidade do ajuste das distribuicoes MAGH em
6 dimensoes deve-se ao fato de que na literatura nao ha nenhuma mencao a distancias
de Kolmogorov acima de 4 dimensoes. A solucao adotada foi utilizar o algoritmo que
calcula a distancia para 2 dimensoes (ou mais) que consiste no célculo da distancia de
Kolmogorov em todas as possiveis direcoes de acumulacao.

Num problema com 6 dimensoes, isso leva a 26 = 64 possiveis direcoes. Dada a comple-
xidade do problema, utilizamos apenas 20 pontos para avaliar o dado em cada marginal,
eliminando-se os pontos em que mais de 4 dimensoes nao possuiam massa. Isso equivale
a avaliacao de 64,000,000 pontos em cada dire¢ao de acumulagao, tornando o problema
muito computer demanding. A tabela 5.15 mostra os resultados, e mais uma vez as
distribuicoes MAGH obtiveram um melhor ajuste.

O tamanho das distancias foi influenciado pelo nimero de pontos em cada marginal,
mas os principais resultados (em termos de ordenagao) continuam validos. O leitor atento
podera perceber que a distancia em seis dimensoes da subclasse MANIG ¢é ligeiramente
menor do que a da MAGH, isso se deve a dois fatores: (1) Conforme mostrado no teste de
razao de log-verossimilhanca podemos restringir a distribuicao MAGH para MANIG, in-
dicando que nao hé perda significativa em fixar o parametro A; (2) A log-verossimilhanga
da igual peso a todas as observacgoes, o que nao ¢ verdade para o calculo da distancia de
Kolmogorov, podendo gerar pequenas distor¢oes com relagao a maxima verossimilhanca.

Outra forma de mostrar o bom ajuste dos dados é mostrando o comportamento do
ajuste em cada marginal. As figuras 5.6-5.11 mostram o ajuste em cada uma das margi-
nais, comparando com o ajuste da normal multivariada. Podemos ver mais uma vez que
as distribuicoes MAGH proporcionam um melhor ajuste.
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5.7 CONCLUSAO 7

5.7 Conclusao

Neste capitulo apresentamos o movimento geométrico MAGH, como um processo de Lévy
multidimensional alternativo ao movimento geométrico Browniano multidimensional. Em
seguida foram apresentadas evidéncias empiricas de que os retornos dos ativos sao me-
lhores descritos pelo movimento geométrico MAGH do que pelo respectivo movimento
Browniano. Mostramos também a importancia de considerarmos os ativos conjuntamente
de forma a modelarmos também sua interdependéncia.

Uma grande limitagao do modelo é o esfor¢o computacional requerido para a estima-
¢ao, mas que devido a um algoritmo simplificador, pode ser considerado mais reduzido
do que de outras formas de modelagem multidimensional. O bom ajuste dos retornos dos
ativos nos motiva a buscamos o aprecamento de derivativos multidimensionais utilizando
esse processo de Lévy como o processo que governa os precos dos ativos subjacentes.

Outro ponto importante a ressaltar é que a estrutura de dependéncia obtida com a
MAGH é uma simplificagdo e que uma analise mais rigorosa necessitaria ser feita de forma
a modelar a verdadeira estrutura nao-linear. Para maiores detalhes a cerca de cépulas
sugerimos Sklar (1959), e no especifico caso de cépulas de Lévy sugerimos ver Tankov
(2004).



CAPITULO 6

Aprecamento de Derivativos

Multidimensionais Utilizando o Movimento
Geométrico MAGH

6.1 Introducao

Apesar de ter sido utilizada para modelar retornos de ativos, a distribuicao MAGH ainda
nao havia sido formalizada como geradora de um processo de Lévy (ver Capitulo 5) e
conseqiientemente nao existe na literatura sua utilizacao no aprecamento de derivativos
multidimensionais. Como o caso unidimensional possui correspondéncia univoca com o
movimento geométrico Hiperbdlico Generalizado (ver Capitulo 3), podemos dizer que o
aprecamento de derivativos unidimensionais usando uma MAGH unidimensional ja esta
bastante coberto (ver Capitulo 4).

Um grande resultado deste capitulo advém da construcao da densidade resultante da
convolucao de distribuicoes MAGH, que nao sao fechadas sob convolucao, de acordo com
os resultados apresentados no capitulo 4. Essa construcao estd sintetizada na proposigao
6.1.

Em seguida, outro resultado importante é a utilizacao das distribuicoes MAGH para
aprecamento de derivativos multivariados.

6.2 Aprecamento de Derivativos Multidimensionais

Uma extensao natural dos modelos utilizados no capitulo 4 é quando temos um derivativo
baseado em mais de um ativo objeto (por exemplo temos as opgoes de spread). Neste
capitulo teremos uma breve resenha de como aprecar derivativos com essa caracteristica.

6.2.1 Exemplos de Derivativos Multidimensionais

Diversos derivativos podem ser encontrados que derivam de dois ou mais ativos. Falare-
mos aqui dos mais comuns e remetemos o leitor para os trabalhos de Azevedo & Fajardo
(2005) e Wilmott (1998).

Um dos derivativos multidimensionais mais comuns ¢é a opc¢ao de spread, que possui 0
seguinte pay-off no caso de uma call:

POspread = MaxSr — Syt — K, 0), (6.1)

78
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onde PO representa o pay-off, S € St sao os pregos dos ativos 1 e 2 no vencimento
e K é o preco de exercicio, representando o spread entre o ativo 2 e o ativo 1. No caso
especial em que K = 0, temos a opgao de troca, como por exemplo, a opcao de troca de
Telemar PN por Telemar ON.
Outro derivativo multidimensional comumente encontrado é o contrato de Swap, cujo
pay-off é dado por:
I:)Oswap - SZT —Si7. (6-2)

No Brasil, a Bolsa de Mercadorias e Futuros, principalmente, possui uma série de
swaps negociaveis, podendo ser feito um contrato envolvendo quaisquer ativos subjacentes
da relagao abaixo:

e Taxa Prefixada

e Taxa de Depdsitos Interfinanceiros de um dia

e Taxa de Cambio de Délar Comercial

e Taxa Referencial

e Variacao do Preco do Ouro

e Taxa Selic

e Taxa Bésica Financeira

e Taxa ANBID

e Indice Bovespa

e Taxa de Juro de Longo Prazo (TJLP)

e Valor de uma Carteira de Acoes

e Taxa de Cambio de Reais por Euro

e Indice Geral de Pregos - Mercado

e Indice Geral de Precos - Disponibilidade Interna
e Indice de Pregos ao Consumidor

e Indice Nacional de Pregos ao Consumidor

e Indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo
e Taxa de Cambio de Reais por lene

e Indice Brasil-50
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Na literatura existem outros tipos de derivativos multidimensionais, dentre os quais
podemos citar a opcao de maximo! (POmax = Max(Sr,Si7)), a opgao de minimo (POppx =
min(Sr,Si7)) e os Quantos?.

Apesar da diversidade existente nos tipos de derivativos multidimensionais, o método
de aprecamento ¢é similar para todos eles, de forma que o que apresentaremos a seguir
poderd ser utilizado para aprecar quaisquer derivativos multidimensionais.

6.2.2 Metodologia de Aprecamento

Partimos de um modelo de mercado com d ativos (Sl,SZ, e ,Sj), dados por:
1 2 d
S=¢€¥, F=5,..., =5, (6.3)
onde (Xl,Xz, .. .,Xd) é um processo de Lévy multidimensional de acordo com a defini-

¢ao 2.1. O primeiro ativo é um titulo de renda fixa, e por isso, sem perda de generalidade
fazemos Sé = 1. Apesar de geralmente ele ser considerado nao estocastico, sua aleatorie-
dade é importante quando temos que aprecar opcoes do tipo Quanto.

Podemos perceber que 6.3 implica que o retorno logaritmo dos ativos segue um pro-
cesso de Lévy, pois de fato temos que:

In(f) = In(eX)
= In(S) +X%°

donde, fazendo t = 1:

2
In(S/s5) = X¢. (6.4)
O que mostra que os retornos logaritmicos dos ativos assim representados seguem um

processo de Lévy.
Coloquemos nesse mercado um derivativo com pay-off dado genericamente por:

POt = f(SE,S2,..., ). (6.5)

Desta forma, seguindo a abordagem da utilizacao de probabilidades neutras ao risco,
temos que o preco hoje desse derivativo deve ser representado pelo valor presente esperado
calculado com base numa medida neutra ao risco.

Desta forma, considerando que os precos relativos sdo P—martingais®, o problema de
aprecamento de derivativos multidimensional se reduz a:

c:EP[f(S%,S%,...,S‘r})}, (6.6)

1Para maiores detalhes sobre essas opgoes sugerimos Wilmott (1998) e Hull (2003).

2As opcoes do tipo quanto sdo aplicadas quando hé a aquisicdo de um ativo numa moeda diferente
da moeda doméstica do comprador

3Isso é equivalente a dizer que P é uma medida martingal equivalente
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onde C representa o preco do derivativo hoje. E ainda, considerando o caso mais
comum em que a taxa de juros é deterministica, o problema simplifica-se a:

c=e"TEP|f [ (S,....5) } (6.7)
Resumindo entao os procedimentos para aprecamento, temos que a principal dificul-
dade é a obtencao da medida martingal equivalente para o processo. Para obtencao dessa
medida utilizamos a transformada de Esscher (ver Gerber & Shiu (1994)), generalizada
para o caso multivariado, resumida a seguir:
Seja uma medida de probabilidade Q e suponha que os precos relativos nao sejam
martingais sobre Q. Faca entao:

M(z+6,t)

M(zt;0) = M(B.1)

(6.8)

onde M(0,t) =E <e9x1), ou seja é a funcao geradora de momentos. Em seguida
devemos encontrar um vetor 8* tal que a probabilidade
67X,
* e
thQ == IR (69)
E(e?™)
seja uma medida martingal equivalente. Para isso, suponha que X! = rt, como em
Gerber & Shiu (1994), entao basta mostrarmos que:

S=FE(e ") vj, v, (6.10)
onde E* é a esperanca utilizando a medida de probabilidade 29°. Faca agora 1j =
(0,...,1,...,0), onde a coordenada ] é a unica com valor 1, entdao temos que:
M(1j+6%,1)
r=InM(1;,1;6%)]=In|—L_— "~/ 6.11
M1, 3:67)] =in | M0 (6.11)

~ . ~ . . . *
A solucéo para esse conjunto de equacdes, para cada j nos permite construir 29 que
por construcao ¢ uma medida martingal equivalente.
Para aplicacoes da transformada de Esscher em casos multivariados remetemos o leitor

a Fajardo & Mordecki (2006a), Gerber & Shiu (1994) e Gerber & Shiu (1996).

6.3 Modelo de Mercado

Partimos de um modelo de mercado com d ativos (Sl,Sz, o ,Sd), dados por:
S=dt, =59, F=ge (6.12)
onde (X1, X2,. ..,Xd) é um processo de Lévy multidimensional cujos incrementos se-

guem uma distribuicao MAGH, ou seja,

X — Y12 Xq ~ MAGH, (6.13)
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com Xg = 0 sem perda de generalidade.

6.4 Convolucao das Distribuicoes MAGH

Como veremos nas segoes a seguir, um dos requerimentos bésicos para chegarmos ao
aprecamento de derivativos ¢é termos a distribuicao dos possiveis retornos dos ativos da
data 0 até o vencimento do derivativo. Dessa forma, ha a necessidade de termos a
convolucao da distribuicao MAGH.

Para desenvolvimento utilizaremos abordagem semelhante a utilizada no capitulo 4.
Suponha que X; é um processo de Lévy multidimensional. Pela definicao de um processo
de Lévy, temos que a distribuicao de X — X _1 é a mesma distribuicao de X;. O que
necessitamos para o aprecamento de derivativos multidimensionais que vencem em T é
calcular a distribuicao de:

.
X=95 X —X_1. 6.14
T t; 1 (6.14)

Como os incrementos sao independentes, e usando as propriedades da funcao carac-
teristica, podemos escrever que:

.
Per (U) = uﬁ%(u) = g, (u). (6.15)

Uma importante simplificacao para o célculo da convolugao acontece se podermos
fazé-la de forma que as fungoes caracteristicas sejam Reais (Press et al. 1992). Para isso,
basta termos distribuicoes simétricas e centradas. A préxima proposi¢ao nos diz como
podemos obter a MAGH de uma MAGH simétrica e centrada.

Proposicao 6.1. Seja X ~ MAGH (X; w,2,M), entao a distribuicao de

T T
XT = t;Xt —X-1= t;XL

com Xg = 0, representada por MAGH*T (x; w, Z,M) pode ser escrita da seguinte forma:
1 Yi
Mg (B)

onde M& representa a funcao geradora de momentos para a distribuicao GH simétrica da
i-ésima margem elevada a poténcia T ey = (A)"1(x—TM).

GH;'T (yi; @;,0,1,0, ), (6.16)

d
MAGH*T (x; w,2,M) = |A| 1 r!
i=

Demonstragao. Por definigao temos que, se X ~ MAGH (X; w,2,M), entao XgA’Y+ M,
onde Y é um vetor de AGHs independentes. Logo:

X+X=AY+M+AY+M=A(Y+Y)+2M. (6.17)
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Portanto:

PX+X<X) =PA(Y+Y)+2M < x) =P((Y +Y) < (X)L (x—2M)), (6.18)
ou ainda:

FE00 = R2((A) x—2M)). (619

Derivando dos dois lados, temos que:

BE(x) = K2((A) H(x—2m)) A (6.20)

Como a convolucao de uma distribuicao multivariada com margens independentes
pode ser decomposta num vetor de convolugoes das distribuicoes univariadas das mar-
gens (ver proposi¢ao 5.4) podemos entdo reescrever a equagao acima com a seguinte

representacao:
nf (y) A"t = |A~ 1|‘!f vi) (6.21)

onde i representa cada uma das margens e y = (A')~1(x—2M).
De acordo com a proposicao 3.1 e com a definicao 5.1, temos:

AGH (x; (&,B,A),82 ) 2GH(x a,B,5, 1)), (6.22)

ou, cOmo no caso em questao:

AGH (vi; (&, Bi, M), 1,0) 2 GH (x; a1, B, 1,0, ). (6.23)

Dai podemos obter:

d ~
KX = |A\1_|_lAGHi*2(Yi;ﬁi,Bi,)\i,l,O) (6.24)
i=

d
|A‘7l rlGHi*z(yi ;ai, Bi,1,0,A). (6.25)
i—
Substituindo a equacgao 4.19:

f52(x) = |A” 1|‘!M GH*?(yi; 0;,0,1,0, ;). (6.26)

(6.27)

Facilmente percebe-se que o processo acima é valido para qualquer T € R, concluindo
a demonstracao.
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Desta forma, a obtencao da distribuicao MAGH convoluida T vezes, resume-se a uma
funcao das distribuigbes GHs univariadas simétricas e centradas convoluidas, o que ja
foi resolvido no capitulo 4 através do uso de IFFT (para aplicagoes de FFT e IFFT em
apregamento de op¢oes multivariadas, sugerimos Dempster & Hong (2002)).

6.5 Transformadas de Esscher para distribuicoes MAGH

Na secao 6.2, mais precisamente na equacao 6.8, apresentamos a forma de obtermos
o parametro 6 da transformada de Esscher multivariada. Iremos agora desenvolver a
transformada de Esscher propriamente dita aplicada a uma distribuicao MAGH.

Proposicao 6.2. A densidade da MAGH*T-8(x; (&,B,A),Z,M) é dada por:

MAGH*T’G(X;(57[3’7/\>727 ) | lI_!M H*T(y“a',OlO)\) (628)

IV
I\/IMAGH

onde M i representa a funcao geradora de momentos para a distribuicao GH simétrica da
i-ésima margem elevada a poténcia T,y = (N)"1(x—TM) e MyacH ¢ a fincao geradora
de momentos da distribuicao MAGH, dada pela equacao 5.7.

Demonstracao. Da equacgao 6.9, temos que a transformacao a ser feita na densidade do
mundo real para que se torne uma densidade neutra ao risco é:

e
dof = — . (6.29)
E(ef"%)
Logo temos que:
N ox -
MAGH T (x;(&,B,1), £, M) = —x——=MAGHT(x; (@B.1).ZM). (630
mach (6)

Substituindo a expressao derivada da proposicao 6.1:

B e9X' Afl d i Yi
v LAl | a7y

O que conclui a demonstracao [

MAGHT0(x; (&, £.A),Z,M GHY™ (i1, 0,1,0,A). (6:31)

6.6 Aprecamento de Spread Options usando o MGMAGH

Tendo em vista o desenvolvimento de duas fundamentais ferramentas para o aprecamento
de derivativos, iremos agora formalizar como realizar o aprecamento de Opgoes do tipo
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Spread utilizando um Movimento Geométrico Hiperbdlico Generalizado Afim Multivari-
ado (MGMAGH).

No mercado definido na se¢ao 6.3, introduzimos uma opgao de compra de Spread do
tipo européia, que possui o seguinte pay-off, representado por PO:

PO = max(S&T — SZ,T — K,O) (632)

Onde K representa o preco de exercicio? e T o vencimento da opcao.

De acordo com a secao 6.2, vimos que o problema de aprecamento de uma opcao
(que é um direito contingente) consiste no célculo do valor esperado, calculado sobre uma
medida neutra ao risco, do pay-off descontado para valor presente a uma taxa de juros
livre de risco. Desta forma temos que:

c=e"TEg[maxSst —S1 —K,0)]. (6.33)

Onde Eg ¢ a esperanca calculada na medida 2 neutra ao risco e r é a taxa de juros
livre de risco composta continuamente. Substituindo os valores de 1 ¢ S 1 obtemos:

c= e‘rTEg [ma><(83,70ex3-T — Sz’oeXZ*T - K,O)] . (6.34)

Como quando 371 < (S 1 +K) nao hé exercicio da opcao, ou seja, seu pay-off é 0,
escrevemos:

c = erT/ / (3,06 — S,0€"? — K)
—00 /{3088 >(S0€2+K)}
xMAGH*T0((x2,x3); &, B, A, =, M) dxadxo. (6.35)

Ajustaremos entao o limite de integracao:

S$.0€° > (2,06 +K). (6.36)
Aplicando o log, temos:
IN(Ss0) + X3 > In(S,062 +K). (6.37)
Isolando X3:
X3 > In (M) . (6.38)
S0

Substituindo 6.38 em 6.35:

c = et /o:o /Ino<3(52,0§§+K ) (S30€® — S06" —K)

xMAGH*T9((xo,%3); &, B, A, £, M) dxadxo. (6.39)

4Vale & pena lembrar que se K for zero, a opcio se transforma numa opcao de troca.
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Por fim, separamos as integrais, obtendo:

c = erTS&o/ /l(Szoe"2+K) @SMAGH T (%0, x3); &, B, A, =, M) dxadxo
oI Tg,

_erTSZ’O/ /In<52,06x2+K) €2MAGH " T0((xz,x3); &, B, A, 2, M) dxadlxz
- S30

—e 'K / /|n(32-°ex2+*<> MAGH T ((x0,x3); &, 3,1, %, M)dxadxo.  (6.40)
- S30

Lembrando que MAGH*T-8((x2, X3); &,[?,)\,Z,M) pode ser obtido através da proposi-
¢ao 6.1, todos os termos sao conhecidos e a integral é plenamente possivel de ser avaliada
numericamente.

No caso de opgoes de troca, necessitamos apenas fazer K = 0 obtendo:

cC = ertS3,0/ /I(szoexz)estAGH*T’Q((Xz,Xg);(NJ,B,)\,Z,M)dX3dX2
2N 55

—ertSz,o/ /|(5209X2) eXZMAGH*T’Q((Xz,Xg);&,é,A,Z,M)ngdXz.
N Tgp

(6.41)

6.7 Aprecamento de Swaps usando o MGMAGH

O procedimento de aprecamento de Swaps ¢ muito semelhante ao método utilizado para
o aprecamento de opcoes de Spread e de Troca, vistos na secao anterior. Devido a isso
alguns passos mais basicos serao omitidos.

No mercado definido na secao 6.3, introduzimos um Swap, que possui o seguinte pay-
off, representado por PO:

PO = (S - So7)- (6.42)

Onde T é o vencimento da opgao. Perceba a diferenca do Swap para a call da secao
interior, porque o detentor do Swap nao mais possui o direito de nao exercer a opcao caso
nao seja interessante para ele. Temos entao que:

swap=e"TEy[(SsT—S21)]- (6.43)

Onde Eg ¢ a esperanca calculada na medida 2 neutra ao risco e r é a taxa de juros
livre de risco composta continuamente. Dai temos a grande diferenca entre a opgao acima
referida e o Swap em questao:
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SNap:e‘rT/ / (S3.08° — $,082)MAGH* 10 (%0, X3); &, B, A, Z,M)dxadxo.  (6.44)

Donde, separando as integrais, obtemos:

swvap = e”Sg,o/ / @SMAGH (%0, x3); &, B, A, =, M) dxadxz
—e‘”Sz,o/ / e?‘ZMAGH*T’e((xz,x3);&,ﬁ,/\,Z,M)dx3dx2. (6.45)

Desta forma, obtemos entao o preco de um Swap conforme proposto inicialmente.

6.8 Resultados Empiricos

Nesta secao iremos avaliar empiricamente os modelos de aprecamento derivados nas segoes
anteriores. Inicialmente apresentaremos o aprecamento de uma suposta opc¢ao de troca de
Telemar ON por Telemar PN. Depois apresentaremos o aprecamento de um Swap Délar
x Ibovespa, existente no mercado de balcao da BM&F e que nao possui referencial de
pregos de mercado amplamente divulgados e liquidos. Além disso os ativos em questao
possuem estruturas de dependéncia diferentes, sendo um com correlagao positiva e outro
com correlacao negativa.

6.8.1 Opcao de Troca de Telemar ON por Telemar PN

Para verificarmos os valores das opcoes de troca de Telemar ON por Telemar PN, uti-
lizaremos o periodo amostral de 22/09/1998 a 30/05/2006, e¢ a tabela 6.1 apresenta as
estatisticas descritivas dos dados.

Tabela 6.1 Estatisticas Descritivas (%)

Tnlp3  Tnlp4

Média 0,152 0,060
Desvio Padrao 3,498 3,060
Assimetria 0,422 1,074
Curtose 7,109 18,661
Minimo -19,583 -15,563
Maximo 24,512 38,977
Matriz de 1,000 0,618
Correlagoes 0,618 1,000

Para uniformizacao das estatisticas e podermos ter alguma confianca na correlagao, os
dados foram interpolados nos dias em que uma das duas agoes nao havia sido negociada.
Desta forma a correlacao foi calculada usando os retornos pareados.
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O passo seguinte é a estimagao dos parametros da distribuicao MAGH e suas sub-
classes para os dois ativos. O algoritmo utilizado na estimacgao, bem como a precisao
numérica utilizadas foram as mesmas utilizadas nos capitulos anteriores. O resultado
dessa estimacao estd na tabela 6.2:

Tabela 6.2 Parametros Estimados para a MAGH e suas subclasses

Ativos a B A M > LL
GH | 0,0895 10,7979 -1,3207 | -0,1239 | 17,0810 14,4360 | -1991,9

Tnlp3 0,4301 0,1774 -1,8788 | -0,0951 | 14,4360 17,9440 | -2538,4
X Nig | 0,3401 0,1869 -0,5 | -0,1518 | 77,4062  6,4008 | -2013,4
Tnlp4 0,9023 0,0552 -0,51-0,0959 | 6,4008  7,9559 | -2541,8
Hyp | 0,0904 0,0949 11-0,2233 | 0,9509  1,1533 | -2072,3

0,6309 0,0433 11-0,1361 | 1,1533  1,4334 | -2547,7

Aproveitaremos e apresentaremos uma medida de forma a ajudar na interpretacao do
aprecamento dos ativos.

Definigao 6.1 (Pseudo Correlagao da MAGH). Seja uma matriz 4.4, parametro de
escala de uma distribuicao MAGH, definida da seguinte forma:

012 012 -+ Oud
2
021 0O, -+ Oy
= . (6.46)
: : 3
Od1 Od2 -+ 0y

A matriz p*, denominada de Matriz de Pseudo Correlagoes da MAGH, é entao definida

por:
0i.j

Gii 0}
onde pf j representa o elemento da linha i e da coluna | da matriz p* e, analogamente,
0i,j ¢ o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz 2.

pij = (6.47)

Perceba que a definicao acima se confundiria com a definicao de matriz de correlagao
se a matriz Z fosse a matriz de variancia e covariancia.

No caso em questao, a pseudo correlagao entre Tnlp3 e Tnlp4 para a distribuicao
GH e suas subclasses, bem como a correlagdo empirica, estao na tabela 6.3. A pseudo
correlagao nao tenta estimar a correlagao empirica, mas é uma razoavel medida para a
dependéncia linear entre as séries.

Em seguida calcularemos o vetor 6, parametro necessario para a transformada de
Esscher. Sua obtencao vem através de uma solucao numérica para a equacao 6.8. Para
essa solugao também foram utilizados os métodos para estimagao da MAGH, com a
mesma, precisao. Os resultados da estimacao, para diversos valores possiveis para a taxa
de juros livre de risco estao na tabela 6.4. Vale a pena ressaltar que o parametro r
utilizado na otimizagao foi a taxa de juros composta da tabela em questao convertida
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Tabela 6.3 Correlagao e Pseudo Correlagao
Distribuicao | p e p*
MAGH 0,8246
MANig 0,8339
MAHyp 0,9879
Empirica | 0,6178

para capitalizacao continua e diaria, uma vez que os parametros estimados se basearam
em retornos didrios. Sugerimos Fajardo & Mordecki (2006b) para uma relagdo entre o
parametro de Esscher e a simetria do mercado.

Tabela 6.4 Parémetéo*s de Esscher
10%aa  15%aa  20%aa 25%aa  30%aa
GH 1,1885 1,2172  1,2406 1,259  1,2724
-3,1714  -3,1078 -3,0434 -2,9779 -29111
61+6,|-19829 -1,8006 -1,8028 -1,7189 -1,6387
Nig 1,7865 1,7895 1,7913 1,7938 1,7953
-4,3434  -4,2539 -4,1672  -4,085 -4,0051
61+ 6> | -2,5569 -2,4644 -2,3759 -2,2912 -2,2098
Hyp 1,6908 11,6944 1,6978 1,7011 1,7042
-2,5216 -2,5191 -2,5166 -2,5142 -2,512
6.+ 6, | -0,8308 -0,8247 -0,8188 -0,8131 -0,8078

Em seguida, nas figuras 6.1(a) e 6.1(b) apresentamos respectivamente os graficos da
MAGH estimada e da densidade alterada pela transformada de Esscher. Em seguida nas
figuras 6.2(a) e 6.2(b) mostramos as curvas de nivel das mesmas distribui¢oes, e por fim,
nas figuras 6.3(a) e 6.3(b) mostramos o grafico e as curvas de nivel da diferenga entre a
densidade transformada para o mundo neutro ao risco e a densidade do mundo real.

Percebe-se nesse ultimo gréfico (figura 6.3(b)), olhando as curvas de nivel, que o efeito
da transformada de Esscher é de dar maior peso aos eventos considerados “piores”, e menor
peso aos eventos considerados “melhores”, como preve a teoria. De fato os retornos mais
positivos possuem menor peso na densidade neutra ao risco do que na real e os retornos
mais negativos possuem maior peso na densidade neutra ao risco do que na real.

A implementacao numérica para o calculo dos precos das Calls deve ser feita com muito
cuidado, principalmente devido ao fato de que o algoritmo chave para esse calculo, o FFT®,
necessita que as variaveis sejam igualmente espacadas, o que no caso multivariado requer
atencao uma vez que a transformada inversa deve ser aplicada na variavel y transformada
de acordo a proposicao 6.1.

O software utilizado para a implementacao numérica foi o Matlab(C) e utilizou os
mesmos niveis de precisao utilizados nas demais otimizagoes numéricas. A integral foi

SFast Fourier Transformation. Algoritmo desenvolvido por Cooley & Tukey (1965).
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(a) Estimada (b) Neutra ao Risco

Figura 6.1 Densidade de Tnlp3 x Tnlp4

avaliada pelo método trapezoidal com um grid de 1000x 1000 pontos. O algoritmo de
FFT foi utilizado com 212 iteragoes.

Na figura 6.4 temos os precos de opgoes de troca (K = 0) com vencimento em T = 10
dias, com taxa de juros de 10% ao ano, para diversos precos iniciais dos ativos Tnlp3 e
Tnlp4. De forma a fazer um comparativo, trazemos na figura 6.5 os graficos dos precos
das opgoes de troca calculados utilizando a distribuicghgo MAGH menos os precos das
opcoes de troca calculados pelo método de aprecamento de MargrabreS.

Outra andlise importante é como variam os precos da opcao de spread dada uma
variacao no preco de exercicio e no seu prazo de vencimento. Os parametros utilizados
foram, S0 = S30 =50 e taxa de juros de 10% ao ano. O resultado da andlise esta na
figura 6.6.

6Para maiores detalhes sobre o método de aprecamento de opcoes de troca desenvolvido por Margrabe,
sugerimos Margrabe (1978) e Margrabe (1993), bem como Azevedo & Fajardo (2005) para uma aplicagao
do método a dados brasileiros.
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(a) Estimada (b) Neutra ao Risco

Figura 6.2 Curvas de Nivel de Tnlp3 x Tnlp4
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Figura 6.4 Pregos de uma Opgao de Troca de Tnlp4 por Tnlp3 com vencimento em 10 dias.
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Figura 6.5 Precos de uma Opcao de Troca de Tnlp4 por Tnlp3 com vencimento em 10 dias -

Método de Margrabe.
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Figura 6.6 Precos de uma Opcao de Spread de Tnlp4 por Tnlp3 para diversos precos de
exercicio.
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6.8.2 Swap Ddlar x Ibovespa

Uma aplicagao importante é a utilizacao do modelo aqui exposto para colocar prego em
contrato de Swap Dolar x Ibovespa negociados no mercado de balcao da BM% F. Como
nao ha um mercado muito liquido, o preco do contrato necessita de uma base tedrica de
forma a subsidiar seus operadores na negociacao. O periodo amostral utilizado, devido
a mudanca de regime cambial, foi de 1/2/1999 a 30/05/2006, e a tabela 6.5 apresenta
as estatisticas descritivas dos dados. As estatisticas para o Ibovespa estao diferentes dos
capitulos anteriores por conta da mudanca de periodo de avaliacao. Essa mudanca foi
necessaria para parear os dados com a taxa de cambio.

Uma pequena observacao sobre a fonte de dados se faz necesséria, pois no caso uti-
lizamos a cotagao de fechamento da taxa de cambio Reais por Délar do Banco Central.
Apesar das criticas de que ela nao reflete necessariamente os precos de mercado, pois é
uma média de operacoes feitas no dia, decidimos por utiliza-la por conta de ser essa taxa
de cambio a utilizada pela Bolsa de Mercadorias e Futuros para realizar os ajustes de
fluxo de caixa necessérios.

Tabela 6.5 Estatisticas Descritivas (%)
Dolar  Ibov
Média | 0,008 0,079
Desvio Padrao | 1,005 1,850
Assimetria | -0,651 -0,143
Curtose | 13,543 4,021
Minimo | -9,360 -9,634
Maéaximo | 4,926 8,400
Matriz de | 1,000 -0,269
Correlacoes | -0,269 1,000

Da mesma forma que no calculo da opgao de troca, os dados foram interpolados,
pois nos feriados em Sao Paulo ha negociacao de Ddélar mas nao na Bovespa, causando
um descasamento de datas. Os parametros estimados para esses ativos utilizando a
distribuicao MAGH e suas subclasses estao na tabela 6.6. Os parametros do indice
Ibovespa estao diferentes dos capitulos anteriores devido ao periodo de estimacao que
mudou bastante.

Tabela 6.6 Parametros Estimados para a MAGH e suas subclasses

Ativos  Subclasse a B A M > LL

Délar x Ibvsp | GH | 0,2396 0,0923 -1,3910 -0,0638 1,3125 -2.2166 -2355,6
4,0283 -0,0950 -1,0038 0,4115 -2,2166 15,1710 -2593,1

Nig 0,5402  0,0448 -0,5 -0,0723  0,7670 -2,0054 -2360,3
4,0749 -0,0901 -0,5  0,4143 -2,0054 13,7250 -2593,2
Hyp 0,3132  0,0229 1 -0,0729 0,2415 -1,3986 -2377,7

3,9730  -0,0792 1 04227 -1,3986  9,5725 -2593.,4
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A tabela 6.7 traz a pseudo correlacao, apresentada na definicao 6.1, calculada para a
MAGH e suas subclasses, bem como a correlagao empirica.

Tabela 6.7 Correlagao e Pseudo Correlacao
Distribuicao | p e p*
MAGH | -0,4967
MANig | -0,6181
MAHyp | -0,9198
Empirica | -0,269

Os parametros de Esscher calculados para os ativos em questao, utilizando diversas
taxas de juros livres de risco encontram-se na tabela 6.8. Percebe-se que diferentemente
dos resultados da tabela 6.4 os parametros de Esscher possuem o mesmo sinal. Isso decorre
do fato de que a distribuigao de Tnlp3 x Tnlp4 possui correlacao positiva, enquanto que
no caso de Délar x Ibovespa a correlacao é negativa.

Tabela 6.8 Parémetécgks de Esscher
10%aa  15%aa  20%aa  25%aa  30%aa
GH 8,6926 13,133 17,329 21,339 25,15
1,7292 3,5647 5,3179 6,9987  8,6094
6,+6>, | 10,4218 16,6977 22,6469 28,3377 33,7594
Nig 16,403 25,539 34,281 42,653 50,675
4,579 7,6106 10,515 13,3 15971
61+ 6> | 20,9820 33,1496 44,7960 55,9530 66,6460
Hyp -3,245  -3,2488  -3,2524  -3,2558 -3,259
-0,93696 -0,92967 -0,92268 -0,91597 -0,9095
61+6> | -4,1820 -4,1785 -4,1751  -4,1718 -4,1685

Em seguida, nas figuras 6.7(a) e 6.7(b) apresentamos respectivamente os graficos da
MAGH estimada e da densidade alterada pela transformada de Esscher. J& nas figuras
6.8(a) e 6.8(b) mostramos as curvas de nivel das mesmas distribuigoes, e por fim, nas
figuras 6.9(a) e 6.9(b) mostramos o gréafico e as curvas de nivel da diferenca entre a
densidade transformada para o mundo neutro ao risco e a densidade do mundo real. O
comportamento da densidade neutra ao risco ¢ semelhante ao ja relatado no caso da opcao
de spread entre Tnlp3 e Tnlp4.

Na figura 6.4 temos os precos dos Swaps com vencimento em T = 10 dias, com taxa
de juros de 10%ao ano, para diversos precos iniciais para a Taxa de Cambio e o Ibovespa
(em termos relativos). Nos casos em que o preco é negativo significa que o detentor do
Swap desejard receber para fazer o Swap. Isso é possivel, por exemplo, se a expectativa
de variacao do Dodlar é maior do que a expectativa de variacao do Ibovespa, nesse caso,
para trocar a rentabilidade do Ddlar pela do Ibovespa o investidor exigira receber um
valor (preco negativo) para isso.
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Outra andlise importante é como variam os precos da opcao de spread dada uma
variacao na taxa de juros e no seu prazo de vencimento. Os parametros utilizados foram,
So0=S30=1 O resultado da anélise esta na figura 6.11.
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Figura 6.10 Precos de um Swap Ddlar X Ibovespa com vencimento em 10 dias.
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6.9 Conclusao

Neste capitulo apresentamos um modelo para aprecarmos derivativos cujos ativos sub-
jacentes seguem um movimento geométrico MAGH. Além de apresentarmos o modelo
tedrico de aprecamento fizemos alguns ensaios empiricos aprecando uma possivel opcao
de spread ou uma opgao de troca de Tnlp3 por Tnlp4 (Telemar On por Telemar PN)
e também colocamos preco num Swap de Taxa de Cambio por Ibovespa, disponivel no
mercado de balcao da Bolsa de Mercadorias e Futuros de Sao Paulo.



APENDICE A

Aspectos Computacionais

Uma estratégia utilizada para facilitar as estimagoes dos parametros das distribuigoes,
bem como os calculos dos precos dos derivativos foi utilizar softwares disponiveis no
mercado que facilitassem esses cédlculos.

Apés uma comparacio entre o S-Plus®, 0 SAS® e o Matlab® optou-se por utilizar o
ultimo que é fabricado pela empresa Mathworks.

Sua escolha deveu-se principalmente a facilidade de programagao dos algoritmos tanto
com relacao a linguagem em si como com relacao ao fato de ele ja vir com muitas fungoes
importantes disponiveis através de seus diversos componentes.

Para este trabalho, além do software principal foram utilizados componentes dos “to-
olboxes”de otimizagao, simbolos, financas, estatistica e algoritmos genéticos.

A capacidade grafica do software também foi avaliada para subsidiar sua escolha, pois
possui uma facilidade para tratamento de graficos principalmente para os tridimensionais.

Por fim salientamos a capacidade do software de conversao dos algoritmos em pro-
gramas C. Isso permite que no futuro disponibilizemos os algoritmos como parte de um
software mais completo.

Para facilitar o tratamento dos dados optou-se por uma estratégia de modularizagao
das funcoes, utilizando scripts para consolida-las e executar as rotinas de uma forma
automatizada.

Apesar de o Matlab® prover muitas facilidades, alguns cuidados devem ser observados
quando de sua utilizagao.

e Utilizacao de Matrizes x Utilizacao de Loops

Uma das caracteristicas fortes do Matlab® ¢é a eficiéncia na manipulacio de matri-
zes. Devido a isso deve-se evitar loops em favor da utilizacao das matrizes.

A diferenca de tempo de execucao é extremamente significante principalmente
quando sao necessarias muitas operacoes. Como exemplo citamos o calculo do
preco de opgoes através de Fast Fourier Transformations, que com loops levava até
2 minutos por preco de opcao, enquanto que utilizando matrizes o tempo reduzia
para menos de 2 segundos.

e Precisao no calculo da convolucao através de Fast Fourier Transforms

Quando do céalculo da FFT o nimero de interacoes é bastante importante para
determinar uma precisao do célculo e também a velocidade de estimagao. Deve-se
analisar o “trade-off’entre velocidade e precisao de forma cuidadosa. Uma sugestao
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é comparar a distribuicao Normal Inversa Gaussiana convoluida através de FFT
com a obtida através da féormula fechada.

e Documentacao das funcoes criadas e dos passos mais dificeis

Para execucao deste trabalho foram criadas mais de 50 funcoes, o que pode provocar
um esforco grande quando formos utilizd-las. Por isso € interessante documentar
tanto as funcoes propriamente ditas quanto os passos mais dificeis, pois facilita
alteracoes que se facam necessarias e também a correcao de eventuais erros.

e Declaracao das variaveis

O Matlab: ermite que voceé crie variaveis em qualquer posicao do algoritmo, além
)
disso elas sao “case sensitive”, ou seja, a variavel “a’é diferente de “A”.
) )

Para evitar dificuldades na depuragao dos codigos, utilizamos como regra a defi-
nicao de todas as variaveis utilizadas numa funcao no inicio dela, adotando uma
padronizacao nos nomes de forma a nao ter problemas de sensibilidade a maitsculas
e minusculas.

Com a observagao desses cuidados, uma boa revisao em todos os algoritmos, uma
documentacao precisa e um computador’ com boa capacidade de processamento e de
memoria, as estimagoes tornam-se tarefas simples e precisas.

IPara execucao deste trabalho foi utilizado um Pentium IV 3.04 Ghz com 1GB de memoria



APENDICE B

Derivadas da Funcao de
Log-Verossimilhanca

A estimagao de subclasses da distribuicao hiperbdlica permite que se utilize derivadas da
funcao de log-verossimilhanca para aumentar a velocidade de estimacao.

A utilizagao de derivadas quando da estimacao dos parametros da Generalizada Hi-
perbdlica é complicada devido a dificuldade de implementagao da derivada da fungao
Bessel com relagao a ordem (Apéndice C).

J& com as subclasses, como o A ja é dado, a utilizagdo das derivadas proporciona um
ganho no tempo de estimacao.

Para simplificar a notacao das equagoes utilizamos as seguintes igualdades:

6 = 29 (B.1)
Ry = i (8.2

Com base nessas notagoes as derivadas da fungao de log-verossimilhanga sao (para maiores
detalhes ver Prause (1999)):
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APENDICE C

Funcao Modificada de Bessel

Seguem abaixo diversas propriedades da fun¢ao modificada de Bessel que foram uti-
lizadas para obtencao dos resultados. Para maiores detalhes a cerca da obtencao destes
resultados ver Abramowitz & Stegun (1968).

Propriedades Basicas

K3 () = K_ () (1)
Ka 200 = 21K (00 + Ky 1 (¥ (©2)
KaLe(X) > K, (X) para A >0, > 0,x > 0. (C.3)

Representacao em Séries

Para valores de A = n+ %, n € N temos as seguintes representacoes da funcao modifi-

cada de Bessel.
Kn+1/2(x):\/7x2e < +Z|(E’]—I 1l i) (04)

m o1
K_1/2(X) = Ky/2(X) \/;X Ze" (C.5)

K3/2(x):\/7x 2e (1+)—1() (C.6)

Derivadas

As equagoes abaixo representam as derivadas da funcao Modificada Bessel. Conforme
ja relatamos a derivada com relagao a ordem demanda uma carga extra de processamento
devido a sua complexidade.

Nestas equacoes | representa a fungao modificada Bessel de primeira tipo.

9Ko(x)
oXx

— —Ki(Y (c.7)
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P90 A 00 - K a0 ©s)

aK;A(x) _ %ncsq/\ ) (dld,\x(x) B dlg)((X))  cotA K, (). A 22 ©9)
Hat) A (%Zx) - Akz: ((%;)f;kli!m ez 10

22 (3) - (5) S ARG ey

onde [ representa a funcao Gama e (J representa a funcao Digama que é a derivada
da funcao gama com relagao a seu argumento.
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