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RESuUMO

Neste trabalho analisou-se diversos conceitos envoltos na aplicacao de métodos ma-
tematicos fracionarios no estudo da evolucao da COVID-19 no Brasil. Para que isso fosse
possivel foi realizado uma analise a cerca dos possiveis métodos aplicaveis nas diretrizes,
partindo disso os escolhidos foram: equagao logistica e SIR epidemiolégico. Como resul-
tado obteve-se: uma comparacao qualitativa entre o modelos tedricos fracionéarios e os
casos confirmados que apresentou uma boa proximidade. No caso do modelo logistico
fracionario o erro RMSE foi de 6,013 - 106 para o« = 0, 10 uma étima estimativa que com-
prova que o modelo fracionario pode ser aplicado na modelagem de dados reais; também
foi realizada uma comparacao qualitativa com o modelo SIR fraciondrio com os dados

reais de casos da COVID-19 no Brasil.

Palavras-chave: COVID-19, calculo fracionério, SIR, derivada fracionaria.
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ABSTRACT

This work analyzes several concepts involved in the application of fractional mathe-
matical methods in the study of the evolution of COVID-19 in Brazil. For this to be
possible, an analysis was carried out about the possible methods in the guidelines, based
on which the chosen ones were: logistical planning and epidemiological SIR. As a result,
we obtained: a qualitative comparison between the fractional theoretical models and the
confirmed cases that presented a good proximity. In the case of the fractional logistic
model, the RMSE error was 6.013 - 106 for a = 0.10, an excellent estimate that proves
that the fractional model can be applied in modeling real data; a qualitative comparison
was also performed with the fractional SIR model with real data from COVID-19 cases

in Brazil.

Keywords: COVID-19, fractional calculus, SIR, fractional derivative.
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1 INTRODUCAO

A pandemia da COVID-19 nao foi a primeira a assolar a humanidade e fazer diversas
de vitimas, muitas outras epidemias, endemias e pandemias fizeram parte da histéria do
homem [5]. Sendo assim, a espécie humana conviveu com diversas doengas que avangaram
rapidamente, destacando-se: peste negra, surtos de cdlera, a tuberculose e a febre ama-
rela. Mesmo nos dias de hoje com tamanha evolucao e tecnologia e com o advento de
medicamentos e vacinas, as doencas consideradas infecciosas sao responsaveis pela morte

anual de 10 milhoes de pessoas no mundo [5].

Foi no inicio de dezembro de 2019 que os primeiros casos da COVID-19 surgiram
em Wuhan, na China. No inicio foi vista como uma pneumonia de origem desconhe-
cida, porém, a evolucao da doenga e o nimero de ébitos levou ao estudo e descoberta
de um novo patdégeno chamado de beta-coronavirus de ARN com envolucro que hoje
esta amplamente conhecido como coronavirus 2 da Sindrome Respiratéria Aguda Severa

(SARS-CoV2) e que apresenta uma semelhanga logenética com o SARS-CoV1 [5].
No final de janeiro, a China divulgou cerca de 80.000 casos da COVID-19 e 2800

mortos, e outros casos fora deste pais foram identificados na Itdlia, Alemanha e Espa-
nha, levando a Organizagdo Mundial da Satide (OMS) declarar o surto de SARS-Cov2
como uma Emergéncia de Saide Piblica de Importancia Internacional (ESPII). Poucos
dias depois dos primeiros casos a doenca ja havia chegado em mais de 100 paises expan-
dindo rapidamente até alcancar diversas nagoes em todos os continentes tornando-se uma

pandemia global em 11 de marco de 2020 [6].

O ntmero de casos foi aumentando com o passar dos dias for¢ando varios paises a
criar e aplicar medidas para mitigar e frear o impacto da doenga. Em especial buscou-se
conter a velocidade de transmissao para que assim fosse possivel preparar o sistema de
saude para lidar com a doenca e por consequéncia evitar um colapso reduzindo o impacto

social e economico [6].

Com intuito de prever a magnitude e o comportamento das epidemias, ferramentas
matematicas sao amplamente aplicadas para criar modelos capazes de prever o avango das
doengas e assim introduzir ferramentas de politicas publicas, e na pandemia da COVID-19

nao foi diferente. Varios métodos comecaram a ser aplicados para estudar essa desconhe-



cida doenca dentre eles o calculo fracionério.

O célculo fracionario nao é amplamente conhecido, quando comparado ao célculo
de ordem inteira, por nao possuir interpretacoes fisicas e geométricas evidentes. Porém,
muitos estudiosos tem aprofundado o estudo desta ferramenta e aplicado em diversas
areas como o estudo de doencas. No caso, este estudo tem como objetivo aplicar a
derivada fracionaria segundo Caputo para avaliar a dinamica de casos acumulados de
COVID-19 no Brasil. Busca-se avaliar e eficiéncia do modelo fracionario no estudo da

taxa de infec¢ao e ntimero total de casos durante um certo periodo.

Pensando nisso, o presente manuscrito sera dividido da seguinte forma: na segao 2
foi apresentada uma explanacao sobre o coronavirus passando por seu surgimento até seu
comportamento durante a pandemia; a secao 3 apresentou toda a definicao que permeia
o calculo fraciondrio, passando por suas principais funcoes, integrais e derivadas; a se¢ao
4 apresenta os modelos epidemioldgicos em sua forma inteira, sendo eles o modelo da
equacao logistica e SIR epidemiolédgico, todos aplicados com intuito de apresentar re-
sultados satisfatérios para o estudo da evolucao da COVID-19; a secao 5 veio com os
modelos escolhidos em sua forma fracionaria e por fim a se¢cao 6 apresenta os resultados
e discussao obtidas do estudo realizado o que mostrou que por meio da equacgao logistica
fracionaria e SIR fraciondrio que os conceitos do célculo fracionario sao muito eficientes

no estudo de evolugao de doencas.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

Analisar a dinamica da proliferagao do coronavirus no Brasil utilizando os modelos

logistico e SIR fracionérios de acordo com a derivada fracionaria segundo Caputo.

1.1.2 Objetivos Especificos

Compreender os modelos utilizados para descrever a dinamica de pandemias.

Compreender o célculo fracionario segundo Caputo.

Elaborar um cédigo para resolver equacgoes e sistemas de equacgoes diferenciais fra-

cionérias.

e Comparar os resultados advindos do modelo fracionario com os dados reais.



2 CORONAVIRUS

O coronavirus pertence a familia Coronaviridae, subfamilia Coronavirinae e ordem
Nidovirales. Fsse virus possui quatro genéros dentre eles dois capazes de infectar hu-
manos, o a-coronavirus e o [-coronavirus, e dois identificados apenas em animais, -
coronavirus e d-coronavirus [1]. Por mais que os hospedeiros animais desse virus percorra
uma grande variedade de espécies (porcos, camelos, camundongos, gatos, caes dentre ou-
tros) o morcego que pode considerada a espécie transportadora mais ligada a infecgoes

em humanos [7].

O coronavirus humano (HCoV) foi detectado pela primeira vez em 1965 por meio da
andlise de secregoes nasais de pacientes resfriados em Londres [8]. Desde esse marco até o
ano de 2002, foram registrados quatro subtipos do virus (« coronavirus - 229E e NL63 e
S coronavirus - Oc43 e HKU1) que podiam infectar humanos resultando em infecgoes de
certa maneira simples na drea do trato respiratério superior e/ou inferior [9]. Foi, entao,
em 2002 que ocorreu um momento de suma importancia para que a doenca induzida por
esses virus pudesse ser compreendida. Nesse ano surgiu o primeiro virus com potencial
letal: 0 SARS-Cov que causa a Sindrome Respiratoria Aguda Grave - SARS, do inglés
Severe Acute Respiratory Syndrome [9].

Sua primeira apari¢gao foi na provincia de Guangdong, na China, e a partir dai a
doenca se espalhou por 29 paises chegando a contaminar até cerca de 8.096 pessoas, com

774 desses casos evoluindo para o 6bito [10].

Dez anos depois (em 2012) do surgimento do coronavirus letal, um novo tipo de
[B-coronavirus, que ainda nao havia sido encontrado em humanos, foi identificado em
um individuo da Arabia Saudita. Agora o virus causava uma nova doenga: a Sindrome
Respiratéria do Oriente Médio (MERS, do inglés Middle East Respiratory Syndrome)
e ficou conhecida como MERS-CoV infectando 2.494 pessoas em 27 paises e levou pelo
menos 858 a morte até novembro de 2019. Deste modo, a partir de 2017 foram relatados

nimeros progressivamente menores de casos de 6bito devido a MERS no mundo todo [9].

Apoés esse episédio o virus e suas mutacoes vieram a causar problemas significativos

na sociedade em 2019 na China.



2.0.1 Morfologia

A microscopia eletronica de coloragao negativa convencional foi aplicada na andlise
do virus e descobriu-se que esse parece pleiomorfico, quase esférico, com 120-160 nm
de diametro, com projecoes de superficies em forma de pétalas que sao compostas por
trimeros do glicoproteina spike (S) como apresentado na Figura 2.1. O coronavirus beta
do grupo A apresentam um segundo tipo de projecao de superficie, com 5 a 7 nm de

comprimento composta por gliproteina homodimérica hemaglutinina-esterase (HE) [1].

Figura 2.1. Morfologia do viriao do coronavirus. (A, B) Coloracao negativa (dcido
fosfotiingstico a 2eletronicas de particulas de coronavirus murino. Sao mostrados
(A) um virion da cepa laboratorial de coronavirus murino A59 que carece de ex-
pressao de HE e (B) um de um virus MHV-59 recombinante no qual a expressao de
HE foi restaurada (B) (cortesia de Jean Lepault, Laboratory of Molecular and Struc-
tural Virology, Gif-sur-Yvette Cedex, Franga). (CD) Tomografias crioeletronicas do
virus da hepatite em camundongos. Uma fatia virtual (7,5 nm de espessura) através
de uma particula MHV reconstruida (a esquerda) com recursos destacados sobre-
postos (a direita). O envelope é colorido em laranja com estrias visiveis destacadas;
a regiao do nucleocapsideo é colorida em azul.(E) Representacao esquematica de
um virion de betacoronavirus (linhagem A). Fonte: [1]

2.0.2 Evolucao do Coronavirus

O nome coronavirus veio da palavra latina corona, que significa coroa ou halo, isso
devido aos seus picos em forma de coroa em sua superficie, como pode ser observado na
Figura 2.1. Esse tipo de virus possui um envelopamento que contém um genoma de RNA
de sentido positivo, de fita simples e nao é segmentado com aproximadamente 32 quilo-
bases o que o torna o maior genoma conhecido para um virus de RNA. O genoma desse
virus é conhecido por possuir uma capa de 5" e uma de 3’ poli (A). Sendo assim, quando
infecta uma célula hospedeira seu genoma funciona como um mRNA para traducao das

poliproteinas replicase necessarias para a replicagao viral [2].



Relatou-se que normalmente o coronavirus reside predominantemente em um reser-
vatorio animal como: morcegos, camundongos, ratos, caes, galinhas, gatos, cavalos e até
camelos. Nos tltimos tempos esse virus desenvolveu a capacidade de iniciar uma epidemia
ao conseguir se adaptar aos humanos por meio de transmissao zoonotica, algo semelhante
ao que aconteceu no surto do Zika virus em 2015. O coronavirus humano foi descoberto
pela primeira vez na década de 60, que surgiu de uma evolugao dos virus encontrados
em animais [2]. O SARS-CoV, MERS-CoV e o mais recente SARS-CoV-2 sao exemplos
desse tipo de virus que atravessaram a barreira de espécie e hoje sao conhecidos por

causar sintomas mais graves nos pacientes podendo levar a ébito.

Tang et al. realizou um estudo recentemente sugeriu que o SARS-Cov-2 evolui cons-
tantemente. Neste estudo Tang et al. comparou o genoma do SARS-CoV-2 isolado em
100 pacientes, sendo 73 pacientes de Wuhan e 27 de fora desta cidade. Cerca de 149

locais de mutagao foram identificados nos 100 genomas em estudo [2].

A proteina spike encontrada no coronavirus é uma proteina de superficie viral co-
nhecida por desempenhar um papel importante na ligacao viral e na entrada da célula
hospedeira. Essa proteina é alvo de estudos evolutivos devido seu papel em conferir
seletividade e suscetibilidade ao hospedeiro e infecciosidade viral. Além de ser o prin-
cipal alvo do sistema imunolégico do hospedeiro, encontrou-se relatos que a spike sofre

constantemente rapidas evolugoes moleculares e pressao seletiva [2].

2.1 COVID-19

Foi no dia 31 de dezembro de 2019 que ocorreu o primeiro contato do Governo da
China com a OMS (Organizagao das Nagoes Unidas) comunicando o surgimento de casos
de pneumonia de etiologia desconhecida na cidade de Wuhan, na provincia de Hubei.
Desde essa data até dia 03 de janeiro de 2020 j& havia sido relatado um total de 44
casos dessa suposta pneumonia de causa desconhecida e foi por meio desses casos que as

autoridades chinesas conseguiram identificar um novo coronavirus que veio a ser conhecido

como SARS-CoV2 [9].

Logo apéds este relato a Comissao Nacional de Satide da China compartilhou mais
informagoes a respeito da etiologia do surto da nova doenca, sugerindo que a contaminacao
do paciente zero ocorreu em um mercado de frutos do mar na cidade de Wuhan. Um dia
depois exames laboratoriais confirmaram o primeiro caso fora da China, na Tailandia, e
nos meses seguintes até o inicio do meés de junho de 2020, a COVID-19 ja tinha alcancado

milhoes de pessoas em mais 215 paises ocasionando a morte de milhares de pacientes [9].

No marco de 30 de janeiro de 2020 a OMS declarou que e epidemia causada pelo novo

corona virus era uma Emergéncia de Saide de Importancia Internacional (ESPII) e em



11 de mar¢o a evolugao da doenga ja era considera uma pandemia [11].

Como dito os morcegos sao a hipotese mais provavel considerada responsavel pela
transmissao do virus para humanos. Sendo assim, Zhou et al. demonstrou que o SARS
CoV-2 possui cerca de 96% de identidade de nucleotideos com o coronavirus do morcego
[12]. Por essa semelhanca esse virus nao se comportava como os ja conhecidos tornando
assim a tarefa de decifra-lo mas complicada e demorada. Porém, com o evoluir da doenca
e consequentemente o numero de casos descobriu-se que o periodo de incubagao do SARS
CoV-2 é entre 1 e 19 dias, de acordo com estudo realizado em um grupo familiar de 5
pacientes. Sendo assim, os dados mostram que seu periodo de incubagao foi semelhante
ao MERS e SARS ja conhecidos [13].

2.1.1 Gravidade do SARS-CoV?2

Seu nivel de gravidade em relagao aos conhecidos corona virus impactou principal-
mente os pacientes idosos, porém, a gravidade da infeccao varia de um caso assintomético
até uma doenga critica que rapidamente leva seu portador a ébito [13]. Posto isto, a gra-

vidade clinica da COVID-19 foi dividida em cinco grupos [14], [15], sendo eles infecgao:

Assintomatica: sem nenhum sinal clinico.

Leve: sintomas de infeccao aguda na regiao do trato respiratério com febre, fadiga, tosse,

dor na garganta, espirros, corrimento nasal.
Moderada: presencga de pneumonia, muita febre e tosse e falta de ar.

Grave: progressao rapida da doenca em torno de uma semana, dispneia, saturacao de

oxigénio menor que 92%.

Critica: apresentagao de Sindrome do Desconforto Respiratério Agudo (SDRA) ou in-

suficiéncia respiratéria, choque e disfungao de multiplos 6rgaos.

Esses grupos de gravidade possuem caracteristicas individuais e papeis importantes
no processo de propagacao da doenca. Como exemplo: o grupo de assintomaticos tem um
destaque especial como fonte da doencga, principalmente em bebeés e criangas que podem
ser grandes potenciais de transmissao entre os integrantes de uma comunidade. Estudo
feito por Dong et al. aponta que 90% dos casos pediatricos sao assintomaticos, leves ou
moderados [16].



2.1.2 Via de transmissao entre humanos

Considera-se como transmissor inicial (origem) da COVID-19 para os humanos o
morcego (Figura 2.2) como apresentado anteriormente, contudo, o principal modo de
propagagao é de humano para humano. Sendo assim, as principais rotas de passagem do
virus sdo: transmissao por goticulas e contato [13]. No entanto, se faz necessario explicar
outras possiveis vias de passagem da doenca que nao foram catalogadas como as mais

eficientes.

Infected droplets in crowded
spaces

+
- | 0
6§::£ e Doollooo

_ OMY9—=PMC
Putative source Potential intermediate host

Nosocomial infection
of SARS-CoV-2 i.e., Pangolins, snakes and

other mammals

Direct contact with infected
individuals

Figura 2.2. Processo de transmissao do SARS-CoV2. Fonte: [2]

Alguns estudos apontam que o novo corona virus foi encontrado em amostras de ar
por até 3h em ambiente experimental. Estudiosos como Gou et al. encontraram porgoes
do virus em diversos pontos de enfermarias de tratamento da COVID-19 [17]. Todavia
outros estudos realizados com coletas de ar a 10cm do queixo do paciente infectado (com
ou sem méscara cirirgica) nao detectaram a presenca do virus [18]. Partindo destes
resultados cientistas de todo mundo nao puderam afirmar com certeza que esse método
de transmissao ¢ eficiente, sendo assim, ainda nao se sabe se é viavel ou nao a deteccao

do virus em amostras de ar [13].

A transmissao fecal também foi considera uma via de transmissao da doenca e algumas
amostras de fezes de pacientes que apresentaram diarreia foram analisadas por meio do RT
PCR [19] e deram positivo para SARS-CoV2, porém, outros estudos [20] foram realizados
e o virus nao foi detectado. Mostrando mais uma vez um resultado inconclusivo quanto
a esse modo de transmissao, pois, em alguns desses estudos foi constatado a presenca
do patégeno devido ao envolvimento gastrointestinal ou escarro digerido pelo paciente

dificultando assim a possibilidade de infeccao devido a fezes contaminadas [13].

Por fim pode-se citar a transmissao intrauterina/transplacentaria de gestantes infec-



tadas para seus fetos. Um estudo de 38 gravidas portadoras do virus foi realizado e
contatou-se que nao havia sinais que os bebés tivessem a doenga [21] fazendo com que as

criangas nascessem saudaveis e sem resquicios da COVID-19 [13].

2.1.3 Periodo de transmissao

Pacientes contaminados pelo novo corona virus apresentaram alto poder de trans-
feréncia mesmo antes do surgimento dos primeiros sintomas, fato que corroborou para o
avanc¢o agil do nimero de doentes em todo o mundo. Estudo realizado por Du Z et al
afirmou que 13% dos pacientes eram contagiosos antes de iniciar os sintomas [22]. Sendo
assim, a contaminagao pré-sintomatica se tornou um desafio ainda maior no rastreamento
de contatos, transformando os assintomaticos em um grupo de suma importancia para o

controle da doencga [13].

Com base nessas informagoes outras pesquisas foram realizados no intuito de entender

a duracao média da excrecao viral do corpo do paciente. Os resultados variaram de 20 a

37 dias [23].

2.1.4 Taxa de letalidade

De acordo com o relatério de situacao da OMS liberado em 13 de abril de 2020 a
taxa geral de letalidade foi de 6,3%. Porém, estudos em diferentes paises apresentaram
uma grande diferenca em relacao a esse valor, de acordo com a Tabela 2.1. Deste modo,
foi possivel inferir que nos paises com populagoes mais velhas essa taxa apresentava um
valor significativamente maior. Como exemplo: a Italia é um pais velho em comparagao
com a Turquia e apresentou uma taxa de 12,73% comparada com 2,1% respectivamente.
Posto isto, a letalidade da COVID-19 foi considerada um processo multifatorial, assim,

doengas pré-existente, intensidade de cuidados e a idade impactam diretamente seu indice
de mortalidade [13].

Em resumo, diversos paises no mundo constataram que a letalidade era maior em
idosos com comorbidades pré-existente que foi capaz de aumentar a taxa de mortalidade
em 10,5% para portadores de doencas cardiovasculares, 7,3% para diabetes, 6,3% para
doencas respiratérias cronicas, 6,0% para hipertensao e 5,6% para cancer, em pacientes
chineses [14]. Assim, em idosos contaminados a progressao da doenca chegou a atingir o
tempo médio de 5 dias levando o doente a 6bito muito mais rapido quando comparado a

um jovem sem comorbidades [13].



Tabela 2.1. Relacao do ntmero total de casos, mortes e taxa de letalidade por

pais.

Pais Total de casos confirmados Total de mortos Taxa de mortalidade
Franca 94 382 14 374 15,23
Italia 156 363 19 901 12,73

Espanha 166 019 16 972 10.22

Ira 71 686 4 474 6,24

Brasil 20 727 1124 5,42

Alemanha 123 016 2 799 2,28
Turquia 56 956 1 198 2,10
Republica da Coreia 10 537 217 2,06
Israel 10 878 103 0,95

Fonte: [13] modificada.

2.1.5 COVID-19 no Brasil

No Brasil, o primeiro caso comprovado ocorreu no dia 26 de fevereiro e o primeiro
obito veio no dia 17 de marcgo de 2020. Em 24 de abril o pais ja ocupava a posi¢ao 11 no
ranking mundial levando em consideragao a relagao de casos confirmados (= 52.995) e o
nimero de mortes (= 3.670) [24].

No primeiro contato com a doenca diversas agoes mitigadoras foram implementadas
para conter o avanco da doenca. Porém, apesar de todos os esforcos o nimero de casos
subiu e com ele o de mortos foi entao que o pais declarou Emergéncia de Satide Publica
de Importancia Nacional (ESPIN) no dia 3 de fevereiro de 2020, antes de confirmar o

primeiro caso da doenca.

No Brasil o Ministério da Saide (MS) atuou desde os primeiros rumores de conta-
minacao. Em 22 de janeiro o Centro de Operagoes de Emergéncia (COE) foi acionado e
iniciou os processos para harmonizar, planejar e organizar todas as atividades e monito-

ramento da situagao da epidemia no Brasil [11].



3 CALcULO FRACIONARIO

Por mais que o céalculo fracionario nao seja amplamente conhecido e aplicado ele é tao
antigo quanto o calculo de ordem inteira amplamente aplicado e ensinado. No entanto,
por nao possuir interpretacoes fisicas e geométricas evidentes, esse ramo do calculo nao

se difundiu como o de ordem inteira [25].

De fato, o célculo fracionario surgiu em meados de 1695 por meio de uma discussao
entre os matematicos Leibniz e L‘Hopital que tentaram definir a forma de derivar uma
funcao do tipo,

dn
D'y = —uv,
da:"y
com n = 1/2 [25]. Leibniz respondeu positivamente ao colega concluindo que D'/?z =
zv/dz : x e ainda finalizou dizendo: ”Este é um aparente paradozo do qual um dia impor-

tantes aplicagoes serao obtidas” [26], [27].

Grandes estudiosos da época como: Euler, Legrange, Laplace, Fourier, Abel e muitos
outros também colaboraram para que esta teoria fosse desenvolvida. Caputo foi um
grande exemplo que propos uma definicao nova para a derivada de ordem fracionaria,
que sera discutida a seguir, e aplicou a problemas de viscoelasticidade e sismologia [28].
Outro nome importante foi Grunwald-Letnikov que também apresentou um modelo para
derivadas de ordem fraciondria que gerou interpretacoes geométricas muito promissoras

na solugao de problemas numéricos [29].

Essas duas defini¢oes possibilitaram a modelagem de varios fendomenos naturais uti-
lizando o célculo fracionario, pois esse oferece uma descrigao mais refinada levando em
consideracao que as derivadas fracionarias proporcionam uma 6tima descrigao para efeitos
de memoria e propriedades hereditarias de muitos materiais, como os polimeros. Assim,
pode-se afirmar que existem areas onde o calculo fracionario é imprescindivel, como em
alguns sistemas de alta energia e na teoria de fractais onde a derivada fracionéaria tem
outra interpretagao e especialmente na modelagem de sistemas dinamicos e estruturas

porosas [29].

Cabe aprofundar um pouco mais acerca das contribuigoes que mentes brilhantes dei-
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xaram para o calculo fracionario. Euler foi aquele que escreveu sobre a interpolacao na
derivada fracionaria no processo de obtencao das derivadas de ordem genérica no ano de
1730 [25].

J& Lagrange apresentou a conhecida Lei dos Expoentes em 1722, que foi uma fer-
ramenta fundamental para expandir os conhecimentos do cédlculo fracionario, por mais
que nao fosse valida para toda e qualquer funcao y quando n e m sao arbitrarios. Sendo

assim, a lei pode ser descrita como:

A dmin
dax™ dx”y_ dgxm+n’

(3.1)

Um pouco mais adiante em 1819, Lacroix, buscando a derivada fracionaria de um
polinémio y = #m, com n sendo um nimero natural e m > n, apresentou a definicao da

derivada fracionéria sendo [25],

d" m!
= men, 3.2
dan” (m — n)!x (3:2)

Fourier publicou sua contribuicao em 1822, apresentando a amplamente conhecida

integral de Fourier da seguinte forma:

fa) = 5 [ sledda [~ coslpte — el

Com k € N, entao:

1. n=(1+4k):

cos (x + %) = —sen(z)
2. n=(2+4k):

cos (z + %) = —cos(z)

3. n=(3+4k): cos (z + %) = sen(x)
4. n =4k
cos (z + %) = cos(x)

assim tem-se que,

%oos[p(x —a)] = p"cos [p(w —a)+ %)] )

11



considerando u arbitrarios de acordo com Fourier, tem-se

dn um

1 o0 (e.0)
e () = Dy /_Oo f(a)da /_Oop"cos [p(x —a)+ 7] dp.
Liouville por sua vez em 1832 definiu a partir das contribuicoes de Abel e Fourier que

Dmeam — ameax

Considerando um w arbitrario, Liouville concluiu que:
Dueax — aueax‘
Naturalmente, se

F) = 3 enem

pode-se escrever para a derivada fracionaria conhecida como Primeira Formula de Liou-

ville:

DUf(x) = f: Cnape?.

n=0

Esta equacao generaliza o conceito de derivada, visto que, v admite um nimero
natural, fracionario, real e até complexo. No entanto, como esta funcao é atribuida a

uma classe bem particular de fungoes, Liouville viu a necessidade de desenvolver uma

oo
]:/ u e du,
0

Desde modo, a mudanga de variavel ¢ = xu foi aplicada considerando a defini¢ao da

segunda definicao,

ondea>0ex > 0.

funcao Gama, obtendo

I —/ u* e du = x“/ t* e tdt = 27T (a).
0 0

O operador D" foi introduzido nos dois lados da equacgao acima e por fim isolando

™% tem-se:
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—1)? oo
Dvl,fa — ( ) / ua+vflef:rudu7
0

ou seja,

(=1)"T'(a + v) p—(a+v).

D’U —a —
! I(a)

Por mais que Lioville tenha aplicada diversos artificios matematicos, sua formulagao

a

final s6 pode ser aplicada em fungoes do tipo 7%, com a > 0.

A partir de toda essa linha do tempo em que os matematicos mais celebres da historia
buscaram modelar e aplicar os conceitos do calculo fracionario, pode-se dizer que este
ainda apresenta problemas que dificultaram o seu desenvolvimento, como: o fato de nao

possuir uma interpretacao geométrica evidente.

3.1 FUNGOES ESPECIAIS

A definicao da derivada fracionaria é baseada na exploracao de algumas funcoes que
funcionam como base para seu entendimento. Sendo assim, essas fungoes serao apresen-

tadas a seguir para que o conhecimento necessario a cerca do tema seja construido.

3.1.1 Funcao Gamma

A funcao Gamma foi apresentada pela primeira vez pelo matematico Euler no ano
de 1730 e veio como o resultado de uma de pesquisa sobre uma forma de interpolagao
do fatorial de um numero. Deste modo, passou a ser conhecida como umas das fungoes
mais importantes da matematica. Com o passar dos anos foi estudada por diversos

matemadticos até 1809 quando Adrian Marie Legendre a definiu como descrito na (3.3) [30]

['(x) :/ et 1, (3.3)
0

Uma vez que, (3.3) sé existe para = > 0, ou seja,
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3.1.2 Funcado Beta

O estudioso Euler introduziu a funcao beta que rapidamente ficou conhecida por

"Integral de Euler de primeiro tipo”e a definiu como
1
Ban) = [ -0 (35
0
onde ¢, p € N e contém as seguintes propriedades:

1. Comutatividade

Bla,p) = B(p, q)-
2. Relagao entre fungao beta e gamma

I'(q)T'(p)

B(q,p) = Tq+p)

Demostracao: Considerando o produto

['(¢)T(p) :/ e’ tq_ldt/ e * 2Pz, (3.6)
0 0

Realizando as mudangas de varidveis t = u? e z = v?, na (3.6), pode-se escrever

I'(g)L'(p) = 4/ e qu_ldu/ e v dy
0 0

— 4//oo e~ (W) 20=10.2p=1 1y
0

Introduzindo as coordenadas polares no plano u = rcosf e v = rsinf onde o

jacobiano da transformagao é r, entao dudv = rdrdf

0o w/2
L'(g)T(p) = 2/0 e {2/0 (r0056)2p1(56n9)2qlrdrdﬁ}

:26(q,p)/ e~ P21y,
0

Com mudanca de varidvel, > = y e 2rdr = dy

= 26(q,p) / e vyt ldy.
0
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Logo,
I'(¢)L'(p)

B(q,p) = Tatp)

3. Outras formas de acordo com a transformacao

w/2
B(q,p) = 2/ (5inf)*~*(cosH)?1db.
0

Demonstracdao: A funcao beta pode ser representada da seguinte forma
w/2
B(q,p) = 2/ (send)?~(cosh)?11db.
0

Introduzindo a mudanca de t = cos?f, segue que

0
B(q,p) = —2/ (cos0)*P~%(send)?T2send cosl db.
w/2

Como (sen#)*=2 =1 —t e senf) cost) = dt = dcos*0/d0

Tem-se que,

w/2
B(q,p) = 2/ (senf)*~*(cosh)?11db.
0

3.1.3 Funcao de Mittag-Leffler

Mittag-Leffler apresentou esta funcao que ficou conhecida como a generalizagao da
funcao exponencial. O matematico a definiu como uma funcao complexa que depende
de um parametro complexo «, onde Re(a) > 0, que assume a forma de uma série [30]

conforme (3.7)

Z I'( ak +1) (3.7)

k=0

No casa em que o parametro a = 1, tem-se:

ZFk+1 =D = (3:8)
k=0 k=0

Portanto, pode-se afirmar que a funcao de Mittag-LefHler admite a funcao exponencial,

como um caso particular [30].
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3.1.4 Funcao de Mittag-Leffler de Dois Parametros

Wiman foi quem introduziu a fungao de Leffler de dois parametros complexos, E, s(t).
Sendo assim, como é uma ”evolucao”da funcao de um parametro essa depende de dois

parametros complexos « e  [30], cujo Re(a), Re(5) > 0, e é obtida pela equagao a seguir

0 k

Eaﬂ(t) = Z m;

k=0

(3.9)

Sendo a e f > 0 para que a funcdo nao divirja. No caso em que 8 =1 (3.9) volta a

ser a fungao de apenas um parametro, ou seja,
Eon(t) = Ea(t), (3.10)

3.1.5 Transformada de Laplace da Funcao de Mittag-Leffler

Com base na secao anterior a transformada de Laplace da funcao de Leffler é obtida

partindo de que,

L{t" 'E,3(\t*)} = L{tE}, (3.11)
Tem-se que.

)\ktak+6 1

L{tE}_/ —Stz YT (3.12)

Aplicando a transformada de Laplace de " é Lt" = Sﬁl

_ - )\k > —styak+pB—1 o - )\k F(ak+5)

Entao,

L{tE}_isﬁc—iﬁ_siﬁi@)k, (3.14)

k=0 k=0

Utilizando a série geométrica defina por




€1

1 1
L{tFk}=——-— 3.15
(45} = S5 (315)
tem -se, a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leftler
B-1 il
Lt Bap(M)} = ——, (3.16)
SOZ —

Como o esperado.

3.1.6 Funcao de Gel’fand-Shilov

A fungao de Gel'fand-Shilov é considerada umas das fungoes primordiais do calculo

fracionario pois é fundamental na introducao da Integral Fracionéria.

Definicao: Se n é um niimero natural e ¥ um ntimero nao-inteiro, define-se a funcao

de Shilov de ordem n e v como:

n—1
) = {ﬁset =0

Oset <0
e
tl/fl
u(t) = T 20
Oset < 0
A Figura 3.1 o grafico da funcao de Shilov representada acima, para diversos valores
de a.

Fungao Gel fand-Shilov

T
S| l01)
— (0.3} [{
ST H0S)
: #07)]

— 4(0.9)

-+ I I I
0.3 0.4 0.5 0.6 a7 0.8 0.9 1

Figura 3.1. Gréfico da fungao de Gel’fand-Shilov. Fonte: [3]
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3.2 A INTEGRAL FRACIONARIA

Esta secao foi separada para discussao dos conceitos que permeiam a integral de ordem

arbitraria e por consequéncia a validade da lei dos expoentes para integral fracionaria.

3.2.1 Integrais de Ordem n

O operador integral I sera introduzido a seguir para que seja possivel definir a integral

de ordem fracionaria de orden n de forma que:

- /Otf(tl)dtl.

I?f(t) =I[1f(t) // f(ty)dtodt .

Assim, tem-se:

De forma anéloga,

Pft) = I[1f( / / / f(t3)dtsdtydt,.

Desta forma, a integral de ordem n é definida por:

/ / / / / Wit . dbdtadts,

Lema: Tendo G(z,t) como uma fungao continua em |c, b|x[c, b], com ¢ < x < b, entao:

/ dl’l/ G(Il’t>dt—/ dt/ G(Il,t)dl’l.
c c c t

Usando um caso particular para G(z1,t) = f(t), tem-se

/j / f(t)dmldt:/j /txf(t)dtdxl.

Teorema: Considerando f(f) : R — R sendo integrével, a integral de ordem n € N

pode ser dada por [31]:
* — T = t —(t _ T)nil T T

onde denota-se por * o produto de uma convoluc¢ao e ¢,(t) a funcdo de Gel’fand-
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Shilov.

Induzindo matematicamente, obtem-se que:

1. Paran=1

= [ o= [ ST rmar = oo 0

2. Considerando vélido: I"f(t) = ¢, (t)x f(t). Mostra-se que I" " f(t) = ¢py1(t)* f(1),

isto é,

") = I ()] = I /d)n Ve f(u du—// U= by,

n—l

Sendo assim, aplicando o lema anterior, conclui-se que

" f() / / (7)dudr.

Reorganizando, pode-se escrever

s = [ i = bt 110

Assim, chega-se ao fim da demonstragao desejada de (1) e (2), tem-se que:
I"f(t) = ¢n(t) = f(1).

3.3 EXEMPLOS DE INTEGRAIS FRACIONARIAS

Considerando o resultado obtido na secao anterior, tem-se que é vélido
I"f(t) = ¢a(t) = f(2).

assim, serd realizada uma denotacao de uma integral fraciondria v de f(¢) segundo

Reimann-Liouville por meio das defini¢coes das funcoes Gama e Gel’fand-shilov.
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3.3.1 Definicao

Levando em consideragao a fungao f(t) integravel. A integral fraciondria de Reimann-

Liouville de ordem v de f(t) denotada como I f(t) serd definida como:

t—r) !

15() = du(t) + F(1) — / (PTf(T)dT-

De forma natural a integral I” f(t) esta bem definida visto que a ordem néo inteira foi
restringida a funcao de Gel’fand-Shilov de ordem v. Ja a generalizagao do operador inte-
gral de ordem inteira para o de ordem nao inteira é encontrado por meio da generalizagao

fraciondria do conceito de fatorial pela fungao Gama [25].

3.3.2 Qutras Definicoes

Nota-se que a escolha do limite inferior da integral é arbitraria. No caso é fato que
existem outras escolhas que possam substituir esse limite que dao o nome para outras
defini¢oes. Quando o limite inferior é substituido por —oo a definicao de Liouville aparece

ja quando o limite é ¢, tem-se a definicao de Reimann, ou seja

Defini¢ao 1: Seja f uma fungao continua por partes em (0,00) e integravel em todo
o subintervalo de [0,00) e Re > 0, para t > 0, C' é definido como a classe de fungoes que
satisfazem esta definicao, assim obtem-se:
1. Versao de Reimann: com z > ¢

2w = [ o — 0 (1)t (3.18)

2. Versao de Liouville:

1 x
L) = [ =t (o (3.19)
3. Versao de Reimann-Liouville:

oI = 5 | @0 o (3.20)

3.3.3 Lei dos Expoentes para Integrais Fracionarias

A lei dos expoentes é amplamente conhecida no célculo fracionario e faz mengao as

leis da soma e comutacao de expoentes dos operadores de derivada e integral. Assim,
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esta lei é definida para integrais e derivadas com m,n = 0,1, 2, .., respectivamente com

Imym =J1mt" e D™D" = D™,

Nesta secao, sera realizada uma verificacao se as leis dos expoentes é valida para
integrais fracionérias (sendo que esta propriedade nao funciona de forma eficiente quando

se fala de derivada fraciondria).

Teorema Se I é o operador integral fracionério e «, 5 > 0 tem-se que

1°1° = [*HP, (3.21)
ou seja, tem-se a propriedade de semigrupo e por consequéncia a propriedade comutativa
[32], I°1P = 7P sdo satisfeitas.

Demostracao:

Considerando a fungao de Shilov, definida anteriormente, ¢, (t) e com a > 0, ¢, (t) €

C, pode-se afirmar que a funcao é local e absolutamente integravel em R*.

Sabendo que a integral fracionaria pode ser definida por meio do produto de con-

volucao de duas fungoes, isto é,

I9f(t) = ¢al(t) = f(1),

com o > 0

Com base nisso, obtem-se a relacao:

Ga(t) * P(t) = Pass(t).

Reescrevendo esta igualdade por meio da definicao do Produto de Convolugao, assim

ta-l(y _ \B-1 [t -
bty 0at) = [ T =T [t Dy

0

Mudando a variavel u = = = d7 = tdu, temos por meio da relagao da funcao Gamma

e Beta que,
B—1 1
00(0) £ 05(0) = T, (00— )
Entao, ;
e 1 L1 —w)* Y du
BT / ()™ (1 — u)* (du),
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assim, .
toth-

T(a+p) = Ga+5(1)-

Sendo assim, tem-se os seguintes resultados:

If(t) = pu(t) * f(t), coma > 0

Pa(t) * D5(t) = Pars(t)-

Com base nisso, pode-se demonstrar a lei dos expoentes para integrais fracionarias

da seguinte forma:

Ia]ﬁf(t) = Pa(t) * Iﬁf(t> = da(t) * 17 % f(0).

Assim,

Gars(t) * f(t) = 1P f(2).

3.4 DERIVADAS FRACIONARIAS

De acordo com as informagoes apresentados no capitulo anterior referente a integral
de ordem nao inteira, neste capitulo a teoria que permeia a derivada fraciondria serd

tratada.

Considerando o operador " de ordem v com Re(v) > 0 apresentado anteriormente é
possivel admitir, sem perda de generalidade, que a Integral Fracionaria é uma antiderivada

e pode ser admitida como operacdo inversa a esquerda da integragao [25].

Partindo disso, uma forma generalizada sera apresentada para o operador diferencial
D = %. Como sera observado a seguir o éxito da aplicacao dos conceitos do calculo
fraciondrio esta intimamente relacionado a uma boa escolha do operador fracionario.
Assim, sera apresentado a seguir algumas das mais importantes defini¢oes para a derivada

de ordem nao inteira.

3.4.1 Definicao de Caputo

Caputo definiu a derivada fracionaria como uma integral de ordem arbitraria de uma

derivada comum de ordem inteira. Sendo assim, considerou a € C e n = [Re(«a)] + 1 e
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definiu o operador D¢ f(t) como

DOf(t) == J" D" f(¢),

e este operador é chamado de ’Operador diferencial de Caputo de ordem «’[33]. A

partir deste contexto Caputo publicou a definicao desse conceito.

Defini¢ao: A derivada fracionaria de Caputo de ordem « € C, a esquerda e a direita
sao definidas, respectivamente, por YD f(t) = aJ *D"f(t) = (—=1)"J} *D" f(t) com
n = [Re(a)] 4+ 1, onde Re(a) > 0, ou seja,

1 L D"[f(u)]
CDYf(t) = / d 22
a "t f( ) F(n _ CY) Y ( U)o‘ n+1 u, (3 )
) D)
C Do p(th = - / 2
t t f(tb F(Tl - Oé) ('Ll, . t)a—'n—i-l du? (3 3)
onde, « € R%, a,b € R e D"[f(u)] = %ﬁf‘) ¢é considerada a derivada n de ordem

inteira. Posto isto, as derivadas de Caputo sao validas para a € C, no entanto, aqui serd

considerado apenas a € R.
Demonstracao: A derivada fracionaria de Caputo da funcao poténcia, com a € R, é

dada por

L 1 t d;[uk]
D*[t"] = ut d
[+ F(n—a)/o (t —u)o—nrt

Entao, tem-se que

1 Yh(k—1)..(k — 1uk—n
D< [tk] — / ( ) ( n+ )U du
I'(n—a)Jj, (t —u)oa—n+l
I'(k+1) e —a—1
— n t_ n—o d .
F(n—a)F(k:—n—i—l)/ou (t =) “
Trocando as varidveis u = ty e assumindo ¢t = 1, obtém-se D®[tF] = (k—m fo k=n(
y)nfafldy]tkfn ot tnfozfl'
Logo, D?[th] = %ﬁ(k —n+1,n—a)th

Como foi definido anteriormente a funcao beta para k—n+1é f(k—n+1,n—a) =
T'(k—n+1)I'(n—a)

ThatD) 0 & partir disso tem-se a derivada fracionaria definida por Caputo
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F(k + 1) tkfa

D] = T(k—a+1)

(3.24)

Obtendo assim a definicao da derivada fracionaria segundo Caputo.

3.4.2 Definicao de Reimann-Liouville

A defini¢ao da derivada de Reimann-Liouville se inicia com a introdugao do operador

derivada D, sendo o inverso a esquerda da integral fraciondria, ou seja, =1 f(t) = f(t).
Levando a lei dos expoentes em consideragao a definigdo pode ser descrita como [29]:

Se  é um nimero complexo com Re(f) > 0 e considerando n o menor inteiro maior

que Re(p), isto é, n —1 < Re(f) <n e v =n— (3, entdo, tem-se que 0 < Re(v) < 1.

Baseando-se nisso, a derivada de Reimann-Liouville de ordem /3 de f(z), com z > 0,

denotada por ¢D? ¢

0D} f(x) = D"[I"f(x)] = D[ (t) * f(t)], (3.25)

onde: Dn: a derivada de ordem n inteira, [v: integral de Reimann-Liouville de ordem v.

Assim, a derivada fracionéria de f(x) de ordem 3, com z > 0 e § € C, é um operador
inverso a esquerda de I3, ou seja, sejam J o operador identidade e n um nimero natural,

tem-se:

oDPIP = J.

Chegando ao fim da demonstragao.
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4 MOoDELOS EPIDEMIOLOGICOS

4.1 EQUAgAO0 LocisTicA

A equacao logistica foi apresentada por Pierre Francois Verhulst em 1838, para mo-
delar o crescimento da populagao mundial e foi baseada na avaliagao de estatisticas popu-
lacionais disponiveis na época o que complementou a teoria do crescimento exponencial

ja apresentado por Thomas Robert Malthus [25].

Essa equacgao apresentou um aspecto importante: sua versatilidade podendo ser apli-
cada em vérios modelos com dependéncia temporal e ainda possui uma grande area de
aplicacao, uma vez que leva os fatores inibidores em consideracao. Como no caso da
modelagem da evolucao da COVID-19, onde os fatores inibidores poderiam ser o isola-
mento dos infectados, as agoes governamentais e as formas de prevengao pelos meios de

comunicagao [25].

Vale salientar que este modelo, também, pode ser aplicado em uma série de eventos
probabilisticos com relagao com a teoria do caos e as dinamicas industriais e empresariais
apresentadas por [34] e [35]. Porém, esta modelagem nao é adequada para casos em
que os recursos sao abundantes, isto é, quando a populagao cresce ilimitadamente, sem

capacidade de suporte [25].

Neste trabalho, com o intuito de apresentar aplicacoes do céalculo fracionario no es-
tudo epidemioldgico, serda apresentada a andlise de uma generalizacao inteira da equagao
e futuramente uma substituicao sera realizada trocando a derivada ordinaria por uma
derivada de ordem nao inteira. Tudo isso com intuito de apresentar possibilidades da

aplicacoes dos conceitos do cédlculo fracionario no estudo da evolucao de doengas.

4.1.1 Modelo Classico

Foi Verhulst em 1838 que publicou pela primeira vez a definicao da equacao logistica

apresentada como:

LNy = kN (1 - N(t)) | (1)

dt r
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No caso N(t) representa o nimero de individuos no tempo ¢, k é a taxa de crescimento
intrinseca e r é a capacidade suporte. Sem que haja perda da generalidade, usando r = 1,

a equacao (4.1) pode ser reescrita da forma:

SN () = kN[~ N(1)] (42)

Assim, tem-se uma equacao separavel, entao:

dN

S )
N1 —N)

Aplicando o operador integral nos dois lados da equacao e expandindo por fracoes

1 1
/NdN+ m:/kdt.

Deste modo, com Inc sendo a constante de integracao,

parciais, obtém-se:

InN = In(1 — N)™' = kt + Inc,
assim, a solucao obtida é:

N kt 1-N e—kt -1 1

Aplicando as condigoes iniciais, tem-se

1 Gt

NO==7 2 = )

Reorganizando os termos a solu¢ao em fungao de N(0) é,

1 1

N=——"— = N= .
—kt —1 1 _
e Flemt + 1+ [N(Ol)fli| e—kt

Analisando a solucao percebe-se que além de ser separavel e equagao, também, é do
tipo Bernoulli, isto é, essa equacao nao linear pode ser resolvida com a introducgao de uma
mudanca de varidavel dependente, conveniente, capaz de transforma-la em uma equacao
linear. Sendo assim, tem-se que uma equacao diferencial ordinaria do tipo Bernoulli tem

a seguinte forma:
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y' () +p(t)y(t) = q()y" (1). (4.3)

Desta modo, introduz-se a mudanca de varidvel: v(t) = y'™"(t) = J/'(t) = (1 —

n)y " (t)y'(t), e multiplica toda a equagao por (1 —n)y~"(t),

(L =n)y™ ")y () +p(t)(1 —n)y' () = (L — n)q(t).

Partindo disso, tem-se que:

v'(t) + p() (1 = n)u(t) = (1 —n)q(t),
por fim, uma equacao linear.
Sendo assim, a equacao logistica (4.2), é dada por
N'(t) — kN(t) = kN?(t).

Realizando a mudanga de varidvel proposta, isto é, v(t) = N'72(t) = v(t) =
N=Yt) = V' (t) = —N2(t)N'(t), segue que:

—N2(t)N'(t) + kN7 (t) = k = /(1) + kvu(t) = k.
Assim, pode-se escrever

du(t)
dt

= k[1 — v(t)].

Como a equagao anterior também é do tipo separavel, tem-se

ilv(t) =kdt = In(1 —v) =kt + Inc = In(1 —v) = —kt + Incy,
—v
onde Inc; = —Inc e v = v(t). Assim, obtém-se

v(t) =1—cre ™.

Aplicando a condicao inicial,

U(O)zl—clﬁclzl—v(()):l—m.
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Deste modo, tem-se

Note que 0 < N(0) < 1 e limy_,o, N(t) = 1.

Levando em consideragao a defini¢ao da equagao logistica apresentada em (4.4) alguns
autores como [36], [37] utilizaram estes resultados para propor uma generalizagao, via
calculo fracionario, para equagcao logistica no estudo da evolugao da propagacao do novo

coronavirus no Brasil.

No caso Lopes et al. [36] modelou a curva de casos acumulados por meio de um
modelo logistico com retirada, baseado em equacoes diferenciais fracionarias, para que
fosse possivel incluir o efeito de memdria. A partir disso, conseguiram realizar uma
projecao dos cendrios com e sem controle, que buscava prever o nimero de infectados por
coronavirus no Brasil utilizando a simulagdo numérica como ferramenta. Sendo assim,
seus resultados foram satisfatérios e capazes de representar a curva de casos acumulados
nos periodos referentes a cada "onda”. O modelo apresentou um étimo ajuste aos dados,

permitindo a capacidade de estimar um futuro cenario da pandemia da COVID-19.

Ja Mendonca et al. [37] apresentou uma versao modificada do método numérico de
Adams-Bashforth para solucionar o modelo logistico fracionario. Todas as simulagoes
numéricas foram realizadas em MATLAB e obteve resultados, que comparando qualitati-
vamente o modelo tedrico e o cumulativo de casos confirmados mostrou grande proximi-
dade. Neste caso Mendonca et al. buscou analisar a equacao logistica fracionaria como
uma ferramenta para compreender o comportamento dos dados publicos da COVID-19
no Brasil. Como comparou as simulacoes numéricas com os dados reais brasileiros, con-
seguiram chegar a um coeficiente de determinacio R?* = 0,917 atestando que o modelo

fracionario pode ser aplicado na modelagem dos dados reais com alta qualidade [37].

4.2 MobELO SIR

Com intuito de prever a magnitude e o comportamento das epidemias, ferramen-
tas matematicas sao amplamente aplicadas para criar modelos epidemiolégicos deter-
ministicos ou estocasticos. Os modelos deterministicos sao caracterizados por considerar
os individuos pertencentes a um estado do modelo como um conjunto, podendo ser uti-
lizado em grandes populagoes, e nos estocasticos os sujeitos sao considerados de forma
individual [6].

Sendo assim, os modelos deterministicos sao mais adequados para aplicacao no estudo
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analitico de epidemias. As siglas que acompanham esse tipo de modelo costumam indicar
os estados pelos quais os individuos passam, como exemplo: um modelo SIR estuda a
passagem dos individuos de suscetiveis a infecciosos até chegar a resistentes. Em caso de
ciclicidade o sigla termina com a mesma letra que se inicia, como no caso do SIS que indica
que os individuos passam de susceptiveis a infecciosos e a susceptiveis novamente. A
escolha de qual modelo aplicar varia de acordo com os agentes infecciosos que transmitem
a doenca em estudo, pois as doencas nao compartilham seu transmissor. No caso de
doencgas transmitidas por virus, por exemplo, tem-se que os infectados se recuperem

entrando em um estado de resisténcia, que inicialmente nao podem ser reinfectados.

Os primeiros modelos SIR foram desenvolvidos por Kermack e McKendrik em 1927
[38] e até hoje vem sendo reformulados e aplicados em vérios cenérios epidémicos pelo
mundo [6]. Os modelos baseados nessa teoria estimam o nimero tedrico de pessoas
suscetiveis a doenga (suscetiveis - S), o nimero de doentes (infectados - I) e o nimero de
individuos que ndo transmitem mais a doenga (recuperados - R) em uma determinada

populagao ao longo do tempo [6].

Sendo assim, em seus estudos Kermack e McKendrik procuraram mapear o desenvol-
vimento de doencas na populagao e assim propuseram uma classificacao disjunta, repre-

sentado por [39]:

a. Suscetiveis (S(t)) - representa a classe de individuos saudaveis, que é vulneravel

a doenca e tem potencial para serem infectados;

b. Infectados (1) - sdo os individuos que estao atualmente infectados e tem potencial

para infectar outros;

c. Removidos (R) - representa a classe de removidos do sistema, seja por ébito ou

por saos e assim encontram-se imunes.

Essas categorias podem ser visualizadas como fung¢oes dependentes do tempo ¢t. Deste

modo, o modelo SIR é baseado no sistema de equagoes diferenciais a seguir:

( S _
& = —pSI
d = BST — NI
' _ \J

\ dt

onde [ é a taxa de infeccao da enfermidade e A a taxa de remocao do sistema, ou seja,
a soma das taxas de mortalidade e cura da doenca. Partindo do pressuposto que esta

modelagem categoriza os individuos de uma dada populacao e que ainda seu ciclo de
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duragao ¢ pequeno quando comparado ao tempo de vida do ser humano, é possivel supor

que a populacao em estudo de N pessoas é dada por N =S + [ + R. Entao,

ds Al AR
dt At dt

Logo, espera-se que o nimero de infectados pela doenga diminui, o que provavelmente

, % < 0 e durante a

ocorréncia da doenca, a funcao que representa I é positiva. Entao, uma pandemia tende

A
B
de pessoas para que uma pandemia chegue a existir, nao existindo quando a populacao

ird resultar na diminui¢do da pandemia, também [40]. Sendo assim

a diminuir se, e somente se, S > 2. Partindo disso percebe-se que é necessario o minimo

inteira se enquadrar na classe de suscetivel. Entao uma pandemia termina apenas quando
N > % Baseado nessas hipoteses pode-se afirmar que quase raramente uma pandemia

exterminard toda uma populacao [40].

Sendo assim, considere uma certa infeccao em seu inicio, esta fase apresenta um
nimero de individuos removidos muito préximo de zero, justamente por se analisar os

primeiros dias de surtos. O que leva a uma variagao do modelo SIR, apresentado a seguir:

45 — —BST—AS + A
(4.5)
g =pSI— I

4.2.1 Resolucao Analitica do Modelo SIR

Com o modelo SIR j& definido na segao anterior, agora sera determinada a solucao
para este modelo. Para que isso seja possivel sera efetuada a soma das equagoes do

sistema (4.5) que resulta em,

(S+1) = —AS+1)+ A\ (4.6)

Para se obter a solugao da (4.5), uma substituicdo de y = S + I se faz necesséria.

Portanto, a equacao (4.6), torna-se:

v+ Ay = A

que possui solugao igual a
y=1+ce ™.

Aplicando a substituicao y = .S + I novamente, segue que:
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S=1+ce ™M1 (4.7)

onde ¢ é uma constante.

Substituindo a (4.7) na segunda equagao do sistema (4.5), tem-se que:

I'=(B— X+ Bee ) — BI%. (4.8)

Em busca da solucdo da (4.7) a substituigdao v = I~! seré aplicada juntamente com

o método de Bernoulli. Assim, a equagao (4.8) pode ser reescrita da forma:

" (B = A+ BeeM)u = B. (4.9)

Agora multiplica-se todos os membros da equacao por el(#=Vt- Se )

. Desta forma,

aplicando algumas manipulagoes algébricas encontra-se a seguinte equagao,

elB-Nt=5eN / BelB-Nt=5M gy 4 g (4.10)

onde d é uma constante.

Para simplificar os calculos da integrais, serd inserida uma aproximagao da exponen-
cial e~ por meio da série de Taylor, desprezando os termos de ordem maior que 2. Entao
a (4.9) torna-se:

U[( 1>\t)]_/ﬂ€ﬁ>\ lAt)]dt_l_d

Aplicando algumas manipulacoes algébricas chega-se a seguinte solucao:

sendo que v = I"! e u= B — X+ e conclui-se que

I= % (4.11)
B+ pde Ftex
Com as condigoes iniciais é possivel obter os valores das constantes igual a
d=r" 0660—50—1—[0—1 (4.12)
,u]oe A
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Sendo assim, pode-se afirmar que a solugao analitica da modelagem SIR pode ser
determinada por meio de (4.7), (4.11) e (4.12) permitindo que estimativas sejam feitas

com base nesses resultados.

Com base em todo esse desenvolvimento tedrico o trabalho final futuro apresentara
como aplicagao o modelo SIR descrito, porém, de ordem nao inteira. No caso o sistema
base desenvolvido sera substituido por outro fracionario por meio da aplicacao da derivada

fracionaria conforme descreveu Caputo.
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5 MOoDELOS EPIDEMIOLOGICOS FRACIONARIOS

5.1 EQUAGAO LOGIiSTICA FRACIONARIA

A equacao logistica padrao é considerada um modelo simples que pode ser aplicado
na modelagem de diversos sistemas reais [41] e [42]. Sendo assim, neste capitulo esta
equacao em seu modo fracionario sera aplicada no estudo da propagacao da COVID-19

aqui no Brasil.

A versao fracionaria da eq.logistica adimensional é uma modificacdo da equacao

padrao e é dada por:

Diy(t) = py(t)(1 —y(t)), (5.1)

onde t > 0 e p > 0 é considerada uma constante e 0 < a < 1. Percebe-se que quando

a =1 a Eq.(5.1) volta a sua forma padrao,

dy

= = O —y(®), (5.2)

que possui a solugao exata dada por

y(0)

YO = Ty 0)e 7 1 50y

(5.3)

Ao se analisar as equacoes percebe-se imediatamente que os dois modelos, tanto
o fracionario como o padrao, sao equagoes nao lineares. Quando se trata do modelo
padrao, ele pode ser resolvidos facilmente de forma direta obtendo a Eq.(5.3), contanto
que a EDO seja separavel. No caso do modelo fracionario isto nao é possivel e se faz
necessario linearizar a equacao para se chegar a solugao. Posto isso, a versao linearizada

da eq. logistica fracionaria é

Dfw(t) = p(1 — w(t)). (5.4
onde w(t) = 1/y(t). A equagao foi resolvida de forma analitica usando a transformada de
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Laplace em [3], assim, a solu¢ao obtidas por estes autores foi dada em func¢ao da fungao
Mittag-Leffler,

y(0)

Y = 0B () T 9(0)°

(5.5)

Essa solugao produziu uma 6tima aproximagao quando « se aproximou de 1, e ainda
se assemelha a solugao analitica da forma padrao apresentada na Eq.(5.3). Porém, ao se
observar a solugao linearizada, Eq. (5.5), percebeu-se que ela é falha em fornecer uma
boa estimativa para o modelo fracionério, pois « esté longe de ser igual a 1. Sendo assim,

serd necessario aplicar um método numérico para se obter a solucao desejada [37].

5.2 MODELO SIR FRACIONARIO

O modelo SIR hoje é amplamente conhecido e aplicado na anéalise de desenvolvimento
de doencas, mas foi em 1927 que tudo comecou. Kermack e McKendrick apresentaram
sua teoria que tratava do novo modelo epidemiolégico compartimentado o SIR [43]. Essa
teoria foi embasada em um formalismo matematico pouco difundido sendo necessario a

utilizagao de uma versao mais ”otimizada”que esta apresentada na Figura 5.1.

B SIN ol

Figura 5.1. Diagrama de fluxo do modelo SIR sem dinamica vital. Fonte: [4]

De acordo com a Figura 5.1, tem-se que:

S'(t) = —BSt)I(t)/N, (5.6)
I'(t) = BS(HI(t)/N — vI(t), (5.7)
R'(t) = ~I(t). (5.8)

No diagrama S(t) é a quantidade de suscetiveis, I(t) a quantidade de infectados e R(t)

a quantidade de removidos, por recuperacao ou morte, no tempo t. Assim, a populagao

34



total é considerada constante e dada por N = S(t) 4+ I(t) + R(t) admitindo-se que os
recuperados estao imunes durante o intervalo de analise. Sendo que, o periodo de laténcia
da doenca também é desconsiderado. Deste modo, o modelo é descrito pelas Equacoes
5.6-5.8, onde [ é o coeficiente de transmissao, que se relaciona com a quantidade de
contato de um individuo com outro e a probabilidade de que este contato evolua para
o contagio, v é considerada a taxa em que os individuos passam de infecciosos para

removidos [4].

Essa foi uma explanacao geral sobre de onde e como surgiu o modelo SIR que pode
ser considerado um modelo de compartimento que vem sofrendo modificagao ao longo do
desenvolvimento da epidemiologia matematica para que se adequasse a diferentes tipos de
doengas como a COVID-19. Deste modo, o modelo pode se adaptar ao desenvolvimento
de cada doenca considerando diversas hipoteses como: consideracao ou nao de dinamica

vital, possibilidade de vacinagao, uso de mascara etc [4].

5.2.1 O Nuamero de Reproducao

O numero de reproducao R de uma doenca representa sua capacidade de ser infecciosa
em um determinado contexto, no entanto, o nimero basico de reproducao ¥y é conhecido
como o nimero de reproducao quando nao hé imunidade nem intervengoes na transmissao
da doencga, como: isolamento social, uso de mascaras, vacinas etc. Em uma populacao
homogénea, R é definido como o niimero médio de infec¢oes que um tnico individuo pode
gerar durante seu perfodo de infecgao [44]. O Ry, por sua vez, representa este niimero
no inicio da infecgao, isto é, o nimero médio de infeccoes que um individuo pode gerar

depois de adentrar na populagao de suscetiveis [4].

5.2.2 Modelo Fracionario

Partindo de todo contexto apresentado anteriormente aqui sera apresentado a de-
finicao do modelo SIR fracionario. Sendo assim, considera-se que a populacao total
N =S5+ I + R no modelo fracionério se torna Ny = Sy + Iy + Ry, entao:

D S(t) = —hSHI(E)/ Ny, (5.9)
D2 I(t) = ByS()I(5)/No — 121 (8), (5.10)
D R(t) = 75 1(t). (5.11)
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Para iniciar a derivada de Caputo serd aplicada, assim, a1, as e az € (0,1]. Aplicando
a transformada de Laplace e efetuando algumas operacoes nas Equagoes 5.9-5.11, tem-se

que:

L{S+I+R}=

S Nos*2  Nys™ s%3

SO+IO+R0+{ B b ]L{SI}Jr[E—JTi]L{[}- (5.12)

Aplicando a transformada inversa e as convolucoes necessarias, obtém-se por fim,

N'= Not /Ot {Bz(t R 9)&1_1} S(0)1(6)do+ /0 t [Ws(t —0) 7 p(t—0)!

N()F(Ozg) NQF(OQ) F(Oég) F(O_/Q)

(5.13)

Desta forma, para que a populacao N seja constante é necessario que a; = ap =

a3 e que os parametros sejam 1 = [Py e 71 = 79, independentemente da forma como
foram definidas. Considerando o tempo 0 como o estigio inicial da doenga e tomando
as condigoes iniciais iguais as do modelo de ordem inteira. Entao, corrigindo a dimensao

elevando os parametros a «, tem-se:

DeS(t) = —BSH)I(t)/N, (5.14)
DeI(t) = BAS(H)I(t)/N — *I(t), (5.15)
DOR(t) = 7°1(t). (5.16)

Chegando ao fim da definicao do modelo fracionario.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, apresentaremos os resultados obtidos em nossa pesquisa. Em suma,
trataremos da andlise da dinamica da Pandemia do COVID-19 no Brasil por meio de mo-
delos fraciondrios, quais sejam: a equacao logistica e o SIR, ambos na versao fracionaria.

Antes de trata-los, apreciamos o método numérico usado em ambas simulagoes.

6.1 O METODO DE ADAMS-BRASHFORTH FRACIONARIO

Aqui sera apresentado o método requerido para resolver numericamente a equacao
logistica fracionaria, este é chamada de: Método de Adams-Bashforth modificado. Os
conceitos que serao discutidos se basearao no método apresentado por Diethelm et al [45]

que é um esquema preditor corretor.

Inicialmente sera considerado o problema de valor inicial dado pela equagao diferencial

fracionéria:

Diy(t) = f(t y(t)), (6.1)

onde o € (0,1) e t € [0,T], com condigoes iniciais y(0) = yp.

Agora defini-se o operador integral que sera utilizado como

1

Talt) = o / (t — )" g(w)dw, (6.2)

que ficou conhecido como a integral fraciondria de Reimann-Liouville [45], [46].

O préximo passo é compreender como o operador fracionario de Reimann J{* atua
sobre o operador derivativo fraciondrio de Caputo D{. Usando uma fungao z(t) que
apresenta um bom funcionamento aplica-se o operador J;* em Dy e obtem-se:

1

JEDz(t) = m/o (t — w)* D% (w)dw
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~ i [ [ [ om0 )

- s o [ [ m o] av (63

Mudando a ordem de integragao pode-se escrever a Eq. (6.3) como

D0 = i [ 20| / (= e (6

Chamando sw — i, e equagao se torna,

JO DA (1) = ﬁﬁ /Ot 2 () Uot_“ SOt — - s)a—lds} du

_ ﬁﬁ /Ot () [/0'*‘“ st — ) (1 - t_su)a_l ds] dy. (6.5)

Agora chamando r de t/(t — u), tem-se que a integral apresentada em (6.5) pode ser

reescrita como:

JODEA(t) — ﬁﬁ /0 ) [ /0 a1y T)O‘_ldr} di. (66)

Sendo que a integral interna de acordo com [47] é

/1 r1==1(1 — )2~ lgr = T(a)I(1 — a) (6.7)

consequentemente, o operador J;* age na derivada fracionaria de Caputo Dj* resultando

€1

JED2x(t) = / 2 (w)dp = =(t) — =(0) (6.8)

Por fim pode-se aplicar o operador J{ na Eq.(6.1) encontrando
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onde g(w) = f(w,y(w)). A ultima equagao apresentada é de suma importancia para o

desenvolvimento que sera apresentado a seguir.

Considerando 0 = tg < t; <ty < ... < t, < t,+1 = T tem-se uma discretizagao de [0, 7]

com ty —tx_1 = h para todo k € 1,2,3,...,n 4+ 1. Assim no ponto t = t;,; tem-se

tet+1
— - t _ a—1 d
W =0ty [ (o =) gl

k tj+1
= Yo + (o) Z/t (tey1 — w)* g(w)dw, (6.10)

(@) 2 J,

onde y(tx) = yx, para todo k € 0,1,2,...,n + 1. Agora aplica-se a regra trapezoidal em
(6.10) considerando (tx41 — .)* ' como uma fungdao de peso. Entao, se g;+1(w) é uma

interpolacao linear da fungdo g(w) no intervalo [t;,¢;41] tem-se

w—t; w—t;
9y1(w) = =g (ty0) = =gty (6.11)

Deste modo, as integrais do lado direito da Eq.(6.10) podem ser resolvidas da seguinte

forma

ti+1 ti+1
Z/ (tey1 — w)* g(w)dw =~ Z/ (thor — w)* i (w)dw
t

j=0 1 j=0 "t
k+1
Z@pj,k+1g(tj)> (6.12)
=0

sendo que os coeficientes ¢, ;41 podem ser calculados por

1

t1
Copsl = _ﬁ/ (tey1 — w)* Hw —t1)dw (6.13)
to

1[4
Pik+1 = E/ (trs1 — w)a_l(w — tj_l)dw

tj—1

1 [U ,
_E/ (tpor —w)* Hw —tjp)dw,j €1, ..,k (6.14)
tj
1 th+1 .
Pht1l k1 = E/ (thp1 —w)* H(w — tg)dw. (6.15)
tr
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Nota-se que as integrais das Eqs.(6.13) e (6.14) podem ser facilmente calculadas e os
resultados podem ser obtidos por meio da mudanga de varidvel ( = t41; — w unido com
o uso da integral definida [ ¢?d¢ = ¢P*1/(B + 1) + constante, quando 8 # —1. Depois

de todos os célculos, obtém-se os coeficientes ¢, 11

ha

= ——[k*" — (k- 1)~ 1
©0,k+1 a(a+1) & (b —a)(k+ 1), (6.16)
oo = (k= G2 (k)
j7k‘+1 Oé(Oé+ 1)
2k —j 42" +(k -5, €1, ...k, (6.17)
_ " (6.18)
Pk+1,k+1 = a(a T 1). .

Por fim, é possivel escrever a solucao aproximada em um dado instante ¢ = t;,1 que

¢é dado por

k
1 1
Yk+1 = Yo + W ; Spj,k+1f(tja ?/j) + mwkﬂ,kﬂf(tmh y£+1)- (6-19)

Nota-se que a férmula obtida e apresentada na Eq.(6.19), que aproxima a solugao
da equagao diferencial, o valor yx.1 que representa a fungao y(t) avaliada no instante
tx11, naturalmente aparece no lado direito da expressao como um argumento de f. O
que se torna um problema, pois esse valor nao é conhecido, na verdade y;,1 é o que se
quer calcular. Como atua como um argumento da funcao f, é necessario estimar, pelo
menos, e esta estimativa se chamard y? .- Para que isso seja possivel sera aplicado um
procedimento parecido ao descrito acima, sé que modificando a quadratura realizada nas
integrais da Eq.(6.10), em vez de aproxima-las pela regra trapezoidal, serd considerado
a func@o dentro de cada subintervalo [t;,%;41], sendo que a constante é igual a g(t;). Se

tornando,

k i+l ti+1
Z/ (b1 — W) g(w)dw = Z/ (ter1 — w)* g4 (w)dw
t t

j=0 Y1t j=0 7t

=Y ojknalty), (6.20)
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sendo ;1) = g(t;), para todo w € [t;,t;41]. Nesse caso o coeficiente g; 41 €

tjt1 .

o

Ojk+1 = / (thp1 —w)* dw

tj
«

_ %[(k — i+ D) — (k— ). (6.21)

Finalmente, da Eq.(6.10), ., pode ser escrito como

k
1
Yir1 = Yo + Tla) > 0w (t,;). (6.22)
=0

Assim, a solucao numérica obtida pelo método de Adam-Basforth é construida em
duas etapas. Em primeiro, calcula-se o preditor yj, 41 usando a Eq.(6.22), af a solucao
numérica é ajustada por meio do corretor dado pela Eq.(6.19). A partir disso tem-se
a solugao aproximada 1, que corresponde a y(tr+1). Na segdo a seguir esse método

numérico sera aplicado para analisar os dados da COVID-19 no Brasil.

6.2 APLICAGAO DA EQUAGAO LOGisSTICA FRACIONARIA

A equacao logistica fraciondria explorada anteriormente serd aplicada, aqui, no cu-
mulativo de casos confirmados de COVID-19 no Brasil durante todo o surto da doenga,

com intuito de descrever seu comportamento diante de tal andlise.

De acordo com dados fornecidos pelo MS o primeiro caso confirmado no pais foi em 26
de fevereiro de 2020, desde este marco os dados relacionados aos nimeros de casos confir-
mados, suspeitos, negativos e 6bitos foram constantemente atualizados nas bases de dados
oficiais do governo. Porém, este nao era o tnico repositério confiavel, alguns sites online
também disponibilizaram essas informacoes publicamente. Partindo disso, para que fosse
possivel realizar uma descricao dos dados oficiais obtidos por meio do modelo de cresci-
mento fracionério, considerou-se os nimeros de casas de 26 de fevereiro de 2020 a 23 de
abril de 2023 (disponiveis em: https://ourworldindata.org/coronavirus/country/brazil))
48].

A simulagao numérica foi construida com apoio do software MATLAB considerando

o seguinte problema de valor inicial

Diy(t) = p"y(t) <1 - @> : (6.23)

Yoo

onde as condigoes iniciais sao y(0) = 1, a taxa de crescimento p = 0,85, a capacidade de
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carga Yoo = 3,8 - 107 e o parametro da derivada fracionaria o = 0,10 com ¢ € [0, 1200]

Na Figura 6.1 tem-se as solugoes para os seguintes ordens da derivada fraciondria
0,20, 0,15 e 0,10. Percebe-se que para qualquer ordem de derivada fracionaria utilizada
elas crescem até um certo tempo onde se estabiliza e permanece constante, o que é espera
quando se analisa o acumulado de casos de uma doenga. Assim, o nimero de casos cresce
com o tempo e quando medidas de contencao sao implementadas esse niimero estabiliza

e depois cai para zero quando cessa o numero de infectados.

" Ordens da derivada fracionaria
E T T T T

Numero de casos reais (y)
L sl ol

alpha = 0,10
alpha = 0,15 | ]
alpha = 0,20 |

100 1 1 | I 1
0 200 400 600 800 1000 1200

Tempo(dias)

Figura 6.1. Ajuste do modelo de crescimento logistico fracionério, com « = 0, 20,
a=0,15e a =0,10. Fonte: Proprio autor.

Ja na Figura 6.2 tem-se uma comparacao entre as curvas de variados valores de ordem
fraciondria com os nimero de casos reais. Deste modo, percebe-se que a curva referente a
a = 0,10 é a que mais se aproxima dos casos reais se tornando a mais realistica e portanto,
a que descreve o melhor comportamento do modelo quando aplicado na modelagem da
COVID-19.

A Figura 6.3 apresenta uma comparacao entre os resultados do modelo matematico
aplicado (para a = 0,10) e dos dados disponibilizados pelo projeto Global Change Data
Lab [48]. Sendo assim, ao se analisar a comparacao qualitativa entre o modelo fracionario
e os dados acumulados em escala semilog percebeu-se uma grande semelhanca entre am-

bos.
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Casos reais vs. ordem derivada
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Figura 6.2. Ajuste do modelo de crescimento logistico fracionério, com vérios «,
em comparacao com dados confirmados do COVID-19 do Brasil. Fonte: Préprio
autor.

Uma observagao a ser feita é a seguinte: no resultado encontrado na referéncia [37],
a qual traz o mesmo modelo matematico aplicado aos seiscentos primeiros dias da pan-
demia, a ordem da derivada fracionaria que melhor fitou os dados entao observados foi
a = 0,4. Enquanto isso, apos mil e duzentos dias desde o inicio da pandemia, a ordem
da derivada fracionaria que melhor fitou os dados reais foi @ = 0,10. Ou seja, houve uma
redugao consideravel da ordem da derivada fracionaria. Uma tentativa de se justificar
essa reducao pode ser a presenca da vacinacao. Outro fator a ser considerado é que a
equagao logistica de ordem inteira aplicada aos dados reais totais do COVID-19 no Bra-
sil nao conseguiria um resultado tao apropriado quanto o fraciondrio. Assim, podemos
inferir que o parametro extra dado por «, a ordem da derivada fracionaria, é essencial

para que se aplique o modelo logistico a dinamica da pandemia.

De forma a mensurar qual a ordem da derivada fracionaria que possibilitou mais
fidedignidade aos dados reais, calculamos o erro quadratico médio (RMSE) relativo a
cada ordem. Antes de apresentar o resultado, cabe definirmos tal erro. O RMSE é

definido por meio da seguinte equacao
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8 Casos no Brasil vs. ordem da derivada
T T T
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o
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alpha = 0,10
casos reais

100 1 1 I I |
0 200 400 600 800 1000 1200

Tempo(dias)

Figura 6.3. Ajuste do modelo de crescimento logistico fraciondrio em comparacao
com dados reais confirmados do COVID-19 do Brasil. Fonte: Préprio autor.

N (W — ;)2
RMSE — Z%
=1

em que y; é o valor observado para a amostra i (dados reais), y; é o valor previsto pelo

modelo para a amostra i (dados tedricos) e N é o nimero de amostras.

Partindo disso, a Tabela 6.1 apresenta o RMSE (que serd apresentado a seguir cal-
culado para cada valor de ordem da derivada fracionéria, isto é, 0,20, 0,15 e 0,10. Ao
analisar a tabela percebeu-se que para a = 0, 10 tem-se um erro menor quando comparado

as outras ordens, comprovando que esta é a melhor solucao para o modelo.

Tabela 6.1. Relacao do ntimero da ordem da derivada fracionéria e o erro RMSE.

Ordem da derivada RMSE

a=0,10 6,013-10°
a=0,15 6,889 -10°
a=0,20 10,624 -10°

Fonte: Préprio autor.
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6.3 APLICAGAO DO MODELO SIR FRACIONARIO

O sistema de equacgoes fracionario SIR apresentado nas eq. 5.14 - 5.16 sera aplicado
aqui considerando o cumulativo de casos confirmados de COVID-19 no Brasil desde o
primeiro caso confirmado em 27 de marco de 2020 até 23 de abril de 2023, isso para que

seja possivel descrever o comportamento da doenca durante esse periodo.

A simulacao numérica foi realizada no software MATLAB, por meio do método de

Adams-Brathforth fracionario, considerando o seguinte sistema de equacoes:
D S(t) = —piS(H)I(t)/N,
D I(t) = BoS()(E) /N — 721(t), (6.24)

D*R(t) = ys1(1),

onde as condigoes iniciais sao S(0) =1, I(0) = N — 1 e R(0) = 0, parametros § = 1,2,
v = 0,60 e dt = 0,1 e uma populagao N = 3,8 - 107 [4]. Sendo que 31 = B = B e
Y2 =73 =7

Estes parametros foram obtidos por meio do método numérico Monte Carlo através
de uma rotina simples no MATLAB. Assim, gerou-se 30 valores aleatérios para a ordem
da derivada e os parametros [ e v que mais se aproximassem com a curva de dados reais,
e ainda realizou-se a média e o desvio padrao destes valores. Encontrando, assim, os

valores aplicados aqui neste trabalho.

Na Figura 6.4 tem-se as simulacoes para os seguintes ordens da derivada fracionéaria:
0,20, 0,25 e 0,30. Ao analisar a Figura 6.4 é possivel perceber que independente da
ordem da derivada fraciondria as solugoes crescem e se aproxima do valor suporte. Esse é
o comportamento esperado quando comparado a curva de casos reais, pois, o niumero de
casos da doenca cresceu até um determinado momento e quando intervencoes e medidas
protetivas foram inseridas esse nimero estabilizou e diminui até chegar a zero. Contudo,

os numero de casos acumulados cresceu e também se aproximou de um valor suporte.

Na Figura 6.5, por sua vez, tem-se os dados contidos na Figura 6.4 acrescida dos
dados dos casos acumulados reais. Assim, é possivel afirmar que o modelo SIR fracionério
mostra-se eficiente para descrever o avanco da COVID-19 desde seu inicio até abril de
2023. Por fim, a Figura 6.6 mostra a curva da solugao de ordem 0,35 e os dados reais,
deste modo, pode-se visualizar a adesao entre os dados reais e o modelo tedrico, afirmando
que a ordem de 0,35 é a mais adequada para o modelo em estudo, isso é confirmado a

seguir pelo calculo do erro RMSE.

Partindo disso, a Tabela 6.2 apresenta o erro RMSE (que serd apresentado a seguir)
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Ordens da derivada fracionaria
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Figura 6.4. Ajuste do modelo SIR fraciondrio com o = 0,25, a = 0,30 e o = 0, 35.
Fonte: Préprio autor.

calculado para cada valor de ordem da derivada fracionaria, isto é, 0,25, 0,30 e 0,35. Ao

analisar a tabela percebeu-se que para a = 0, 35 tem-se um erro menor quando comparado

as outras ordens, comprovando que esta é a melhor solugao para o modelo.

6.4

Tabela 6.2. Relacao do ntimero da ordem da derivada fracionéria e o erro RMSE.

Ordem da derivada RMSE

a=0,25 8,261-10°
a = 0,30 7,008 109
a=0,35 6,995 -10°

Fonte: Préprio autor.

COMPARAGAO ENTRE 08 MoODELOS SIR E 0 MoDELO LoGisTico

FRACIONARIOS

Para que seja possivel compreender a melhor adesao dos modelos estudados aqui a

Tabela 6.3 foi construida. Nesta tem-se o erro médio quadratico (RMSE) para cada um

dos modelos considerando a ordem de derivada fracionaria de interesse de cada um. Este
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Casos reais vs. ordem derivada fracionaria
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Figura 6.5. Ajuste do modelo SIR fraciondrio com varios o em comparagao aos
dados reais. Fonte: Préprio autor.

método foi escolhido, pois, é uma métrica muito utilizado para medir o desempenho de

modelos de regressao.

Sendo assim, ao analisar a Tabela 6.3 observa-se que a solucao para a = 0,10 no
modelo logistico fracionario é o que possui o menor erro quadratico médio, RMSE =
6,013 - 10%, assim, essa ¢ a mais fidedigna aos dados reais. Deste modo, pode-se afirmar
que o modelo logistico fracionario é o mais confiavel para predigao do avango de doencas.
Quando comparado ao SIR fracionario analisado neste trabalho, e isto devido ao erro
RMSE calculado que afirma que o modelo logistico se sobressai ao SIR por apresentar

ui erro menor.

Tabela 6.3. Relacao do ntimero da ordem da derivada fracionéria e o erro RMSE.

Ordem da derivada RMSE

Logistica(a = 0,10)  6,013-10°
SIR(a=0,35) 6,995 -10°

Fonte: Préprio autor.
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Casos no Brasil vs. ordem fraciondaria
T T "

L i—

Nuamero total de casos (y)
=
Lol Lol Lol ol ol FE FET

alpha = 0,35
casos reais

-8 1 1 I I |
0 200 400 600 800 1000 1200
Tempo (Dias)

Figura 6.6. Ajuste do modelo SIR fraciondrio, para varias ordens de derivada, em
comparacao com dados reais confirmados do COVID-19 do Brasil. Fonte: Préprio
autor.
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7 CONCLUSAO

Diante do proposto neste trabalho foi possivel obter dados satisfatérios com o Modelo
logistico e SIR fracionério, pois, este gera aproximagcoes coerentes com os dados reais da
pandemia da COVID-19 no Brasil. O objetivo era encontrar um método que apresentasse
um melhor mapeamento do avanco da doenca e os resultados obtidos mostraram que a
variacao da ordem da derivada fracionaria impactam muito nas previsoes, provando que
um modelo baseado no calculo fracionario apresenta melhores resultados comparado com
os métodos inteiros. Como perspectiva, pretendemos aprimorar o modelo epidemiolégico
fracionario abordado, incluindo mais compartimentos, como pro exemplo o modelo SEIR

e suas variantes, além de incluir a vacinagao.
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