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Resumo

Consideramos dois dipolos magnéticos fixos no plano, livres para girar, separados por uma
distancia r, sujeitos a um campo magnético externo homogéneo aplicado com uma certa
orientacdo. Esse sistema € um sistema dindmico nao-linear e o objetivo deste trabalho €
determinar e classificar seus pontos de equilibrio e as bifurcagdes causadas por variacdes
do campo aplicado, sejam de intensidade ou de orientacdo. As equacdes do movimento dos
dipolos sdo obtidas a partir da segunda lei de Newton em termos angulares e dos torques
que cada um dos dipolos sofre devido a presenca do outro e devido ao atrito de rotagao.
Mostramos que, dos pontos de equilibrio obtidos na auséncia de um campo magnético
externo, apenas dois sdo estdveis. As bacias de atracao dos pontos estdveis foram construidas
com auxilio do método Runge-Kutta. A medida em que a intensidade e a orienta¢io do
campo externo aplicado variam, o sistema pode sofrer cinco tipos diferentes de bifurcacdes
que podem destruir, criar e mudar a estabilidade destes pontos de equilibrio. Para altas
intensidades, observamos que apenas quatro pontos de equilibrio sdo observados, dos quais
apenas um € estavel. Apresentamos, igualmente, alguns resultados preliminares da anélise
das bifurcacdes causadas pela orientacdo do campo. Os resultados desta andlise foram
obtidos a partir da aplicacao de uma combinag¢do do Método da Continuagio, do Método
Newton-Raphson e do Método Runge-Kautta.

Palavras-chaves: dipolos magnéticos, pontos de equilibrio, bifurca¢des, sistemas dindmicos.






Abstract

Consider two magnetic dipoles fixed in the plane, free to spin, separated by a distance r,
subjected to a homogenous external magnetic field applied with a certain orientation. This
system is a non-linear dynamical system and the goal of this work is to determine and
classify its equilibrium points and the bifurcations suffered caused by changes of the applied
field. The equations of the motion of the dipoles are obtained from Newton’s second law of
motion in angular terms considering the torques that each of the dipoles undergoes due to
the presence of the other dipole and due to rotational friction. We show that only two of the
eight equilibrium points, obtained in the absence of an external magnetic field, are stable.
Their basins of attraction of the equilibria were built using the Runge-Kutta method. As
the intensity and orientation of the applied external field are varied, the system can undergo
five different types of bifurcations that can destroy, create and change the stability of these
equilibrium points. For high intensities, we observe that only four equilibrium points remain,
and only one is stable. In addiction, we present preliminary results of the bifurcations caused
by external magnetic field orientation. The results of this analysis were obtained from the
application of a combination of the Continuation Method, the Newton-Raphson Method and
the Runge-Kutta Method.

Keywords: magnetic dipoles, equilibrium points, bifurcations, dynamical systems.
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Capitulo 1

Introducao

Os gregos, desde aproximadamente 600 a.C., tinham conhecimento alguns fenomenos
magnéticos e elétricos, mas o desenvolvimento desse conhecimento se deu apenas por volta
de 1600 [1]. William Gilbert (1540-1603) publicou em 1600 o livro de Magnete onde ele
descreve sua descoberta de que a Terra pode ser vista como um ima [1]. A partir deste
trabalho, se desenvolveram vérios trabalhos a respeito desses fendmenos por Charles Du
Fay (1698-1739) em 1733-1734, Benjamin Franklin (1706-1790) em 1747, Joseph Priestley
(1733-1804) em 1767, Charles de Coulomb (1736-1806) em 1785, John Michell (1724-1793)
em 1750, entre outros [1].

No entanto, a conexao entre os fendmenos elétricos e magnéticos foi descoberta
apenas em 1820 pelo fisico Hans Christian Oersted (1777-1851) [1]. Ap6s esse trabalho,
outros trabalhos importantes foram feitos por André-Marie Ampere (1775-1836), Michael
Faraday (1791-1867), James Clerk Maxwell (1831-1879), Jean Baptiste Biot (1774—-1862) e
Félix Savart (1791- 1841) [1, 17]. Estes trabalhos foram responsdveis por fundamentar o

que conhecemos como eletromagnetismo cldssico [1].

1.1 Revisao bibliografica

Neste trabalho, temos interesse em materiais magnéticos (imas) e como eles reagem

na presenca de um campo magnético externo. Um trabalho interessante nessa linha € o



2 Introdugao

de Alfred Marshall Mayer (1836—-1897) publicado em 1878 [10]. Em seu trabalho, Mayer
estudou configuracdes de equilibrio e estabilidade de agulhas imantadas presas a cortigas,
boiando em 4gua, sob o efeito de um ima [17]. No experimento, a quantidade de agulhas é
variada de 2 a 20, como podemos ver na Figura (1.1). Mayer registou as configuragdes de
equilibrio encontradas a fim de comparar as combinacoes.

Apés os experimentos, o autor constatou que, para cada nimero de agulhas pode
haver duas ou mais configura¢des em diferentes niveis de equilibrio [10]. Como, por exemplo,
a configuracdo Sb na Figura (1.1): apds algum tipo de vibragdo, rearranja-se na configuracao
5a. O mesmo ocorre com as configuracdes 6b e 6a [10]. Deste modo, o autor percebe que a
interacdo entre imas possui diferentes dinamicas de equilibrio, notando que algumas formas

sdo estdveis e outras instaveis e, além disso, que formas instaveis, ao sofrerem algum tipo de

vibrag¢do, sdo rearranjadas para uma forma estavel [11].
|

LADOE]
iﬁi;f ARO:

Y
;Q DID!

"

I}

w4 ey

Figura 1.1 Diagrama de configuracdes obtido para diferentes quantidades de agulhas imanta-
das boiando em dgua, sob efeito de de um ima superposto ao plano da dgua. Extraido de [10].

Como o objetivo do nosso trabalho € a interacdo de dipolos sob a influéncia de
um campo magnético aplicado, temos alguns trabalhos mais recentes sobre esse assunto.

Dentre eles, o trabalho de Laroze et al. [9] no qual foi estudada a dindmica de interacdo de



1.1 Revisao bibliografica 3

duas particulas magnéticas anisotropicas, via intera¢do dipolo-dipolo, sob a presenca de um
campo aplicado. Para a andlise do comportamento magnético foram considerados diferentes
regimes do espaco de parametros, sendo eles a constante de anisotropia e a constante de
amortecimento. Para modelar a evolugdo temporal do sistema foram utilizadas as equagdes

de Landau-Lifshtz, definidas para um sistema de N particulas magnéticas como [9]:

dm’ : : YA : ;
i :—ym’xH’eff—Wm’x(m’xH‘eff), (1.1)
onde m’ é 0 momento magnético individual de cada particula com i = {1,...,N}, yé arazdo

giromagnética e A é o coeficiente de amortecimento.

Neste trabalho, os autores analisaram as situacdes ndo-dissipativa e dissipativa, con-
cluindo que hd uma diferenca significativa entre os dois casos. No caso nao-dissipativo,
nota-se que o moédulo total da magnetizacdo do sistema € sempre uma funcao que flutua
no tempo [9]. A magnetizacio € definida como o campo magnético gerado no interior dos

materiais magnéticos. De maneira simplificada, a magnetizacdo pode ser calculada como:

M =m; +m,, (1.2)

onde M € a magnetizagdo total do sistema e m; e mp sdo 0s momentos magnéticos das
particulas 1 e 2, respectivamente. J4 no caso dissipativo, 0 momento magnético total evolui
durante um tempo critico quando atinge o valor de saturacdo, e esse tempo depende do
parametros de controle do sistema [9].

Nesta mesma linha, temos o trabalho de Laroze e Vargas [8] sobre a dindmica de um
sistema, sem dissipacdo, da interacao de duas nanoparticulas magnéticas sob a influéncia de
um campo magnético aplicado. Assim como o trabalho citado anteriormente [9], a evolucdo
temporal do sistema foi modelada utilizando as equagdes de Landau-Lifshtz. Laroze e Vargas
[8] mostram que, assim como em [9], a magnetizacao total do sistema ndo é estaciondria e
sim, uma funcdo que flutua no tempo.

Laroze e Perez [7] estudaram a dindmica das interagdes magnéticas de quatro particu-

las magnéticas dispostas em um circulo na presenca de um campo magnético aplicado. Esse
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sistema foi modelado pelas equacdes de Landau-Lifshtz, sem o termo de dissipagdo. Foi
explorado pelos autores o espaco de parametros a fim de calcular diagramas de bifurcacao,
como o visto na Figura (1.2). O diagrama apresentado € similar aos diagramas de duplicacio
de periodos nas oscilagdes da magnetizacao [7] e, por isso, 0s autores sugerem que o sistema

pode ter um comportamento cadtico.

06 |

MxiMs

Figura 1.2 Diagrama de bifurca¢do da componente x normalizada da magnetizagdo total,
M /u,, como uma funcdo de h para m/(a*Hy) = 1 e //(mHy) = 1. Detalhes e identificagdo dos
parametros em [7]. Extraido de [7].

De uma maneira um pouco diferente do que iremos fazer nesse trabalho, Plihon et
al. [15], em um trabalho mais recente, estudaram a dindmica de dois dipolos magnéticos
acoplados através de um experimento que envolve dois discos magnéticos coplanares livres
para girar em eixos paralelos fixos, separados por uma distancia d, com o eixo de cada ima
sendo perpendicular ao vetor do seu momento dipolo. Além disso, um torque externo pode
ser aplicado a um dos dipolos sem afetar o outro [15]. O esquema do experimento pode ser
visto na Figura (1.3). Procuraram estudar a influéncia dos parametros de um torque motor na
dindmica do sistema acoplado. Os autores, através do experimento e da analise da energia
potencial do sistema, observaram dois comportamentos: os dipolos flutuam em volta do

ponto fixo estavel ou exibem reversdes estocdsticas entre pontos fixos estaveis [15].
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Cuadrupolar magnetic

Tancing system

Figura 1.3 (a) Visao esquemadtica 2D da interacdo de dois imas estudada no artigo. (b)
Esquema da configuracdo experimental [15]. Extraido de [15].

Em um trabalho também experimental, Sarafian [18] propde um experimento pratico
para a interpretacao da interacdo entre dois dipolos magnéticos. O problema consiste em dois
imas posicionados ao longo de eixo axial comum e seus momentos magnéticos orientados de
modo que eles estejam antiparalelamente [18]. Solta-se um dos imas verticalmente no topo
do segundo imd, que permanece estaciondrio. E selecionado um conjunto de caracteristicas
adequadas para os imas, de modo que o balanc¢o entre o peso do ima em queda e a forca
magnética entre os dois imas resulte em oscilagdes [18]. O autor conclui que, quando os imas
estdo mais afastados um do outro, a gravidade potencial em relacdo ao ima base estd em seu
maximo e a energia potencial magnética estd no seu minimo [18]. No final da queda, quando
os imas estdo no minimo de distancia um do outro, a energia potencial magnética atinge seu
minimo enquanto a gravidade estd no maximo [18]. Através do software Mathematica, o
autor interpretou os dados do experimento, propondo um modelo tedrico semi-empirico [18].

Rosa, Cunha e Ceniceros [16] estudaram as configuracdes de equilibrio de particulas
magnéticas com e sem um campo magnético aplicado, utilizando simulagdes do tipo Monte-
Carlo. Sem o campo magnético aplicado,provaram que os pontos de equilibrio correspondem

a uma configuragdo de momentos tangenciais a circunferéncia que contém os centros das
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particulas [2]. Ao introduzir o campo magnético externo, ha uma alteracdo nas configuracdes
de equilibrio. Além disso, é encontrado um campo critico que corresponde a uma rapida
mudanca da configuracdo do momento magnético e sinaliza uma transicao topoldgica [16].

Este trabalho € uma continuagio do trabalho "Dindmica e Estabilidade da Interacdo
de Dois Dipolos Magnéticos" de Santos [17]. Em seu trabalho, Santos [17] estudou a
interacao entre dois dipolos magnéticos na auséncia de um campo magnético externo. Para
este caso, resolveu o sistema analiticamente e, além disso, analisou e caracterizou dinimica
dos equilibrios do caso de sistema conservativo e amortecido. Em nosso trabalho, utilizamos
alguns dos resultados sobre a interagdo de dois dipolos na auséncia de um campo externo
obtidos por Santos [17], como a estabilidade dos pontos de equilibrio que foram obtidas
analiticamente e a eficiéncia da malha de 81 x 81 com tolerancia de 1073 para construcao

das bacias de atracgdo.

1.2 Objetivos gerais

Este trabalho visa compreender, do ponto de vista matemético, a interacao entre dois
dipolos magnéticos e as alteragdes causadas na estrutura desse sistema com a aplicagao
de um campo magnético externo através de técnicas computacionais aplicadas a sistemas

dindmicos.

1.3 Objetivos especificos

1. Formular matematicamente da interacao de dois dipolos magnéticos planos na auséncia

e na presenca de um campo magnético externo;

2. Identificar e classificar os pontos de equilibrio do sistema na auséncia do campo

magnético externo;

3. Identificar a influéncia do campo magnético externo no sistema, isto &, identificar
mudancgas nos pontos de equilibrio e nas bacias de atracdo para diferentes campos

aplicados;
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4. Caracterizar e classificar as bifurca¢des nos pontos de equilibrio causadas pelo campo

magnético externo;

5. Aplicar diferentes métodos e técnicas numéricas para a andlise de sistemas dindmicos.



Capitulo 2

Fundamentos Tedricos

2.1 Conceitos fisicos

Para compreendermos melhor o problema que iremos estudar neste trabalho e sua
formulacdo matematica, iremos apresentar alguns conceitos e defini¢des do eletromagnetismo.
Eletromagnetismo € a ciéncia que estuda, de um ponto de vista unificado, a interag@o entre

cargas elétricas, materiais magnéticos, correntes elétricas e radiagdes eletromagnéticas [1].

2.1.1 Dipolos e campo magnético

Em 1785, a fim de descrever a interacdo magnética entre imas (ou a interacao
magnética entre um ima e a Terra), Charles de Coulomb prop6s uma expressao para descrever
a forca entre polos magnéticos pontuais (polo Norte e polo Sul) [2]. Por convencao, o
polo Norte € considerado como o polo positivo e, o polo Sul, como o polo negativo. Este
conceito de polo magnético € uma idealizacdo, ja que ndo ha como isolar um polo magnético
e trabalhamos, entdo, com a estrutura magnética chamada dipolo magnético, com a qual se
pode fazer medidas [2].

Primeiramente Biot e Savart (1820) e depois Ampere (1820), estabeleceram a lei
da forca entre dois fios condutores por onde passa uma corrente [6]. Sejam dl o elemento

vetorial de linha (apontando na dire¢do do fluxo da corrente), I a corrente elétrica do fioe r a
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distancia de um ponto de observacao P a dl. Definimos a densidade do fluxo magnético dB
no ponto P como [6]:
Uo dl xr

dB="——F-. 2.1
FPPE 21

Por integracao em todo comprimento do fio, temos a equacdo do campo magnético B

gerado por uma corrente pertencente a fios metalicos, conhecida como lei de Biot-Savart [1]:

ol [dlx7
Bzﬁfi . 2.2)

onde C € o circuito e Uy € a constante de permeabilidade magnética do vacuo. Da equacgdo
(2.2), desenvolvida para uma uma espira circular como dipolo magnético, podemos obter o
campo de um dipolo magnético [17], representado na Figura (2.1), a equagc@o mais importante

deste trabalho:

RJTH) . m
Bdip = 471.—’3 |:<m r)r— §:| s (23)

onde m € chamado de momento de dipolo magnético, definido por:
m =[S, (2.4)

em que S € a drea orientada compreendida pelo circuito [17]. Através do torque magnético

exercido por um campo externo B,,;, dado por
T=m; X By, (2.5)

€ possivel mensurar seu momento de dipolo magnético [4].
Finalmente, considerando entdo dois dipolos magnéticos my € my, pela lei de intera-
cdo eletromagnética entre dipolos magnéticos, temos que o torque que o dipolo mj causa no

dipolo my [4] é:
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Figura 2.1 Campo de um dipolo magnético, em que S representa o polo sul e N o polo norte
[4]. Extraido de [4].

Tmag = my X B217

(2.6)

3po R A
= 47073 (m1 . r) (mz X r) —

mp Xmyp
3

2.1.2 Forca de Lorentz e equacoes de Maxwell

Embora neste trabalho ndo haja grandezas elétricas, no eletromagnetismo classico
ha outros conceitos que também sdo importantes para entender como campos magnéticos
sdo gerados e afetados por cargas e campos elétricos, sendo a base para o eletromagnetismo
classico. Chamamos aten¢do para a For¢ca de Lorentz e as Equacdes de Maxwell.

A forca eletromagnética agindo em uma particula carregada eletricamente € conhecida

como forca de Lorentz, que inclui os campos elétrico e magnético [1]

F = go(E+ vy xB), 2.7)

onde E € o campo elétrico, B o campo magnético e vg € a velocidade da particula.
As equacdes de Maxwell determinam como obter os campos E e B gerados a partir

de uma carga e uma distribui¢do de corrente dadas [1]:



2.1 Conceitos fisicos 11

v.E=2, (2.8)
&
VxB= J+12E (2.9)
— Ho c2ot ’
vV-B=0, (2.10)
VXE——QB 2.11)
- dr '

onde a constante ¢ € a velocidade de propagacao da luz

1
\/801407

(2.12)

CcC =

sendo p a densidade da carga elétrica, J a densidade da corrente elétrica, & a constante de

permissividade elétrica do vacuo e i a constante de permeabilidade magnética do vécuo.

2.1.3 Leis basicas do movimento

A mecanica € a drea do conhecimento que estuda o equilibrio € 0 movimento dos cor-
pos. Esta drea tem como base o livro Mathematical Principles of Natural Philosophy (1687)
de Isaac Newton [2]. Neste livro, Newton publicou trés leis (ou axiomas) do movimento para

descrever o movimento de corpos sobre a influéncia de forgas [1], sendo elas [12]:

Lei 1. Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movimento uniforme em uma

linha reta, a menos que seja forcado a mudar aquele estado por forcas imprimidas sobre ele;

Lei 2. A mudanca de movimento é proporcional a forca motora imprimida, e é produzida na

direcdo da linha reta na qual aquela forca é imprimida;

Lei 3. A toda acao hd sempre oposta uma reagao igual, ou, as agdes mutuas de dois corpos

um sobre o outro sdo sempre iguais e dirigidas a partes opostas.

As trés leis podem ser escritas matematicamente. Consideramos Fg a for¢a resultante

agindo no corpo de massa m, v a velocidade do corpo relativa ao espago absoluto, a a
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aceleracdo do corpo e Fyp a forca do corpo A agindo no corpo B (andlogo para Fpy) [1].
A primeira lei diz que se Fg = 0 entdo o corpo permanece em repouso ou em movimento

retilineo uniforme [1]. A segunda lei € dada por

Fr = — (mt) = ma, (2.13)

e a terceira lei pode ser escrita como

Fup = —Fpa. (2.14)

A versdo para o movimento angular de um corpo, equivalente a equacao (2.13), é
dada por

d
= (Iw) =1, (2.15)

onde I é o momento de inércia do corpo e o € a aceleracdo angular.

2.2 Nocoes elementares sobre sistemas dinamicos

Dois dipolos interagindo na presenga de um campo magnético externo formam um
sistema dindmico. Assim, para estudar a dinAmica do sistema se faz necessario o estudo
de conceitos basicos de sistemas dindmicos, que apresentaremos a seguir, na forma de uma
breve introducdo. Leitores interessados em conceitos mais avancados podem consultar [19] e

[14].

2.2.1 Sistemas lineares e nao-lineares

Consideraremos, agora o caso de um sistema dindmico nao-linear,

(2.16)
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As solucdes desse sistema podem ser vistas como trajetdrias, onde o sistema "se
move"ao longo delas no plano xy, chamado de plano de fase [19]. Definiremos, a seguir, os

conceitos mais importantes de um sistema dinamico.

Definicao 2.1. O plano de fase do sistema de equagdes diferenciais (2.20) com x € R? é
o conjunto de todas as trajetorias (solucdes) de (2.20) no espago R? (andlogo para sistema

n-dimensional) [14].

Definicao 2.2. Pontos de equilibrio, ou pontos fixos, sdo os pontos onde x e y se anulam.
Podem ser: estaveis, se todas as suficientemente pequenas pertubacdes da solugcdo amortecem
com o tempo; Instaveis, se as pertubacdes aumentam com o tempo. Além disso, em um

sistema linear homogéneo, como em (2.20), o unico ponto fixo € a origem.

Em particular, em sistemas bidimensionais, podemos diferenciar os pontos fixos
estdveis como pontos fixos atrativos e globalmente atrativos e também, de acordo com seu

tipo e estabilidade.
Definicdo 2.3. Se x(¢) — x* quando  — oo, entdo x* é um ponto fixo atrativo [19].

Definicdo 2.4. Se todas as trajetérias sdo atraidas para x* dizemos que o ponto fixo é

globalmente atrativo [19].

Definicao 2.5. O ponto fixo é estavel no sentido de Lyapanov quando todas as trajetdrias
que comecam perto do ponto fixo continuam perto do ponto, todo o tempo. O ponto fixo
neutramente estavel é um ponto estavel no sentido de Lyapanov, mas ndo € atrativo. Estavel
ou assintéticamente estavel ¢ um ponto estavel no sentido de Lyapanov, e atrativo. Um

ponto fixo instavel ndo € um ponto estavel no sentido de Lyapanov e ndo € atrativo. [19].

Podemos utilizar as definicdes e classificagdes de sistemas dindmicos lineares para o

caso de sistemas dindmicos ndo-lineares.

Definicdo 2.6. Seja um sistema diniAmico néo-linear dado por (2.16). Considerando u = x — x™
e v=y—Yy" pequenas pertubagdes em torno do ponto fixo, e usando a expansdo em série de
Taylor, obtemos que:

i =u==(x"y")+v=—_»x"y"), (2.17)
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v-ua(x ,y )+va—y(x V). (2.18)

Logo, o novo sistema pode ser escrito como

(u) = Jac(x*,y") (u) , (2.19)
v y

chamado de sistema linearizado, onde Jac é a matriz jacobiana no ponto fixo (x*,y*) [19].

Antes de continuar esta discussdo, precisamos da classificacdo dos pontos fixos como
hiperbdlicos ou ndo-hiperbodlicos, para sabermos mais sobre a utilizac@o da linearizacdo para

classificar os pontos de equilibrio.

Defini¢ao 2.7. Um ponto de equilibrio é chamado hiperbélico se nenhum dos autovalores da
matriz Jac(x*,y*) tem parte real nula. Um ponto de equilibrio é chamado néo-hiperbdlico

se algum dos autovalores da matriz Jac(x*,y*) é puramente complexos [14].

O Teorema de Hartman-Grobman garante que se um ponto fixo de (2.16) € um
ponto hiperbdlico, entdo o comportamento local do sistema nado-linear (2.16) é equivalente
topologicamente ao comportamento local do sistema linearizado [14]. Os pontos hiperbdlicos
ndo tém sua estrutura topologica afetada por pequenos termos nao lineares. Os pontos nao-
hiperbdlicos sdo mais frageis em relacdo a isso e, assim, o sistema dindmico em suas
vizinhangas nao tem comportamento topologicamente equivalente ao do sistema linearizado.
[19].

Consideramos um sistema linear bidimensional da forma:

X = ax + by
) (2.20)
y = ¢cx + dy

onde a,b,c,d sdo parametros. De forma matricial, podemos escrevé-lo como

X = AX, (2.21)
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com

b
A= (2.22)

X = . (2.23)

A partir dos autovalores da matriz A do sistema (2.20) podemos classificar ainda de
outra maneira os pontos fixos do sistema. Definimos A e 7, em um sistema bidimensional, o

determinante e o traco de A respectivamente, como

A=A e T=A +4Ay, (2.24)

sendo A, A, os autovalores de A. A classificagdo da estrutura pontos fixos de um sistema
linear, como os pontos representados na Figura (2.3), pode ser feita a partir dar andlise de A

e T, como exposto em [19].

fast -
slow

T

Figura 2.2 Alguns exemplos de estruturas de pontos fixos do sistema (2.20). Na primeira
imagem, temos o ponto fixo do tipo n6. Na segunda imagem, o ponto fixo do tipo nd
degenerado. Na terceira imagem, o ponto fixo do tipo espiral. Extraido de [19].

Desta forma:

* Se A < 0, os autovalores sdo reais e tém sinais opostos. Logo o ponto fixo é um ponto

sela;

* Se A > 0, os autovalores sdo reais e t€m o mesmo sinal (n6s) ou sdo complexos

conjugados (espirais e centros). Os nos satisfazem 2 —4A > 0e o5 espirais 2 —4A <
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Figura 2.3 Alguns exemplos de estruturas de pontos fixos do sistema (2.20). Na primeira
imagem, temos o ponto fixo do tipo estrela. Na segunda imagem, o ponto fixo do tipo centro.
Extraido de [19].

0. Caso 72 —4A = 0, temos nds, estrela e nds degenerados. A estabilidade depende
do sinal de 7. Para 7 estritamente positivo, o ponto fixo € estavel. Para T estritamente
negativo, o ponto fixo (espiral ou nd) € instavel. Para 7 = 0, temos centro neutramente

estavel;

* Se A= 0, a origem nao € um ponto fixo isolado: ou temos uma linha de pontos fixos,

ou todo plano € feito de pontos fixos (caso A = 0).

2.2.2 Bifurcacoes

Em um sistema dindmico, dependendo da variagdo dos parametros, pontos fixos
podem ser criados, destruidos ou ter sua estabilidade alterada. Chamamos essas alteracdes de
bifurcacdes e os valores dos parametros em que elas ocorrem de pontos de bifurcacdo [19].
Em particular, para sistemas unidimensionais ocorrem trés tipos mais simples de bifurcagoes:

tridente, sela-no e transcritica [14].

Bifurcacao Sela-Né

Nesse tipo de bifurcagdo, os pontos fixos sdo criados e destruidos. Os pontos fixos

colidem e se aniquilam mutualmente, a medida em que o pardmetro muda, criando um ponto
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fixo hibrido no valor critico do parametro de bifurcacao [19]. A forma normal da bifurcacio

sela-n6 € dada pelo sistema de primeira ordem

X = r+x2, (2.25)
onde r € R € um parametro.
x x x
— x x x
l
(a) r<0 (b) r=0 (c) r>0

Figura 2.4 Plano de fase do sistema (2.25) para diferentes condi¢des de r. Observa-se uma
bifurcagdo do tipo sela-né. Extraido de [19].

Para r < 0, temos dois pontos fixos: um estivel e um instivel. A medida que r — 0,
os pontos fixos se movem em direcao um ao outro e, quando » = 0, os pontos fixos colidem
e é criado um ponto fixo hibrido, ou meio estdvel, o ponto fixo for estdvel por um lado e
instavel pelo outro. A medida que r aumenta (» > 0)m o sistema niio tem mais pontos fixos
[19], como podemos observar nos planos de fase na Figura (2.4). O diagrama de bifurcacao

€ representado na Figura (2.5).

unstable - _

stable

Figura 2.5 Diagrama da bifurcacdo sela-n6 do sistema (2.25), onde o eixo x representa o
parametro r e 0 eixo y a varidvel x. O ramo continuo representa o ponto fixo estdvel e o ramo
tracejado o ponto instavel. Extraido de [19].
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Bifurcacao Transcritica

Na bifurcagdo transcritica, os pontos fixos existem para todos os valores dos parame-
tros € ndo podem ser criados ou destruidos, no entanto podem mudar sua estabilidade [19].

A forma normal dessa bifurcacdo € dada pelo sistema de primeira ordem

X =rx—x°, (2.26)

onde r € R € um parametro.

I

(@) r<0 (b) r=0 (c) r>0

Figura 2.6 Plano de fase do sistema (2.26) para diferentes condi¢des de r. Observa-se uma
bifurcagado do tipo transcritica. Extraido de [19].

Note que no plano de fase na Figura (2.6), para qualquer valor de r o ponto fixo
x" = 0 existe. Para r < 0, hd um ponto fixo instdvel em x* = r e um ponto fixo estdvel em
x* =0. A medida que r — 0, o ponto instdvel se aproxima de x* = 0, e quando r = 0, x* =0
se torna um ponto fixo meio instavel. E para r > 0, a origem se torna instdvel e x* = r se

torna estavel [19]. O diagrama de bifurcagao € representado na Figura (2.7).

X stable

stable unstable

’
unstable

Figura 2.7 Diagrama da bifurcacdo transcritica do sistema (2.26), onde o eixo x representa o
parametro r € o eixo y o ponto de equilibrio. Extraido de [19].
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Bifurcacio Tridente

A bifurcagido tridente € comum em problemas fisicos que possuem simetria. Nesse
tipo de bifurca¢do os pontos fixos tendem a aparecer e desaparecer em pares simétricos [19].

Ha dois tipos de bifurcacdo tridente: supercritica e subcritica.
* Supercritica

Sua forma normal é

X=rx—x, (2.27)

onde r € R é um parametro. Esse tipo de equacio € invaridvel a mudanca de varidvel x — —x

e essa € a expressao matemadtica para a simetria do problema.

. | |

{a) r<0

) r>0

Figura 2.8 Plano de fase do sistema (2.27) para diferentes condi¢des de r. Observa-se uma
bifurcacgao do tipo tridente super critica [19].

Observe na Figura (2.8), quando r < 0, temos um ponto fixo x* = 0 estdvel. Em
r = 0, ainda temos apenas um ponto fixo x* = 0 estdvel, pois agora as solu¢des ndo decaem
mais exponencialmente e sim, de maneira mais lenta (desaceleracdo critica) [19]. Em r > 0,
temos 3 pontos fixos: x* = 0 se torna instdvel e aparecem mais dois pontos fixos x* = £/r
estdveis, simetricamente a origem. Dizemos que o termo ctbico critico estabiliza a equacao.

Seu diagrama de bifurcacao € representado na Figura (2.9).
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stable

stable we——mmnd— - - - - — . unstable

stable

Figura 2.9 Diagrama da bifurcagdo tridente supercritica do sistema (2.27), onde o eixo x
representa o parametro r e o eixo y o ponto de equilibrio. Extraido de [19].

e Subcritica

Sua forma normal é

X=rx+x, (2.28)

onde r € R é um parametro. Diferente do caso anterior, o termo cibico critico aqui desesta-
biliza a equacdo [19]. Agora os pontos fixos x* = 4-+/r sdo instdveis. Além disso, existem
abaixo da bifurcagdo, e x* = 0 torna-se estdvel [19]. O diagrama de bifurcagio é representado

na Figura (2.10).

unstable

SLAD]E — — - - = = = = = = = = unstable

unstable

Figura 2.10 Diagrama da bifurcacao tridente subcritica do sistema (2.28), onde o eixo x
representa o parametro r € o eixo y a varidvel o ponto de equilibrio. Extraido de [19].
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Bifurcacoes em Sistemas Bidimensionais

Assim como para o caso unidimensional, temos essas mesmas bifurcacdes para
todas as dimensdes. Em um sistema dindmico bidimensional as formas candnicas dessas

bifurcagdes sao:

e Sela-nd

2
X = —X
H : (2.29)
y = -y
e Transcritica
2
X = Ux—x
H : (2.30)
y = -y
* Tridente Supercritica
3
X = Ux—x
H : (2.31)
y = -y
e Tridente Subcritica
3
X = X—X
H : (2.32)
y = -y

onde i € R € um parametro.

Essas bifurca¢des ocorrem quando algum autovalor da matriz jacobiana do sistema se
anula e esses tipos de bifurcagdes tém como caracteristica a colisdo de pontos de equilibrio
[19] e causando a destrui¢do e/ou mudancga de estabilidade. Esses trés tipos de bifurcacdes sdo
0s mais comuns e tradicionais, porém existem muito mais tipos de bifurcac¢des, especialmente

em dimensdes superiores.
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2.3 Meétodos numéricos

Embora haja como resolver sistemas nio-lineares e também equacdes diferenciais
analiticamente, a maior parte dos problemas que modelam fendmenos reais, neste caso
fisico, ndo admite solucdo analitica ou é extremamente trabalhoso chegar até ela. Sdo nesses
casos que os métodos numéricos se fazem necessarios. Apontaremos os métodos numéricos
utilizados neste trabalho. Todos os métodos foram implementados utilizando a linguagem

Fortran e apresentaremos nesse trabalho apenas os pseudocddigos.

2.3.1 Meétodo Runge-Kutta de 4° Ordem

Criado por Carl Runge e Martin Wilhelm Kutta [13], os métodos Runge-Kuttas sdo os
mais utilizado para se obter solu¢des aproximadas de problemas de valor inicial de sistemas
de equacdes diferenciais ordindrias, pois € mais preciso do que outros métodos como Euler

Explicito e Euler Implicito. Para resolver problemas de valor inicial (PVI) da forma

y = f(t,y)
a<t<b , (2.33)

y(a)=a

em geral os métodos Runge-Kutta explicitos tém a forma,

m
Yn+1 =Yn+h Z kif (tinsYin), (2.34)
i=1

onde m € o niumero de estdgios do método, cada #; , denota um ponto na malha, y;, € a
aproximagao da solug¢@o no ponto #; , € k; sdo coeficientes do método [13]. Desses métodos,
o mais utilizado é o Método Runge-Kutta de 4* ordem e 4 estdgios, ou seja, o seu erro global

é 0(h4). Este foi o método utilizado neste trabalho.
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Considere o problema de valor inicial (2.33). Aplicando o método de Runge-Kutta

de quarta ordem e quatro estagios, temos que:

wo = o
ki = hf(ti,wi);
(2.35)
h 1
ky = hf (ti+iawi+§kl);
h 1
ks = hf (li+§7wi+§k2);
ka = hf(tipr,witks);
1
Wip1 =w;+ g(kl + 2k +2k3 +ka) (2.36)
parai=0,1,...,N—1, onde w; 1 é a solu¢cdo aproximada do PVI.

A seguir, apresentaremos um pseudocddigo do método:
INPUT: nimero de interagdes N, t tempo de integracdo e o sistema F(x)=0.

OUTPUT: a solucao y da EDO F(x)=0.

h=t/N
do k=1,N

t= ih

ki= hF(t, y)

k2= hF(t+h/2, y+hk1/2)

k3= hF(t+h/2, y+hk2/2)

k4= hF(t+h, y+hk3)

y =y + (1/6)*(k1+2k2+2k3+k4)
end do

write y
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2.3.2 Método Newton-Rapshon

O método de Newton-Rapshon possibilita determinar as raizes de um sistema ou
equacao nao-lineares e € o método numérico conhecido mais eficaz para esse proposito [3].
Para uma equacdo do tipo f(x) = 0, temos o seguinte processo iterativo, partindo de um

aproximagcao inicial xo, para a solugao do sistema:

f(xn)

TR 2.37
I (%n) ( )

Xn+1 = Xn —

comn € N.
Podemos generalizar o método de Newton-Rapshon para um sistemas de equagdes

do tipo F(x) = 0 dado por:
.

fl(x17x27-~-7xn) - O

fHr(x1,x2,..,x%,) = 0

(2.38)
\ffl(xlaxZ?"'axn) = 0
Reescrevemos o processo iterativo de maneira similar ao unidimensional,
~1
Xng1 = Xn —Jacg (x,)F(x,), (2.39)

sendo Jacr (x,) sendo a matriz jacobiana da fun¢do F(x) em x, e ndo-singular no ponto fixo

x"eneN.

Teorema 2.1. Seja x* uma solugdo para o sistema néo linear F(x) = 0. Entéo, dado xj sufici-
entemente proximo a x*, o método de Newton-Raphson converge no minimo quadraticamente

para a solugdo xo — x* [13].

O algoritmo utilizado € baseado no algoritmo apresentado por [3].

INPUT: xy como aproximagdo inicial e o tamanho N do vetor x, o sistema F(x) e a matriz

jacobiana Jac(x)
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OUTPUT: a solugdo x do sistema nao linear F(x)=0.

A= Jac(x(k))
b= F(x(k))
dom=1, 100

do i=1,N
soma = 0
do j=1,N

if(j/=1i) then
soma = soma + a(i,j)*x(j)
end if
end do
y(i) = (b(i)-soma)/a(i,i)
end do
end do
x(k+1)= x(k) - y(k)
end do

write x

2.3.3 Meétodo da Descida Mais ingrime

Diferente do método de Newton-Rapshon, o método Steepest Descent (ou descida
mais ingrime) converge linearmente, ou seja, leva mais iteracdes para convergir a solugcao
do problema. No entanto, ird convergir mesmo com um aproximagao inicial fraco [3]. O
método determina o minimo de uma funcgéo g : R" — R de multiplas varidveis, e podemos

utiliz4-lo para resolver sistemas nao lineares [3], definindo a fun¢do g como

g(x) =Y [0 (2.40)

n
i=0

onde x = (x1,X2,...,X,) € R" e f; é cada uma das fungdes que definem o sistema F(x) = 0.
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Definicao 2.8. (Vetor Gradiente) Seja g uma funcido de R” em R. Definimos de gradiente

de g no ponto X = (x1,x2,...,%,)’ como sendo

_(9dg dg dg
vg(x) = (a—xlya—xzy---,axn)-

Por definicdo, a dire¢do de maior decaimento de uma fung¢do em um ponto x € na

direcdo oposta do seu vetor gradiente. Dado x, queremos determinar x; ao longo do caminho

em que g(x) tenha o maior decaimento possivel. Assim:
X1 =xp— 0tVg(xp) (2.41)

para o« > 0 constante [3]. A escolha de um ¢ para que g(x(l)) < g(x(o)) ¢ feita a definindo a
funcdo

h(a) =x9—avg(xo) (2.42)

e escolhendo um & que a minimize [3]. Para um menor custo computacional, escolhemos
o < 0 < a3 que esperamos estar proximo de onde o minimo de A( o) ocorra. Consideramos
o0 polindmio quadratico P(¢) que interpola a fungo /() nos pontos ¢, 0, a3. Definimos
o* € [ay, 03] tal que P(a*) seja minimo em [, 03] € usamos P(o) para aproximar o valor
minimo de h(a) [3]. Entdo, o* é usado para determinar a nova iteragdo para o valor minimo
de g
*
x] =x0— " Vg(xp). (2.43)

Como sabemos o valor de g(xp), para diminuir o custo computacional escolhemos primeiro
oy = 0. Determinamos o3 tal que h(o3) < h(ay) e o = % [3].

O algoritmo utilizado € baseado no algoritmo apresentado por [3].
INPUT: x( como aproximagio inicial, fung¢o g(x), gradiente grad(g(x)) da fungdo g(x), N
nimero de iteragoes, 1;4maniho tamanho do vetor x e TOL tolerancia.

OUTPUT: o minimo x da funcao g.

k=1

do k =1, N



2.3 Métodos numéricos

gl=g(x(k))
z= grad(g(x(k))
z0=1 1zl |
if (z0=0) then
print ’gradiente zero’
stop
else
print x,gl
stop
end if
z=2/20
alphal=0
alpha3-1
g3= g(x-alpha3*z)
while (g3 >= gl1) do
alpha3= alpha3/2
g3=g(x-alpha3*z)
if (alpha3 < TOL/2) then
print x,gl
end if
alpha2=alpha3/2
g2= g(x-alpha2*z)
hi= (g2-gl)/alpha2
h2=(g3-g2)/(alpha3-alpha2)
h3= (h2-h1)/alpha3
alpha0=0.5% (alpha2-h1/h3)
g0=g (x-alphal*z)
if (g1>g3) then
g=g3
alpha=alpha3

else
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g=gl
alpha=alphal
end if
x= x-alphax*z
if (lg-gll< TOL) then
print x, g
stop
end if

end do

2.3.4 Meétodo da Continuacao

O método da continuagdo € um método numérico usado para resolver sistemas
de equacdes ndo-lineares. Ele é especialmente usado para problemas que envolvem um
parametro que pode variar e alterar a solu¢cdo do sistema. Este serd o principal caso a ser

considerado neste trabalho. Consideramos um sistema nédo-linear da forma:
F(A,x) =0, (2.44)

sendo A é um pardmetro. Vamos assumir que xo € a solugido para Ay [5]. Se as fungGes

A — x(A) e F forem diferencidveis entdo podemos derivar (2.44) em fungio de A, obtendo:

JF JF ,
o7 (Ax(A)) +5-(A,x(A)x(4) = (2.45)
OF L oF
/ P p— — —
Y0 == |50 G ) (2.46)
JF | . . .
em que e ¢ a matriz jacobiana do sistema (2.44). Portanto, obtemos uma EDO para as novas

solugdes do sistema em termos do pardmetro A, que agora se torna a varidvel independente da
equagdo (2.46). Caso Jacr(x) seja singular para algum valor A* do pardmetro dizemos que

ocorrem uma bifurcagdo em A* e, neste ponto, ndo é mais possivel avangar a continuacéo.
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De forma geral, um sistema de equacdes diferenciais que precisa ser resolvido por

este método € dado por:

(dx
gx—)i = 1A, x1,x2,...,%)
2
- = o) l,xl,xz,...,x
da i ") (2.47)
dx
d—f = ¢n(7L,X1 y X2y ,xn)
onde af
1
¢1(A,X1,X2,...,xn) ﬁ
: = —Jac(x1,x2,...,x,) 1| ¢ (2.48)
d
(pn()»,xl,xz,...,xn) a_]Zl
Resolvemos esse sistema utilizando Método Runge-Kutta 4* Ordem, escolhendo
1
um inteiro N > 0 e h = —. Vamos denotar w;; para cada i, j = 0,1,...,n para denotar a

aproximagio x;(A;) para as condigdes iniciais, isto &,

w10 =x1(0),w2,0,...,wn0 = x,(0). (2.49)

Assim, obtemos a seguinte construcdo para o método de Runge-Kutta:

k17i = ]’l¢,’()Lj,W1_‘j,W27j,...,Wn’j)
h 1 1
k27l = hq)l(lj + §7W17] + §k1717 e 7Wn7j + Eklan)
(2.50)
h 1 1
k3,i = h(Pi(A‘j—i_zﬂwl,j—i_Ekz,la"'7wn,j+§k2,n>
1
ky;j = hfPi(?Lj+h,W1,j+k3,1,W2,j+k3,2,-~-,Wn.,j+§k3,n)
1
Wijrt = Wi j e (ki 2koi 4 2ks i+ ka i) (2.51)

em que as constantes podem ser reescritas em uma forma vetorial:
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ki1 ka1 k3.1 ka1 wi,j
k12 k> k3o kao wo,j

= "= k= k=] =] (2.52)
_k] n _k27n_ _k3,n_ _k4.n_ | Wn,j |

Com a forma vetorial e pela equagdo (2.48) que nos dd x(0) = x(Ag) = wy reescreve-

mos,

ki = —h[]aC(Wj—{-lj)]_]F(Wj)Lj);
1 1 \]"! 1 1
ky = —hl|Jac Wj—|-§k1,/1j—|—§k1 F Wj—i—ikl,).j—i—ikl ;
(2.53)
1 1.\ 1 1
ks = —h|Jac Wj+§k2,7tj—|—§k2 F(x Wj—l—ikz,lj—l—ikz );
ky = —h[Jac(wj—l—k3,7tj—|—k3)}_1F((wj—|—k3,7L—i—k3);
€
1
x(le) =wj+ 6(161 + 2ky + 2k3 +k4) (2.54)

onde x(A,) é a nossa aproximagdo para x* [3].

A seguir iremos apresentar um pseudocégido que € uma versao modificada do apre-
sentado por [3], pois como ndo temos uma homotopia precisdvamos que o parametro y
atualizasse o valor a cada iteragdo. Cada sistema linear Ab = k;, com 1 < k < 4, apresentado
€ resolvido por algum método para resolver sistemas lineares, como SOR, Gauss-Jacobi ou

Gauss-Seidel [3].

INPUT: nimero de interagdes N, t tempo do integragdo, aproximagao inicial y(0) e o
parametro inicial Jp, o sistema F(x) e a matriz jacobiana Jac(x)

OUTPUT: a solucao y da EDO. F(x)=0.
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h=t/N
do k=1,N
A=jac(y, gamma)
= -hdf (y, gamma)
Ab=k1

A=jac(y+kl1/2, gamma+h/2)
b= -hdf (y+k1/2, gamma+h/2)
Ab=k2

A=jac(y+k2/2, gamma+h/2)
b= -hdf(y+k2/2, beta, ksi, ang, gamma+h/2)

Ab=k3

A=jac(y+k3, beta, ksi, ang, gamma+h)
b= -hdf (y+k3, gamma+h)

Ab=k4

gamma= hx*i
y =y + (1/6)*(k1+2k2+2k3+k4)
end do

write y




Capitulo 3

Casos Elementares de Interacao Entre

Um Dipolo e Um Campo Externo

3.1 Biissola e analogia com um péndulo simples

O fisico Hans Christian Oersted escreveu em 1820 um artigo sobre a deflexdao de
uma bussola devido a presenca, em suas proximidades, de um longo fio pelo qual passava
corrente constante. Este trabalho deu inicio a ciéncia do eletromagnetismo [2]. Uma bussola
interagindo com o campo eletromagnético da Terra é o caso mais conhecido de um problema
de interagdo de um objeto magnético com um campo magnético externo, e €, também, o
que mais se aproxima do problema de um dipolo na presenca de um campo externo. Vamos
considerar uma bussola plana como sendo um dipolo que interage com um campo magnético

externo através de um torque magnético [4],

Tmag:mxB, (3.1)

onde m = (mcos 0,msin6) é o momento de dipolo da agulha e B = (Bcos0*,Bsin6") é o

campo externo. Aqui, 6 representa a orientagdo da buissola e 6* € a orientagdo do campo
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magnético. Deste modo, o torque magnético é dado por

onde m € o momento de dipolo e B € a intensidade o campo magnético. De acordo com a
Segunda Lei de Newton para o movimento angular (2.15), restrita a0 movimento no plano,
temos que: ,

Y 1= 10 (3.3)

dr?’
onde I é o momento de inércia do dipolo.
Deste modo, obtemos a equacao que modela esse problema € dada por
d’e

Im—i—mBsin(G—G*) =0. (3.4)

Note que este € um problema conservativo, sem perda de energia, pois ndo ha nenhum torque
que resista a0 movimento da bussola.
A equacdo (3.4) também pode ser vista como uma equagao do péndulo. A equacdo

do péndulo é uma das equagdes ndo-lineares mais conhecidas, sendo dada por [19]

0 g

onde 0 € o angulo com a vertical, g € a aceleracdo devido a gravidade e L € o comprimento

do péndulo. Fazendo a adimensionalizacdo dos parametros, considerando a frequéncia

— /&
o=\/". (3.6)
€
f=ot (3.7)

como o tempo adimensionalizado, reescrevemos a equagao (3.5) como

6 +sin6 = 0. (3.8)
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Agora, vamos adimensionalizar a equagdo (3.4), isto €, a equagdo que modela um dipolo sob

a influéncia de um campo externo. Escolhemos
T=1\—7 (3.9)
como escala de tempo caracteristica, e obtemos a equacao adimensionalizada
0 +sin (60 —06*) = 0. (3.10)

Se considerarmos 6 = 0, a equagdo da bussola se iguala a equacdo do péndulo.
Para estudar o problema da btissola, vamos reescrever a equagdo (3.10) na forma de

um sistema de equacdes de primeira ordem. Deste modo, temos o sistema nio linear

6 = %
) (3.11)
v = —sin(6—0%)
onde v € a velocidade angular da biissola. Para 8" = 0, procuramos a solugdo (é, V), ou seja,

os pontos de equilibrio, do sistema:

6 = v = 0

. (3.12)
v = —sin(f) = 0

Temos, resolvendo este sistema analiticamente, que os pontos de equilibrio sdo (km,0) com
k € Z, pois o sistema € periddico de periodo 27. Restringiremos o dominio a 6 € [0,27) e,
assim, tomaremos k = 0 e k = 1. Logo, os dois pontos de equilibrio no intervalo de interesse
sdo (0,0) e (m,0), respectivamente [19].

Para classificarmos os pontos de equilibrio desse sistema, precisamos calcular a sua

matriz jacobiana tal como vimos na secao 2.2. Assim, a matriz jacobiana do sistema é

0 1
Jac(0,v) = . (3.13)
—cosf O



3.1 Bussola e analogia com um péndulo simples 35

No ponto (0,0), a matriz jacobiana vale

0 1
Jac(0,0) = , (3.14)
-1 0
e seus autovalores sdo A} =i e Ay = —i. Pela classificacdo de pontos de equilibrio de

sistemas lineares [19], temos que (0,0) é um centro e, além disso, é um ponto de equilibrio
ndo-hiperbdlico. No ponto (7,0),
0 1
Jac(m,0) = , (3.15)
10
a matriz Jac(7,0) tem autovalores A} = 1 e A, = —1 e, pela classificacdo de pontos de
equilibrio de sistemas lineares, o ponto (7,0) ¢ uma sela e é hiperbélico [19]. O plano de
fase do sistema (3.11) € representado na Figura (3.1), onde tracamos as trajetérias em um

dominio um pouco maior que o necessario para facilitar a visualizagao.

/
ol

-0.5
af

1.5

\
\
\

8 B 4 2 i 2 4 6 8 2 0 2 4 6 8

Figura 3.1 As duas imagens mostram o plano de fase do sistema (3.11), onde € possivel ver
seus pontos de equilibrio do tipo centro (centro das trajetdrias fechadas) e selas (zoom na
Figura da direita).

No entanto, a melhor forma de representar o plano de fase de (3.11) € através do
plano de fase cilindrico [19]. Este plano de fase, ilustrado nas Figuras (3.2) e (3.3), mostra

a diferenca geométrica fundamental do sistema: a velocidade angular v é um nimero sem
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periodicidade e a orientacdo 6 é um angulo (de periodo 27) [19]. Além disso, conseguimos

observar de maneira natural a periodicidade do sistema.

Plano de Fase Cilindrico

bbb om s o oo
.

Figura 3.2 A imagem representa o plano de Fase cilindrico do sistema (3.11).

Plano de Fase Ciindrico

b ko w e o o@
.

Figura 3.3 A imagem representa o plano de Fase cilindrico do sistema (3.11).
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Note que no sistema anterior (3.11) ndo hd amortecimento, isto €, a partir do momento
em que a bussola comeca a oscilar ela ndo ird parar de oscilar, como podemos notar nas
trajetérias na Figura 3.1. Além disso note que o sistema s estard no equilibrio se ja estiver no
ponto de equilibrio inicialmente. Estas caracteristicas ndo correspondem ao que conhecemos
das bussolas: elas se alinham estaticamente na direcdo do campo aplicado. Observe também,
na Figura (3.4), que a mudanca das condi¢des inicias muda a amplitude e frequéncia das

trajetorias, evidenciando a ndo linearidade do sistema.

T
Condigdo Inicial 1
Condigdo Inicial 2
Condigdo Inicial 3

0 5 IIU iS ZIU 2‘5 30
Figura 3.4 Trajetorias para diferentes condigdes iniciais no sistema (3.11). O eixo x representa
0 tempo € 0 eixo y a orientacao 6.

3.1.1 Sistema amortecido: uma bussola mais realista

Para modelar uma bussola mais realista, vamos considerar um amortecimento vis-
coso linear, proporcional a velocidade de rotagio da bissola, em que & € a constante de

amortecimento. Este amortecimento causard um torque na bussola dado por:
Tamort = _69 (3.16)
Desta forma, a equagdo (3.10) aplicada a este sistema € reescrita como:

6+E6+sin(6—6%)=0. (3.17)
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A equag@o (3.17) pode ser reescrita como um sistema de 1¢ ordem:

6 = v
Vv = —sin(0—0%)—E&v

(3.18)

Para 0" = 0, ainda temos os mesmos pontos de equilibrio (7,0) e (0,0) no intervalo [0,27).
Com o amortecimento, o ponto (0,0) torna-se um espiral estdvel, embora o determinante da
matriz jacobiana continue o mesmo obtido quando & = 0. Essa mudanga acontece pois (0,0)
¢ um ponto nao-hiperbdlico. Esse comportamento € diferente do comportamento do ponto
(,0) que continua sendo uma sela, pois nenhum dos autovalores da matriz jacobiana nesse

ponto tem parte real zero.

3.1.2 Diferencas entre a interacao de um dipolo com um campo externo

homogéneo e com outro dipolo

Suponha os dois seguintes casos:
1. Um dipolo livre para girar na presenca de um campo externo;
2. Um dipolo livre para girar na presenca de um outro dipolo fixo.

Na Figura (3.5), para a mesma condic¢do inicial, tragamos a evolu¢@o de um dipolo
movel na presenca de um dipolo fixo e de um campo externo, ambos com a mesma orientacao

6*. No primeiro caso, o dipolo sofre um torque do campo externo dado por [4]
Tnag = M X B, (3.19)

onde

B = (bcos6*,bsin6") (3.20)

¢ o campo externo e

m = (mcos 6,msin0) (3.21)
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o momento magnético do dipolo livre para girar. No segundo caso, o dipolo livre para girar

sofre o torque magnético do dipolo fixo definido por [4]

Tmag = My X Bdip7

onde
3o . m
Baip= 1013 [<m'r>r_ ﬂ

(3.22)

(3.23)

€ o campo magnético do dipolo fixo e m o0 momento magnético do dipolo fixo. Como os

campos magnéticos sdo diferentes, o sistema resulta em trajetdrias diferentes, embora a

condic¢do inicial e a orientacdo do campo externo e do dipolo fixo sejam as mesmas.

8.5

751

Dipolo 2 fixo

Dipolo na presenca de um campo magnético externa

25

30

Figura 3.5 Influéncia do campo magnético externo e um dipolo fixo com orienta¢do 0™ = 1

sobre um dipolo livre para girar, com a mesma condicao inicial.

Contudo, para alguns angulos tais como 0" = 7, essas trajetérias coincidem, como

podemos observar na Figura (3.6). Isso acontece pois os vetores dos campos tornam-se

paralelos. Note note que, considerando 7# = (1,0) e r, temos

1
3o ((mcosﬂ:,mSinﬂ:).(1,0))(170)—g(mcosﬂ:,msinﬂ:) ,

=G

1sto €,

(3.24)
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Baip = (—50).

3.25
o (3.25)
Por outro lado,
B (bcos T, bsinT) (—b,0). (3.26)

Para algum K constante teremos

Uom

—— =Kb. 3.27
2 (3-27)

Logo os vetores sdo paralelos e, nessa situagdo, o dipolo livre para girar alinha-se com o

mesmo angulo em ambos os casos, como podemos observar na Figura (3.6).

Dipolo 1 com dipolo 2 fixo
Dipolo 1 na presenca de um campo magnético externo
1\

N N L L
0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.6 Influéncia do campo magnético externo e um dipolo fixo com orientacdo 0™ = &
sobre um dipolo livre para girar, com a mesma condicao inicial.

3.2 Dois dipolos na auséncia de um campo externo

Consideramos, agora, dois dipolos livres para girar, restritos ao plano, com o dipolo 1
localizado na origem O do sistema de coordenadas. A reta que une os dipolos 1 e 2 € o eixo
X, € 0 vetor 7 € o vetor posi¢do unitario, tal como visto na Figura (3.7). Os angulos 0; e 6,
sdo, respectivamente, os angulos de rotagcdo dos dipolos 1 e 2 em relacdo ao eixo x do sistema
de coordenadas. O sistema tem um amortecimento & proporcional a velocidade angular dos

dipolos, isto €, existe uma resisténcia ao movimento de rotacdo dos dipolos causada, por
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exemplo, pelo meio em que os dipolos estdo imersos ou apoiados. Esta resisténcia causa um

torque que afeta 0 movimento de rotacio dos dipolos, como vimos na secao 3.1.

?r

Figura 3.7 Dois dipolos magnéticos com momentos magnéticos my € my separados a uma
distancia r, onde 7 € o vetor posicao unitario e 0; e 6, sdo respectivamente os angulos de
rotagdo do dipolo 1 e 2. Figura extraida de [17].

3.2.1 Formulaciao matematica

Como exposto anteriormente, utilizamos a equagao (2.3) para descrever o campo
magnético de um dipolo. Seja entdo B, o campo magnético do dipolo 1 interagindo com
o dipolo 2 e B; o campo magnético do dipolo 2 interagindo com o dipolo 1. Desta forma,

temos as seguintes relacdes:

3 .
Biz= % |(mg-7)— 5t (3.28)
~ 3o o
B21 = 47”2 [(mz . r) — T:| . (329)

Consideramos que os momentos magnéticos dos dipolos 1 e 2 sdo, respectivamente:

mp = (m1 COS 91,m1 sin 91), (330)

mp = (mQCOSQQ,mQSiHGQ). (331)
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Utilizando a lei de Biot-Savot como lei de interacdo eletromagnética entre dipolos

magnéticos [17], obtemos as seguintes relagdes para o torque [4]:

1

Thag =M1 X By, (3.32)
Thag = M2 X By, (3.33)

As relagdes sdo, respectivamente, o torque magnético ‘L',}l referente ao torque do dipolo 2 no

ag

dipolo 1 e, analogamente, T,i € o torque magnético do dipolo 1 no dipolo 2. Além disso,

ag

como o sistema nao € conservativo, temos o torque de atrito em cada dipolo definido por
) .
Tur = =561, (3.34)

T2 =—£6,. (3.35)

Utilizando a segunda Lei de Newton para o momento angular, o sistema € descrito

como

L6 =Y 7, (3.36)

parai € {1,2}, em que 7; denota o torque agindo no dipolo i. Deste modo, o balango dos

torques do sistema para cada dipolo i é

6 = Y 5 = Thag+ Tatr = 337)
m; X Bj; — £6,.
Para o dipolo 1 (andlogo para o dipolo 2), temos que
’L',}mg = my xBy;= 43;02 (my - 7)(my - 7) — %ml xmy |, (3.38)
de onde obtemos que
1,6, = — Homuima (2cos 6, sin O] + sin B cos By ) — & 6;. (3.39)

47r?
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A equacdo para o dipolo 2 € anédloga a equacdo (3.39). Desta forma, obtemos o sistema nao

linear acoplado para o movimento dos dipolos:

L6, = — u(;n;;l;lz (2cos 6;sin B; +sin B cos By ) — &6,
(3.40)
L6, = — HOmITZ (2cos 0 sin B, + sin 61 cos 6) — 5192
drr
Definimos
Homim;
= 3.41
4mr? ( )
como o parametro de intera¢do dipolo-dipolo,
(04
Bi=~ (3.42)
I;
como o parametro normalizado de interacao dipolo-dipolo e
&= é (3.43)
I;

como o coeficiente de dissipagdo de energia, para i € {1,2}.

3.2.2 Adimensionalizacao

Para simplificarmos a andlise do problema, foi feita uma adimensionaliza¢do do
sistema (3.40). Temos o objetivo de adimensionalizar a varidvel do tempo ¢, pois as varidveis

0;, parai € {1,2}, ja sdo adimensionais. Escolhendo uma escala caracteristica de tempo T,

definimos 5
él' — d ’
d(tT)?
(3.44)
. d
O = ——
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Escrevendo, entdo, as equacdes do sistema (3.40), na varidvel adimensionais, obtemos:
Lé-—k[}(ZCOSG sin 0] + sin 6, cos 0 )+é9-—0 (3.45)
TZ i i 2 1 2 1 T i — Y, .

6; + T%Bi(2cos 6 sin O + sin 6 cos 0; ) + T&6; = 0. (3.46)

E necessério fazer uma andlise dimensional dos parametros f; e &;. Deste modo, obtemos

que o
1o | |Homimgp| 1
[Bl] N _I,'_ N |:47'L'I"3Ii} N s2’
(3.47)
o 8] _ !
[él] - _Z_ - ﬁ?

Ap6s a andlise, escolhemos a escala de tempo caracteristica [7], de tal forma que o pardmetro

Bi adimensionalizado seja unitério, isto é:

B =TB1 =1, (3.48)

1 o
T = \/g = \/Ii, (3.49)

Assim, o parAmetro &; adimensionalizado é

*_é\/g_é 1
of = LhVn i \/;7 (320

parai € {1,2}. Reescrevemos as equagdes que descrevem o sistema (3.40) como:

onde T € definido por

0; + (2cos B, sin B +sin B, cos B ) + E6 =
1+ ( 7) 1 ) 1) +&76 (3.51)

6, + B; (2cos By sinB +sin By cos 6) +E56, = 0 .

Neste trabalho, consideramos apenas dipolos idénticos logo, B, =1, & =& e} = b.
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3.2.3 Pontos de equilibrio

Ao trabalharmos com sistemas dinamicos, preferimos trabalhar com sistemas de

14 ordem. Desta forama, podemos escrever o sistema (3.51) como um sistema de quatro

equacgoes:
6 = Vi
6 = v
2 2 : (3.52)
Vi = —(2cos6,sinf +sinBrcos0;) —E* v,
Vo, = —(2co0sB;sin6; +sinB;cosB) —E* v,y

\

onde v; € a velocidade angular do dipolo i, para i € {1,2}.

Dada a defini¢ao de ponto de equilibrio, procuramos as solugdes estaciondrias do
sistema (3.52). Os pontos de equilibrio podem ser descritos, também, como as interse¢oes das
equacgdes Vi = 0 e V, = 0, representadas na Figura (3.8). Note que no equilibrio, Vi, vV, =0,
pois o sistema é amortecido. Restringimos nosso espaco de configuracdes a [0,27) x [0,27)
devido a periodicidade do problema, pois cada coordenada 6; e 6, tem periodo 27.

Por inspe¢do obtemos que os pontos de equilibrio do sistema (3.52) sdo:

(0,0),(0,7), (m,0), (z, ), 3%/2,3%/2), (72,7 /2) , (72,7 2) , (72,37 [2) (3.53)

Para verificacdo, utilizamos os métodos numéricos de Runge-Kutta de 4 Ordem, Newton-
Raphson e Descida Mais Ingrime, expostos no Capitulo 2 nas secdes 2.3.1, 2.3.2 ¢ 2.3.3,
respectivamente.

Neste caso especifico, para conseguirmos a convergéncia do método Newton-Raphson
ao resolvermos o sistema linear, pois devida a matriz jacobiana o método Gauss-Seidel
divergia em alguns casos, resolvemos o sistema linear resultante analiticamente e nao
numericamente. Utilizaremos a notacao representada na Tabela (3.1) para nos referir aos
pontos de equilibrio especificos. Estes pontos aparecem na Figura (3.8) marcados nas

intersecoes das curvas que definem Vi e V,
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Figura 3.8 Pontos de equilibrio do sistema (3.52) representados pela intersec¢do das equagdes
vi = f(x,y) =0e v, = g(x,y) = 0. A estabilidade dos pontos de equilibrio ¢ ilustradas pela
cor dos pontos.

Tabela 3.1 Notagdo para representar os pontos de equilibrio do sistema (3.52).

Notacdo | Ponto de Equilibrio
P0,0) (0,0)
P(n,n) (77"7 77:)
Pz0) (7,0)
Po,x) (0,7)
7)(Tf 2,7/2) (n/2> n/z)
Papnp) (7/2,3pi/2)
7)(3”/2,77 2) (37:/2, E/Z)
P(3ﬂ 2,37/2) (3%/2’ 3”/2)

Feita a linearizag@o do sistema, como descrito na defini¢do (2.6), calculamos a matriz

jacobiana do sistema (3.52), obtendo

Jac(6y,0,,v1,vy) = (3.54)
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sendo
A3z = sinB;s8in B, —2cos 6 cos 6,
Azp = 2sin6;sinB) —cos B cos b,
32 1 p) 1 p) (3.55)
Agpp = 2sinB;sin By —cos O cos 6,
A41 = sinB;sin6, —2cos 6 cos 6.

Calculando os autovalores nos pontos de equilibrio, obtemos que apenas dois dos oito pontos
sao hiperbdlicos. As caracteristicas de cada ponto de equilibrio sdo apresentadas na Tabela
(3.2). Na segunda coluna desta tabela, R* i significa que o autovalor é um nimero puramente
complexo com parte complexa multiplicada por um niimero real negativo e diferente de zero,
R’ i um nimero puramente complexo com parte complexa multiplicada por um ntimero rela
positivo e diferente de zero, R’ um nimero real positivo e diferente zero e R* nimero real
negativo e diferente zero. Portanto, ndo € possivel utilizar a classificacdo de estabilidade
dos pontos de equilibrio de sistemas lineares para seis pontos. De acordo com otrabalho
de [17], (0,0) e (7, m) sdo os dnicos pontos estdveis do sistema e, através do método
Runge-Kutta, com qual conseguimos achar apenas os pontos estdveis do mesmo a partir de
condicdes iniciais quaisquer. Estabelecemos, de fato, apenas esses dois pontos como pontos

de equilibrio estaveis.

Tabela 3.2 Classificacao dos pontos fixos de (3.52) de acordo com os autovalores da matriz
jacobiana (3.54) e o estudo da estabilidade feito por [17].

Ponto Fixo Autovalores Classificacdo | Estabilidade
P0.0) R*i,R%i,R% i, R* i | Ndo hiperbdlico
P, L RE R RE Hiperbdlico Inst4vel
Pz.x) R*i,R%i,R% i, R* i | Ndo hiperbdlico
P(z,0) L RERERE Hiperbdlico Instéavel
Panpmp) ©,RE,RYi, R | Nao hiperbolico Inst4vel
Plrpap) T RE,RYi, R | Nao hiperbolico Inst4vel
Pafpnfs) “,RE,RYi,R™ i | Nao hiperbolico Inst4vel
Papap) ©,RY,RYi,R™ i | Nao hiperbolico Inst4vel
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3.2.4 Bacias de atracao

Com o objetivo de caracterizar a dinamica da interacdo entre os dipolos, comecaremos
estudando as bacias de atracdo do sistema. Desta forma, poderemos obter a distribuicao das

condicdes inicias que levam para cada ponto de equilibrio.

Defini¢dio 3.1. A bacia de atragéo do ponto de equilibrio (6, 65 ) é o conjunto de condi¢oes

iniciais (010, 620) tal que (819, 620) — (6}, 65) quando ¢ — oo [19].

Para construirmos numericamente a bacia de atracio do sistema (3.51) utilizamos uma
malha de 81 x 81 (6561) pontos na regido [0,27) x [0,27). De acordo com [17], os pontos
P0,0) € P(z,m) sao os pontos estdveis do sistema, sendo os demais instaveis. Isso € uma das
razdes pelas quais a bacia de atragdo € referente apenas a esses dois pontos, como podemos
observar na Figura (3.9), e de fato, ndo conseguimos identificar pontos que convirjam para
0s pontos instaveis. Estes pontos, por serem instaveis, sdo em geral inacessiveis em todo
o plano de configuracdes iniciais, mas podem ser acessiveis por uma dire¢do especifica do
plano de configuracdes, como no caso dos pontos de equilibrio tipo sela [17]. Desta forma,
seria possivel encontrar condi¢des iniciais que pertencem as dire¢des estdveis das selas do
problema, tal como no trabalho de [17]. Porém, nao conseguimos reproduzir estes resultados

neste trabalho.

Sem influéncia de campo magnético externo

T
Ponto de equilbrio 1 +

0 1 4 6

Figura 3.9 Bacia de atrag@o do sistema (3.52), onde P(q ) € o ponto de equilibrio 1 e P r)
o ponto de equilibrio 2.
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Figura 3.10 Quantidade de condig¢des iniciais que convergem para os pontos de equilibrio,
sendo P gy 0 Ponto 1 e Pz z) o Ponto 2.

A distribuicao dos pontos que compdem a bacia de atragdo € similar para os pontos
de equilibrio, tal como exposto na Figura (3.10), na qual observamos que 3280 das condig¢des

iniciais da malha vao para P o) e 3281 vao para Py z).



Capitulo 4

Dois Dipolos na Presenca de Um Campo

Externo

4.1 O problema

Suponhamos que o sistema (3.52), descrito no capitulo anterior, esteja sujeito a
um campo externo homogéneo B, como representado na Figura (4.1), aplicado com uma
orientacgdo 6™, isto é,

B = (bcos6*,bsin6"). 4.1)

Figura 4.1 Dois dipolos magnéticos com momentos magnéticos my € mp com angulos de
rotacdo 0; e 0,, respectivamente, separados a uma distincia r, onde 7 € o vetor posi¢ao
unitdrio, na presenga de um campo externo B com dire¢do 8*[17].
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Cada dipolo esta sujeito a um torque externo vindo da acao do campo externo. Os
dipolos sofrem um torque magnético do campo externo dado por

Tt = |mj x B| = m;bsin (0" — 6;). 4.2)

mag
Deste modo, o balango dos torques do sistema para cada dipolo i é

n S i ext i
;6 = ZTl - Tmag+rmag+ratr

. (4.3)
= mixBij+mixB—§9i

onde ¢

£ o . i .
mag € O torque magneético externo do campo em cada dipolo, 7, € o torque de atrito e

‘L',img ¢ torque de interagdo entre os dipolos, com i € {1,2}.
Seguindo o mesmo procedimento para deducdo da equagao do movimento dos dipolos

calculado no capitulo anterior, determinamos

Y= —— (4.4)

de parametro de intensidade do campo externo. Assim como feito para o sistema na auséncia
do campo externo, precisamos incluir esse parametro na adimensionalizacdo. Fazendo a

andlise dimensional de ¥,

b1
V= [m ] = 4.5)

Utilizando a escala de tempo caracteristica (3.49),

[T] =/ (4.6)
temos que o pardmetro admensionalizado /" é

* Yi
. pu— —_. 4-7
Vi ﬁi 4.7)
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Como os dipolos sdo idénticos, ¥; = 7%, denominaremos a intensidade do campo apenas de

Y.

Desta forma, o novo sistema de equagdes governantes € descrito por:

;

91 = Vi
6, = v
? 2 4.8)
Vi = —(2cos6,sinf +sinBycos0;)+ ¥ sin(0* —6;) —E vy
Vo, = —(2cosB;sin6,+sinB;cosBr)+ Y'sin(0*—6,) —E v,

\

A presenca do campo externo homogéneo B no sistema (3.52) faz com que ocorram
bifurcacdes. Inicialmente, para o sistema sem o campo externo aplicado (3.52), ou seja,
Y* = 0, temos a existéncia de oito pontos de equilibrio. Neste trabalho, procuramos entender
as bifurcacdes que ocorrem nesse novo sistema (4.8) a medida em que variamos os parametros

0" e v, isto €, a orientacdo e a intensidade do campo externo, respectivamente.

4.2 Evolucao para os pontos de equilibrio

Utilizando o método Runge-Kutta de 4 Ordem, descrito na se¢do 2.3.1, para determi-
nar os equilibrios estaveis, construimos as bacias de atracdo em uma malha de 81 x 81 (6561)
pontos na regido [0,27) x [0,27), para diferented orientagdes e intensidades do campo. Com
1ss0, compreenderemos o comportamento dos pontos de equilibrios na presenga do campo.

Para a construcao das bacias de atracdo, consideramos trés casos:

1. Orientacdo 0™ do campo igual a orientagdo dos dipolos em um ponto estivel na

auséncia de campo, ou seja, 0 =0 ou 0" = T;

2. Orientagdo 6" do campo igual a orientagdo dos dipolos em um ponto instdvel na

auséncia de campo, ou seja, 0 =7/2 ou 0" = 37/2;

3. Orientagdo 6 em um angulo qualquer, diferentemente dos anteriores.
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No primeiro caso, consideramos 6 = 0 e as intensidades y* = 0.3, ¥* = 0.5 (Figura
4.2), v = 0.9 (Figura 4.3), v* = 1.2 (Figura 4.4), e y* = 2.01 (Figura 4.5). A distribui¢io da
bacia de atragdo € ilustrada na Figura (4.6) para y* = 0.3, na Figura (4.7) para y* = 0.5, na
Figura (4.8) para y* = 0.9 e na Figura (4.9) para y* = 1.2. A medida em que aumentamos a
intensidade do campo externo, as condi¢des iniciais que iam para o Ponto de Equilibrio 2,
neste caso Py r), comegam a ir para o Ponto de Equilibrio 1, P ), até que o ponto P 1)
nao € mais estdvel e, portanto, ndo € mais possivel obter pelo método Runge-Kutta. Note que,
quando isto acontece, todas as 6561 condig¢des iniciais testadas tendem para o ponto Pg g).

Na intensidade y* = 0.9, podemos observar na Figura (4.3) uma mudanga significativa
na forma da bacia de atracdo e, também, que ela ocorre de maneira simétrica. Na intensidade
y* = 1.2, ilustrada na Figura (4.4), apenas 30 pontos das configura¢des inicias convergem

para o ponto 73(,;7”) e estes pontos estdo na reta ) = 6,.

Campo magnético de intensidade 0.3 Campo magnético de intensidade 0.9

Ponto de equilbrio 1

Figura 4.2 Bacia de atracdo do sistema Figura 4.3 Bacia de atracdo do sistema
(4.8) com 8 =0e ¥y =0.5. O Ponto de (4.8) com 6" =0e ¥y =0.9. O Ponto de
Equilibrio 1 € P(g o) e 0 Ponto de Equili- Equilibrio 1 € P(gg) e 0 Ponto de Equili-

brio 2 é P(?‘L’,ﬂ)' brio 2 é P(TC,R’)'
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Campe magnético de intensidade 1.2

Ponto de equibrio 1

Figura 4.4 Bacia de atracdo do sistema
(4.8) com 8" =0e ¥y =1.2. O Ponto de
Equilibrio 1 € P(g ) e o Ponto de Equili-
brio 2 € Pz ry.

ontos
p W
o
=
S

Numero de

Ponto 1 Ponto 2

Figura 4.6 Campo magnético externo de
intensidade y* = 0.3. O Ponto 1 € Py )
e 0 Ponto 2 € Py

Figura 4.5 Bacia de atracdo do sistema
(4.8) com 6" =0 e y* =2.01. Onde o
Ponto de Equilibrio 1 € Py ) e o Ponto
de Equilibrio 2 € Pz 7).

4403

4,000 |

S

de anto
=
S
S

2,000

Namero

1,000

Ponto1 Ponto 2

Figura 4.7 Campo magnético externo de
intensidade y* = 0.5. O Ponto 1 & P )
e 0 Ponto 2 € Pz )
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Figura 4.8 Campo magnético externo de Figura 4.9 Campo magnético externo de
intensidade y* = 0.9. O Ponto 1 € Py ) intensidade y;" = 1.2. O Ponto 1 € P )
e o Ponto 2 € Py n) e o Ponto 2 € Py )

Nos préximos casos que analisamos, a medida em que aumentamos y*, os pontos
de equilibrio também mudam. Por esta razdao, nomearemos de Ponto A e Ponto B os novos
pontos de equilibrio derivados de (0,0) e (7, ) respectivamente, ou como na notagiao
descrita na Tabela (3.1), P(g0) € P(z,r), respectivamente. Além disso, como estes novos
pontos de equilibrio foram encontrados numericamente, utilizaremos apenas trés algarismos
significativos para apresentd-los. Contudo, todas os célculos foram realizados com precisao
dupla.

No segundo caso, consideramos 8™ = 7 /2. Neste caso, os dipolos se alinham ao campo,
tornando o ponto (7/2,7/2) o tnico ponto de equilibrio estavel a medida que a intensidade do
campo aumenta. Na Figura (4.10) temos a dinAmica de atra¢do para y* = 0.6, como 0s novos
pontos de equilibrio A=(0.20,0.20) e B=(2.94,2.94). Na Figura (4.11), temos a bacia de
atragéo para ¥* = 1.8, com os novos pontos de equilibrio, A=(0.64,0.64) e B=(2.49,2.49).

No terceiro caso, consideramos uma orientagdo qualquer, 0™ = 7/10. Para y* = 0.5, os
novos pontos de equilibrio estdveis sdo o A=(0.04,0.04) e o B=(3.08,3.08), cuja dinimica
de atracdo estd representada na Figura (4.12). Em y* = 0.9, os novos pontos de equilibrio
estaveis sdo o A= (0.07,0.07) e o B= (3.01,3.01) e a bacia de atrac@o € representada na
Figura (4.13). Assim como no primeiro caso, a medida em que aumentamos a intensidade do

campo, o ponto A tende a se tornar o inico ponto de equilibrio estdvel do sistema.



56 Dois Dipolos na Presenga de Um Campo Externo

Diferentemente das bacias de atrag@o apresentadas no primeiro caso, para o segundo
e terceiro casos temos uma complexidade maior. Em ambos os casos, as bacias de atragdo
séo assimétricas, podendo ser facilmente observado quando 6* = 7/> nas Figuras (4.10) e
(4.11). Nota-se que obtemos formas totalmente diferentes do que tinhamos para a bacia de
atracdo com ¥* = 0 e nas bacias de atragéio com orienta¢do 6* = 0. Com 0" = 7/i0, a forma
da bacia ainda é mais parecida com a bacia de atra¢do com ¥* = 0 e nas bacias de atragio

com orienta¢do 6* = 0, porém hé perda simetria.

Convergéncia para 0 equibrie A+
Convergéncia para 0 equibrio B *

Convergéncaa para o equiibric A +
Convergéncia para o equibrio B %

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.10 Bacia de atracdo do sistema Figura 4.11 Bacia de atracdo do sis-
(4.8) para os pontos de equilibrio A e B tema (4.8) para os pontos de equili-
emy =0.6e 0" =7/, brioAeBemy, =1.8¢e 0" =7/

7  [(emmmmmmt] 7 T [ Cnmmmemmet -

5
5
4
!'
2
1
0

0

1 2 3 4 5 6 6

Figura 4.12 Bacia de atracdo do sistema Figura 4.13 Bacia de atracdo do sis-
(4.8) para os pontos de equilibrio A e B tema (4.8) para os pontos de equili-
emy =0.5¢ 0" =7/o. brioAeBem y" =0.9e 6" =7/0.
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4.3 Bifurcacoes

Para encontrarmos as bifurcagdes que o sistema sofre a medida em que alteramos
os pardmetros y* e 6%, vamos usar o0 Método da Continuacéo descrito no Capitulo 2 na
subsegdo 2.3.4. Com este método, podemos encontrar os valores criticos ¥, e 6, nos quais
as bifurcagcdes acontecem. Além disso, com este método, podemos construir o diagrama
de bifurcagdo do sistema. Esta tarefa, porém, ndo € facil. Para construirmos os diagramas
de bifurcacdo, apenas o Método de Continuacao ndo € suficiente, pois quando a bifurcagao
acontece, a matriz jacobiana do sistema € singular e a continuacdo ndo pode ser levada
adiante. Assim para a construcao desses graficos utilizamos trés métodos numéricos. O
primeiro é o0 Método da Continuagdo para determinar o conjunto dos pontos de equilibrio de
Y* = 0 até a primeira bifurcagdo. O segundo método é o Método Runge-Kutta de 4 Ordem,
utilizado para verificar a estabilidade dos pontos de equilibrio encontrados, isto €, para cada
configuracdo do sistema, simulamos sua evolugdo temporal para diversas condicdes iniciais
e verificamos para onde o sistema evoluiu. Finalmente, o Método de Newton—Raphson é
usado para determinar o primeiro ponto de equilibrio depois de alguma bifurcagdo, para
que possamos aplicar novamente o Método da Continua¢do até uma nova bifurcacdo. Nos
diagramas de bifurcacio, indicamos por linha cheia os pontos estdveis e por linha tracejada
os pontos instaveis. Além disso, utilizamos o grifico das interse¢des das equagdes Vi € V,
para verificacdo dos resultados. Utilizamos os dados gerados através da implementagao dos

métodos numéricos e o software gnuplot para elaboracio dos graficos.

4.3.1 Bifurcacoes causadas pela intensidade do campo externo

A partir das bacias de atrac@o dos trés casos citados na se¢ao anterior, ja constatamos
que hd bifurcagdes causadas pela intensidade y* do campo externo, pois observa-se a mudanca
de estabilidade de alguns pontos de equilibrio. Assim, como no estudo das bacias de atragao,
abordaremos os mesmos trés casos. Nos casos estudados, encontramos e classificamos seis
tipos de bifurcacdes, sendo trés delas diferentes das bifurcacdes convencionais mencionadas

no Capitulo 2.
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Nos dois primeiros casos, em que o campo externo € aplicado com orientacdes que sao
as mesmas do ponto de equilibrio do caso y* = 0 (auséncia de campo externo), conseguimos
encontrar analiticamente os pontos de bifurcagdo através dos autovalores da matriz jacobiana

do sistema (4.8), dada por:

Jac(é)l, 92, Vi, Vz) = ’ 4.9)
A3z Az -1 0

Ay Ay 0 —1

sendo
A3; = sin6;sinB, —2cosH;cosB, — 0" cos (6 — 0%),

Az = 2sin 0; sin 6, — cos B cos 6;,

32 1 y) 1 y) (4.10)
Ap = 2sin 0 sin 8, — cos 01 cos 6,
Aq; = sin6;sinB, —2cosH;cosB, — 6" cos (6 — 6%),

e de sua condi¢do de singularidade.

Nesses casos, € possivel resolver as equagdes de maneira simples. Para outros casos,
as bifurcacgdes sdo calculadas a partir do Método da Continuagdo, e os valores ¥, serdo
apresentados com trés algarismos significativos. Além disso, utilizaremos a nota¢ao de ponto
de equilibrio do sistema sem o campo externo (3.1) ao nos referimos aos pontos que derivam

desses pontos.

Caso 1: Orientacio 6 do campo igual a orientacao dos dipolos em um ponto estivel na

auséncia de campo

Na primeira configurag¢do do campo externo, consideramos 6 =0 e 0" = 7. Para
ambas orientagdes ocorrem trés bifurcacdes no sistema: uma em . = 1, outraem ¥ = 2.10
eoutraem ¥, =3. Em ¥, =1 e ¥ = 3 ocorre a destrui¢do de pontos de equilibrio. No
entanto, em ¥+ = 2.10, como foi citado na se¢do 3.2, Pz € Po,) m sua estabilidade

mudada, em 6 =0 e 6" = 7, respectivamente, sem a destrui¢do ou criagdo de novos pontos.
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Para 6 = 0, essas bifurca¢es ocorrem no ponto P(z,x), como mostrado na Figura
(4.14). Nesta figura, observa-se o diagrama de bifurcacdo dos pontos de equilibrio que t€ém
8 = 7/2, 7 e 37/2 quando y* = 0. Quando Y, = 1, os pontos de equilibrio instdveis Pz, x5)
€ P(zp,3/,) migram na dire¢do ao ponto de equilibrio estével Py r). De fato, isto pode ser
melhor visualizado na Figura (4.15). No ponto Pz r, a primeira bifurca¢do que acontece ¢
uma bifurcacdo tridente subcritica, em que os dois pontos instdveis desaparecem e o ponto
de equilibrio estdvel se torna instavel. Através da andlise das bacias de atracao, observadas
nas Figuras (4.4) e (4.5), P(ﬁm se torna uma sela, com a Unica direcdo estavel sendo a reta
6, = 0,.

A segunda bifurcacdo acontece em ¥ = 2.10. O ponto P(zx) deixa de ser uma sela,
com uma direcdo estdvel, e passa a ser um ponto totalmente instavel. Os pontos de equilibrio
P(ajp,xr) € Pans 3n/) migram em diregdo do ponto de equilibrio instdvel Pz 5. Em . =3,
08 pontos Pz, z/r) € Panj, 3x) desparecem e o ponto Pz z) permanece instdvel, como pode
ser observado nas Figuras (4.16). Esta bifurcacdo ¢ muito parecida com a bifurcacao do
tridente, mas ndo € dos tipos subcritica ou supercritica. Batizamos esta bifurcacdo de tridente
instavel.

Para intensidades 7, > 3, o sistema permanece com apenas 4 pontos de equilibrio.
Além do ponto instavel Py r),08 pontos Py o) sdo instaveis e Pg z), que ndo sofrem
nenhuma bifurcacdo e continuam no mesmo ponto, independentemente da mudanga da
intensidade do campo externo. O mesmo acontece com o unico ponto estével o ponto P(q ),
como podemos ver no diagrama de bifurcagdes do sistema em trés dimensdes na Figura

(4.14).
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Figura 4.14 A imagem a esquerda mostra o diagrama de bifurca¢io do sistema, com 6™ = 0,
em relagdo ao angulo 0y, onde o eixo X representa ¥* e o0 eixo y representa 6;. As imagens
superior direita e inferiores sdo o diagrama de bifurcacio do sistema em trés dimensdes em
diferentes perspectivas, onde o eixo X, eixo da direita, representa y*, o €ixo y representa 0; e
0 e eixo z representa 6,.

Figura 4.15 Bifurcagéo tridente subcritica em ¥ = 1 com campo externo na orientagio
0" = 0, onde o eixo x representa o angulo 0; € o eixo y representa o angulo 6,. Na imagem
a esquerda, ¥* = 0.80; na imagem do centro, ¥* = 0.90 e na imagem a direita, 7 = 1.
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\

e — — -
0 1 2 3 4 s 6 0 1 2 3 4 5 3 0 1 2 3 4 s 3

Figura 4.16 Bifurcac@o tridente instdvel em 9: = 3 com campo externo na orienta¢do 6* = 0,
onde o eixo x representa o angulo 6 e o eixo y representa o angulo 6,. Na imagem a
esquerda, ¥* = 2.80; na imagem do centro, ¥* = 2.90 e na imagem a direita, 7. = 3.

Para 0™ = 1, as trés bifurcagdes descritas anteriormente ocorrem no ponto P,0)- Em
Y+ = 1, temos a bifurcagdo tipo tridente subcritica, como visto na Figura (4.17). O ponto
P(0,0) colide com os pontos derivados dos pontos instaveis Px/, 3x/) € Psxp,7/2), tornando-se
instavel, e estes pontos sdo destruidos. Através da andlise das bacias de atragdo, P(o ) se
torna uma sela, com a tnica direc¢do estdvel sendo a reta 0; = 6,. Posteriormente, quando
Y* aumenta até 2.1, P00 torna-se totalmente instavel. Em Y+ = 3, a terceira bifurcagdo
também ocorre no ponto P ), onde hd a colisdo de 3 pontos instaveis, desaparecendo 2
deles e permanecendo P(q ¢ (instavel), ocorrendo novamente a bifurcagdo que nomeamos
de tridente instavel, como ilustra na Figura (4.18). A partir dessa intensidade, o sistema

permanece com apenas 4 pontos de equilibrio, sendo o tnico ponto estavel Pz 7).

\L:l;\

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.17 Bifurcagéo tridente subcritica em ¥ = 1 com campo externo na orientagio
0" = 7, onde o eixo x representa o dngulo O; e o eixo y representa o Angulo 6. Na imagem
a esquerda, ¥* = 0.80; na imagem do centro, ¥* = 0.90 e na imagem a direita, 7 = 1.
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Figura 4.18 Bifurcagéo tridente instdvel em ¥, = 3 com campo externo na orientagéo 6 = ,
onde o eixo x representa o angulo 0; e o eixo y representa o angulo 6,. Na imagem a
esquerda, y* = 2.80; na imagem do centro, ¥* = 2.90 e na imagem a direita, ¥ = 3.

Caso 2: Orientacio 6" do campo igual a orientacio dos dipolos em um ponto instiavel

na auséncia de campo

No segunda configuragdo de orientagdo do campo externo, consideramos 0 =7/2 e
0™ =37/>. Neste caso, ocorrem duas bifurca¢des, uma em ¥: = 1 e outra em . = 3, porém
n0s pontos Pz, x/r) € Psnjy 3n)s)-

Para 0" = 7/2, em 7 = 1 temos a bifurcagio tridente instdvel, envolvendo 3 pontos
instaveis, Pz 0), Po,x) © Prppnp)- A medida em que a intensidade aumenta, os pontos
instaveis Pz o) € Po,r) migram em dire¢do ao ponto instavel Pz, 3z). E em Yi =1, 0s
trés pontos colidem, restando apenas o ponto instavel Pz, 3n)y)-

Em 97 = 3, temos a bifurcacdo tridente supercritica, envolvendo os dois pontos
estaveis do sistema, P(g,0) € P(z,x)» € 0 ponto instavel Pz, z/,). Os pontos estaveis P ) €
Pz x). @ medida em que a intensidade aumenta, migram para o ponto instavel Pz, = /). Em
Y+ = 3, os trés pontos colidem, restando apenas Pz xp)> que deixa de ser instavel e passa a
ser estavel.

Para 6" =37/, em ¥y = 1, na Figura (4.19), temos uma bifurcagdo do tipo tridente
instavel envolvendo trés os pontos instaveis: Pz o), P(o,x) €P(x/p /). A0 aumentarmos a
intensidade do campo externo, os pontos instaveis Pz o) € P (g x) se¢ movem em dire¢do ao
ponto instavel P(z/, z). Entdo, em Y+ =1, os trés pontos colidem, restando apenas o ponto

instavel Pz, zp).
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0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.19 Bifurcagdo tridente instdvel em ¥ = 1 com campo externo na orienta¢do 6" =
3n/2. O eixo x representa o angulo 6; e o eixo y representa o angulo 6,. Na imagem a
esquerda, ¥* = 0.80; na imagem do centro, ¥* = 0.90 e na imagem a direita, ¥ = 1.

Em 7y = 3, como pode ser observado na Figura (4.20), temos a bifurcagéo tridente
supercritica envolvendo os dois pontos estaveis do sistema, P o) € Pz x). € 0 ponto instavel
Pnp ). Os pontos estaveis Pg o) © P(g q). @ medida em que a intensidade aumenta,
migram para o ponto instavel P(z/, z). Em Y: =3, os trés pontos colidem, restando apenas

P32y que deixa de ser instavel e passa a ser estavel.

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.20 Bifurcagéo tridente supercritica em ¥ = 3 ¢ com campo externo na orientagio
0* =37/2. O eixo x representa o angulo 6; e o eixo y representa o dngulo 6. Na imagem a
esquerda, y* = 2.80; na imagem do centro, ¥* = 2.90 e na imagem a direita, ¥ = 3.

Caso 3: Orientacdo 6™ em um angulo qualquer

Nesta terceira configuragio possivel para a orientagdo do campo externo, 8 pode ser
qualquer angulo ndo alinhado a nenhum dos pontos de equilibrio obtidos para ¥* = 0. Agora,

obtemos um tipo de bifurcacdo que ndo observamos nos casos anteriores.
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Figura 4.21 Bifurcagdes tridente instdvel (imagens superiores a esquerda e a direita) e sela-n6
(imagens inferiores a esquerda e a direita), em ¥, = 1.34 e 7 = 1.65 respectivamente, com
0* = 7/s. Nestes graficos, o eixo x representa o angulo 0; e o eixo y representa o angulo
0,. Na imagem superior a esquerda y* = 1.30, na imagem superior a direita y* = 1.40, na
imagem inferior & esquerda y* = 1.50 e na imagem inferior a direita y* = 1.60.

Para 0" = 7 /s, por exemplo, a primeira bifurcagdo ocorre em 7y = 1.34. Neste ponto,
temos a colisdo dos pontos de equilibrio identificados como os pontos Pz ), Po,z) €
Panp 37, todos instdveis, restando apenas 0 ponto Psxj, 3x,) instavel. Esta bifurcac¢ao € do
tipo tridente instdvel. Quando y* é aumentado para ¥, = 1.65, o ponto de equilibrio estdvel
originado de Pz 5 colide com o ponto de equilibrio instével originado de Pz, x/). Nesta
colisdo, os dois pontos de equilibrio deixam de existir. Isto €, portanto, uma bifurcacdo do
tipo sela-no, tal como apresentamos na sec¢ao 2.2.2 do Capitulo 2. Estas bifurcacdes podem

ser vistas com mais detalhes nas Figuras (4.22) e (4.21).
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Figura 4.22 Diagrama da bifurcagio sela-n6 em 9 = 1.6 com 0™ = 7/s. Na primeira imagem,
0 eixo x representa y* e o eixo y representa o angulo 0;. Na segunda imagem, o eixo x
representa o angulo 60, o eixo y, eixo da direita, representa o angulo 6, e o eixo z representa

Y.

Para 0" = 7/4, as bifurca¢des ocorrem em ¥ = 1.18 e § = 1.51, como visto nas
Figuras (4.23) e (4.24). A medida em que a intensidade aumenta, os pontos instiveis
P(z.0) € Po,z) migram em dire¢do ao ponto instdvel P(xy, 3x5). E em Yy = 1.18, temos uma
bifurcagdo tridente instavel. Os trés pontos colidem e os pontos Pz ¢y, P(g,z) sdo destruidos,
restando apenas 0 ponto Pz, 3 instavel. Quando y* é aumentado pra ¥ = 1.51, temos
uma bifurcagdo sela-n6. O ponto estavel Pz 5y colide com o ponto instavel Pz, zp), €,

consequentemente, ha a destruicao de ambos.
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Figura 4.23 Bifurcagéo tridente instdvel em ¥ = 1.18 com 0" = 7/4. O eixo x representa o
angulo 0; e o eixo y representa o angulo 6;.
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Figura 4.24 Bifurcagdo sela-né em 9 = 1.51, com 8™ = 7/4. O eixo x representa o dngulo 6;
€ 0 eixo y representa o angulo 6,.

Um outro exemplo é obtido para 8% = 7/20. Neste caso, ocorrem quatro bifurcagoes,
ilustradas nas Figuras (4.25), (4.27) e (4.26). Uma delas € uma bifurcacdo sela-n6, que
aparece agora de uma forma diferente, com a criacdo de dois pontos de equilibrio.

A primeira bifurcagio é uma tridente subcritica, e ocorre em ¥, = 1.02 envolvendo
trés pontos, Pz 1), Pzpp3xp) € Panpap).- A medida que aumentamos a intensidade, os pontos
P(ajpsnfr) € Plnpajn) migram em dire¢do ao ponto Pz z). Em ¥ = 1.02, os trés pontos
colidem e 0s pontos Px/, 3z/) € Panj, x5y s80 destruidos, restando apenas o ponto Py r), que
se torna instavel. E assim, nessa intensidade, temos seis pontos de equilibrio no sistema.

A segunda bifurcag@o € uma tridente instavel, com diagrama de bifurcacdo represen-
tado na Figura (4.25), e ocorre em ¥: = 1.60. A bifurcac@o envolve trés pontos instiveis
Pnp sy Piro) € Pox)- A medida em que a intensidade aumenta, como podemos observar
no diagrama de bifurcagdo na Figura (4.25), os pontos Po z) € P(z0) se aproximam do ponto
Py Em Y+ = 1.60, trés pontos colidem e os os pontos Po,r) € P(z0) sdo destruidos,
restando apenas 0 ponto P, 3x), que permanece instavel. Nesta intensidade, ha quatro
pontos de equilibrio no sistema.

Em 7y = 1.78 ocorre a bifurcagio sela-nd, porém agora de maneira um pouco dife-
rente, pois sdo criados dois novos pontos. Chamamos esses pontos de Ponto Novo 1 e Ponto
Novo 2, representados nas Figuras (4.27) e (4.26). Deste modo, nessa intensidade, o sistema
volta a ter seis pontos de equilibrio. A ultima bifurcagio, em ¥ = 2.05, é uma sela-n6

N

instavel na qual dois os pontos instéveis Pz z) € P/, x5y colidem e ambos sdo destruidos. A
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medida que a intensidade aumenta, esses dois pontos instaveis se movem um em dire¢do ao
outro e, em Y- = 2.05, colidem e sdo ambos destruidos. A partir dessa intensidade, o sistema

fica com quatro pontos de equilibrio, sendo P(g o) 0 tnico estavel.

e
. o) "o ----
.. cone ; ()
.. (30¥/2,3pi/2) ; —---
Rt .- ; (3p¥2,3pi/2)
sl . (30i2.2002) s Goi2,3p12) ===~

Figura 4.25 Bifurcagdo tridente instavel com 6" = 7/20. O primeiro gréfico representa o
diagrama de bifurcacdo em relacdo a 6;, o eixo y representa 0 e 0 e eixo x representa
Y*. O segundo grafico representa do diagrama de bifurcacio onde o eixo x, eixo da direita,
representa y*, o eixo y representa 6; e o eixo z representa 6.
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Figura 4.26 Diagrama de bifurcagdo com 0* = 7/20. O primeiro grifico representa o diagrama
de bifurcacéo em que o eixo x representa y*, o eixo y representa 0;. O segundo grifico
representa o diagrama de bifurca¢do em que o €ixo x representa y* € o €ixo y representa 6.

E importante ressaltar que, na Figura (4.26), apesar de haver um cruzamento dos
pontos Pz z) € Ponto Novo 1 e, também, dos pontos Pz, =) € Ponto Novo 2, esses cruza-
mentos ndo representam novas bifurcacdes. Esses cruzamentos se dao apenas por causa da
projecdo no plano do diagrama de bifurcacio que € originalmente um gréfico tridimensional,

como visto na Figura (4.27). Os pontos 6, correspondentes a estes pontos de cruzamento sao
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diferentes em cada um dos ramos e portanto, o cruzamento dos ramos ndo configura uma

bifurcagao.

u . . - Ponto Novo 1 ====

. . . . Ponto Novo 2 == ==

(pi0) ===*

- - [DrDI] ===

i N\ - ; (3p/2,3py2) == ==

L * * (3py2,3py2) ===~
N (0,0)

L= S R VS RN I = |
i\ T

¢

’

L

-

Figura 4.27 Bifurcagdes com 8™ = 7/20. O gréfico representa o diagrama de bifurcagéo. O
eixo x, eixo da esquerda, representa ¥*, o eixo y representa 6; e o €ixo z representa 6,

Com a orientagdo 8™ = 7/10, temos uma situac¢do similar a de 6 = 7/20. Neste caso,
também ocorrem quatro bifurca¢des mas, agora, em um mesmo ¥, ocorrem duas bifurcagdes.
Em 7’ = 1.14, temos uma tridente subcritica, envolvendo os pontos Pnprajys Peappnpy €
Pz A medida que a intensidade aumenta, os pontos instdveis Parprp) € Pajsnp) migram
na dire¢do do ponto estavel Pz 7). Em Ys = 1.14, os trés pontos colidem, restando apenas o
ponto Pz z), que deixa de ser estdvel, tornando-se instéavel.

Em ¥, = 1.49, temos a bifurcagdo tridente instdvel envolvendo a colisdo dos pontos
instaveis Pz o), P(o,x) © P(3rs,37)- Os dois primeiros pontos sdo destruidos, restando apenas
0 ponto instével Pz, szp).-

Em ¥} = 2.05, ocorrem duas bifurcagdes: uma bifurcagio sela-né instavel e uma
bifurca¢do sela-nd. A bifurcagdo sela-n6 instavel envolve os pontos instaveis Py ) €

Pxp,x2)» que colidem e ambos sdo destruidos. A sela-n6 envolve a criagdo de dois novos
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pontos, nomeados Ponto Novo 1 e Ponto Novo 2, representados na Figura (4.28). Esta

complexa estrutura de bifurcacdo ainda precisa ser melhor investigada.

7 T 7 T
(pi/2,p/2) (pV2,p/2)
Ponto Novo 1 ==== Ponta Novo 1 == ==
— PontoMovo2 ==== [ Ponta Novo 2 == ==
B e (pi,0) ===~ B (pi0) ===
Teeel p)====1 7 TTEelll (0,pi) == ==
(3pi2,301/2) = === -~ (3012,3p/2) = ===
(3pi2,3py/2) = === te (3py2,3py2) ====
~ (pipi) = === K (pi,pi) == ==
5f . (pipi) === 5t (pipi) ===~
epmmean N @pi2py2) ==== | e (3pi/2,pi2) ===~
e ———— L Wiz3pp2) ==== | [ TEEIIImeeee L (pi2,3py2) === =
___________________________ (0,0) =—— .. T e 0,0) ——
4 "‘~\\ ............. .| 4 Tl et e =
__________ ‘_-}‘:.»-" "---"".—-‘-‘_"__,
3 _"""_-__ﬁr ___________________________ 3 —-—‘—-__ﬁ:_ ______________________________
2f . 2
o 1 B
0 0
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Figura 4.28 Diagrama de bifurcagdo com 6" = 7/i0. O eixo y representa 6; no primeiro
grifico e 6, no segundo gréfico e eixo x representa ¥*, em ambos os gréficos.

Tabelas

Pelas Tabelas (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) e (4.3) em que copilamos os resultados das
bifurcacdes anteriores, podemos observar que as bifurcagdes ocorrem em conjuntos de pontos
especificos como {Pxs, 35, Pissps.a)s Pla) b { Py Piro) § € {Pensnin)s Plog)s Plro) }-
Além disso, a bifurcacido mais frequente € a tridente instdvel, ocorrendo em todas as orienta-
coes escolhidas. H4 também uma tendéncia do sistema ter apos todas as bifurcacdes terem

ocorrido, apenas quatro pontos de equilibrio, sendo trés instaveis e um estavel.

Tabela 4.1 Bifurcacdo Tridente Subcritica

0" | v Pontos Envolvidos Final

T 1 P(O,O) ) ,P(ﬂ/zﬁn/z) P(37r/277r/2) P(Qp) instavel

0 1 P(n,n) ) P(”/2’37r/2)7)(3ﬂ/27n/2) P(fwr) instavel

T/i0 | 1.14 Prmy PiappapyPerprp) | Pla,x) nstavel
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Tabela 4.2 Bifurcacio Tridente Supercritica

0* | v | Pontos Envolvidos Final

”/2 3 P(n,n) , 77(070)73@/2,”/2) 77(7:/2771/2) estavel

3L | 3| Plam)s Po,0)Perpinp) | Pexp,p) estivel

Tabela 4.3 Bifurcagdo Sela-n6 Instdvel

0* | v, | Pontos Envolvidos Final

#/10 | 1.75 | P(z)sPpap | Ambos destruidos

/20 | 2.05 | P(zz)sPrpap | Ambos destruidos

Tabela 4.4 Bifurcacdo Sela-n6

0" | v | Pontos Envolvidos Final

%o | 1.65 |  P(xn),Paprpy | Ambos sdo destruidos

T4 | 151 | Paa),Paprpy | Ambos sdo destruidos

3/ | 1.50 | Po,0ys Plajorp) Ambos sdo destruidos

S/ | 1.50 | P00y, Parppmpy | Ambos sdo destruidos

/3 | 1.59 P0,0):P0,0) Ambos sdo destruidos

Sl | 1.57 | P,0)s Pap) | Ambos sdo destruidos

"mfe | 1.57 | Po,0), Pprpsnpy | Ambos sdo destruidos

4nf3 1 1.57 | Po,0), Ppxpsxp) | Ambos sdo destruidos

"zfo | 1.57 | Pz gy, Penpnpy | Ambos sdo destruidos

/3 | 1.57 | Pz gy, Ppapnpy | Ambos sdo destruidos

*/s | 1.52 | Pam)sPpsn | Ambos sdo destruidos

/o | 1.51 | Pz z), Papapy | Ambos sdo destruidos

/o | 149 | Py, Papap) Dois novos pontos

m/o | 1.78 Pappna Dois novos pontos
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Tabela 4.5 Bifurcagdo Tridente Instivel

0" | v Pontos Envolvidos Final

T/ 1 Pr.0): Po.r)Pinpppnpy | Prpanpy instavel

SR Px0):Po.x)> Pspap) | Plapap) instivel

n 3 P0,0)s Pxp,e2)s Pan o pn ) Pio,0) instavel

0 3 | Paan)s Piapapys Porppnpy | Pla,p) instavel

o | 1.34 | Py Pog)Pexpnp) | Ppxpsnp) instdvel

T4 | 118 | Prroys Plog)Pexpnp) | Ppxpsnp) instdvel

3fa | LI | Pro), Poom)Ppnppnpsy | Py instdvel

Sl | 118 | P(r o) Pox)s Piajs,p) P(x/o,x5) instavel

/3 | 1.07 Pz,0)s Po,7)Pansopnp) Panp sy Instavel

Stfe | 1.34 Pr0)s Po,7)Pansopnp) Panpy 3y Instavel

nfe | 1.34 P(ﬂ,O) , P(O,n) , P(;:/Z,n/z) P(n/z’n/z) instavel

an/z | 1.07 Pz0), Po.x): Prpap) P(x)o,2) instavel

H7fs | 1.34 Pz.0):Po,x) Pirpp) Pnjo,x5) Instavel

st/3 1 1.07 Pz0), Po.x): Pirpap) Pn)p,x5) instavel

Tho | 1.6 Pr0) Po,g)Pnsanp) Parpy 3y instavel

T/10 | 1.49 P2.0): P0,7)P(ansopn ) Pnpp,3np) instavel

T/s | 1.27 Pr.0): P0,7)P(anso ) Pnpp,3np) instavel

3n/10 | 1.11 P2.0): P0.m)P(nso o) Pnpp,3np) instavel

4.3.2 Bifurcacoes causadas pela orientacao do campo externo: resulta-

dos preliminares

Além das bifurca¢des causadas pela variagdo da intensidade y* do campo externo,
também analisamos as bifurca¢des causadas pela orientagdo 6% do mesmo. Diferentemente
do caso da intensidade, como 6* é um angulo, os seus valores estdo restritos ao dominio

[0,27). Isto se deve ao fato do sistema ser periddico de periodo 27. Assim, como veremos,
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pontos de equilibrio que por ventura sejam destruidos a2 medida que 6* aumenta a partir de 0,
devem ser recriados para algum valor de 6% < 2.

Para a andlise das bifurcacdes em 6", escolhemos fixar a intensidade do campo
externo apds analisar as Tabelas (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) e (4.3). O valor escolhido foi
y* = 1. Fixada a intensidade em y* = 1, que foi um dos tnicos ¥, encontrados analiticamente,
encontramos as bifurcacdes, que mostramos na subsecao anterior. Temos uma bifurcagao
em 73(0’0), ocorrendo em 6 = 7, como mostra a Figura (4.29), do tipo tridente subcritica
com a colisdo dos pontos P(zj, 3r), P(snjr.n/2), P(0,0), com a destrui¢do dos dois primeiros
pontos e restando apenas P(q o) instavel. De fato, a Figura (4.29) representa a evolugao da
bifurcagdo: os trés pontos envolvidos Pxs, sz, P(3n/s 21, P(0,0) parecem estar longe um dos
outros porém, por causa da periodicidade do sistema, eles estdo relativamente préximos e
interagem entre si. O ponto P ) tende, de fato, ao ponto (0,0) a medida em que 0" se
aproxima de 7. O ponto Pz, 3,) se aproxima, pela parte superior, do ponto (0,27m), que é
idéntico ao ponto (0,0). Similarmente, 0 ponto Psx/, z/,) se aproxima do ponto (27,0) que
também é idéntico ao ponto (0,0). Desta forma, esses trés pontos interagem, quando 0™ = &
em uma bifurcagdo tridente subcritica, restando apenas o ponto P ¢)-

Chamamos atencao para o fato de que, na Figura (4.30), a bifurcacdo acontece no
ponto 6 = 0. Para valores a esquerda ou a direita de 0, ou seja, pr6ximos a 27 e e logo
apos 0, a estrutura inicial da bifurcacio € percebida, ou seja, os trés pontos de equilibrio
originais voltam a existir. Parece haver duas bifurcagdes tridentes subcriticas consecutivas: a
primeira quando 6" varia de 27 para O e a segunda quando 6* > 0. Em ambas, os pontos
InStaveis Pzp 32/2), P3njyap) € Pr x> € 0 ponto estavel Pz 7y estdo envolvidos. Na primeira
bifurcacdo, em Gc* = 0, ocorre a bifurcagdo do tipo tridente subcritica com a colisdo dos
pontos Pz, x) € Psnjy nss), restando Py 7y instdvel. Na segunda bifurcagio neste ponto, os

pontos instaveis Pz, x5y € Panpy xp) voltam a existir e 0 ponto P ) volta a ser estével.
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\ \ le. ~ A N N
o 0
o 1 2 3 4 B s o 1 2 3 4 s s o 1 2 3 4 5 .

Figura 4.29 Bifurcagdo tridente subcritica em intensidade fixa y* = 1 na orientagéo 0" = 7.
O eixo x representa o angulo 0; e o eixo y representa o angulo 6,. Na primeira imagem,
0" = 0.87; na segunda imagem, 6* = 0.957, e na terceira imagem, 6" = T.

0 o 0
0 1 2 3 4 s 6 o 1 2 3 4 5 3 0 1 2 3 4 s 3

Figura 4.30 Bifurcac@o tridente subcritica em intensidade fixa y* = 1 na orientagdo 6™ = 0.
O eixo x representa o angulo 0; e o eixo y representa o angulo 6,. Na primeira imagem,
0" = 6.2; na segunda imagem, 0" = 0, e na terceira imagem, 6% = 0.1.

A terceira bifurcag@o ocorre em 6, = 7/2, onde temos uma bifurcagéo tridente instdvel
envolvendo os pontos Pz 0y, P(o,z) € Panjs 7). restando Psxj, sxp instavel. Finalmente, a
quarta bifurcagdo em 6, = 37/2, envolve Pz o), P(0,z) € P(x)p,x»), Testando apenas Pz, =)
instadvel. Ambas bifurcagdes estdo representadas no diagrama de bifurcagdo na Figura (4.31).

A Figura (4.31) mostra as bifurcagcdes que os pontos de equilibrio sofrem a medida em
que 6" aumenta. Note que, em 6" = 0, temos seis pontos de equilibrio ja conhecidos, pois,
neste ponto, hd para ¥ = 1, uma bifurcagio tridente subcritica, tal como descrito na se¢éo
anterior e, em particular, na Figura (4.15). A medida que aumentamos 0*, percebemos que
hd uma primeira bifurca¢do em 6 = 7/2, envolvendo os pontos de equilibrio Pz0): Po,x) €
Panp 7). Esta bifurcagdo ndo pode ser totalmente caracterizada pois, como pode ser visto
na Figura (4.31), ndo foi possivel continuar os resultados do ponto Pz, 3z/,) para além desta
bifurcacio devido a um problema no método nlimerico para encontrar o préximo ponto apos

esta bifurcacdo. Esta andlise ainda estd em curso.
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Quando 6" aumenta para 6 = 7, hd uma bifurca¢do que ocorre no ponto P0,0) que
se torna instével, como visto na Figura (4.15). Note que, a partir de 6 = 7 ndo conseguimos
evoluir a continuagdo do ponto P ). Observe também que neste ponto, também hé o
cruzamento dos pontos Pz z) € Pz ). Como explicado anteriormente, originalmente o
diagrama de bifurcacdo € um grafico tridimensional e o diagrama de bifurcacdo apresentado
na Figura (4.31) € uma projecdo no plano desse grafico e, por esta razdo podem haver
sobreposicdes de ramos que ndo sdo bifurcacoes.

Finalmente, ao aumentarmos 6" até o valor 6 = 37/2, hd uma nova bifurcagio
envolvendo os pontos Pz 0y, P(o,z) € P(xp,.z/). Nao conseguimos continuar nenhum desses
pontos para além de 6 = 37/» e, portanto, ndo temos até o0 momento como caracterizar esta

bifurcacao.

0 1 2 3 4 3 ]

Figura 4.31 Bifurca¢des com y* = 1. O griéfico representa do diagrama de bifurca¢do em que
0 eixo x representa 6 e o eixo y representa 65.
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4.3.3 Conjectura

0 1 1 " 1 1 !

1] 1 2 3 4 5 6

Figura 4.32 Conjectura do diagrama das bifurca¢des com y* = 1. No gréfico, o eixo x
representa 0 e o eixo y representa 0.

Na Figura (4.32) mostramos uma conjectura do diagrama de bifurcacio para inten-
sidade fixa y* = 1 com os seis pontos de equilibrio, P o), P(z,z)> P(x,0)s P(0,x)» P(xp,5/) €
Panp,3xp) para 0* € [0,271), pois observamos que hd uma simetria nos diagramas obtidos e
a periodicidade em 6" deve ser respeitada. O grafico na Figura (4.32) mostra o diagrama
de bifurcagdo em relagdo ao 6,. Aqui, representamos (0,7) como (27, 7) para melhor
visualiza¢do da bifurcacao.

Como foi dito anteriormente, ndo conseguimos encontrar a continuac¢ao de alguns
pontos depois de uma bifurcacio, pois nesse ponto a matriz jacobiana do sistema € singular.
Para prosseguimos com a continuacao, precisariamos do proximo ponto em que o determi-
nante ndo se anularia, para a partir desse ponto prosseguir. No entanto, nenhum método
se mostrou eficaz em encontrar esse proximo ponto, o que impossibilitou a conclusao do
diagrama de bifurcagdo.

A partir da continuacdo ilustrada na Figura (4.31), utilizamos as simetrias do sistema
para construir transformagdes que geram um resultado que parece ser compativel com o

esperado para este sistema. Comparando este resultado com o diagrama apresentado na
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Figura (4.14), podemos observar a continua¢do do ponto Psx/, sz) apos a bifurcagdo em
0™ = 7 /2. Nao esta claro que tipo de bifurcacéo o sistema sofre neste ponto. Provavelmente,
¢ uma bifurcagdo transcritica cldssica, onde hd uma "troca" de ponto de equilibrio, mas agora
envolvendo trés pontos. Note que um desses pontos, precisamente 0 ponto Pz, 3z sai ileso
dessa bifurcagdo. Por fim, em 8™ = 37/2, temos uma nova estrutura similar a descrita no
pardgrafo anterior, mas agora envolvendo Pz oy, P(0,z) € P(zp,7/5)-

Para o ponto Prpanp), utilizamos a continuagdo do ponto Pz xp), com 6, —
6, +0.89w e 0" = 0" +7/2. Para o ponto P(x), zs,), utilizamos a continuagéo do ponto
Psnppsnpp) com 6y — 6, —0.89 e 6F = 6" +37/2. Para continuagdo de P a partir de
0" = m, utilizamos essa mesma continua¢do porém com 6, — —0, +2m e 0 = 6" + 7. Para
P(0,x) utilizamos a continua¢do do mesmo ponto com 6, — 6, —7/2€ 0" = 0" +37/>. Para
Pz ,0) utilizamos a continuagdo do mesmo ponto com ¢, — —6; e 0" =—-6"+2m.

A complexidade das bifurca¢des observadas quando 6* é o pardmetro de bifurcagdo é
muito superior as observadas quando y* era o parAmetro de bifurcagido. Ainda estamos traba-
lhando na melhoria dos métodos numéricos que devemos utilizar para capturar perfeitamente
as continuagdes de todos os pontos de equilibrio desse sistema. Somente assim podemos

testar nossa conjectura e construir o diagrama de bifurcacado correto desse sistema. Esta é

uma das proximas tarefas a serem levadas a cabo neste trabalho.
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Neste trabalho, estudamos a dindmica da interac@o entre dois dipolos magnéticos
planos, separados a uma distincia fixa e livres para girar. Nestas condi¢des, a dinAmica
€ ndo-linear e as oscilagdes do dipolos levam o sistema para uma de duas configuracoes
possiveis: os dois dipolos orientados na dire¢do 0 radianos ou na dire¢do 7 radianos. Estas
duas configuracdes correspondem aos dois pontos de equilibrio estaveis do sistema dentre os
oito ponto de equilibrio que identificamos para o sistema. Uma investigacao das bacias de
atracdo de cada um destes pontos mostrou que eles sdo igualmente provaveis dentro de um
conjunto de 6561 condig¢des inicias testadas.

Posteriormente, estudamos a configuracao em que um campo magnético externo foi
aplicado no sistema, de maneira que foi possivel controlar sua intensidade e sua orientagdo.
Ao alteramos essas propriedades, observamos que os pontos de equilibrio do sistema muda-
vam: novas configuragdes de equilibrio sdo obtidas para as orientagdes dos dipolos. Porém,
associadas estas mudancgas, foram identificadas bifurcacdes que mudam propriedades e a
quantidade dos pontos de equilibrio.

Identificamos cinco tipos de bifurcacdes que ocorrem em valores criticos de intensi-
dade e de orientacdo do campo aplicado. Neste ponto, o determinante da matriz jacobiana
do sistema € nulo. Trés dessas bifurcacdes sdo dos tipos convencionais (Sela-No, Tridente
Supercritica e Tridente Subcritica) e as outras duas nomeamos de Sela-N¢6 Instdvel e Tridente
Instavel. Observamos que, ao aumentarmos a intensidade do campo magnético externo,
o sistema tende a permanecer com quatro pontos de equilibrio, sendo apenas um estivel.
Utilizando uma combinacdo do Método da Continuagdo, do Método Newton-Raphson e do

Método Runge-Kutta de 4 Ordem, construimos os diagramas de bifurcagéo para classificar
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as bifurcacoes encontradas. O procedimento utilizado nesse trabalho mostrou-se bastante
eficaz para identificar as bifurca¢des causadas pelo aumento da intensidade do campo apli-
cado. Porém, as bifurcagdes causadas por mudangas na orientagdo sao mais complicadas
e encontramos dificuldades para determinar a continuacao de alguns pontos instaveis, im-
possibilitando a obten¢do do diagrama de bifurcacao completo. Propomos uma conjectura
de como achamos que deva ser o diagrama completo e € possivel que tenhamos bifurcagdes
similares a bifurcagao transcritica nesse sistema.

Para trabalhos futuro, € necessario estruturar métodos numéricos mais robustos para
obter a continuagdo de todos os pontos de equilibrio e verificar a consisténcia da conjectura
apresentada. Além disso, um outro problema que podemos estudar a partir deste € a interacao
entre trés dipolos livres para girar na presenca de um campo magnético externo. Antevemos

uma dindmica ainda mais complexa para este caso.
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