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Resumo

Neste trabalho, estudamos um sistema de equagdes do tipo Maxwell-Schrodinger buscando
solucdo e possiveis efeitos regularizantes devido ao acoplamento das equacdes se comparados
a regularidade esperada devido aos estudos de Guido Stampacchia com EDP’s simples.
Com esta finalidade, dedicamos parte do trabalho a uma retomada da Teoria de Stampac-
chia para regularidade de solu¢des de EDP’s e posteriormente, baseado no trabalho de Lucio
Boccardo [2], mostramos que o sistema estudado possui solu¢do e que as duas solucoes

possuem de fato uma regularidade melhor do que o esperado pela teoria com EDP’s simples.

Palavras-chave: Efeito Regularizante, Equacdes de Maxwell-Schrodinger, Sistema
Eliptico.






Abstract

In this work, we study a system of Maxwell-Schrédinger equations looking for a solution and
possible regularizing effects due to the coupling of the equations compared to the expected
regularity due to Guido Stampacchia’s studies with single PDE’s.

For this purpose, we dedicate part of the work to a resumption of the Stampacchia Theory
for the regularity of PDE’s solutions and later, based on the work of Lucio Boccardo [2], we
show that the studied system has a solution and that the two solutions actually have a better
regularity than the expected by theory with single PDE’s.

Keywords: Regularizing Effect, Maxwell-Schrédinger equations, Elliptic System.






Conteudo

Introducao

1

Definicoes e resultados preliminares

1.1 TeoremasdePontoFixo . ... ... ... ... ... ... ......
1.2 Espagos LP(X) . . . . . o e
1.3 Resultados de Convergéncia . . . . . . . . . . .. ... ... ...,
1.4 EspacosdeSobolev . . . . . . .. ...
1.5 Resultado de existéncia de solugdoparaEDP . . . . . . ... .. ... ..
1.6 Truncamentos de Stampacchia . . . . . . . ... ... ... ... .....
1.7 RegradaCadeia . . . . . . . . . . . . . . . i

Regularidade de Stampacchia

2.1 Integrabilidade de Solugdes,casom >N/2 . . . . . ... ... ... ...
2.2 Integrabilidade de Solugdes, caso (2*) <m < N/2 . ... ... ......
2.3 Integrabilidade de Solugdes, caso irregular, 1 <m < (2*) . . . . ... ...

Solucao para sistema de EDP
3.1 Existéncia de solucdo para o problema aproximado desacoplado . . . . . .
3.2 Estimativas de Energia para o problema aproximado desacoplado . . . . . .

3.3 Existéncia de solucdo para o problema acoplado . . . . . . ... ... ...

Efeito regularizante - parte 1
4.1 Efeitoregularizanteem @ . . . . . . . .. ...
42 0Dbservacies . . . . . . i e e e e e e e e

Efeito regularizante - parte 11
5.1 Efeitoregularizanteemu . . . . . . . . . ... . L Lo

5.2 0ObServagdes . . . . . . ..o e

29
30
32
34

46

52
57

61
62
72



xXvi Conteudo

Bibliografia 79



Introducao

No presente texto, discutiremos resultados sobre a regularidade de solucdes de equagdes do

tipo

—Au+h(xu)=f, Q
u=>0, 2Q.

6]

Sob condigdes adequadas, mostra-se nos cursos classicos de EDP que se f € LP(Q),
entdo as solugdes fracas de (1) pertencem a W7 (Q).

Estes resultados sdo conhecidos como Teoria de Calder6n-Zygmund e podem ser vistos
em [9].

O estudo da regularidade de solugdes de (1) consiste na andlise das propriedades das
solucdes fracas de (1), dependendo de qual espago de fungdes f pertencer ou das hipéteses
sobre A(-,-) ou Q.

Grosseiramente, na "Teoria de Calder6n-Zygmund", se f for mais regular entdao u sera
mais regular. O caso oposto foi investigado por diversos matematicos, dentre os quais
destacamos Guido Stampacchia. De maneira superficial, podemos estudar o comportamento
de u enfraquecendo as informagdes sobre f. Stampacchia fez importantes avancos neste
segundo ramo e a presente dissertacdo tratard de temas correlatos.

Nos trabalhos de Stampachia da década de 60, [11] e [12], em que lida com operadores
de segunda ordem com coeficientes descontinuos, observamos resultados significativos
no estudo da irregularidade de EDP’s. Todo este trabalho, conhecido como Teoria de
Regularidade de Stampacchia, fortaleceu o estudo das propriedades das solu¢des de EDP’s
simples e proporcionou um conjunto relevante de informacdes obtidas sobre as solucdes ou a

propria EDP caso se saibam informagdes sobre os dados.
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Sobre a Teoria de Stampacchia, de forma menos particular que em (1), serd importante

aqui o conhecimento de trés casos. Seja f € L™ (Q), dada uma equagio do tipo

—div(a(x,u,Du)) +h(x,u) = f emQ
u=>0 no 0Q,

2)

sob certas hipéteses, € conhecido pela Teoria de Stampacchia que
a) sem>N/2 entio ue€L”(Q) DWOI’Z(Q)
b) se (2°) <m<N/2 entio ucL™ (Q)NW,>(Q)
c) sel <m< (2") entdo ueclL™ (Q) ﬂWOI’m* (Q)

Nm o Nm
em

onde m* = — )
N—m N —2m

Os resultados a), b) e ¢) acima sdo todos 6timos, no sentido que ndo podemos, em geral,
esperar mais regularidade para solugdes de (2) nas hipéteses acima. Entretanto, uma questio
relevante € como a Teoria de Stampacchia poderia ser analisada no caso de um sistema de
equagoes acopladas.

Na realidade, recentemente em [2], Lucio Boccardo descobriu um fendmeno interessante
para solucdes de um sistema proposto por Benci e Fortunato em [1]. Em [2], Boccardo
obteve solucdes mais regulares do que a Teoria de Stampacchia garantiria, o que chamaremos
de "Efeito Regularizante."

Em [2], Boccardo nos apresenta o seguinte sistema

—div(M (x)Du) + @ (x)|u) ">u = f(x) >0,
—div(M (x)D@) = |u|".

3)

Este sistema serviu como base para um problema um pouco mais geral, problema este
que efetivamente foi tratado no seu artigo e também o problema que serd trabalhado na nossa
dissertacdo:

—div(M (x)Du(x)) + a(x) @ (x)g(u(x)) = f(x),

! (4)
—div(M(x)D@(x)) = a(x)G(u(x)),

Mas as origens de (3) remontam, como dito, a trabalhos de Benci e Fortunato em [1].

Eles iniciaram explorando o seguinte tipo de sistema
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1
—iAu — @ (x)u = ou )
AP = 4mu?,

conhecido como equagdes de Maxwell-Schrodinger. Neste trabalho, Benci e Fortunato
buscavam encontrar ndmeros reais e solu¢des para um outro sistema derivado de (5).

Na presente dissertacao, também buscamos encontrar solucao para o nosso sistema (4),
que aqui chamamos de equacgdes de Maxwell-Schrodinger em referéncia ao problema (5) que
o originou. Mas o objetivo principal deste texto, € investigar a (ir)regularidade das solugdes
desse sistema e, como jd dito, o comparativo entre os resultados obtidos para este sistema e o
que ja é conhecido pela Teoria de Stampacchia.

Posteriores ao trabalho de Boccardo aqui estudados nessa dissertagdo, temos, por exemplo,
os trabalhos de Riccardo Durastanti em [6] e de Boccardo e Luigi Orsina em [4].

Dito isto, o nosso trabalho se organizard da seguinte forma: primeiro teremos um Capitulo
1 de resultados preliminares, que servirdo de base para os nossos objetivos. Posteriormente,
no Capitulo 2, estudaremos a Teoria de Stampacchia para o caso particular de —Au. Aqui, serd
usado bastante uma importante ferramenta enunciada no Capitulo 1, que sdo os Truncamentos
de Stampacchia. Essas fungdes, que compostas com fungdes testes também podem ser usadas
como tal, facilitaram em muito a tarefa da busca por estimativas para as solu¢des das EDP’s.

No Capitulo 3 estudaremos um problema aproximado ao nosso sistema

—div(M (x)Du(x)) + a(x) @ (x)g(u(x)) = F(x),
—div(M(x)Do(x)) = a(x)G(u(x)),

(6)

onde F € L*(Q), com o objetivo de no capitulo seguinte poder garatir a existéncia de solu¢ao
para (4). Um resultado importante usado neste capitulo, serd o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder. Construiremos uma aplicagdo solucao S que relaciona as duas equagdes de (6) e
mostrando que S satisfaz as hipdteses do teorema, garantiremos solugao para (6).

Por fim, nos Capitulos 4 e 5 estudaremos os resultados de regularidade sobre o sistema
(4). O que sera chamado de efeito regularizante, por de fato o acoplamento das duas equagdes
produzir para as solugdes do sistema um resultado melhor do que o esperado pela Teoria de
Stampacchia para EDP’s simples. No Capitulo 4, trataremos da regularidade sobre a segunda
variavel e no Capitulo 5, a regularidade sobre a primeira variavel.

No Capitulo 4, sera obtido que o dado da segunda equagdo de (4) estd em L! (Q). Pela
caso ¢) aqui apresentado, se m = 1 4 € a regularidade 6tim]e\1] esperada para EDP’s simples

* Ne
€ e WOI’(HS) (Q). Grosseiramente, como (1 +¢€)" = N_ite fazendo € tenter a 0,
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espera-se entdo uma regularidade 6tima paraa ¢ de ¢ € WO1 = (Q), que é menos regular do
que WO1 ’Z(Q). Mas devido ao acoplamento das duas EDP’s, neste capitulo, serd mostrado
que (4) possui solugdes u € WO1 ’Z(Q) epc WO] )2 (Q), por isso, sera dito que o acoplamento
proporcionou um efeito regularizante sobre a segunda varidvel.

No Capitulo 5, o sistema (4) serd trabalhado com o dado na faixa que aqui chamamos de
b). Assim, como dito acima, era de se esperar pela Teoria de Regularidade de Stampachia
para EDP’s simples, que u € L (Q). Mas, aqui serd visto que, para r > 0 sob certa hipétese,
u € L"(Q) com rm > m™. Novamente, devido ao acoplamento das EDP’s, serd obtido uma
regularidade maior do que a esperada para a solugdo, o que serd chamado aqui de efeito
regularizante sobre a primeira varidvel.

Sobre a importancia do estudo da regularidade, dentro da matematica, contribui para
a compreensao da propria natureza das EDP’s e das propriedades das fungdes que elas
descrevem e € util também na busca de solucdes ou garantia de existéncia de solucio para
EDP’s. Possui importancia em vdrias dreas da matematica aplicada e da fisica tedrica. A
regularidade das solu¢des de EDP’s esta relacionada com a suavidade das funcdes que as
representam e, em muitos casos, solucdes suaves sao necessarias para que a EDP seja util em
aplicacdes préticas.

Esperamos que este texto motive novos alunos a se interessarem por este tema.



Capitulo 1

Definicoes e resultados preliminares

Neste capitulo, enunciaremos algumas defini¢des e resultados que serdo usados neste trabalho

de maneira direta ou que serdo importantes para uma melhor compreensao deste.

1.1 Teoremas de Ponto Fixo

Nesta se¢do, veremos dois resultados de ponto fixo. O primeiro, o Teorema do Ponto Fixo
das Contragdes, serd necessdrio para a demonstracdo do Teorema de Stampacchia, resultado
importante de garantia de existéncia de solu¢do de EDP’s. Ja o segundo, o Teorema do Ponto
Fixo de Schauder, serd til para a garantia de existéncia de solug@o para um sistema de EDP’s
fundamental para os resultados obtidos neste trabalho.

Teorema 1.1 (Teorema do Ponto Fixo das Contra¢des). Sejam (M,d) um espago métrico
completo e H : M — M uma aplicagdo de modo que existe 6 € (0, 1) tal que

d(H(x),H(y)) < 0d(x,y), Vx,y€M.
Entdo, existe um tnico z € M de modo que
H(z) =z

Demonstragdo. Ver [3, Teorema 2.1, pag 5]. O]

A seguinte defini¢do serd importante para o préximo resultado, o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder.

Definicdo 1.1. Seja E um espaco vetorial normado. Uma aplicacdo S : E — E ¢ dita

compactamente continua, se é continua e se para todo subconjunto limitado B C E, o fecho
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da imagem de B por S € compacto.

De modo equivalente, S € compactamente continua, se € continua e para toda sequéncia

limitada {x,} C E, existem subsequéncia {x,, } e x € S(B) tais que S(x,, ) — x.
Veremos agora o resultado final desta secdo.

Teorema 1.2 (Teorema do Ponto de Fixo Schauder). Sejam E um espaco vetorial normado e
S : E — E uma aplica¢do compactamente continua e seja K C E convexo, limitado, fechado

e invariante pela aplicagdo S, ou seja, S(K) = K. Entdo S tem um ponto fixo em K.

Demonstragdo. Ver [3, Teorema 2.10, pag 10]. [

1.2 Espacos L”(X)

Nesta secdo, resultados importantes sobre os espagos L”(X) serdo apresentados. Ao longo
de todo este trabalho, trataremos apenas do caso real e i representard a medida de Lebesgue.

Uma desigualdade de uso recorrente neste texto € a conhecida Desigualdade de Holder.
Enunciaremos e demonstraremos ela aqui. Mas antes disso, enunciaremos outra conhecida

desigualdade que serd usada na demonstracao da Desigualdade de Holder.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0e 1 < p < 4oo. Entdo vale a seguinte
desigualdade:

1 1
ab S —ap+—,bp
p P

Demonstragdo. Consideremos

Assim,

e portanto, f’(x) = 0 parax = 1.

Além disso, notemos que

f(x)<0, se 0<x<1

fl(x)>0, se x>1
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Logo, x =1 € o minimo global de f em x > 0. Ou seja,

F(x) > £(1) =0, ¥x>0. (1.1)
a .
Tomemos, x = ———. Assim, por 1.1
pr'/p
p

a—, 1 L >0

pb?  p' pr/p
O que significa que

a a? 1

< 4
br'/p — pbV T p’

e multiplicando 5” dos dois lados,

/
E do fato de, p' — P 1, temos o que queriamos mostrar. [
p

Observacdo: Usaremos também, em outro momento do texto, a Desigualdade de Young
em uma outra forma, conhecida como Desigualdade de Young com ¢€:

ab < ea? +Cgbp/,

/
-p

1

com Ce = — (ep) 7 .
p

Vamos agora para a Desigualdade de Holder.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Holder). Seja X C R". Dadosu € LP(X)ev € L (X), p>1,

entao
/ uvdu
X

Observagdo: a Desigualdade de Holder vale também para fun¢des mensurdveis u € v que nao

< lll oy Il

pertencam a nenhum L? (X ), ou seja, com o lado direito assumindo o valor +oo.
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Demonstragdo. Se p =1, temos que u € L' (X) e v € L™(X). Assim,

[ wlan = [ Julviau
X X

<[ hullle= o) d
X

= lle=xy [ Juldn
X

= lullprx)Vll=x)

Ou seja,

AR T

/ uvdu
X

Para p = 4o, por simetria, 0 argumento é 0 mesmo.

€, portanto,

< lall oy IVl 2= x) -

Seja agora 1 < p < 4o e ¥ > 0. Pela Desigualdade de Young, nés temos que
’)/p 1 /
YVl V] < = ul? + = ]v|”,
p p

o que implica que,

,},p—l 1 /

Julv] < jul? + — V|7
144

Integrando-se os dois lados, temos que

-1 1 :
[ ulvlan < e [ due— [l du.
X P Jx Yp' Jx

O que implica que

1

[T U
S <l S

Tomando y = HMHL_Pl(X) ||v||ip{fx

)7
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Pip N\ P! 4
1 HVHLI’,(X) HVHLP'(X)
ulpldy < — | = llp (x) + 7o llullrx
h P\ ) o ® Sy el
P(p=1) P (p=1)
= TH””LP(X)"’THMHLP(X)
= Ml ¥l
I 1 "(p—1
pois —+ — =1, por defini¢do, e m = 1, por decorréncia desta definicdo. Assim,

também para 1 < p < oo,

J vl dr =l V1

o que significa dizer que para todo p > 1,

‘/Xuvd,u’ < llullr oo VIl x)-
0

Veremos agora um colordrio da Desigualdade de Holder, mas para isso, precisaremos da

seguinte defini¢ao:

Defini¢do 1.2. Sejam (A, || ||4) e (B, || ||p) dois espagos de Banach. Dizemos que A é imerso

continuamente em B e denotamos por A — B se e somente se A C B e existe ¢ > 0 tal que
lullp < cllulla, ¥ uecA.

Vamos agora para o seguinte coroldrio.

Coroldrio 1.5. Seja X C R", X limitado. Entdo,
LX) — LP(X), Vq>p.

Demonstragdo. Sejau € L1(X), g < +oo.
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Suponhamos p < g (para p = g, o resultado € imediato). Pela Desigualdade de Holder,

/Xlul”-ldu < (/X(ulp ) </14Pdu)
- (/ |u|ffdu) u(x)’s

(/x |”|pd“>}7 < (/X |M|qdu);u(X)qpq”,

lullrxy < cllullax), Vue LX)

p

<[
]

Assim,

Ou seja,

com ¢ = u(X )% O que significa dizer que,
LX) — LP(X).

Para u € L(X),
u(x)] < llullz=(x), q.tp. emX.

O que significa que,

1 1
p p

Pd < / po.d
(/X'“' u) < (Xnun o u)

1
= |ull=x)p(X)?.

E entdo,
lullrxy < ellull =), V€ L7(X),
1
onde ¢ = u(X)r. E temos que,
L*(X) = L7 (X),
para todo p. [

A seguir, mais uma defini¢do que serd usada ao longo deste texto.

Defini¢do 1.3. Sejam (A, || ||4) e (B,] ||s) dois espacos de Banach. Dizemos que A € imerso
compactamente em B e denotamos por A << B se e somente se A € imerso continuamente
em B e para toda sequéncia {u, },c limitada em A, existem subsequéncia {u, },cncn €
u € B tais que u, — u em B.
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1.3 Resultados de Convergéncia

Os resultados de convergéncia serdo essenciais no uso de limite de sequéncias envolvendo
integrais. Por isso, apresentamos aqui varios resultados e algumas de suas demonstracgoes.
O primeiro serd o Teorema da Convergéncia Mondtona, que serd usado na demonstragao

do resultado seguinte, o Lema de Fatou. Mas antes disso, vejamos a seguinte defini¢ao.

Definicdo 1.4. Seja X C RY, entio
LT(X)={f:X —[0,+oc0] : f é Lebesgue-mensurdvel}.

Segue o enunciado do Teorema da Convergéncia Monoétona.

Teorema 1.6 (Teorema da Convergéncia Monétona). Sejam X C RY e {f, },en € LT(X).

Suponhamos que

ful®) < fur1(x) qtp.emX.

Consideremos,
f:X —[0,4]
f)= lim_fu(x), gtp.emX.
Entdo
lim [ fux)du = [ fx)an.
n Jx X
Demonstragdo. Ver [8, Teorema 2.14, pag 50]. [

Segue agora enunciado e demonstracdo do Lema de Fatou.

Teorema 1.7 (Lema de Fatou). Sejam X C RY, {f,},en CLT(X) e f: X — [0, +o0] de modo
que
flx)= liglfl,ff”(x)’ VxeX

Entdo, f € L*(X) e / F(x)du < liminf / Fulx) dp.
X X

n— oo

Demonstracdo. Seja hi(x) = H>1£ fn(x). Entao
nz

hi(x) < hg1(x), qt.p.emX, VkeN

Além disso,
|mdn < [ itodu, ik
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Logo,
Jomdu < inf [ fian (12)

Pelo Teorema da Convergéncia Moné6tona, ver Teorema 1.6, aplicado a sequéncia

{hi }nen, temos que

Jomastan = [ m (g o
= / lim hk( )du

= 1 h
kffw/ (o

Mas por (1.2),

k—+4o0 JX k—+o0 \ j>k JX

fim / h()dg < lim (inf fj(x)) du
— liminf /X fu(x)du

n——+oo

Ou seja, pelas duas ultimas equagdes,

[ £ du < timint [ 7, d
O]

Agora, enunciaremos e demonstraremos o importante Teorema da Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue.

Teorema 1.8 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja X C R". Considere-

mos

{fu}nen Lebesgue-mensuréveis, f e g onde:
a) g:X — [0,+oo] é u-integravel (e Lebesgue-mensuravel).
b) f» — f q.t.p.emX.

o) |fu(x)] <g(x)q.t.p.emX.

Entdo. { fu}aes C L' (X). f € L!(X) e lim /X fulr)du = /X £ du
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Demonstragdo. Primeiro, temos que f é Lebesgue-mensuravel, pois yt é uma medida com-
pleta, {f,}.en sdo Lebesgue-mensuraveis e f,, — f q.t.p. em X.

Além disso, de | f,(x)| < g(x) q.t.p. para todo n, temos que |f(x)| < g(x) g.t.p., de modo
que

Jlrelan < [ glodu < o

pois g € L' (X). Ou seja, f € L'(X) e pelo mesmo argumento { f, },en C L1 (X).
Vamos agora para a prova de

tim [ fu)dn = [ f0x)du.
n Jx X
De forma equivalente, queremos provar as seguintes desigualdades

i limsup [ f,(0du < [ f(x)du

n——4-oo

n——4-o0

ii) /Xf(x)dugliminf/xfn(x)du

Mas antes, notemos que

And fn(X)+g(X) Z Oeg(x) _fi’l(x) Z 07 vn € N7
g.t.p.emX.

Ifn(x)] <gx),VneN, qtp.emX <& —gx) <fulx)<gx),VneN, qtp.emX

Logo
fatg €L (X)eg—fo€LT(X)

E pelo Lema de Fatou, segue que

liminf(f,(x) + g(x))du <liminf [ (f,(x)+g(x))du (1.3)
X n—r+teo n—+4oo Jx
[ iminf(g(x) — £,(6)) dpt < liminf [ (g(x) = £,(6)) (14)
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Comecemos pela prova de 1)

Js@du= [ redu = [ (00~ r(0)du
= [ (e = tim_f(0)du

n—r—+oo
-/ (g()—lggoffn( X)) du
= /hmmf (x))du
< timint [ (50— ()
por (1.4).
Assim,

| ewdu- [ f@an < timinf [ (500) = £,(x)) d
X X

n—y+oo

= Aﬁwmwggg(—éﬁmmg

~ [ stvydu—timsup [ f,(x)du
X

n—r+oo

E cancelando o termo comum dos dois lados, temos que

—/f(x)du < —limsup | fu(x)du
X X

n——+oo

O que finalmente, implica que

fx)dp > limsup | fi(x)dp
X

n——4-oo

Agora, provaremos ii)

[ st [ s = [ (F0+s)du
= [ (lim_ £ +g(0) du

n—+oo

=/ Giminf £u()+ () du
X n—+

= [ liminf(f,(x) +g(x))du
X n—

< liminf (fn() g(x))du,

n—+



1.3 Resultados de Convergéncia 15

por (1.3).

Ou seja
[ @du+ [ gwjan < timinf [ (50 +g(0)du
X X

= lr%glinf/ Snl(x du-l—/

E novamente, cancelando-se o termo comum dos dois lados, temos

[ £ du < timint [ )

E sendo vdlidos 1) e ii), temos finalmente que
tim [ fux)du = [ flx)au
n Jx X

Segue agora, o enunciado de um resultado que serd ultilizado neste trabalho e é conhecido

]

como a reciproca do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que acabamos de

demonstrar.

Coroldrio 1.9 (Reciproca do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam
X CRY, {f}uen C L'(X) e f: X — R, Lebesgue-mensurével, onde f, — f em L' (X).
Entdo existem { f;,, }, cn subsequénciae g : X — R, tais que:

i) g>0q.tp.egeL(X);
i) f — f q.Lp:
i) [fu, (¥)] < g(x) q.tp. em X.
Demonstragdo. [5]. ]

O resultado que segue serd ultilizado na demonstracdo do importante Teorema de Vitali

que serd demonstrado em breve nesta secao.

Teorema 1.10 (Teorema de Egorov). Sejam X € RV e f, f,, : X — R, Lebesgue-mensuraveis.
Suponhamos que

a) L({|fu(x)| = 4oo}) = u({[f(x)| = +e}) =0, VREN;
b) fu — fq.tp;

¢) U(X) < oo
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Entao

f» — f quase uniformemente na medida U.
Demonstragdo. Ver [8, Teorema 2.33, pag 62]. 0

Para os dois préximos resultados, a seguinte definicao se faz necessaria.

Defini¢do 1.5. Sejam X C RY limitado, e A ¢ L'(X). Entdo, A é dito uniformemente
integravel se para cada € > 0 existe o > 0 tal que para todo f € A,

/fdu‘ <e,
E

se U(E) < o, entdo

com E C A.
A proposicdo a seguir trata de um exemplo ttil de um conjunto uniformemente integravel.

Proposicao 1.11. Sejam X C RY, limitado, e {f}  L'(X). Entdo, {f} é uniformemente
integravel.

Demonstragdo. Ver [8]. OJ

E finalmente, partimos agora para o resultado final desta secao, o Teorema de Vitali.

Teorema 1.12 (Vitali). Sejam X C R limitado e {f;,},en C LP(X), com 1 < p < 400, Sdo

equivalentes:
I) Existe f € LP(X) tal que f, — f em LP(X)
1) Existe {fn; }n,en subsequéncia tal que

a) fu; = f q.t.p.

b) {[f4;”}n;en € uniformemente integravel.

Demonstragdo. II) = 1)

Queremos mostrar que

J 1) = P a0, s oo

O que de forma equivalente, € 0 mesmo que, dado € > 0, existem Ey, pertencente a sigma
algebra de Lebesgue, e ng € N, de modo que

/E|fn—f|”<§, Vn>ng €N (1.5)
0
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/ |fo— fIP < . Vn> (1.6)
X\Eo 2

Mas (1.5) é verdade pois, tomando f,,, = f;, por IIb), pelo fato de {|f|”} ser uniforme-
mente integravel e por (a+b)P~! < 2P(aP 4 bP), temos que dado € > 0 existe & > 0 tal
que

Ec
[ srause [ nl+ifran <,
Ey Ey

para todo Eg, de modo que, u(Ep) < 6.
Jd para (1.6), pelo Teorema 1.10, dado & > 0, existe Ep € Xx tal que u(Eg) <de f — f
uniforme em X \ Ej.

Logo, em particular, existe ng tal que se n > ng

ful®) = F(0)]7 < 2u?X) Wx € X\ Eo.
Em particular,
€ A
o) FllP < g — 20007 "=
max {Ifi(x) = fF0)[7}

fn— fqtp.em X\ Ej.

Note que g € L! (X) e g ndo dependente de n. Logo, pelo TCDL, existe ng : se n > ng

&€
Joog =01 dut < 5.

E temos o que queriamos.

Para a prova que /) = II), ver [3, Teorema 3.3].

1.4 Espacos de Sobolev

Para o estudo de EDP’s, é de fundamental importancia o estudo dos espacos de Sobolev.

Logo, nesta secdo, definiremos esses espacos e apresentaremos alguns resultados.
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A maior parte das defini¢des e resultados aqui presentes tiveram como base as referéncias
[S]e[7].
Defini¢do 1.6. Dado X C RY, aberto, e 1 < p < 400, 0 espaco de Sobolev wlhp (X) sera dado
por
whP(X)={f eLP(X) | 3 fi,i=1,...N que satisfacam *},
onde édadapor/xfg—ri = —/Xf,-q) Vo € Co(X).

A norma de u em W'?(X) sera dada por

el 1y = 125 + 1D

Segue um lema que serd ttil para a manipulagdo do expoente critico e do conjugado.

Lema 1.13. Dado p € [1,N), consideremos

conhecidos como inversos.

Entao

Além disso,

Por outro lado
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Mais ainda,

O

Enunciaremos agora resultados fundamentais sobre os espacos de Sobolev, cujas demons-
tracOes podem ser encontradas em [5]. O proximo teorema, trata sobre as imersdes continuas

em espacos de Sobolev.

Teorema 1.14. As seguintes imersdes sdo continuas
i WP(X)cLP (X)se 1< p<N;
ii. WhP(X) Cc LY(X), V g € [p,+) se p=N;
iii. WhP(X) c L™(X) se p > N.

Em particular, para cada u € WO1 (X)), existe uma constante positiva S dependendo s6 de N e
p tal que
H“”m*(x) < SHD”HLP(X)§ (1.7)

esta desigualdade é chamada desigualdade de Sobolev.
O préximo teorema trata de imersdes compactas em espagos de Sobolev.

Teorema 1.15. (Rellich-Kondrachov) As seguintes imersdes sdo compactas
i WhP(X)cc Li(X),Vqge[l,p")se 1 < p<N;
ii. W(X) ccLY(X),V g€ [l,4o)se p=N;
iii. WhP(X) cc C(X)sep>N.

Em particular, WO1 P(X) C LP(X) para todo p € a imersdo é compacta.

Por fim, segue a Desigualdade de Poincaré, também bastante ultilizada nesse nosso

contexto de espacos de Sobolev.
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Teorema 1.16. (Desigualdade de Poincaré). Seja 1 < p < 4-co. Entdo existe uma constante

positiva ¢ = ¢(X, p) tal que
1,
lullrx) < ellDull o), ¥ u € Wy P (X). (1.8)

Em particular, | Dul|(z»(x))(x) € uma norma em WO1 (X)) que é equivalente 2 norma |u|| Wi
0

X)

1.5 Resultado de existéncia de solucao para EDP

As demonstragdes feitas nesta se¢do foram baseadas em [10]. Aqui, temos resultados de
existéncia de solucdo para EDP, com destaque para o Teorema de Stampacchia, que serd
ultilizado em mais de um momento ao longo deste trabalho.

Comecaremos com o Teorema de Lax-Milgram. Mas antes, serdo importantes as seguintes

defini¢des.

Definicdo 1.7. Sejam Vi, V, espagos vetoriais e f : V| x V, — R. Entdo f € dita bilinear se

¢ linear e
f('7 V) —R
é linear, Yu € Vi e Vv € V5.
Segue a defini¢do de fungdo coerciva.

Definicdao 1.8. Seja N espago vetorial normado e f: N x N — R. Entao a funcdo f € dita

coerciva se existe oo > 0 tal que
flu,u) > otl|ull?, VueN.

E agora, vamos para o teorema.

Teorema 1.17 (Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilbert e a : H x H — R, bilinear,

continua e coerciva. Entdo, dada ¢ € H ! existe uma dnica u € H tal que
a(u,v)=¢(v), Ywe H.

Demonstragdo. Ver [5, Corolério 5.8, pag 140]. U
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Um resultado de existéncia de solucdo de EDP que serd usado neste trabalho € o Teo-
rema de Stampacchia, que € um resultado mais geral do que o Lax-Milgram. Mas para a

demonstracao dele, precisaremos do lema a seguir.

Lema 1.1. Seja H espago de Hilbert e A : H — H de modo que existam 1, { > 0 tais que
1A(x) —AW) o < Ellx—ylla Vx,yeH

(A(x) —AQY),x—y)u > 1|lx—y|F-

Sendo assim, para todo f € H, existe um tnico u € H de modo que
Alu)=f.

2
Demonstracdo. Seja K, : H— H, com A € (0, C_Zl)’ definida da seguinte forma
Ky(v)=v—2AA(v)+Af.

Assim,

1K, () =KWl = [lv—w—A(A() —AW)) |17

lv—wllf =240 —w,A(W) —AW))u + A2 [|A(v) = A(w)||7;
lv—wllf =28 v —wliz + A0y —wllF
(1=2A8+A202)||v—wlx.

IA I

Mas de A € (0, 25—2) temos que (1 —2A¢ +A%n?) € (0,1), e assim

1K (v) = K (W)l < 01y — w7,

onde 6 € (0,1). E pelo Teorema 1.1, temos que existe u € H de modo que

Ou seja,

O que implica em
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]

Vamos agora para o Teorema de Stampachia.

Teorema 1.18 (Stampacchia). Sejam H espaco de Hilberte a : H x H — R, onde:
i) paratodau € H, a(u, - ) : H— R é linear e continua.

ii) Existe B > 0 tal que

la(uy,v) —a(uy,v)| < Blluy —uz||g||v|g, ¥ ui,uz,veH.

iii) Existe { > 0 tal que

a(uy,uy —uy) —a(up,uy —uy) > &lju; —u2||12,_1, Yup,uy € H.

Entdo, dada ¢ € H’, existe uma tnica u € H tal que:
a(u,v)=¢(v), YveH.

Demonstracdo. Dado v € H, seja B, : H — R tal que

Assim, B, € H' paratodo v € H, pois a(v, -) é linear e continuo. Além disso, pelo Teorema

da Representacdo de Riesz, temos que existe um tnico x € H de modo que
B,(w) = (x,w)y, Vw € H.
Tomemos entdao A : H — H, tal que
Alv) =x.

Queremos mostrar que A satisfaz o Lema 1.1. Dados v,v; € H e sejam x; = A(vy) e

xp =A(v2), assim

[(A(v1) —A(2),A(v1) =AW )| = [(A(v1),A(v1) —A(v2))u — (A(v2),A(v1) —A(v2))H]|
= |a(vi,x; —x2) —a(va,x; —x2)|
< Blvi=vallallx —x2f[a
= Blvi—vollullA(vi) —A(Mv2)|
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onde usamos (ii). Ou seja,

[A(v1) =AW2)l[ < Blvi =valla, (1.9)

o que satisfaz o primeiro item do Lema 1.1. E além disso,

(A1) —A(m),vi—vo)u = (A(v1),vi —va)g — (A(v2),vi —v2)m
= (x1,vi—va)um — (x2,vi —Vv2)H
= a(vi,vi —v2) —a(vy,vi —v2)

> Clvi—mallz,

onde usamos iif).
E portanto, A satisfaz o Lema 1.1. Ou seja, dada f € H existe um tnico u € H de modo
que A(u) = f. O que é equivalente a dizer que, existe um tnico u € H, tal que

a(u,w) = (f,w), Ywe H.

O que pelo Teorema da representacio de Riesz, significa que dada ¢ € H', existe uma tnica
u € H tal que:
a(u,w) =¢(w), VweH.

Por fim, segue mais um resultado de existéncia de solucio para EDP.

Teorema 1.19. Seja X um conjunto aberto e limitado do R" e p € (1,00). Sejac: X X R x
R" — ReH: X xR xR" — R duas fungdes Carathéodory, com as seguintes propriedades:

i. existe B > 0 tal que |c(x,s, &) < B|s|P~V 4 1&|P~1);
ii. existe o > 0 tal que c(x,s,&)-& > a|&|P,V & € R,
iii. [e(x,s,8) —c(x,s,m)]-[¢ —n] > 0se & #mn;

iv. existe f € L (X) tal que |H(x,s,&)| < f(x).

Entdo existe uma solugdo u € WO1 P para o problema:

/ c(x, u, Du)D¢ — / H(x,u,Du)p, Yo € W (X)
X X

Demonstragdo. Ver [3]. ]
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1.6 Truncamentos de Stampacchia

Os Truncamentos de Stampacchia sdo funcdes de R em R bastante tteis ao longo deste
trabalho, por isso, essa secao se dedica as suas definicdes e a dois resultados relacionados a
elas.

Seja k > 0. Definimos

x, se |x| <k
Ti(x) =<k, sex>k

—k, se x < —k.
Além disso, Gi(x) := x — Ti(x). Ou seja,
0, se |x| <k

Gr(x) =< x—k, sex>k
x+k, sex < —k.

Segue agora um lema que, em particular, € satisfeito para os Truncamentos de Stampac-

chia.

Lema 1.20. Sejam g: R — Re h:R — R tal que

h(x) >0, sex>0

(1.10)
h(x) <0, sex <O0.
Assim,
g(x)x>0,VxeR
¢ equivalente a
g(x)h(x) >0, Vx € R. (1.11)

Em particular, temos que
¢(0)Ti(x) >0, Vr e R

g(x)Gr(x) >0, Vx e R.

Demonstragdo. Sendo que a funcdo identidade é uma fungdo /4 que satisfaz (1.10), entdo

g(x)h(x) >0, VxeR
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se reduz a
g(x)x >0, Vx e R.

Agora, suponhamos que
gx)x>0,VxeR

seja verdade e que 4 satisfaca (1.10).

Se x > 0, temos de g(x)x > 0, que g(x) > 0 e de (1.10) que h(x) > 0. Ou seja, g(x)h(x) >
0, Vx e R.

Por outro lado, se x <0, g(x)x < 0 implica em g(x) <0, ja de (1.10), temos h(x) <0, logo
g(x)h(x) >0, Vx e R. O

Agora enunciaremos um lema envolvendo a funcdo Gy que serd usado posteriormente.

Lema 1.21. Seja f € L' (X) tal que existam k; > 1 e k, > 0 de modo que

L1671 < kapa({151 > KD,

para todo k.
Entdo, f € L”(X) e, além disso,

£ llz=(x) < ka8,

onde § depende de k; e de X.

Demonstragdo. [3] ]

1.7 Regra da Cadeia

No nosso contexto de aplicacdes em espagos de Sobolev € importante sabermos quais regras
da cadeia sdo validas e quais hipdteses sdo necessdrias para utiliza-las. Seguem entao trés

resultados sobre regra da cadeia.

Teorema 1.22. Sejam X C RN aberto, f : R — R Lipschitz e 1 < p < +oo. Entdo
a) Se foue LP(X) entdo fou € W'P(X),V uc WHP(X), e além disso

0 ., du .
8_xi(fou> =f (u)a—XI qtp.emX,i=1,..,N

b) Se f(0) = Oentao fou & Wy (X). ¥ u e Wy (X)
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¢) Se p(X) < +ooentio fou € WHP(X),Vu e WhHP(X)

Demonstragdo. a) Ver [13, Teorema 2.1.1, pag. 48].

b) Pelo fato de f ser Lipschitz, temos que

[f (u(x))]

| (u(x)) = £(0)]
< clu(x)—0|

clu(x)];

para algum ¢ > 0.
Ou seja,

g |") <o [ luts rp)

Logo, de u € LP(X), temos que fou € L”(X), o que pelo item a), significa que fou €
WP (X). E finalmente, de £(0) = 0, temos que fou € WO1 P(X).

c) Seja

F ¢é Lipschitz e F(0) = 0.
Logo, por b), temos que F (u) € LP(X). Assim,

f(u) =F(u) + f(0) € L7(X),

pois f(0) é constante e ((X) < +oo.
E entio, por a), f(u) € WP (X). O

O corolério que segue se aplica as nossas necessidades de forma mais direta, por envolver
compostas de fung¢des truncamentos com aplicagdes em WO1 P (X), que serdo muito utilizadas
ao longo do texto.

Coroldrio 1.23. Sejam X C R", aberto e limitado, e k > 0. Se u € WO] P(X),com 1 < p < +oo,
entdo
1,
a) Tr(u) € Wy (X)
Du, se |u| <k
DTy (u) =
0, se |u| > k,

g.t.p. em X.
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b) Gi(u) € W, ”(X)
0, se u| <k
DGk(u) =
Du, se |u| > k.
g.t.p. em X.
Demonstracdo. De T} e Gy Lipschitz e T;(0) = G;(0) = 0, pelo Teorema 1.22 b), temos de
fato que Ty (u) e Gi(u) € Wol’p(X) para todo u € Wol’p(X).

Mas,
1, [|s|<k
=" "
0, |s|>«.
0, |s|<k
Giw=1" "
1, |s| >k
E p({x: |u(x)| = k}) = 0. Entdo, pelo pelo Teorema 1.22 a), segue o resultado. O

O teorema a seguir mostra que a regra da cadeia também pode ser usada com a hipétese
de f Lipschitz do Teorema 1.22 levemente enfraquecida.

Teorema 1.24 (Regra da Cadeia Localmente Lipschitz). Sejam X C R”, aberto e limitado,
f R — R localmente Lipschitz e 1 < p < +4co. Entao
a) Yue WhP(X)NL®(X), fou e WP (X) e D(fou) = f'(u)Du q.t.p. emX.
b) Se f(0) =0entdo foue Wol’p(X), Vue Wol’p(X)ﬂL“’(X) e D(fou)= f'(u)Du q.tp. emX.

Demonstragdo. a) Notemos que f o Tj é globalmente Lipschitz, pois é Lipschitz em [—k, k],
ja que f é localmente Lipschitz e T;([—k, k]) é compacto, e é Lipschitz em R\ [—k, k], jd que
foTi(R\ [—k,k]) é constante.

Sejak > ||ul|f=(x), assim

[f(Ti(w))| < ¢,

para algum ¢ > 0.
Logo, foTi € L™(X) e portanto f o Ty € L”(X), e pelo Teorema 1.22 a), fo Ty € WP (X)

(foTi)'(s) = f'(Ti(s)) Ti(s).

Mas, de |u(x)| < k q.t.p. em X, temos

flux) = fux)-1
= f1(Te(u(x))) T (u(x)).



28 Definicdes e resultados preliminares

Ou seja, (foTy)ou= fouq.t.p. em X. E portanto, fou € LP(X).
Mas novamente pelo Teorema 1.22 a), fou € WIP(X) e

d L, Ou
E (u)=f (u)8_x, q.t.p. em X.

b) Basta usar o item a) deste teorema mais o Teorema 1.22 b). OJ



Capitulo 2
Regularidade de Stampacchia

Neste capitulo, exibiremos os resultados cldssicos sobre a regularidade de solucdes para o

problema

—Au+h(xu)=f, Q
u=20, 0Q

2.1)

onde Q ¢ RY ¢ um aberto limitado, feL"(Q),1<m<N, h: QxR — R é Carathéodory,

ndo decrescente com relacdo a segunda variavel q.t.p. em €, existe ¢ > 0 tal que

|h(x,s) —h(x,t)| <c|s—t], Vs, €R q.t.p em Q (2.2)

h(x,0) = 0. (2.3)

Em particular, vale que

|h(x,s)| = |h(x,s) _h(x70)|
< c¢|s—0
= cls|. (2.4)
Além disso,
h(x,s)s >0, Vs€R q.t.p em Q, (2.5)

afinal, h(x,0) = 0 e pelo fato de & ser ndo decrescente em relagdo a segunda varidvel, se
s > 0 entdo h(x,s) > 0, se s < 0 entdo h(x,s) <O0.
Os resultados aqui exibidos sao devidos a Guido Stampacchia conforme [11], [12] e [3].

Em resumo, veremos que
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a) sem>N/2 entio uc L”(Q) ﬂWOI’Z(Q)
b) se (2°) <m<N/2 entio ueLl" (Q)NW,*(Q)
¢) sel<m< (2" entio ue L™ (Q)NW,"™ (Q)

Nm . Nm
em

N—m “N_2m

. N N )
Nos casos classicos (2*)’ <m< 5 em > > trataremos somente da regularidade das

onde m* =

solugdes. Cabe ressaltar que se m < (2*)' entdo m* < 2.

No caso irregular, 1 < m < (2*)’, para maior conveniéncia do leitor, provaremos existéncia
e regularidade de solugdes.

Nosso objetivo € fornecer os resultados e ideias bésicas desta vasta teoria de maneira a
tornar a presente dissertacao autocontida.

Comecaremos pelo caso com regularidade mais alta dos dados.

2.1 Integrabilidade de Solucoes, caso m > N /2

Teorema 2.1. Seja f € L"(Q), onde m > N/2. Entdo, se u € WOI’Z(Q) for solugdo fraca de
(2.1),entdou € L7(Q) e
lull=(0) < ellfllmq)

onde ¢ = ¢(Q,N,m) > 0.

Demonstrag¢do. Consideremos v = Gy (u). Pelo Corolério 1.23, temos que v € WO1 2(Q).

Tomemos entdo v como fungao teste em (2.1). Assim

/Du DGk —I—/ X, U Gk /f Gk (2.6)
Mas,

|G = [ G, @)
ju[ =k

e pela Desigualdade de Holder,

1

‘M‘Zkf(x)Gk(u(x)) < (/|M|>k |f(x)|m) " (/pk\Gk(u(x))W) # 2.8)
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2% 2%
Novamente, pela Desigualdade de Holder para — e — T , temos que
o' 2w
m, 2* 2* 2*
[ Jewtr < ([ iG] ) (f 1)
|u|>k |u| >k |u|>k
= ([ Joatn®) ui =) o)
|u|=k
Assim, por (2.7), (2.8) e (2.9)
: -
m * ¥ 2*—m/
[reeoy < ([ irer) ([ o) ul = )5
Q |u| >k |u| >k
2=l
= @ I Gr() 2 @ ({[ul = k) 25 (2.10)
Agora, vamos analisar o lado esquerdo da equacao (2.6).
/Du DGy(u +/ x,u(x)) Gy (1 )Z/Du DG (u(x))
= / DGy (u 2, (2.11)

pois
/Q Du(x)- DGy (u(x)) = /{|u|2k}Du(x)-DGk(u(x))
=] gy PO - DG(a()
{ul=k)

_ / DG (u(x)) ]2,

e h(x,u)Gy(u) > 0 por (2.5).
Assim, por (2.6), (2.10) e (2.11)

2!
/ ’DGk |2 < ||fHL”‘ HGk(u>HL2*(Q),U({‘M| > k}) 2%m’

E por (1.7)

2
2% 2% !

(16K )™ < elllumio |Gl a1l = )55
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Ou seja,
!

2*—m’
1Gr(u) |2 (@) < llflm@ym ({[ul = k}) 2 (2.12)

Agora, mais uma vez, pela Desigualdade de Holder

/Q|Gk(u(x))| < </|u|>k|Gk(u(x)>|2*)2]*(/|u|>k1)(zi)/

1
= ||Gk(u)||L2*(Q),u({|u| >k})@ (2.13)

Segue de (2.12) e (2.13) que

LG < ellfllimapu(lal =07 &
= || fllpmom({|ul > Ky ra

= (2.14)

2 1 N
Entretanto, pelo Lema 1.21, como 1 + N m > 1, afinal m > > segue que u € L7(Q) e
m

lull =) < el fllmg)

2.2 Integrabilidade de Solucoes, caso (2°)' <m < N/2

Vejamos agora os resultados padrdo para regularidade de solucdo.

Teorema 2.2. Seja f € L™(R), onde (2*)' < m < N/2. Entdo, se u € W,*(Q) for solugio
fraca de (2.1), entio u € L™ (Q) e

[ull = @y < cllfllme)

onde ¢ = ¢(Q,N,m) > 0.

24
—‘ 2"; u)l T (u). Queremos usar v como fun¢@o

teste em (2.1). Isso faz sentldo pois, de Tj(u) € WOI’Z(Q) NL*(Q), pelo Coroldrio 1.23, entdo
v também pertence a Wol’z(Q) NL”(Q), e assim, por (2.1), temos que

/QDM-DV—}—/Qh(x,M)v:/QfV.

Demonstracdo. Sejam A > ,k>0ev
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Mas de, Dv = | T;,(u)|** DT;.(u), temos que

u 24 U 2A
/Q Du|Ty ()| DTy (u) + /Q h(x,u)%Tk(u): /Q f%Tk(u). (2.15)

Por Holder, temos que

Ti(u n N
[ < g (L) (Lmwreom)” e

Agora, para o lado esquerdo da equacdo (2.15), temos que

T, 24
| Dum )P0t + [ h<x,u>'2a<u>| Te(u)
2
/Du|Tk )| DT (u) /’D Afkl w1 (2.17)

Pois,

| DuT@P*pTiw) = [ Dulfi(w) DT
o lu| <k
B /|u|<k|DT/<(”)|2|Tk(u>|2/l
- /IDTk(u)Iz\Tk(“NM

D T 12
[t o

| T (u) |24 .
e [ h(x,u) A1 Ti(u) > 0, pois h(x,u)Ti(u) > 0 por (2.5).
Q
Assim, por (2.15), (2.16) e (2.17), temos que

[D(T(1) [Tic) |/l) ! m 2)L+1 L’
/ (A+1)? §2/l—|—1</gm ) (/ | Ti(u (2.19)

Mas por Imersdo de Sobolev

[CERLY l* S m (A1) o
7L+1 (/' ) 52&+1(/gm> (/|T ) (220

Agora, tomemos

2* —m!

A= )
2m! — 2%
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N
A >0, pois (2°) <m < Ex
Além disso, teremos que

(A+1)2" = QA + )i = m™.

Assim, por (2.20)

3 |-

(/Q|Tk<bt)|m**>22* < || fllm (/Q|Tk(u)|’"**) |

onde ¢ depende de A e da constante de Sobolev. Ou seja,

2 1

(fmaor )™ " <elflie
Q

2 1 1
Por Fatou, usando do fato que lim 7j(u) = u, e que — — — = ——, temos que
k—+oo 2 m om**

1
(f)™ <l

O que é o mesmo que dizer que

oal| e < €[] f ]

O

. . 12 ~ . (
Como ja assumimos u € W, (Q), nao provaremos regularidade para Du. Porém, notemos

que, como m > (2*) entdo m* > 2. Em geral, no é trivial obter Du € L se m > (2’

2.3 Integrabilidade de Solucoes, caso irregular, 1 < m <

(27)

No préximo resultado, trataremos de existéncia e regularidade de solugdes para (2.1) quando

f estd abaixo do nivel de energia ou dualidade, isto &,

fel™(Q), 1<m< (2.
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= 12 A o .
Como nao esperamos que u € W, (Q) em geral, para conveniéncia do leitor, introduzimos

uma nova nocao de solugdo para (2.1).

Definicdo 2.1. Dada u : Q@ — R mensuravel, diremos que u é solu¢do no sentido das
Distribuicoes de (2.1) se e somente se:

) uew, ' (Q)
i) h(x,u) € L'(Q)
iif) /QDu-qu—F/Qh(x,u)q):/Qfd), Vo € C7(Q).

Primeiramente, veremos uma versao aproximada de (2.1).
Consideraremos f, = T,(f) € L™(Q), | fu| < |f| q-tp.em Qe f, — fem L"(Q). Seja
entdo o problema aproximado

—Aup + h(x,uy) = fr(x),Q
u, =0, dQ.

(2.21)

Proposigdo 2.3. Sejam f, f, e (2.21) como acima. Suponhamos que i : Q x R — R seja
Carathéodory, nao decrescente com relacio a segunda varidvel q.t.p. em € e satisfaga (2.2) -
(2.3).

Entdo existe {u, },en, sequéncia de solugdes fracas para (2.21) onde

a) u, € Wy 2 (Q)NL*(Q), YneN.

Além disso, existem ¢ = ¢1(,n, || f||1(q)) € c2 = c2(,n, || 1)) tais que
b) ||up|| s <1, VneN.
¢) ||[Du||jm < c2, VR EN.

Demonstragdo. Primeiro, mostraremos a), observando que f, € W~ 1?(Q) = (WOl 2(Q)Y,
via identifica¢ao padrao.
Agora, definimos a : Wol’2 (Q) x Wol’z(Q) — R como

a(un,v):/Dun-Dv—i—/ h(x,up)v,
Q Q

eCIDn:WOl’Z—HR

,(9) = [ fu0.

Afirmacao: a satisfaz as hipéteses do Teorema de Stampacchia, ver o Teorema 1.18.
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Primeiro, verificaremos as hipdteses sobre a segunda entrada, que sdo a linearidade e a

continuidade na segunda varidvel de a.
o a(uy,-): WOI’Z(Q) — R é linear.
Sejam vy, vy € WOI’Z,)» € R, entdo
a(up,Avi+vp) = /QDun -D(Avi+vy) + /Qh(x7 up)(Avi+w)

= l/Dun-Dv1+7L/h(x,u,,)v1+/Dun-Dv2+/h(x,un)vz
Q Q Q Q

= Aa(up,vi)+a(u,v2).

Como dito, segue agora a continuidade na segunda entrada.

e a(up,-): WOI’Z(Q) — R é continua.

Sejav e WOl 2 assim temos que

alun)| < [ 1Dun| Dyl + [ h, ) I
Q Q

Mas pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

)| < | Dunl|Dv|+ [ Joenn) o
Q Q

( /Q\Dun|2)i( /Q |Dv|2)5+ /Q \h(x,u)||v| (2.22)

[ (6, ) ||[v] < €luan||v]-

IA

Porém, por (2.4)

Assim,

vl < e [ vl
Q Q

e da Desigualdade de Holder para 2* e (2*) e como L% (Q) < L) (Q)

[l < e [ fmllv
Q Q

< cllunll ey VIl 2

IN

N

< CH”n||L2*HVHL2*>
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pois 2* > (2*). Entdo, por (1.7)

/Q [, un) [[V] < ]| Dt | 2| DV 2 (2.23)
Logo, por (2.22) e (2.23)

@, V) < (e Dlunlly12[[vi[y2

Agora, veremos as hipéteses sobre a primeira varidvel. Primeiro, teremos que vale que

1,2
 la(uy,v)—a(up,v)| < B|lus — M2||W01,2||v||W01,2, Vuy,up,v € Wy 7 (Q),

pois

la(uy,v) —a(uy,v)| = ‘/ Dul-Dv+/h(x,u1)v
Q Q

—/Duz-Dv—/ h(x,uy)v
Q Q

< ‘ [ (Dur =)D+ [ i) — bl v

Porém, por (2.2)
]h(x,ul) —h(x,uz)] < c\ul — u2|.

Entdo, das duas dltimas desigualdades segue que

la(uy,v) —a(uy,v)| < /Q|Du1—Du2||Dv|+c/Q|u1—u2||v|

)\ 2 )\ 2

< (/ |Du1—Du2|) (/ |DV|) +

Q Q
3 3
() (1)
Q Q
< ur —wallyra g [Vl ) +cllur —wall 2@ Vil @)
< (et Dljur =l vl g

onde usamos a Desigualdade de Poincaré.

Vejamos agora que,

12
o a(up,u; —up) —aup,u; —up) < &|luy —M2||‘2,VO1,2, Vuy,up € Wy = (Q),
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pois
a(uy,uy —up) —a(up,u; —up) = /QDul D(ur —u) —|—/Qh(x,u1)(u1 —u2)
—/gDuz'D(ul—Mz)—/gh(xaMZ)(”‘l_MZ)
_ /Q(Dul - Duy —2Duy - Duy + Duy - Duy)
+/Q(h(x7u1)—h(xabt2))(”1_”2)
— /|Du1—Du2|2+/(h(x,m)—h(xauz))(ul—”ﬁ
Q Q

/ |Duy —Du2|2,
Q

v

pela monotonia de A(x,-).

Entdo pelo Teorema 1.18, existe u, € WO] 2 (Q) para cada n, tnica, solugdo fraca de (2.21).
Porém, pelo Teorema 2.1, como f, € L(Q),p > N/2, temos que u, € L™(Q).

Vejamos agora a prova de b).

Seja 0 < € < 1. Notemos que, u;, e u, € WOI’Z(Q) e entdo, pela Proposigdo 1.24

v=(ul +€)—¢"

w=—(u, +€)7+¢€’

pertencem a WOI’Z(Q).
Consideremos v como funcao teste em (2.21). Logo,

y/ Duy, - Du, (uf +€)7 1 + / h(x,uy)((u) +€)7— €)= / ful(wf +€)7—¢€). (2.24)
Q Q Q
Agora, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim h(x,un)((u:{+8)7—87):/Qh(x,un)(u:{)y, (2.25)

e—=0TJQ

pois de 0 < € < 1, temos que
(uy +€)7 < (u, +1)7,

ou seja
(uf +e)7—e¥ < (uf +1)741,
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além disso, temos também que
—(uy + 1) =1 < () +e)' —¢,
assim,
[y +€)7 =€ < (uy + )7+ 1, (2.26)
€ portanto,
[ ) (1t + €)Y — 7] < [, 1) [t +1)7 +1.
Tomando g(x) = |A(x,u,)|(w} +1)7 + 1, temos que g é integrdvel e
|h(x,uy) (u) + €)Y —€Y] < g(x) q.t.p. emQ.
Além disso,
lim 7(x, un) (1, +€)7 — €7) = h(x,un) (uy )",
e—0t
e segue (2.25).
Porém,
[ rtun) @’ = [ b))
Q fohs
= [ hlx) )
Q
> 0. (2.27)
Além disso, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
lim /an((u,jjue)y—sy) = /an(u;f)y, (2.28)

=0T

pois de (2.26),
|fu () (uy + €)= €7 < [ fu(x)[(uy +1)T+1.

Tomando g(x) = |f,(x)|(,” +1)7 + 1 e usando de que
lim fo((u, +€)7 —€") = fu(uy)?,
e—0T

temos (2.28).
Mais ainda,

v [ Dy Dusf ()7 =y [ Dt P+ )7,



40 Regularidade de Stampacchia

e entdo, pelo Lema de Fatou

liminf}// Duy, - Du (u; + )7 zy/ |Du | ()Y, (2.29)
Q Q

e—0t

onde Du;” =0se u; =0.
Logo, de (2.24), (2.25) (2.27), (2.28) e (2.29), obtemos que

+2¢,+\r—1 +\Y
v [ 10w Pty < [ g
< /g ol luanl?- (2.30)

Agora, considerando w = —(u,, + €)? + €? como fungdo teste em (2.21), obtemos

—y/QDun-Du;(u;+s)7‘1+/Qh(x,un)(—(u;+s)7+sy):/an(—(u;Jrs)MeY).

(2.31)
E de maneira anédloga a (2.25)
im [ A(x ) (—(u; +€)7+€") = / h(x, ) ()7, (2.32)
e—0TJQ Q
pois
|(, +€)7—€"| < (u, +1)+1, (2.33)
e entao,

[, ) (= (1, +€)7 = €7)| < [h(x, )| (w, +1)7+1.

E tomando g(x) = |h(x,u,)|(u;” 4+ 1)7 + 1, mais o fato de

lim A(x,u,)(—(u, +€)7+€¥) = —h(x,u,) (u; ),

=0T

temos (2.33).

Sendo assim,

|t = = [ b))

I
|
S5
=
j<
|
<
S
=
S
SN—

<

AV
o

(2.34)
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Além disso, de novo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

tim [ fo(— Gy )7+ €0 = [ ~fola ) (2.35)

e—0t

pois de (2.33), temos que

| fu () (= (u, +€)7—€7)| < | fulx)|(u,, + 1)+ 1.

E para g(x) = | fu(x)|(u, + 1)+ 1 e usando do fato de que

im fu(—(u, +€)"+€") = —fulu,)", (2.36)
e—0*
segue (2.35).
Por fim,
—}// Du, -Du, (u, +€)"! = —)// Duy, - Du, (u, +¢)?!
Q Q-

= v [ 1Du Pl )"
.

— 7 [ 1w Pl +e)"
Q
Logo, mais uma vez pelo Lema de Fatou,

liminf—y/ Duy - Duc, (1, + €)1~ zy/ Du P ()1, (2.37)
Q Q

=071

Entdo, por (2.31), (2.32), (2.34), (2.35) e (2.37)
—12¢, -1 —\r
v [ 10w Py < [ )
< [ Ul (2.38)
Porém, por (2.30)
J 1o P = [ 0w ) P
Q Q

r—1 2
= [ s
Up
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Agora, pela Regra da Cadeia

1

1 =2
[ )= = e )
‘Mn|>0 ‘Mn|>0
r-1 5
= < [ 1D P,
Q

Entdo, por imersdo de Sobolev e por (2.30)

(@)

Analogamente, por (2.38)

(f ™)

Das duas tltimas desigualdades

'3

<c [ Vfull”
Q

'3feo

<c [ Uallm
Q

2
*

</(|un!y51)2*)2 SZc/ | fool |1t (2.39)
Q Q

N(im—1 1)2*
Para y = w, temos que m'y = o+2" m*.

—2m 2
E entdo, por (2.39)

( A Iun!’"**>m** < c( A !fnr’">m (2.40)
< c(/gmm)"t (2.41)

= . (2.42)
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Mostraremos agora que vale c).
2

2 —m*

2

De fato, observemos que m" pois m < (2*)'. Entdiog= — > leq =
m

Sabemos que, por (2.30), (2.38) e (2.40)

Ll < e [l

(L15m)" (Lar)”

— (L) (L)

< <], |fn|'">'l’( A |f|"’)mm*"1', 2.43)

IA

—2m
Porém, por Holder

* * Y;l * ﬂ *
J R A T e
l’l’lT
< (o) (),
Q
£
— (ftttin) (L)

= 0y,

)

*

por (243)euc Q) O

E agora, passaremos o limite nas estimativas da Proposi¢do anterior e em (2.21) para

finalmente obtermos o seguinte resultado

Teorema 2.4. Com as mesmas hipéteses da Proposi¢do 2.3, temos que existe solugdo fraca

para (2.1) onde
a) ueW,?(Q)NL(Q).

Além disso, existe ¢ = c1(Q, || fl|1(q)) € c2 = c2(Q, || f]|11(q))- tais que
b) [l < cr.

¢) || Dul| - < c2.
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Demonstragdo. Pela Proposicao 2.3, temos que
HMI’IHL’”**(Q) <c e HDunHLm*(Q) < ¢y,

temos que a sequéncia {u, },cn € limitada em Wol’m* (Q)e L™ (Q).

. . 1.m*
Assim, existe u € W, ™ (€) de modo que
1,m* A
u, — u fracamente em W, (Q), a menos de subsequéncias

Kok .
up — u fracamente em L™ (Q), a menos de subsequéncias

Entao

S C1
(]
|Dullp () < liminf | Diag|| e g
< ¢,

e mostramos b) e ¢).
Além disso, como para cada n € N temos que u,, € solugao fraca de (2.21). Entao

/QDun-D¢+/Qh(x,un)¢:/an¢, Vo € C7(Q).

Mas como f, — f forte em L™ (Q), pela defini¢do de convergéncia fraca em L™ (Q),

temos que
. o m/
dim [ o= [ fo. voer@)
e em particular, V ¢ € C; (Q).
De u;, — u fracamente em WOl o (Q) temos que
lim | Du, D¢ = / Du-D§, ¥ ¢ €W " (Q), (2.44)
n—-+oo JO Q

pois Wol’(m*)/(Q) — W*I’(m?/(g) = (Wol’m*)’(Q).

Porém, C=(Q) c W, ") (Q).
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Logo, (2.44) vale V ¢ € C°(Q).
Por fim, por (2.4), temos que

|h(x,un)| < clun|.
Mas de {uy }nen limitada em em WO1 o (Q), temos por imersdo compacta
u, — u forte em L"(Q), a menos de subsequéncias,

para 1 <r<m™.
Em particular, pela Reciproca do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
Coroldrio 1.9, existe g € L"(Q) tal que

lun| < g q.tp.emQ

u, — u q.t.p. emQ.

Entdo, dado ¢ € C°(Q)

|h(x,un)@| < clunl|@]
< glo|eLN(Q).

lim h(x,u,)¢ = h(x,u)d q.t.p. em Q.

n——+-o0

Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 1.8

lim [ h(x,u,)¢ :/Qh(x,u)(P, Vel (Q).

n—+ JO



Capitulo 3
Solucao para sistema de EDP

Comecaremos agora a parte primordial do nosso trabalho. Como dito no capitulo anterior,
vimos para o caso particular de —Au a ja conhecida Teoria de Stampacchia para uma tnica
EDP. A partir de agora, comecgaremos o estudo de um sistema de EDP’s com o objetivo de
analisar as possiveis solucdes e qual seria a regularidade dessas, caso existam. Serd que
poderiamos esperar algo similar ou diferente do que vimos no Capitulo 2? E o que vamos
comecar a responder a partir de agora.

O nosso sistema de estudo serd o seguinte sistema eliptico

—div(M(x)Du) + a(x) @ (x)g(u) = f(x),
—div(M(x)Do) = a(x)G(u),

3.1)

u,Q e WOI’Z(Q), onde Q é um conjunto aberto e limitado do RY com N >2 e dQ € C~.

M (x) é uma matriz simétrica mensurével e existem ¢, f > 0 tais que

alE]* < M(x)EE, (3.2)
M(x)| < B (3.3)

c
M(x) eCc” (3.4)

Para as funcdes a e f, temos que
0<ael™(Q), (3.5)

0< feLl®)(Q). (3.6)
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Para as funcoes reais g e G, assumimos que sao continuas, crescentes, positivas, satisfazem
2(0) = 0= G(0), g é Lipschitz,

g)y>0, VyeQ (3.7)

3X>0,A>0]y>L = G(y) < Ag(y)y- (3.8)

Porém, com a finalidade de encontrarmos solu¢do para (3.1), neste capitulo, estudaremos

o problema aproximado

—div(M(x)Du) + a(x)9(x)g (1) = F (x).
—div(M(x)Dg) = a(x)G(u),

(3.9

u,Qc Wol’z(Q), para F € L™(Q).

3.1 Existéncia de solucao para o problema aproximado

desacoplado

Para encontrar solucdo para o sistema (3.9), encontraremos solu¢do para EDP’s geradas por
cada uma das equacdes em separado. Vejamos entdo nosso primeiro resultado

Teorema 3.1. Seja F € L™ (Q) e y € WOI’Z(Q) NL*(Q). Entao, existe u € WOI’Z(Q) a tnica
solugdo fraca de

—div(M(x)Du) + a(x)| y(2)|g(u(x)) = F(x). (3.10)

Demonstragdo. Seja B : WO1 ’Z(Q) X WOI’Z(Q) — R de modo que

Buv) = | M()Du-Dv(x)+ [ ao)lw()gu(x))v().

Mostraremos que valem as hipdteses do Teorema de Stampacchia, ver Teorema 1.18.
Como de costume, comecaremos mostrando que valem as hipdteses sobre a segunda
varidvel.

Primeiro, temos que

* B(u,-): WOI’Z(Q) — R é linear.
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De fato, sejam vy, v, € Wol"z(Q),/l € R, de modo que

B(u,Avi+v2)

= /M x)Du-D(Avi(x) +v2(x))
4 / u(x)) (v (x) + v2(x))

:)L/M )Du - Dvy (x —|—/M )Du - Dvy(x)

+7L/ )i (x +/ u(x))va(x)

= AB(u,vy) B(u,vz)

Além disso, temos que

* B(u,-): WO1 2(Q) — R é continua,

. . 1,
pois sejav € W,

2(Q), desse modo

Bl < [ M@DUIDY)|+ | Jalo) W) lgo) (o)

Usando (3.3) e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz

st <8 ([1062) " ([ 190" + [ alvlsGenibiol. G

Porém, de y,a € L™(Q), temos que

|l v

)Ig(ux)[v(x)] < Hal\m<g)|!l//|!m(9)/gIg(u(x))HV(X)\

IN

Llall (@) 1¥ll=(@) [ 1u(3)1v()
Llall (@) 1Wll=(@ 2 @yll Ve
cLllal| =@ llWllz=(o) 1l 2+ (@) IVl 2% (@)

cLS|all (@) W ll=() ull 2 (@) V]l 2 f3-12)

IN AN A

onde L vem do fato de g ser Lipschitz, ¢ da imersdo e S é da Desigualdade de Sobolev.

Lembrando que g(0) = 0.
Assim, por (3.11) e (3.12)

Bu,v)] < ClVly120)



3.1 Existéncia de solucdo para o problema aproximado desacoplado 49

onde C € uma constante.

Agora,vejamos as hipéteses sobre a primeira varidvel. Temos que

. Exliszte ¢ > 0tal que |B(uy,v) — B(uz,v)| < &|ju _quWOl‘2(Q)HvHW01’2(Q)’ Vuy,up,v €
W, ().

De fato,

[B(u1,v) = B(uz,v)| =

/M )Du (x) - Dy (x +/ x)]g (11 (x))v(x)
~ [ M()Dus(x)- Dv(x) - /Q a() |y () g (12 () v )
/|Mx Duy (x) — Dus(x)) - Dv(x)| +
[ a@ vl g0 () — glua()

< (/]Dul —(x )(/|Dv 12)

/Ia )W) v(x)lg(ur(x) — g (ua(x))];

IN

por (3.3) e Cauchy-Schwarz.

Porém, como g é Lipschitz e a, y € L™(Q)

IN

/Q|a(X)|lI/(X)|V(X)|Ig(ul(X))—g(uz(X))l Clla\lmg)llllfllm(g)/g|V(X)||u1(X)—uz(X)I

Cllallz=@llWllz=@lIVI[ ey lur — uzll 2 g

< C8%lall (e W =@ IVl 12y 11— 2l 12

IN

lembrando que L (Q)(Q) — L(Z*)/(Q).

Por fim,

* Existe 1 > 0 tal que B(uy,u; —up) — B(up,uy —up) > nlju; — u2||5Vl’2(Q)’ Yuy,upy €
0
1,2
W, “(Q).
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De fato, por (3.2),

B(up,uy —up) — B(ug,uy —up) = /QM(x)Dul -D(uy —up) +/Qa(x)|l//(x)]g(u1)(u1 —up)
~ [ M@Dus- Dl 1) = | )y (9)gu2) 10 — )
> a [ 1Du+ D+ [ (g(m) — g) (w1 —12)

> Oc/ \Duy + Duy)?,
Q

de g crescente e (3.7).

Assim, pelo Teorema de Stampacchia, ver Teorema 1.18, existe uma unica u € WO1 ’Z(Q)

tal que
B(u.0) = [ Fo, ¥ eW) (@),
Q
e o resultado segue. [

No préximo resultado, obtemos existéncia de solucdo para um problema gerado a partir

da segunda equagdo do problema aproximado.

Teorema 3.2. Seja F € L™(Q) e u € WOI’Z(Q) NL”(Q), solu¢do de (3.10). Entdo, existe
Ye WO1 2(Q) de forma que o problema

—div(M(x)D¥(x)) = a(x)G(u(x)), (3.13)

possui solucao no sentido fraco e ela € tnica.

Demonstragdo. Mais uma vez, aplicaremos o Teorema de Stampacchia.
Seja E : Wol’z(Q) X WOLZ(Q) — R de modo que

E(¥,v) = /QM(x)D‘P(x) -Dv(x)

Comecaremos mostrando que E € linear na segunda entrada:
s E(W,): WOI"Z(Q) — R ¢€ linear.

De fato, sejam vy,v, € WOI’Z(Q),A € R, entdo

E(W,Avi +v)) — /Q M(x)D¥(x) - D(Av; (x) + va (x))

_ 2 /Q M(x)DP(x) - Dvi (x) + /Q M(x)DY(x) - Dv(x)
= lE(T,vl)—i—E(‘P,VQ).
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Agora veremos que E € continua na segunda entrada.

1,2

* E(W, ) : W, () — R € continua.

De fato, seja v € WOl ’Z(Q), assim, por (3.3) e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz
[E(Y,v)| < /Q |M (x) DY (x)||Dv(x)]

< ELMR@DWQMDW@I

(/ D (x |2> (/ Dy (x |2)

= C|

IN

VHW Q)
onde C é uma constante que depende de f3 e de V.

Para a segunda entrada de E, temos que

. Exliszte { >0talque |[E(¥1,v) —E(P2,v)| < &P —lPZHWOl,Z(Q)HVHWOI,Z(Q), VW, W, ve
Wo*(Q),

pois

|E(W1,v) —E(Y2,v)| =

/M )DW, (x) - Dv(x) /M )DWs (x) - Dv(x)

~¥() - Dv(x)
< /Q MED(¥1 (1) = ¥2(0)| Dy ()
< B[ ID(¥1(0) —¥2() 1Dy

< B( [ 10w - Dst ) (/1w F)

= Bl¥1— ‘P2||W01,2(Q) HVHWOL?(Q)

E finalmente temos que:

* Existe 1 > 0 tal que E(¥, %) — V1) —E(¥,, ¥ —¥2) > n||¥, —‘le\é,l,z(g),
0

VW, e Wyt (Q),
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pois
E(Y,Y —¥2) —E(¥,¥1 - V1) = /QM(X)D‘Pl(X) -D(¥1(x) —¥2(x))
_ / M(x)D%s (x) - D(W) (x) — Pa(x))
~ [ mix —W2(x))-D(¥1 (1) ¥ (x))
> a/Q|D (%1 (x) — Wa(w)
= oW =l
Assim, pelo Teorema de Stampacchia, temos que o problema (3.13) tem solugdo e ela é

unica. O]

3.2 Estimativas de Energia para o problema aproximado

desacoplado

Ainda no objetivo de garantirmos solucdo para o sistema (3.9), serdo necessdrias certas
estimativas, que serdo tratadas nos trés lemas que se seguem.

Os dois primeiros, tratam de estimativas para u dada pela equacgdo (3.10). O lema que
segue dd estimativa de u na norma L™ (Q).

Lema 3.3. Fixado y € WOI’Z(Q), seue WOI’Z(Q) ¢ solugd@o do problema
—div(M (x)Du) + a(x) |y (x)[g (u(x)) = F (x)
entdo existe C; > 0 de modo que
ull (@) < CLl|F = (@)
Demonstracdo. De u solugdo do problema (3.3), temos que
| 1Du-Dg + [ a)w)lsut)o () = [ F@ow. ¥ o W (.

Facamos agora ¢ = Gy (u), temos que

/M )Du - DGy (u +/ (x))Gk(u(x)):/QF(x)Gk(u(x)).



3.2 Estimativas de Energia para o problema aproximado desacoplado 53

E entdo
/M \Du- Gl (u Du+/ u(x)) G (u(x)) = /QF(x)Gk(u(x)).
Mas de a(x)] w(x)|g(u(x)) Ge(u(x)) > 0, temos que
/Q M(x)Du- Gly(u(x))Du < /Q F()Gy(u(x)).

Que por (3.2), implica em

/Gk ))|Dul?* < /F )Gr(u(x)). (3.14)
Mas, como G (u(x)) = 1 ou G (u(x)) = 0, e pela Regra da Cadeia

/Gk ))|Dul* = /yDGk (u(x))|?, (3.15)
por (3.14) e (3.15), temos que

o [ IDGu()P < [ Fx)Ge(u())

Agora, aplicando Holder para o lado direito da desigualdade,

o [ PGP = /|u|>krDGk<u<x>>\2

(foder)™ (o)

E novamente pela Desigualdade de Holder para o primeiro fator do lado direito para os

aponies 2o (1

o [ 0Gu(ut)? < ( [ IF |N) (> k)= ( [ Gt |2*)l*,

N N+2 ,., 2N N\ N+2 N N
afinal —— = ——, (2")' = , = .
(2*)’ 2 N+2"\ (2%) N (2% N —(2%)
E pela Desigualdade de Sobolev, temos que

& (o) < ( [ ‘N) (> )27 ([ )’

IN

2
%

*"_‘
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Ou seja,

& (L) = (Lirer) ue> st

Por outro lado, pela Desigualdade de Holder temos que

[ I6Gitutx |<( [ Gutw |2*)* (] > k)7

Assim, das duas ultimas desigualdades

ool Sz(/ ) il > 1)@

= _HF”LN u({Ju >k},

1 2
Tomemos k; = 1+ N eky = EHFHLN(Q)

Entdo, pelo Lema 1.21, temos que

SZ
leell=@) = — I [lvie) €

onde { = pt({Ju] > k})"*.
Mas como L= (Q) — LN (Q), existe ¢ > 0 tal que

lull =) < —=lIFll=(@)¢

. . 1.2
Agora, uma estimativa para u na norma W,"" ().

Lema 3.4. Fixado y € WOI’2 (Q),seue WOI’Z(Q) € solugdo do problema
—div(M(x)Du) + a(x)|y(x)|g(u) = F (x)
entdo existe C; > 0 de modo que

Jilhy12 0y < ColIF @y
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Demonstragdo. De u solugdo do problema em questdo, temos que

| MDDy + [ aly)lew)ot) = [ Fow), ¥o €Wy (@),

Fazendo ¢ = u,

| M@Du-Dut [ |y lgu)utx) = [ Fou
Q Q Q
Mas por (3.7), temos que a|y|g(u)u > 0, entdo
/ M(x)Du-Du < / F(x)u.
Q Q
Agora, por (3.2)

aLMMFgLF@w

1
ymﬂ@msaAF@w

Pela Desigualdade de Poincaré,

O que implica em

2 ¢ /
<— | F
||uHW0112(Q) = oo (X)I/l

para algum ¢ > 0.
E pela Desigualdade de Holder, lembrando que WOl 2(Q) = LY(Q)

A

2 C
@ < ol lm el

IN

CIHF”L“(Q)H””WO‘~2(Q)
para algum C; > 0. E, portanto,

”””WOL?(Q) < CIHFHL”(Q)

Veremos agora estimativa de energia para ¥ dada por (3.13).

Lema 3.5. Fixado y € Wol’z(Q), sejau € Wol’z(Q) solucdo de

—div(M (x)Du) +a(x) |y (x)|g(u) = F.
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EW¥e Wol’2 (Q) solugio de
—div(M (x)D¥) = a(x)G(u)
Entdo existem, C(||u||r=,a),C(F,a) > 0 tais que
¥lhy32(0y < Clluli-(1,0) < C(F.a)
Demonstragdo. De ¥ solugido de (3.16), temos que
/M X)D¥ D¢ = / u)9, V9 € Wy (Q).
Fazendo, ¢ =¥, temos que

/QM(x)D‘I’-D‘P:/Qa(x)G(u)‘P.

Por (3.2),
o /Q D[ < /Q a(x)G(u)¥.

O que implica em
1

1D 0 < /Q a(x)G(u)¥.

Usando a Desigualdade de Poincaré,
2

122 < 5 [ G,
para algum ¢ > 0.
Mas de

/ a(x)G(u)¥ = / a(x)G(u)‘I’+/ a(x)G(u)¥
Q u>x u<X

usando do fato de que G € crescente, temos

C C
¥ < u>2a<x>G<u>‘P+a | a0Gw)Y
< S a6 >‘P+ a(x)G(Z)¥
Ot u>xy u<X
< & fawotoe &
o JQ

(3.16)



3.3 Existéncia de solucdo para o problema acoplado 57

E usando (3.8) no primeiro termo do lado direito, temos que

2 ﬂ/ CG(E)/
H‘P\|W01,2(Q)§ 2 Qa(x)g(”W‘PﬂL (x Qa(x)lp-

Assim, de ||uHLw(Q) < Cy, pelo Lema 3.3, temos

’ cA cG(X)
IEI2 12 ) < gl i oo [ a0+ == [ atow.

E pela Desigualdade de Holder e por Sobolev

cG(X)

2 cA
I¥ly20) = 5 18 =@ llulli-@)llall ey 1¥1l2 @)@ lall Loy W]l 120 (@

cSA cSG(X)
<~ lsG)lli=(@llull-ollall ooy ¥lly2 0 +

HaHL(z*)' ||‘PHW01.2(Q).

O que implica em
¥ llyr2(q) < Clull=,a),

e pelo Lema 3.3, segue também que

[¥12(q) < Clllllz=a) < C(F,a)

3.3 Existéncia de solucao para o problema acoplado

Agora provaremos o resultado principal deste capitulo, que € a existéncia de solugdo para
o sistema aproximado (3.9). Mas antes disso, enunciaremos um lema que serda usado na

demonstracdo do teorema.

Lema 3.6. Seja ¥ € WO1 2(Q) solugdo fraca de

—div(M(x)D¥(x)) =h, Q
W(x) =0, 20,

onde i € L*(Q).
Entdo existe C = C(M,N,Q) tal que

I¥llw22@) < CliAll2()
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Demonstragdo. Ver [9], Teo. 1.14, p. 240 U]

Vamos agora para o resultado principal do capitulo.

Proposigdo 3.7. Seja F(Q) € L™. Entdo existe uma solugdo fraca (u, @) do sistema

—div(M(x)Du) + a(x)p(x)g(u) = F,
—div(M(x)Dg) = a(x)G(u).

onde u € W, *(Q)NL7(Q) e ¢ € Wy (Q) NL(Q).
Além disso, se F > 0,entdiou >0e ¢ > 0.

Demonstragdo. Fixemos y € WO1 ’Z(Q). Pelo Teorema 3.1, temos que o problema
—div(M(x)Du) + a(x)|Ti(y(x))|g(u) = F, comu € Wol’z(Q)7

possui solucao.

A partir de u, solucdo do problema anterior, observemos agora o seguinte problema
—div(M(x)D¥) = a(x)G(u), com ¥ € W, *(Q).

Pelo Teorema 3.2, também temos garantida uma solucéo e pelo Principio do Méximo, u > 0
e >0.

Tomemos entéo a aplica¢do S : WO1 Q) — WO1 2(Q), que para cada y € WOI’Z(Q) associa
uma ¥ € WO1 2(Q) como feito acima.

Essa aplicagdo é compactamente continua. E continua por um argumento padrio.

Seja entdo { Y, } ey C WO1 2(Q) uma sequéncia limitada. Pelo Lema 3.6, ¥, = S(y;,) é
limitada em W22 (Q).

Porém, W2?(Q) —— WO1 2(Q), 0 que faz de S uma aplicagdo compactamente continua.

Entdo, pelo Teorema 1.2, existe ¥ € WO] ’Z(Q) tal que S(y) = y, isto é

—div(M(x)Du) + a(x)| Ty (x)) | g(u) = F.
—div(M(x)DY) = a(x)G(u),

Porém, pelo Lema 3.5, existe C > 0 tal que || y/||=(q) < C.
Tomando k > C, segue que T;(y) = y e entdo u € WOI"z(Q) NL*(Q), y € WOI’Z(Q) N
L”(Q) € solugao do sistema aproximado.
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Além disso, novamente pelo Lema 3.5, temos que B[0,C] C WO1 ’Z(Q), que € um conjunto
convexo, limitado e fechado, € invariante por S, logo, pelo Teorema 1.2, existe um ponto fixo
em B|0,C]. O

Segue agora para um Coroldrio que serd muito utilizado no préximo capitulo.

Coroldrio 3.8. Para cadan € N, seja

Existe uma solugdo do sistema

—div(M (x) Duy (x)) + a(x) @n (x)g (1n (x)) = fu (%),

‘ (3.17)
—div(M (x)D@y(x)) = a(x)g(un(x)),
com iy, P, € Wol’z(Q) € Uy, Py > 0.
Demonstra¢do. Como f > 0,
fu= fl Sli:n. (3.18)
Y -
Logo, f, € L.
Além disso, f > 0 por hipétese, assim pela Proposicao 3.7 existe solu¢do para o sistema
e Up, Py > 0. L]

No préximo capitulo, também serd importante o seguinte resultado.

Coroldrio 3.9. Como definida no resultado anterior, f, — f fortemente em L!'(Q) se
n — +oo.

Demonstragcdo. Primeiramente,
1fu] < feLY(Q) q.t.p. em Q Vn e N.

Além disso, f, — f q.t.p. em Q, pois

f)

im ————— = f(x) g.t.p. em Q.
AT f(x) qtp
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Logo, |fu— f| — 0 q.tp.emQe
o= fI < 1ful 1]
< 2|f| e LY(Q) q.t.p. em Q, Vn € N.
Entdo, pelo Teorema 1.8,
ngrpm/Q |fa— fldp =0.

Isto é,
fn — f fortemente em L! (Q).



Capitulo 4
Efeito regularizante - parte I

Este capitulo e o proximo concentram o objetivo principal do nosso trabalho, que é observar
o ganho no efeito regularizante sobre as solu¢des de um sistema de EDP’s se comparado
a regularidade de uma tnica EDP dada pela Teoria Classica de Stampacchia. Para maior
clareza de exposicdo, neste capitulo, trataremos do efeito regularizante apenas em .

Nosso sistema de interesse continua sendo

—div(M (x)Du) + a(x) @ (x)g(u) = f(x),
—div(M(x)D@) = a(x)G(u),

4.1)

com u, p € WOI’Z(Q).

Recolocaremos aqui as hipéteses vdlidas de agora em diante, para maior facilidade do
leitor.

Temos que Q é um conjunto aberto e limitado do RY com N > 2 e 9Q € C*.

M (x) é simétrica mensurdvel com M(x) € C” e existem «, 8 > 0 tais que

al§F < M(x)EE, (4.2)
e
M(x)| < B (4.3)
As fungdes a, f satisfazem
0<aelLl”(Q), 4.4)

0< feLl®)(Q). (4.5)
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Para g : RT—ReG:RT — R, temos que sdo continuas, crescentes, satisfazem g(0) =
0= G(0), g é Lipschitz, e

FX>0,A>0[y>X = G(y) <Ag(y)y- (4.6)

Por fim, quando falarmos em solugdo do sistema (4.1), estamos falando no seguinte

sentido:

/M )Du. D¢-|—/ /f LV e W Q)L (Q),
/: M(x)Do- Da)_/Q (DG ow), VoW 2(Q)nL(Q).

4.1 Efeito regularizante em ¢

O resultado principal desta se¢do garante que o sistema (4.1) possui solugdo e que a@g(u) €
LY(Q) e aG(u) € L' (Q). Além disso, essa solugdo sera mais regular do que o previsto pelos

resultados do Capitulo 2. Mas antes, precisaremos de alguns lemas.

Lema 4.1. Sob as hipéteses deste capitulo, temos que a sequéncia {u, },cn € limitada em

WOI’Z(Q) e a sequéncia {a@,g (i) }nen € limitada em L' (Q), onde (u,, @,) é solugio fraca

de (3.17). Além disso, existe u € Wol’z(Q), de modo que:

1,2 A
u, — u fracamente em W, " (€2), a menos de subsequéncias
u, — u fortemente em L> (Q), a menos de subsequéncias

u, — u q.t.p. em Q, a menos de subsequéncias.

Demonstracdo. Usaremos aqui o sistema aproximado (3.17). Tomemos u,, como fungao
teste para a primeira equacao, usemos (4.2) e observemos que f, < f, assim

o [ 1D+ [ a(eu@glun) < | 7o

Pela Desigualdade de Holder, usando o fato de que f € L(z*)/(Q) e u, € L¥ (Q), segue

o [ 1Dun P+ [ ato)@n(6)un)un() < 1o 2 -

Mas pela Desigualdade de Sobolev, temos

o [ 1D+ [ a(x) @)ttt (3) < SILf1 2y 1 D2
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Ou seja,

1Dt i+ |, a8t )it (5) < SIS oy g Pl 47)

Como, [ a(x)u(x)gns)us () = 0,
1Dl 2 < Cy, (4.8)
que pela Desigualdade de Poincaré,
<.
[ttn [ yy12 < Ci

onde C; depende de f, da constante de Sobolev e de .

E portanto, {u,} é limitada em Wol’z(Q). Assim, de WO1 2(Q) espago de Banach reflexivo,
temos que existe u em WOI’Z(Q) de modo que u, converge fracamente para u em Wol’z(Q), a
menos de subsequéncias.

Além disso, de WOI’Z(Q) s L?(Q), temos que u, — u em L*(Q), a menos de sub-
sequéncias. E portanto, pela reciproca do TCDL, u,, — u, q.t.p. em £, a menos de
subsequéncias.

Observe que pela equacdo (4.7), temos também que

[ a@enlg i) < Sl g 1Dl 12 (49)

que por (4.8), significa que

/Q () 9 (X)g (1)t (x) < Cs. (4.10)

]

Como no lema anterior, trataremos no proximo lema da limitagdo e da convergéncia
de certas sequéncias que serdo importantes para o objetivo de se encontrar solugdo e obter
regularidade para o sistema.

Lema 4.2. Sob as hipéteses deste capitulo, temos que a sequéncia {@, },cn € limitada em
WOI’Z(Q) e a sequéncia {aG(u,) Py }nen € limitada em L' (Q), onde (u,, @,) é solucio fraca
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de (3.17). Além disso, existe ¢ € Wol’2 (Q), de modo que:

¢, — ¢ fracamente em Wol’z(Q), a menos de subsequéncias
@, —> @ fortemente em L?(Q), a menos de subsequéncias

¢, — ¢ q.t.p. em , a menos de subsequéncias.

Demonstra¢do. Novamente, usaremos o sistema aproximado (3.17). Desta vez, para a

segunda equacio, tomemos ¢, como fung¢do teste e usemos a condicao (4.2), entdo

2
a /Q D@, < /Q a(x)G (1) 9o (). @.11)
Mas,

| aG)et) = | a(Gu)eu0+ [ __ a6,

u, <X

De G crescente,
[ a®)6)0ux) < | aGu)en0)+6®) [ atou)

E pela condi¢do (4.6),

| a0Gme) < 4 [ aweg)n0e.0+6() [ awe.w

< 2 [ a)g)n (9)9:() +6(D) [ ate (o).

Assim, de (4.11), temos que

/\D(p,, yz</1/ 2 () (x )(pn(x)+G(Z)/Qa(x)(pn(x).

E somando as duas ultimas equagdes,

@ [ D00+ [ a()G(un)gux) < 22 [ alx)glun)n(x)0n(x) +26(2) [ alx) ).

Mas por Hélder, Desigualdade de Sobolev e Desigualdade de Young com €

| a®9u@) < llallerr g lonll o
< Nlall ey g 19l 20
<

2 2
Ce”“HL(z*)/(Q) + 8||D(anL2(Q)
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Ou seja, fazendo € = m

@ [ D@0+ [ aWGu)eu) < 24 [ atglun)un(0enx) +
26(E)celal ey g+ 5 [ DO
E entao,
5 [ 1DoP+ [ awGu)en) < 24 [ atiglun)unenx) +
26(E)celal

Q)

E usando de que a sequéncia {aG(u,) @, }nen € limitada em L!(Q), Lema 4.1, temos
/ (Pn|2+/ G(un) ou(x) < Cs.

la()G(un) @all L1 @) = Cs5 e [|@ally2 < Ca,

Ou seja,

onde C3 e C4 ndo dependem de n.

Portanto, ¢, € limitada em WO] 2 (Q). E pelo mesmo motivo do Lema anterior, temos que
existe ¢ em WO1 ’Z(Q) de modo que ¢, converge fracamente para ¢ em WO1 ’Z(Q), a menos de
subsequéncias.

Além disso, de Wol’z(Q) < L2(Q), temos que ¢, — @ em L*(Q), a menos de

subsequéncias. E portanto, ¢, — @, q.t.p. em Q, a menos de subsequéncias. 0

Os dois lemas que se seguem sdo mais delicados e tratam da convergéncia de {a@,g(un) } nen
e {aG(up) }pen em L1(Q).

Lema 4.3. Sob as hipéteses deste capitulo, {a@,g(u,) },en converge fortemente para a@g(u)
em L'(Q), onde (u,, @,) é solucio fraca de (3.17).

Demonstragcdo. Consideremos

0,se0<s<k;

—k
i =1 S < ckre,

1,ses>k+0;

Assim, Hy : [0, 4o0) —> [0, +o0) é Lipschitz e H;(0) = 0.
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Entdo, pela Regra da Cadeia Localmente Lipschitz, Proposi¢do 1.24, F, = Hy(u,) €
WO1 72(9) NL*(Q) e assim, é uma funcdo teste vélida, onde

0, se u,(x) < kou uy(x) > k+0;
DF, = DuyH;(un) = { Du,
g se k <up(x) <k+0;

Entdo, na primeira equacao de (3.17), com F, de func¢do teste, temos que

: MeDuDu, [ gt ()
0 Jk<u,<k+6 k<up<k+8 0

L a@oux)gm)

B /ksun<k+ef"(x) (W) +/k+9§unf”(x)'

Usando (4.2)e que f, < f

o
0 Ji<u,<k+6

/k+e<una(x)%(x)g(un> = /k<un<k+9f(X) (W) +/k+9<unf(X)

O que implica em

frppms < [ (M) [ e

pois os outros dois termos do lado esquerdo s@o nao negativos.

|Du, |* —|—/ksun<k+6a(x)(pn(x)g(un) (W) +

Mas (4.12) é equivalente a

/kSMn a(x)(pn(x)g(un)%{k+9§un}(x) < /Qf(x) (W) X{kgun<k+9}(x) -+

/k<un FO) X rr0<u,} (1),

Vejamos agora as passagens de limites com relacdo a 6. Primeiro, do Lema de Fatou

[ al)@ux)gun) < timint [ a(x)gn (5)) 00 (0

0—0t k<uy,
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Em segundo lugar, consideremos

u, —k

09 =109 (5 ) s (0

Se u,(x) <kemk <u, <k+0,entdo &(x) =0. Se k < u, < k+ 6, entdo

gl = 1|
= /() (””9_ k)
< 1wy
= 1)
Entdo,
1E(x)| < f(x) € LY(Q) q.t.p. em Q. (4.13)

Agora dado x € Q, se u,(x) < k, claramente

lim &(x) =0. (4.14)

6—0*t

Se u,(x) > k, seja 6y tal que, para 0 < 6 < 6,

up(x) >k+6.
Logo,
elig)l+ E(x)=0. (4.15)
Entao, por (4.14) e (4.15)
E(x) — 0,50 — 0", q.t.p. em Q. (4.16)

Assim por (4.13), (4.16) e o TCDL,

un_k

eli>rg+ Qf(x) ( 0 ) X{kgun<k+6}(x) =0

Logo, por (4.12)
a@) (g < [ () @17)

k<uy, k<uy,
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Seja £ > 0. Como f € L! (Q), {f} € uniformemente integravel. Assim, existe o; > 0 tal que
E
< —
RS
se L({k <u,}) < oy.

Mas de {u,} limitada em L'(Q), temos que existe ko € N tal que para k > ko, u({k <
un}) < o. Ou seja, para k > kg

IRCE (.18)
k<uy 2
Seja E subconjunto mensurdvel de Q, entdo
[awemew) = [ alx)gugu)+ ) (x)g(10)
E En{u,<k} En{up,>k}

< g ORI + [ a@gns)
g0 [ aWn+ [ a@enstn)
< 5 0o+ | ateusln)

IN

pois g é crescente.
Pela Desigualdade de Holder, por (4.17), pela Desigualdade de Sobolev e pelo Lema 4.2,

/Ea(x)fpn(x)g(un) < gl @)l 2+ ) </Ea(x)(z*)/><2}‘)’+ ;

k<uy
1

(2*)/ m
< 8W)IPnll2g) | | alx) + f

k<uy
1

< Cs (/Ea(x)@*)’)W+/k< f. (4.19)

Mas como a € L(z*)/(Q), existe 0, de modo que

1
(2% @y E
(/Ea(x) ) < 3Cy (4.20)
se U(E) < 0.

Assim, tomando U (E) < 0y e k > ko, temos por (4.18), (4.19) e (4.20), que

[ @@ (g) <&
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Ou seja, {a@,g(uy)tnen € uniformemente integravel. Além disso, a(x)@,(x)g(u,) —
a(x)p(x)g(u) q.t.p. em Q, pois pelos Lemas 4.1 ¢ 4.2, u, — ue ¢, — ¢ q.t.p. em
Q. Logo, pelo Teorema de Vitali, {a¢,g(un)},en converge fortemente para a@g(u) em
L'(Q). O

Lema 4.4. Sob as hipéteses deste capitulo, {aG(u,) },en converge fortemente para aG(u)
em L'(Q), onde u, é solucio fraca de (3.17).

Demonstragdo. Usemos ¢, como fungdo teste na primeira equacao de (3.17), assim

| MDD+ | av)eix)g(un) = [ i)

E u,, como funcdo teste na segunda equagdo de 3.17

/QM(x)D(anun:/Qa(x)G(un)un.

Combinando as duas utltimas equagdes, temos entdo que

[ )G+ [ a)oi s = [ £
E comoa,g > 0,
/Q a(x)G (1)t < /Q £u(X) @

Lembrando que f, < f, usando Desigualdade de Holder e Desigualdade de Sobolev, temos
que

IN

/Q a(x)G (1)t /Q f(x)@n

111y @1l 2 )

IN

IN

1100 g D@20
C67

IN

pois, pelo Lema 4.2, a sequéncia { @, } .y € limitada em WO1 2(Q).
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Agora, dado E C Q mensurdvel

/E a(¥)Guy) = /E oy 4G + /E oy 4G )
/ a)Gu) + | a(x)Glup)
En{u,<k} up >k

IN

Up

< Gk /E ey T [ a6

< Gk /E a(+ | >ka(x)G(un)%
< G(k)/Ea(xH—%, @.21)

C u
pois G ¢ crescente e quando u, > k, f > 1.

Mas de {a} uniformemente integravel, temos que, dado € > 0, existe o > 0, tal que

/Ea(x) < ;,

se U(E) < o.

Ce €
Assim, se 4 (E) < o e tomando k de modo que 76 <3 temos por (4.21)

/Ea(x)G(un) <E€.

Entdo, {a(x)G(up) }nen € uniformemente integravel, e como a(x)G(u,) — a(x)G(u) q.t.p.
em Q (pois u, — u q.t.p. em £ pelo Lema 4.1) pelo Teorema de Vitali, temos que
{aG(uy,) } nen converge fortemente para aG(u) em L' (Q). O

Por fim, veremos agora o resultado mais importante deste capitulo. O resultado que segue,
como dito no inicio do capitulo, garante a existéncia de solucdo para o sistema (4.1). Mas
mais do que isso, o teorema abaixo garante a existéncia de solu¢des em WO1 ’Z(Q) quando pela
Teoria de Stampacchia, por exemplo, u € WO1 o (Q). Porém, se m for préximo a 1 claramente

m* < 2. Assim temos ganho de regularidade.

Teorema 4.5. Consideremos que valham as hipéteses (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6). Entao
existe (u,@) solugdo fraca de (4.1), com u € Wol’z(Q), (NS Wol’z(Q), apg(u) € LY(Q),
aG(u) € LY(Q).
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Demonstragdo. Pelo Colorario 3.8, sabemos que para cada n € N, existe u, € WO1 2 (Q)e

On € WO1 ’Z(Q), nao-negativos, de modo que

/M )Duty - D¢>+/ /fn LV e W AQ)NL(Q),
/Z M(x)D@y - Da)_/Q ()g(un)o(x), ¥ @ € Wy ?(Q)NL(Q),
_f
onde f, = —H_%f.

Passaremos o limite no sistema (3.17).
Primeiramente, pelo Lema 4.3, a@,g(u,) — a@g(u) forte em L'(Q). Em particular,
para cada ¢ € L7(Q),

tim_ [ a(x)9,8(un)0 () = | alx)pg(u)o(x)

n—+o JO

Analogamente, como pelo Coroldrio 3.9, f, —» f fortemente em L' (Q), temos que
li " =
dim [ 0600 = [ fxe0)
quando ¢ € L™(Q).

Por fim, como M (x) é simétrica, dado v € WO1 ’Z(Q)

/QM(x)Dv-D(p:/QM(x)D(pDv

e como M (x) é limitado

IN

B | IpolD

Q
< BIDSl20) DVl 20y
S B”¢||W()12(Q)||v||W012(Q)

‘ /Q M(x)D¢ - D

A

Isto €,
M(x)Dp € W12(Q) = (W, *(Q))".
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Agora, u, — u fracamente em WO1 ’Z(Q), pelo Lema 4.1, e entdo da defini¢do de conver-

géncia fraca em WO1 2 (Q)

ngrerlm QM()c)Dun-D(]) = nngrrloo QM(x)D¢~Dun

= /QM(x)D(Z)-Du.

E passando o limite de forma equivalente na segunda equacao, temos que o sistema (4.1)

possui solucio no sentido enunciado neste capitulo. 0

4.2 Observacoes

Vejamos as estimativas de energia da solugdo.

a(x)Q(x)g(un)un — a(x)Q(x)g(un)up

a(x)G(un) Pun(x) — a(x)G(u) @ (x)

g.t.p. em Q.

Assim, pelo Lema de Fatou, pelo Lema 4.1 e pelo Lema 4.2

[ ae g < timint [ a(x)gux)g(wu

G

IN

IN

1’121 Jlrr(}of A a(x)G(uy) @n(x)

Cs.

| atGwew)

IN

Mais ainda, como u, — u em WO1 ’Z(Q) e @, — ¢ em WO1 ’Z(Q), pela semicontinuidade

inferior fraca da norma

A\

/yDu\z < liminf/ Duty 2
Q n—+oo JO
G

IN
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[ 1poP
Q

IN

liminf
n—y+oo

Cy.

| 1po.?
Q



Capitulo 5
Efeito regularizante - parte 11

Como dito do Capitulo 4, nosso interesse neste capitulo também € analisar o ganho de

regularidade que nosso sistema de estudo

—div(M (x)Du) + a(x) @ (x)g(u) = f(x),
—div(M(x)Do) = a(x)G(u),

(5.1)

comu,p € WO1 72(9), pode proporcionar em sua solu¢do — se comparado com o ganho de
regularidade em uma EDP simples. Mas aqui, estamos interessados no efeito regularizante
sobre a primeira solucao.

5.1 Efeito regularizante em u

Da Teoria Cléassica de Stampacchia, sabemos que para o caso em que o dado pertence a
L(”*)/(Q), a solug@o do problema de Dirichlet com operador de segunda ordem eliptico
satisfazendo certas condi¢des pertence a L7 (Q).

Vimos neste trabalho, para o caso particular em que o operador de segunda ordem
era —Au mais uma aplicac@o h com certas propriedades, f € L(z*)/(Q), que a solucao do
problema de Dirichlet pertencia a L™ ().

Mas o que podemos esperar de um sistema de Dirichlet com EDPs elipticas, sob certas
condi¢des? E sobre isto que tratard nosso préximo resultado devido a Lucio Boccardo. Por

simplicidade, consideraremos tanto para o sistema (3.17) como para o sistema (5.1)
alx)=1,VxeQ (5.2)

g =Ay"! comy>0,1>0er>1 (5.3)
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G(y)=y,comy>0er>1 (5.4)
Teorema 5.1. Consideremos que valha (4.2) e tomemos

(r—1)N N

ceLl™(Q), 2<m<
FELM(Q), 2Sm< s,

<r (5.5

Entéo u € WO1 2 (Q)NL™ (L), onde u é a solugdo da primeira equacao do sistema (5.1).

Demonstracdo. Novamente, trabalharemos aqui com o sistema aproximado (3.17).
Seja C(y), y > 0, uma funcao real, crescente, convexa e de classe C?, com C (0)=0
e C'(0) = 0. Para a primeira equacdo de (3.17), tomemos ¢,C’(u,) como fungio teste,

lembrando que a = 1, assim

/Q M(x)Dity - DOLC (10 (x)) + /Q M(x)Dity - Dt @ (x)C" (11 (x))

+ [ 9208 ()C (1) = [ 11(6)9u(x)C (s ().
O que por (4.2), implica em

AM@WMD%@WWAm+aLWMWMWﬂWM)

+ [ 920g( ()C wn) < [ 116190 (x)C (un()).

Mas como C € crescente e convexa, entdo C” (u,) > 0 para todo x € Q. Além disso, f;, < f,

entao

[ MDD IC w,3) + [ 92 0g(ua))C wax)) < [ F0u)C ).
(5.6)

Para a segunda equagio de (3.17), tomemos C(u,) como fungéo teste. Assim
/Q M(X)D@y - DitnC (1t (x)) = /Q G (1t ())C (1t (x) (x)). 5.7)
Assim, de (5.6) e (5.7),

| Gl € () + [ 07 0)8(10s)C 1a(0) < [ 700u(0C" (0 ().
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O que implica em

| 6l + [ @2l )C () < [ 1P (1)

fC/(”n)Sj(P g(un)C' (uy)

+/ SR () (5.8)
.fcl(un)>%(Pn(x)g(un)cl(un) ( ) ( ) ( )

1
Para o primeiro termo do lado direito de (5.8) , como fC'(u,) < Egong(un)C' (uy), temos que

FE)@u(x)C (un(x)) < 5 P ()8 (14 (x))C" (1 (x))

/fc%un)s;wng(un)c'(un) 2 JC (un) <L @ (un)C' (un)

(5.9
1
Para o segundo termo do lado direito de (5.8), como fC’(u,) > E(png(un)C/(un), ou seja,
21C" (uy)
< —F——, 1
On ) C () emos que

X X)C' (. (x 2f2(x)C/(un( ))
f( )(Pn( )C( ”( )) < /fC’(u,,(x))>;(Png(un(x))c/(”n(x)) g\u ( )) '

/fc/(”n) > % Ong(un)C' (un)

(5.10)
E assim, por (5.8), (5.9) e (5.10), temos que
[ G Clwn(0) + [ 0231800 (0)C (1a()) <
| : 2/ ()C (1)

02 )1 (3))C 1 () +

2 J 10/ )<L 9 00)C ) O ) > S 0uglu)C ) 8 (un(x))

O que implica em

/Q Gt (x))C ( (x)) + / @2 (x x))C' (un(x / Op (x tn(x))

2£2(0)C (s (x))
+/Q ()

E portanto,

s it [ S
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Mas de C crescente, temos que
22(x)C" (ua ()
G(un(x))Clun(x)) < / .
JGtmtCtm) < [ F==s
Agora, faremos duas escolhas diferentes para C. Se m = 2, tomemos C(y) =)', ¢ lem-

brando que g(y) = Ay ! e G(y) =y, temos que

[ = [ Glun())Ctn(0)

/ 2f (x)*C’ (un (x))
g(un(X))

e
< 2 [1ror) e
K,

onde K| > 0 é uma constante.

Se m > 2, tomemos C(y) =y~ ". Temos que

Junr™ = [ Glun(0)Clun(x)
/ £(x)? '< J(x))
Q g( ))

onde K, > 0 € uma constante.
Assim,

(/Qlun(xﬂ”") "<k

Entdo, para todo m > 2, temos que

/Qun(x)rm <K.
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E portanto, a sequéncia {uy },cn € limitada em L™ (Q). O

5.2 Observacoes

No teorema anterior, por (5.5), observa-se que como
r—1
( ) > 0.

.
Além disso, de (2*)' <2 e

< r, entdo r > 1 e portanto

(r—1)N

N
> < 5 temos (5.5) que

2% <m< %V (5.11)

Assim, pela Regularidade de Stampacchia, era esperado como regularidade 6tima que

ue "),
Mas como vimos pelo Teorema 5.1,
= er(Q)7
—1)N
onde rm > m**, pois de m < u, temos que
2r
N
N —— >2m,
r
o que significa que
N
N—-2m > —,
,
) N
e como N —2m > 0, pois m < 5
N
r> ,
“ N-—-2m
e assim
Nm
rm 2> 3
N —2m

o que finalmente resulta em
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