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RESUMO 

Devido à aplicação de cargas em corpos fissurados, o comprimento da trinca existente em 

uma estrutura aumenta com o tempo, resultando em maior concentração de tensão em 

torno da ponta da trinca e causando, por conseguinte, um aumento na velocidade de 

propagação e uma diminuição na resistência residual da estrutura que, após determinado 

tempo, se torna tão baixa que a estrutura não pode mais suportar as cargas de serviço. Este 

trabalho apresenta uma nova abordagem para avaliar modelos elastoplásticos 

bidimensionais em cenário de propagação de trincas, baseada no método dos elementos de 

contorno e suas formulações duais.  

A metodologia adotada consiste em duas etapas: a primeira é a simulação do 

comportamento elastoplástico, que considera o processo das tensões iniciais e possibilita o 

tratamento de diversos critérios de escoamento, sem levar em conta a incompressibilidade 

das deformações inelásticas. Nesta etapa, a integral de domínio, devido aos termos não-

homogêneos na região de plastificação, é transformada em integral de contorno pelo 

Método da Reciprocidade Dual (MRD), primeira formulação dual, com uso de funções do 

tipo “poliharmonics splines” que têm comportamento local e, a partir do cálculo plástico, a 

integral J é usada para computar os fatores de intensidade de tensão.  

A segunda etapa visa simular, de maneira incremental, o caminho de propagação da trinca 

utilizando o software BemCracker2D para modelagem e análise de trincas, com base na 

Mecânica da Fratura Elastoplástica e o Método dos Elementos de Contorno Dual, segunda 

formulação dual. Para validar a metodologia adotada, bem como simular corretamente o 

comportamento mecânico de trincas no regime plástico do material, oito modelos de 

chapas 2D com trincas de borda reta e inclinada são utilizados. Foram utilizados três 

critérios de plastificação para materiais perfeitamente plásticos e os resultados numéricos 

são comparados com modelos clássicos da literatura, tendo assim, demonstrados a eficácia 

do BemCracker2D ao prever a zona plástica com o uso do MRD na ponta da trinca. O 

mesmo programa apresentou, no tratamento da trinca, excelente predição do caminho de 

propagação e na determinação dos fatores de intensidade de tensão plásticos em modo 

misto. 

Palavras-Chaves: Modelos Elastoplásticos, Propagação de Trincas, Método dos Elementos 

de Contorno Dual, Método da Reciprocidade Dual, Fratura Elastoplástica. 
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ABSTRACT 

Due to the application of loads on cracked bodies, the length of an existing crack in a 

structure increases over time, resulting in a higher stress concentration around the crack 

tip. Consequently, this leads to an increase in crack propagation velocity and a decrease in 

the residual strength of the structure. After a certain period, the structure's strength 

becomes so low that it can no longer support the service loads. This work presents a novel 

approach for assessing two-dimensional elastoplastic models in the context of crack 

propagation, based on the method of boundary elements and its dual formulations. 

The adopted methodology consists of two steps: the first one involves simulating 

elastoplastic behavior, taking into account the initial stress process and allowing for the 

treatment of various yield criteria, without considering the incompressibility of inelastic 

deformations. In this stage, the domain integral, due to non-homogeneous terms in the 

plasticization region, is transformed into a boundary integral using the Dual Reciprocity 

Method (DRM), the first dual formulation, employing "poliharmonics splines" type 

functions that exhibit local behavior. From the plastic calculation, the J-integral is used to 

compute the stress intensity factors. 

The second step aims to incrementally simulate the crack propagation path using the in-

house software BemCracker2D for crack modeling and analysis, based on Elastoplastic 

Fracture Mechanics and the Dual Boundary Element Method, the second dual formulation. 

To validate the adopted methodology and accurately simulate the mechanical behavior of 

cracks in the plastic regime of the material, eight 2D plate models with straight and 

inclined edge cracks are employed. Three plasticity criteria for perfectly plastic materials 

are used, and the numerical results are compared with classical models from the literature, 

thus demonstrating the effectiveness of BemCracker2D in predicting the plastic zone using 

DRM at the crack tip. The same program exhibited excellent prediction of the crack 

propagation path and the determination of mixed-mode plastic stress intensity factors. 

Keywords: Elastoplastic Models, Crack Propagation, Dual Boundary Element Method, 

Dual Reciprocity Method, Elastoplastic Fracture.  
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1 - INTRODUÇÃO 

1.1 - Generalidades 

Métodos numéricos têm sido cada vez mais utilizados para resolver problemas complexos 

de engenharia desde o desenvolvimento dos computadores e, principalmente, desde o 

crescimento significativo do poder computacional nas últimas décadas. Comumente, a 

utilização de métodos em problemas da mecânica da fratura, como o Método dos 

Elementos de Contorno (MEC), exigia o uso de algumas técnicas especiais para tratar a 

singularidade causada pelas duas faces coincidentes da trinca. 

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) aplicado a problemas com trincas pode 

gerar degeneração no sistema de equações quando a Equação Integral de Contorno (EIC) 

de deslocamento é usada nas duas faces coincidentes de uma trinca, como foi mostrado em 

Cruse (1972). Cruse e Van Buren (1971) exploraram a possibilidade de modelar a trinca 

como um entalhe arredondado para casos assimétricos, mas esse modelo apresentou 

algumas limitações, como a necessidade de um número elevado de elementos na ponta do 

entalhe e a precisão do Fator de Intensidade de Tensão (FIT) produzindo um erro alto, em 

torno de 14%.  

A primeira técnica baseada no MEC amplamente utilizada para tratar essa singularidade foi 

a das sub-regiões (BLANDFORD, INGRAFFEA e LIGGETT, 1981). Esta técnica definia 

a utilização de duas sub-regiões e cada região mantém contato com uma face distinta da 

trinca, gerando, portanto, um sistema de equações não-singulares constituído de EIC de 

deslocamentos sobre cada região. Todavia, a implementação de um procedimento 

automático na criação das sub-regiões é incômoda, principalmente se for estudada a 

propagação de trinca. Para superar essas dificuldades, vários pesquisadores têm proposto 

como solução o emprego de duas equações integrais distintas, ou formulação dual do 

MEC. Um dos primeiros trabalhos se baseia em uma formulação na equação de 

deslocamento e sua derivada normal (WATSON, 1986), enquanto as bases teóricas do 

Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD) foram apresentadas por Hong e Chen 

(1988). Esta formulação atribuía o uso da equação integral de contorno de deslocamento 

para uma face da trinca e, a equação integral de contorno de força, para a outra face. 

Contudo, essa formulação aplicada a problemas de trincas com a utilização de elementos 
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de contorno padrão produziam integrais hipersingulares devido às funções de interpolação 

nos nós de colocação sobre a trinca. 

Portela et al. (1992) desenvolveram uma estratégia de modelagem de trincas para 

solucionar os problemas mais gerais de trincas internas e de borda com o MECD. Nesta 

formulação, os problemas que causariam a hipersingularidade nos pontos de colocação da 

trinca são contornados adotando a discretização em ambas as faces das trincas através de 

elementos de contorno quadráticos descontínuos. Esta estratégia resulta em uma vantagem 

prática e não só satisfaz automaticamente as condições necessárias impostas pela equação 

integral hipersingular de contorno de força, como também evita o problema do ponto de 

colocação nos vértices de trincas, dobras de trincas e trincas de bordo. Mi & Aliabadi 

(1992) apresentaram a técnica para problemas gerais de Mecânica da Fratura Linear 

Elástica (MFLE) tridimensional mista. A precisão e a eficiência do MECD bidimensional 

para problemas gerais de MFLE, como mostrado por Portela et al. (1992), sugere que uma 

extensão da formulação para a análise de problemas gerais da Mecânica da Fratura 

Elastoplástica (MFEP) de modo misto também pode ser eficaz. Zhang et al. (2019), propôs 

resolver problemas da MFLE modelando o entalhe da trinca em forma de V, a 

singularidade devido a entalhes agudos foi contornada através do método de interpolação 

dupla, fornecendo uma previsão dos resultados maior que os obtidos pelo método de 

interpolação tradicional. Xie et al. (2013), estudou problemas com trincas tridimensionais 

em domínio finito e infinito, neste foi adotado o uso da Equação Integral de Contorno 

(EIC) de força em toda a superfície da estrutura e em uma das faces da trinca. Os 

resultados do FITs são obtidos por meio de um método de extrapolação modificado. 

As funções de Green foram estudadas através de uma nova abordagem por (TELLES, 

CASTOR e GUIMARÃES, 1995) e (TELLES e GUIMARÃES, 2000), onde uma nova 

particularidade foi introduzida para evitar a discretização dos elementos formais das faces 

das trincas. A aplicação das funções de Green dependia da geometria real da trinca e suas 

configurações, sendo assim aplicável a casos específicos e requerendo uma teoria variável 

complexa. Nos trabalhos de Telles (1995; 2000) foram estudados problemas clássicos de 

múltiplas trincas, de geometria qualquer, aplicando a função de Green numérica. Em 

trabalhos posteriores, (VERA-TUDELA e TELLES, 2005) e (VERA-TUDELA e 

TELLES, 2016) apresentou-se um estudo com sucesso na MFLE para problemas estáticos 

e dinâmicos, considerando forças gravitacionais e problemas transientes de velocidade, 
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aceleração e fluxo, em que as integrais de domínio foram resolvidas através do Método da 

Reciprocidade Dual (MRD) (NARDINI e BREBBIA, 1982), transformando-as em 

integrais de contorno. Outro trabalho que fez uso da função de Green em uma abordagem 

em trincas de modelos aprimorados foi introduzido por Cruse e Polch (1986). 

Todavia, um estudo particular sobre a não linearidade do material conduz o problema ao 

surgimento da parcela referente à integral de domínio presente na formulação do MEC 

quando se consideram forças de corpo. Porém, nos problemas que tratam forças de corpo, 

como forças gravitacionais, transitórias, de fluxo ou até problemas de plastificação do 

domínio, não devem desconsiderar a parcela da integral de domínio. Nesta situação, estas 

integrais devem ser resolvidas através de técnicas que tratam o domínio do corpo. No 

campo da Mecânica da Fratura, um dos primeiros trabalhos propulsores das pesquisas 

sobre a formulação elastoplástica através do MEC para problemas com trincas foi 

desenvolvido por Morjaria e Mukherjee (1981), adotando uma trinca em formato elíptico e 

utilizando as funções de Green para as análises do problema da fratura. 

Problemas da Mecânica da Fratura Elastoplástica, na literatura do MEC, vem sendo cada 

vez mais estudados por pesquisadores. Assim, técnicas mais atuais de discretização em 

torno do contorno da trinca foram empregadas para obtenção dos dados de plastificação na 

mecânica da fratura (LEITÃO, ALIABADI e ROOKE, 1993; LEITÃO, ALIABADI e 

ROOKE, 1995c; LEITÃO, ALIABADI e ROOKE, 1995b; LEITÃO, ALIABADI e 

ROOKE, 1995a). Nestes, foram apresentadas discretizações com células internas em 

elementos quadráticos quadrilaterais nas regiões da ponta da trinca, onde se esperava o 

comportamento de escoamento do material. Mais recentemente, Teixeira (2006) apresenta 

um estudo da MFEP com modelos de trinca de bordo e centrais (retas e inclinadas) no 

regime elástico perfeitamente plástico, considerando o critério de von Mises. A região em 

torno da ponta de trinca dos modelos foi discretizada por células triangulares, sendo 

obtidos os parâmetros de FIT, Resistência Residual Cíclica (Res-R) e a zona plástica. 
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1.2 - Revisão da Literatura 

1.2.1 - Sobre o MEC Elastoplástico 

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) teve origem em estudos realizados por 

pequenos grupos de pesquisadores nos anos 60. Esses estudos foram baseados na aplicação 

das equações integrais de contorno para a resolução de problemas relacionados ao 

potencial e à análise de tensão. Jaswon e Symm (1963; 1963) foram os primeiros a 

desenvolver conceitos para a solução numérica de problemas baseados na equação de 

Laplace. Os autores utilizaram elementos retos e assumiram funções de potencial 

constantes no contorno, avaliando as integrais de contorno por meio da regra de Simpson, 

com exceção das integrais singulares eram avaliadas analiticamente.  

Por volta da década de 70, o método dos elementos de contorno começou a ganhar 

destaque como uma alternativa ao método dos elementos finitos em muitos problemas 

práticos. Rizzo (1967) publicou um estudo que explorava a semelhança entre problemas de 

potencial e a teoria clássica da Elasticidade. Nesse estudo, o autor utilizou uma 

aproximação numérica semelhante à usada por Jaswon para resolver diversos problemas de 

elasticidade. Cruse (1969) expandiu esse trabalho para problemas tridimensionais. Com 

base nessas pesquisas, surgiu a ideia de utilizar elementos de contorno curvilíneos para 

representar variáveis em termos de funções de interpolação. Isso possibilitou que a técnica 

utilizasse a mesma versatilidade dos elementos finitos na representação da geometria do 

problema.  

Os primeiros estudos sobre problemas inelásticos surgiram na década de 70. A primeira 

contribuição nesse assunto se deve a Sweldlon e Cruse (1971), que apresentaram a EIC 

para formulação direta do MEC em problemas tridimensionais. Nessa equação, os autores 

observaram a existência de uma integral de domínio que levava em consideração a 

contribuição da deformação plástica na formulação. Em seguida, Riccardella (1973), 

através de um processo de solução não iterativo, assumiu que as tensões eram constantes 

nas células de domínio, quando considerado o critério de escoamento de von Mises 

(encruamento isotrópico). Entretanto, essa solução requeria que o número de nós no 

contorno fosse igual ao número de nós no domínio, o que dificultou a extensão da técnica 

para o uso de polinômios de grau mais alto nas células de domínio como foi apresentado 

por Lee e Fenner (1986). 
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Nesse mesmo período, Mendelson (1973) discutiu diferentes formulações de integrais para 

problemas elastoplásticos. Essa contribuição permitiu que Mendelson e Albers (1975) 

apresentassem uma formulação para materiais perfeitamente plásticos e com encruamento. 

Foram estudados problemas de torção geral em barras com seções transversais quadradas, 

onde os resultados numéricos foram apresentados dentro do contexto da formulação direta 

e da teoria de deformações plásticas.  

Como citado no item anterior, a primeira técnica amplamente utilizada para tratar a 

singularidade gerada pelas faces coincidentes da trinca foi a técnica das sub-regiões 

(BLANDFORD, INGRAFFEA e LIGGETT, 1981). Em seguida, Watson (1986) e Portela 

et al. (1992) abordaram novas técnicas com soluções eficientes para a MFLE utilizando as 

EIC Duais, as quais resolveram as singularidades presentes na trinca. Mais recentemente, 

Santana e Portela (2016) apresentaram uma aplicação bidimensional do MECD para 

análise do crescimento de múltiplas trincas em modo misto na MFLE aplicado à fadiga. A 

análise incremental de propagação da trinca foi definida pelo critério da tensão principal 

máxima. Baseado em um critério de escoamento, assume-se que quando duas zonas de 

plastificação nas pontas de duas trincas adjacentes se tocam, a falha acontece e as trincas 

coalescem. Os resultados desta análise incremental são apresentados para várias 

geometrias demonstrando a precisão e eficiência das estratégias adotadas na análise. 

Para tratar a região de domínio de um modelo 2D e 3D, alguns pesquisadores adotaram o 

MRD em seus trabalhos relacionados a Mecânica da Fratura. Fedelinski et al. (1993) e 

Albuquerque et al. (2003) apresentam em seus trabalhos problemas da fratura dinâmica, 

tratando as integrais de domínio através do MRD. Albuquerque et al. (2003) determina 

soluções de parâmetros da trinca utilizando a técnica da sub-regiões, já na pesquisa de 

Fedelinski et al. (1993) as análises são realizadas através do MECD. Fedelinski (2004) 

apresenta uma continuação do estudo anteriormente citado. O autor faz uma aplicação 

prática avaliando o estudo dinâmico em peças de maquinas industriais fissuradas. Vera-

Tudela e Telles (2005) realizaram um estudo elastodinâmico em problemas com trincas 

embutidas, comparando as análises dos parâmetros da mecânica da fratura através das 

funções de Green e pelo MRD. 

Leitão et al. (1995b; 1995c) apresentam uma série de estudos sobre a MFEP utilizando o 

conceito do MECD. Nos seus estudos eles aplicaram em torno da região da ponta de trinca 
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(reta ou inclinada) uma discretização quadrática em elementos quadrangulares ou 

triangulares, denominadas células, assim, sendo possível determinar a zona plástica e 

demais parâmetros da mecânica da fratura. Nesse contexto, Leitão et al. (1995a) considera 

a influência do contato entre as duas faces da trinca no cálculo do fator de intensidade de 

tensão.   

O Método dos Elementos de Contorno Dual Elastoplástico (MECDEP) é, portanto, 

proposto como uma técnica eficiente e precisa para a solução de problemas da MFEP de 

modo misto geral. Pineda León et al. (2013) apresenta em seu trabalho uma formulação 

combinada entre as análises de plasticidade e fluência bidimensional (2D) usando o MEC. 

Esta nova abordagem é desenvolvida para combinar a equação constitutiva do tempo de 

endurecimento por fluência e a equação constitutiva para plasticidade, esta última equação 

é baseada no critério de von Misses e no fluxo de Prandtl-Reuss. O domínio é discretizado 

em células quadrangulares quadráticas contínuas e descontínuas com o objetivo de obter a 

deformação por fluência através de integrais de domínio. Os resultados, obtidos com 

referência a três modelos da literatura, mostra que o Método dos Elementos de Contorno é 

uma ferramenta adequada para lidar com problemas não-lineares combinados. Yang e 

Zhou (2017) apresentaram mais recentemente uma solução semi-analítica para cálculo da 

distribuição de tensão e da zona plástica situada entre a região de uma trinca e um 

carregamento de contato. Esses trabalhos trouxeram uma nova abordagem de discretização 

da ponta da trinca, obtendo então informações de tensões e deformações plásticas nesta 

região. Esta abordagem é, no entanto, um tanto trabalhosa quando se tem que levar em 

conta os termos plásticos na vizinhança da ponta da trinca e, por esse motivo, o Método da 

Reciprocidade Dual (MRD), proposto aqui como uma técnica eficiente e precisa para a 

solução de problemas gerais de domínio, também será utilizado na resolução de problemas 

da MFEP. 

1.2.2 - Sobre o MRD 

A modelagem do domínio é um tanto trabalhosa devido à construção da malha na ponta da 

trinca. O MRD é proposto como uma técnica para a solução de problemas gerais sem a 

necessidade da discretização do domínio. Nardini e Brebbia (1982) apresentaram o 

procedimento do MRD para resolver problemas elastodinâmicos bidimensionais usando 

soluções estáticas fundamentais. Outros pesquisadores têm estudado o MRD com MEC em 
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diversos problemas, como em viscoelasticidade (SENSALE, PARTRIDGE e CREUS, 

1996; SENSALE, PARTRIDGE e CREUS, 2001). Como já foi dito, essa técnica não 

requer qualquer tipo de discretização do domínio ou parte de uma região dele para estudos 

das tensões e deformações plásticas, as integrações são feitas através de uma aproximação 

numérica realizada sobre uma chuva de pontos internos no domínio. 

Um trabalho mais recente sobre o comportamento da mecânica da fratura foi apresentado 

por Galvis e Sollero (2016), no qual foi estudado a fratura intergranular dinâmica de 

materiais policristalinos. Foram consideradas as heterogeneidades e anisotropias das 

propriedades do material elástico e incluem-se os efeitos da separação atômica. O Método 

da Reciprocidade Dual é usado para avaliar o campo de deslocamento dinâmico. A 

propagação da trinca de interações atômicas e um critério de falha inicial também são 

introduzidos nesta formulação. 

Atualmente, importantes trabalhos sobre MRD apresentam soluções alternativas para a 

integral de domínio em problemas que envolvem dados no domínio do corpo. Baranoglu e 

Mengi (2006) apresentaram a formulação de elementos de contorno de forma unificada 

para a análise de problemas de termoviscoelasticidade com domínios de soluções finitas. A 

formulação da reciprocidade dual proposta é usada na análise de termoviscoelasticidade e 

permite também a análise em termos de soluções fundamentais da equação de 

viscoelastodinâmica e difusão. Yun e Ang (2012), em seu trabalho, usam o MRD para 

determinar problemas de campo axissimétricos independentes de temperatura e de 

deslocamentos termoelásticos e de tensões em um material não-homogêneo. Yan et al. 

(2017) e AL-Bayati e Wrobel (2018b) apresentam como opção para solucionar problemas 

bidimensionais de convecção – difusão, reação em estado estacionário com velocidade 

variável, uma nova formulação do MRD. AL-Bayati e Wrobel (2018a) estudam os mesmos 

problemas em situação transitória. A formulação relatada nos últimos três trabalhos trata os 

termos do domínio usando uma aproximação de reciprocidade dual para converter as 

integrais de domínio que surgem na formulação em integrais de contorno equivalentes. 

Hamzehei-Javaran e Khaji (2018) apresentam uma reformulação do método dos elementos 

de contorno usando novas funções complexas da forma de Fourier para resolver problemas 

elastostáticos e dinâmicos bidimensionais (2D). Para aproximar a geometria dos limites e 

as variáveis do domínio (deslocamentos e forças), o MRD é reconsiderado pelo emprego 

de funções complexas da forma de Fourier. No final, vários exemplos numéricos são 
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resolvidos para ilustrar a eficiência e precisão das funções complexas sugeridas as quais 

resultam em resultados muito mais precisos e estáveis. 

Supriyono e Aliabadi (2007) apresentaram um trabalho sobre análise de placas 

deformáveis por cisalhamento com não-linearidade pelo MEC, onde o MRD é usado para 

lidar com a não-linearidade do material e o critério de von Mises usado para avaliar a zona 

plástica. Outros trabalhos foram desenvolvidos posteriormente envolvendo o estudo do 

MRD, entre os quais se destaca o trabalho realizado por (GOMES, DELGADO NETO, et 

al., 2019), onde foi proposta uma nova formulação do MEC para problemas inelásticos 

sem trinca. Neste, o MRD foi empregado de forma modificada usando funções de 

aproximação do tipo splines polinomial para tratar a integral de domínio que surge, na EIC 

da formulação do MEC, devido as tensões inelásticas. Gomes et al. (2019) apresentaram a 

análise elastoplástica de modelos bidimensionais sem trincas pelo MRD. A análise 

elastoplástica utilizada pelos autores consideram os modelos no regime de comportamento 

plástico perfeito do material. Essa técnica, além de eficiente, não requer discretização do 

domínio em células para o tratamento dos termos não-homogêneos como mostrado nos 

trabalhos (LEITÃO, ALIABADI e ROOKE, 1993; LEITÃO, ALIABADI e ROOKE, 

1995; LEITÃO, ALIABADI e ROOKE, 1995; LEITÃO, ALIABADI e ROOKE, 1995), 

ela necessita apenas de uma discretização em pontos internos. Neste caso, a inovação 

proposta neste trabalho diz respeito ao desenvolvimento de um algoritmo não-linear para o 

estudo de problemas da MFEP baseado no MRD, o qual é usado na avaliação das tensões e 

deformações plásticas em torno da ponta da trinca. O algoritmo não-linear possui a 

finalidade de simular o comportamento de trincas, utilizando também as formulação dual 

devido a Portela et al. (1992), e avaliar a evolução da zona plástica a cada avanço da trinca. 

Em suma, é utilizado o MRD proposto por Gomes et al. (2019) no tratamento dos termos 

plásticos, porém adequando o mesmo à consideração da malha funcional exigida pela 

formulação MECD. 

1.3 - Motivação e Objetivos 

1.3.1 - Motivação  

A MFLE é uma linha de pesquisa consolidada no estudo de corpos com trinca no regime 

elástico do material. Modelos gerais da engenharia vêm sendo estudados desde o trabalho 
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realizado por Portela et al. (1992), que simplificou o estudo de trincas em apenas uma 

região. Atualmente existem diversos trabalhos relacionados a MFLE na literatura 

acadêmica impulsionados pelo trabalho de Portela. No entanto, há uma carência na 

literatura existente em termos de metodologias consistentes, simplificadas e adequadas 

para a modelagem da região em torno da ponta da trinca no estudo da MFEP. Desta forma, 

pelo menos duas importantes questões serão descritas a seguir. 

Primeiro, a discretização dessa região em termos gerais tem deixado muito a desejar. 

Alguns autores consagrados e experientes como Leitão, Aliabadi e Rooke (1993) e Cisilino 

e Aliabadi (1999), apresentam estudos com discretizações do domínio na região em torno 

da ponta da trinca por células, técnica essa que torna a criação da malha custosa. Sendo 

assim, em nível de processamento e reprocessamento, ao gerar novas malhas, produz 

restrição dos resultados e se tornado cansativa a obtenção de resultados em modelos com 

diversas trincas. A modelagem da região em torno da trinca será bastante discutida no 

Capítulo 6, em que uma nova metodologia será apresentada, e sua praticidade será 

constatada em aplicações apresentadas no Capítulo 7. Essa nova metodologia utilizada no 

presente trabalho tem grande importância prática (especialmente no estudo de chapas com 

trinca), e sua correta e adequada implementação aplicada aos modelos fissurados é 

fundamental para uma maior aceitação dessa metodologia em diversas indústrias tais como 

as indústrias automobilística e aeroespacial. 

Segundo, no estudo de modelos elastoplástico a realidade é sempre mais complexa do que 

qualquer modelo matemático. O problema é que muitas vezes os critérios de escoamento 

tradicionais (von Mises e Tresca) são demasiadamente simplificados para atenderem 

adequadamente determinadas aplicações, produzindo certa incerteza sobre os resultados 

obtidos em problemas complexos. Um exemplo é o caso de modelos com trincas estudadas 

em Modo Misto de fratura elastoplástica. Problemas, como o citado anteriormente, 

demandam soluções especiais que combinem critérios de escoamento mais refinados, por 

exemplo, Gao, com métodos mais simplificado e prático de análise das tensões e 

deformações plásticas do domínio (MRD), que será objeto dessa tese. Sendo assim, visto o 

crescimento dos estudos e preocupação com os fenômenos de ruína, objetos da mecânica 

da fratura em estruturas complexas, os poucos estudos relacionados à plastificação na 

ponta da trinca e seus efeitos danoso a estrutura, ainda exigem certa discretização da região 

(por exemplo células). Realizar uma análise plástica no domínio em torno da ponta da 
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trinca sem a preocupação de criar qualquer tipo de malha via MRD e a necessidade de 

compreender os efeitos danosos que a propagação da trinca produz em estruturas diversas 

são motivos que justificam o estudo desenvolvido nesta tese. 

1.3.2 - Objetivo Geral  

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver um estudo de análise elastoplástica em 

problemas bidimensionais envolvendo a propagação de trincas em modo misto, 

considerando a evolução da zona plástica na ponta da trinca. Além disso, adaptar a 

implementação do MECD elastoplástico com o MRD. Utilizando esse último método 

como base de tratamento das integrais de domínio referente à parcela plástica que surgem 

nas EIC. 

1.3.3 - Objetivos Específicos  

A ideia consiste em desenvolver um programa completo para análise no campo da 

Mecânica da Fratura Elastoplástica (MFEP), considerando-se o comportamento 

elastoplástico do material. Considerando que a implementação elastoplástica terá como 

base a MFEP, os objetivos específicos consistem de: 

 Realizar uma compatibilização entre o algoritmo incremental de plastificação 

baseado em MRD para modelos 2D sem trincas de Gomes (2006) e o programa 

BemCracker2D baseado em MFLE e MECD, possibilitando analisar as tensões 

plásticas na região em torno da ponta da trinca; adequando o código do MRD à 

condição da malha funcional exigida pela formulação MECD; 

 Implementar um algoritmo, baseado em MRD, para tratamento dos termos não-

homogêneos, dentro do BemCracker2D. Compatibilizando as malhas 

geométrica/funcional utilizada no MECD considerando a análise plástica, a fim 

de contemplar a análise da MFEP; 

 Implementar um algoritmo para reconhecer as possíveis regiões de plastificação 

e criar a chuva de pontos necessária para análise plástica baseada no MRD, de 

forma automática; 

 Inserir mais dois novos critérios de escoamento ao programa de plastificação que 

não são tratados no algoritmo incremental de Gomes (2006), a saber (Tresca e 

Gao); 
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 Adequar o programa BemCracker2D, baseado na MFLE e MECD, bem como 

sua interface gráfica de pré e pós-processamento, BEMLAB2D, para obtenção 

de resultados da análise plástica via MRD. Obtendo, assim, o FIT inelástico, a 

resistência residual, número de ciclos de cargas à fadiga, a deformação (com ou 

sem propagação), o caminho de propagação da trinca e a evolução da zona de 

plastificação na ponta da trinca. 

1.4 - Organização do Trabalho 

No Capítulo 1 é apresentada uma breve revisão da literatura sobre os métodos que dão base 

para o estudo dessa tese. É introduzido os primeiros e principais trabalhos sobre a 

Mecânica da Fratura elástica e plástica com o MEC. Logo após são apresentados alguns 

trabalhos relacionados ao Método da Reciprocidade Dual (MRD). Por fim é apresentado o 

objetivo deste trabalho, onde são mostrados os principais dados que serão obtidos com o 

estudo da MFEP relacionando o Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD) com o 

Método da Reciprocidade Dual (MRD).  

No Capítulo 2 são apresentados os principais conceitos teóricos da Mecânica da Fratura 

Elástica Linear e Elastoplástica e suas diferenças, descrevendo seus parâmetros e 

aplicações. Mostram-se também os modos de fratura, assim como a integral J deve ser 

utilizada para materiais inelásticos, onde a densidade da energia de deformação é igual à 

soma das parcelas elástica e plástica. Apresentando o critério de propagação de trincas 

proposto neste trabalho. 

O Capítulo 3 apresenta conceitos teóricos sobre o comportamento elastoplástico do 

material e as principais equações constitutivas da teoria. Em seguida é apresentado o 

modelo constitutivo plástico e são comparados diversos critérios de escoamento plástico 

encontrados na literatura (von Mises, Tresca, Gao), ressaltando suas vantagens e 

desvantagens. Em seguida, a formulação Elastoplástica é desenvolvida e, por fim, é 

apresentada a forma estimada de obtenção da zona plástica. 

No Capítulo 4 é apresentada a base do MEC para a elasticidade, desenvolvendo desde a 

EIC elástica até o cálculo das tensões nos pontos internos e no contorno. Em seguida, são 

apresentadas as equações constituintes do MECD e suas técnicas de utilização. São 

apresentadas em seguida as equações integrais do MECD. Por fim, no mesmo capítulo é 



12 

 

apresentado o MRD e a forma com que são resolvidas as integrais de domínio presente nas 

EIC para o caso inelástico. 

No Capítulo 5 é apresentada a formulação elastoplástica MECD/MRD, iniciando o capítulo 

apresentando as Equações constitutivas e as formulações do MEC inelástica. Em seguida, 

se desenvolvem as demonstrações das equações integrais de contorno (EIC) de 

deslocamentos e forças de superfície, que são usadas como base de desenvolvimento do 

MEC elastoplástico. Por fim, o tratamento da integral de domínio via MRD é apresentado. 

No Capítulo 6, as implementações computacionais e as estratégias de modelagem são 

apresentadas. Inicialmente é apresentado como é o funcionamento básico da interface 

gráfica de pré- e pós-processamento BEMLAB2D. Em seguida é descrito o funcionamento 

do Solver principal, denominado BemCracker2D, com construção na base do MECD. O 

algoritmo não-linear com base estrutural do MEC para análise elastoplástica bidimensional 

é apresentado em seguida. O capítulo segue com a apresentação da estratégia de 

modelagem da trinca e no entorno da mesma. Finalmente é apresentada a interação entre os 

programas envolvendo MECD/MRD. Por fim é apresentada a estratégia de modelagem da 

trinca e no entorno da mesma. 

No Capítulo 7, oito exemplos de aplicação são apresentados e no Capítulo 8 é abordada a 

discussão dos resultados comparando com os da literatura. Nos quatro primeiros exemplos, 

as chapas são feitas de material dúctil contendo trincas de borda ou embutida na chapa, 

onde a análise é feita em apenas metade da chapa considerando as condições de simetria do 

eixo vertical. O primeiro consiste na análise de uma chapa contendo duas trincas 

horizontais começando na altura média das faces verticais. No segundo exemplo é 

analisada metade da chapa semelhante ao primeiro exemplo, considerando apenas uma 

trinca de borda. No terceiro exemplo é analisada uma chapa com trinca horizontal 

embutida no centro, é considerado o eixo de simetria passando pelo meio da trinca do 

problema. No quarto exemplo é analisada uma chapa retangular com uma trinca inclinada a 

45° de borda, começando em uma das faces laterais verticais. Para esses quatro primeiros 

exemplos é realizada uma comparação entre os resultados obtidos através das análises 

elásticas e na análise plástica na região da ponta da trinca, também é comparado com 

problemas encontrados na literatura. Os três próximos exemplos correspondem à análise da 

plastificação na ponta da trinca de chapas estudadas em trabalhos encontrados na literatura. 
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Os resultados são comparados com os resultados obtidos nesta Tese e, também, com outros 

modelos que levam em consideração a plastificação na ponta da trinca. Finalmente é 

estudado no último exemplo, um modelo clássico da literatura, considerando a 

plastificação na região em torno da ponta da trinca, através da análise elastoplástica por 

diversos critérios de escoamento. 

O Capítulo 9 traz as conclusões dos resultados obtidos, assim como as restrições do estudo 

abordado nessa tese, por fim é sugerido possíveis caminhos para continuação da pesquisa 

em trabalhos futuros.  
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2 - MECÂNICA DA FRATURA 

As rupturas de uma estrutura que suporta uma determinada carga podem ser do tipo 

dominante de escoamento do material ou do tipo dominante de fratura. Os defeitos 

aparentes em ambas as falhas estruturais são importantes, mas a falha por fratura difere de 

maneira extrema da falha por influência do escoamento.  Para falhas por fratura, ou seja, 

fratura antes do escoamento geral da seção, a escala de tamanho dos defeitos é 

essencialmente macroscópica. Neste capítulo é apresentada uma breve revisão sobre os 

principais conceitos teóricos sobre a Mecânica da Fratura Linear Elástica e Elastoplástica. 

2.1 - MFLE x MFEP 

O campo da Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE) estuda o comportamento de uma 

trinca propagando instavelmente, obtendo análises de tensões e deformações que surgem 

nos corpos fissurados. Isto é observado, geralmente, em materiais de alta resistência 

mecânica e/ou com estrutura cristalina cúbica em baixa temperatura. Todavia, no estudo da 

Mecânica da Fratura Elastoplástica (MFEP) a trinca propaga de maneira estável, antes da 

ruptura frágil. Durante a IIª Guerra Mundial, com o emprego do aço de alta resistência foi 

visto um crescente surgimento de trincas nas estruturas. Isso ocorreu devido a esse material 

possuir baixa resistência à propagação de trincas (tenacidade) e também de baixa 

resistência residual. Estruturas sob condições de carregamentos aparentemente seguros 

começaram a apresentar à ruína devido a propagação das trincas, esses tipos de falhas 

incentivaram os primeiros estudos da Mecânica da Fratura. Esses trabalhos apresentaram 

grande concentração de tensão na região da ponta da trinca, sendo acompanhada de uma 

ruptura frágil com pouca deformação plástica. 

Nos últimos anos, o aumento do uso do aço estrutural de alta resistência empregado na 

construção civil tornou evidente a presença dessas falhas nas estruturas fazendo a 

necessidade da utilização de métodos de análise de tensões mais sofisticados. Com a 

confiabilidade da produção dessas peças, assumindo mais precisas as tensões resistentes e 

a redução dos coeficientes de segurança, materiais metálicos em geral amplificaram a 

presença de trincas devido a sua baixa tenacidade, ou seja, pouca resistência residual à 

propagação de trincas. 
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A estimativa da vida útil de uma estrutura com trinca deve ser garantida sob condições de 

serviço e também na fase de projeto. Sendo a Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE) 

utilizada nesta análise, mesmo com aplicação de cargas muito pequenas, a tensão na ponta 

da trinca tende para o infinito. O Fator de Intensidade de Tensão (FIT) é, então, definido 

como uma medida da intensidade de solicitação na ponta da trinca. Como há uma forte 

concentração de tensões na ponta da trinca, forma-se uma zona de comportamento plástico 

nesta região. A aplicação da MFLE depende do tamanho da parte plastificada na ponta da 

trinca, ou seja, ela continua válida enquanto seu tamanho da zona plástica for pequeno em 

relação ao comprimento da trinca (DOWLING, 1999). 

2.2 - Taxa de Liberação de Energia 

Irwin (1956) propôs uma abordagem de energia para fratura excelente para resolver 

problemas de engenharia. Irwin definiu que para uma pequena propagação da trinca de 

comprimento “𝑑𝑎” em uma chapa com deslocamento constante, sua rigidez decresce. Com 

isso a chapa libera uma pequena parte de energia potencial “𝑑𝑈”, que pode ser relacionada 

diretamente a Taxa de Liberação de Energia de Deformação “𝐺”, que é apresentado na 

Equação (2.1). 

𝐺 = −
1

𝑡

𝑑𝑈

𝑑𝑎
 (2.1) 

Apesar do termo taxa usado neste contexto, G não é um parâmetro relacionado ao tempo, 

desta forma, à variação da área da trinca é dada por “𝑡(𝑑𝑎)” apresentado na Equação (2.1) 

e o sinal negativo resulta em um valor positivo para “𝐺”. Portanto, “𝐺” representa a 

energia necessária para que uma unidade de área da trinca propague, sendo uma quantidade 

física fundamental para o controle do comportamento da trinca. Sabe-se que: 

−
1

𝑡

𝑑𝑈

𝑑𝑎
=
𝜋𝜎2𝑎

𝐸
 (2.2) 

Sendo assim, de acordo com a Equação (2.2), a taxa de liberação de energia para uma 

chapa no estado plano de tensão (EPT) com uma trinca de comprimento 2𝑎 é dada por, 

𝐺 =
𝜋𝜎2𝑎

𝐸
 

(2.3) 
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2.3 - Fator de Intensidade de Tensão 

A seguir são apresentados os modos de fratura (Figura 2.1), sendo o modo I chamado de 

modo de fratura de abertura, o modo II, de modo de fratura de deslizamento e o modo III, 

de modo de fratura de rasgamento. 

 

Figura 2.1 – Modos de Fratura I, II e III, adaptado de Anderson (2005) 

Cada um desses Modos está associado a um tipo básico de campo de tensão em torno da 

ponta da trinca. Nos problemas gerais envolvendo a deformação na ponta da trinca pode 

ser tratado com uma combinação desses Modos de Fratura. De mesmo forma o campo de 

tensão também pode ser tratado como uma combinação dos três tipos básicos do campo de 

tensão associados a cada Modo de Fratura. Nas estruturas mais gerais da engenharia, o 

Modo I de fratura é o mais comum e mais importante nas peças trincadas. 

Na MFLE, o efeito na ponta da trinca pode ser caracterizado através do parâmetro simples, 

K, denominado de Fator de Intensidade de Tensão (FIT). Irwin (1957) e William (1957) 

em trabalhos distintos quantificaram o campo de tensões em torno da ponta da trinca numa 

peça no regime elástico do material e no estudo obtiveram os mesmos resultados. Cada 

Modo de Fratura está associado a um FIT: 𝐾𝐼 para o Modo I, 𝐾𝐼𝐼 para o Modo II e 𝐾𝐼𝐼𝐼 para 

o Modo III. 
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Figura 2.2 – Campo de tensão na ponta da trinca, (ANDERSON, 2005) 

Na Figura 2.2 é apresentado o campo de tensões em um material elástico trincado definido 

através de um eixo de coordenadas polares com origem na ponta da trinca, e pode ser dado 

pela Equação (2.4), (ANDERSON, 2005), 

𝜎𝑖𝑗 = (
𝑘

√𝑟
)𝑓𝑖𝑗(𝜃) + ∑ 𝐴𝑚𝑟

𝑚
2𝑔𝑖𝑗

(𝑚)(𝜃)

∞

𝑚=0

 (2.4) 

onde 𝜎𝑖𝑗 é o tensor de tensões, 𝑟 e 𝜃 são as coordenadas polares do ponto distante da ponta 

da trinca associado ao campo de tensão, 𝑘 é uma constante relacionada ao FIT e 𝑓𝑖𝑗 é a 

função adimensional de 𝜃. Usando funções harmônicas propostas por Williams (1957) e 

desenvolvendo a Equação (2.3), encontra-se o campo de tensões e deslocamentos na ponta 

da trinca para os três modos de fratura para o material isotrópico no regime linear elástico. 

Considerando 𝐾 = 𝑘√2𝜋 por conveniência, o campo de tensão então é apresentado na 

Equação (2.5). 
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𝜎𝑥𝑥 =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜃

2
) [1 − sin (

𝜃

2
) sin (

3𝜃

2
)]

−
𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
sin (

𝜃

2
) [2 + cos (

𝜃

2
) cos (

3𝜃

2
)] 

(2.5) 

𝜎𝑦𝑦 =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜃

2
) [1 + sin (

𝜃

2
) sin (

3𝜃

2
)] +

𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
sin (

𝜃

2
) cos (

𝜃

2
) cos (

3𝜃

2
) 

𝜏𝑥𝑦 =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜃

2
) sin (

𝜃

2
) cos (

3𝜃

2
) +

𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜃

2
) [1 − sin (

𝜃

2
) sin (

3𝜃

2
)] 

Uma configuração para a qual existe uma solução de forma fechada é quando uma placa 

infinita com trinca embutida submetida a uma tensão de tração remota, ou seja, aplicada a 

uma grande distância. Considerando a tensão remota 𝜎 perpendicular ao plano da trinca, o 

carregamento é tido como puro de Modo I. Corpos no regime linear elástico produzem 

campos de tensão dentro do domínio proporcional às forças aplicadas. Assim, as tensões na 

ponta da trinca devem ser proporcionais à tensão remota, ou seja, o FIT em modo I pode 

ser calculado como apresentado na Equação (2.6), 

𝐾𝐼 = 𝜎√𝜋𝑎 (2.6) 

onde “𝐾” o Fator de Intensidade de Tensão (FIT), pode-se escrever a expressão de “𝐺” em 

função de “𝐾” para o modo I (abertura) e modo II (deslizamento), para materiais elásticos 

lineares e isotrópicos, segundo a Equação (2.7), 

𝐺𝐼 =
𝐾𝐼
2

𝐸′
   e   𝐺𝐼𝐼 =

𝐾𝐼𝐼
2

𝐸′
 (2.7) 

sendo “𝐸” o módulo de elasticidade do material, “𝐸′ = 𝐸” para EPT e “𝐸′ = 𝐸/(1 − 𝜈2)” 

para o estado plano de deformação (EPD). Os Fatores de Intensidade de Tensão podem ser 

obtidos de diversas maneiras. O uso de técnicas baseadas em extrapolações de tensões ou 

deslocamentos permitem o fácil cálculo dos FITs, porém esta técnica tem como 

desvantagem a necessidade de um refinamento apurado da malha na ponta da trinca para se 

obter valores em uma precisão satisfatória, causando um custo computacional alto. O MEC 

é um método adequado para avaliar a integral J porque as tensões, deslocamentos e 

derivadas dos deslocamentos nos pontos internos são obtidos diretamente das equações 

integrais de contorno. 
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2.4 - Integral J 

Tenacidade à Fratura (𝐾𝐼𝑐) é uma propriedade do material que permite uma trinca propagar 

sem a ocorrência de ruptura frágil, ou seja, enquanto o Fator de intensidade de Tensão 

(FIT) for inferior ao valor crítico “𝐾𝐼𝑐” a trinca estará propagando de forma estável. 

A integral J foi inicialmente desenvolvida para materiais não lineares, sendo um método 

que se baseia em uma aproximação de energia. Desde que o caminho de integração possa 

se manter a uma distância consideravelmente grande da região próxima a ponta da trinca, 

os valores obtidos da integral J apresentaram precisão satisfatória, eliminando, assim, a 

necessidade de resolver o problema na região próxima a ponta da trinca. A integral J foi 

desenvolvida a partir da curva tensão-deformação apresentada na equação de Ramberg-

Osgood (ANDERSON, 2005), ver Equação (2.8), 

𝜀

𝜀𝑜
=
𝜎

𝜎𝑜
+ 𝛼 [

𝜎

𝜎𝑜
]
𝑛

 (2.8) 

em que “𝜎𝑜” é a tensão de fluência e “𝑛” é o expoente de encruamento na deformação. 

Assim a expressão da integral J foi definida pela Equação (2.9), 

𝐽 = ∫(𝑊𝑛1 − 𝑡𝑖𝑢𝑖,1)
Γ

𝑑Γ (2.9) 

sendo “𝑊 =
1

2
𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗” a expressão da Densidade de Energia de Deformação, onde os 

tensores das tensões “𝜎𝑖𝑗” e das deformações “𝜀𝑖𝑗” referem-se aos pontos do contorno; “𝑡𝑖” 

é a componente das forças de superfície e “𝑢𝑖” é a componente dos deslocamentos, também 

consideradas nos pontos do contorno. “Γ” é um contorno qualquer em torno da ponta da 

trinca começando e terminando em suas faces opostas. Sendo o eixo “𝑥1” com origem na 

ponta da trinca e direção coincidente com a direção da trinca. “𝑛1” é a direção da normal a 

esse contorno, esses parâmetros são apresentados na Figura 2.3. 
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Figura 2.3 – Caminho de Integração da Integral J 

Para o problema elastoplástico, sabe-se que “𝜀 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑝”, em que “𝜀” é a deformação 

total e representa a somas das parcelas elásticas “𝜀𝑒” e plástica “𝜀𝑝”. Substituindo as duas 

parcelas de deformação na expressão da densidade da energia de Deformação obtêm-se a 

parcela elástica “𝑊𝑒” e a parcela plástica “𝑊𝑝”, expressas na Equação (2.10), 

𝑊𝑒 =
1

2
𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗

𝑒           ;           𝑊𝑝 = ∫ 𝜎𝑝
𝑒𝑞

𝜀

𝑜

𝑑𝜀𝑝
𝑒𝑞

 (2.10) 

em que “𝜎𝑝
𝑒𝑞

” e “𝑑𝜀𝑝
𝑒𝑞

” são respectivamente a tensão equivalente e o incremento de 

deformação plástica equivalente. Substituindo a Equação (2.10) na Equação (2.9) da 

integral J, obtém-se a expressão da integral J para o caso inelástico, segundo Leitão et al., 

(1993), ver Equação (2.11). 

𝐽 = ∫(𝑊𝑒𝑛1 − 𝑡𝑖𝑢𝑖,1)
Γ

𝑑Γ +∫(𝑊𝑝𝑛1)
Γ

𝑑Γ (2.11) 

No cálculo da integral “𝐽”, considerando uma avaliação da Teoria da Plasticidade 

Incremental, é de extrema importância acompanhar todo o histórico de carregamento. 

Georgiadis & Grentzelou (2006) provaram que o contorno “Γ” é independente do caminho 

de integração utilizando a Teoria da Elasticidade. Sendo assim, esse contorno é arbitrário 

também para o caso inelástico. Em geral escolhe-se a trajetória circular, como mostrado na 

Figura 2.4.  
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Figura 2.4 – Pontos internos simetricamente definidos como caminho a integral “𝐽” 

Segundo Rice (1968), a integral “𝐽”, para materiais elásticos, possui valores idênticos ao da 

Taxa de Liberação de Energia de Deformação Elástica G, ver Equação (2.7), portanto é um 

método efetivo para a determinação de fatores de intensidade de tensão, pois o campo 

elástico pode ser determinado com precisão, com o método dos elementos de contorno. A 

consideração inicial de que o cálculo da integral J é independente do caminho adotado se 

perde quando uma certa quantidade significativa de energia na região da ponta da trinca é 

convertida em energia inelástica.  

Sabe-se que soluções analíticas do FIT para comportamento elastoplástico, até o presente 

momento sobre o conhecimento do autor, não estão disponíveis na literatura. Contudo, a 

integral J pode fornecer valores significativos considerando o comportamento plástico dos 

modelos, sob certas condições de análise. Nguyen et al., (2005) avaliaram a taxa de 

liberação de energia de deformação e sua dissipação por fratura em materiais inelásticos 

usando o MEF. Os autores afirmam que a aplicação da integral J em modelos 

elastoplásticos apresentam respostas confiáveis desde que sejam realizadas as seguintes 

considerações: o carregamento seja limitado a um comportamento monotônico estático, 

para evitar o descarregamento na zona plástica do material,  ou considerar uma velocidade 

constante de propagação da trinca. Hutchinson e Paris (1979) apresentaram sugestão 

semelhante acrescentando apenas que a distância entre o contorno do corpo e a ponta da 

trinca fossem muito maior que “𝑑𝑎” e que o comprimento da propagação não supurerasse 

2mm. Para os modelos estudados neste trabalho serão considerados propagações dentro 

deste limite. 
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A integral J é uma medida de energia que descreve a capacidade de um material se 

deformar e se fraturar. Nos contextos de Mecânica da Fratura, é uma ferramenta valiosa 

para quantificar a propagação de trincas. A integral J é definida como a integral da energia 

de deformação sobre uma região de interesse, normalmente ao redor da ponta da trinca. Ela 

pode ser expressa como na Equação (2.7), 

𝐽 = ∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝜎

𝜕𝑦
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝜎

𝜕𝑥
) 𝑑𝑠

Γ

 (2.12) 

onde 𝑢 é o deslocamento no material, 𝜎 é o campo de tensão e Γ é o contorno arbitrário da 

região ao redor da trinca com uma trajetória circular de integração (Figura 2.4). Nas 

situações de carregamento puramente de Modo I (abertura da trinca) ou Modo II 

(cisalhamento da trinca), a integral J pode ser desacoplada em seus componentes 

individuais: 𝐽1 (relativo ao Modo I) e 𝐽2 (relativo ao Modo II). Isso é alcançado 

considerando a propagação da trinca em cada modo separadamente. Para o Modo I e Modo 

II, têm-se: 

𝐽1 = ∫
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝜎

𝜕𝑦
𝑑𝑠

Γ

          𝑒          𝐽2 = ∫
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝜎

𝜕𝑥
𝑑𝑠

Γ

 
(2.13) 

Na Equação (2.13) o termo 𝜕𝑢/𝜕𝑥 é o deslocamento vertical na direção da trinca, 𝜕𝜎/𝜕𝑦  

é a variação da tensão na direção perpendicular à trinca, ∂u/∂y é o deslocamento horizontal 

perpendicular à trinca e ∂σ/∂x  é a variação da tensão na direção paralela à trinca. 

Os Fatores de Intensidade de Tensão 𝐾𝐼 e 𝐾𝐼𝐼 podem então ser relacionados com as 

integrais 𝐽1 e 𝐽2 por meio das Equações de Irwin ou Equações de Sih. Essas equações 

fornecem uma relação quantitativa entre os FITs e as integrais 𝐽1 e 𝐽2, permitindo a 

avaliação dos efeitos da propagação da trinca nos diferentes modos de carregamento. As 

relações entre os componentes da integral J e os FITs são apresentados na Equação (2.14), 

𝐽1 =
(𝐾𝐼

2 + 𝐾𝐼𝐼
2)

𝐸′
          𝑒          𝐽2 = −

(2𝐾𝐼𝐾𝐼𝐼)

𝐸′
 (2.14) 

em que 𝐸′ é o modulo de elasticidade que é igual a “𝐸” para a condição de EPT e igual a 

“𝐸/(1 − 𝜈2 )” para a condição do EPD. Sendo que “𝐾𝐼” é o Fator de Intensidade de 

Tensão no modo de fratura I e refere-se à aplicação de um carregamento de tração 
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perpendicular ao eixo da trinca e “𝐾𝐼𝐼” é o Fator de Intensidade de Tensão no modo de 

fratura II e refere-se à análise da fratura submetida a cisalhamento puro, como mostrado na 

Figura 2.1. A combinação entre os dois modos é chamada de modo misto.  

Vale ressaltar que o desacoplamento da integral J nos modos I e II simplifica a análise da 

propagação da trinca em diferentes condições de carregamento, tornando possível a 

determinação dos FITs e, assim, a avaliação da estabilidade da trinca e sua propagação. 

Portela et al. (1992) descreve um procedimento simples para desacoplar os fatores de 

intensidade de tensão de um problema de modo misto, baseado na decomposição do campo 

elástico em seus respectivos componentes de modo simétrico e antissimétrico. A integral 

“𝐽1” é representada pela soma de duas integrais apresentadas na Equação (2.15), 

𝐽1 = 𝐽1
𝐼 + 𝐽1

𝐼𝐼 (2.15) 

onde 𝐽1
𝐼 e 𝐽1

𝐼𝐼 podem ser expressos da seguinte forma: 

𝐽1
𝐼 =

𝐾𝐼
2

𝐸′
         𝑒        𝐽1

𝐼𝐼 =
𝐾𝐼𝐼
2

𝐸′
 (2.16) 

Absolutamente, a integral J pode de fato ser usado tanto para Mecânica de Fratura Linear 

Elástica (MFLE) quanto para Mecânica da Fratura Elastoplástica (MFEP). No entanto, 

existem considerações, vantagens e possíveis limitações para sua aplicação em cada 

campo. 

Integral J na MFLE: 

Vantagens: 

 Na MFLE, a integral J fornece uma maneira direta e abrangente de determinar o 

Fator de Intensidade de Tensão (FIT) para análise de trincas; 

 É particularmente valioso ao lidar com deformações relativamente pequenas e 

comportamento de material elástico linear. 

Limitações: 

 A MFLE assume comportamento elástico linear, o que pode não representar com 

precisão a resposta do material em casos de deformação plástica significativa. A 

integral J pode não capturar totalmente os efeitos de plasticidade. 
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Integral J na MFEP: 

Vantagens: 

 No MFEP, a integral J ainda pode oferecer informações valiosas sobre a 

propagação de trincas, mesmo quando a plasticidade está presente; 

 Fornece um meio para avaliar o impacto da deformação plástica no crescimento da 

trinca, considerando os componentes de energia elástica e plástica. 

Limitações: 

 Quando a plasticidade se torna significativa, a integral J pode exigir adaptações 

para levar em consideração a energia de deformação plástica, o que pode introduzir 

complexidade; 

 Pode exigir técnicas numéricas mais intrincadas para lidar com o comportamento 

não linear do material e quantificar com precisão os efeitos da zona plástica. 

Em resumo, a integral J é um conceito versátil que pode ser aplicado tanto ao MFLE 

quanto ao MFEP. No entanto, sua eficácia depende da precisão das suposições sobre o 

comportamento do material. Em MFLE, onde o comportamento elástico domina, a integral 

J é altamente eficaz. Na MFEP, onde a plasticidade é considerada, modificações podem ser 

necessárias para levar em conta o comportamento não linear do material. Como sempre, a 

escolha da metodologia depende das características específicas do problema em questão, e 

uma consideração cuidadosa das vantagens e limitações da integral J em cada contexto é 

essencial para uma análise de fratura precisa e significativa. 

2.5 - Critérios de Propagação de Trincas 

Diversas pesquisas experimentais consolidaram que a direção de propagação da trinca não 

se dá obrigatoriamente segundo a direção original do eixo da trinca para situações de 

carregamento no modo misto. Os critérios mais conhecidos na literatura que tratam sobre a 

direção de propagação da trinca são: Critério da Tensão Principal Máxima, Critério da 

Densidade da Energia de Deformação Mínima e Critério da Taxa de Liberação de Energia 

Potencial Máxima. Inserindo as equações de Westergaard (1939), estes critérios podem ser 

melhorados, combinando os critérios de escoamento do material com os campos de tensões 

elásticas na região da ponta da trinca. Este procedimento fornece as expressões das tensões 
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e a forma da região plastificada. Então, o critério para a direção da propagação é aplicado à 

expressão destas tensões. Dentro do programa BemCracker2D foram implementados os 

três critérios de propagação citados acima (MOURA, 2019). Neste trabalho é considerado 

apenas o critério da Tensão Principal Máxima. 

 

Figura 2.5 – Campo de Tensões na Ponta da Trinca 

O critério da Tensão Principal Máxima considera que a propagação da trinca acontecerá no 

momento em que tensão principal máxima atingir um valor crítico, igual à tensão de 

fratura do teste de tração uniaxial. A propagação começa a partir da ponta da trinca em 

direção perpendicular à tensão principal máxima.  

O campo de tensões (Figura 2.5), em coordenadas polares, na ponta da trinca para 

materiais elásticos lineares com origem na ponta da trinca e cujo eixo coincide com a 

direção do eixo da trinca, é apresentado pelas Equações (2.17), (ERDOGAN e SIH, 1963). 

𝜎𝜃 =
1

2√2𝜋𝑟
[{𝐾𝐼 cos

𝜃

2
(1 + cos 𝜃)} − {3𝐾𝐼𝐼 sin

𝜃

2
(1 + cos 𝜃)}] 

 

𝜎𝑟 =
1

2√2𝜋𝑟
[{𝐾𝐼 cos

𝜃

2
(3 − cos 𝜃)} − {𝐾𝐼𝐼 sin

𝜃

2
(1 − 3 cos 𝜃)}] (2.17) 

𝜏𝑟𝜃 =
1

2√2𝜋𝑟
[{𝐾𝐼 sin

𝜃

2
(1 + cos 𝜃)} − {𝐾𝐼𝐼 cos

𝜃

2
(1 − 3cos 𝜃)}] 
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As direções dos eixos principais são aquelas onde a tensão de cisalhamento é “𝜏𝑟𝜃 = 0”. 

Então, a partir da Equação (2.17) referente a “𝜏𝑟𝜃”, feito as devidas transformações 

trigonométrica determina-se a Equação (2.18). 

𝐾𝐼 sin 𝜃 + 𝐾𝐼𝐼(3 cos 𝜃 − 1) = 0 (2.18) 

Se for considerado o modo misto, a solução da Equação (2.18) pode ser resolvida para 𝜃, 

gerando a Equação (2.19): 

𝜃 = 2 tan−1 [
1

4
(
𝐾𝐼
𝐾𝐼𝐼

±√(
𝐾𝐼
𝐾𝐼𝐼
)
2

+ 8)] (2.19) 

A tenacidade à fratura (𝐾𝐼𝐶) é obtida através de ensaios, em condições de EPD, executados 

com carregamento no modo I, considerando independente a espessura do corpo de prova. 

O critério de fratura no modo I é definido como: “𝐾𝐼 ≥ 𝐾𝐼𝐶”. Utilizando-se a Equação 

(2.18), com “𝜃 = 0”, tem-se “𝐾𝐼𝐼 = 0”, reproduzindo a situação do modo I puro, 

considerando esta situação aplicável a Equação (2.17) referente a “𝜎𝜃” obtém-se a Equação 

(2.20). 

𝜎1
𝐼 =

𝐾𝐼𝐶

√2𝜋𝑟
 (2.20) 

O valor da tensão principal máxima é dado pela Equação (2.17) substituindo “𝜃𝑡” dado na 

Equação (2.19), obtém-se a Equação (2.21): 

𝜎1 =
1

√2𝜋𝑟
cos2

𝜃𝑡
2
[𝐾𝐼 cos

𝜃𝑡
2
− 3𝐾𝐼𝐼 sin

𝜃𝑡
2
] (2.21) 

Pode-se afirmar que, no modo misto, a fratura acontece quando a tensão principal máxima 

“𝜎1” atinge o valor de “𝜎1
𝐼”. Igualando-se as Equações (2.20) e (2.21), tem-se, então a 

Equação (2.22) da Tenacidade à Fratura: 

𝐾𝐼𝐶 = cos
2
𝜃𝑡
2
[𝐾𝐼 cos

𝜃𝑡
2
− 3𝐾𝐼𝐼 sin

𝜃𝑡
2
] (2.22) 

A expressão à direita do sinal de igualdade da Equação (2.22) é conhecida como Fator de 

Intensidade de Tensão do modo misto. 
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3 - MODELO ELASTOPLÁSTICO 

Na Teoria da Elasticidade consideram-se duas hipóteses: ao se retirar o carregamento de 

um corpo ele retorna integralmente ao estado inicial indeformado e que as deformações 

dependem apenas das tensões finais aplicadas, não interessando a história do 

carregamento. Na Plasticidade estas hipóteses não são válidas. A seguir uma breve 

descrição dos principais conceitos da Plasticidade, bem como alguns critérios de 

escoamento. Por fim, a formulação elastoplástica é apresentada, junto a estimativa da zona 

plástica sob condições de carregamento de modo misto.  

3.1 - Conceitos Iniciais 

A plasticidade é uma propriedade do material que possibilita ao mesmo se deformar 

continua e permanentemente sem sofrer ruptura durante o processo de carregamento. Este 

comportamento do material só é possível ocorrer em níveis de carregamento que superam 

o limite elástico do material. No processo de descarregamento é possível observar as 

deformações permanentes no material, bem como as deformações finais, que dependerão 

diretamente tanto das tensões finais quanto do histórico do carregamento desde o início do 

escoamento. 

Um dos maiores problemas encontrado por pesquisadores vem da complexidade de se 

formular relações físicas que descrevam de forma adequada o comportamento real de um 

material durante a plastificação. Esta complexidade deve-se a não-linearidade, a 

irreversibilidade das deformações e também por haver um número de fenômenos incertos 

que ocorrem apenas após o material se tornar plástico. As características mecânicas dos 

materiais são modificadas devido a velocidade de aplicação do carregamento. Por outro 

lado, a fluência nos materiais metálicos também favorece a ocorrência do aumento das 

deformações devido aos longos períodos de exposição de tensão constante. 

Através de um simples ensaio de tração uniaxial é possível se obter o diagrama tensão-

deformação, onde o comportamento plástico da maioria dos materiais, usualmente 

empregados na engenharia, pode ser analisado segundo um dos modelos apresentados na 

Figura 3.1. 
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Figura 3.1 – Modelos de comportamento plástico dos materiais 

Na Figura 3.1(a) é apresentado o modelo elastoplástico perfeito do material, onde os níveis 

de tensão e deformação são proporcionais até a tensão de escoamento 𝜎𝑦. A partir deste 

ponto as deformações aumentam sem que haja acréscimo de tensões. Alguns aços 

comportam-se segundo este modelo. 

Na Figura 3.1(b) observa-se o modelo elastoplástico com encruamento linear, neste caso o 

material possui uma reserva de resistência após a tensão de escoamento 𝜎𝑦 ser superada. 

Ou seja, neste caso, ao se deformar dentro do regime plástico, o material apresenta um 

acréscimo de tensão. Vários metais apresentam este comportamento, como o alumínio que 

pode ser representado por este modelo. 

Na Figura 3.1(c), o trecho não-linear é definido após o material atingir a tensão de 

escoamento 𝜎𝑦. Este modelo também representa o comportamento de alguns tipos de 

alumínios. Já na Figura 3.1(d), o comportamento não linear se destaca desde o início do 

carregamento, não ficando definidas as regiões elásticas e plásticas das fases de 

carregamento. Estes modelos podem ser empregados para estudo de materiais como o 

concreto. 
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A teoria matemática da plasticidade fornece uma estrutura geral para a descrição 

constitutiva contínua do comportamento de uma importante classe de materiais. 

Basicamente, a teoria da plasticidade diz respeito a sólidos que, após serem submetidos a 

um histórico de carregamento, podem sustentar deformações permanentes (ou plásticas) 

quando completamente descarregados. Materiais cujo comportamento pode ser 

adequadamente descrito pela teoria da plasticidade é chamada de plástico. Um grande 

número de materiais de engenharia, como metais, concreto, rochas, argilas e solos em 

geral, pode ser modelado como plástico sob uma ampla gama de circunstâncias de 

interesse prático.  

Considerando um ensaio uniaxial de uma barra metálica, que tem a curva tensão-

deformação aproximadamente idealizada mostrada na Figura 3.2, este terá um 

comportamento fenomenológico que torna o material receptível a modelagem por meio da 

teoria da plasticidade. 

 

Figura 3.2 – Diagrama Tensão-Deformação – Ensaio Uniaxial em Barra Metálica 
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Algumas propriedades importantes sobre o fenômeno da plastificação podem ser 

identificadas com o ensaio uniaxial apresentado na Figura 3.2, A saber: 

 Os segmentos “𝑂0𝑌0” e “𝑂1𝑌1” definem o regime puramente elástico do material 

em dois casos distintos. As tensões de escoamento associadas correspondem aos 

pontos “𝑌0” e “𝑌1”; 

 Se o material for carregado além da tensão de escoamento “𝑌0”, então ocorrerá a 

plastificação, isto é, ocorrerá a evolução de tensões plásticas; 

 Acompanhando a evolução da deformação plástica, também é observada um 

acréscimo na tensão de escoamento em relação a tensão de escoamento inicial (note 

que as tensões de escoamento correspondentes aos pontos “𝑌0” e “𝑌1” são 

diferentes). Esse fenômeno é conhecido como encruamento. 

Apesar de sua simplicidade, o modelo constitutivo unidirecional contém todas as 

características essenciais que formam a base da teoria da plasticidade: 

 A decomposição das deformações elastoplásticas; 

 Uma lei elástica; 

 Um critério de escoamento, inicializada com uma função simples de escoamento; 

 Uma lei de fluxo plástico definindo a evolução da deformação plástica; e 

 Uma lei de encruamento, caracterizada através do limite de escoamento. 

Generalizando essa aplicação à situação bidimensional e tridimensional, o ponto de partida 

das teorias da plasticidade tratadas por Sousa Neto et al., (2008) é a suposição de que a 

energia livre, 𝜓, é dada por: 

𝜓(𝜀, 𝜀𝑝, 𝛼) (3.1) 

onde 𝜀 é a deformação total, 𝜀𝑝 é a deformação plástica (tomada como variável interna) e 

um conjunto 𝛼 de variáveis internas associadas ao fenômeno de encruamento do material. 

Assumindo a deformação total subdividida em duas porções, uma elástica e outra plástica, 

pode-se escrever a Equação (3.2). 

𝜀 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑝      𝑐𝑜𝑚      𝜀𝑒 =
𝜎

𝐸
 (3.2) 
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Admitindo a existência de um domínio elástico delimitado por uma tensão de escoamento 

𝜎𝑦 = (𝑌0, 𝑌1, … , 𝑌𝑛), pode-se dizer que, para qualquer estágio de carregamento, a tensão 

aplicada não é permitida estar acima da tensão de escoamento atual, ou seja, tensões 

plásticas admissíveis estão no domínio elástico ou em seu limite de escoamento. Assim, a 

função de escoamento é escrita através da Equação (3.3) e qualquer tensão admissível, para 

o critério de escoamento uniaxial, deve satisfazer a restrição, 

Φ(𝜎, 𝜎𝑦) = |𝜎| − 𝜎𝑦 ≤ 0 (3.3) 

onde |𝜎| é a tensão equivalente definida através dos critérios de escoamento. Neste 

trabalho os modelos estudados serão considerados perfeitamente plásticos. Neste caso, a 

tensão de escoamento, 𝜎𝑦, permanece constante independentemente de qualquer processo 

de deformação que o material possa sofrer. Sendo assim, as forças termodinâmicas são 

desconsideradas nesse estudo. A Figura 3.3 mostra o gráfico tensão-deformação, típico de 

um ensaio uniaxial monotônico de um modelo perfeitamente plástico. 

 

Figura 3.3 – Diagrama Tensão-Deformação – Perfeitamente Plástico 

 Até então o modelo constitutivo para materiais elastoplásticos foram estabelecidos de 

forma geral, sem referência a nenhum critério de escoamento específico. Nesta seção, 

alguns dos critérios de escoamento mais comuns usados na prática de engenharia para 

materiais metálicos são descritos em detalhes, ou seja, os critérios de von Mises, já 

implementado no BemCracker2D e os critérios de Tresca e Gao, implementados 

recentemente. 
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3.2 - Critérios de Plastificação 

3.2.1 - Critério de Tresca  

O critério de escoamento apresentado por Tresca (1868), baseado em resultados 

experimentais, considera o escoamento plástico iniciando quando a tensão de cisalhamento 

máxima atinge o valor limite, 

τmáx =
𝜎𝑚á𝑥 − 𝜎𝑚í𝑛

2
 (3.4) 

onde “𝜎𝑚á𝑥 = 𝑀á𝑥(𝜎1, 𝜎2)” e “𝜎𝑚í𝑛 = 𝑀í𝑛(𝜎1, 𝜎2)”. Estas relações aplicadas à função de 

escoamento de Tresca são representadas pela Equação (3.5). 

Φ(𝜎) = 𝜏𝑚á𝑥 − 𝜏𝑦 =
𝜎𝑚á𝑥 − 𝜎𝑚í𝑛

2
−
𝜎𝑦

2
 (3.5) 

É importante destacar que a formulação de Tresca, por ser exclusivamente em termos das 

tensões de cisalhamento, o critério de Tresca é insensível à pressão hidrostática (SOUZA 

NETO et al, 2008). 

3.2.2 - Critérios de von Mises 

von Mises (1913) formulou um critério de escoamento baseado no segundo invariante das 

tensões desviadoras “𝐽2”, onde assumia que o início do escoamento acontecia quando a 

tensão atingia seu valor crítico. O segundo invariante do tensor das tensões desviadoras é 

definido pela Equação (3.6). 

𝐽2 =
1

2
𝜎𝑖𝑗
′ 𝜎𝑗𝑖

′ = −(𝜎1
′𝜎2
′ + 𝜎2

′𝜎3
′ + 𝜎3

′𝜎1
′)

=
1

6
[(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎2 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 − 𝜎1)

2] 

(3.6) 

Assim, a função de escoamento de von Mises pode ser representada matematicamente pela 

Equação (3.7), 

Φ(𝜎) = 𝜎𝑒𝑞 − 𝜎𝑦 = √3𝐽2 − 𝜎𝑦 (3.7) 
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em que 𝜎𝑒𝑞 representa a tensão equivalente de von Mises e 𝜎𝑦 é a tensão de escoamento 

uniaxial para o critério de von Mises. É importante destacar que este critério não considera 

a presença da pressão hidrostática dentro do processo de fluxo plástico do material. 

3.2.3 - Critério de Gao  

Gao et al., (2011) apresenta um novo modelo de plasticidade para materiais isotrópicos, 

que é função da tensão hidrostática, bem como do segundo e terceiro invariantes do 

desviadores de tensão. O modelo foi calibrado e verificado através de uma liga de alumínio 

5083-H116. Esta liga possui uma gama de aplicação, desde peças estruturais sujeitas a 

pequenas cargas à aplicações na construção naval. Sendo 𝜎𝑖𝑗 o tensor de tensões e 𝜎1, 𝜎2 e 

𝜎3 os valores das tensões principais, a tensão hidrostática é expressa como: 

𝜎ℎ =
1

3
𝐼1 =

1

3
𝜎𝑖𝑖 =

1

3
(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3) (3.8) 

onde 𝐼1 representa o primeiro invariante do tensor de tensão. O terceiro invariante do 

tensor das tensões desviadoras, 𝐽3, é definido pela Equação (3.9).  

𝐽3 = det(𝜎𝑖𝑗
′ ) =

1

3
𝜎𝑖𝑗
′ 𝜎𝑗𝑘

′ 𝜎𝑘𝑖
′ = 𝜎1

′𝜎2
′𝜎3
′ (3.9) 

Assim, a função de escoamento de Gao pode ser representada matematicamente pela 

Equação (3.10), 

Φ(𝜎) = 𝐹(𝐼1, 𝐽2, 𝐽3) − 𝜎 (3.10) 

sendo 𝜎 o parâmetro de encruamento, ou para o material elástico perfeitamente plástico, a 

tensão de escoamento. Uma forma simplificada da função da tensão equivalente de Gao, 𝐹 

é dada segundo a Equação (3.11), 

𝐹 = 𝑐(𝑎𝐼1
6 + 27𝐽2

3 + 𝑏𝐽3
2)1/6 (3.11) 

onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 são constantes do material. Como já foi dito, Gao et al., (2011) estudou a liga 

de alumínio 5083-H116, assim os parâmetros obtidos usados na calibração são dados na 

Equação (3.12). 

𝑎 = 0     ;      𝑏 = −60,75     ;      𝑐 = (𝑎 +
4

729
𝑏 + 1)

−1/6

 (3.12) 
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3.2.4 - Comparação entre os critérios 

Uma vez considerado, que os critérios podem ter uma função de escoamento escalar 

isotrópica simétrica para os tensores, esta função pode ser definida através das tensões 

principais, assim, tais funções podem ser representadas graficamente como uma superfície 

no espaço dos valores das tensões principais. Sendo assim, traçar a superfície de 

escoamento de qualquer critério isotrópico torna-se um trabalho particularmente simples e 

útil ao se considerar o espaço tridimensional das tensões principais. 

A superfície de escoamento de Tresca é representada graficamente por um prisma 

hexagonal infinito com eixo coincidente com a linha hidrostática. A superfície de 

escoamento associada ao critério de von Mises, por outro lado, é representada por uma 

superfície de um cilindro circular infinito, cujo eixo também coincide com o eixo 

hidrostático. A superfície de escoamento de von Mises é ilustrada na Figura 3.4, onde foi 

ajustada para coincidir com a superfície de escoamento de Tresca. 

 

Figura 3.4 – Superfície de escoamento Tresca/von Mises – (SOUSA NETO et al., 2008) 
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Observa-se que a superfície de von Mises intercepta a superfície de escoamento de Tresca 

através dos vértices do hexágono. Uma comparação entre os 3 critério citados 

anteriormente é representado na Figura 3.5. Aqui fica visível que a superfície de 

escoamento associado ao critério de Gao intermedia as duas superfícies de Tresca e von 

Mises. 

 

Figura 3.5 – Superfície de escoamento Tresca/von Mises/Gao 

Além disso, pode-se dizer que tanto a superfície de von Mises, quanto a superfície de 

escoamento de Gao interceptam os vértices da superfície de Tresca. Fato importante a ser 

observado, é que quando os parâmetros 𝑎 e 𝑏 são nulos a superfície de escoamento de Gao 

coincide exatamente com a superfície de von Mises. 
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3.3 - Formulação Elastoplástica 

Resolvendo um problema elastoplástico, a ideia é obter os primeiros pontos onde há 

deformações plásticas no corpo, ou seja, inicialmente aplica-se o carregamento total 

considerando um regime elástico, obtendo assim o vetor solução elástico 𝑿. A partir desses 

dados, verifica-se se, em algum ponto, as condições do critério de escoamento adotado é 

alcançada ou superada. Considerando uma situação em que o problema resolvido no 

regime elástico apresente pontos com deformações plásticas devido ao critério de 

escoamento, pode-se definir um fator de redução de carregamento 𝜆, que corresponde a 

fração do carregamento suportado em regime elástico, e apresentado na Equação (3.13), 

λ =
𝜎𝑦

𝜎𝑒𝑞
𝑚á𝑥

 (3.13) 

onde 𝜎𝑦 é a tensão de escoamento adotada e 𝜎𝑒𝑞
𝑚á𝑥 é a tensão equivalente máxima obtida 

através de um dos critérios de escoamento. Desta forma, o vetor solução da fração elástica 

inicial pode ser obtido pela Equação (3.14). 

𝑿𝒆 = 𝜆 ∙ 𝑿 (3.14) 

Desta forma, pode-se afirmar que existe pelo menos um ponto no corpo que atingiu a 

tensão de escoamento, dando, assim, início ao processo incremental elastoplástico. A partir 

desde momento pequenos passos de carga são aplicados gerando o histórico de 

carregamento. Assim, o vetor solução elastoplástico para passos de cargas de mesma 

intensidade pode ser escrito conforme a Equação (3.15), 

𝑋 = 𝑋𝑒 +∑ 𝑋̇

𝑁𝑃𝐶

𝑖=1

 (3.15) 

onde 𝑁𝑃𝐶 é o número de passos de carga. Para cada incremento de carga, o critério de 

escoamento adotado compara as tensões nos pontos do corpo com a tensão de escoamento 

de forma a afirmar a plastificação. Calculam-se, então, os incrementos de deformações e 

tensões plásticas para os pontos que atingiram ou superaram a tensão de escoamento.  
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Foi visto na seção anterior, que o comportamento plástico do material é regido através das 

condições aplicadas pelos critérios de escoamento, o que, de certa forma, indica que a 

função de escoamento Φ é sujeita a restrição apresentada na Equação (3.16),  

Φ(𝝈, 𝑘) = 𝜎𝑒𝑞 − 𝜎𝑦 ≤ 0 (3.16) 

onde Φ é definido como uma função do tensor de tensões 𝝈.  

A plasticidade é um fenômeno dependente do tempo, tornando-se necessário o cálculo das 

diferenciais, ou dos incrementos de deformação plástica, considerando o histórico de 

carregamento, obtendo-se assim as deformações acumuladas. Uma relação para 

determinação da lei de fluxo plástico, devido Simo e Hughes (1998), na Equação (3.17), 

𝜀̇𝑝 = 𝛾̇𝑁 (3.17) 

onde 𝜀̇𝑝 é a taxa das componentes de deformação plástica, 𝛾̇ é o multiplicador plástico e 

𝑁 =
𝜕Φ

𝜕𝜎
 é o Vetor de fluxo plástico. Reescrevendo a Equação (3.2) considerando os termos 

incrementais, tem-se a Equação (3.18). 

(
𝜕Φ

𝜕𝜎
)
𝑇

𝜎̇ = (
𝜕Φ

𝜕𝜎
)
𝑇

𝐸̅𝜀̇ − (
𝜕Φ

𝜕𝜎
)
𝑇

𝐸̅𝜀̇𝑝 (3.18) 

Substituindo a Equação (3.17) do incremento de deformação plástica na Equação (3.18), e 

isolando 𝛾̇ a esquerda da igualdade, tem-se: 

𝛾̇ =
(
𝜕Φ
𝜕𝜎
)
𝑇

𝐸̅𝜀̇

(
𝜕Φ
𝜕𝜎
)
𝑇

𝐸̅ (
𝜕Φ
𝜕𝜎
)

 (3.19) 

Substituindo a Equação (3.19) do multiplicador plástico na Equação (3.17), obtém-se a 

Equação (3.20) para cálculo do incremento de deformação plástica, ou seja, a lei de fluxo 

plástico. 

𝜀̇𝑝 = 𝛾̇𝑁 =
(
𝜕Φ
𝜕𝜎
) (
𝜕Φ
𝜕𝜎
)
𝑇

𝐸̅

(
𝜕Φ
𝜕𝜎
)
𝑇

𝐸̅ (
𝜕Φ
𝜕𝜎
)

𝜀̇ (3.20) 
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Finalmente, conhecido o tensor incremental das deformações plásticas, o incremento de 

tensões plásticas pode ser calculado pela Equação (3.21), através da Lei de Hooke. 

{𝜎̇𝑖𝑗
𝑝} = 𝑬̅{𝜀𝑖̇𝑗

𝑝 }  =
𝐸

1 − 𝜈2

[
 
 
 
 
𝜀1̇1
𝑝 + 𝜈𝜀2̇2

𝑝

𝜀2̇2
𝑝 + 𝜈𝜀1̇1

𝑝

1 − 𝜈

2
𝜀1̇2
𝑝

]
 
 
 
 

 (3.21) 

A formulação do MRD para a Elastoplasticidade é apresentada no Capítulo 5. Esta 

formulação exige necessariamente a avaliação do tensor de tensões, dado na Equação 

(3.21), nos pontos internos e nós de contorno em que o problema foi discretizado. As 

tensões desviadoras (𝑺𝒊𝒋) e a matriz elastoplástica no EPT (𝑬̅) são apresentadas na Equação 

(3.22), 

𝑺𝒊𝒋 =

[
 
 
 
 
2

3
𝜎11 −

1

3
𝜎22

2

3
𝜎22 −

1

3
𝜎11

𝜎12 ]
 
 
 
 

        𝑒        𝑬̅ =
𝐸

1 − 𝜈2
[

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1 − 𝜈

2

] (3.22) 

onde 𝐸 é o módulo de Elasticidade do material e 𝜈, o coeficiente de Poisson. Para o EPD, 

basta substituir 𝐸 e 𝜈 por 𝐸′ e 𝜈′, dados na Equação (3.23) 

𝐸′ =
1

1 − 𝜈2
        𝑒        𝜈′ =

𝜈

1 − 𝜈
 (3.23) 
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3.4 - Zona Plástica  

O conhecimento do tamanho da zona plástica (ZP) e a variação em torno da ponta da trinca 

se torna um estudo importante na análise da Mecânica da Fratura. As estimativas 

convencionais do tamanho e forma da ZP foram feitas inicialmente com base nos campos 

de tensões da ponta da trinca assumindo o fator de intensidade de tensão em Modo I. Os 

casos de estimativa da ZP mais específicos podem ser encontrados no livro de Anderson 

(2005) para modos únicos de fratura. No trabalho de Nazarali e Wang (2011) a estimativa 

da zona plástica é determinada conforme apresentado na Equação (3.24), 

𝑟𝑝(𝜃) =
1

2𝜋
(
𝐾

𝜎𝑦
)

2

[
1

𝑐∗
{−𝑏 ∙ 𝑡𝑦 −√𝑏2 ∙ 𝑡𝑦2 − 𝑎 ∙ 𝑐∗ }]

2

 (3.24) 

onde o termo 𝑟𝑝 é a distância da ponta da trinca, determinado para um ângulo 𝜃 em um 

campo de tensão em modo misto aplicado onde ocorre o início do escoamento. Os termos a 

direita da igualdade são dados a seguir. 

𝐾 = √𝐾𝐼
2 + 𝐾𝐼𝐼

2 (3.25) 

O termo 𝐾, da Equação (3.25), representa o efeito combinado do FIT dos modos I e II na 

ponta da trinca. A Equação (3.26) apresenta o ângulo 𝜙, que representa o ângulo de fase 

que separa os modos I e II, 

𝜙 = tan−1
𝐾𝐼𝐼
𝐾𝐼

 (3.26) 

𝑡𝑦 =
𝑇

𝜎𝑦
 

(3.27) 

onde valores de 𝑡𝑦, apresentado na Equação (3.27), variam em valores de −1 ≤ 𝑡𝑦 ≤ 1, 

sendo 𝜎𝑦 a tensão de escoamento e 𝑇 a tensão normalizada. No trabalho de Nazarali e 

Wang (2011) é apresentado uma variação da tensão normalizada 𝑇, indicando a sua 

influência para o tamanho da ZP. Nesta tese a tensão normalizada é considerada 𝑇 = 0, ou 

seja, a região da ZP não sofre interferência devido as tensões normalizadas 𝑇.  
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As demais constantes adicionais apresentadas na Equação (3.24) são os seguintes: 

𝑐∗ = 𝑐 ∙ 𝑡𝑦
2 − 2 

(3.28) 

𝑎 = cos2 𝜙 ∙ [
3

2
sin2 𝜃 + 𝑉(cos 𝜃 + 1)] + cos𝜙 ∙ sin𝜙

∙ [2 sin 𝜃 ∙ (3 cos 𝜃 − 𝑉)] + sin2 𝜙

∙ [6 −
9

2
sin2 𝜃 − 𝑉(cos 𝜃 − 1] 

𝑏 = cos𝜙 {cos
𝜃

2
∙ [−3 (cos2

𝜃

2
− cos2 𝜃) + 𝑉]} + sin𝜙

∙ {sin
𝜃

2
∙ [−3 (cos2

𝜃

2
+ cos2 𝜃) − 𝑉]} 

𝑐 =
1

2
(3 + 𝑉) 

onde 𝑉 = (1 − 2𝜈)2, 𝜈 é o coeficiente de Poisson. Sabe-se que 𝐾𝐼 e 𝐾𝐼𝐼 são relacionados 

com 𝜙 como apresentado na Equação (3.29). 

𝐾𝐼 = 𝐾 ∙ cos𝜙 

(3.29) 

𝐾𝐼𝐼 = 𝐾 ∙ sin𝜙 
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4 - FORMULAÇÕES DUAIS DO MEC 

Em décadas passadas, trabalhos envolvendo o MEC abordavam a aplicação apenas da 

equação de deslocamento do contorno para resolução das incógnitas primitivas de 

deslocamento e tração no contorno de problemas diversos. O presente trabalho traz uma 

abordagem direta, evitando a subdivisão dos problemas em sub-regiões, usando em 

conjunto as equações integrais de contorno de deslocamento e tração. A solução de 

problemas gerais da mecânica da fratura não pode ser alcançada em uma análise de região 

única com a aplicação direta do MEC padrão, porque a coincidência das faces da trinca 

causa um problema de colocação. Para um par de pontos-fonte coincidentes no contorno da 

trinca, as equações algébricas relativas a um dos pontos são idênticas às equações 

algébricas relativas ao ponto oposto, uma vez que a mesma EIC de deslocamento é 

aplicada em ambos os pontos-fonte coincidentes, com o mesmo caminho de integração, em 

torno de todo o contorno do problema. 

O Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD) supera a dificuldade de modelagem 

de trincas considerando duas equações independentes, as EIC de deslocamento e as EIC de 

tração, com o mesmo caminho de integração para cada par de pontos-fonte de origens 

coincidentes. Embora o caminho de integração ainda seja o mesmo, as equações integrais 

de contorno agora são distintas e, portanto, dão origem a equações algébricas 

independentes. Este é o procedimento de modelagem de trincas mais geral que permite 

uma análise de elemento de contorno de região única de estruturas com trincas. 

No estudo do Método dos Elementos de Contorno em Mecânica da Fratura, Watson (1986) 

foi o primeiro a estudar as equações integrais de contorno (EIC) dual, onde ele utilizou 

uma formulação baseada na equação de deslocamento e sua derivada normal. A partir deste 

estudo diversos pesquisadores realizaram inumeros trabalhos tratando a singularidade 

causada pela colocação dos pontos na ponta da trinca. Então, Portela, et al. (1992) 

apresentou um estudo de modelagem da trinca utilizando o MECD que solucionou as 

singularidades geradas na região das trincas. Esta técnica está descrita a seguir junto com 

as equações integrais. O MECD transforma as EIC de deslocamento e a EIC de tração, 

adequadamente, em um sistema de equações algébricas lineares, por meio da colocação 

nodal e integração ao longo dos elementos de contorno. As forças e os deslocamentos 

desconhecidos do contorno podem então ser obtidos resolvendo-se este sistema de 
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equações que inclui as condições de contorno. As EIC serão apresentadas nas próximas 

seções, as mesmas estão implementadas BemCracker2D (GOMES e MIRANDA, 2018; 

GOMES, OLIVEIRA e DELGADO NETO, 2019). 

4.1 - MEC para Elasticidade 

O MEC consiste em transformar equações diferenciais parciais, que solucionam problemas 

com incógnitas no domínio e no contorno, em equações integrais que levam as soluções 

apenas no contorno através de suas soluções numéricas. Os valores das soluções no 

domínio são calculados de forma direta a partir dos resultados obtidos no contorno. 

4.1.1 - EIC Elástica 

Supondo conhecidas as condições de contorno dos tipos deslocamento e de tração em 

porções diferentes do contorno de um corpo com superfície total Γ, sendo dado pela soma 

das porções Γ1 e Γ2, respectivamente, pode-se escrever a Equação (4.1) dos resíduos 

ponderados, 

∫(𝜎𝑘𝑗,𝑗 + 𝑏𝑘)𝑢𝑘
∗𝑑Ω

Ω

= ∫(𝑝𝑘 − 𝑝̅𝑘)𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

+ ∫(𝑢̅𝑘 − 𝑢𝑘)𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

 (4.1) 

onde 𝑢𝑘
∗  e 𝑝𝑘

∗  são deslocamentos e tração correspondente ao campo de ponderação. 

Integrando por partes o primeiro termo da Equação (4.1), obtém-se: 

−∫𝜎𝑘𝑗𝜀𝑗𝑘
∗ 𝑑Ω

Ω

+ ∫𝑏𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Ω

Ω

= − ∫ 𝑝̅𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

− ∫𝑝𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

+ ∫(𝑢̅𝑘 − 𝑢𝑘)𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

 (4.2) 

Substituindo o tensor “𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 ∙ 𝜀𝑘𝑙” na Equação (4.2), integrando por partes o primeiro 

termo novamente e considerando o princípio de reciprocidade devido a simetria do tensor 

isotrópico de quarta ordem das constantes elásticas 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙, tem-se: 

∫𝜎𝑗𝑘,𝑗𝑢𝑘𝑑Ω

Ω

+ ∫𝑏𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Ω

Ω

= − ∫ 𝑝̅𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

− ∫𝑝𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

+ ∫ 𝑢̅𝑘𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

+ ∫𝑢𝑘𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

 

(4.3) 
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Considerando as forças de corpo conhecidas, a segunda integral do lado esquerdo da 

Equação (4.3) não apresentam variáveis de cálculo desconhecidas. Todavia, a primeira 

integral possui variáveis de deslocamentos no domínio Ω, enquanto as integrais de 

contorno à direita da igualdade possuem variáveis de deslocamentos e tração na borda do 

problema.  

As funções de aproximação ou de ponderação são bastante usuais na eliminação das 

integrais de domínio como as dos primeiros termos da Equação (4.3) e satisfazem as 

equações de equilíbrio no domínio. Assim, as funções de aproximação e sua minimização 

tem sido aplicadas no estudo do MEC para tratar de forma mais adequadas e precisa 

problemas não-lineares. Este procedimento se trata de um dos objetivos neste trabalho, ou 

seja, o MRD é utilizado para eliminar a integral de domínio devido as deformações 

plásticas. 

A expressão da Identidade de Somigliana para deslocamentos, dada na Equação (4.4), pode 

ser obtida a partir da solução fundamental que satisfaça a equação de Navier. 

𝑢𝑖(𝜉) = ∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

−∫𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

+ ∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑏𝑗(𝑥)𝑑Ω(𝑥)

Ω

 

(4.4) 

A Equação (4.4) é uma representação contínua dos deslocamentos para qualquer ponto 𝜉 ∈

Ω. Consequentemente, a expressão de cálculo do estado de tensão nestes pontos é obtida 

através da derivada da Equação (4.4), e também fazendo a substituição do primeiro termo à 

direita na Lei de Hooke, resultando, assim, na Equação (4.5) das tensões nos pontos 

internos. 

𝜎𝑖𝑗(𝜉) = ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

−∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

+ ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑑Ω(𝑥)

Ω

 

(4.5) 
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4.1.2 - Sistema de Equações 

Assumindo que as forças de corpo são conhecidas, a discretização do contorno será 

necessária para a obtenção das incógnitas de deslocamentos e forças de contorno. Os tipos 

de elementos de contorno mais comuns usados são elementos constantes, lineares e 

quadráticos, ver Figura 4.1. 

 

Figura 4.1 – (a) Elemento constante; (b) Elemento linear; (c) Elemento quadrático 

A partir da Equação (4.4), desconsiderando as forças de corpo, desenvolve-se um 

procedimento numérico geral para solução de problemas de valor de contorno, assim, a 

Equação (4.6) pode ser aplicada para cada ponto do contorno discretizado do problema. 

Para executar as integrais os deslocamentos e forças são aproximados sobre cada elemento 

através de funções de interpolação. 

𝑐𝑖𝑗(𝜉)𝑢𝑗(𝜉) + ∫𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

= ∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

 (4.6) 

No caso bidimensional, considerando um número de nós de contorno para os quais os 

valores nodais de deslocamentos e força são associados e aplicando as funções de 

interpolação sobre os elementos é possível obter submatrizes ℎ𝑖𝑗
𝑘  e 𝑔𝑖𝑗

𝑘  através das integrais 

da Equação (4.6) que compõe as seguintes equações matriciais. 

𝑐𝑖𝑢𝑖 +∑𝐻̅𝑖𝑗𝑢𝑗

𝑁

𝑗=1

=∑𝐺̅𝑖𝑗𝑝𝑗

𝑁

𝑗=1

 (4.7) 

Incorporando o termo 𝑐𝑖 na matriz H da Equação (4.7) e aplicando as devidas condições de 

contorno, obtém-se o seguinte sistema. 

𝑯𝒖 = 𝑮𝒑 (4.8) 
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A Equação (4.8) pode ser desenvolvida matricialmente, para cada nó considerado da 

seguinte forma, 

[
 
 
 
𝒉𝟏𝟏 𝒉̂𝟏𝟐
𝒉̂𝟐𝟏 𝒉𝟐𝟐

⋯
𝒉̂𝟏𝒓
𝒉̂𝟐𝒓

⋮ ⋱ ⋮

𝒉̂𝒓𝟏 𝒉̂𝒓𝟐 ⋯ 𝒉̂𝒓𝒓]
 
 
 

{

𝒖𝟏
𝒖𝟐
⋮
𝒖𝒓

} = [

𝒈𝟏𝟏 𝒈𝟏𝟐
𝒈𝟐𝟏 𝒈𝟐𝟐

⋯
𝒈𝟏𝒓
𝒈𝟐𝒓

⋮ ⋱ ⋮
𝒈𝒓𝟏 𝒈𝒓𝟐 ⋯ 𝒈𝒓𝒓

] {

𝒑𝟏
𝒑𝟐
⋮
𝒑𝒓

} (4.9) 

Aplicando-se as condições de contorno (𝒖𝒊 = 𝒖̅𝒊 𝑒𝑚 Γ1) e (𝒑𝒊 = 𝒑𝒊 𝑒𝑚 Γ2) ao sistema de 

equações e rearranjando esse sistema de tal maneira que todas as incógnitas do problema 

são transferidas para o lado esquerdo num vetor 𝒀 e o sistema pode ser reescrito como, 

𝑨𝒀 = 𝑭 (4.10) 

4.1.3 - Cálculo das Tensões no Contorno 

Nos estudos do MEC tradicional, para uma aplicação prática, a solução numérica produz 

dados dos deslocamentos e tensões no contorno. Uma alternativa para obtenção dessas 

tensões é usar a Equação Integral (4.5), prevista para cálculo das tensões em pontos 

internos, aplicada no contorno, porém isso gera o surgimento de singularidades de alta 

ordem exigindo tratamento especial como visto no estudo do MECD na próxima seção. 

Uma alternativa usual para determinar o tensor tensão no contorno é calcular as 

componentes do tensor a partir dos valores já obtidos dos deslocamentos e forças de 

superfícies. Duas componentes do tensor tensão (𝜎12
′ = 𝜎21

′ = 𝑝1
′   𝑒  𝜎22

′ = 𝑝2
′ ) podem ser 

obtidas a partir das forças de superfície, considerando um sistema de coordenadas 

cartesianas locais no ponto do contorno. A terceira componente é oriunda de uma 

expressão discreta para os deslocamentos sobre o contorno, tratando os deslocamentos 

localmente e diferenciando esses deslocamentos de forma a se obter as componentes do 

tensor de deformação, tem-se: 

𝜎11
′ =

1

1 − 𝜈
(𝜈𝜎22

′ + 2𝐺𝜀11
′ )       𝑜𝑛𝑑𝑒        𝜀11

′ =
𝜕𝑢1

′

𝜕𝑥1
′  (4.11) 

onde para o EPT, 𝜈 assume o valor de 𝜈̅ =
𝜈

1+𝜈
. Obtidas as tensões 𝜎′ em coordenadas 

locais é necessário transformar em coordenadas globais através de matrizes de rotação. 
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4.2 - MECD 

4.2.1 - Equação Integral de Deslocamento 

Assumindo que, há a ausência de força de corpo e que exista continuidade dos 

deslocamentos no ponto de contorno “𝜉”, Portela et al. (1992) descreve a representação da 

integral de contorno das componentes de deslocamento “𝑢̇𝑗(𝜉)” como: 

𝑐𝑖𝑗(𝜉)𝑢𝑗(𝜉) = ∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

− 𝑉𝑃𝐶∫𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

 (4.12) 

onde “𝑖” e “𝑗” correspondem as componentes cartesianas, 𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥) e 𝑢𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥) representam, 

respectivamente, as soluções fundamentais de Kelvin para tração e deslocamento no ponto 

do contorno “𝑥” e podem ser encontrada em Telles (1983), o símbolo “𝑉𝑃𝐶” representa a 

integral de Valor Principal de Cauchy, e o coeficiente “𝑐𝑖𝑗(𝜉)” é definido pelo tipo de 

contorno considerado no ponto “𝜉”.  

4.2.2 - Equação Integral de Força de Contorno 

Na ausência de forças de corpo e assumindo a continuidade de deformações e de forças em 

“𝜉”, no contorno suave, pode-se escrever, então, a Equação Integral para Tensões nos 

pontos de contorno, estendida para o caso inelástico: 

𝑐𝑖𝑗(𝜉)𝜎𝑖𝑗(𝜉) = 𝑉𝑃𝐶 ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

− 𝑉𝑃𝐻∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

       

(4.13) 

Sabe-se que: “𝑝𝑖 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗”. Então, a expressão final para as componentes da EIC para 

tração “𝑝𝑖(𝜉)” são dados por, 

𝑐𝑖𝑗(𝜉)𝑝𝑗(𝜉) = 𝑛𝑖(𝜉)𝑉𝑃𝐶∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑘(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

− 𝑛𝑖(𝜉)𝑉𝑃𝐻∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

 

(4.14) 
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em que “𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)” e “𝑈𝑖𝑗𝑘

∗ (𝜉, 𝑥)” representam as derivadas, respectivamente, de “𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)” 

e “𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)”, o símbolo “𝑉𝑃𝐻” representa o Valor Principal de Hadamard e “𝑛𝑖” denota a 

componente i-ésima da normal unitária que aponta para o exterior do domínio no ponto de 

contorno “𝜉”. Assim, as Equações (4.12) e (4.14) são a base do MECD, sendo que a 

Equação (4.14) é conhecida como a equação hipersingular do MEC. A EIC de 

deslocamento dada na Equação (4.12) representada pelas componentes 𝑢𝑗  em um ponto 𝜉 e 

a EIC de força de contorno dada na Equação (4.14) representada pelas componentes 𝑝𝑗 em 

um ponto 𝜉 estendidas considerando os termos inelásticos são apresentadas no Capítulo 5. 

4.3 - O MRD 

A principal função do MEC é a avaliação das equações integrais nos pontos de contorno, a 

fim de obter soluções minimizando a dimensionalidade do problema usando elementos 

apenas nos contornos dos modelos. Contudo, há a necessidade de avaliar o domínio para 

determinadas situações, o que torna um procedimento difícil, dada à questão da 

transformação das integrais de domínio, evitando, assim, outra discretização. Como 

descrito no Capítulo 1, uma das técnicas que muitos pesquisadores utilizaram para tratar os 

termos de domínio foi através da discretização deste em sub-regiões, denominadas células. 

Em cada célula admite-se uma aproximação para o deslocamento e força de corpo 

integrando individualmente cada uma delas por meio de funções de forma. O Método da 

Reciprocidade Dual (MRD) é um dos procedimentos utilizado para transformar as integrais 

de domínio em integrais de contorno e tem sido alvo de estudo de muitos pesquisadores, 

pois este método pode ser aplicado a uma variedade de problemas. Com um procedimento 

geral de transformação, avaliam diversos problemas da engenharia de forma sistemática 

sem haver a necessidade de uma discretização do domínio. Sendo assim, uma ferramenta 

muito importante para análises elastoplástica junto com o MEC.  

Um dos principais parâmetros a ser definido quando se estuda o MRD é qual função de 

aproximação usar. Nardini e Brebbia (1982) usaram a função “𝑟”, a mesma função 

utilizada na solução fundamental. Esta função é de base radial, sendo de ordem linear com 

comportamento local. A partir daí várias outras funções foram estudadas para o uso com o 

MRD. Nardini e Brebbia mencionaram em seu trabalho funções do tipo global, as quais 

foram estudadas por Cheng et al. (1993). Diferente da função local que considerava a 

interpolação na vizinhança de um ponto particular, a função global se dava sobre toda a 
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geometria. Karur e Ramachandran (1995) estudaram as funções radiais para problemas de 

Poisson, considerando “𝑟”, “𝑟3”, “𝑟2 log 𝑟” (esta última é conhecida como TPS – Thin 

Plate Spline). A funções TPS foram acrescida dos três primeiros termos da expansão 

global do triângulo de Pascal (1, x e y) no estudo realizado por Golbert e Chen (1994) e 

são as funções conhecidas por ATPS (Augmented Thin Plate Spline). Essas funções de 

aproximação foram implementadas no MRD por Bridge e Wrobel (1996) para problemas 

de elasticidade com força de corpo. Outros trabalhos envolvendo uma forma híbrida no 

tratamento do MRD foram apresentados por Yan et al. (2010; 2016; 2017). Em trabalhos 

mais recentes (GOMES, 2006; GOMES, DELGADO NETO, et al., 2019; PARTRIDGE e 

SENSALE, 1997; MEDEIROS e PARTRIDGE, 2001), problemas 2D vem sendo estudado 

com do tipo “Polyharmonic splines” (𝑓 = 𝑟2𝑛 log 𝑟) e apresentam boa convergência. Em 

particular o trabalho de Gomes et al. (2019) faz um estudo com MRD em modelos 2D 

elastoplásticos em que as funções do tipo “Polyharmonic splines” têm sido consideradas 

como a melhor opção para o caso 2D, mostrando convergência linear com o 

crescimento da ordem n, (MEDEIROS e PARTRIDGE, 2001). 

Em sua forma clássica, o MRD usa a função de aproximação para avaliar as tensões em 

todos os pontos em que o problema foi discretizado, contorno e interior, e, em seguida, 

obter a divergência do tensor de tensões em cada um dos pontos. No entanto, este 

procedimento mostrou-se inviável devido à dificuldade de se realizar o processo de 

derivação numérica que gera erros que aumentam com o processo iterativo (GOMES, 

2006). Em Gomes, Delgado Neto, et al., (2019), optou-se por utilizar uma nova função de 

aproximação que dependia apenas do primeiro invariante do tensor de tensões plástico, 

onde a ideia era aproximar a pseudo força de corpo (termo plástico) por uma função 

baseada no primeiro invariante do tensor de tensões em cada um dos pontos em que o 

contorno foi discretizado e nos pontos internos, gerando um vetor cujas componentes são 

os valores obtidos em todos os pontos indicados. Assim, o MRD, é utilizado como uma 

importante ferramenta no presente estudo, onde a função “𝑟2 log 𝑟” acrescida de dez 

termos do triângulo de Pascal apresentada na Equação (4.15) devido a Gomes, Delgado 

Neto, et al. (2019) foi empregada de forma adequada.  
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Gomes (2006) apresenta que a função é capaz de obter soluções a problemas com forças de 

corpo envolvendo funções conhecidas de ordem maior que um. Neste trabalho a função de 

aproximação apresentada na Equação (4.15) é empregada em uma chuva de pontos 

internos circundando a ponta da trinca, onde se espera a plastificação. 

A partir da Equação (4.16) de elementos de contorno para elasticidade considerando as 

forças de corpo, ou seja, incluindo a parcela da integral de domínio, considera-se um ponto 

“𝑖” no contorno, 

𝑐𝑙𝑘
𝑖 𝑢𝑘

𝑖 = ∫𝑢𝑙𝑘
∗ 𝑝𝑘𝑑Γ

Γ

−∫𝑝𝑙𝑘
∗ 𝑢𝑘𝑑Γ

Γ

+ ∫𝑢𝑙𝑘
∗ 𝑏𝑘𝑑Ω

Ω

 (4.16) 

onde “𝑐𝑙𝑘” é uma matriz 2x2 obtido pela consideração de movimento de corpo rígido, 

considerando modelos bidimensionais. Na Equação (4.17) apresenta uma integral de 

domínio, aplicada ao MRD, em função da densidade de força de corpo “𝑏𝑘” no domínio 

“Ω”, onde é empregada a função de aproximação “𝑓𝑗”, 

𝑏𝑘 = ∑ 𝑓𝑗𝛼𝑘
𝑗

𝑁+𝐿

𝑗=1

       𝑜𝑢       𝑏𝑘 = ∑ 𝑓𝑗𝛿𝑘𝑚𝛼𝑚
𝑗

𝑁+𝐿

𝑗=1

 (4.17) 

onde “𝛼𝑘
𝑗
” são coeficientes inicialmente desconhecidos, “𝑁” é o número de nós usados na 

discretização do contorno e “𝐿” é o número de pontos internos empregados no domínio.  

A segunda forma da Equação (4.17) apresenta soluções particulares que satisfazem a 

equação de Navier, Equação (4.18), as quais expressam as condições de equilíbrio para 

problemas elastostáticos na presença de forças de corpo. 

𝜇𝑢̂𝑚𝑘,𝑙𝑙
𝑗

+
𝜇

1 − 2𝜈
𝑢̂𝑙𝑘,𝑙𝑚
𝑗

= 𝛿𝑚𝑘𝑓
𝑗 (4.18) 

 

 

𝑓 = 𝑟2 log 𝑟 + 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2, 𝑥3, 𝑥2𝑦, 𝑥𝑦2, 𝑦3 (4.15) 
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Assim, combinando as Equações (4.17) e (4.18) e substituído na Equação (4.16) e 

aplicando o princípio da reciprocidade, tem-se: 

𝑐𝑙𝑘
𝑖 𝑢𝑘

𝑖 = ∫𝑢𝑙𝑘
∗ 𝑝𝑘𝑑Γ

Γ

−∫𝑝𝑙𝑘
∗ 𝑢𝑘𝑑Γ

Γ

+∑(𝑐𝑙𝑘
𝑖 𝑢̂𝑚𝑘

𝑖𝑗
+∫𝑝𝑙𝑘

∗ 𝑢̂𝑚𝑘𝑑Γ

Γ

−∫𝑢𝑙𝑘
∗ 𝑝̂𝑚𝑘𝑑Γ

Γ

)𝛼𝑚
𝑗

𝑁+𝐿

𝑗=1

 

(4.19) 

A Equação (4.19) é reescrita para um corpo com contorno “Γ”, discretizado em elemento 

de contorno e as funções “𝑢𝑘”, “𝑝𝑘”, “𝑢̂𝑚𝑘” e “𝑝̂𝑚𝑘” são aproximadas sobre os elementos 

usando funções de interpolação, representada pela Equação (4.20). 

𝑐𝑖𝑢𝑖 +∑𝐻̅𝑖𝑘𝑢𝑘

𝑁

𝑘=1

−∑𝐺𝑖𝑘𝑝𝑘

𝑁

𝑘=1

= ∑ [𝑐𝑖𝑢̂𝑖𝑗 +∑𝐻̅𝑖𝑘𝑢̂𝑘
𝑗

𝑁

𝑘=1

−∑𝐺𝑖𝑘𝑝̂𝑘
𝑗

𝑁

𝑘=1

] 𝛼𝑗
𝑁+𝐿

𝑗=1

 (4.20) 

Aplicando a Equação (4.20) a todos os nós do contorno, tem-se a Equação (4.21). 

𝑯𝒖 − 𝑮𝒑 = (𝑯𝒖̂ − 𝑮𝒑̂)𝛼 (4.21) 

Os valores de “𝑢” e “𝑝” no contorno podem ser obtidos resolvendo a função “𝛼”, dada 

através da Equação (4.22), 

𝛼 = 𝐹−1𝑏 (4.22) 

onde a matriz “𝐹” é constituída usando as funções de aproximação implementada pela 

função “𝑓 = 𝑟2 log 𝑟” e os dez termos acrescidos referente ao triângulo de Pascal e “𝑏” 

representa o pseudo vetor de forças de corpo. Portanto, aplicando na Equação (4.21) as 

condições de contorno “𝑢” e “𝑝” e reorganizando as incógnitas de “𝑢” e “𝑝” do lado 

esquerdo da igualdade e do lado direito os termos conhecidos de todos os valores de 

contorno “𝑢” e “𝑝”, pode-se determinar as tensões e deformações em qualquer ponto 

interno ou nó de contorno, conforme Equação (4.23), 

𝑨𝑿 = 𝒀 +𝒎𝒓𝒅𝑽 (4.23) 

onde a matriz “𝑨” tem as equações que multiplicam as incógnitas “𝒖” e “𝒑”, que são 

elementos do vetor “𝑿”, o vetor “𝒀” são os termos conhecidos da matriz multiplicados 



51 

 

com as condições de contorno “𝒖̅” e “𝒑̅” e “𝒎𝒓𝒅𝑽” é o vetor de pseudo-forças de corpo 

obtido pelo MRD. Os pseudo-vetores utilizados para cálculo do “𝒎𝒓𝒅𝑽” são considerados 

como as soluções particulares e são apresentados com mais detalhes no trabalho de Gomes 

(2006) e serão utilizadas neste trabalho. No atual trabalho o sistema matricial “𝑨𝑿 = 𝒀 +

𝒎𝒓𝒅𝑽” foi atualizado em relação a malha funcional nos elementos descontínuos da trinca 

e seus incrementos. 
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5 - FORMULAÇÕES ELASTOPLÁSTICA COM MECD/MRD 

Para os materiais que apresentam a característica de encruamento haverá um 

comportamento distinto dos materiais elásticos perfeitamente plásticos. Assim, um 

material que apresenta encruamento no regime inelástico, apresenta acréscimo de tensão a 

medida que o corpo se deforma além da tensão de escoamento (Figura 5.1). A curva 

tensão-deformação do comportamento de um material elástico não-linear no momento de 

descarregamento retorna pela mesma trajetória de carregamento, seguindo as mesmas 

condições iniciais. Entretanto, para o comportamento elastoplástico, o retorno se dá em 

trajetória linear, com inclinação igual ao módulo de elasticidade, medido na origem do 

diagrama tensão-deformação do material, 

 

Figura 5.1 – Diagrama Tensão-Deformação Simplificado do Material 

As deformações plásticas e elásticas são apresentadas pelos parâmetros 𝜀ℎ
𝑝
 e 𝜀ℎ

𝑒, 

respectivamente, 𝑌 é a tensão de escoamento do material, 𝜎ℎ é a tensão plástica no ponto 

do descarregamento, 𝛼 corresponde ao módulo de elasticidade 𝐸 e 𝛽 é o módulo plástico. 
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5.1 - Equações Constitutivas 

A seguir as equações diferenciais básicas para problemas inelásticos são apresentadas, 

(BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984). Para manter uma notação unificada em 

problemas dependentes do tempo, essas equações são apresentadas na forma incremental. 

Presume-se, então, que no contexto da teoria das pequenas deformações, a taxa de 

deformação total para problemas inelásticos seja representada através da Equação (5.1), 

𝜀𝑖̇𝑗 =
1

2
(𝑢̇𝑖,𝑗 + 𝑢̇𝑗,𝑖) = 𝜀𝑖̇𝑗

𝑒 + 𝜀𝑖̇𝑗
𝑎  (5.1) 

em que “𝜀𝑖̇𝑗
𝑒 ” e “𝜀𝑖̇𝑗

𝑎” são a parcela elástica e a parcela inelástica do tensor incremental de 

deformação total, respectivamente. A condição de equilíbrio pode ser representada de 

forma incremental da seguinte forma, 

𝜎̇𝑖𝑗,𝑖 + 𝑏̇𝑗 = 0 (5.2) 

A Equação (5.2) é válida para o interior do corpo e a mesma condição quando aplicada 

para a superfície de contorno conduz para a equação incremental seguinte, 

𝑝̇𝑖 − 𝜎̇𝑖𝑗𝑛𝑗 = 0 (5.3) 

em que “𝑛𝑗” representa os cossenos diretores da normal ao contorno com sentido para fora 

do corpo. Se as deformações inelásticas forem consideradas como deformações iniciais, a 

lei de Hooke pode ser aplicada na parte elástica do tensor da taxa de deformação total, 

dado na Equação (5.1), resultando na seguinte expressão para as componentes incrementais 

de tensão em termos da tensão iniciais: 

𝜎̇𝑖𝑗 = 2𝐺𝜀𝑖̇𝑗 +
2𝐺𝜈

1 − 2𝜈
𝜀𝑘̇𝑘𝛿𝑖𝑗 − 𝜎̇𝑖𝑗

𝑎  (5.4) 
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sendo 𝜎̇𝑖𝑗
𝑎  representa as componentes de tensões iniciais. Substituindo a Equação (5.4) nas 

Equações (5.2) e (5.3) juntamente com a Equação (5.1), tem-se: 

𝑢̇𝑗,𝑙𝑙 +
𝜈

1 − 2𝜈
𝑢̇𝑙,𝑙𝑗 = −

𝑏̇̂𝑗

𝐺
 (5.5) 

𝑝̇̂𝑖 =
2𝐺𝜈

1 − 2𝜈
𝑢̇𝑙,𝑙𝑛𝑖 + 𝐺(𝑢̇𝑖,𝑗 + 𝑢̇𝑗,𝑖)𝑛𝑗  (5.6) 

A Equação (5.5) representa uma forma estendida da equação de Navier e a Equação (5.6) 

representa as condições de contorno de força de contorno. Essas equações são apresentadas 

em termos das pseudo-forças de corpo e de contorno, sendo as pseudo-forças dadas pelas 

Equações (5.7). 

𝑏̇̂𝑗 = 𝑏̇𝑗 − 𝜎̇𝑖𝑗,𝑖
𝑎  

(5.7) 
𝑝̇̂𝑖 = 𝑝̇𝑖 + 𝜎̇𝑖𝑗

𝑎𝑛𝑗  

As expressões dadas da Equação (5.1) até a Equação (5.7) foram apresentadas para 

problemas tridimensionais. Assim sendo, essas equações podem ser aplicadas para casos 

bidimensionais apenas usando (i, j, k, l =1,2) e substituindo “𝜈” por “𝜈̅ = 𝜈/(1 + 𝜈)” com 

“𝑒̇ = 𝜀1̇1
𝑎 + 𝜀2̇2

𝑎 ”. 

5.2 - Formulação do MEC Inelástica  

Sabe-se que a formulação integral pode ser obtida através do uso das técnicas dos resíduos 

ponderados. Essa técnica traz um entendimento físico para a solução numérica das 

equações diferenciais, obtendo um procedimento unificado capaz de relacionar o MEC 

com outros métodos numéricos. Nesta seção serão discutidos os passos básicos para este 

procedimento, (BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984; TELLES, 1983). Assim uma 

solução aproximada é encontrada a partir da Equação de equilíbrio (5.2), apresentada na 

seção anterior, e detalhada na Equação (5.8). 

𝜎̇𝑖𝑗,𝑖 + 𝑏̇𝑗 = 0 (5.8) 
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Aplicando as condições de contorno de um corpo genérico, onde “Γ1 + Γ2 = Γ”, tem-se: 

𝑢̇𝑖 = 𝑢̇̅𝑖      𝑒𝑚    Γ1          𝑒          𝑝̇𝑖 = 𝑝̇̅𝑖      𝑒𝑚    Γ2 (5.9) 

Para encontrar uma solução aproximada, presume-se a introdução de um erro, o qual pode 

ser minimizado escrevendo a seguinte afirmação dos resíduos ponderados: 

∫(𝜎̇𝑗𝑘,𝑗 + 𝑏̇𝑘)𝑢𝑘
∗𝑑Ω

Ω

= ∫(𝑝̇𝑘 − 𝑝̇̅𝑘)𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

+ ∫(𝑢̇̅𝑘 − 𝑢̇𝑘)𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

 (5.10) 

onde “𝑢𝑘
∗” e “𝑝𝑘

∗” correspondem aos deslocamentos e força de superfície no campo de 

ponderação. Se as mesmas constantes de um material (E, G e 𝜈) são válidas para a 

aproximação dos campos de ponderação, o primeiro termo da Equação (5.10) pode ser 

integrado por partes, tendo assim: 

−∫ 𝜎̇𝑗𝑘𝜀𝑗𝑘
∗ 𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝑏̇𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Ω

Ω

= − ∫ 𝑝̇̅𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

− ∫ 𝑝̇𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

+ ∫(𝑢̇̅𝑘 − 𝑢̇𝑘)𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

 (5.11) 

Assim pode-se substituir a Equação (5.4) dentro da Equação (5.11), tem-se: 

−∫ 𝜎̇𝑗𝑘
𝑒 𝜀𝑗𝑘

∗ 𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝜎̇𝑗𝑘
𝑎 𝜀𝑗𝑘

∗ 𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝑏̇𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Ω

Ω

= − ∫ 𝑝̇̅𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

− ∫ 𝑝̇𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

+ ∫(𝑢̇̅𝑘 − 𝑢̇𝑘)𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

 

(5.12) 

E novamente integrando por partes o primeiro termo, tem-se: 

∫𝜎𝑗𝑘,𝑗
∗ 𝑢̇𝑘𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝜎̇𝑗𝑘
𝑎 𝜀𝑗𝑘

∗ 𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝑏̇𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Ω

Ω

= − ∫ 𝑝̇̅𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

− ∫ 𝑝̇𝑘𝑢𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

+ ∫ 𝑢̇𝑘𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ2

+ ∫ 𝑢̇̅𝑘𝑝𝑘
∗𝑑Γ

Γ1

 

(5.13) 

Reescrevendo a expressão acima de forma geral, pode ser visto que: 

∫𝑏𝑘
∗ 𝑢̇𝑘𝑑Ω

Ω

= ∫𝑢𝑘
∗ 𝑝̇𝑘𝑑Γ

Γ

−∫𝑝𝑘
∗ 𝑢̇𝑘𝑑Γ

Γ

+ ∫𝑢𝑘
∗ 𝑏̇𝑘𝑑Ω

Ω

+ ∫𝜀𝑗𝑘
∗ 𝜎̇𝑗𝑘

𝑎 𝑑Ω

Ω

 (5.14) 
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onde foi feito a substituição “𝜎𝑗𝑘,𝑗
∗ = −𝑏𝑘

∗”. A Equação (5.14) pode ser ainda modificada 

assumindo que os componentes de força do corpo “𝑏𝑘
∗” correspondem à carga unitária 

pontual positiva aplicada no ponto “𝜉 ∈ Γ”. Esta pode ser dada por: 

𝑢̇𝑖(𝜉) = ∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝̇𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

−∫𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢̇𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

+∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑏̇𝑗(𝑥)𝑑Ω(𝑥)

Ω

+∫𝜀𝑗𝑘𝑖
∗ (𝜉, 𝑥)𝜎̇𝑗𝑘

𝑎 (𝑥)𝑑Ω(𝑥)
Ω

 

(5.15) 

onde Γ é o contorno total e Ω é o domínio do corpo; 𝑢𝑖𝑗
∗ , 𝑝𝑖𝑗

∗  e 𝜀𝑗𝑘𝑖
∗  são as soluções 

fundamentais de Kelvin e representam os campos de ponderação de deslocamento, força e 

deformação em um corpo elástico e homogêneo. Os parâmetros 𝑝̇𝑗, 𝑢̇𝑗  e 𝑏̇𝑗 são, 

respectivamente, componentes de força de superfície, deslocamento e força de corpo. As 

tensões plásticas são representadas por 𝜎̇𝑗𝑘
𝑎 , o índice sobrescrito “𝑎” indica todas as 

componentes inelásticas do tensor de tensão total, 𝜉 representa o ponto de colocação e 𝑥, o 

ponto campo. A Equação (5.15) pode ser reescrita para problemas inelásticos em termos da 

deformação inicial dada na Equação (5.16): 

𝑐𝑖𝑗(𝜉)𝑢̇𝑗(𝜉) = ∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝̇𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

−∫𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢̇𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

+∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑏̇𝑗(𝑥)𝑑Ω(𝑥)

Ω

+∫𝜎𝑗𝑘𝑖
∗ (𝜉, 𝑥)𝜀𝑗̇𝑘

𝑎 (𝑥)𝑑Ω(𝑥)
Ω

 

(5.16) 

Muitas são as alternativas de formulação para tratar a integral inelástica. Uma alternativa 

apresentada é a consideração da pseudo-força de corpo e pseudo-força de contorno, 

(BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984). Sendo assim a última integral apresentada na 

Equação (5.16) pode ser escrita em termos das derivadas de 𝑢𝑖𝑗
∗ , que depois de integrado 

por partes os termos e, substituindo na Equação (5.16), dá como resultado a Equação 

(5.17), 

𝑐𝑖𝑗(𝜉)𝑢̇𝑗(𝜉) = ∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝̇̂𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

−∫𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢̇𝑗(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

+∫𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑏̇̂𝑗(𝑥)𝑑Ω(𝑥)

Ω

 

(5.17) 
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onde 𝑝̇̂𝑗 e 𝑏̇̂𝑗 são dados na Equação (5.7). Portanto, chegamos a uma EIC de deslocamento 

inelástica em que 𝑝̇̂𝑗 são as pseudo-forças de superfície e 𝑏̇̂𝑗 são as pseudo-forças de corpo, 

as quais dependem das deformações inelásticas, mas os deslocamentos são reais. A EIC de 

tração pode ser obtida através da diferenciação da EIC de deslocamento, dada na Equação 

(5.17). A derivada da integral de domínio deve ser realizada com a regra de Leibnitz, sendo 

considerada no sentido de Cauchy. 

Brebbia et al. (1984) diferenciaram a equação integral de contorno do deslocamento 

obtendo assim a seguinte equação das tensões nos pontos internos: 

𝜎̇𝑖𝑗(𝜉) = ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝̇̂𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

−∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢̇𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

+∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑏̇̂𝑘(𝑥)𝑑Ω(𝑥)

Ω

− 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘̇𝑙
𝑎  

(5.18) 

Os parâmetros 𝑈𝑖𝑗𝑘
∗  e 𝑃𝑖𝑗𝑘

∗  são combinações lineares das derivadas das soluções 

fundamentais 𝑢𝑖𝑗
∗  e 𝑝𝑖𝑗

∗ , respectivamente. Finalmente, substituindo a Equação (5.18) através 

da aplicação da lei de Hooke dada na Equação (5.3), a EIC de tração pode ser escrita: 

1

2
𝑝̇𝑗(𝜉) = 𝑛𝑖(𝜉)∫𝑈𝑖𝑗𝑘

∗ (𝜉, 𝑥)𝑝̇̂𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)
Γ

− 𝑛𝑖(𝜉)∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑢̇𝑘(𝑥)𝑑Γ(𝑥)

Γ

+ 𝑛𝑖(𝜉) [∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑏̇̂𝑘(𝑥)𝑑Ω(𝑥)

Ω

+
1

2
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘̇𝑙

𝑎 ] 

(5.19) 

onde 𝑛𝑖  representa a i-ésima componente unitária da normal externa ao contorno, no ponto 

𝜉; 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 representa o tensor isotrópico de quarta ordem das constantes elásticas. A 

formulação elastoplástica depende de informações das tensões em todos os pontos do 

domínio discretizado; uma alternativa a essa abordagem é aplicar a Equação (5.18) em 

pontos do domínio discretizado por células próximas ao contorno do corpo (BREBBIA et 

al., 1984). Esta técnica exige a produção de uma malha de conectividade entre os pontos, 

afim de eliminar esse processo de criação da malha. Esse trabalho faz análise dos pontos 

internos pelo MRD sem a necessidade da construção de uma malha. 
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5.3 - Formulação do MEC Elastoplástica  

5.3.1 - EIC Elastoplástica  

Considerando apenas os efeitos plásticos, a Equação (5.1) pode ser reescrita conforme a 

Equação (5.20), 

𝜀𝑖̇𝑗 =
1

2
(𝑢̇𝑖,𝑗 + 𝑢̇𝑗,𝑖) = 𝜀𝑖̇𝑗

𝑒 + 𝜀𝑖̇𝑗
𝑝

 (5.20) 

onde os termos a direta da igualdade correspondem às partes elásticas e plásticas da 

deformação, respectivamente, apresentadas nas Equações (5.21), 

𝜀𝑖̇𝑗
𝑒 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙

−1 𝜎̇𝑘𝑙 
(5.21) 

𝜀𝑖̇𝑗
𝑝 = γ̇𝜀𝑖̇𝑗 

onde γ̇ é a multiplicador plástico dada no Capítulo 3. Aplicando a Lei de Hooke na 

Equação (5.20), é possível obter a Equação (5.22) da seguinte forma: 

𝜎̇𝑖𝑗 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘̇𝑙
𝑒 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘̇𝑙 − 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑖̇𝑗

𝑝 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘̇𝑙 − 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝

 (5.22) 

Brebbia et al. (1984) apresenta a seguinte relação entre o estado elástico correspondente às 

forças de corpo 𝑏𝑗
∗ e de superfície 𝑝𝑗

∗. Ver Equação (5.23): 

∫𝜎𝑖𝑗
∗ 𝜀𝑖̇𝑗𝑑Ω

Ω

= ∫𝑝𝑗
∗𝑢̇𝑖𝑑Γ

Γ

+ ∫𝑏𝑗
∗𝑢̇𝑖𝑑Ω

Ω

 (5.23) 

Substituindo a Equação (5.22) em (5.23), tem-se: 

∫𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙
∗ 𝜀𝑖̇𝑗𝑑Ω

Ω

= ∫𝑝𝑗
∗𝑢̇𝑖𝑑Γ

Γ

+ ∫𝑏𝑗
∗𝑢̇𝑖𝑑Ω

Ω

 (5.24) 

Aplicando-se a simetria do tensor elástico a integral à esquerda da igualdade da Equação 

(5.24), tem-se: 

∫𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙
∗ 𝜀𝑖̇𝑗𝑑Ω

Ω

= ∫𝐸𝑘𝑙𝑖𝑗𝜀𝑘𝑙
∗ 𝜀𝑖̇𝑗𝑑Ω

Ω

 (5.25) 
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Isolando o termo 𝐸𝑘𝑙𝑖𝑗𝜀𝑖̇𝑗 da Equação (5.22) e substituindo na Equação (5.25), obtém-se: 

∫𝐸𝑘𝑙𝑖𝑗𝜀𝑖̇𝑗𝜀𝑘𝑙
∗ 𝑑Ω

Ω

= ∫ 𝜎̇𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗
∗ 𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝𝜀𝑖𝑗

∗ 𝑑Ω

Ω

 (5.26) 

Substituindo a Equação (5.26) em (5.24) e em seguida substituir o resultado na integral à 

esquerda da igualdade da Equação (5.23) e considerando a simetria do tensor de tensões 

aplicada ao tensor plástico 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝

, obtém-se a expressão dada por Brebbia et al., (1984), como, 

∫ 𝑝̇𝑖𝑢𝑖
∗𝑑Γ

Γ

+ ∫ 𝑏̇𝑖𝑢𝑖
∗𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝𝑢𝑖,𝑗

∗ 𝑑Ω

Ω

= ∫𝑝𝑗
∗𝑢̇𝑖𝑑Γ

Γ

+ ∫𝑏𝑗
∗𝑢̇𝑖𝑑Ω

Ω

 (5.27) 

Aplicando a força concentrada unitária 𝑏𝑘
∗  em um ponto 𝜉 no contorno Γ de uma região Ω 

na direção de cada vetor unitário 𝑒𝑘 apresentam singularidade nas integrais de contorno 

que apresentam raio 𝑟(𝜉, 𝑥) tendendo a zero. A solução deste problema foi apresentada por 

Brebbia et al., (1984), na qual foi considerado condições de cálculo para um corpo rígido, 

surgindo um coeficiente 𝑐𝑘𝑖 em uma equação similar de cálculo das componentes 𝑖 de 

deslocamentos incrementais, ver Equação (5.28). 

𝑐𝑘𝑖𝑢̇𝑖(𝜉) = ∫ 𝑝̇𝑖𝑢𝑘𝑖
∗ 𝑑Γ

Γ

+ ∫ 𝑏̇𝑖𝑢𝑘𝑖
∗ 𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝𝑢𝑘𝑖,𝑗

∗ 𝑑Ω

Ω

−∫𝑝𝑘𝑖
∗ 𝑢̇𝑖𝑑Γ

Γ

 (5.28) 

Considerando que os efeitos inelásticos são puramente plásticos, a Equação (5.7) pode ser 

reescrita conforme a Equação (5.29). 

𝑏̇𝑖
𝑝 = −𝜎̇𝑖𝑗,𝑖

𝑝
 

(5.29) 
𝑝̇𝑖
𝑝 = 𝜎̇𝑖𝑗

𝑝𝑛𝑗 

Pelo teorema da divergência, a integral que contém o termo plástico da Equação (5.28) 

pode ser definida como: 

∫ 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝𝑢𝑘𝑖,𝑗

∗ 𝑑Ω

Ω

= −∫ 𝜎̇𝑖𝑗,𝑗
𝑝 𝑢𝑘𝑖

∗ 𝑑Ω

Ω

+∫ 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝𝑢𝑘𝑖

∗ 𝑛𝑗𝑑Γ

Γ

 (5.30) 
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Substituindo os parâmetros da Equação (5.29) na Equação (5.30), obtém-se: 

∫𝜎̇𝑖𝑗
𝑝𝑢𝑘𝑖,𝑗

∗ 𝑑Ω

Ω

= ∫ 𝑏̇𝑖
𝑝𝑢𝑘𝑖

∗ 𝑑Ω

Ω

+∫ 𝑝̇𝑖
𝑝𝑢𝑘𝑖

∗ 𝑑Γ

Γ

 (5.31) 

Por fim, aplicando o resultado da Equação (5.31) na expressão das variáveis de 

deslocamento no contorno, vista na Equação (5.28), a qual incluem as pseudo forças, ver 

Equação (5.32). 

𝑐𝑘𝑖𝑢̇𝑖 = ∫(𝑝̇𝑖 + 𝑝̇𝑖
𝑝)𝑢𝑘𝑖

∗ 𝑑Γ

Γ

+ ∫(𝑏̇𝑖 + 𝑏̇𝑖
𝑝)𝑢𝑘𝑖

∗ 𝑑Ω

Ω

−∫𝑝𝑘𝑖
∗ 𝑢̇𝑖𝑑Γ

Γ

 (5.32) 

5.3.2 - Tensor de Tensões nos Pontos Internos 

Através das Equações (5.20), (5.21), (5.22) e (5.32) é possível obter informações sobre os 

deslocamentos internos da forma clássica do MEC, considerando 𝑐𝑘𝑖 = 𝛿𝑘𝑖. Brebbia et al., 

(1984), apresenta a seguinte Equação (5.33) para determinação do tensor de tensão para os 

pontos internos ao domínio. 

𝜎̇𝑙𝑘 = ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝑝̇𝑘 + 𝑝̇𝑘

𝑝)𝑑Γ

Γ

+ ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝑏̇𝑘 + 𝑏̇𝑘

𝑝)𝑑Ω

Ω

−∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ 𝑢̇𝑘𝑑Γ

Γ

− 𝜎𝑙𝑘
𝑝

 (5.33) 

onde os tensores 𝑈𝑖𝑗𝑘
∗  e 𝑃𝑖𝑗𝑘

∗  para as duas dimensões são, respectivamente, a derivada da 

solução fundamental de deslocamento e de força de superfície, e apresentadas na Equação 

(5.34). 

𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ =

1

4𝜋(1 − 𝜈)𝑟
[(1 − 2𝜈)(𝑟,𝑖𝛿𝑗𝑘 + 𝑟,𝑗𝛿𝑖𝑘 − 𝑟,𝑘𝛿𝑖𝑗) + 2𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝑟,𝑘] 

(5.34) 

𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ =

𝜇

2𝜋(1 − 𝜈)𝑟2

{
 
 

 
 2

𝜕𝑟

𝜕𝑛
[(1 − 2𝜈)𝛿𝑖𝑘𝑟,𝑘 + 𝜈(𝛿𝑖𝑘𝑟,𝑗 + 𝛿𝑗𝑘𝑟,𝑖) − 4𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝑟,𝑘] +

+2𝜈(𝑛𝑖𝑟,𝑗𝑟,𝑘 + 𝑛𝑗𝑟,𝑖𝑟,𝑘) + (1 − 2𝜈)(𝑛𝑘𝑟,𝑖𝑟,𝑗 + 𝑛𝑗𝛿𝑖𝑘 +

+𝑛𝑖𝛿𝑗𝑘) − (1 − 4𝜈)𝑛𝑘𝛿𝑖𝑗 }
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5.4 - Tratamento da Integral de Domínio via MRD 

O MRD foi apresentado na Seção 4.3 e sua formulação definida para problemas onde a 

integral de domínio é vinculada a uma função de força de corpo. Nesta seção, o MRD será 

apresentado considerando a ausência de forças de corpo, considerando o uso de funções de 

aproximação de pseudo-forças de corpo, dada por: 

𝑏̇𝑖
𝑝 = −𝜎̇𝑖𝑗,𝑗

𝑝
 (5.35) 

Para modelar a Equação (5.35), emprega-se a função de aproximação, dada na Equação 

(4.15), usada na formulação clássica do MRD. Sendo assim, é necessário avaliar as tensões 

nos nós do contorno e pontos internos do problema discretizado. 

5.4.1 - Avaliação do Tensor de Tensões em Pontos Internos 

Para cálculo do tensor de tensões em pontos internos, Partridge et al., (1992) expressa a 

partir da imagem do tensor de deformação incremental, através da Equação (5.36). 

𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘̇𝑙 = ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝑝̇𝑘 + 𝑝̇𝑘

𝑝)𝑑Γ

Γ

−∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ 𝑢̇𝑘𝑑Γ

Γ

+ ∑ (𝑈̂𝑖𝑗ℎ
𝑚 +∫𝑃𝑖𝑗𝑘

∗ 𝑢̂ℎ𝑘
𝑚 𝑑Γ

Γ

−∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ 𝑝̂ℎ𝑘

𝑚 𝑑Γ

Γ

) 𝛼̇ℎ
𝑚

𝑀

𝑚=1

 

(5.36) 

Assim, substituindo a Equação (5.22) em (5.36) pode-se calcular as tensões nos pontos 

internos pela seguinte expressão: 

𝜎̇𝑘𝑙 = ∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ (𝑝̇𝑘 + 𝑝̇𝑘

𝑝)𝑑Γ

Γ

−∫𝑃𝑖𝑗𝑘
∗ 𝑢̇𝑘𝑑Γ

Γ

− 𝜎̇𝑖𝑗
𝑝

+ ∑ (𝑈̂𝑖𝑗ℎ
𝑚 +∫𝑃𝑖𝑗𝑘

∗ 𝑢̂ℎ𝑘
𝑚 𝑑Γ

Γ

−∫𝑈𝑖𝑗𝑘
∗ 𝑝̂ℎ𝑘

𝑚 𝑑Γ

Γ

) 𝛼̇ℎ
𝑚

𝑀

𝑚=1

 

(5.37) 

5.4.2 - Avaliação do Tensor de Tensões no Contorno 

O MEC clássico calcula com precisão as informações contidas nos nós do contorno 

discretizado. Além das incógnitas de deslocamentos 𝑢̇𝑖 e de forças 𝑝̇𝑖 incrementais do 
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problema, é possível determinar as derivadas dos deslocamentos incrementais em função 

da coordenada tangencial 𝜉, através da Equação (5.38). 

𝑢̇𝑖 =∑𝜙𝑛𝑢̇𝑖
𝑛            𝑒           

𝜕𝑢̇

𝜕𝜉
=∑

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝜉
𝑢̇𝑛 (5.38) 

Sendo assim o tensor de tensão incremental do contorno pode ser determinado através da 

aplicação da Lei de Hooke, da formulação de Cauchy e da derivação de uma função 

composta sobre Equação (5.22). Desta forma o seguinte conjunto de Equações (5.39) pode 

ser obtido, 

𝜎̇𝑖𝑗 =
2𝜇𝜈

1 − 2𝜈
𝛿𝑖𝑗𝜀𝑘̇𝑘 + 2𝜇𝜀𝑖̇𝑗 − 𝜎̇𝑖𝑗

𝑝
 

(5.39) 
𝑝̇𝑖 = 𝜎̇𝑖𝑗𝑛𝑗 

𝜕𝑢̇𝑖
𝜕𝜉

=
𝜕𝑢̇𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜉
 

onde 𝜇 é o módulo cisalhante, 𝜈 é o coeficiente de Poisson, 𝛿𝑖𝑗 é o delta de Kronecker e 𝑛𝑖 

são as componentes do vetor normal à superfície de contorno. 
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6 - IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL  

Neste capítulo serão apresentados o algoritmo não-linear MEC/MRD junto com o 

BemCracker2D, considerando uma nova abordagem para solucionar os problemas da 

MFEP a partir de uma interação entre o MECD e o MRD, que leva em conta a análise 

plástica na região em torno da ponta da trinca. Além disso, é apresentada a interface 

gráfica de pré- e pós processamento que interage com os programas de análise, 

BEMLAB2D (DELGADO NETO, 2017), e o Bemcracker2D (GOMES e MIRANDA, 

2018), programa para análise de problemas de trincas pelo MECD no campo da MFLE. O 

algoritmo não-linear resolve problemas 2D clássicos através da análise incremental plástica 

por MRD. Por último, é apresentada a interação realizada entre os programas. 

6.1 - O Programa BEMLAB2D 

Para auxílio de modelagem e observação dos resultados obtidos foi utilizado uma interface 

gráfica de usuário de pré e pós-processamento, a qual se relaciona com o solver conforme 

apresentado na Figura 6.1. 

 

Figura 6.1 – Fluxograma geral do BEMLAB2D (DELGADO NETO, 2017) 
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O BEMLAB2D possui um módulo que o conecta os programas de processamento que 

serão descritos nas próximas seções. Uma hierarquia de funcionalidade do BEMLAB2D é 

apresentada na Figura 6.2 

 

Figura 6.2 – Hierarquia de funcionalidade do BEMLAB2D (DELGADO NETO, 2017) 

De forma resumida a modelagem acontece da seguinte forma no pré-processamento: 

 Definição dos pontos geométricos: Gera pontos que auxiliam na construção do 

contorno do modelo; 

 Definição dos segmentos do contorno: O usuário constrói todos os contornos, as 

trincas e os furos, através de segmentos retos e curvos; 

 Definição da zona: Nessa etapa é definido as zonas dos materiais (zona mestre, 

inclusões e furos); 

 Definição da malha: Constrói a malha de elementos contínuos e descontínuos no 

contorno, trincas e furos; 

 Definição das condições de contorno: aplica as forças de superfícies (forças e 

tensões) e as restrições de deslocamento (apoio de 1º gênero e 2º gênero); 

A seguir, deve ser ativado o Módulo de Análise do BEMLAB2D, o procedimento de 

definição da análise a ser realizada, onde os parâmetros de fratura e plasticidade são 
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acrescidos para assim haver a solicitação e comunicação com o programa BemCracker2D. 

O pós-processamento do BEMLAB2D recebe os dados gerados pelo BemCracker2D, onde 

pode-se visualizar os diversos resultados (gráficos, tabelas, ilustrações e gifs) obtidos das 

análises via MEC/MECD/MECRD, a saber: Deformações, tensões, fatores de intensidade 

de tensão, vida a fadiga, propagação de trincas e zona plástica. Mais detalhes do 

BEMLAB2D são apresentados e descritos no Apêndice B e o processo de utilização do 

programa pode ser encontrado detalhadamente em Delgado Neto (2017). 

6.2 - O Programa BemCracker2D 

Como descrito na seção anterior o BemCracker2D é solicitado pelo BEMLAB2D no 

Módulo de Análise. O módulos de processamentos podem ser escolhidos dentre as três 

opções a seguir: 

 MEC padrão (módulo I); 

 MECD Sem Propagação (módulo II); 

 MECD Com Propagação (módulo III). 

O módulo I do BemCracker2D trata modelos sem trinca através do Método dos Elementos 

de Contorno padrão. O Módulo II utiliza a formulação do MECD com a técnica proposta 

por Portela et al. (1992) para calcular tensões e deformações do contorno, assim como os 

fatores de intensidade de tensão em pontas de trincas sem considerar a propagação da 

mesma. O Módulo III trata modelos bidimensionais com presença de trincas de forma 

incremental, aplicando a propagação incremental da trinca no cálculo dos parâmetros 

(FITs). Um fluxograma de funcionalidade dos Módulos I, II e III se encontra apresentado 

na Figura 6.3, neste é possível visualizar a logística da implementação e os arquivos de 

entrada e saída do programa. 
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Figura 6.3 – Diagrama Sequencial do programa BemCracker2D (GOMES et al., 2018) 

Na classe BCRead(f_In) são criados os primeiros objetos do programa BemCracker2D, 

onde o objeto “gen” armazena e trata parâmetros do material e os vetores e as matrizes 

constitutivas geradas pelo MECD; o objeto “elem” armazena informações sobre os 

elementos tratados na sua configuração local realizando uma conexão direta na formação 

das informações do objeto “gen”; “sys” é um objeto usado para alocação de espaço de 

memória para vetores e matrizes usados em outros objetos e classes; “mesh” é um dos 

primeiros objetos a ser ativado por armazenar as coordenadas geométricas e funcionais do 

modelo, assim como sua conectividade entre os elementos; e “crk” trata-se do objeto que 

armazena informação sobre os critérios de propagação da trinca, assim como dados da 

capacidade de carga e resistência residual calculadas por fadiga. 

Nas classes BCBemAnsys(int) e BCIncrAnsys(incr++) são chamados os objetos “sys” e 

“intJ”, onde “sys” alocará memorias para os vetores e matrizes geradas por “intJ”, que por 

sua vez armazena os fatores de intensidade de tensão calculados na região em tornos da 

ponta de cada trinca a cada incremento. O BemCracker2D é um dos processadores a serem 
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utilizados neste trabalho. Será inserido em seu código fonte novos métodos e classes a fim 

de possibilitar também a análise de fratura elastoplástica. 

6.3 - Algoritmo Não-Linear via MRD 

O programa desenvolvido por Gomes et al., (2019), possui toda base estrutural do MEC 

elastoplástico bidimensional, e será usada aqui neste trabalho. As mudanças significativas 

dizem respeito à forma de aplicação abordada. Gomes estuda de forma geral modelos 

bidimensionais sem trinca, analisando as regiões de plastificação no domínio através do 

MRD, neste trabalho os modelos de aplicação possuem trinca e a região de plastificação 

estimada é a região em torno da ponta da trinca. Neste caso o cálculo das tensões nesta 

região será de grande importância para cálculo dos FIT no regime inelásticos do material.  

No BemCracker2D (GOMES, DELGADO NETO, et al., 2019) foi implementado um novo 

objeto, “plast”. Este objeto trata duas classes implementadas no programa de análise 

elastoplástica de Gomes et al., (2019), e levada para dentro do BemCracker2D. Estas 

classes são descritas a seguir e suas interações com o BemCracker2D são descritas na 

próxima seção. 

 Classe BEM_PLASTIC – esta classe é responsável pela análise plástica. Seus 

métodos e atributos calculam os incrementos plásticos de deformação e tensão, as 

pseudo-forcas de superfícies, assim como determina a escolha do critério de 

escoamento adotado pelo usuário dentro do processo incremental por completo. 

Esta classe interage com as outras duas classes do modelo elastoplástico. Um 

diagrama da funcionalidade desse algoritmo elastoplástico pode ser visto na Figura 

6.4. 

 Classe BEM_DRM – esta classe trata os termos não-homogêneos da análise 

inelástica, ou seja, transforma as integrais de domínio presente nas EIC de 

Deslocamento, Equação (5.17), e Tração, Equação (5.19), em integrais de contorno. 

Os métodos e atributos associados a classe permitem a montagem da matriz das 

funções de aproximação ATPS acrescida de dez termos do triângulo de Pascal, dos 

vetores das soluções particulares dos deslocamentos e forças, do cálculo da 

divergência do tensor de tensões plásticas e da pseudo força de corpo, 
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Figura 6.4 – Diagrama sequencial do algoritmo plástico (GOMES et al., 2019) 

onde “plast” é o objeto que trata os método que envolvem as análises plásticas e armazena 

os dados plásticos; “vet_U”, “vet_P”, “vet_D” e “vet_T” são, respectivamente, os vetores 

do deslocamento, força, deformação e tensão determinados inicialmente através da análise 

elástica via MEC assumindo a carga totalmente aplicada. 

Foi implementado no software BemCracker2D a formulação elastoplástica e são 

apresentados os principais passos do algoritmo (Figura 6.4) com as principais equações 

envolvidas a seguir. 

 Passo 1: Inicialmente é aplicada uma carga de referência 𝑃0 e realizada a análise 

elástica através das equações de MEC padrão para obtenção das incógnitas 𝑢 e 𝑝 no 

contorno. Em seguida, calculam-se os deslocamentos e tensões em pontos interno, 

bem como tensões no contorno. 

 Passo 2: Com as tensões obtidas no Passo 1, calcula-se a tensão equivalente (𝜎𝑒) 

com base no critério de escoamento escolhido, procurando o valor máximo (𝜎𝑒
𝑚á𝑥). 

 Passo 3: Calcula-se o fator de carga 𝜆0, dado por: 

𝜆0 = 𝜎𝑦/𝜎𝑒
𝑚á𝑥 (6.1) 
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onde σy é a tensão de escoamento do material. Atualizam-se as variáveis obtidas pela 

aplicação da carga P0 no Passo 1, conforme: 

𝒑 = 𝜆0 ∙ 𝒑0   ;    𝒖 = 𝜆0 ∙ 𝒖0   ;    𝝈 = 𝜆0 ∙ 𝝈0 (6.2) 

Aqui é verificado se houve escoamento em algum nó do contorno ou ponto interno. Caso 

não se verifique o escoamento no nó ou ponto, se aplica um incremento de carga a 𝑃0 no 

Passo 1. Se o escoamento ocorreu, segue para o Passo 4. 

 Passo 4: Para os pontos internos ao redor da ponta da trinca em que o material 

atingiu o escoamento, a deformação plástica é estimada como apresentada por Simo 

e Hughes (1998). 

 Passo 5: Sendo conhecido o tensor de deformação plástica, o tensor de tensões 

plásticas é então computado. 

 Passo 6: Determinada as tensões plásticas, as pseudo-forças de corpo (𝒕̂), as 

pseudo-forças de superfície (𝒑̂) e os pseudo-deslocamentos (𝒖̂) são obtidas através 

do MRD e armazenadas no vetor 𝑚𝑟𝑑𝑉, dado na Equação (6.3)  

𝑚𝑟𝑑𝑉 = 𝑮𝒕̂ + (𝑯𝒖̂ − 𝑮𝒑̂)𝛼 (6.3) 

O vetor 𝑚𝑟𝑑𝑉 é calculado para determinar as incógnitas 𝑢 e 𝑝 nos pontos internos e nós de 

contorno. As pseudo-forças de corpo são nulas em pontos e nós dentro do regime elástico. 

Entretanto, pontos e nós que atingiram o escoamento tem as tensões elásticas corrigidas de 

forma iterativa. Conhecendo a função (𝛼 = 𝐹−1𝑡), pode-se obter 𝑢 e 𝑝 no contorno, onde 

𝐹 é a matriz constituída das funções de aproximação dada na Equação (4.15). 

 Passo 7: Calcula-se um novo incremento de carga 𝑃0 adicionando-o ao anterior 

uma porcentagem da carga inicial e continua-se a partir do Passo 3. 

Esta etapa é realizada até o número de incrementos de carga definido para cada incremento 

de trinca. Assim, o número total de incrementos de carga será o produto entre o número de 

incrementos de carga para cada trinca pelo número total de incrementos de trinca. 

 Passo 8: As iterações são repetidas no Passo 7 até a aplicação do último incremento 

de carga para a ponta de trinca correspondente, passando-se, então, para um novo 

incremento de trinca e retorna a partir do Passo 1. 
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Em problemas de trincas, as maiores tensões ocorrem nos pontos internos em torno da 

ponta da trinca. Ao final de cada incremento de trinca, tanto os FITs quanto a Resistência 

Residual são calculados no comportamento do material elástico e plástico. Ao final, 

aplicados todos os incrementos de trinca e o último incremento de carga, o programa é 

finalizado. 

6.4 - Estratégia de Modelagem da Trinca 

Portela et al. (1992) afirma que uma modelagem especial na região da trinca deve ser 

considerada, quando a derivação das EIC duais apresentam condições necessárias para a 

existência dos valores principais de Cauchy e Hadamard, que são equivalentes a integrais 

finitas de primeira e segunda ordem, respectivamente. Foi visto que para a integral de 

primeira ordem em partes finitas, representada por 𝑉𝑃𝐶 ∫  
Γ

na Equação (4.12), apresentam 

resultados satisfatório quando considerada uma discretização contínua ou descontínua dos 

elementos de contorno no ponto de colocação, porém a integral de segunda ordem de parte 

finita, representada por 𝑉𝑃𝐻 ∫  
Γ

na Equação (4.14), requer necessariamente uma suavidade 

produzida apenas por elementos quadráticos descontínuos. Sendo assim a discretização 

mais eficiente a ser considerada é adotar elementos quadráticos descontínuos para a 

modelagem da trinca, conforme mostrado na Figura 6.5.  

 

Figura 6.5 – Elementos de contorno contínuo/descontínuo 

Sendo assim, no programa BemCracker2D, duas malhas são construídas para todo o 

contorno e nas faces das trincas e são definidas como: 

 A malha geométrica: definida pelos nós geométricos que se situam sempre no 

contorno dos elementos;  
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 A malha funcional: definida pelos nós funcionais que devem estar nos elementos 

das faces da trinca, assim como também nos elementos na proximidade da abertura 

da trinca. 

Nos elementos descontínuos, o primeiro e o último nó do elemento funcional tem posição 

equidistante do nó original da malha geométrica, onde as funções de forma/interpolação 

para esse grupo de elementos são dadas a seguir: 

𝜙1 = 𝜉 (−
1

2𝑎
+ 𝜉

1

2𝑎2
) , 𝜙2 = 1 − 𝜉2

1

𝑎2
 , 𝜙3 = 𝜉 (

1

2𝑎
+ 𝜉

1

2𝑎2
) 

onde a é “𝑎” distância entre os nós do elemento nas funções de forma, “𝜉” variável inteira 

podendo assumir o valor (-1,0,1), (PORTELA, ALIABADI e ROOKE, 1992). Assim, a 

estratégia geral de modelagem desenvolvida no presente trabalho pode ser resumida da 

seguinte forma: 

 O contorno é discretizado por elementos quadráticos contínuos, exceto os 

elementos da trinca e os elementos próximos à boca da trinca de borda que são 

quadráticos e descontínuos ou semi-descontínuos, como observados na Figura 6.6;  

 A EIC de Deslocamento, Equação (4.12), é aplicada para a colocação em uma das 

faces da trinca; 

 A EIC de Tração, Equação (4.14), é aplicada para colocação na face oposta da 

trinca. 

Na aplicação direta do MEC em problemas da Mecânica da Fratura, o sistema apresenta 

singularidade ao se aplicar a EIC em pontos de mesma coordenada sobre a trinca, mesmo 

estes pontos estando em faces opostas da trinca. Assim, para ambas as faces o caminho de 

integração se torna o mesmo gerando linhas na matriz do sistema iguais. Para se obter um 

sistema não singular com uma única região deve-se escrever a EIC dos deslocamentos em 

uma face da trinca e a EIC de tração para a outra face, evitando-se o aparecimento de duas 

linhas iguais no sistema de equações. Essa estratégia simples permite que o MECD modele 

com eficiência problemas gerais de trincas centrais e trincas de borda; pontas de trincas, 

arestas de trinca e trincas curvas, não requerem tratamento especial, pois o ponto de 

colocação (malha funcional) é diferente dos pontos nodais (malha geométrica) da trinca.  



72 

 

 

Figura 6.6 – Modelagem dos elementos de trinca (GOMES, DELGADO NETO e 

WROBEL, 2016) 

A estratégia usada na modelagem de problemas elásticos pelo BemCracker2D é devido a 

Portela et al, (1992) e será adotada no presente trabalho apenas no que tange ao tratamento 

do uso das equações integrais em cada face da trinca e na predição do caminho de 

propagação. Entretanto, para acompanhar o processo elastoplástico, a seguinte estratégia 

foi adotada e implementada neste trabalho, conforme ilustrada na Figura 6.7 e descrita a 

seguir: 

 Modelagem no domínio: O domínio é formado por uma chuva de pontos internos 

circundando a ponta da trinca e espaçada de forma regular, considerando o raio do 

primeiro círculo igual ao tamanho do elemento da ponta da trinca. Esta chuva de 

pontos é inserida de forma automática na região onde são esperadas as deformações 

plásticas, conforme (GOMES, DELGADO NETO, et al., 2019); 
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 Esses pontos são usados para obtenção das tensões e verificação de possíveis 

candidatos à plastificação. Inicialmente, são obtidos os FIT na ponta da trinca, sem 

qualquer incremento; 

 Caminho de propagação da trinca: a cada avanço, ou incremento, esses pontos são 

testados quanto ao critério de plastificação e, portanto, selecionados para o 

algoritmo MECRD; 

 Por fim, para o próximo incremento, uma nova chuva de pontos é inserida na nova 

ponta da trinca avançada, repetindo-se o processo. 

 

Figura 6.7 – Modelagem da região da trinca com destaque dos pontos internos 

A equação de deslocamento, Equação (5.17), é aplicada para a colocação em uma face da 

trica e no restante do contorno, enquanto a equação de tração, Equação (5.19), é aplicada a 

outra face da trinca. 

6.5 - Interação Entre os Programas 

Neste trabalho é proposta a construção de um sistema completo de análise de engenharia 

por MECD/MRD, composto por três módulos principais: o pré-processador, o processador 

e o pós-processador. O pré e o pós-processador são formados pela interface gráfica 
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BEMLAB2D de fácil utilização, permitindo que o usuário modele por completo peças 

bidimensionais. O pré-processador é responsável pela criação dos modelos dos problemas, 

gerando dados de entrada no processador. O pós-processador é responsável pela leitura e 

impressão dos dados emitidos pelo processador. Por sua vez, o processador é formado pela 

união e interação perfeita entre o BemCracker2D e o algoritmo não-linear via MRD. O 

processador está preparado para análise de modelos com ou sem trinca dentro do regime 

elástico ou inelástico. A Arquitetura básica da interação entre os programas é apresentada 

na Figura 6.8.  

 

Figura 6.8 – Arquitetura básica de interação – BEMLAB2D/BemCracker2D 

Considerando a partir de agora somente o estudo em problemas com trinca, tem-se a seguir 

a descrição da funcionalidade principal e interação entre os programas BemCracker2D, de 

análise da Mecânica da Fratura, e o algoritmo não-linear, de análise elastoplástica via 

MRD. Dentre as primeiras mudanças realizadas no BemCracker2D, que contribuíram para 

esse trabalho, se destaca o algoritmo automático que gera a chuva de pontos internos em 

torno da ponta da trinca (Figura 6.7) este só é ativado se o usuário deixar claro dentro do 

BEMLAB2D que a análise definida é para uma material no regime inelástico. Sendo 

assim, esse algoritmo produz novos atributos ao objeto “mesh”, onde dois vetores de 

coordenadas (m_XINT e m_YINT) dos pontos internos são criados e alocados para cada 

trinca individualizada. Para cada nível de propagação, ou seja, a cada incremento de 

propagação de trinca uma nova chuva de pontos é gerada na nova ponta da trinca 

desconsiderando as informações geradas para a ponta de trinca antiga. Os detalhes desse 

algoritmo são apresentados no Apêndice A. 

A partir da solução elástica para deslocamento, Equação (5.17), e tensões de contorno e 

pontos internos, Equação (5.18), obtida pelo BemCracker2D, o processo incremental, 

solicitado a partir do objeto “plast”, começa verificando a condição de plastificação dos 
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nós de contorno e pontos internos em torno da ponta da trinca. Considerando adotado um 

critério de escoamento, se este for atingido em algum nó ou ponto, para estes são 

calculadas as tensão e deformações plástica referente. Em sequência, o procedimento de 

cálculo das soluções numéricas das integrais de domínios é determinado pelo MRD, 

calculando os pseudo-vetores de deslocamento e força de superfície. Estes são utilizados 

para calcular o vetor “𝑣𝑒𝑡_𝑑𝑟𝑚”. O algoritmo MECD Elastoplástico também foi 

implementado em linguagem C++ e possibilita um relacionamento direto com o 

BemCraker2D, devido a sua forma orientada a objeto. O fluxograma da Figura 6.9 ilustra 

os passos do algoritmo elastoplástico, BCAnsysPlastic(int), dentro do BemCracker2D.  

 

Figura 6.9 – Arquitetura Completa MECD/MRD 

As iterações do algoritmo plástico são repetidas no passo 7, descrita na seção anterior, até a 

aplicação do último incremento de carga para a ponta de trinca correspondente, passando-

se, então, para um novo incremento de trinca e retorna a partir do passo 1. Em problemas 

de trincas, as maiores tensões ocorrem nos pontos internos em torno da ponta da trinca. Ao 

final de cada incremento de trinca, tanto os FITs quanto a Resistência Residual são 

calculados no comportamento do material elástico e plástico. Ao final, aplicado todos os 
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incrementos de trinca e o último incremento de carga, a zona plástica na ponta da trinca é 

estimada e o programa é finalizado. 
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7 - EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 

A fim de validar a metodologia adotada neste trabalho, quatro modelos de propagação de 

trincas são apresentados, inicialmente, para a determinação dos Fatores de Intensidade de 

Tensão (FIT), deformação, evolução da zona plástica e caminho da propagação. Depois 

são apresentados três exemplos para a determinação do FIT e a evolução da zona de 

plastificação na ponta da trinca sem considerar a propagação da trinca, considerando 

resultados apresentados em trabalhos da literatura. Nesses sete primeiros exemplos 

analisam chapas retangulares, considerando as condições de simetria de forma a estudar 

problemas que tenham apenas uma ponta de trinca. Por último é estudado mais dois 

modelos com trinca considerando diversos critérios de escoamento. Em todos os modelos 

foi considerado o comportamento elástico-perfeitamente plástico e os resultados são 

comparados com resultados encontrados na literatura. 

O primeiro exemplo é uma chapa retangular com duas trincas horizontais de borda na 

metade da altura das arestas laterais, submetida a tensões uniformes de tração vertical auto 

equilibrantes, a chapa possui simetria em relação ao eixo vertical passando pelo seu centro 

geométrico. A chapa é feita de aço e a análise elástica-perfeitamente plástica será estudada 

através do critério de von Mises. Os resultados elástico e plástico são comparados 

considerando a propagação da trinca. 

O segundo exemplo estuda uma chapa com as mesmas dimensões e características do 

exemplo anterior, diferencia-se apenas das condições de contorno de deslocamento 

prescrito. Uma tensão de tração uniforme vertical é aplicada sobre o modelo de uma chapa 

retangular. A chapa tem uma trinca horizontal de borda na metade da altura de uma das 

arestas. 

Uma chapa semelhante aos dois exemplos anteriores é estudada no terceiro exemplo, aqui 

a diferença é uma trinca central embutida no material. Considerando a simetria do 

problema, analisa-se apenas a metade da chapa, onde o eixo de simetria passará pelo meio 

da trinca.  

O quarto exemplo estuda uma chapa retangular submetida a tensões verticais de tração 

autoequilibradas, aplicadas nas faces horizontais da chapa. A chapa possui uma trinca de 

bordo com inclinação de 45°, começando a 40% da altura, partindo do vértice inferior, de 
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uma das faces verticais. As características do material são as mesmas dos exemplos 

anteriores. Para os quatro últimos exemplos foram considerados cinco incrementos de 

carga para cada incremento de propagação de trinca, considerando o passo de carga 1% da 

carga inicial. 

Os três exemplos finais correspondem à análise da plastificação na ponta de trinca 

embutida na chapa sobre condições de contorno semelhante ao terceiro exemplo. Estes 

exemplos foram estudados em trabalhos encontrados na literatura e comparados com os 

dados obtidos nesta Tese. Estendendo-se aqui os resultados para uma análise elastoplástica 

considerando diversos critérios de escoamento para um material elástico-perfeitamente 

plástico. 

Os dois últimos exemplos estudados são uma chapa em cruz e uma chapa tracionada com 

três furos onde será aplicado diversos critérios de escoamento. 

Nessa seção são apresentados os modelos estudados nesta tese, bem como as 

características mecânicas do material, características geométricas do modelo, 

configurações da malha de contorno e condições de contorno (carga/deslocamento). 
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7.1 - Exemplo I – Chapa Retangular Com Duas Trincas Retas de Borda 

 

Figura 7.1 – Chapa retangular com duas trincas de borda reta 

A chapa no EPT estudada por Delgado Neto, et al., (2023) no Exemplo I possui largura 

igual 1,0 metros (b), altura igual a 2,0 metros (h) e trinca com dimensão de 0,2 metros (a). 

A tensão aplicada nas faces horizontais tem intensidade igual a 𝜎0 = 100𝑀𝑃𝑎, 

tracionando a chapa. Neste problema a chapa foi discretizada com uma malha contendo 40 

elementos de contorno quadráticos, sendo 10 desses descontínuos aplicados na trinca, 2 

semi-descontínuos nos elementos adjacentes a boca da trinca e 28 elementos contínuos 

quadráticos no restante do contorno. Foram considerados 48 pontos internos em três 

camadas circulares espaçadas igualmente e distribuídas ao redor da ponta da trinca, 

conforme Figura 7.1. Considera-se 𝜎𝑦 = 550𝑀𝑃𝑎, 𝐸 = 210𝐺𝑃𝑎 e 𝜈 = 0,3, a tensão de 

escoamento, o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, respectivamente. 
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7.2 - Exemplo II – Chapa Retangular Com Uma Trinca Reta de Borda 

 

Figura 7.2 – Chapa retangular com uma trinca de borda reta 

A chapa no Exemplo II possui as mesmas dimensões, discretização e condições de 

contorno de tração do exemplo anterior, mas com condições de contorno de deslocamento 

prescrito são diferentes, como é possível ver na Figura 7.2. Considera-se a tensão de 

escoamento do aço igual a 𝜎𝑦 = 650𝑀𝑃𝑎, o módulo de elasticidade como 𝐸 = 210𝐺𝑃𝑎 e 

o coeficiente de Poisson sendo 𝜈 = 0,3. 
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7.3 - Exemplo III – Chapa Retangular Com Trinca Reta Embutida 

O Exemplo III possui os mesmos dados dos dois exemplos anteriores, modificando-se 

apenas as condições de contorno de deslocamento prescrito e a tensão de escoamento, 

𝜎𝑦 = 500𝑀𝑃𝑎, como é apresentado na Figura 7.3.  

 

Figura 7.3 – Chapa retangular com trinca embutida 
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7.4 - Exemplo IV – Chapa Retangular Com Trincas Inclinada de Borda 

Neste exemplo, é estudada uma chapa no EPD de forma retangular com trinca inclinada de 

45°, que começa a 40% a partir do vértice inferior esquerdo, na aresta vertical esquerda. 

Este problema foi estudado por Delgado Neto, et al., (2023) usando um método MEC 

elastoplástico no qual a região da trinca é modelada usando células e a tensão de 

escoamento considerada foi 𝜎𝑦 = 950𝑀𝑃𝑎.  

 

Figura 7.4 – Chapa com trinca inclinada de borda 

Aqui a chapa foi discretizada com uma malha contendo 38 elementos de contorno 

quadráticos, sendo 10 desses descontínuos aplicados na trinca, 2 elementos semi-

descontínuos quadráticos na proximidade da boca da trinca e 26 elementos contínuos 

quadráticos no restante do contorno, mais 48 pontos internos em camadas circulares ao 

redor da ponta da trinca, conforme ilustrado na Figura 7.4. 
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7.5 - Exemplo V – Chapa retangular com trinca no centro 

No quinto exemplo é estudada uma chapa apresentada no trabalho de Teixeira (2006), 

conforme ilustrado na Figura 7.5.  

 

Figura 7.5 – Chapa retangular com trinca no centro – placa infinita de Irwin 

Este exemplo é semelhante ao visto na Seção 7.3, considera-se também a simetria do 

problema, uma chapa retangular com trinca embutida com eixo de simetria passando pela 

metade da trinca, as condições de contorno são semelhantes, onde as mudanças ocorrem 

nas dimensões da chapa estudada, onde 𝑎 = 10 𝑚, 𝑏 = 80 𝑚 e ℎ = 125 𝑚. Foi 

considerada uma Tensão de Escoamento, 𝜎𝑦 = 1000 𝑀𝑃𝑎, e Módulo de Elasticidade, 𝐸 =

100 𝐺𝑃𝑎. O estudo é realizado de forma incremental de carga considerando somente da 

plastificação na região da ponta da trinca, não havendo nenhuma propagação da trinca. 
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7.6 - Exemplo VI – Chapa retangular com trinca no centro 

O Exemplo VI consiste no estudo de uma chapa estudada no trabalho de Cisilino e 

Aliabadi (1999), como ilustrado na Figura 7.6. 

 

Figura 7.6 – Chapa retangular com trinca no centro 

Este exemplo se trata de uma chapa retangular com trinca embutida com eixo de simetria 

passando pela metade da trinca, as condições de contorno são semelhantes ao exemplo 

anterior, onde as dimensões da chapa são 𝑎 = 10 𝑚, 𝑏 = 20 𝑚 e ℎ = 120 𝑚. Também foi 

considerado uma Tensão de Escoamento, 𝜎𝑦 = 1000 𝑀𝑃𝑎, e Módulo de Elasticidade, 𝐸 =

100 𝐺𝑃𝑎. O estudo é realizado de forma incremental de carga considerando somente da 

plastificação na região da ponta da trinca, não havendo nenhuma propagação da trinca. 
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7.7 - Exemplo VII – Chapa retangular com trinca no centro 

O Exemplo VII consiste na análise de uma chapa estudada por Delgado Neto, et al., 

(2023), como apresentado na Figura 7.7. 

 

Figura 7.7 – Chapa retangular com trinca no centro 

A chapa tem dimensões iguais a  𝑎 = 40 𝑚, 𝑏 = 200 𝑚 e ℎ = 500 𝑚. Apenas metade do 

exemplo é estudado devido a simetria do problema com condições de contorno 

semelhantes aos exemplos anteriores. A Tensão de Escoamento usada é 𝜎𝑦 = 1000 𝑀𝑃𝑎 e 

Módulo de Elasticidade 𝐸 = 100 𝐺𝑃𝑎. 
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7.8 - Exemplo VIII – Chapa em Cruz com trinca 

No Exemplo VIII será estudada uma chapa em cruz como apresentado na Figura 7.8. A 

análise é realizada utilizando os três tipos de critérios de escoamento do material 

implementado no BemCracker2D, a saber von Mises, Tresca e Gao, citado na Seção 3.2. 

 

Figura 7.8 – Chapa cruciforme com trinca de borda 

A chapa em cruz estudada no EPT possui largura das arestas laterais de 0,2 metros e trinca 

com dimensão de 0,04 metros. A tensão aplicada nas faces horizontais tem intensidade 

igual a 𝜎ℎ,0 = 10𝑀𝑃𝑎 e nas faces verticais tem intensidade igual a 𝜎𝑣,0 = 20𝑀𝑃𝑎, 

tracionando a chapa nas duas direções. Neste problema a chapa foi discretizada com uma 

malha contendo 56 elementos de contorno quadráticos, sendo 8 desses descontínuos 

aplicados na trinca e 48 elementos quadráticos no restante do contorno. Foram 

considerados 160 pontos internos em cinco camadas circulares espaçadas igualmente e 

distribuídas ao redor da ponta da trinca. Para o exemplo VIII será considerado uma liga de 

alumínio 5083-H116 trabalhada a frio para o material da chapa, considera-se 𝜎𝑦 =

198,6 𝑀𝑃𝑎, 𝐸 = 68,4 𝐺𝑃𝑎 e 𝜈 = 0,3, a tensão de escoamento, o módulo de elasticidade e 

o coeficiente de Poisson, respectivamente. 
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8 - RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Nesta seção, os resultados numéricos dos modelos de chapa e viga mostrados 

anteriormente, serão apresentados com intuito de validar a metodologia aqui implementada 

e o algoritmo do Método dos Elementos de Contorno de Reciprocidade Dual (MECRD) 

elastoplástico no tratamento dos termos não-homogêneos. E ainda, o uso do 

BemCracker2D e sua GUI BEMLAB2D no processamento de variáveis como FIT, 

Número de Ciclos de Carga (NCC) e Resistência Residual (Res-R), e na visualização 

gráfica de deformada, do caminho de propagação e da evolução da zona plástica na ponta 

da trinca. Para todas as análises, essas variáveis foram comparadas conforme seus regimes 

elástico e plástico. 

8.1 - Exemplo I – Chapa Retangular Com Duas Trincas Retas de Borda 

Neste exemplo foram aplicados quatro incrementos de propagação de trinca com avanço de 

0,08. Também é estudo metade do modelo, considerando a simetria do problema para o 

EPT. Na Figura 8.1, os FITs são plotados de forma adimensional em relação ao incremento 

de propagação da trinca e seus valores estão apresentados na Tabela 8.1. Nesta, observa-se 

que a linearidade apresentada no gráfico determina o Modo de Fratura I. E ainda, os FITs 

aumentam no comportamento plástico em relação ao elástico, onde foi considerada a 

tensão de escoamento 𝜎𝑌 = 550𝑀𝑃𝑎. 

Incremento 

BemCracker2D Teixeira 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝐸𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

0 1,000 1,000 1,000 
1 1,222 1,233 1,229 
2 1,433 1,462 1,454 

3 1,634 1,683 1,671 
4 1,829 1,895 1,879 

 

Tabela 8.1 – Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo I 
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Figura 8.1 – Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo I 

A Tabela 8.2 apresenta os resultados da resistência residual e do número de ciclos contra o 

número de incrementos, tanto elásticos quanto plásticos. Verifica-se, portanto, que a perda 

de resistência da peça em função da propagação da trinca para o comportamento elástico é 

menor quando comparado com o comportamento plástico. 

       

 Incremento 
Elástico Plástico 

 
 

Res-R NCC Res-R NCC 
 

 

0 1,000 0 1,000 0 
 

 

1 0,821 152485 0,816 151510 
 

 

2 0,700 235730 0,690 232316 
 

 

3 0,614 286653 0,601 280377 

 
 

4 0,549 320490 0,534 311636 
 

 

Tabela 8.2 – Resistência Residual e Número de ciclos de Carga – Exemplo I 

Na Figura 8.2(a) é apresentado a situação deformada da chapa, considerando aplicados 

todos os incrementos de propagação de trinca e, na Figura 8.2(b), é apresentada a chapa 

com todos os incrementos de propagação de trinca, bem como a região correspondente a 

zona plástica na ponta da trinca. A zona mais interna refere-se ao primeiro incremento de 

propagação e, a zona mais externa, ao último incremento de propagação da trinca. 
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                                          (a)                                               (b) 

Figura 8.2 – Chapa com trinca reta: (a) Situação Deformada; (b) Propagação e Zona 

Plástica da ponta da trinca – Exemplo I 

A chapa analisada no EPT, considerando apenas o modo I de fratura, apresentou uma 

estimativa adequada para a zona plástica. Sendo esta região determinada através do FIT e 

da tensão de escoamento, por se tratar de um problema clássico o efeito da tensão 

normalizada foi desprezado, (NAZARALI e WANG, 2011). 

8.2 - Exemplo II – Chapa Retangular Com Uma Trinca Reta de Borda 

No segundo exemplo, considerando o EPT, foram aplicados três incrementos de 

propagação de trinca com avanço de 0,08. Na Figura 8.3, os FITs apresentados são maiores 

do que os obtidos no exemplo anterior. Nesta, observa-se que os FITs aumentam no 

comportamento plástico em relação ao elástico, semelhante ao exemplo anterior como 

pode ser visto também na Tabela 8.3. 
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Incremento 

BemCracker2D Teixeira 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝐸𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

0 1,000 1,000 1,000 
1 1,373 1,390 1,386 
2 1,863 1,917 1,909 
3 2,544 2,612 2,600 

 

Tabela 8.3 – Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo II 

 

Figura 8.3 – Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo II 

A Tabela 8.4 apresenta os resultados da resistência residual e do número de ciclos contra o 

número de incrementos, tanto elásticos quanto plásticos. Verifica-se comportamento 

semelhante ao exemplo anterior. 
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 Incremento 
Elástico Plástico 

 
 

Res-R NCC Res-R NCC 
 

 

0 1,000 0 1,000 0,000 
 

 

1 0,730 82307 0,723 82479 
 

 

2 0,538 111683 0,525 112190 
 

 

3 0,394 122319 0,386 123183 

 
 

Tabela 8.4 – Resistência Residual e Número de ciclos de Carga – Exemplo II 

Na Figura 8.4(a) é apresentado a deformação da chapa aplicando todos os incrementos de 

propagação de trinca; na Figura 8.4 (b), a chapa é apresentada com todos os incrementos 

de trinca, bem como a região de plastificação na ponta da trinca. Foi adotado a tensão de 

escoamento 𝜎𝑌 = 650𝑀𝑃𝑎, impedindo a plastificação de pontos fora da região da chuva 

de pontos. 

 
                                          (a)                                               (b) 

Figura 8.4 – Chapa com trinca reta: (a) Situação Deformada; (b) Propagação e Zona 

Plástica da ponta da trinca – Exemplo II 

𝜎𝑚𝑖𝑛/𝜎𝑚𝑎𝑥 = 0,666 𝜎o = 100 𝐴𝑣𝑎𝑛ç𝑜: 0,08 
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8.3 - Exemplo III – Chapa Retangular Com Trinca Reta Embutida 

Neste exemplo foram aplicadas as mesmas condições de incremento de trinca e incremento 

de carga plástica do exemplo anterior. Na Figura 8.5 e na Tabela 8.5, os FITs são 

apresentados para cada incremento de propagação da trinca. Nesta, observa-se que os FITs 

aumentam no comportamento plástico em relação ao elástico. 

Incremento 

BemCracker2D Teixeira 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝐸𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

0 1,000 1,000 1,000 
1 1,240 1,254 1,250 
2 1,491 1,537 1,529 
3 1,766 1,836 1,824 

 

Tabela 8.5 – Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo III 

 

Figura 8.5 – Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo III 

A resistência residual e do número de ciclos para cada incremento de trinca, elásticos e 

plásticos é apresentado na Tabela 8.6. Verifica-se que a perda de resistência da peça é 
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maior para no comportamento plástico do que quando comparado ao comportamento 

elástico para cada incremento de trinca. 

       

 Incremento 
Elástico Plástico 

 
 

Res-R NCC Res-R NCC 
 

 

0 1,000 0 1,000 0 
 

 

1 0,810 216161 0,803 214265 
 

 

2 0,673 327123 0,657 320268 
 

 

3 0,568 388525 0,550 376344 

 
 

Tabela 8.6 – Resistência Residual e Número de ciclos de Carga – Exemplo III 

A situação deformada da chapa e apresentada na Figura 8.6(a) e na Figura 8.6 (b) é 

apresentada a chapa com todos os incrementos de propagação de trinca, bem como a região 

correspondente a zona plástica na ponta da trinca. 

 
                                          (a)                                               (b) 

Figura 8.6 – Chapa com trinca reta: (a) Situação Deformada; (b) Propagação e Zona 

Plástica da ponta da trinca – Exemplo III 

𝜎𝑚𝑖𝑛/𝜎𝑚𝑎𝑥 = 0,666 𝜎o = 100 𝐴𝑣𝑎𝑛ç𝑜: 0,08 
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A chapa analisada no EPT, considerando apenas o modo I de fratura, foi adotado uma 

modelagem reduzida devido a simetria do problema, assim as restrições de deslocamentos 

estavam na face esquerda, onde, pode-se observar, deslocamentos horizontais nulos. A 

zona plástica é estimada de forma adequada como apresentado também por (TEIXEIRA, 

2006). 

8.4 - Exemplo IV – Chapa Retangular Com Trinca Inclinada de Borda 

Devido à assimetria do problema, o modo de fratura misto (modos I+II) foi analisado neste 

exemplo. Foram aplicados três incrementos de propagação de trinca com avanço de 0,1 e 

as condições do incremento de carga são idênticas ao do exemplo anterior.  

A Figura 8.7 ilustra os FITs versus incrementos de propagação. Também é observado 

nesse exemplo, que os FITs para a chapa no comportamento plástico aumentam quando 

comparados ao elástico, o que também é visto na Tabela 8.7. 

Incremento 

BemCracker2D Teixeira 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝐸𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

𝐾𝐼 − 𝐸𝑞 
(𝑃𝑙á𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜) 

0 1,000 1,000 1,000 
1 1,530 1,554 1,550 
2 2,332 2,414 2,398 
3 3,788 4,002 3,966 

 

Tabela 8.7 – Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo IV 
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Figura 8.7 – Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo IV 

A Tabela 8.8 apresenta os resultados da resistência residual e do número de ciclos contra o 

número de incrementos, tanto elásticos quanto plásticos. Verifica-se, portanto, que a perda 

de resistência da peça em função da propagação da trinca para o comportamento plástico é 

maior comparado ao comportamento elástico. 

       

 Incremento 
Elástico Plástico 

 
 

Res-R NCC Res-R NCC 
 

 

0 1,000 0,000 1,000 0,000 
 

 

1 0,659 16458,000 0,649 16333,393 
 

 

2 0,431 20115,000 0,419 19801,432 
 

 

3 0,265 20986,000 0,253 20588,914 

 
 

Tabela 8.8 – Resistência Residual e Número de ciclos de Carga – Exemplo IV 

Na Figura 8.8(a) é apresentado a situação deformada da chapa e na Figura 8.8(b) é 

apresentada a propagação de trinca junto com a zona plástica na ponta da trinca. A zona 

plástica mais interna refere-se ao primeiro incremento de propagação e é visível a 

influência do modo II de fratura devido a inclinação referente as demais zonas. As demais 

zonas mais externas tendem a se estabilizar em modo I de fratura neste caso. 
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                                          (a)                                               (b) 

Figura 8.8 – Chapa com trinca reta: (a) Situação Deformada; (b) Propagação e Zona 

Plástica da ponta da trinca – Exemplo IV 

A chapa analisada no EPD, considerando o modo misto de fratura, apresentou uma 

estimativa adequada para a zona plástica. Observando que a direção de propagação é 

definida logo no primeiro incremento, provocando uma tendência de comportamento 

dentro do modo I de fratura. 

8.5 - Exemplo V – Chapa retangular com trinca no centro 

Neste exemplo é estudada uma chapa com trinca única no centro (TEIXEIRA, 2006). Os 

resultados do FITs obtidos no Exemplo V são apresentados no gráfico da Figura 8.9 e 

detalhados na Tabela 8.9 estão normalizados pelo valor 𝜎𝑦√𝜋𝑎 e mostram boa 

concordância com os valores encontrados na literatura. O estudo é somente da plastificação 

na ponta da trinca, não havendo nenhuma propagação da trinca. 
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Figura 8.9 – Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo V 

A zona plástica é semelhante à região apresentada no Exemplo III. Os resultados obtidos 

através do BemCracker2D são comparados com os modelos analíticos baseados na 

plastificação da região da ponta de uma trinca em placa infinita, (TEIXEIRA, 2006). 

 

  

BemCracker2D BemCracker2D Teixeira 2006 Irwin Burdekin & Stone 

0,168 0,175 0,175 0,175 0,178 0,176 
0,300 0,312 0,314 0,313 0,328 0,319 
0,364 0,379 0,387 0,386 0,407 0,391 

0,432 0,450 0,464 0,463 0,495 0,470 
0,500 0,521 0,548 0,546 0,589 0,553 
0,540 0,562 0,593 0,588 0,647 0,604 
0,568 0,592 0,629 0,623 0,689 0,641 

Tabela 8.9 – Fatores de Intensidade de Tensão Normalizado (σ/σy) – Exemplo V 
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8.6 - Exemplo VI – Chapa retangular com trinca no centro 

Os valores elásticos e plásticos, obtidos no Exemplo VI, foram estudados no trabalho de 

Cisilino e Aliabadi (1999) e consiste em uma chapa retangular com trinca de centro 

simétrica em relação a um dos eixos. 

  

Figura 8.10 – Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo VI 

Cisilino e Aliabadi (1999) utilizaram diferentes malhas no seu estudo, assim, se observa 

valores do FITs plástico inferior ao obtido nesta tese, como pode ser observado na Tabela 

8.10. Contudo, os resultados elásticos e plásticos mantem a mesma relação, o que 

concordam com os resultados obtidos na literatura citada anteriormente, esses resultados 

estão normalizados pelo valor 𝜎𝑦√𝜋𝑎 e estão apresentados na Figura 8.10. 

 

  

BemCracker2D BemCracker2D Cisilino 1999 Irwin Burdekin & Stone 

0,168 0,200 0,200 0,196 0,204 0,201 
0,300 0,357 0,359 0,351 0,379 0,364 
0,364 0,434 0,443 0,430 0,473 0,446 
0,432 0,515 0,531 0,509 0,579 0,537 
0,500 0,596 0,627 0,595 0,693 0,631 

0,540 0,643 0,678 0,644 0,765 0,690 
0,568 0,677 0,719 0,684 0,817 0,732 

Tabela 8.10 – Fatores de Intensidade de Tensão Normalizado (σ/σy) – Exemplo VI 
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8.7 - Exemplo VII – Chapa retangular com trinca no centro 

No Exemplo VII são determinados os FITs elásticos e plásticos, os quais são apresentados 

na Figura 8.11 e detalhada na Tabela 8.11 e mostram boa concordância com os resultados 

encontrados no trabalho de Leitão et al., (1993). 

  

Figura 8.11 – Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão – Exemplo VII 

Neste exemplo e nos dois exemplos anteriores foram estudos somente a plastificação na 

ponta da trinca, não havendo nenhuma propagação da trinca, porém neste exemplo os 

valores do FITs estão normalizados pelo valor 𝜎𝑦√𝑎. A zona plástica é semelhante à região 

apresentada no exemplo III. 

 

  

BemCracker2D BemCracker2D Leitão 1993 Irwin Burdekin & Stone 

0,200 0,370 0,370 0,371 0,379 0,374 
0,300 0,555 0,561 0,557 0,584 0,568 
0,400 0,740 0,763 0,760 0,805 0,769 
0,500 0,925 0,972 0,966 1,047 0,984 
0,550 1,017 1,075 1,058 1,170 1,092 
0,600 1,110 1,181 1,167 1,315 1,218 

0,640 1,184 1,269 1,240 1,429 1,319 
0,680 1,258 1,378 1,357 1,549 1,428 

Tabela 8.11 – Fatores de Intensidade de Tensão Normalizado (σ/σy) – Exemplo VII 
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8.8 - Exemplo VIII – Chapa em Cruz com trinca 

No Exemplo VIII são apresentadas a deformação, a propagação de trinca e a zona plástica 

na região em torno da ponta da trinca estudada através de diversos critérios de escoamento. 

Na Figura 8.12(a) é apresentado a situação deformada da chapa cruciforme e na Figura 

8.12(b) é apresentada a propagação de trinca junto com a zona plástica na ponta da trinca. 

As zonas plásticas estimadas em todos os exemplos até aqui são determinadas através das 

equações apresentadas na Seção 3.4. 

 
                                          (a)                                               (b) 

Figura 8.12 – Chapa cruciforme com trinca: (a) Situação Deformada; (b) Propagação e 

Zona Plástica da ponta da trinca – Exemplo VIII 

 

Inicialmente, nas Figura 8.13, Figura 8.14 e Figura 8.15 são apresentadas as ZP obtida 

considerando os critérios de von Mises, Tresca e Gao, respectivamente. Nesse primeiro 

instante é analisado o modelo da chapa cruciforme sem propagação da trinca, considerando 

5 passos incrementais de carga plásticos.   
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                                (a)                                                                 (b) 

   
                                (c)                                                                 (d) 

 
                                (e)                                                                 (f) 

Figura 8.13 – ZP de von Mises: (a) passo elástico; (b) 1º passo plástico; 

(c) 2º passo plástico; (d) 3º passo plástico; (e) 4º passo plástico; (f) 5º passo plástico; 
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                                (a)                                                                 (b) 

   
                                (c)                                                                 (d) 

   
                                (e)                                                                 (f) 

Figura 8.14 – ZP de Tresca: (a) passo elástico; (b) 1º passo plástico; 

(c) 2º passo plástico; (d) 3º passo plástico; (e) 4º passo plástico; (f) 5º passo plástico; 
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                                (a)                                                                 (b) 

   
                                (c)                                                                 (d) 

   
                                (e)                                                                 (f) 

Figura 8.15 – ZP de Gao: (a) passo elástico; (b) 1º passo plástico; 

(c) 2º passo plástico; (d) 3º passo plástico; (e) 4º passo plástico; (f) 5º passo plástico; 
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Duas observações são pertinentes ao se analisar as imagens anteriores: 

 Primeiro, tem-se nas Figura 8.13(a), Figura 8.14(a) e Figura 8.15(a) a análise 

elástica considerando a aplicação total do carregamento. Para o exato nível de 

tensão inicial aplicado verifica-se que o critério de von Mises apresenta pontos que 

atingem a tensão de escoamento do material, enquanto os outros dois critérios, 

Tresca e Gao, necessitam de um nível de carregamento maior para atingir seus 

primeiros pontos de plastificação, onde as tensões equivalentes obtidas nos pontos 

internos através do critério de Tresca são as menores dos três critérios, o que 

implica a necessidade de um nível de carregamento muito maior aplicado na chapa 

cruciforme para se obter os primeiros pontos plastificados em torno da ponta da 

trinca; 

 Segundo, nas Figura 8.13(b-f), Figura 8.14(b-f) e Figura 8.15(b-f) são apresentadas 

as ZP dada através das tensões equivalentes obtidas pelos critérios de escoamentos 

de von Mises, Tresca e Gao, respectivamente. A evolução da ZP é representada 

para passos de carga incremental sem considerar a propagação da trinca, onde a 

taxa incremental de carga considerada é de 0,1. Analisando as ZP apresentadas 

anteriormente pelos critérios, estas possuem formas semelhantes ao da Figura 

8.12(b). Contudo a ZP estimada através das expressões da Seção 3.4 e apresentada 

na Figura 8.12(b) apresentam maior concordância, tanto em tamanho quanto em 

formato com a ZP obtida pelo Critério de Gao apresentada na Figura 8.15. 

Na Figura 8.16 é apresentada a evolução da quantidade de pontos que atingem a tensão de 

escoamento dentro da ZP considerando os três critérios de escoamento. Verifica-se que o 

critério de Tresca apresenta a menor quantidade de pontos plastificados a cada passo de 

carga plástico, sendo o critério de von Mises o que mais apresentam pontos plastificados e 

como esperado Gao é intermediário. No que foi visto na Figura 3.5 ao se determinar a 

superfície de escoamento entre os critérios de escoamento para o ensaio uniaxial, quando 

se aplica ao critério de Gao os parâmetros do alumínio 5083-H116 (𝑎 = 0 𝑒 𝑏 = −60,75), 

para o critério de escoamento de Gao a superfície está intermediária entre as de Mises e 

Tresca, o que condiz e consolida os dados obtidos neste exemplo. 
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Figura 8.16 – Evolução do número de pontos plastificados na ZP 

Neste segundo momento, para o mesmo exemplo, foi estudado o avanço da trinca 

simultaneamente com incrementos plásticos. Neste exemplo são considerados 10 

incrementos de propagação de trinca, onde em cada incremento de trinca são aplicados 5 

passos de cargas plásticas com razão de 0,1, considerando o estudo realizado para os 3 

critérios de escoamento é obtido um total de 150 resultados (imagens) sobre a evolução da 

ZP.  

Os resultados a seguir são apresentados de forma resumida para não se tornar muito 

repetitivo e cansativo o desenvolvimento do raciocínio do exemplo. Aqui será apresentado 

evolução da ZP para o 1º, 5º e 10º incrementos de trinca, considerando também o resultado 

obtido para o último passo de carga plástico aplicado a cada incremento de propagação. 

Sendo assim, na Figura 8.17 é apresentado a evolução da ZP considerando o Critério de 

von Mises, na Figura 8.18 é apresentado a evolução da ZP para o Critério de Tresca e por 

fim na Figura 8.19 é apresentado a evolução da ZP obtida pelo Critério de Gao. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 8.17 – ZP de von Mises: (a) 1º incremento; (b) 5º incremento; (c) 10º incremento; 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 8.18 – ZP de Tresca: (a) 1º incremento; (b) 5º incremento; (c) 10º incremento; 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 8.19 – ZP de Gao: (a) 1º incremento; (b) 5º incremento; (c) 10º incremento; 
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Na evolução da ZP é possível observar que o critério de escoamento de Tresca produz a 

forma mais distinta das ZP dentro os três critérios de escoamento estudado neste trabalho. 

Os critérios de von Mises e Gao produzem ZP de formatos semelhantes, porém os 

tamanhos das ZP são diferentes. Essa diferença se deve diretamente a influência do 

primeiro invariante do tensor de tensão (𝐼1) e do terceiro invariante do tensor das tensões 

desviadoras (𝐽3) presente na formulação do Critério de Gao. Desta forma a ZP obtida 

através do Critério de Gao é menor que a ZP de Mises. Isso pode ser visto na Figura 8.20, 

onde é feito um comparativo entre os critérios, apresentando os pontos internos da chuva 

de pontos que atingiram a tensão equivalente de escoamento. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 8.20 – Evolução da ZP: (a) 1º incremento; (b) 5º incremento; (c) 10º incremento; 
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9 - CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

9.1 - Conclusões 

Este trabalho mostrou uma nova abordagem para simular o comportamento elastoplástico 

em problemas de propagação de trinca usando duas formulações duais do MEC, a saber: 

primeiro, o MECD, uma técnica elegante e robusta para problemas da mecânica da fratura 

utilizando apenas uma região e empregando elementos descontínuos nas faces da trinca. 

Aqui, todo o processo de modelagem, cálculo de tensões e deslocamentos, de FIT com uso 

de integral J, bem como predição do caminho de propagação da trinca por vários critérios, 

foi realizado por meio do programa BemCracker2D desenvolvido por Gomes e Miranda, 

(2018), e atualizado neste trabalho; e segundo, o MRD, que emprega soluções 

fundamentais obtidas de equações mais simples e trata os termos não-homogêneos na 

equação original, usando um procedimento que envolve uma série de funções de 

aproximação global/local e aplica princípios de reciprocidade, (GOMES, DELGADO 

NETO, et al., 2019).  

Dentre as contribuições deste trabalho, se destaca, o desenvolvimento de um algoritmo 

não-linear, denominado MECRD, para tratamento dos termos plásticos, fazendo-se uso de 

pontos internos e de funções particulares com comportamento local para acompanhar o 

avanço da trinca. O emprego de elementos descontínuos nas faces da trinca permite a 

possibilidade da propagação incremental da trinca, atualizando as matrizes do sistema, 

adicionando linhas e colunas referentes aos novos elementos, considerando a 

compatibilização entre as malhas funcional/geométrica. 

Os resultados de FIT pelo programa foram consistentes e levaram em conta a região 

plastificada na ponta da trinca, pois a integral J considerava a parcela referente à integral 

de domínio. Sendo assim os termos não-homogêneos são tratados e avaliados através do 

algoritmo MECRD, evitando-se, portanto, as singularidades devido as colocações dos 

pontos internos, uma vez na formulação de MECD era possível realizava apenas integração 

numérica padrão. Quanto aos resultados de propagação, de número de ciclos e resistência 

residual, estes já estão bastantes consolidados pelo programa e mostraram-se consistentes 

com os da literatura.  
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Sobre os resultados elastoplásticos obtidos nos quatro primeiros exemplos aplicados, 

chapas com trica reta centrada e de borda em modo I puro e chapa com trinca inclinada em 

modo misto (I+II), concordam bem com aqueles da literatura, ratificando, portanto, que o 

emprego do algoritmo MECRD elastoplástico, associado à formulação MECD, produzem 

resultados consistentes na análise plástica em problemas de trincas. Nos próximos três 

exemplos é considerado a influência da plastificação na região da ponta da trinca sem 

considerar a propagação da trinca para o cálculo do FIT considerando diversos incrementos 

de carga. Observou-se um pequeno afastamento das curvas do FIT que representa o 

comportamento plástico, obtido nesta tese e nas literaturas, em relação àquelas que 

representam apenas o comportamento elástico. Os resultados obtidos pelo BemCracker2D 

também são comparados com os resultados obtidos a partir de modelos analíticos baseados 

na plastificação da região da ponta de uma trinca em placa infinita de Irwin e Burdekin e 

Stone, apresentado nos trabalhos de Cisilino e Aliabadi, (1999), Leitão et al., (1993) e 

Teixeira, (2006). Os valores encontrados nesta tese tendem para os valores obtidos pelo 

modelo de Burdekin e Stone. 

No último exemplo é avaliado as tensões plásticas calculadas através do MRD e a evolução 

da ZP considerando diversos critérios de escoamento, a saber, von Mises, Tresca e Gao. 

Foi observado que os critérios representam bem o comportamento da região em torno da 

ponta da trinca, contudo os critérios de Mises e especialmente o de Gao representou 

melhor a ZP devido ao MRD comparado a ZP estimada, obtida na Figura 8.12(b), tanto em 

formato quanto tamanho estimado através dos FIT plásticos. O efeito do comportamento 

elastoplástico, avaliado em um campo de deformação plástica sobre pontos internos na 

região em torno da ponta da trinca (denominada chuva de pontos), foi simulado pelo MRD 

para o cálculo das tensões e deformações plásticas nesses pontos internos, que se mostrou 

um método preciso e eficiente para modelar problemas da MFEP, tendo em vista as 

pseudo-forças de corpo que aparecem neste tipo de problema. 
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9.2 - Sugestões 

Por fim, embora o programa de análise tenha apresentado excelente interação com o 

algoritmo não-linear, principalmente, no tratamento da trinca via formulação MECD 

elastoplástica tratada com o MRD, este estudo se delimita a modelos bidimensionais, 

podendo ser expandido para 3D. Assim como o estudo de múltiplas trincas em cenário de 

coalescência também é sugerido para trabalhos futuros.  

O tratamento desses modelos ainda precisa ser refinado dentro do programa de análise para 

o comportamento plástico de diversos tipos de materiais. Assim, surge como sugestão para 

trabalhos futuros a implementação para uma análise plástica considerando o endurecimento 

do material em um processo transitório, onde seriam acompanhadas as deformações 

plásticas incrementais. E por fim, uma sugestão para trabalhos futuros seria obter 

resultados experimentais ou computacionais (softwares comerciais) para corroborar com os 

resultados obtidos da ZP aqui nesta tese. 
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Apêndice B - IMPLEMENTAÇÃO NA FORMA DE CÓDIGO 

B.1. Interface Gráfica do BEMLAB2D 

O BEMLAB2D é uma interface gráfica com função de pré e pós-processamento de dados 

desenvolvidos por Delgado Neto (2017). Seus ícones são todos implementados e 

apresentados na língua inglesa, ver Figura B.1. 

 

Figura B.1 – Ambiente gráfico do pré-processador (DELGADO NETO, 2017) 

Inicialmente, essa interface foi desenvolvida com o objetivo de facilitar a criação e 

manutenção de modelagem geométrica, proporcionar maior flexibilização em construir 

malhas, aplicar diversas condições de contorno e inserir propriedades físicas; todas essas 

características do programa estão relacionadas apenas com o pré-processador. 

O pré-processador possui três módulos bases:  

 Geometry (Módulo I): Este é um módulo de desenho. Constrói os modelos 2D; 

 Mesh (Módulo II): A partir da geometria obtida no Módulo I este módulo 

possibilita a gerar a malha de elementos de contorno; 

 Boundary Conditions (Módulo III): Neste módulo as condições do contorno de 

deslocamento e tração são inseridas; 
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O pós-processamento do BEMLAB2D (Figura B.2) apresenta resultados diversos obtidos 

das análises via MEC, a saber: Deformações, tensões, fatores de intensidade de tensão, 

vida a fadiga, propagação de trincas e zona plástica. 

 

Figura B.2 – Ambiente gráfico do pós-processador (DELGADO NETO, 2017) 

B.2. Módulos de Funcionamento do BEMLAB2D 

O módulo I é responsável por gerar os modelos geométricos no BEMLAB2D. Os ícones 

principais Points, Lines, Arcs e Zones (botões) tem como prioridade desenhar do modelo 

geométrico, podendo esses modelos ser com furos, trincas e/ou zonas conexas, ver Figura 

B.3. 
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Figura B.3 – Modelo Geométrico (DELGADO NETO, 2017) 

O módulo II é responsável por gerar a malha característica do modelo geométrico 

construído no Módulo I. Na interface, o Módulo II tem grande importância na construção 

da malha do Método dos Elementos de Contorno (MEC), a qual é utilizada para a 

construção do modelo físico-geométrico e para a análise via MEC. Uma apresentação do 

módulo II pode ser visualizada na Figura B.4 junto com um modelo com dos detalhes da 

modelagem da trinca em elementos descontínuos. 

 

Figura B.4 – Malha de MEC com Detalhe da Trinca (DELGADO NETO, 2017) 

MÓDULO I 

MÓDULO II 
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O módulo III é responsável por inserir condições de contorno, como restrições, 

deslocamentos prescritos e condições de cargas (força ou tensões), gerando assim a malha 

em MEC com as condições de contorno aplicadas. 

Os ícones principais DISPLACEMENT e TRACTION tem como prioridade desenhar 

apoios (1º e 2º gênero) e cargas (força ou tensão) a partir da malha de MEC, 

respectivamente. Uma apresentação do módulo III pode ser visualizada na Figura B.5. 

Nesta mesma figura um modelo de uma chapa retangular submetida a um carregamento 

uniforme distribuído tracionando ao longo da maior direção da peça e possui restrição de 

movimento global da estrutura por dois apoios, um de 1º gênero e outro de 2º gênero. 

 

Figura B.5 – Modelo Físico-Geométrico e Malha de MEC (DELGADO NETO, 2017) 

O módulo IV é responsável por informar qual tipo de análise será realizada pelo 

BemCracker2D (GOMES et al., 2016). Ao selecionar o botão Run aciona uma interface 

gráfica auxiliar, nesta são dadas diversas informações que só podem ser modificadas em 

determinado tipo de análise. Uma apresentação do módulo IV pode ser visualizada na 

Figura B.6. 

MÓDULO III 
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Figura B.6 – Módulo IV - Análise Elastostática (DELGADO NETO, 2017) 

Por fim, o módulo de pós-processamento, o módulo V é responsável pela leitura e 

visualização dos arquivos de dados calculados pelo BemCracker2D. O único botão desse 

módulo aciona uma interface gráfica auxiliar composta por vários outros comandos que 

definem a visualização dos resultados gráficos na interface gráfica auxiliar. Uma 

apresentação da interface auxiliar com a malha deformada em comparação com a malha 

indeformada pode ser visualizada na Figura B.7. 

 

Figura B.7 – GUI auxiliar - Malha deformada (DELGADO NETO, 2017) 

A interface auxiliar, que trata o pós-processamento do BEMLAB2D, também pode 

apresentar resultados como tensões, deformações, FITs, número de ciclos para a falha por 

fadiga, propagação da trinca e abertura da ponta de trinca. Todos os resultados obtidos no 

regime elástico linear e sendo determinados previamente no Módulo IV. 
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Apêndice C - IMPLEMENTAÇÃO NA FORMA DE CÓDIGO 

O BemCracker2D faz a análise do estudo da mecânica da fratura pelo MECD (PORTELA 

et al., 1992) foi apresentado por Gomes, Delgado Neto e Wrobel (2016) e Gomes e 

Miranda (2018). Este programa é baseado na Programação Orientação Objeto (POO) em 

linguagem C++. Este programa serve de suporte para analisar problemas elastostáticos 

bidimensionais. O programa BemCracker2D é baseado no diagrama de classes ilustrado na 

Figura C.1onde BemCrk_BEMSYS é a principal classe do programa e elo de ligação com a 

interface BEMLAB2D. 

 

Figura C.1 – Diagrama de Classes do programa BemCracker2D (GOMES, DELGADO 

NETO e WROBEL, 2016) 

 


