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RESUMO

ESTIMAÇÃO EM SISTEMAS COM RESTRIÇÕES DE IGUALDADE E APLICA-

ÇÕES EM ROBÓTICA MÓVEL E DE REABILITAÇÃO

Autor: Glauco Garcia Scandaroli

Orientador: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Co-orientador: Prof. João Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, 30 de setembro de 2009

Esta dissertação é desenvolvida na área de estimação de estados em sistemas com restrições

de igualdade. É feito um estudo de sistemas com restrições deigualdade e este trabalho

apresenta uma forma de se utilizar sistemas descritores para realizar a estimação neste tipo

de sistema. Também é apresentado um novo método para fusão dedados em sistemas com

restrições de igualdade e correlação desconhecida. Para a validação destes estudos são desen-

volvidas duas aplicações de robótica. Na área de robótica dereabilitação é feita a estimação

de postura do pé de uma prótese robótica de perna. São apresentadas formas de se realizar

essa tarefa utilizando mínimos quadrados não-lineares e osmétodos de estimação com res-

trição. Os resultados obtidos comprovam que a utilização deestimadores que consideram

as restrições melhora o processo de estimação. Na área de robótica móvel é proposto um

método eficiente de estimação de localização utilizando teoria Bayesiana e dado as restri-

ções existentes entre as estruturas de um mapa geométrico, avalia-se o método apresentado

para fusão de dados em sistemas com restrições de igualdade ecorrelação desconhecida. Os

resultados descritos corroboram que o mapa resultante é melhorado com o uso das restrições

de igualdade e do método de localização proposto.





ABSTRACT

ESTIMATION IN EQUALITY CONSTRAINTED SYSTEMS AND APPLICATI ONS

IN MOBILE AND REHABILITATION ROBOTICS.

Author: Glauco Garcia Scandaroli

Advisor: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Co-advisor: Prof. João Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, September 30, 2009

This dissertation is developed in the field of state estimation in non-linear systems with equa-

lity constraints. Systems with equality constraints are studied, and a method that employs

descriptor systems to accomplish the task of estimation in this kind of system is propo-

sed. This manuscript also presents a method for data fusion in systems subject to equality

constraints, and unknown correlation. For the validation of the developed studies, this ma-

nuscript also describes two applications in the field of robotics. In the field of rehabilitation

robotics, this dissertation presents the estimation of a robotic leg prosthesis’ foot with respect

to ground. There are presented solutions to perform this task using non-linear least squares,

and constrained estimation methods. The obtained results establish that the implementation

using estimators that employ equality constraints improves the process of estimation. In the

field of mobile robotics, this work proposes an efficient estimation method to accomplish the

problem of localization based on the Bayesian theory. Also,given the existing constraints

between the geometric map’s structures, the method for datafusion in systems subject to

equality constraints and unknown correlation is evaluated. Results described corroborate

that the resulting map is improved with the application of such equality constraints and the

presented localization method.
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1 INTRODUÇÃO

“Let’s work the problem people.

Let’s not make things worse by guessing.”

Gene Kranz (Apollo 13)

Robôs e sistemas robóticos geralmente trabalham em ambientes imprevisíveis, portanto

a estimação é uma parte muito importante no processo de desenvolvimento desses sistemas.

A partir da estimação, pode-se obter informações sobre os estados do sistema em que se está

trabalhando, e sobre o meio no qual esse sistema está ambientado. Primeiramente, sistemas

robóticos utilizam sensores na percepção do ambiente. Esses sensores que geralmente são

empregados possuem limitações em sua percepção. Essas limitações podem ser provenientes

de diversas origens, como a distância ou a resolução que um sensor pode medir geralmente

estão sujeitos a limitações físicas. Por exemplo, uma câmera não pode enxergar através de

paredes, um sensor infravermelho possui uma distância máxima que pode ser medida. Es-

ses sensores também estão sujeitos a ruídos de medição, que atrapalham sensivelmente a

percepção do ambiente e podem levar a situações imprevisíveis. Igualmente, a importân-

cia da estimação vem do fato que em sistemas robóticos pode-se haver um acesso direto a

todas as variáveis de interesse. Deve-se, portanto, a partir da medição de outras fontes e a

partir de cálculos que as relacionem com as variáveis do sistema, computar o valor "mais

provável"que as variáveis assumem durante a operação destesistemas.

Com o intuito de ultrapassar algumas das adversidades presentes no ambiente, deseja-

se calcular o valor "mais provável"de certa variável, e também a incerteza que a ela está

associada. A partir destes resultados pode-se então ter conhecimento mais conciso sobre

o ambiente no qual se está trabalhando, podendo-se controlar o sistema ou auxiliar na to-

mada de decisões de uma forma mais confiável. Neste trabalho,é proposta a utilização de

estimação de estados em duas aplicações:(i) o desenvolvimento de um estimador de pos-

tura do pé (orientação e distância com relação ao solo) de umaprótese robótica de perna,(ii)

contribuições em um sistema de localização e mapeamento simultâneos para um robô móvel.

A primeira aplicação possui como objetivo fornecer estimativas em tempo real da pos-

tura do pé de uma prótese robótica para amputados acima do joelho com relação ao solo.

Este trabalho faz parte do desenvolvimento de um protótipo de prótese robótica de perna

para amputados acima do joelho, realizado na Universidade de Brasília pelo Grupo de Ro-

bótica, Automação e Visão (GRAV) em parceria com o Grupo de Processamento Digital de

Sinais (GPDS) [1]. Esta aplicação da estimação de postura dopé é desenvolvida a partir de

informação proveniente de sensores giroscópios e infravermelhos. Com base nesta informa-

ção sobre a postura do pé, pode-se desenvolver controladores de forma a posicionar o pé da
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prótese em uma posição desejada com relação ao solo.

A segunda aplicação consiste em trabalhar com a localizaçãoe o mapeamento simul-

tâneos em robôs móveis. Este problema aparece quando o robô não possui um mapa do

ambiente previamente, nem há conhecimento sobre a localização real do robô. Então este

termo traduz diretamente o problema a ser resolvido: o robô constrói um mapa do ambiente

no qual ele está inserido ao mesmo tempo em que se localiza dentro deste mapa. Este é um

problema bem complexo na área de robótica, pois enquanto o robô se move em um ambiente,

erros de odometria são acumulados, portanto a incerteza sobre a localização do robô tam-

bém aumenta gradualmente e, consequentemente, as incertezas dos mapas gerados também

aumentam substancialmente se o robô não for capaz de se localizar com razoável precisão.

1.1 VISÃO GERAL SOBRE ROBÓTICA DE REABILITAÇÃO

A perda de um membro pode prejudicar severamente a qualidadede vida de qualquer

pessoa. Os estudos em reabilitação visam recuperar movimentos perdidos e corroborar o

tratamento de disfunções motoras causadas por doenças ou amputações. O desenvolvimento

de próteses obteve grandes êxitos ao melhorar a mobilidade de pacientes com amputações

de membros inferiores, porém ainda carece de melhor evolução no que tange ao conforto,

ao consumo de energia, à estabilidade e à simetria da marcha do indivíduo. Hoje em dia, a

maioria das próteses de membros inferiores é passiva, ou seja, suas características mecânicas

permanecem fixas independentemente da velocidade de caminhada ou do terreno no qual o

paciente está. Esta característica implica em próteses passivas que devem ser individual-

mente otimizadas para cada caso e para cada paciente.

Atualmente, existem próteses ativas para amputados acima do joelho. Estas próteses

são capazes de alterar a rigidez e o amortecimento do joelho protético através de atuadores

hidráulicos–pneumáticos [2–4], ou magneto-rheológicos [5, 6], conforme ilustrado na Fi-

gura 1.1. Testes realizados em próteses comerciais, como damarca Ottobock C-Leg e Össur

Rheo, indicam que as próteses ativas oferecem diversas vantagens sobre versões passivas

[3,7]. Dentre estas vantagens estão a maior suavização da marcha, redução da atividade me-

tabólica e redução do trabalho exercido pelo quadril. No entanto, as próteses existentes para

amputados acima do joelho não tratam do controle da parte responsável por substituir o pé.

Apesar do desenvolvimento de próteses de pé ativas, as próteses para amputados acima

do joelho substituem a parte do pé por um molde de borracha. Ouentão uma molde feito a

partir de compósito de carbono. Em ambos os casos não existe atuação na junta do tornozelo.

Contudo, tal qual em próteses acima do joelho, existem próteses de pé que modificam a

elasticidade e o amortecimento para diferentes terrenos e velocidade de caminhada [8]. Em

1998, Kluteet al. [9] foram os primeiros a desenvolver uma prótese capaz de produzir força

baseada em atuadores conhecidos como músculos de McKibben.E recentemente, Auet al.
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(a) (b)

Figura 1.1: Joelhos protéticos comerciais. (a) C-leg da Otto Bock utiliza um atuador hidráu-

lico. (b) Össur Rheo utiliza atuador magneto–rheológico.1

Figura 1.2: Movimentos do pé.2

[10] desenvolveram uma prótese ativa de pé que consiste em uma parte de compósito de

carbono acoplado com um motor de corrente contínua e molas emsérie e paralelo.

Observa-se na literatura que as próteses ativas de pé atuam somente nos movimentos

de dorsiflexão e plantiflexão, apresentados na Figura 1.2. Porém estas próteses não são

capazes de produzir os movimentos de eversão e inversão [8, 10], movimentos que também

são apresentados na Figura 1.2. Os movimentos de eversão e inversão são importantes na

fase de apoio na prótese e no equilíbrio da marcha, fatos que são fortalecidos na área de

pesquisa de locomoção bípede, visto que robôs humanóides possuem este grau de atuação

[11–13].

O protótipo desenvolvido em [1] possui três graus de atuação: um para o joelho, rela-

cionado com o auxílio na marcha do paciente, e outros dois para o conjunto pé-tornozelo

o qual é voltado para o aumento de estabilidade do paciente. Estes graus de liberdade do

1Retirado de [7].
2 Baseado em http://www.hu.ufsc.br/ grumad/anatomia.htm
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conjunto pé-tornozelo se referem aos movimentos de dorsiflexão e plantiflexão, e também

aos movimentos de eversão e inversão. Em parte, a prótese é controlada pelo processa-

mento de sinais eletromiográficos de superfície medidos em no paciente [14]. No entanto,

outras informações, como a orientação do pé com relação ao solo, são utilizadas de forma

a aumentar a confiabilidade no sistema em malha fechada, visto que este protótipo também

possui um conjunto ativo. Portanto, de forma a realizar o controle deste conjunto, deve-se

ter acesso às variáveis de orientação. Neste ponto, torna-se necessário o desenvolvimento de

um estimador de orientação do pé com relação ao solo.

1.2 VISÃO GERAL SOBRE ROBÓTICA MÓVEL

Um dos problemas básicos de robótica móvel é o de localizaçãoe mapeamento simul-

tâneos (SLAM do inglêsSimultaneous Localization and Mapping), também chamado de

localização e mapeamento concorrentes (CML do inglêsConcurrent Mapping and Locali-

zation). Este problema vem sendo estudado exaustivamente nos últimos anos nas áreas de

robótica e de inteligência artificial. O problema de SLAM origina-se quando um veículo

móvel (e.g.um robô, avião, helicóptero ou até mesmo submarino) navega sem um mapa pré-

viamente para orientação. Por ser desconhecido, o mapa deveser estimado ao mesmo tempo

que a posição deste veículo no ambiente. O termo localizaçãoe mapeamento simultâneos

traduz diretamente o problema a ser resolvido: o robô concebe um mapa do ambiente no

qual ele está inserido, ao mesmo tempo em que se localiza dentro deste mapa que está sendo

construído. E devido a esta definição, o problema é geralmente comparado com o problema

do “ovo e da galinha”, pois quando um robô se move em um ambiente, erros de odometria

são acumulados, portanto a incerteza sobre a localização dorobô também aumenta gradual-

mente. Como a estimativa de localização é cada vez mais pobre, tem-se como consequência

a degeneração gradual do mapa resultante.

Uma grande parte dos trabalhos desenvolvidos hoje em dia é fundamentada no trabalho

desenvolvido por Smith e Cheeseman [15] que propõe o uso do filtro de Kalman Esten-

dido (FKE) para a solução do problema de SLAM. Este trabalho considera que os erros no

mapa e das estimativas de localização do robô estão naturalmente correlacionados, logo a

matriz de covariâncias mantida pelo FKE expressa estas correlações. No entanto, as ma-

trizes armazenadas pelo FKE possuem uma relação quadráticacom a evolução do mapa e

consequentemente a atualização destes mapas requer um tempo quadrático com relação ao

número de estruturas presentes no mapa. Como forma de contornar este problema, Julier e

Ulhman [16–18] propõem um método que visa sobre-estimar as matrizes de covariâncias das

estruturas de um mapa de forma que as correlações entre estaspossam ser desconsideradas.

Com este método, a matriz de covariância de cada estrutura pode ser armazenada de forma

individual, portanto o tempo de processamento evolui de forma linear com relação ao au-

mento do número de estruturas. Outra forma de se tratar este problema é através do método
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FastSLAM proposto por Montemerloet. al [19]. Este método emprega filtros de partículas

baseando-se na característica de que no problema de SLAM, asestimativas das estruturas

são condicionalmente independentes, dado o caminho do robô[20]. Desta forma, chega-se

a um algoritmo que aumenta de tamanho na ordemO(MN), comM sendo o número de

partículas do filtro eN o número de estruturas do mapa, entretanto o tempo de atualização

do mapa aumenta na ordemO
(

M log(N)
)

.

A parte de mapeamento se refere à forma de representação espacial que o robô utiliza

para ambiente físico no qual este está localizado. Uma formade representação muito utili-

zada na literatura é o algoritmo de grades de ocupação [21], que visa representar os mapas

utilizando células alocadas lado a lado em forma de grade, e cada célula representa um es-

paço ocupado ou livre no ambiente. Os mapas topológicos [22,23] representam os ambientes

através de uma lista de subambientes relevantes que são conectados por arcos. Estes arcos

representam como o robô pode navegar de um ambiente para o outro. Esta abordagem de

mapas topológicos pode ser considerada de certa forma híbrida, pois ainda que sejam con-

sideradas as informações topológicas, ainda são necessárias informações geométricas para a

construção destes mapas. Uma última forma de representaçãoconsiste nos chamados mapas

estocásticos ou também mapas geométricos [24]. Esse tipo demapa, assim como as grades

de ocupação, resulta em uma representação geométrica do ambiente. A representação nestes

casos é realizada na forma de estruturas geométricas, como linhas e pontos, que representam

as fronteiras dos obstáculos presentes no ambiente.

Localização é o processo de atualização da posição do robô emum ambiente baseado em

mapas e medições dos sensores. Este problema já foi referenciado como “o problema funda-

mental para se desenvolver um robô com capacidades autônomas” [25]. Existem diversas de-

finições para o problema de localização [26–28]. Neste trabalho, o termo localização refe-se

à solução para o problema de rastreamento da posição. Neste caso, a posição inicial do robô

é conhecida, e o problema é compensar os erros incrementais provenientes da integração de

medições de odometria do robô. Na literatura, este problemaé abordado de diversas formas

como utilizando a minimização de funções de custo [29–31], filtros de Kalman [32, 33] ou

filtros de partículas [27,28].

As aplicações desenvolvidas nesta dissertação buscam complementar o trabalho desen-

volvido por Borges [34] que utiliza a abordagem de mapas geométricos. É utilizada uma

abordagem de SLAM desacoplado, ou seja, a localização do robô é realizada em cima do

mapa ao passo que este é construído. Para tanto é utilizado ummétodo similar ao proposto

em [16] para a fusão de dados das estruturas. São desenvolvidas novas formas para a loca-

lização do robô no mapa geométrico e também para a fusão das estruturas com restrições

de estados. Estes desenvolvimentos visam em parte fundamentar as técnicas anteriormente

utilizadas e também melhorar as soluções já propostas.

5



1.3 O ESTADO DA ARTE EM ESTIMAÇÃO COM RESTRIÇÕES DE IGUALDADE

Restrições entre os estados podem aparecer de forma naturalem diversos sistemas físi-

cos. As restrições entre os estados podem ser inerentes aos sistemas e podem ser derivadas

a partir de leis básicas da física como a conservação de energia de um sistema mecânico

[35, 36], ou a conservação de massa em uma reação química dentro de um reator fechado

[37]. Restrições também podem ser consideradas como informações suplementares sobre o

sistema. No movimento de uma aeronave pode-se assumir, em alguns casos, que o vetor de

aceleração é ortogonal ao vetor de velocidade [38, 39], portanto as restrições podem apare-

cer a partir de informações cinemáticas. No caso em que os estados são modelados como

as componentes de um quatérnio, tem-se uma restrição matemática que obriga norma deste

vetor ser unitária [40]. Em outros casos restrições podem ser de origem geométrica, como a

relação entre as primitivas de planos e cilindros e suas posições relativas [41].

No início dos estudos desenvolvidos sobre estimação, poucaatenção foi empregada na

solução de problemas com restrições de igualdade. Isto ocorreu em parte pela dificuldade em

modelar estas restrições, e em parte pelo aumento do custo computacional resultante do au-

mento de informação a ser processada [42]. Na prática, entretanto, estas informações extras

provenientes das restrições podem ser muito úteis. Desse modo, é importante saber como

tirar proveito das informações que as restrições provêem sobre o sistema, pois as benes-

ses resultantes do uso de restrições entre os estados são maiores do que o aumento do custo

computacional associado à aplicação destas restrições. Além disso, hoje em dia o custo redu-

zido do esforço computacional torna quase imperceptível o acréscimo destes novos cálculos,

dependendo do método utilizado. Ao se empregar as restrições durante o processo de esti-

mação, pode-se verificar que a estimativa resultante tem valor diferente da não-restringida,

e ainda a matriz de covariância tem seu traço reduzido substancialmente, devido ao fato que

mais informação esta presente no novo modelo.

Com a evolução do desempenho dos computadores e também com a percepção da melho-

ria causada no processo de estimação pelo emprego das restrições, nos últimos anos foram

realizados diversos estudos e na literatura estão disponíveis diversas abordagens para se tra-

tar o problema de estimação em sistemas com restrições de igualdade. Uma forma de se

tratar o problema é a partir da redução da parametrização dossistemas [43]. Contudo esta

reparametrização altera a forma das equações, e consequentemente altera o significado físico

ou matemático associado a cada estado. Em se tratando de sistemas robóticos geralmente é

desejável manter a forma das equações e o sentido físicos dosestados.

Outros trabalhos tratam da utilização de estimação com horizonte móvel [44–47]. Esta

abordagem permite rescrever o problema de estimação na forma de programação quadrá-

tica utilizando uma janela de tamanho fixo (denominada horizonte), mas móvel no tempo

resultando no horizonte móvel. A definição de um tamanho fixo para o horizonte é im-

portante para limitar o tamanho da programação quadrática.Esta abordagem possui como
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desvantagens o alto custo computacional do emprego de métodos de otimização quadráticos,

e também pelo fato de não existir uma métrica, por exemplo matriz de covariâncias, que

indique o erro de estimação. Outra abordagem existente utiliza o cálculo da estimativa de

máxima verossimilhança [40,48] de uma forma modificada devido à existência de matriz de

covariância singular. Escolhendo a forma correta da funçãode custo, pode-se utilizar então

do multiplicador de Lagrange, para encontrar as equações desta solução. No caso de sistemas

não-lineares, a solução do lagrangiano também feita de forma não linear, e [48] empregada o

método iterativo de Newton-Raphson para encontrar a solução. Outras soluções presentes na

literatura, tratam de abordagens utilizando filtros de partículas [49–51] e soluções baseadas

no método dos mínimos quadrados,c.f. [52,53, e referências].

Neste trabalho serão tratadas com maior profundidade as soluções baseadas em filtro de

Kalman (FK) para em sistemas lineares e, para sistemas não lineares, são estudadas as formas

baseadas na linearização de primeira ordem [36, 38, 39, 41, 42, 54–64]. Não deixando de

atentar ao fato de que soluções baseadas em transformaçãounscentede no filtro de Kalman

unscented(FKU) [35, 36, 65–67] também já foram estudadas por alguns pesquisadores. As

técnicas baseadas em FK possuem a vantagem de herdarem a forma recursiva e a otimalidade

que o FK possui nos casos de estimação em sistemas lineares e com ruído aditivo e Gaussiano

com covariâncias e correlações conhecidas.

1.4 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é o estudo e o desenvolvimento de técnicas de estimação vol-

tado para aplicações em robótica. É notório que diversas aplicações possuem restrições de

estados. O estudo e a implementação de técnicas voltadas para a estimação em sistemas com

restrições podem melhorar bastante o desempenho dos estimadores. Neste sentido propõe-

se trabalhar utilizando estimação com restrições de igualdade em robótica de reabilitação,

e assim conferir a viabilidade de se resolver o problema de estimação de postura do pé de

uma prótese robótica utilizando estas técnicas. Em robótica móvel, uma das áreas em que se

pode aplicar a estimação com restrições é na localização e mapeamento simultâneos. Desta

forma propõe-se a utilização de um método de estimação com restrição de igualdade na fu-

são de dados no processo de mapeamento de um robô móvel. Este trabalho também traça

o estudo de um método para se realizar o problema de localização de robôs móveis em ma-

pas geométricos. Neste contexto, o trabalho é intercalado com análises teóricas dos temas

acima mencionados com as aplicações práticas em robótica móvel e de reabilitação, junto

dos resultados obtidos a partir destas implementações.
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1.5 RESULTADOS ALCANÇADOS E CONTRIBUIÇÕES

Neste trabalho, são descritas algumas contribuições na área de estimação em sistemas

com restrições de igualdade, além de desenvolvimentos na área de robótica móvel e de re-

abilitação. São apresentadas formulações de como utilizarsistemas descritores no processo

de estimação em sistemas com restrições de igualdade, e a extensão direta para aplicação

em sistemas não-lineares e como empregar um estimador robusto a incertezas de parêmtros

na estimação deste tipo de sistema. Esta formulação é utilizada, com êxito, na estimação de

postura do pé de uma prótese robótica de perna, resultando emum avanço na aderência da

restrição não-linear em comparação com a utilização da formulação que utiliza somente o

sistema descritor linearizado. Uma segunda contribuição éum novo método para fusão de

dados em sistemas com correlação desconhecida e restriçõesde igualdade. Esse resultado

é aplicado na fusão de dados de um mapa geométrico resultandoem mapas melhores com

menos inconsistências. Este trabalho também apresenta a formalização de um método de au-

tolocalização de um robô móvel utilizando mapas geométricos e resultados obtidos a partir

deste método de localização.

Parte do conteúdo deste manuscrito já foi publicada em um capítulo de livro [68], e

outra parte foi aceita e será publicada na forma de artigos emdois congressos científicos. O

primeiro trabalho [69] será publicado e apresentado no IROS2009, ao passo que o segundo

[70] será publicado no BRC 2010. Em [68] é apresentada a aplicação da estimação utilizando

sistemas descritores com incertezas de parâmetros na estimação de postura do pé de uma

prótese robótica de perna. Em [69] são apresentados os resultados provenientes da utilização

do filtro de Kalman com medições aumentadas nesta mesma estimação de postura do pé de

uma prótese robótica. Em [70] é descrito o sistema de estimação de postura do pé de uma

prótese robótica de perna com relação relação ao solo. É planejado a submissão de outros

artigos para congressos da área, principalmente sobre o método de localização proposto e os

resultados de robótica móvel apresentados neste trabalho.

1.6 APRESENTAÇÃO DO MANUSCRITO

Este trabalho está organizado em oito capítulos. Dentre estes, são seis capítulos regulares

e dois capítulos apêndices. O manuscrito está dividido de tal forma que são intercalados

capítulos com motivação teórica e capítulos de aplicações práticas da teoria apresentada.

O Capítulo 2 trata da teoria envolvida na estimação em sistemas com restrições de igual-

dade. Inicialmente o problema é definido e então é feita uma revisão de duas soluções ba-

seadas em filtro de Kalman. Também são apresentadas as extensões presentes na literatura

destes estimadores para sistemas não-lineares.

No Capítulo 3 são apresentadas contribuições sobre estimação com restrições de igual-
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dade: são descritos os métodos que utilizam sistemas descritores para se realizar esta esti-

mação, e também um método para fusão de dados em sistemas com correlação desconhecida

e restrições de igualdade.

O Capítulo 4 realiza a aplicação da teoria apresentada nos Capítulos 2 e 3 na estimação

de postura do pé de uma prótese robótica. É feita uma descrição do protótipo de prótese, um

detalhamento da aplicação e por fim são apresentados os resultados da utilização dos estima-

dores presentes na literatura e dos estimadores propostos baseados em sistemas descritores.

O Capítulo 5 destaca a área de robótica móvel, mais especificamente em SLAM. É de-

senvolvida uma aplicação de autolocalização baseada na teoria de estimação bayesiana. Na

sequência é proposta uma aplicação do estimador voltado para fusão de dados em sistemas

com correlação desconhecida e restrições de igualdade nas estruturas de um mapa geomé-

trico. São apresentados os resultados conjuntos utilizando o método de fusão e de autoloca-

lização.

O Capítulo 6 encerra com as conclusões e considerações finaissobre o trabalho desen-

volvido, e também as propostas de trabalhos futuros. Nos apêndices, o primeiro traz a equi-

valência entre o método proposto de estimação com restrições de igualdade em sistemas

lineares, com o método filtro de Kalman com medições aumentadas. O segundo trata de

conceitos básicos de robótica móvel utilizados no desenvolvimento da aplicação de SLAM.
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2 REVISÃO DE MÉTODOS PARA ESTIMAÇÃO DE ESTADOS EM SISTEMAS

COM RESTRIÇÕES DE IGUALDADE

“ Isn’t it enough to see that a garden is beautiful

without having to believe that

there are fairies at the bottom of it too?”

Douglas Adams

Neste capítulo, são apresentadas algumas soluções para a estimação de estados de sis-

temas dinâmicos com restrições de igualdade. É feita uma breve discussão dos prós e

contras da utilização de cada solução, além da demonstraçãode equivalência para alguns

casos. Serão tratadas com maior profundidade as soluções baseadas em filtro de Kalman

[38,39,41,42,54–65].

2.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

Considere o seguinte sistema não-linear discreto varianteno tempo

xk+1 = fk(xk, uk) + wk (2.1)

com a seguinte equação de medições

yk = hk(xk) + vk (2.2)

e a seguinte equação refere-se as restrições entre os estados

ck = gk(xk) + νk (2.3)

em quexk ∈ R
n é o vetor de estados do sistema no instantek; uk ∈ R

p é o vetor de entradas

de controle;wk ∈ R
n é um vetor aleatório representando o ruído de processo associado à

perturbações presentes no sistema e também a erros de modelamento;yk ∈ R
m é o vetor de

medições evk ∈ R
m é um vetor aleatório representando o ruído de medição. Assume-se que

os vetoreswk evk são de distribuição gaussiana de média nula e segue que

E







[

wk

vk

][

wk

vk

]T






=

[

Qk 0

0 Rk

]

δkj

em que E{·} é o operador esperança,δkj é a função delta de Kronecker (i.e. δkj = 1 se

k = j, 0 caso contrário). As matrizesQk ≥ 0 e Rk > 0 são conhecidas. O vetor de estados

xk, além da dinâmica (2.1), está sujeito às restrições (2.3), em queνk é um vetor aleatório de
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média nula e matriz de covariânciaUk. Define-se restrição uma relação conhecida entre os

seus estados. Para o caso em que se escreve (2.3), tem-se umarestrição fraca. As restrições

fracas tem como principal característica “permitir” que a restrição possua uma região de

soluções admissíveis. Esta região é definida pela matriz de covariânciaUk, que representa,

então, o nível de aderência dos estados à restrição [55]. Em suma, seUk = 0 tem-se que a

restrição é uma restrição forte, e caso contrário o nível de aderência dos estados à restrição é

dado porUk ≥ 0. As restrições podem igualmente serem escritas na seguinteforma

gk(xk) = ck (2.4)

em queck ∈ R
q é um vetor conhecido. Tem-se que (2.4) é chamada de umarestrição forte.

Uma restrição forte tem como principal objetivo representar relações que sejam conhecidas

de forma exata [55].

2.2 SOLUÇÕES PARA SISTEMAS LINEARES

Para o caso linear, rescreve-se o sistema (2.1) como

xk+1 = Akxk + Bkuk + wk (2.5)

e a equação de medições (2.2) como

yk = Ckxk + vk (2.6)

em que as matrizesAk ∈ R
n×n, Bk ∈ R

n×p e Ck ∈ R
m×n são conhecidas. As restrições

entre os estados (2.3) também são rescritas na seguinte forma linear

ck = Dkxk + νk (2.7)

em queck ∈ R
q é um vetor conhecido,Dk ∈ R

q×n é uma matriz conhecida e o número de

de restriçõesq.1 Considera-se que a matrizDk possui posto linha completo, ou seja posto

q. Esta condição é simples e possui um significado simples. SeDk não possui posto linha

completo, isto significa queDk possui restrições redundantes. Este caso é resolvido de forma

simples, removendo as linhas linearmente dependentes deDk até que a matriz possua posto

linha completo.

A partir da seguinte mudança de variáveis

x̄k = xk −D†
kck,

que visa realizar um descolamento dos estados de tal forma que a restrição possa ser escrita

na forma

Dkx̄k = 0.

1Geralmente considera-se que a dimensãoq < n. Pois nos casos de restrições fortes a estimação do estado

xk teria uma solução diretaxk = D
†
kck para restrições fortes.
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No trabalho realizado por Ko e Bitmead [59] alguns casos no que tange o modelamento de

sistemas com restrições são tratados:

1. {Akx̄k, Bkuk, wk} ∈ Kernel(Dk);

2. {Akx̄k, Bkuk} /∈ Kernel(Dk), ewk ∈ Kernel(Dk);

3. {Akx̄k, Bkuk, wk} /∈ Kernel(Dk).

Nos casos 1 e 2 o ruído de processo está restringido no espaço nulo deDk. Estes casos podem

descrever um sistema em que há certeza da dinâmica para alguns estados, e para os outros

casos, o ruído é acrescentado de forma a compensar a incerteza sobre a dinâmica. Assim

tem-se que a matriz de covariância do ruído de processowk é singular. No entanto, com o

modelamento do sistema da forma apresentada no caso 3, as restrições não serão satisfeitas

pelo ruído de processo. Nestes casos, há incerteza sobre a dinâmica em todos os estados.

Portanto, a restrição atua como uma informação extra sobre esta dinâmica. Teixeiraet al.[36,

64] apresenta as condições necessárias para que a dinâmica do sistema (2.5) e o ruído de

processowk resultem em um sistema linear com restrição.

O Filtro de Kalman (FK) é a solução clássica para estimação deestados em sistemas

lineares [71]. O FK é conhecido como o estimador ótimo linear, ou seja, o estimador que

resulta no mínimo erro médio quadrático e no mínimo traço da matriz de covariância para

sistemas dinâmicos lineares sujeitos a ruídos brancos Gaussianos no processo e medição

[72], além de ser o estimador de máximoa posteriori[73]. Além disso, o FK possui uma

formulação recursiva que torna a resolução simples e elegante. Como o FK é a solução

ótima para este problema linear, é impossível melhorar suasestimativas. Porém, a partir de

outras informações que são acrescentadas pelo uso das restrições, deseja-se obter estimativas

melhores do que sem as restrições.

2.2.1 Filtro de Kalman com Medições Aumentadas

Na literatura, o trabalho desenvolvido por Tahk e Speyer [38] é geralmente referenciado

como primeiro trabalho que trata este método de incorporação das restrições de igualdade no

FK. O Filtro de Kalman com Medições Aumentadas (FKMA) “observa” as restrições a cada

iteração. Ou seja, as restrições são tratadas como mediçõesadicionais, também chamadas de

pseudo-medições. Esta abordagem parte do pressuposto que a equação de correção do FK é

dada pelo estado estimadox̂k que minimiza o custo dado por:

J(xk) =
1

2
(xk − x̂k|k−1)

T P−1
k|k−1(x− x̂k|k−1) + (yk − Ckxk)

T R−1
k (yk − Ckxk). (2.8)

Considerando a equação de restrições lineares (2.7), o custo J(xk) é modificado para

J(xk)=
1

2
(xk − x̂k|k−1)

T P−1
k|k−1(x− x̂k|k−1) + (yk − Ckxk)

TR−1
k (yk − Ckxk)

+(ck −Dkxk)
T U−1

k (ck −Dkxk) (2.9)

13



Algoritmo 2.1 Equações do Filtro de Kalman com Medições Aumentadas
1: Inicialização.

Definax̂ma
0|0, ePma

0|0 .

2: para todo k > 0 fazer

3: Predição:

x̂ma
k|k−1 = Akx̂

ma
k−1|k−1 + Bkuk (2.10)

Pma
k|k−1 = AkP

ma
k−1|k−1A

T
k + Qk (2.11)

4: Novas variáveis:

yma
k =

[

yk

ck

]

, Cma
k =

[

Ck

Dk

]

, Rma
k =

[

Rk 0

0 Uk

]

. (2.12)

5: Correção e aplicação restrição:

Kma
k = Pma

k|k−1(C
ma
k )T (Cma

k Pma
k|k−1(C

ma
k )T + Rma

k )−1 (2.13)

x̂ma
k|k = x̂ma

k|k−1 + Kma
k (yma

k − Cma
k x̂ma

k|k−1) (2.14)

Pma
k|k = (In×n −Kma

k Cma
k )Pma

k|k−1 (2.15)

6: fim for

de forma a considerar também a restrição. Em [38], as restrições fortes (aquelas comUk = 0)

são transformadas em restrições fracas para que possam ser empregadas em (2.9). E a partir

desta nova função de custo, é possível verificar que modificando o vetor de medições em

uma forma aumentada, acrescentando as pseudo-medições provenientes das restrições

yma
k =

[

yk

ck

]

o custo (2.9), portanto, pode ser escrito na mesma forma que (2.8) [38]. Desta forma as

equações do FK são modificadas para incorporar as restriçõese resultando no FKMA. Estas

equações são apresentadas no Algoritmo 2.1.

A principal vantagem em se utilizar as restrições durante a filtragem é a redução da

incerteza associada à estimativa, ou seja, a matriz de covariânciaPma
k|k possui traço menor

que a matriz de covariância estimada sem o uso da restriçãoPk|k. Em [42], esta melhoria do

FKMA sobre o FK, considerando uma iteração em que ambos estimadores são inicializados

com a mesma estimativa e a mesma matriz de covariância

x̂ma
k|k−1 = x̂k|k−1, Pma

k|k−1 = Pk|k−1.

Após o cálculo de um passo utilizando (2.10)–(2.15) do Algoritmo 2.1 a matriz de covariân-

ciaPma
k|k resultante pode ser escrita de uma forma comparativa comPk|k

Pma
k|k = Pk|k − Pk|kD

T
k (DkPk|kD

T
k + Uk)

−1DkPk|k (2.16)
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que apresenta a melhora promovida pelo FKMA em uma iteração,ao se comparar com

relação ao FK sem a utilização das restrições. Pode-se constatar que o traço da matriz

Pma
k|k < Pk|k após o cálculo de (2.16), pois acimaPk|k é subtraída de uma matriz semi-

definida positiva.

2.2.2 Filtro de Kalman com Restrições de Igualdade

O filtro de Kalman com restrições de igualdade (FKRI) resume-se a calcular inicialmente

a estimativa utilizando as equações do FK sem restrição e então calcular a projeção desta

estimativa no hiperplano definido pelas restrições. O cálculo da projeção pode ser derivada

para restrições fortes a partir do seguinte problema de minimização com restrições:
{

x̂ri
k|k = minx(x− x̂k|k)P

−1
k|k (x− x̂k|k)

sujeito à Dkx = ck

(2.17)

e resolver-se este problema definindo o Lagrangiano

L(x, λ) = min
x

(x− x̂k|k)P
−1
k|k (x− x̂k|k) + λ(Dkx− ck)

que resulta na seguinte estimativa e matriz de covariância

x̂ri
k|k = xk|k + Pk|kD

T
k (DkPk|kD

T
k )−1(ck −Dkxk|k)

P ri
k|k = (In×n − Pk|kD

T
k (DkPk|kD

T
k )−1Dk)Pk|k.

De fato, no problema (2.17) ao invés de se trabalhar com a matriz de covariânciaPk|k é

possível utilizar qualquer matrizW > 0. No entanto, dentre todas as escolhas possíveis para

essa matriz de ponderaçãoW , tem-se que a utilização deW−1 = Pk|k resulta na matriz de

covariânciaP ri
k|k com menor traço [57]. Consequentemente a escolhaW−1 = Pk|k torna-se

a mais conveniente. O desenvolvimento para restrições fracas é feita com uma mudança

na função de custo a ser minimizada. Em suma, as equações do FKsão utilizadas para

calcular a estimativa não restringida, e a partir desta estimativa uma projeção no hiperplano

das restrições é calculada utilizando a matriz de covariâncias da estimativa, as equações do

FKRI são apresentadas no Algoritmo 2.2.

A utilização do FKRI pode ser facilmente estendida para casos em que o sistema pos-

sui restrições de desigualdade [74]. Em cada passo de amostragem, deve-se verificar se as

restrições são satisfeitas. Se estas forem de fato satisfeitas, o problema das restrições de de-

sigualdade está resolvido. Caso contrário, as restrições de igualdade são utilizadas de forma

a resultar em uma estimativa que satisfaça a restrição. Estemétodo para aplicação de res-

trições de desigualdade é corroborada pela programação nãolinear com restrições [75], em

que o problema é resolvido desconsiderando os casos em que asrestrições de desigualdade

estão inativas, ou seja, as restrições são satisfeitas e tratando-as como restrições de igualdade

quando estão ativas.
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Algoritmo 2.2 Equações do filtro de Kalman com restrições de igualdade
1: Inicialização.

Definax̂ri
0|0, eP ri

0|0.

2: para todo k > 0 fazer

3: Predição:

x̂ri
k|k−1 = Akx̂

ri
k−1|k−1 + Bkuk (2.18)

P ri
k|k−1 = AkP

ri
k−1|k−1A

T
k + Qk (2.19)

4: Correção:

Kri
k = P ri

k|k−1C
T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1 (2.20)

x̌ri
k|k = x̂ri

k|k−1 + Kri
k (yk − Ckx̂

ri
k|k−1) (2.21)

P̌ ri
k|k = (In×n −Kri

k Ck)P
ri
k|k−1 (2.22)

5: Projeção da estimativa no hiperplano das restrições:

x̂ri
k|k = x̌ri

k|k + P̌ ri
k|kD

T
k (DkP̌

ri
k|kD

T
k + Uk)

−1(ck −Dkx̌
ri
k|k) (2.23)

P ri
k|k = P̌ ri

k|k − P̌ ri
k|kD

T
k (DkP̌

ri
k|kD

T
k + Uk)

−1DkP̌
ri
k|k (2.24)

6: fim for

Na literatura, há incerteza no que diz respeito ao primeiro trabalho a apresentar este

método. Norton [54] apresenta uma forma de se utilizar restrições na estimação de parâ-

metros a partir do FK. Porém não são feitas considerações sobre sistemas dinâmicos. Já

Alouani e Blair [39] apresentam este método para resolver o problema de rastreamento de

alvos com velocidade constante, mas a etapa de projeção é referenciada como de pseudo-

medição. As equações são desenvolvidas a partir do FKMA apresentado em [38]. Mas o

desenvolvimento é apenas heurístico. Também são apresentados estudos no que diz respeito

à estabilidade do filtro projetado e sobre a estimativa resultante a fim de que não se torne

enviesada para alguns casos específicos. Simon e Chia [57] apresenta este mesmo método

em um trabalho posterior, porém com o argumento que o trabalho havia sido desenvolvido

de forma independente em [76]. Neste trabalho é feita apresentação formal deste método,

que é desenvolvida a partir de três princípios: máxima probabilidade, erro médio quadrático

e projeção no hiperplano das restrições. Teixeiraet al. [36, 64] apresenta uma derivação um

pouco diferente para o problema de estimação com restriçõeslineares. A partir da função de

custo utilizada para derivação da etapa de correção do FK [73] e da definição de um Lagran-

giano, chega-se ao mesmo resultado encontrado no FKMA. Outra contribuição de [36, 64]

refere-se a forma em que as equações são escritas de forma a facilitar a utilização em méto-

dos não lineares [35, 36]. O FKRI também é tratado em [59, 61],em que outra forma para

se escolher a incerteza de processo é apresentada. Se o sistema for modelado a partir dos
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casos 1 e 2 apresentados na Seção 2.2, pode-se escolher para aincerteza de processo uma

matriz de covariância de menor traço. Em [63, 65] são apresentados métodos que utilizam a

projeção do ganho de Kalman.

2.2.3 Relações entre FKMA e FKRI

Com a formulação de dois métodos de estimação para sistemas com restrições lineares

baseados no FK surge uma pergunta: como estariam relacionadas as estimativas e incertezas

resultantes a partir do uso FKRI e do FKMA? Esta pergunta remete ao fato que ambos esti-

madores são desenvolvidos a partir do FK, mas formas diferentes são utilizadas na solução.

Esta análise também está presente em [64], mas foi desenvolvida aqui de forma indepen-

dente. Inicialmente pode-se fazer uma análise a partir do cálculo em uma etapa do FKRI.

Como comparação das matrizes de covariâncias resultantes,utiliza-se a partir de um passo

da resolução do FKRI (2.22) e (2.24), resultando em:

P ri
k|k =

(

P ri
k|k−1 −

(

P ri
k|k−1C

T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1
))

−
(

P ri
k|k−1 −

(

P ri
k|k−1C

T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1
))

DT
k

×
(

Dk

(

P ri
k|k−1 −

(

P ri
k|k−1C

T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1
))

DT
k + Uk

)−1

×Dk

(

P ri
k|k−1 −

(

P ri
k|k−1C

T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1
))

e após algum trabalho algébrico, verifica-se

P ri
k|k = P ri

k|k−1 − P ri
k|k−1

[

Ck

Dk

]T [

S−1
11 + S−1

11 S12∆
−1S21S

−1
11 −S−1

11 S12∆
−1

∆−1S21S
−1
11 ∆−1

][

Ck

Dk

]

P ri
k|k−1

em que:

{

S11 = (CkP
ri
k|k−1C

T
k + Rk), S12 = CkP

ri
k|k−1D

T
k ,

S21 = ST
12 = DkP

ri
k|k−1C

T
k , S22 = (DkP

ri
k|k−1D

T
k + Uk).

(2.25a)

∆ = S11 − S12S
−1
22 S21. (2.25b)

Utilizando o lema da inversão de matrizes ([77] p. 22), verifica-se:

P ri
k|k = P ri

k|k−1 − P ri
k|k−1

[

Ck

Dk

]T




[

Ck

Dk

]

Pk|k−1

[

Ck

Dk

]T

+

[

Rk 0

0 Uk

]





−1
[

Ck

Dk

]

P ri
k|k−1

comparando com a solução de (2.12) e (2.15) do FKMA, se ambos filtros forem inicializados

com a mesma matriz de covariânciaPma
k−1|k−1 = P ri

k−1|k−1, para o caso linear conclui-se que

as matrizes de covariância do FKRI e do FKMA são algebricamente equivalentes. Essa

equivalência também pode ser verificada, pelo caminho contrário, a partir de (2.16)

Pma
k|k = Pk|k − Pk|kD

T
k (DkPk|kD

T
k + Uk)

−1DkPk|k
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e utilizando a matriz de covariânciasP ri
k−1|k−1 = Pk−1|k−1 em (2.19), verifica-se que (2.22)

resulta em

P ri
k|k = Pk|k − Pk|kD

T
k (DkPk|kD

T
k + Uk)

−1DkP
ri
k|k.

Com este resultado é possível constatar de novo a equivalência algébrica para as matrizes

de covariância do FKRI e do FKMA. Com relação às estimativas,utiliza-se a partir de um

passo da resolução do FKRI (2.21) e (2.23), resultando em

x̂ri
k|k =

(

x̂ri
k|k−1 + P ri

k|k−1C
T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1(yk − Ckx̂
ri
k|k−1)

)

+
(

P ri
k|k−1 − P ri

k|k−1C
T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1CkP
ri
k|k−1

)

DT
k

× (Dk

(

P ri
k|k−1 − P ri

k|k−1C
T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1CkP
ri
k|k−1

)

DT
k + Uk)

−1

×
(

ck −Dk

(

x̂ri
k|k−1 + P ri

k|k−1C
T
k (CkP

ri
k|k−1C

T
k + Rk)

−1(yk − Ckx̂
ri
k|k−1)

))

e após algum trabalho algébrico, verifica-se

x̂ri
k|k = x̂ri

k|k−1 + P ri
k|k−1

×
[

Ck

Dk

]T [

S−1
11 + S−1

11 S12∆
−1S21S

−1
11 −S−1

11 S12∆
−1

−∆−1S21S
−1
11 ∆−1

]([

yk

ck

]

−
[

Ck

Dk

]

xri
k|k−1

)

comS11, S12, S21, S22 e ∆ dados por (2.25). Como feito para o caso da matriz de covari-

ância, aplica-se o lema da inversão de matrizes ([77] p. 22),resultando em

x̂ri
k|k = x̂ri

k|k−1 + P ri
k|k−1

×
[

Ck

Dk

]T




[

Ck

Dk

]

P ri
k|k−1

[

Ck

Dk

]T

+

[

Rk 0

0 Uk

]





−1
([

yk

ck

]

−
[

Ck

Dk

]

x̂ri
k|k−1

)

.

Como feito para a matriz de covariância, comparando a equação acima com a solução de

(2.12) e (2.14) do FKMA, se ambos filtros forem inicializadoscom a mesma estimativa

x̂ri
k−1|k−1 = x̂ma

k−1|k−1 e matriz de covariânciaPma
k−1|k−1 = P ri

k−1|k−1 , conclui-se para o caso

linear que as estimativas do FKRI e do FKMA são algebricamente equivalentes.

Uma segunda forma de se observar esta equivalência entre os métodos é lembrando que

a utilização da mudança de variáveis do FKMA (2.12) descreveque as mediçõesyk são in-

dependentes. E partindo desta idéia de independência das restrições e das medições, tem-se

que todas as restriçõesck podem ser aplicadas de forma sequencial no FK, e portanto resul-

tando no FKRI. Estendendo esta propriedade pode-se aplicarcada restrição no FKRI como

uma etapa de projeção e de novo verifica-se a possibilidade daaplicação das restrições tanto

de igualdade quanto de desigualdade, sendo que estas últimas não são tratadas diretamente

quando se trabalha com o FKMA.

No quesito eficiência computacional, o método do FKRI possuivantagem sobre o FKMA.

Isto ocorre pois a operação mais complexa nestes métodos é o cálculo da inversa no ganho

de Kalman em (2.13) para o FKMA e em (2.20), (2.23) e (2.24) para o FKRI. O cálculo da
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inversa é um algorítmo de ordemO(N3) e enquanto no FKMA é necessário inverter uma

matriz de dimensão(m + q)× (m + q). Por outro lado, no FKRI é necessário inverter uma

matriz de dimensão(m × m) e outra de dimensão(q × q). Porém em casos envolvendo

dimensões pequenas o esforço computacional dos dois algoritmos não será muito diferente.

2.3 SOLUÇÕES PARA SISTEMAS NÃO-LINEARES

Até agora foram apresentadas as formas de se utilizar as restrições de igualdade para

melhorar o desempenho do FK. As soluções baseadas em FK apresentadas na literatura são

equivalentes algebricamente, porém em casos práticos podem chegar a resultados levemente

diferentes [42]. Para sistemas não-lineares as soluções apresentadas são modificadas pela

incapacidade do FK em tratar sistemas não-lineares em sua forma original e também pela

inexistência de uma solução fechada que abranja todos os sistemas não-lineares e que seja

ótima.

Uma das soluções mais utilizadas pela engenharia na estimação em sistemas não-lineares

sem restrições é o filtro de Kalman estendido (FKE) [72, 73]. OFKE utiliza uma expansão

em série de Taylor para aproximar o modelo formado por (2.1) e(2.2) por um novo modelo

de pequenos sinais. Então as equações do FK são utilizadas para este modelo linearizado.

Seguindo neste caminho, na literatura, também é proposto o filtro de Kalman estendido itera-

tivo (FKEI) [73], uma aplicação iterativa que visa reduzir os erros produzidos pelo processo

de linearização em troca de um esforço computacional maior.Da mesma forma que feito

para o FK, deseja-se obter estimativas melhoradas utilizando as restrições comparado ao

FKE e FKEI sem o uso de restrições.

2.3.1 Filtro de Kalman Estendido com Medições Aumentadas

No trabalho de Tahk e Speyer [38] apesar da definição heurística de medições aumenta-

das, ou pseudo-medições, ter sido feita para o caso linear, sua implementação considerava

restrições não-lineares provenientes do movimento considerado para aeronaves ou mísseis

aéreos. Desta forma as equações de predição (2.28) e correção (2.40) da matriz de covariân-

cia empregam a forma linearizada de propagação de incertezas e tornam-se semelhantes às

equações do FKMA. As equações para o FKEMA estão apresentados no Algoritmo 2.3.

Como o FKE resulta de um truncamento da série de Taylor da função de observação au-

mentada (2.29) em [38, 55] é proposto que a matriz de covariância das pseudo-observações

Mk utilizada seja não nula. Esta alteração compensaria erros provenientes da linearização,

com a troca de que a restrição agora seria do tipo fraca e não são mais do tipo forte. Em

De Geeteret. al. [41] trata-se diretamente das diferenças entre a aplicaçãodas restrições

lineares e não lineares. Neste trabalho, é apresentado que esta aplicação das restrições na
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Algoritmo 2.3 Equações do Filtro de Kalman Estendido com Medições Aumentadas
1: Inicialização.

Definaxma
0|0, ePma

0|0 .

2: para todo k > 0 fazer

3: Calcular:

Ak =
∂fk(x, uk)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̂ma
k−1|k−1

(2.26)

4: Predição:

x̂ma
k|k−1 = fk(x̂

ma
k−1|k−1, uk) (2.27)

Pma
k|k−1 = AkP

ma
k−1|k−1A

T
k + Qk (2.28)

5: Novas variáveis:

yma
k =

[

yk

ck

]

, hma
k (x) =

[

hk(x)

gk(x)

]

, Cma
k =

∂hma
k (x)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̂ma
k|k−1

, Rma
k =

[

Rk 0

0 Mk

]

. (2.29)

6: Correção e aplicação restrição:

x̂ma
k|k = x̂ma

k|k−1 + Kma
k

(

yma
k − hma

k (x̂ma
k|k−1)

)

(2.30)

Pma
k|k = (In×n −Kma

k Cma
k )Pma

k|k−1 (2.31)

Kma
k = Pma

k|k−1(C
ma
k )T (Cma

k Pma
k|k−1(C

ma
k )T + Rma

k )−1 (2.32)

7: fim for

forma linearizada acaba sendo afetada por dois tipos de erros: truncamento e ponto de line-

arização. Os erros de truncamento aparecem, pois a função não-linear é truncada a partir do

primeiro termo. Uma forma de se superar este erro seria com a utilização de métodos itera-

tivos como o FKEI [73] ou então o Pseudo Filtro de Kalman [56].Porém o erro no ponto de

linearização pode causar problemas permanentes à estimativa com restrição. Em [38, 55] a

estimativa predita é utilizada na linearização da função demedições aumentadas.

2.3.2 filtro de Kalman estendido com restrições de igualdade

Assim como feito para sistemas lineares na Seção 2.2.2, o filtro de Kalman estendido com

restrições de igualdade (FKERI) utiliza o FKE para calculara estimativa sem a aplicação da

restrição, então é feita a projeção no hiperplano das restrições. No entanto, as restrições são

não-lineares e não existe uma forma direta para esta projeção, portanto, como apresentado

em [57] utiliza-se uma forma linearizada da equação de restrição para se fazer a projeção, ou

seja, para tanto considere a restrição (2.4) aplicada à estimativax̂pe
k|k

gk(x̂
pe
k|k) = ck
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então, a forma linearizada é obtida considerando a expansãoem série de Taylor em torno da

estimativǎxpe
k|k

gk(x̂
pe
k|k) ≈ Dpe

k x̂pe
k|k = cpe

k (2.33)

em quecpe
k = ck − g(x̌pe

k|k) + Dpe
k x̌pe

k|k e Dpe
k = ∂gk(x)

∂x

∣

∣

∣

x=x̌
pe

k|k

. Desta forma pode-se utilizar

(2.23) e (2.23), porém ao se substituir (2.33) em (2.23), obtém-se

x̂pe
k|k = x̌pe

k|k + P̌ pe
k|k(D

pe
k )T (Dpe

k P̌ pe
k|k(D

pe
k )T + Mk)

−1
(

ck − g(x̌pe
k|k)
)

. (2.34)

As equações para o FKERI são apresentadas no Algoritmo 2.4.

Em Simon e Chia [57], é apresentada esta forma de utilização do FKRI na forma de

FKERI. Diferentemente do caso linear, não se pode afirmar quea utilização deP̌ pe
k|k na pro-

jeção resulta no estimador ótimo, pois a forma do FKERI é linearizada e portanto este esti-

mador é subótimo desde a concepção. Em De Geeteret. al. [41] é apresentado um método

iterativo para projeção das estimativas. Neste caso, a variância de cada estimativa é au-

mentada artificialmente, permitindo que a estimativa não fique no plano definido por uma

restrição linearizada longe do ponto real. Em Julier e LaViola [62] é proposto um método

que resulta em estimativas com matriz de covariância não singular. Após o cálculo da esti-

mativa projetada, a matriz de covariância da estimativa sema projeção é transladada para a

nova média cálculada com restrição.

2.3.3 Comparação entre o FKEMA e FKERI

Como visto na Seção 2.2.3, para o caso linear existe uma equivalência algébrica entre

o FKMA e o FKRI. Contudo, para o caso não-linear esta equivalência não é mais válida.

Enquanto o FKEMA utiliza a estimativa predita para linearizar a equação de medições-

aumentadas e a partir desta operação obtém-se a estimativa com restrição, o FKRI utiliza

a estimativa resultante de uma iteração do FKE para linearizar e projetar a estimativa no

hiperplano das restrições. Portanto, a linearização realizada em pontos diferente resulta em

estimativas diferentes.
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Algoritmo 2.4 Equações do filtro de Kalman estendido com restrições de igualdade
1: Inicialização.

Definax̂pe
0|0, eP pe

0|0.

2: para todo k > 0 fazer

3: Calcular:

Ak =
∂fk(x)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̂ma
k−1|k−1

(2.35)

4: Predição:

x̂pe
k|k−1 = Akx̂

pe
k−1|k−1 + Bkuk (2.36)

P pe
k|k−1 = AkP

pe
k−1|k−1A

T
k + Qk (2.37)

5: Calcular:

Ck =
∂hk(x)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̂
pe

k|k−1

(2.38)

6: Correção:

x̌pe
k|k = x̂pe

k|k−1 + Kpe
k (yk − Ckx̂

pe
k|k−1) (2.39)

P̌ pe
k|k = (In×n −Kpe

k Ck)P
pe
k|k−1 (2.40)

Kpe
k = P pe

k|k−1C
T
k (CkP

pe
k|k−1C

T
k + Rk)

−1 (2.41)

7: Calcular:

Dpe
k =

∂gk(x)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̌
pe

k|k

(2.42)

8: Projeção da estimativa no hiperplano das restrições:

x̂pe
k|k = x̌pe

k|k + P̌ pe
k|k(D

pe
k )T (Dpe

k P̌ pe
k|k(D

pe
k )T + Mk)

−1
(

ck − gk(x̌
pe
k|k)
)

(2.43)

P pe
k|k = P̌ pe

k|k − P̌ pe
k|k(D

pe
k )T (Dpe

k P̌ pe
k|k(D

pe
k )T + Mk)

−1Dpe
k P̌ pe

k|k (2.44)

9: fim for
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3 ALGUMAS CONTRIBUIÇÕES SOBRE ESTIMAÇÃO DE ESTADOS EM

SISTEMAS COM RESTRIÇÕES DE IGUALDADE

“You see, madness, as you know, is... like gravity...

All it takes is a little push!”

The Joker

Neste capítulo, é apresentada uma forma de se utilizar sistemas descritores para repre-

sentar sistemas com restrições de igualdade e, a partir deste novo sistema, há a possibilidade

da estimação em sistemas com incertezas de parâmetros e restrições de igualdade. Também é

apresentada um novo estimador para sistemas com restriçõesde igualdade em que a correla-

ção entre as medições é desconhecida. Estas novas formulações são utilizadas nos capítulos

posteriores para validação e demonstração de usabilidade.

3.1 UMA ABORDAGEM COM SISTEMAS DESCRITORES PARA ESTIMAÇÃO

EM SISTEMAS COM RESTRIÇÕES DE IGUALDADE

Como exposto na introdução, um dos objetivos deste trabalhoconsiste em apresentar uma

formulação para a estimação de estados de sistemas com restrições na forma de um sistema

descritor. Sistemas descritores lineares são equações dinâmicas que podem ser escritas como

Ek+1xk+1 = Fkxk + wk (3.1)

e equação de medições similar à dos sistemas lineares (2.2)

yk = Hkxk + vk (3.2)

em quexk ∈ R
n e yk ∈ R

m são respectivamente os vetores de estados e de medições, e

as matrizesEk+1 ∈ R
n×j , Fk ∈ R

n×j e Hk ∈ R
m×n são conhecidas. O vetorwk ∈ R

j é

um vetor aleatório que modela as incertezas de processo, ao passo quevk ∈ R
m é um vetor

aleatório que modela as incertezas de medição. Para os sistemas descritores, assim como

para a representação na forma de estados, assume-se quewk evk tem distribuição Gaussiana

de média nula e matriz de covariâncias conhecida e também sabe-se que

E







[

wk

vk

][

wk

vk

]T






=

[

Wk 0

0 Vk

]

δkj .

De forma a escrever o sistema com restrições lineares como umsistema descritor, consi-

dera-se inicialmente a forma do sistema linear (2.5) sem entradas externas

xk+1 = Akxk + wk
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com as seguintes restrições lineares de estados (2.7)

c = Dkxk + υk

e definindoxk =
[

xT
k cT

k+1

]T

como variável de estado do sistema descritor dado por (3.1),

pode-se escrever o sistema da seguinte forma:






In×n 0n×q

Dk 0q×q

0n×q Iq×q






xk+1 =







Ak 0n×q

0q×n Iq×q

0n×q Iq×q






xk +







wk

νk

0q






,

somente para os casos em que o vetorck+1 = ck. Definindoyk = yk a a partir de (2.6),

pode-se escrever (3.2) como

yk =
[

Ck 0m×q

]

xk + vk.

E propõe-se que o sistema dado por (3.1) e (3.2) seja, portanto, utilizado na estimação de

sistemas lineares com restrições de estados. O desenvolvimento do estimador para sistemas

descritores lineares é feito da mesma forma que para o FK em [78,79], o resultado é chamado

filtro de Kalman para sistemas descritores (FKSD) devido a semelhança e as propriedades

que compartilha com o FK. A estimação utilizando esta formulação está apresentada no

Algoritmo 3.1. Um problema comum na estimação em sistemas descritores refere-se à in-

vertibilidade das matrizes em (3.5) e (3.6). Nikoukhahet. al. [78] trata deste problema, e a

existência da matriz inversa necessária para o cálculo segue do Lema 3.1.

Lema 3.1([78]). SejamZ ≥ 0 e X matrizes de posto coluna completo. Se
[

Z X
]

possui

posto linha completo, então a matriz

[

Z X

X 0

]

é invertível.

Escrevendo a matrizZ =

[

FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m

0m×n Vk

]

, tem-seR ≥ 0 poisVk > 0 e

FkPk−1|k−1F
T
k + Wk ≥ 0. A matrix X =

[

Ek+1

Hk

]

possui posto coluna completo, portanto

para existir a inversa de

[

Z X

X 0

]

precisa-se garantir que
[

Z X
]

tenha posto linha com-

pleto. Isto de fato ocorre, poisDk possui posto linha completo eVk > 0. Portanto, utilizando

esta escolha de variáveis para o sistema descritor, um eventual resultado de singularidade em

P sd
k|k não é mais motivo de preocupação no processo de estimação. Damesma forma que

foi questionado se haveria uma relação entre os os métodos FKMA e FKRI, apresentados

anteriormente. Pergunta-se: haveria alguma relação entrea utilização do FKSD proposta no

Algoritmo 3.1 e o método FKMA? A resposta é positiva, existe uma equivalência algébrica

entre os dois métodos de estimação com restrições e esta relação é demonstrada no Apêndice

A. Porém, este método possui duas desvantagens com relação ao FKMA e ao FKRI:
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Algoritmo 3.1 Estimação em sistemas lineares com restrições de igualdadeutilizando filtro

de Kalman para sistemas descritores
1: Inicialização.

Definax̂sd
0|0, eP sd

0|0.

2: para todo k > 0 fazer

3: Defina as matrizes:






















































Ek+1 =











In×n 0n×q

Dk 0q×q

0n×q Iq×q











, Fk =











Ak 0n×q

0q×n Iq×q

0n×q Iq×q











,

Wk =











Qk 0n×q 0n×q

0q×n Uk 0q×q

0q×n 0q×m 0q×q











, Hk =
[

Ck 0q×m

]

, Vk = Rk.

(3.3)

4: Variáveis utilizadas no cálculo da estimativa:

x̂k−1|k−1 =

[

x̂sd
k−1|k−1

ck+1

]

, Pk−1|k−1 =

[

P sd
k−1|k−1 0n×q

0q×n 0q×q

]

, yk = yk (3.4)

5: Cálculo da estimativa:

x̂k|k =
[

0 0 I
]







FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





Fkx̂k−1|k−1

yk

0






(3.5)

Pk|k = −
[

0 0 I
]







FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





0

0

I






(3.6)

6: Recuperação dos estados e matriz de covariâncias:

x̂sd
k|k =

[

I 0
]

x̂k|k, P sd
k|k =

[

I 0
]

Pk|k

[

I

0

]

(3.7)

7: fim for

1. O FKSD não é dividido em etapas de predição e correção, existe somente uma etapa

de assimilação de dados. Isto é uma desvantagem em aplicações que em alguns

períodos de amostragem as medições não estão disponíveis, pois deve-se alterar a

forma de (3.5) e (3.6).

2. É necessário inverter uma matriz de dimensões maiores, aumentando tempo de pro-

cessamento.
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3.1.1 Aproximação para sistemas não-lineares

Anteriormente, foi apresentado um método para estimação deestados em sistemas li-

neares com restrições lineares utilizando uma formulação baseada em sistemas descritores.

Em geral, aplicações na engenharia apresentam alguma não-linearidade, seja no modelo de

processo ou medição ou nas restrições, desta forma torna-seimportante o desenvolvimento

de filtros não-lineares. Um dos filtros não-lineares baseados no FK é o FKE e uma das sua

formalização é feita a partir de um modelo de pequenos sinaisdo modelo não-linear [73].

Então, é feita a expansão por série de Taylor de (2.5) em tornodex̂sd
k−1|k−1 e desconsiderando

os termos de ordem maior que um para modelo de processo (2.1),tem-se que

fk(xk, uk) ≈ fk(x̂
sd
k−1|k−1, uk) + Fk(xk − x̂sd

k−1|k−1),

em queFk = ∂fk(x,uk)
∂x

∣

∣

∣

x=x̂sd
k−1|k−1

. Para as medições não-lineares (2.2), tem-se

hk(xk) ≈ hk(x̂
sd
k−1|k−1) + Hk(xk − x̂sd

k−1|k−1),

em queHk = ∂hk(x)
∂x

∣

∣

∣

x=x̂sd
k−1|k−1

, ao passo que para as restrições não-lineares (2.3), tem-se

g(xk) ≈ g(x̂sd
k−1|k−1) + Dk(xk − x̂sd

k−1|k−1),

em queDk = ∂g(x)
∂x

∣

∣

∣

x=x̂sd
k−1|k−1

. E a partir destas linearizações, pode-se rescrever (2.1),(2.2),

(2.3) da seguinte forma

xk+1 = Fkxk − Fkx̂
sd
k−1|k−1 + fk(x̂

sd
k−1|k−1, uk) + wk,

yk + Hkx̂
sd
k−1|k−1 − hk(x̂

sd
k−1|k−1) = Hkxk + vk,

ck + Dkx̂
sd
k−1|k−1 − g(x̂sd

k−1|k−1) = Dkxk + νk.

A partir da seguinte definição de novas variáveis

uk = fk(x̂
sd
k−1|k−1, uk)− Fkx̂

sd
k−1|k−1,

yk = yk + Hkx̂
sd
k−1|k−1 − hk(x̂

sd
k−1|k−1),

ck = ck + Dkx̂
sd
k−1|k−1 − g(x̂sd

k−1|k−1),

xk =
[

xT
k cT

k

]T

,

então, pode-se escrever o problema da estimação do sistema não-linear na seguinte forma

linearizada






In×n 0n×q

Dk 0q×n

0q×n Iq×q






xk+1 =







Fk 0n×q

0q×n Iq×q

0q×n Iq×q






xk +







uk

0q

0q






+







vk

νk

0q






,

yk =
[

Hk 0m×q

]

xk + vk,
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Algoritmo 3.2 Estimação em sistemas com restrições não-lineares de igualdade utilizando

filtro de Kalman para sistemas descritores
1: Inicialização.

Definax̂sd
0|0, eP sd

0|0.

2: para todo k > 0 fazer

3: Calcule as matrizes linearizadas:

Fk =
∂fk(x, uk)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̂sd
k−1|k−1

, Hk =
∂hk(x)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̂sd
k−1|k−1

, Dk =
∂g(x)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̂sd
k−1|k−1

.(3.8)

4: Defina as matrizes:






















































Ek+1 =











In×n 0n×q

Dk 0q×n

0q×n Iq×q











, Fk =











Fk 0n×q

0q×n Iq×q

0n×q Iq×q











,

Wk =











Qk 0n×q 0n×q

0q×n Uk 0q×q

0q×n 0q×m 0q×q











, Hk =
[

Hk 0q×m

]

, Vk = Rk.

(3.9)

5: Variáveis utilizadas no cálculo da estimativa:

uk = fk(x̂
sd
k−1|k−1, uk)− Fkx̂

sd
k−1|k−1,

yk = yk + Hkx̂
sd
k−1|k−1 − hk(x̂

sd
k−1|k−1),

ck = ck + Dkx̂
sd
k−1|k−1 − g(x̂sd

k−1|k−1),

x̂k−1|k−1 =

[

x̂sd
k−1|k−1

ck+1

]

, Pk−1|k−1 =

[

P sd
k−1|k−1 0n×q

0q×n 0q×q

]

.

6: Cálculo da estimativa:

x̂k|k =







0

0

I







T 





FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





Fkx̂k−1|k−1 + uk

yk

0






(3.10)

Pk|k = −







0

0

I







T 





FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





0

0

I






(3.11)

7: Recuperação dos estados e matriz de covariâncias:

x̂sd
k|k =

[

I 0
]

x̂k|k, P sd
k|k =

[

I 0
]

Pk|k

[

I

0

]

8: fim for

27



e utilizando o mesmo procedimento de [78] para o desenvolvimento do filtro, resulta no

FKSD aplicado ao sistema com restrições linearizado, que é apresentado no Algoritmo 3.2.

A partir deste desenvolvimento, é possível se fazer a estimação de estados em sistemas

não-lineares utilizando sistemas descritores. No entanto, alguns pontos devem ser observa-

dos. Primeiramente, este é um estimador subótimo e assim como feito para o FKE, o modelo

linear utilizado é, na verdade, uma linearização do sistemanão-linear original. Esta linea-

rização pode causar problemas com relação ao ponto de operação. Igualmente, devido ao

truncamento da série de Taylor, a situação é “piorada” devido ao fato que a linearização é

realizada tomando como ponto de operação a estimativa realizada no instante anterior. Ao

contrário do FKE que possuindo duas etapas, utiliza a estimativa anterior na etapa de pre-

dição e a estimativa predita na etapa de correção. E devido àslinearizações antecipadas,

esta formulação, provavelmente, não obterá um resultado melhor do que as abordagens que

utilizam a formulação em duas etapas. Porém, esta abordagemabre um novo espaço no que

diz respeito à utilização de estimadores robustos.

3.1.2 Extensão utilizando filtragem robusta em sistemas descritores com incertezas de

parâmetros

Em alguns casos, o modelamento feito para sistemas linearespode apresentar incertezas

com relação aos parâmetros de projeto. Um sistema descritorlinear variante no tempo com

incertezas de parâmetros é escrito da seguinte forma

(Ek+1 + δEk+1)xk+1 = (Fk + δFk)xk + wk (3.12)

com a equação de medições dada por

yk = (Hk + δHk)xk + vk (3.13)

em queEk+1 ∈ R
m×n, Fk ∈ R

m×n, e Hk ∈ R
p×n são às matrizes nominais conhecidas,

δEk+1 ∈ R
m×n, δFk ∈ R

m×n e δHk ∈ R
p×n são matrizes variantes que representam as

incertezas associadas as matrizes nominais. Assume-se queas incertezas possam ser escritas

nas seguintes estruturas

δEk = Me,k∆kNe,k, δFk = Mf ,k∆kNf ,k, δHk = Mh,k∆kNh,k

em queMe,k, Mf ,k, Mh,k, Ne,k, Nf ,k e Nh,k são matrizes conhecidas, e∆k é uma matriz

limitada com norma menor ou igual a 1.

Em robótica, geralmente não se consideram as incertezas associadas às matrizes do mo-

delo do sistema. Pode-se utilizar como exemplo sistemas não-lineares utilizados em sua

forma linearizada. A partir da expansão das funções não-lineares em série de Taylor, os

termos de ordem superior são desconsiderados. Porém, mesmoque estes termos de ordem

superior não estejam escritos de forma explícita, estes podem ser adicionados nas matrizes
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de incertezas. Com relação ao problema de linearização forado ponto de operação. Estas

também podem ser igualmente acrescentas nas incertezas dasmatrizes. No caso de estima-

ção em sistemas com restrições de igualdade não-lineares, autilização deste método visa

aumentar a aderência dos estados às restrições.

O desenvolvimento de um estimador para este sistema parte dapremissa de se obter a

estimativa que minimize o erro médio quadrático das estimativa e ao mesmo tempo maximize

as incertezas admissíveis. Filtros que consideram esta premissa, são chamados de filtros

robustos a incertezas de parâmetros. Em se tratando de sistemas descritores, um resultado

conhecido é o chamado filtro de Kalman robusto para sistemas descritores (FKRSD) [80]. A

solução deste filtro passa pela determinação de um parâmetroescalarλ e então cálcular os

seguintes parâmetros estendidos:






















































Ŵk := Wk − λ−1
k Mf ,kM

T
f ,k, Wk :=





Ŵk 0

0 I



 ,

V̂k := Vk − λ−1
k Mh,kM

T
h,k, Vk :=





V̂k 0

0 I



 ,

Êk+1 :=





Êk+1
√

λkNe,k+1



 , F̂k :=





F̂k

√
λkNf ,k



 , Ĥk :=





Ĥk

√
λkNh,k



 , zk :=





yk

0



 .

(3.14)

a partir destes parâmetros estendidos, pode-se cálcular a estimativax̂k|k e a matriz de covari-

ânciasPk|k da seguinte forma

x̂k|k =







0n×q

0n×m

In×n







T 





FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





Fkx̂k−1|k−1

zk

0n






(3.15)

Pk|k = −







0n×q

0n×m

In×n







T 





FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





0n×q

0n×m

In×n






. (3.16)

Pode-se verifiar a semelhança deste método com o método original do FKSD, com a van-

tagem da forma ser e muito similar à forma sem o acréscimo de robustez. O método de

resolução para sistemas com restrições de igualdade escritos na forma descritora com incer-

tezas de parâmetros é apresentado no Algoritmo 3.3.

3.2 ESTIMAÇÃO DE ESTADOS EM SISTEMAS COM RESTRIÇÕES DE IGUAL -

DADE E CORRELAÇÃO DESCONHECIDA

Como exposto anteriormente, o Filtro de Kalman (FK) é a solução clássica na estimação

de estados em sistemas lineares. Em sua concepção, os ruídosde processo e de medição
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Algoritmo 3.3 Filtro de Kalman robusto para sistemas descritores
1: Inicialização.

Definax̂sd
0|0, eP sd

0|0.

2: para todo k > 0 fazer

3: Defina as matrizes:






























Ek+1 =











In×n 0n×q

Dk 0q×q

0n×q Iq×q











, Fk =











Ak 0n×q

0q×n Iq×q

0n×q Iq×q











, Wk =











Qk 0n×q 0n×q

0q×n Uk 0q×q

0q×n 0q×m 0q×q











,

Hk =
[

Ck 0q×m

]

, Vk = Rk.

(3.17)

4: Variáveis utilizadas no cálculo da estimativa:

x̂k−1|k−1 =

[

x̂sd
k−1|k−1

ck+1

]

, Pk−1|k−1 =

[

P sd
k−1|k−1 0n×q

0q×n 0q×q

]

, yk = yk

5: Definir λk 6= 0 ou calculá-lo utilizando otimização[80].

6: Calcular as variáveis extendidas:






















































Ŵk := Wk − λ−1
k Mf ,kM

T
f ,k, Wk :=





Ŵk 0

0 I



 ,

V̂k := Vk − λ−1
k Mh,kM

T
h,k, Vk :=





V̂k 0

0 I



 ,

Êk+1 :=





Êk+1
√

λkNe,k+1



 , F̂k :=





F̂k

√
λkNf ,k



 , Ĥk :=





Ĥk

√
λkNh,k



 , zk :=





yk

0



 .

(3.18)

7: Cálculo da estimativa:

x̂k|k =







0n×q

0n×m

In×n







T 





FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





Fkx̂k−1|k−1

zk

0n






(3.19)

Pk|k = −







0n×q

0n×m

In×n







T 





FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0n×m Ek+1

0m×n Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0m×m







−1 





0n×q

0n×m

In×n






(3.20)

8: Recuperação dos estados e matriz de covariâncias:

x̂sd
k|k =

[

I 0
]

x̂k|k, P sd
k|k =

[

I 0
]

Pk|k

[

I

0

]

9: fim for
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devem ser variáveis aleatórias Gaussianas e expressas de forma completa, ou seja, devem

possuir média e matriz de covariância conhecidas. Igualmente, deve-se conhecer a corre-

lação de todos os dados utilizados na fusão. Se o modelo for conhecido de forma exata, a

utilização do FK resulta na estimativa ótima, ou seja, na estimativa de mínimo erro médio

quadrático e de mínima variância. Infelizmente, se a informação sobre a correlação entre

as fontes de informação for desconhecida ou incompleta o FK não pode ser aplicado. Em

situações como esta, geralmente, assume-se que os dados sãoindependentes, então a corre-

lação é simplesmente ignorada no processo de fusão. A desconsideração da correlação pode

levar o filtro a obter estimativas demasiadamente otimistas, podendo levar a divergência do

filtro [81]. Isto ocorre, pois o FK subestima o valor da matrizde covariância da estimativa.

Uma forma de se contornar este problema é utilizar o método deintersecção de covariâncias

[16]. Este método de fusão de dados utiliza uma combinação convexa das médias e matrizes

de covariância, resultando em estimativas consistentes independentemente do grau de corre-

lação entre as variáveis aleatórias. Este método é principalmente utilizado na estimação de

mapas em robôs móveis [18]. Na abordagem tradicional a matriz de covariância de todos

os elementos deve ser guardada de forma completa. No entantose os elementos do mapa

são considerados descorrelacionados, somente a parte referente à diagonal desta matriz de

covariâncias precisa ser armazenada mas esta informação sobre a correlação dos elementos

fica perdida. Desta forma surgem elementos cuja correlação édesconhecida.

3.2.1 Método de Intersecção de covariâncias

O método de intersecção de covariâncias (IC) trata da fusão de dados quando a correlação

entre as variáveis é desconhecida. Considere por exemplo o caso em que deve-se realizar a

fusão da informação proveniente de dois dadosA eB. A eB podem ser dados provenientes

a partir de dois sensores ouA pode ser a estimativa resultante da etapa predição do FK e

B a informação de um sensor. Estimativas consistentes paraA e B são dadas pelos pares

{â, A} e{b̂, B}, respectivamente média e covariância dos dadosA eB, respectivamente. A

correlação entre os dados é desconhecida.

O método IC para fusão de dados resulta no seguinte par de média e matriz de covariância

{ĉ, C} [16]

C−1 = ωA−1 + (1− ω)B−1 (3.21)

ĉ = C
(

ωA−1â + (1− ω)B−1b̂
)

(3.22)

em queω ∈ [0, 1] resulta em uma estimativa consistente. Pode-se interpretar este método de

forma geométrica, para tanto considere a Figura 3.1.

Na Figura 3.1 (a) é apresentada a fusão de dados para casos em que a correlação entre os

dados é conhecida, e na Figura 3.1 (b) é apresentada a fusão dedados utilizando o método

IC para diversosω. Pode-se verificar a matriz de covariâncias resultante nos casos em que

a correlação é conhecida está sempre na região de intersecção das duas elipses. No entanto,
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(a) Filtro de Kalman com correlação conhecida

1 2 3 4 5
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0
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3
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B

C

(b) Intersecção de Covariâncias

Figura 3.1: Comparação das matrizes de covariância resultantes da utilização dos métodos

de Filtro de Kalman com correlação conhecida e método da Intersecção de Covariâncias

como a correlação é desconhecida não se pode saber qual é a elipse correta. No caso em

que a correlação não é conhecida e o método IC é utilizado, verifica-se que a matriz de

covariâncias resultante sempre é maior que a região definidapela intersecção das elipses. Na

Figura 3.1 são apresentados os resultados para diversos valores deω ∈ [0, 1], porém como

no caso do FK, é importante obter a matriz de covariância de mínima variância, então o valor

deω deve ser escolhido de acordo com algum critério. Neste trabalho utiliza-se o método

Golden Section Search[75] para se encontrarωmin que satisfaça o critério de mínimo traço

da matriz de covariância.

Ainda com a análise da Figura 3.1, pode-se verificar o que ocorre para os casosω = 0

e ω = 1. Se após a realização da otimização deω for obtido um destes valores paraωmin

tem-se que um dos dois dados utlizados é descartado na fusão.Para contornar este problema,

em [34] é proposta uma modificação no método IC alterando o intervalo de otimização deω

paraγ ≤ ω ≤ 1−γ, em queγ é um parâmetro definido para cada aplicação eγ ∈ [0, 1
2
]. Pela

definição do parâmetroγ pode-se verificar que no caso em queγ = 0 recai-se no problema

tradicional de IC, já nos casos em queγ = 1 recai-se no caso em que a estimativa obtida

é equivalente à estimativa proveniente do FK, porém a matrizde covariâncias resultante é o

dobro da calculada pelo FK. Já para valores intermediários deγ, tem-se que ambos os dados

influenciarão na estimativa final.

3.2.2 Método de Intersecção de covariâncias com restriçõesde estados

Como visto anteriormente, o método de intersecção de covariâncias foi definido para a

fusão quando não se sabe qual o valor da correlação entre os dados. No caso de estimação

em sistemas com restrições de estados, não existe uma forma definida para tal. Contudo,

uma abordagem inicial para realizar a estimação em sistemascom restrições e correlação

cruzada conhecida, seria utilizar o FKRI com uma alteração,ao invés de se utilizar (2.21)
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e (2.22), deve-se aplicar uma forma desenvolvida a partir de(3.21) e (3.22), resultando em:

P̌k|k = ω−1(In×n −Kk)Pk|k

x̌k|k = x̂k|k−1 + Kk(yk − Ckx̂k|k−1)

Kk = (1− ω)Pk|k−1C
T
k

(

(1− ω)CkPk|k−1C
T
k + ωRk

)−1
.

comω sendo escolhido por meio da otimização deminωTr(P̌k|k). Na sequencia utiliza-se a

etapa de projeção dada por (2.23) e (2.24). No entanto esta minimização pode não resultar

em um resultado de traço mínimo para a matriz de covariânciasprojetada. Considere o caso

de um sistema com restrições fracas, para se obter a estimativa com matriz de covariâncias

de traço mínimo. Então, utiliza-se a seguinte função de custo:

J(x) = (x− xk|k−1)
T
(

ωP−1
k|k−1

)

(x− xk|k−1) + (yk − Ckx)T
(

(1− ω)R−1
k

)

(yk − Ckx)

+ (Dkx− d)T U−1
k (Dkx− d)

que é similar à função de custo utilizada em [38] na derivaçãodo FKMA. Contudo, tem-se

agora que as matrizes de covariância da predição e de correção são ponderadas por um parâ-

metroω. A partir da minimização da função de custoJ(x) chega-se à um resultado similar

ao FKMA, apresentado no Algoritmo 3.4. Utilizando o método de intersecção de covari-

âncias com minimização da covariância projetada (ICMCP) pode resultar em uma matriz

de covariâncias de traço menor do que utilizando o método IC com projeção da estimativa

(ICPE).

Na Figura 3.2 é apresentado um caso de aplicação dos métodos ICPE e ICMCP. Pode-se

verificar a redução na matriz de covariâncias calculada peloICMCP com relação à calculada

pelo ICPE. Esta melhora ocorre devido ao momento em que se faza minimização do traço

da matriz de covariâncias, que no caso do ICPE, é feito sem o uso das restrição, enquanto no

ICMCP esta minimização já é feita para a matriz de covariâncias projetada. Para o caso não

linear pode-se utilizar as mesmas equações do ICMCP, no entanto, deve-se utilizar a forma

linearizadas das funções em questão. No caso não linear deve-se pensar no compromisso

entre o ponto em que se faz a linearização e o ponto em que se faza minimização do traço

da matriz de covariâncias.
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Algoritmo 3.4 Estimação utilizando intersecção de covariâncias com minimização da cova-

riância projetada
1: Inicialização.

Definax̂ic
0|0, P ic

0|0 eγ ∈ [0, 1
2
].

2: para todo k > 0 fazer

3: Predição:

x̂ic
k|k−1 = Akx̂

ic
k−1|k−1 + Bkuk (3.23)

P ic
k|k−1 = AkP

ic
k−1|k−1A

T
k + Qk (3.24)

4: Novas variáveis:

yic
k =

[

yk

ck

]

, C ic
k =

[

Ck

Dk

]

, Ric
k =

[

Rk 0

0 ω−1Uk

]

. (3.25)

5: Cálculo da matriz de covariâncias em função deω, e minimização da matriz de cova-

riâncias:

P (ω) =
1

ω

(

In − P ic
k|k−1(C

ic
k )T
(

C ic
k P ic

k|k−1(C
ic
k )T +

(

ω

1− ω

)

Ric
k

)−1

C ic
k

)

P ic
k|k−1

ω̂ = min
ω

Tr
(

P (ω)
)

, γ ≤ ω ≤ 1− γ.

6: Cálculo da estimativa e matriz de covariâncias

K ic
k = (1− ω̂)P ic

k|k−1(C
ic
k )T

(

(1− ω̂)C ic
k P ic

k|k−1(C
ic
k )T + ω̂Ric

k

)−1
(3.26)

P ic
k|k = ω̂−1(In×n −K ic

k C ic
k )P ic

k|k−1 (3.27)

x̂ic
k|k = x̂ic

k|k−1 + K ic
k (yic

k − C ic
k x̂ic

k|k−1) (3.28)

7: fim for

2.5 3 3.5 4

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

ICPE

ICMCP

Figura 3.2: Fusão de dados em um sistema com restrição entre os estados e correlação des-

conhecida utilizando método da intersecção de covariâncias com minimização da covariân-

cia projetada (ICMCP) e método da intersecção de covariâncias com projeção da estima-

tiva (ICPE)
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4 ESTIMAÇÃO DE POSTURA DO PÉ DE UMA PRÓTESE ROBÓTICA

“With great powers comes great responsability”

Ben Parker

Este capítulo apresenta uma aplicação, cujo intuito é fornecer estimativas em tempo real

da postura do pé (orientação e distância com relação ao solo)de uma prótese robótica para

amputados acima do joelho, com relação ao solo. Este trabalho é parte do desenvolvimento

de um protótipo de prótese na Universidade de Brasília pelo Grupo de Robótica, Automação

e Visão (GRAV) em parceria com o Grupo de Processamento Digital de Sinais (GPDS). O

protótipo em questão, apresentado na Figura 4.1 (a), possuitrês graus de atuação: um para

o joelho e outros dois para o conjunto pé-tornozelo. A atuação no joelho visa auxiliar na

marcha, enquanto os dois graus de atuação no conjunto pé-tornozelo visa aumentar a esta-

bilidade e equilíbrio do paciente. Um grau de atuação se refere à dorsiflexão e pantiflexão,

enquanto o outro é responsável pelos movimentos de eversão einversão.

Esta aplicação da estimação de postura do pé é desenvolvida apartir de informação pro-

veniente de sensores giroscópios e infra-vermelhos. As medições destes sensores são apre-

sentadas como informações suficientes para o desenvolvimento de modelos de processo e

correção. Então, estes modelos são aplicados como forma de viabilizar o desenvolvimento

de estimadores de orientação para o pé da prótese. Além de utilizar os modelos de processo e

correção, uma equação de restrição também pode ser utilizada de forma a manter a coerência

das estimativas.

De forma a validar os estudos em estimação com restrição, sãoapresentados resultados

utilizando diversos estimadores. Primeiramente a estimação é feita utilizando somente uma

fonte de informação, ou seja, somente dados do giroscópio ousomente dados dos sensores

infra-vermelhos. De forma a melhorar o estimador, na seqüência, é feita a fusão de dados

destes dois sensores utilizando o filtro de Kalman com medições aumentadas. Também são

avaliadas duas proposições deste trabalho: estimação com restrições de estado utilizando

filtro de Kalman para sistemas descritores (forma linearizada) e o filtro de Kalman robusto

para sistemas descritores.

4.1 DESCRIÇÃO DO PROTÓTIPO

A Figura 4.1 (a) apresenta uma foto da prótese em desenvolvimento. Esta prótese é

baseada no modelo de joelho passivo 3R15 da Ottobock [82] e, após algumas adaptações,

o protótipo possui três graus de atuação: um para o joelho (plano sagital) e outros dois
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.1: (a) Foto da prótese robótica em desenvolvimento(b) Vista lateral do pé com po-

sicionamento dos giroscópios e sensores infra-vermelhos.(c) Posicionamento dos sensores

infra-vermelhos na sola do pé e orientação das medições de velocidade dos giroscópios.

para o tornozelo (planos sagital e frontal). A atuação no joelho visa ajudar na marcha do

paciente, enquanto os graus de atuação no tornozelo são direcionados a aumentar o nível de

estabilidade do paciente. Os três graus de liberdade estão associados aos ângulosθ1, θ2, θ3 e

cada junta é controlada por um motor de corrente contínua e uma fonte chaveada de corrente.

A escolha de motores elétricos se deve ao fato que, hoje em dia, estão disponíveis motores

eficientes, rápidos e com grande torque e também existem baterias de tamanho relativamente

pequenos.

O controle da prótese é feito em parte utilizando sinais eletromiográficos de superfície

[14], e outras informações como, por exemplo, a orientação do pé com relação ao solo são

utilizadas para aumentar a confiabilidade no sistema em malha fechada, posto que o pro-

tótipo também possui um conjunto tornozelo-pé ativo. O protótipo será fixado na parte de

cima da perna amputada através de um casulo, que conterá o módulo para medição e proces-

samento de sinais eletromiográficos. Atualmente a prótese está fixada em uma plataforma

desenvolvida para auxiliar na montagem dos circuitos eletrônicos e também para realização

de experimentos iniciais.

Considerando que uma variedade muito grande de sensores está disponível hoje em dia e

também que somente as medidas de distância e velocidades rotacionais são utilizadas pelos
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modelos utilizados, pode-se discutir sobre os tipos de sensores que serão empregados. Na li-

teratura, o uso de acelerômetros e magnetômetros são utilizados na estimação de orientação

em veículos aéreos não tripulados, como apresentado em [83]. Esta aplicação poderia ser

alterada de forma a ser utilizada na estimação de postura do pé. Porém este método não con-

sideraria as variações com relação à posição do solo, pois asestimativas seriam realizadas

com relação ao eixo da gravidade e ao eixo magnético da terra.Uma outra abordagem seria

o uso de potenciômetros acoplados à cada junta. Neste caso, as medições seriam realizadas

com relação à tíbia da prótese. Estas abordagens até então discutidas não fornecem infor-

mação sobre a distância do pé com relação ao solo. Portanto, para estimar esta distância,

uma opção seria o uso de sensores ultra-som para medição de distância. Esta abordagem

foi de fato considerada, mas devido aos grandes ângulos das medições e também à grande

incerteza de medição para pequenas distâncias, sensores infra-vermelhos para medição de

distância foram utilizados.

Com respeito à parte responsável por substituir o pé na próstese, esta está equipada com

dois girômetros ADXRS300 daAnalog Devices1 montados na planta do pé (Figura 4.1 (b)), e

quatro sensores infra-vermelhos GP2D1202 da Sharp montados na sola do pé (Figura 4.1 (c)).

Cada girômetro é responsável por fornecer medidas de velocidade ângular do pé para um

certo eixo de rotação, já cada sensor infra-vermelhos fornece uma medida de distância com

relação ao solo. A partir das quatro medições de distância é possível obter uma estimativa

para a postura do pé.

Um microcontrolador AT91SAM7S64 de 32-bits baseado em um núcleo ARM7 da AT-

MEL R© é responsável pelo controle das juntas, pela coleta dados dos sensores e pela co-

municação com o computador através de uma rede serial RS-485. Os seis sensores analógi-

cos (dois giroscópios e quatro infra-vermelhos) estão conectados a um conversor analógico-

digital de 10-bits. Nas três juntas de atuação também estão acoplados três potenciômetros de

forma a medir diretamente o ângulo relativo entre o fêmur, tíbia e tornozelo. Cada potenci-

ômetro está conectado à um canal do conversor digital-analógico de 10-bits. Todos os dados

são coletados a um período de amostragem de10 ms, pois este valor considerado como o

mínimo para executar o processo de estimação em um sistema embarcado.

4.2 VARIÁVEIS DE ORIENTAÇÃO E MEDIÇÃO

De forma a descrever a orientação do pé com relação ao solo, define-seX×Y ×Z como

o sistema de referência, descrito na Figura 4.2. Nesta figura, X × Y é o plano do pé e o

plano do chão é representado porΞ. A orientação do pé com relação ao solo é descrito por

1Datasheetdisponível em:http://www.analog.com/en/ADXRS300/productsearch.html
2Datasheetdisponível em: http://www.sharpsma.com/Page.aspx/americas/en/part/

GP2D120/
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Figura 4.2: Orientação do pé com relação ao solo e medidas dossensores

n =
[

nx ny nz

]T

, n é o vetor unitário normal aΞ descrito no sistema de referência

X × Y × Z, ed é a distância no eixoZ do plano do solo à origem deX × Y × Z.

4.2.1 Modelo de predição utilizando girômetros

Os dois girômetros fornecem medições para movimentos angulares do pé segundo os

eixosX e Y . Tais medições são as velocidades ângularesωx e ωy, como apresentado na

Figura 4.2, e fazem efeito emn de acordo com a seguinte equação diferencial:

ṅ =
∂n

∂φx

ωx +
∂n

∂φy

ωy

em queωx = dφx

dt
eωy = dφy

dt
eφx eφy são ângulos de rotação nos eixosX eY , respectiva-

mente. Desta forma, as derivadas parciais são computadas como:

∂n

∂φx

= lim
∆φx−→0

∆n

∆φx

= lim
∆φx−→0

RX(∆φx)n− n

∆φx

∂n

∂φy

= lim
∆φy−→0

∆n

∆φy

= lim
∆φy−→0

RY (∆φy)n− n

∆φy

com a matriz de rotaçãoRX(θ) eRY (θ) :

RX(θ) =







1 0 0

0 cos(θ) sin(θ)

0 − sin(θ) cos(θ)






,
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RY (θ) =







cos(θ) 0 − sin(θ)

0 1 0

sin(θ) 0 cos(θ)







sendo as rotações básicas de ânguloθ em torno os eixosX e Y , respectivamente. Continu-

ando o desenvolvimento, obtém-se o seguinte resultado paraa evolução do vetor unitário de

orientaçãon:

ṅ =







−nzωy

nzωx

−nyωx + nxωy






. (4.1)

Deve-se salientar que a velocidade angular sobre o eixoZ é considerada pequena se

comparado aωx e ωy. Esta hipótese é verdadadeira, considerando que os movimentos de

rotação do pé em torno do eixoZ são pequenos em um período de amostragem durante a

marcha.

4.2.2 Modelo de correção utilizando sensores infra-vermelhos

SejamS1, S2, S3 eS4 as posições dos sensores infra-vermelhos no plano do pé. Considera-

se que os sensores fazem medições perpendiculares ao planoX×Y e na direção deΞ. Estas

medições são feitas nos pontosM1, M2, M3 e M4 e são representadas pordj, j = 1, . . . , 4,

todas as medições possuem a mesma variânciaσ2
d, ou seja, todos os sensores infra-vermelhos

possuem o mesmo nível de incerteza. As coordenadasmj emX × Y × Z deMj ∈ Ξ são

representadas por:

mj = sj +







0

0

−dj






=







sj,x

sj,y

−dj






. (4.2)

em quesj =
[

sj,x sj,y 0
]T

são as coordenadas previamente conhecidas deSj correspon-

dente ao posicionamento doj-ésimo sensor infra-vermelho. ComoM ∈ Ξ, com coordenadas

m =
[

0 0 −d
]T

, tem-se

nT (mj −m) = 0

para cada medição do sensor infra-vermelho, que resulta

dj =
dnz + sj,yny + sj,xnx

nz

(4.3)

como sendo a equação que relaciona a mediçãodj do j-ésimo sensor com as variáveis de

orientaçãon ed.
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4.3 DECRIÇÃO DO APARATO EXPERIMENTAL

Como forma de avaliar os estimadores de orientação do pé com relação ao solo, foi re-

alizado um experimento com medidas dos girômetros e infra-vermelhos, além de medidas

angulares fornecidas por um potenciômetro localizado no tornozelo. Como forma de com-

paração, todos os estimadores foram avaliados com o mesmo conjunto de dados.

Inicialmente, a tíbia da prótese foi posicionada em uma posição perpendicular com rela-

ção ao solo e na sequencia vários sinais de controle foram enviados para os motores responsá-

veis pela rotação nos eixosX eY . Medições dos girômetros e dos sensores infra-vermelhos

foram coletadas em tempo real durante35 s com um período de amostragemT = 10 ms.

Um potenciômetro localizado no tornozelo fornece mediçõesdiretas sobre o ângulo no eixo

x. Estas medições podem ser utilizadas para avaliar parcialmente o desempenho dos estima-

dores no cálculo do vetor de orientaçãon, pois a partir do ângulo medido pode-se calcular

diretamente a componentenx. Entretanto, as medições do potenciômetro não podem substi-

tuir o estimador, nem serem utilizadas como uma nova fonte deinformação, pois as medições

do potenciômetro são feitas com respeito à tíbia da prótese enão com relação ao solo. Por-

tanto, neste experimento, o conhecimento prévio da posiçãoda tíbia com relação ao solo é o

que viabiliza a utilização do potenciômetro na avaliação dos estimadores. Todavia, este não

é o caso de um paciente utilizando a prótese, em que o posicionamento da tíbia com relação

ao solo não é conhecido previamente e, também, este posicionamento pode variar no tempo.

4.3.1 Estimação por predição utilizando girômetros

O movimento angular medido pelos girômetros possui uma relação com a orientação do

pé dada por (4.1). Uma primeira alternativa para a solução doproblema de estimação da

orientação do pé com relação ao solo, seria estimar esta orientação utilizando somente as

medidas capturadas pelos girômetros. Assim, considerenk =
[

nx,k ny,k nz,k

]T

como

o vetor unitário de orientação do pé em um certo instantek, e uk =
[

ωx,k ωy,k

]T

as

medidas dos girômetros. O seguinte modelo representa a evolução do vetor de orientação:

nk+1 = f(nk, uk) + wk

=







nx,k − Tnz,kωy,k

ny,k + Tnz,kωx,k

nz,k − Tny,kωx,k + Tnx,kωy,k






+ wk. (4.4)

Esta equação é escrita a partir de (4.1) utilizando a aproximação de primeira ordem de Euler

com período de amostragemT . wk é um vetor de ruído gaussiano que corresponde a incer-

teza associada às medidas dos girômetros e também a rotação no eixoZ. Este procedimento

é apresentado no Algoritmo 4.1. Na inicialização deste estimador deve-se utilizar o vetor

de orientaçãon0 mais próximo do real quanto possível, pois neste caso a estimação de po-
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sição será sempre incrementada. Como não há correção utilizando sensores exteroceptivos,

qualquer erro inicial será propagado durante todo o experimento.

Observação 4.1.Pelo modelo (4.4) não é possível estimar a distância do pé comrelação

ao chão. Portanto este método não é adequado para resolver o problema de estimação da

orientação do pé com relação ao solo. Entretanto esta abordagem é uma boa alternativa para

se verificar inicialmente a evolução do vetor de orientação do pé.

A realização do experimento descrito na Seção 4.3 utilizando somente os girômetros para

estimação de orientação é apresentada na Figura 4.3. A Figura 4.3 (a) ilustra o resultado para

a componentenx do vetor de orientação. No início do experimento, até cerca de 7 s, o re-

sultado pode segue relativamente perto o que foi medido pelopotenciômetro. No entanto,

depois de7 s o estimador começa a divergir chegando até a obter valores maiores que1 para

a componentenx, resultado absurdo posto que a norma do vetor de orientaçãon deve ser

unitária. Nas Figuras 4.3 (b) e (c) são apresentados os resultados para as componentesny e

nz. Não existe um valor real para se comparar às componentes estimadas, porém na estima-

ção de ambas componentesny e nz são verificadas estimativas maiores que a unidade. Na

Figura 4.3 (c) verificam-se estimativas negativas. Isto, deacordo com o que foi apresentado

na Seção 4.2, é absurdo, pois valores negativos denz indicam que a sola do pé está voltada

para cima. Na Figura 4.3 (d) é apresentada a evolução da normado vetorn. Como é espe-

rado pelos resultados das componentes, verifica-se que a restrição de norma unitária não é

respeitada utilizando somente a evolução do modelo.

Para melhorar o resultado obtido previamente, considera-se que o sistema dado por (4.4)

deve respeitar a seguinte restrição:

g(nk) = ‖nk‖2 = n2
x,k + n2

x,k + n2
x,k = 1 (4.5)

e como visto na Seção 2.2.2, uma das formas de se aplicar esta restrição ao sistema (4.4)

é utilizando Filtro de Kalman com Projeção das Estimativas.O resultado do experimento

descrito na Seção 4.3 utilizando somente os girômetros e restrição de norma unitária para

o vetor de orientação é apresentado na Figura 4.4. O resultado para a componentenx é

Algoritmo 4.1 Estimador sequencial utilizando girômetros
1: Inicialização, k = 0.

Escolher a orientaçãon0

2: para todo amostrak ≥ 1 fazer

3: Ler os dados dos girômetros

uk =
[

ωx,k ωy,k

]T

4: Calcular a predição do estado utilizando

n̂k = fk(n̂k−1, uk)

5: fim for
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Figura 4.3: Estimação de orientação do pé com relação ao solo– Somente girômetros.

apresentado na Figura 4.4 (a). Como verificado anteriormente, o resultado é compatível com

o medido pelo potenciômetro até cerca de7 s. Os resultados para as componentesny e nz

são apresentados nas Figuras 4.4 (b) e (c), respectivamente. Diferentemente do verificado

anteriormente, estas componentes são sempre menores que a unidade. Ainda na Figura 4.4

(c) pode-se verificar valores negativos para a componentenz. Na Figura 4.4 (d) é apresentada

a evolução da norma do vetorn e que, com a utilização do Filtro de Kalman com Projeção

das Estimativas, a restrição de norma unitária (4.5) é visualmente respeitada.

Ao final destes dois experimentos, constata-se que o resultado obtido não é consistente

com desejado. De forma geral, os resultados utilizando somente girômetros servem de guia

para a direção em que o pé está se movimentando. Devido a fontes de erro como obias

nestes girômetros, as estimativas não foram boas o suficiente e com o passar do tempo che-

gam a valores absurdos, como componentesnz negativas. Uma forma de se melhorar estas

estimativas seria utilizando fusão com outros dados de sensores presentes no pé, neste caso

os sensores infra-vermelhos.

4.3.2 Estimação utilizando mínimos quadrados não-lineares e sensores infra-verme-

lhos

Conforme apresentado na Seção 4.2.2, a orientação do pé também possui uma relação

direta com as medições dos sensores infra-vermelhos. Uma segunda abordagem para solu-
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Algoritmo 4.2 Estimador sequencial utilizando girômetros e restrição unitária
1: Inicialização, k = 0.

Escolher a orientaçãon0 e a matriz de covariânciaP0.

2: para todo amostrak ≥ 1 fazer

3: Ler os dados dos girômetros

uk =
[

ωx,k ωy,k

]T

4: Calcular a predição do estado utilizando

ňk = fk(n̂k−1, uk)

P̌k = Pk−1 + δI3×3, em queδ = 10−8.

5: Calcular a projeção do estado no espaço da restrição unitária utilizando

Dk = ∂g(nk)
∂nk

∣

∣

∣

nk=ňk

, ck = 1

n̂k = ňk + P̌kD
T
k

(

DkP̌kD
T
k

)−1
(ck −Dkňk)

Pk = P̌k − P̌kD
T
k

(

DkP̌kD
T
k

)−1
DkP̌k

6: fim for

0 5 10 15 20 25 30 35
−1

−0.5

0

0.5

1

n
x

t[s]

 

 

potenciômetro
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Figura 4.4: Estimação de orientação do pé com relação ao solo– Girômetros com restrição

de norma unitária utilizando Filtro de Kalman com Projeção das Estimativas.
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ção da estimação da orientação do pé sem utilizar fusão de dados é calcular diretamente a

estimativa da orientação a partir de medições dos sensores infra-vermelhos. Por exemplo,

considere

ϕ =
[

a b c
]T

=
[

nx

nz

ny

nz
d
]T

, (4.6)

θj =
[

sj,x sj,y 1
]T

. (4.7)

Assim, as medições dos sensores infra-vermelhos (4.3) podem ser rescritas como uma equa-

ção de medição linear de forma

dj,k = θT
j ϕk. (4.8)

Um método muito conhecido para se calcular a estimativa de umvetor baseado em di-

versas medições de mesma variância é o método dos mínimos quadrados [84]. Desta forma,

dado a seguinte equação de medição linear para um caso lineargenérico

y = Φϕ,

a estimativa ótimâϕ é dada portanto

ϕ̂ = (ΦT Φ)−1y. (4.9)

Esta técnica de estimação é desenvolvida utilizando as medidas dos quatro sensores infra-

vermelhosd1, d2, d3 ed4. Com estas medidas é possível determinar uma estimativa completa

de orientação do pé com relação ao chão, ou seja, o vetor normal nk e a distância do pé com

relação ao chãodk. Logo, a partir de (4.8) define-se






yk =
[

d1,k d2,k d3,k d4,k

]T

,

Φ =
[

θ1 θ2 θ3 θ4

]T

.
(4.10)

Portanto em cada instante de tempok o vetorϕ̂k é estimado utilizando (4.9) com (4.6), (4.7)

e (4.10). Após a realização deste cálculo, o vetor normalnk =
[

nx,k ny,k nz,k

]T

e a

distância do pé com relação ao chão podem ser recuperadas utilizando a seguinte mudança

não-linear de variáveis:






























nx,k = −â√
â2+b̂2+1

ny,k = −b̂√
â2+b̂2+1

n,kz = 1√
â2+b̂2+1

dk = ĉ

resultando no estimador de mínimos-quadrados não lineares. Este método é apresentado de

forma resumida no Algoritmo 4.3.

Observação 4.2.A partir de (4.11) é fácil ver que o estimador de mínimos-quadrados não-

lineares garante que todas as estimativas do vetor normalnk são unitárias.
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Algoritmo 4.3 Estimador de Mínimos-Quadrados Não-Lineares
1: Inicialização, k = 0.

Calcular Φ como

Φ = [θ1 θ2 θ3 θ4]
T

comθj , j = {1, 2, 3, 4} dado por(4.7)

2: para todo amostrak ≥ 0 fazer

3: Ler os dados dos sensores infra-vermelhos

y =
[

d1,k d2,k d3,k d4,k

]T

4: Calcular a estimativa linear ótima

ϕ̂ =
[

â b̂ ĉ
]T

= (ΦT Φ)−1ΦT y

5: Calcular a estimativâxk =
[

n̂T
k d̂k

]T

como

x̂k =
[

−â√
â2+b̂2+1

−b̂√
â2+b̂2+1

1√
â2+b̂2+1

ĉ
]T

6: fim for
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(a) Componentenx.

0 5 10 15 20 25 30 35
−1

−0.5

0

0.5

1

t [s]

n
y

(b) Componenteny.

0 5 10 15 20 25 30 35

0.4

0.6

0.8

1

t [s]

n
z

(c) Componentenz.

0 5 10 15 20 25 30 35
0

5

10

15

t [s]

d
[c

m
]

(d) Distânciad emcm.

Figura 4.5: Estimação de orientação do pé com relação ao solo– Mínimos Quadrados Não-

Lineares utilizando somente medidas dos sensores infra-vermelhos

Observação 4.3.Pode-se argumentar que o estimador de Mínimos-Quadrados Recursivo

[84] poderia ser utilizado para acrescentar mais uma informação ao estimador. Esta técnica

não é interessante, pois os parâmetros estimados variam no tempo e o uso de informações

anteriores levaria o sistema a polarizar as estimativas.
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A Figura 4.5 apresenta uma realização do experimento apresentado na Seção 4.3 utili-

zando o método dos Mínimos-Quadrados Não-Lineares. A Figura 4.5 (a) apresenta a compo-

nentenx estimada e a projeção baseada em medidas do potenciômetro. Durante os primeiros

3 s do experimento, a componente estimada segue próxima da projeção medida pelo poten-

ciômetro. Deste instante até13 s, as estimativas começam a divergir da projeção medida, e

então as estimativas não se parecem mais com a projeção do potenciômetro. É nítido que aos

23 s algum tipo de erro aconteceu com os sensores infra-vermelhos. As estimativas obtidas

após este instante divergem largamente das medições feitaspelo potenciômetro e somente

após30 s as estimativas voltam a se estabilizar.

A Figura 4.5 (b) e (c) ilustra os resultados para as componentesny enz. Não há medições

comparativas para estas componentes, mas é perceptível queas estimativas apresentam uma

grande variabilidade, ao passo que as medições para a componentenx, obtida pelas medi-

ções do potenciômetro, foram suaves. Esta evolução suave leva a concluir que a evolução

das componentesny e nz também deveriam ser suaves, ao contrário do que é apresentado

nas Figuras 4.5 (b) e (c). Também pode ser observado que a componenteny teve pequenas

variações, o que não era esperado visto que os sinais de controle alteraram de forma signi-

ficante a orientação do pé durante o experimento. A Figura 4.5(d) apresenta a estimativa

da distânciad com respeito ao chão. Igualmente não existe uma medição parase fazer uma

comparação, tal qual ocorrido para as componentesny enz.

4.3.3 Estimação utilizando Filtro de Kalman com Medições Aumentadas

Nas seções anteriores, foram apresentados estimadores queutilizam somente uma fonte

de informação: medidas dos girômetros ou medidas provenientes dos sensores infra-vermelhos.

Visando melhorar os estimadores obtidos anteriormente, é proposto utilizar fusão dos dados

girômetros e dos sensores infra-vermelhos. Estendendo o desenvolvimento feito na Seção

4.3.1, define-sexk =
[

nT
k dk

]T

=
[

nx,k ny,k nz,k dk

]T

a variável de estados em

tempo discretok do sistema correspondente à postura do pé (vetor de orientação e distância

do pé com relação com solo) e sejauk =
[

ωx,k ωy,k

]T

as medidas dos girômetros em

tempo discretok. O seguinte modelo descreve a evolução dos estados entre medições:

xk+1 = f(xk, uk) + wk

=











nx,k − Tnz,kωy,k

ny,k + Tnz,kωx,k

nz,k − Tny,kωx,k + Tnx,kωy,k

dk











+ wk. (4.11)

A Equação (4.11 é escrita a partir de (4.1) utilizando a aproximação de Euler de primeira

ordem com período de amostragemT . wk é um vetor de variáveis aleatórias gaussianas que

abrange as incertezas dos girômetros tanto quanto à desconsideração da rotação no eixoZ.

Também foi considerada uma evolução aleatória paradk de distribuição gaussiana, repre-
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sentada pelo último elemento dewk. Como apresentado na Seção 4.3.1, tem-se que (4.11)

não garante que a normank+1 será unitária, portanto a seguinte restrição também deve ser

considerada pelo estimador:

g(xk) = n2
x,k + n2

y,k + n2
z,k = 1. (4.12)

Com respeito à utilização dos sensores infra vermelhos, de acordo com (4.3), um con-

junto de mediçõesyk =
[

d1,i d2,i d3,i d4,i

]T

está relacionado com o sistema pela se-

guinte equação:

yk = h(xk) + vk (4.13)

=













dknz,k+s1,yny,k+s1,xnx,k

nz,k

dknz,k+s2,yny,k+s2,xnx,k

nz,k

dknz,k+s3,yny,k+s3,xnx,k

nz,k

dknz,k+s4,yny,k+s4,xnx,k

nz,k













+ vk (4.14)

comvk ∼ N(0, R) sendo o ruído de medição. A equação acima corresponde a um modelo de

medição não-linear e este modelo considera que todos os sensores infra-vermelhos possuem

o mesmo nível de incerteza representados pela variânciaσ2
d, o que foi de fato observado na

prática.

A idéia inicial do filtro de Kalman de medições aumentadas (FKMA) é incorporar as

equações restrição do sistema junto do modelo medição. Portanto rescreve-se o modelo de

medição (4.14) incluindo a restrição (4.12) resultando em:

yma
k = hma(xk) + vma

k (4.15)
[

yk

1

]

=

[

h(xk)

g(xk)

]

+

[

vk

0

]

(4.16)

portanto em cada passo de amostragemk, as medições dos girômetros são utilizadas na etapa

de predição do FKMA utilizando o modelo de processo dado por (4.11). Os sensores infra-

vermelhos são utilizados na etapa de correção utilizando a equação aumentada de medição–

restrição (4.16). A inicialização deste algoritmo é feita no passo de amostragemk = 0,

executando uma etapa do estimador de mínimos quadrados não-linear (Algorítmo 4.3), que

resulta em̂xma
0|0 e na sequência uma matriz de covariância convenienteP ma

0|0 é escolhida. Este

método é apresentado de forma resumida no Algoritmo 4.4.

Com respeito à inicialização do estimador FKMA, foi utilizada a seguinte matriz de

covariâncias:

P ma
0|0 = diag

([

1
9

1
9

1
9

15
])

.

A matriz de covariânciasP ma
0|0 possui elementos da diagonal relativamente grandes, se com-

parado ao estado que cada um está associado. Esta escolha fazcom que quêxma
0|0 seja rapi-

damente esquecido a partir da chegada de novos conjuntos de mediçõesyk. A escolha desta
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Algoritmo 4.4 Filtro de Kalman de Medições Aumentadas
1: Inicialização, k = 0

Executar um passo do Algorítmo 4.3.

Na sequência escolher uma matrix de covariância conveniente.

Este procedimento resulta em x̂ma
0|0 eP ma

0|0 .

2: para todo amostrak ≥ 1 fazer

3: Ler os dados dos girômetros

uk =
[

ωx,k ωy,k

]T

4: Calcular a predição do estado utilizando (4.11) da seguinteforma

Ak = ∇fk(x̂
ma
k−1|k−1, uk)

x̂ma
k|k−1 = fk(x̂

ma
k−1|k−1, uk)

P ma
k|k−1 = AkP

ma
k−1|l−1A

T
k + Qk

Resultando em̂xma
k|k−1 eP ma

k|k−1.

5: Ler os dados dos sensores infra-vermelhos

y =
[

d1,k d2,k d3,k d4,k

]T

6: Calcular estimativa utilizando (4.14), (4.12) e (4.16) da seguinte forma

Cma
k = ∇hma(x̂ma

k|k−1)

Kma
k = P ma

k|k−1(C
ma
k )T

(

Cma
k P ma

k|k−1(C
ma
k )T + Rma

k

)−1

P ma
k|k = (I −Kma

k Cma
k ) P ma

k|k−1

xma
k|k = xma

k|k−1 + Kma
k

(

yma
k − Cma

k xma
k|k−1

)

Resultando em̂xk =
[

n̂T
k d̂k

]T

ePk.

7: fim for

matriz visa deixar o sistema pouco sensível a erros na escolha do estado inicial, devido à

falta de conhecimento sobre o mesmo. As matrizesQ e R foram escolhidas baseando-se

nas especificações dos sensores utilizados e também considerando uma evolução aleatória

da distânciadk do pé com relação ao solo. Esta última escolha deve-se ao fatode ter-se

considerado uma evolução desconhecida para este estado em específico. Os parâmetrosQ e

R utilizados foram

Q = diag
([

10−8 10−8 10−8 10−4
])

R = σ2
dI4 = diag

([

0, 12 0, 12 0, 12 0, 12
])

.

Então os resultados obtidos para o experimento descrito na Seção 4.3 são apresentados na

Figura 4.6.

A Figura 4.6 (a) apresenta a componentenx estimada e a projeção corresponde prove-

niente de medições feitas pelo potenciômetro. Pode-se verificar que a componentenx se-

gue muito próxima das medições do potenciômetro durante todo o experimento. Entretanto

percebe-se uma inconsistência entre as estimativas e as medições por volta de25 s. Foi neste

período em que houve as maiores diferenças na avaliação dos estimadores anteriormente, em-
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Figura 4.6: Estimação de orientação do pé com relação ao solo– Fusão de dados dos girô-

metros e infra-vermelhos utilizando Filtro de Kalman de Medições Aumentadas.

pregavam somente sensores infra-vermelhos ou girômetros.Porém nesta aplicação, pode-se

verificar que os erros foram drasticamente atenuados. Nesteponto é apresentado o progresso

alcançado com a utilização da fusão das medições feitas pelos girômetros e pelos sensores

infra-vermelhos. Em aproximadamente27 s pode-se verificar que a componentenx volta a

ser estimada com valor próximo das medições feitas pelo potenciômetro e assim continua

até o fim do experimento. A partir deste último fato, contata-se que o estimador é capaz

recuperar boas estimativas, mesmo trabalhando com erros demedição em curtos períodos de

tempo.

A Figuras 4.6 (b) e (c) expõem os resultados para as componentesny e nz, respectiva-

mente. Como visto anteriormente, não há valores para comparação com estas estimativas.
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Porém, comparando com o experimento de mínimos quadrados são notáveis as variações

nos valores das estimativas para componenteny. Estas variações corroboram a assertiva de

movimentos tanto nos eixoX quantoY . Igualmente, pode-se perceber a evolução suave

de ambas componentesny e nz. Esta evolução suave é esperada, pois sistemas mecânicos

geralmente se comportam desta forma, e também a evolução da componentenx calculada a

partir de medições do potenciômetro na Figura 4.6 (a) se comportou de forma suave.

A Figura 4.6 (d) apresenta o resultado da estimativa para a distânciadk do pé com rela-

ção ao chão. Como ocorrido para as componentesny e nz, não há uma medição base para

se comparar. Porém, pode-se verificar que as estimativas sãode aproximadamente7 cm em

ambos início e final do experimento. Isto significa que quandoas estimativas do FKMA indi-

cam que o pé está aproximadamente paralelo com relação ao solo, a distânciadk do pé com

relação ao solo é estimada com valores próximos. Este é um resultado interessante, consi-

derando que durante o experimento não houve movimento da tíbia e desta forma devería-se

obter aproximadamente a mesma distânciad.

A Figura 4.6 ilustra o resultado da norma calculada para o vetor n̂k durante todo o ex-

perimento. Pode-se constatar que o resultado é bem próximo do desejado, com pequenos

erros inferiores a0, 02%, mesmo com a linearização da equação de medição-restrição (4.16)

sendo feita com relação ao estado preditox̂k|k−1.

4.3.4 Estimação utilizando Filtro de Kalman para Sistemas Descritores

Na seção anterior, pôde-se verificar que a utilização de fusão de dados em conjunto com

estimação de sistemas com restrição de estados melhora o desempenho no processo de esti-

mação de orientação do pé com relação ao solo. Um dos objetivos deste trabalho é proposi-

ção de se rescrever o sistema com restrições de estados em forma de um sistema descritor e

então utilizar o Filtro de Kalman para Sistemas Descritores(FKSD). Nesta seção é apresen-

tada uma aplicação utilizando o FKSD apresentado na Seção 3.1.

Inicialmente é feito o mesmo desenvolvimento da Seção 4.3.3, considerando

xk =
[

nT
k dk

]T

=
[

nx,k ny,k nz,k dk

]T

a variável de estados em tempo discretok do sistema correspondente à postura do pé, vetor de

orientação e distância do pé com relação com solo, e sejauk =
[

ωx,k ωy,k

]T

as medidas

dos girômetros em tempo discretok. Da mesma forma que em (4.11), o seguinte modelo

descreve a evolução dos estados entre duas medições:

xk+1 = f(xk, uk) + wk

=











nx,k − Tnz,kωy,k

ny,k + Tnz,kωx,k

nz,k − Tny,kωx,k + Tnx,kωy,k

dk











+ wk.
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Rescrevendo (4.11) como

xk+1 = A(uk)xk + wk (4.17)

com

A(uk) =











1 0 −Tωy,k 0

0 1 −Tωx,k 0

Tωy,k Tωx,k 1 0

0 0 0 1











,

a evolução das variáveis de estado termina em uma representação linear dado o par(wx,k, wy,k).

Para o uso da restrição de norma unitária, primeiramente verifica-se como (4.12) é não-linear,

esta deve ser linearizada de forma a se utilizar no algoritmodo FKSD. Portanto a restrição é

linearizada na estimativa anterior e desta forma é rescritada seguinte forma

Dkxk = ck (4.18)

com

Dk =
[

2n̂x,k−1|k−1 2n̂y,k−1|k−1 2n̂z,k−1|k−1 0
]

,

ck = 1 + n̂2
x,k−1|k−1 + n̂y,k−1|k−1 + n̂z,k−1|k−1.

Tem-se também que a equação de medição dos sensores infra-vermelhos dada por (4.14)

yk = h(xk) + vk

=













dknz,k+s1,yny,k+s1,xnx,k

nz,k

dknz,k+s2,yny,k+s2,xnx,k

nz,k

dknz,k+s3,yny,k+s3,xnx,k

nz,k

dknz,k+s4,yny,k+s4,xnx,k

nz,k













+ vk

é não-linear e de forma a se adequar ao algoritmo do FKSD deve ser linearizada, mesmo

procedimento realizado na adequação da restrição. Este procedimento resulta em:

y′
k = C(x̂k−1|k−1)xk + vk (4.19)

com

C(xk) =















s1,x

nz,k

s1,y

nz,k

s1,xnx,k+s1,yny,k

n2
z,k

1
s2,x

nz,k

s2,y

nz,k

s2,xnx,k+s2,yny,k

n2
z,k

1
s3,x

nz,k

s3,y

nz,k

s3,xnx,k+s3,yny,k

n2
z,k

1
s4,x

nz,k

s4,y

nz,k

s4,xnx,k+s4,yny,k

n2
z,k

1















,

y′
k = yk − h(x̂k|k−1) + C(x̂k−1|k−1)x̂k−1|k−1.
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e com as definições destas novas equações, pode-se utilizar amudança de variáveis proposta

na Seção 3.1 e obter










































xsd
k−1 =

[

xk−1

dk

]

, P sd
k−1 =

[

Pk−1 0

0 0

]

,

Ek+1 =







I 0

Dk 0

0 I






, Fk =







Ak(x̂k−1|k−1) 0

0 I

0 I






W =







Q 0 0

0 0 0

0 0 0






,

Hk =
[

C(x̂k−1|k−1) 0
]

, V = R, zk = y′
k.

E esta mudança de variáveis resulta no seguinte sistema descritor:

Ek+1x
sd
k+1 = Fkx

sd
k + wsd

k

zk = Hkx
sd
k + vsd

k

A inicialização deste algoritmo é feito da mesma maneira queno FKMA, executando

uma etapa do estimador de mínimos quadrados não-linear, Algoritmo 4.3, que resulta em

x̂0 e na sequência uma matriz de covariância convenienteΣ0 é escolhida. Este método é

apresentado de forma resumida no Algoritmo 4.5.

Com respeito à inicialização da matriz de covariânciaP0|0 no estimador FKSD, foi utili-

zada a mesma matriz de covariânciaP ma
0|0 do FKMA

P0|0 = diag
([

1
9

1
9

1
9

15
])

,

visando facilitar a comparação dos estimadores. Para as matrizes

Q = diag
([

10−8 10−8 10−8 10−4
])

R = σ2
dI4 = diag

([

0, 12 0, 12 0, 12 0, 12
])

.

também foram utilizados os mesmos valores do FKMA visando igualmente a comparação

entre os estimadores. Os resultados obtidos para o experimento apresentado na Seção 4.3

são apresentados na Figura 4.7.

A Figura 4.7 (a) mostra a componentenx estimada e a projeção correspondente baseada

nas medições feitas pelo potenciômetro. Como visto anteriormente no FKMA, a estimativa

segue bem próxima da projeção do potenciômetro até cerca de25 s, quando os problemas

provenientes dos girômetros e infra-vermelhos se tornam maiores, fazendo aparecer um erro

de estimação considerável. Em aproximadamente29 s o estimador recupera-se e seu re-

sultado continua próximo da projeção medida até o final do experimento. Este estimador

também se apresentou robusto aos erros de medição, porém houve uma demora maior na

recuperação da estimativa com relação ao resultado obtido anteriormente. Isto deve-se prin-

cipalmente ao fato de que este filtro é linearizado com relação à estimativa calculada no

período de amostragem anterior e não mais com relação à uma estimativa de predição.
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Algoritmo 4.5 Filtro de Kalman para Sistemas Descritores
1: Inicialização, k = 0

Executar um passo do Algorítmo 4.3.

Na sequência escolher uma matrix de covariância conveniente.

Este procedimento resulta em x̂0|0 eP0|0.

2: para todo amostrak ≥ 1 fazer

3: Ler os dados dos girômetros

uk =
[

ωx,k ωy,k

]T

4: Ler os dados dos sensores infra-vermelhos

yk =
[

d1,k d2,k d3,k d4,k

]T

5: Definir as variáveis do sistema Descritor

xsd
k−1|k−1 =

[

x̂k−1|k−1

ck

]

, P sd
k−1|k−1 =

[

Pk−1|k−1 0

0 0

]

.

6: Calcular as matrizes e o vetor linearizados

A(uk), C(x̂k−1|k−1), ey′
k

7: Definir as matrizes e o vetor do sistema descritor

Ek+1, Fk, W , V , Hk, zk

8: Calcular estimativa utilizando

P sd
k|k = −

[

0 0 I
]







FkP
sd
k−1|k−1F

T
k + Wk 0 Ek+1

0 Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0







† 





0

0

I







xsd
k|k =

[

0 0 I
]







FkP
sd
k−1|k−1F

T
k + Wk 0 Ek+1

0 Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0







† 





Fkx
sd
k−1|k−1

zk

0







Resultando em̂xk =
[

n̂T
k d̂k

]T

ePk.

9: fim for

A Figura 4.7 (b) e (c) ilustra o resultado da estimação das componentesny e nz. Como

afirmado anteriormente, não existe uma base real de comparação para estas estimativas. O

que se pode notar é a evolução mais suave de ambas componentescomparado ao estimador

de mínimos quadrados, mas não é possível verificar uma diferença com relação à suavidade

da evolução com relação do FKMA. Uma diferença, no entanto, éque a amplitude das esti-

mações para as componentesny e nz são menores no FKSD. Neste caso não há como fazer

uma afirmação sobre qual filtro obteve resultado mais preciso, devido à falta de um valor real

para a comparação destas componentes.

A Figura 4.7 (d) apresenta o resultado da distânciadk do pé com relação ao solo. Da

mesma forma que foi ocorrido com as componentesny e nz, não existe uma medição para

se tomar como base de comparação das estimativas. Porém, da mesma forma que se pôde

perceber com o FKMA, tanto no início quanto no fim do experimento as estimativasdk foram
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Figura 4.7: Estimação de orientação do pé com relação ao solo– Fusão de dados dos girô-

metros e infra-vermelhos utilizando Filtro de Kalman para Sistemas Descritores

de aproximadamente7 cm. Este é um resultado importante, pois tanto no início quantono

final do experimento o pé estava em aproximadamente na mesma posição. E como não houve

movimento da tíbia, o estimador não deveria apresentar mudança na estimativa da distância

do pé com relação ao solo.

A Figura 4.7 (e) apresenta a evolução da norma do vetor de orientaçãonk durante o

experimento. Pode-se verificar que a norma calculada possuium erro menor que 0.2% com

relação à norma unitária desejada. Este resultado pode ser considerado bom, pois houve uma

linearização com relação à estimativa anteriorx̂k−1|k−1, é um aumento de 10 vezes no erro

se comparar com o FKMA.
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4.3.5 Estimação utilizando Filtro de Kalman Robusto para Sistemas Descritores

Na seção anterior foi apresentada uma aplicação para o método de estimação com restri-

ções a partir do uso do Filtro de Kalman para Sistemas Descritores, em um sistema rescrito

a partir do sistema original. No entanto, apesar da solução ter resultado em valores próxi-

mos do aferido pelo potenciômetro, houve uma sensível redução na aderência à restrição de

norma unitária. Como originalmente o filtro de sistemas descritores foi projetado para siste-

mas lineares, uma versão linearizada do modelo foi utilizada e esta linearização feita com a

estimativa anterior como ponto de operação. Nesta seção é avaliada a utilização de um Filtro

de Kalman Robusto para Sistemas Descritores (FKRSD) visando forma a compensar estes

erros devido às equações linearizadas.

Da mesma forma que no desenvolvimento do FKSD, o sistema originalmente definido

pelas equações (4.11) de modelo, (4.12) de norma unitária e (4.14) de medição, e linearizado

resultando em:


















































A(uk) =











1 0 −Tωy,k 0

0 1 −Tωx,k 0

Tωy,k Tωx,k 1 0

0 0 0 1











, C(xk) =















s1,x

nz,k

s1,y

nz,k

s1,xnx,k+s1,yny,k

n2
z,k

1
s2,x

nz,k

s2,y

nz,k

s2,xnx,k+s2,yny,k

n2
z,k

1
s3,x

nz,k

s3,y

nz,k

s3,xnx,k+s3,yny,k

n2
z,k

1
s4,x

nz,k

s4,y

nz,k

s4,xnx,k+s4,yny,k

n2
z,k

1















Dk =
[

2n̂x,k−1|k−1 2n̂y,k−1|k−1 2n̂z,k−1|k−1 0
]

,

ck = 1 + n̂2
x,k−1|k−1 + n̂y,k−1|k−1 + n̂z,k−1|k−1.

e o sistema descritor é escrito da seguinte forma:










































xrsd
k−1 =

[

xk−1

dk

]

, P rsd
k−1 =

[

Pk−1 0

0 0

]

,

Ek+1 =







I 0

Dk 0

0 I






, Fk =







Ak(x̂k−1|k−1) 0

0 I

0 I






W =







Q 0 0

0 0 0

0 0 0






,

Hk =
[

C(x̂k−1|k−1) 0
]

, V = R, zk = y′
k.

resultando no seguinte sistema descritor:

Ek+1x
rsd
k+1 = Fkx

rsd
k + wrsd

k

zk = Hkx
rsd
k + vrsd

k

O acréscimo de incertezas é baseado nas seguintes premissas:

1. A estimativa de orientaçãônk+1 não é igual ao estadonk+1, portanto a matrizEk+1 do

sistema descritor será representada por uma matriz nominal, além de ser acrescida de

uma incerteza associada, resultando na forma

(Ek+1 + δEk+1).
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e a incertezaδEk+1 é escolhida de forma a considerar uma região na qual se espera

que os estadosnk+1 estejam localizados. Desta forma, deseja-se que os estadosdesta

região resultem o mais próximo da norma unitária (4.12).

2. As medições dos girômetros podem ser aferidas com erros deescala, viés e com ruído

proveniente da conversão analógica-digital. Por conseguinte, a matriz de processoFk

é substituída pela matriz nominal, acrescida de uma incerteza associada

(Fk + δFk)

com a incertezaδFk responsável por considerar a região de possíveisF (uk).

3. A matriz de mediçãoHk é uma forma linearizada de (4.14), portanto os erros de line-

arização são incorporados nas incertezasδHk na forma

(Hk + δHk).

que permitem rescrever o sistema acrescido das incertezas como

(Ek+1 + δEk+1.)x
rsd
k+1 = (Fk + δFk)x

rsd
k + wrsd

k

zk = (Hk + δHk)x
rsd
k + vrsd

k

com as incertezas escritas da forma:

δEk = Me,k∆kNe,k, δFk = Mf ,k∆kNf ,k, δHk = Mh,k∆kNh,k

com:






















































































Md,i =
[

10−6 10−6 10−6 0
]

, Ma,i =











0 0 2.5 0

0 0 2.5 0

2.5 2.5 0 0

0 0 0 0











10−4

Mf ,i =







Ma,i 04×1 04×4 04×4

01×4 0 Md,i 01×4

01×4 0 01×4 01×4






, Mh,i = 10−2

[

14×3 04×2

]

Ne,i =











04×4 04×1

01×4 1

I4 04×1

04×4 0











, Nf ,i =











I4 0

01×4 0

04×4 04×1

04×4 0











, Nh,i = I5

A escolha destas matrizes é feita a partir de uma análise dos erros. No entanto não existe uma

forma definida para se fazer esta escolha, pois as matrizesM,̇i e N,̇i podem ter dimensões

quaisquer. Apenas o resultado do produtoM,̇i∆N,̇i deve ter a dimensão correta.

A inicialização do método é feito da mesma forma que para o FKSD e para o FKMA,

executando uma etapa do estimador de mínimos quadrados não-linear (Algoritmo 4.3), que
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Algoritmo 4.6 Filtro de Kalman Robusto para Sistemas Descritores
1: Inicialização, k = 0

Definir λ = 50.

Executar um passo do Algoritmo 4.3.

Na sequência escolher uma matriz de covariância conveniente.

Este procedimento resulta em x̂0|0 eP0|0.

2: para todo amostrak ≥ 1 fazer

3: Ler os dados dos girômetros

uk =
[

ωx,k ωy,k

]T

4: Ler os dados dos sensores infra-vermelhos

yk =
[

d1,k d2,k d3,k d4,k

]T

5: Definir as variáveis do sistema Descritor

xsd
k−1|k−1 =

[

x̂k−1|k−1

ck

]

, P sd
k−1|k−1 =

[

Pk−1|k−1 0

0 0

]

.

6: Calcular as matrizes e o vetor linearizados

A(uk), C(x̂k−1|k−1), ey′
k

7: Definir as matrizes e o vetor do sistema descritor

Ek+1, Fk, W , V , Hk, zk

8: Calcular as matrizes do FKRSD

Êk+1, F̂k, W, V, Ĥk, Zk

9: Calcular estimativa utilizando

P rsd
k|k = −

[

0 0 I
]







F̂kP
rsd
k−1|k−1F̂

T
k +Wk 0 Êk

0 Vk Ĥk

ÊT
k+1 ĤT

k 0







† 





0

0

I







xrsd
k|k =

[

0 0 I
]







F̂kP
rsd
k−1|k−1F̂

T
k +W‖ 0 Êk+1

0 Vk Ĥk

ÊT
k+1 ĤT

k 0







† 





F̂kx̂
rsd
k−1|k−1

Zk

0







Resultando em̂xk =
[

n̂T
k d̂k

]T

ePk.

10: fim for
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Figura 4.8: Estimação de orientação do pé com relação ao solo– Fusão de dados dos girô-

metros e infra-vermelhos utilizando Filtro de Kalman Robusto para Sistemas Descritores
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resulta emx̂0|0 e uma matriz convenienteΣ0 deve ser escolhida. Este método é apresen-

tado de forma resumida no Algoritmo 4.6. E os resultados da aplicação deste método são

apresentados na Figura 4.8.

A Figura 4.8 (a) apresenta a evolução da componente estimadanx e a projeção baseada

nas medições feitas pelo potenciômetro correspondente. Como visto até agora nos resultados

baseados em fusão de dados, a estimativan̂x é bem próxima do medido pelo potenciômetro

até os25 s. Após este instante os problemas dos girômetros e infra-vermelhos tornam-se evi-

dentes, pois a estimativa se distancia de forma considerável. Por volta de29 s o estimador é

capaz recuperar destes erros e seu resultado continua próximo da projeção medida até o final

do experimento. Além da robustez com relação à incerteza dosparâmetros, este estimador

se mostrou relativamente robusto aos erros de medição. Entretanto, como ocorrido no caso

do FKSD, foi necessário um tempo maior para se recuperar destes erros. Este entrave pode

ser relacionado à linearização calculada com relação à estimativa do período de amostragem

anterior e não com respeito à predição.

As Figuras 4.7 (b) e (c) ilustram o resultado da estimação dascomponentesny e nz.

Como afirmado anteriormente, não existe uma base real de comparação para estas estimati-

vas. Visualmente não houve muita diferença entre a estimativa utilizando FKSD e o FKRSD.

Com relação ao FKMA, existe uma redução na amplitude das componentesny e nz. Neste

caso não há como se fazer uma afirmação sobre qual filtro obteveresultado mais preciso,

devido à falta de um valor real para a comparação destas componentes.

A Figura 4.7 (d) apresenta o resultado da distânciadk do pé com relação ao solo. Igual-

mente às componentesny enz, não existe uma medição para se tomar como base de compa-

ração das estimativas. Porém, tanto no início quanto no fim doexperimento, às estimativas

dk foram aproximadamente7 cm. E como não houve movimento da tíbia, o estimador não

deveria apresentar mudança na estimativa da distância do pécom relação ao solo.

A Figura 4.7 (e) apresenta a norma do vetor de orientaçãonk. Pode-se verificar que

a norma calculada possui um erro inferior a0, 05% com relação ao resultado desejado de

norma unitária. Ao final da aplicação constata-se uma evolução na aderência à norma uni-

tária, Comparando com o FKMA, o erro máximo de aderência à norma dobrou, porém este

foi reduzido a um quarto com relação ao FKSD. Este resultado éexcelente, devido ao fato

da linearização ter sido realizada com relação à estimativaanteriorx̂k−1|k−1.

4.4 DISCUSSÃO

Este capítulo apresenta uma aplicação da teoria de estimação com restrições descrita no

Capítulo 2, na área de robótica de reabilitação. Foi proposto um sistema de instrumentação

de forma a realizar estimação da postura do pé de uma prótese robótica de perna com respeito

ao solo. Foram implementados um total de seis métodos para seresolver este problema e os
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resultados foram apresentados.

Os dois primeiros métodos consistiram na utilização de sensores girômetros para estima-

ção da orientação do pé. Entretanto, utilizando somente os girômetros não é possível obter

uma estimativa para a distância do pé com relação ao solo. Primeiramente verificou-se que

as estimativas geradas utilizando somente os sensores girômetros são inconsistentes, pois

muitas vezes uma única componente foi observada com valor maior que a unidade. Este

fato é absurdo, pois o vetor resultante deve ser unitário. Houve um avanço na estimação

quando foi empregada a restrição de norma unitária a partir do Filtro de Kalman Projetado.

Contudo, a melhoria proveniente da utilização da restriçãonão foi suficiente para se obter

valores consistentes com o aferido pela potenciômetro na componentenx. Estes erros podem

ter ocorrido devido à erros de escala e viés na medição dos girômetros. Como não houve a

utilização de sensores exteroceptivos para a correção das estimativas, estas divergiram em

muito do esperado.

O terceiro método consistia na utilização de um estimador baseado no método dos mí-

nimos quadrados não-linear (MMNL). Este método utiliza informação proveniente somente

dos sensores infra-vermelhos. As estimativas fornecidas por este método foram extrema-

mente ruidosas comparando-se com o aferido pelo potenciômetro e também pelos dois pri-

meiros métodos utilizando sensores girômetros. No entanto, a partir do emprego deste mé-

todo, pode-se estimar todos os estados da postura, ou seja, orientação e distância do pé com

relação ao solo. Logo, a partir da fusão de dados dos sensoresgirômetros e infra-vermelhos,

espera-se obter uma resposta mais precisa.

O filtro de Kalman de medições aumentadas (FKMA) foi o primeiro estimador testado

que utiliza fusão de dados dos sensores girômetros e infra-vermelhos. Este método utiliza a

informação proveniente dos sensores girômetros para fazera predição da orientação do pé e

na sequencia os sensores infra-vermelhos são utilizados para fazer a fusão com a estimativa

fornecida pela predição. No que tange às componentes do vetor de orientação, os resultados

foram muito mais suaves se comparados aos resultados obtidos pelo estimador utilizando

MMNL. O resultado para a componentenx esteve sempre mais identificado com a projeção

medida pelo potenciômetro, fato que é evidenciado em torno dos23 s. Ao invés de se obter

grandes ruídos como o MMNL, o resultado do FKMA foi um pequenodeslocamento que

pode ser corrigido em pouco tempo.

O quinto método utilizado baseou-se na transformação de um sistema com restrições de

estados em sistema descritor, apresentado na Seção 3.1. Como a estimação da orientação

do pé com relação ao solo é um caso não-linear, uma versão linearizada do sistema foi

implementada. No caso de sistemas descritores, a informação dos sensores girômetros e

dos sensores infra-vermelhos são utilizados na mesma etapa, resultando em uma estimativa

após a utilização do filtro de Kalman para sistemas descritores (FKSD). Como ocorrido

para o FKMA, as componentes estimadas de orientação evoluíram de forma mais suaves

que quando comparadas às componentes do MMNL. Houve pequenadiferença visual na
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Figura 4.9: Erros de estimação da norma‖n‖2 para estimadores baseados em filtro de Kal-

man

estimação das componentesny e nz dos estimadores baseados em fusão de dados, porém

não pode-se dizer qual obteve resultado mais acurado, vistoque não há uma base real para

se comparar com o resultado obtido para estas componentes. Aprincipal diferença entre o

FKMA e o FKSD diz respeito ao nível de aderência à restrição. Na aplicação do FKSD a

restrição foi menos respeitada do que no FKMA.

O último método implementado também utilizou a transformação do sistema com res-

trições de estados em um sistema descritor. Da mesma forma que no FKSD, foi utilizada

uma versão linearizada do sistema. Contudo a estimativa erafornecida pelo filtro de Kalman

robusto para sistemas descritores (FKRSD). Por inferência, foi feita a escolha de valores

razoáveis para as matrizes associadas às incertezas, e então o FKRSD foi utilizado. Os resul-

tados obtidos foram visualmente similares aos obtidos peloFKSD, porém verificou-se que

o nível de aderência à restrição aumentou. Entretanto o nível de aderência continuou menor

do que o apresentado pelo FKMA.

Foram apresentados os resultados de cada estimador, porém,esta apresentação em sepa-

rado permite apenas uma avaliação visual superficial de cadamétodo. De forma a melhor

comparar os métodos baseados em filtro de Kalman, a Figura 4.9apresenta superpostos o

erro médio quadrátido das normas cálculadas a partir das estimativas do FKMA, FKSD e

FKRSD e a unidade, enquanto a Figura 4.10 apresenta superpostos o erro de estimação da

componente da orientação do pénx a partir das estimativas do FKMA, FKSD e FKRSD com

a projeção dada pela medição de um potenciômetro posicionado no tornozelo da prótese.

Com a análise da Figura 4.9, pode-se concluir que a norma calculada a partir das estimativas

do FKMA é de fato muito menor que as normas resultantes da estimação utilizando sistemas

descritores. Contudo, é nítida a grande redução do erro da norma com o emprego do FKRSD

com relação ao FKSD. Durante quase todo o experimento, este erro é pelo menos metade

do erro apresentado pelo FKSD. Quanto ao erro de estimação dacomponentenx, pode-se

verificar a partir da Figura 4.10 (a) que as três componentes possuem erros similares até por
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Figura 4.10: Comparativo dos erros de estimação da componentenx para estimadores base-

ados em filtro de Kalman.

25 s, quando pode-se constatar um erro de medição nos sensores girômetros e nos senso-

res infra-vermelhos. Neste instante a diferença entre os três estimadores torna-se evidente.

O FKMA possui menor erro com relação à projeção, seguido peloFKRSD e por último o

FKSD. Esta vantagem do FKMA com relação aos filtros baseados em sistemas descritores

deve-se ao momento que a linearização é realizada. A linearização no FKMA é feita após a

predição e esta linearização posterior garante convergência mais rápida para este filtro. En-

tretanto, mesmo com uma linearização realizada de forma prematura, os filtros baseados em

sistemas descritores foram capazes de se recuperar dos erros de medição, tanto dos sensores

infra-vermelhos, quanto girômetros. A Figura 4.10 (b) ilustra o erro acumulado de estima-

ção de cada filtro. Para os três filtros pode-se observar que o erro acumulado é bem próximo

durante todo o experimento. Nos filtros baseados em sistemasdescritores o erro é menor até

os25 s, mas como visto anteriormente, o FKMA recuperou-se dos erros de medição mais

rapidamente que os outros filtros, resultando então no filtrocom menor erro acumulado.
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Ao final deste capítulo constata-se, para este problema em específico, que a utilização

do FKMA é melhor do que as implementações baseadas em sistemas descritores FKSD e

FKRSD. Contudo os resultados corroboram a proposição que sistemas com restrições podem

ser escritos na forma apresentada pela Seção 3.1. A principal vantagem desta modificação

é a possibilidade de utilização de um filtro robusto que pode reduzir fortemente o erro de

estimação em sistemas com incertezas de parâmetros.
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5 LOCALIZAÇÃO E MAPEAMENTO SIMULTÂNEOS

“Life is like a box of chocolates...

You never know what you’re gonna get.”

Forrest Gump

Este trabalho segue como uma complementação do desenvolvimento de Borges [34] que

utiliza a abordagem de mapas geométricos. A arquitetura utilizada para resolver este pro-

blema é apresentada na Figura 5.1. Este capítulo propõe contribuições em duas frentes:

(i) nova forma de se realizar a localização do robô, dado um mapa global, (ii) nova forma

de se tratar a fusão de dados com restrições dado que a correlação entre as medições é

desconhecida. A solução original de localização foi proposta de formaad-hoc, portanto

este trabalho busca um embasamento probabilístico para a solução de localização. Original-

mente, foi definida uma função de custo que é resolvida utilizando o método dos mínimos

quadrados ponderados (MQP). Após o cálculo da estimativa utilizando (MQP), a fusão da

informação com a estimativaa priori é realizada utilizando o filtro de Kalman. No entanto,

apesar desta solução ser muito semelhante com a proposta nesta dissertação, não há nenhum

embasamente teórico sobre a função de custo e sobre o motivo de se realizar fusão de dados

desta maneira. Estes pontos serão justificados e discutidosna seção seguinte, de forma que

será apresentado como um método embasado na teoria de estimação Bayesiana. Mesmo o

algorítmo original sendo relativamente antigo sua análiseé interessante, pois este ainda é es-

tudado em trabalhos recentes [31]. Fora destas duas contribuições, todo o procedimento de

SLAM utilizado é o mesmo que está descrito no documento do trabalho motivador, portanto

neste manuscrito serão explicadas somente as contribuições aqui propostas. Para maiores

informações sobre qualquer um dos outros módulos o leitor é direcionado para [34].

Figura 5.1: Estrutura da arquitetura utilizada na solução do problema de SLAM.z representa

a postura (posição e direção) do robô ao passo queM representa um mapa.
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5.1 AUTO-LOCALIZAÇÃO

Em se tratando da linguagem probabilística, a localização pode ser caracterizada como o

processo de se determinar probabilidade de um robô ser encontrado com uma certa postura

zk, dado medições dos sensores. Na prática, pode ser muito complicado descrever todas as

influências das medições dos sensores e da integração das posições medidas durante todo o

tempo de funcionamento do robô. Em vez de tentar descrever todas estas influências, pode-se

escrever a seguinte função densidade de probabilidade

p(zk|u1:k−1,Ml
1:k,Mg) (5.1)

em queu1:k−1 = {u1, . . . , uk} é o conjunto de entradas de controle dos instantes1 aték − 1

aplicadas ao robô,Ml
1:k = {Ml

1, . . . ,Ml
k} é o conjunto de mapas locais medidos pelo robô

dos instantes1 aték − 1 eMg o mapa global. Pode-se utilizar o Teorema de Bayes para

reescrever (5.1) resultando em

p(zk|u1:k−1,Ml
1:k,Mg) =

p
(

Ml
k|zk,Mg

)

p
(

zk|u1:k−1,Ml
1:k−1,Mg

)

p
(

Ml
k|u1:k−1,Ml

1:k−1,Mg
) (5.2)

em quep
(

Ml
k|zk,Mg

)

é a função de verossimilhança,1 p
(

zk|u1:k−1,Ml
1:k−1,Mg

)

se re-

fere à densidadea priori ep
(

Ml
k|u1:k−1,Ml

1:k−1,Mg
)

é a constante de normalização.

Sabe-se que em mapas geométricos, o mapa localMl
k consiste deh1:N = {h1, . . . , hN}

elementos geométricos e estes se referem af1:N = {f1, . . . , fN} elementos geométricos do

mapa globalMg. Assume-se que as observações de quaisquer dois elementoshi e hj com

i 6= j são eventos descorrelacionados. Pode-se realizar tal consideração, pois o método de

estimação do mapa proposto em [34], que é o mesmo utilizado aqui, é realizado a partir da

intersecção de covariâncias que resulta em elementos geométricos cuja matriz de covariân-

cias é majorada como forma de desconsiderar as correlações cruzadas. Um outro ponto é a

correspondência de elementos dos mapas local e global. Se por ventura alguns elementos

locais não possuam correspondência no mapa global, estes não são considerados no cálculo

da estimativa. Baseado nestas premissas, pode-se reescrever a função de verossimilhança

p
(

Ml
k|zk,Mg

)

=
N
∏

i=1

p(hi|zk, fi). (5.3)

É conhecido que estimadores Bayesianos podem ser escritos na forma rescursiva [73,

85–87]. No entanto esta solução pode ser difícil ou até mesmoimpossível para casos não-

lineares. Porém, se a função de verossimilhança for não-linear, mas resultar em uma distri-

buição Gaussiana, a distribuiçãoa posterioripode ser calculada de forma fechada a partir de

uma soma ponderada da solução de máxima verossimilhança e dasoluçãoa priori [86].

1Esta distribuição quando escrita em sua forma completa seria p
(

Ml
k|zk, u1:k−1,Ml

1:k−1
,Mg

)

. No en-

tanto nem as entradas de controleu1:k−1, nem os mapas anterioresMl
1:k−1

possuem influência na verossimi-

lhança da posturazk com relação ao mapa localMl
k. Desta forma, reescrever a distribuição de verossimilhança

comop
(

Ml
k|zk,Mg

)

é, de fato, razoável.
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Portanto, considerando que a solução de (5.2) resulta em umadistribuição bem aproxi-

mada por uma distribuição gaussiana, pode-se desenvolver um estimador recursivo funda-

mentado na solução do problema de máxima verossimilhança de(5.3) e na fusão com dados

provenientes da estimativaa priori. Pode-se debater que, em alguns casos, a distribuição de

verossimilhança pode ser multimodal. Portanto, esta distribuição não poderia ser aproximada

por uma Gaussiana, contudo, se ambas as modas puderem ser descritas como distribuições

gaussianas e se a distribuiçãoa priori estiver relativamente próxima de somente uma moda,

tem-se que a distribuiçãoa posteritambém pode ser aproximada por uma gaussiana e que

esta pode ser bem representada pela soma ponderada da estimativa a priori e da estimativa

de máxima verossimilhança mais próxima desta moda. Utilizando esta formulação, nas pró-

ximas seções são descritos os passos necessários para se realizar esta tarefa de estimação

de postura além de resultados baseados em simulação e em dados reais coletados pelo robô

Omni em [34].

5.1.1 Solução para o problema de máxima verossimilhança

No apêndice B são apresentados conceitos básicos de robótica móvel com a descrição da

postura de um robô, os tipos de elemtnso geométricos e a formade rotação de um elemento

escrito na forma unificada. Assim, a distribuição de verossimilhança para cada elemento

geométrico pode ser escrita com base na representação unificada como

p(hi|zk, fi) ∝ exp

{

−1

2

(

hi − R(θk)
(

fi − Eivk

)

)T

P−1
h,i

(

hi −R(θk)
(

fi − Eivk

)

)

}

(5.4)

em queR(θk) presenta a matriz de rotação para um certo ângulo de orientaçãoθk, vk repre-

senta uma posição do robô no espaço,hi representa um elemento geométrico no mapa local,

Ph,i é a matriz de covariâncias deste elemento do mapa local,fi um elemento no mapa global

e Ei é uma matriz conhecida para elementos do tipo reta ou do tipo ponto. então a solução

do máximo de verossimilhança é dado por

ẑmv
k = arg

zk

p
(

Ml
k|zk,Mg

)

= arg
zk

max
N
∏

i=1

p(hi|zk, fi) (5.5)

que é equivalente a solução do seguinte problema de minimização:

ẑmv
k = min

zk

1

2

N
∑

i=1

(

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)T
R(θk)

T P−1
h,i R(θk)

(

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)

como forma de simplificação dos resultados, considera-se que a matriz de covariânciasPh,i

de cada elemento geométricohi pode ser escrita na formaPh,i = σ2
h,iI2

ẑmv
k = min

zk

1

2

N
∑

i=1

1

σ2
h,i

(

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)T (

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)

. (5.6)
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Pode-se então definir as seguintes variáveis auxiliares:

β =
[

b1 b2

]T

=
[

cos(θ) sin(θ)
]T

, e Hi =

[

hx,i −hx,i

hy,i hy,i

]

(5.7)

a minimização de (5.6) pode ser reescrita no seguinte problema

ẑmv
k = min

vk ,βk

J(vk, βk) = min
vk ,βk

1

2

N
∑

i=1

1

σ2
h,i

(

Eivk + Hiβk − fi

)T (

Eivk + Hiβk − fi

)

(5.8)

sujeito aβT
k βk = 1, e θk = arctan(b2/b1). Tem-se que, neste problema, os mínimos locais

são dados pelas seguinte condições:

∂J(vk, βk)

∂vk

= 0,
∂J(vk, βk)

∂βk

= 0 (5.9)

e também

∂2J(vk, βk)

∂vk∂vT
k

> 0,
∂2J(vk, βk)

∂βk∂βT
k

> 0, (5.10)

Pelas condições (5.9), obtém-se o seguinte sistema de equações matriciais:






Mvk = q −Nβk

Wβk = r −NT vk

(5.11)

em que as matrizes são definidas como

M =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

EiEi, N =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

EiHi, W =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

HT
i Hi,

q =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

Eifi, r =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

HT
i fi.

Se a matrizM e o termoW −NT M−1N forem invertíveis, a solução para a postura de má-

xima verossimilhançâzmv
k =

[

(

v̂mv
k

)T
θ̂mv

k

]

é dada de forma direta pelas seguintes equa-

ções

β̂k =
(

W −NT M−1N
)−1

(r −NT M−1q) =
[

b̂1 b̂2

]T

(5.12)

v̂mv
k = M−1(q −Nβ̂k) (5.13)

θ̂mv
k = arctan(b̂2/b̂1). (5.14)

Pela definição deM e W , a solução dêzmv
k leva as condições (5.10) a serem satisfeitas

diretamente. Como foi obtida somente uma solução, esta sempre será a solução de mínimo

global, equivalente a solução para posturaẑmv
k de máxima verossimilhança. No entanto,

problemas de condicionamento numérico podem aparecer quando a matrizM ou o termo

W −NT M−1N forem singulares, estes problemas ocorrem devido à simetria do mapa local

obtido e dependendo do caso pode-se obter duas ou infinitas soluções para a postura. Estes

casos podem ser divididos em quatro e serão analisados na sequência.
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Caso 1. Solução com dois máximos de ângulos. Este caso ocorre quandoa matrizM é

invertível, no entanto o termoW − NT M−1N é singular mas diferente de zero. Neste caso

a solução (5.12) não pode ser calculada desta forma. Uma opção é calcular as soluções

utilizando a pseudo-inversa(W − NT M−1N)† desenvolvida a partir da decomposição em

valores singulares (SVD). A SVD é uma decomposição de matrizes que resulta em

(

W −NT M−1N
)

= USV T ,

e a pseudo-inversa é escrita como

(

W −NT M−1N
)†

= V S ′UT

em que os elementos da diagonal deS ′ são iguais ao inverso dos elementos da diagonal deS,

exceto pelos elementos que possuem valor zero, ou próximos de zero na resolução de ponto

flutuante. Portanto todas as soluções possíveis deβ̂k podem ser escritas de acordo com a

seguinte parametrização em função deλ ∈ R [88, Seção 2.6]

β̂k(λ) = ξ + λω (5.15)

em que

ξ =
(

W −NT M−1N
)−1

(r −NT M−1q)

e ω é o vetor coluna deV que corresponde ao valor singular deS. No entanto a solução

(5.15) proposta considera todas as soluções paraβ̂k com qualquer norma, não considerando

somente as soluções deβ̂k com norma unitária. Estas soluções com norma unitária são dadas

por (5.15) comλ = {λ1, λ2} sendos os zeros do seguinte polinômio

a1λ
2 + a2λ + a3 = 0, (5.16)

em quea1 = ωTω, a2 = ωT ξ, e a3 = ξT ξ − 1. Portanto a partir das duas soluções

β̂k(λ1) e β̂k(λ2) obtidas, verifica-se o ânguloθk que possui menor distância com relação

à estimativaa priori θk|k−1. Na sequência é possível calcular a estimativa para posição

v̂mv
k utilizando (5.13) e estimativa de máxima verossimilhança da postura é dada por̂zmv

k =
[

(

v̂mv
k

)T
θ̂mv

k

]T

.

Caso 2(Solução com infinitos máximos de posição). Este caso ocorre quando a matrizM é

singular, e a matrizW − NT M+N é invertível. Neste caso, não se pode calcular a inversa

deM , portanto utiliza-se a SVD para calcular a pseudo-inversaM † e de forma análoga ao

que foi realizado para obter as soluções deβ no Caso 1, a partir de (5.13), pode-se escrever

todas as soluções possíveis para a posiçãovk como a seguinte parametrização em função de

δ ∈ R

v̂mv
k (δ) = M−1(q −Nβ̂k) + δυ (5.17)

69



em queυ é o vetor coluna deV que corresponde ao valor singular deS. A soluçãoδ = 0 cor-

responde à posição mais próxima da origem. Neste caso, para oqual a matrizW −NT M+N

é invertível, tem-se somente uma solução de ângulo para todas as posições resultantes da pa-

rametrização (5.17), então a solução para o ângulo de máximaverossimilhança é dada por

uma modificação de (5.12) de forma a considerar a pseudo-inversaM †, resultando em

β̂k =
(

W −NT M †N
)−1

(r −NT M−1q) (5.18)

contudo a solução de máxima verossimilhança para postura é dada por aquela com menor

distância com relação à estimativaa priori vk|k−1. Sendo assim, a estimativa de verossimi-

lhança é dada pelo seguinte parâmetro

δ =
υT
(

vk|k−1 − v̂mv
k (0)

)

υT υ
, (5.19)

Na sequência, é possível calcular a estimativa para a posição v̂mv
k . Utilizando (5.17) e esti-

mativa de máxima verossimilhança da postura é dada porẑmv
k =

[

(

v̂mv
k

)T
θ̂mv

k

]T

.

Caso 3(Solução com dois máximos de ângulo e infinitos máximos de posição). Este caso

ocorre quando a matrizM e o termoW − NT M+N são ambos não singulares. Neste caso

deve-se utilizar a SVD para calcular tanto a pseudo-inversadeM quanto a pseudo-inversa do

termoW−NT M+N . Com o resultado da pseudo-inversa deW−NT M+N deve-se executar

os mesmos passos descritos no Caso 1 para se determinar os ângulos possíveis, e então

escolher o ângulôθmv
k de menor diferença com relação à estimativaa priori. A diferença com

relação ao Caso 1 está no fato de que a solução não proverá somente uma posição de máximo,

mas infinitas posições. Desta forma, deve-se utilizar o método apresentado no Caso 2 para

se determinar a posiçãôvmv
k com menor diferença com relação à estimativaa priori e, então,

pode-se determinar qual é a estimativa de máxima verossimilhançâzmv
k =

[

(

v̂mv
k

)T
θ̂mv

k

]T

.

Caso 4(Caso sem solução existente). Este caso ocorre quando a matrizM é invertível e o

termoW −NT M−1N é singular e igual a zero. Neste caso, não é possível obter informação

alguma sobre a posição de ângulo, pois (5.12) resultaria somente emβ̂k = 0, o que é impos-

sível poisβ̂k deve ter norma unitária. Desta forma, não se pode tratar estecaso devido à falta

de informação.

Com a análise destes quatro casos alheios à solução direta, pode-se então determinar um

método geral que resolva todas as situações. Este método geral é descrito no Algoritmo 5.1.

Para solucionar o problema, o método deve receber como entrada a estimativaa priori, os

elementos geométricos encontrados no mapa local e também oselementos do mapa global

correspondentes. É necessário que esse método receba no mínimo um elemento geométrico

local e global, este número é o mínimo necessário para se realizar a estimação de posição.

Ao final deste método, é obtida a estimativa de máxima verossimilhança de posturâzmv
k . No

entanto, este método por si só não resolve o problema por completo devido à incapacidade
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de fornecer uma informação sobre a incerteza da estimativa obtida. A próxima seção aborda

uma estratégia para se estimar também a matriz de covariâncias do máximo de verossimi-

lhança.

5.1.2 Cálculo da matriz de covariâncias

Além de se calcular a estimativa de máxima verossimilhança,deve-se fornecer uma in-

formação sobre a incerteza desta estimativa, ou seja, deve-se associar uma matriz de cova-

riânciasPmv
z,k à estimativa de máxima verossimilhançaẑmv

k . De forma análoga ao método de

cálculo utilizado em [34], a função de custo definida por (5.6) relaciona as incertezas dos

elementos geométricos globais e locais, além da posição, podendo ser escrita como:

J(zk,Ml,Mg) =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

(

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)T (

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)

(5.20)

e o resíduo de estimação definido como

ri ,
(

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)T (

Eivk + R(θk)
T hi − fi

)

. (5.21)

Os resíduos são considerados de média nula e estes possuem a seguinte matriz de covariân-

cias, a qual pode ser estimada empíricamente como [29]

Pr =

∑N
i=1

1/σ2
h,i

(

rir
T
i

)

∑N
i=1

1/σ2
h,i

. (5.22)

As outras incertezas são geradas pelos elementos geométricos utilizados na estimação, e

suas matrizes de covariâncias são representadas porPh,i e Pf ,i para os elementos locais e

globais, respectivamente. Utilizando a forma proposta porHaralick [89], a matriz de covari-

ânciasPmv
z,k pode ser calculada como:

Pmv
z,k =

(

∂g

∂ẑmv
k

)−1
(

Σr + Σh + Σf

)

(

∂g

∂ẑmv
k

)−1

(5.23)

em queg =∂J(ẑmv
k

,Ml,Mg) /∂ẑmv
k

e

Σr =

N
∑

i=1

(

∂g

∂ri

)

Pr

(

∂g

∂ri

)T

, (5.24)

Σh =

N
∑

i=1

(

∂g

∂hi

)

Ph

(

∂g

∂hi

)T

, (5.25)

Σf =

N
∑

i=1

(

∂g

∂fi

)

Pf

(

∂g

∂fi

)T

. (5.26)

No entanto, esta formulação utilizando a matriz de covariâncias pode não funcionar nos

casos em que há infinitas soluções de posição ou ângulo. Mestecaso convém utilizar a matriz
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Algoritmo 5.1 Estimativa de máxima verossimilhança para o problema de localização
Require: Estimativaa priori ẑk|k−1. Mais de um elemento geométrico,N ≥ 1.

1: Calcular
M =

N
∑

i=1

1

σ2
h,i

EiEi, q =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

Eifi, N =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

EiHi,

W =
N
∑

i=1

1

σ2
h,i

HT
i Hi, r =

N
∑

i=1

1

σ2
h,i

HT
i fi;

2: if rank(M) = 2 then

3: M † = M−1;

4: else

5:
[

U , S, V
]

← SV D(M);

6: M † = V S ′UT ;

7: υ ← coluna deV correspondente ao valor nulo deS;

8: fim if

9: if rank(W −NT M †N) = 2 then

10: β̂k =
(

W −NT M †N
)−1

(r −NT M †q);

11: θ̂mv
k = arctan(b2/b1);

12: else ifrank(W −NT M †N) = 1 then

13:
[

U , S, V
]

← SV D(W −NT M †N);

14: ξ =
(

V S ′UT
)

(r −NT M †q);

15: ω ← coluna deV correspondente ao valor nulo deS;

16: a1 = ωTω, a2 = ωT ξ, ea3 = ξT ξ − 1;

17:
[

λ1, λ2

]

← roots
(

aiλ
2 + a2λ2 + a3 = 0

)

;

18: β1 = ξ + λ1ω, β2 = ξ + λ2ω;

19: θ1 = arctan(b1,2/b1,1), θ2 = arctan(b1,2/b1,1);

20: if ‖θ1 − θ̂k|k−1‖ < ‖θ2 − θ̂k|k−1‖ then

21: θ̂mv
k = θ1, β̂k = β1;

22: else

23: θ̂mv
k = θ2, β̂k = β2;

24: fim if

25: else

26: Solução inexistente;

27: fim if

28: v̂mv
k = M †(q −Nβ̂k);

29: if rank(M) = 1 then

30: δ = υT (v̂k|k−1−v̂mv
k /υT υ;

31: v̂mv
k = v̂mv

k + δ · υ;

32: fim if

33: ẑmv
k =

[

(

v̂mv
k

)T
θ̂mv

k

]T

.
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de informação, pos esta forma possui maior estabilidade numérica. Assim a matriz
(

Pmv
z,k

)−1

é calculada da seguinte forma:

(

Pmv
z,k

)−1
=

(

∂g

∂ẑmv
k

)

(

Σr + Σh + Σf

)−1
(

∂g

∂ẑmv
k

)

. (5.27)

5.1.3 Estimação completa da localização

Com a obtenção da estimativa de máxima verossimilhança e a matriz de covariâncias,

a distribuição de verossimilhança está caracterizada e pode-se então realizar a etapa de fu-

são das estimativas de predição e da obtida pelo máximo de verossimilhança. Em alguns

casos, esta última estimativaẑmv
k pode ter alguns elementos da matriz de covariânciasPmv

k

associada que tendem ao infinito. Logo, vale-se utilizar a forma de matriz de informação
(

Pmv
z,k

)−1
, pois estes valores que tendem a infinito serão representados por valores próximos

de zero. Como dito anteriormente, esta a fusão de dados é realizada através de uma soma

ponderada e o resultado ótimo é dado pela etapa de correção doFiltro de Kalman (FK).

Como somente a matriz de covariâncias da função de verossimilhança pode não ser bem

condicionada, utiliza-se a seguinte forma do de informaçãodo FK:

Kk = I3 −
(

P−1
z,k|k−1 +

(

Pmv
z,k

)−1
)−1

P−1
z,k|k−1 (5.28)

ẑk|k = ẑk|k−1 + Kk

(

ẑmv
k − ẑk|k−1

)

, (5.29)

Pz,k = (I3 −Kk) Pz,k|k−1. (5.30)

Esta forma tem como principal vantagem a utilização da matriz de informação e não a matriz

de covariâncias da estimativa de máxima verossimilhança. Esta formulação pode ser vista

como o estimador ótimo para o caso em que a matriz de covariâncias dos elementos geomé-

tricos do mapa local possam ser escritas da formaPh,i = σ2
i I2. Quando esta assertiva não

for verificada, este estimador resulta em um caso sub-ótimo,no entanto, a consideração da

matriz de covariânciasPh,i na forma geral, resultaria em um desenvolvimento muito mais

complexo no que tange a solução de máxima verossimilhança.

5.1.4 Análise de resultados em simulação

A análise de dados em simulação é realizada com o intuito de demonstrar a validade

do método proposto para estimação de postura de robôs apresentada neste capítulo. São

verificadas seis situações em diferentes configurações de mapas diferentes. Cada situação

visa simular casos com diferentes soluções de máximo de verossimilhança, como uma única

solução, duas soluções de ângulo, infinitas soluções de posição e infinitas soluções de ângulo.

Para todas as simulações, assume-se que a posição real do robô éz =
[

2 m 3 m 120o

]

.

Os elementos presentes no mapa global são apresentados com um respectivo número de

identificação. Para cada elemento identificado no mapa global, calcula-se então qual seria o

elemento local identificado, com uma perturbaçãoσh definida. Nos casos de elementos do
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tipo reta, utiliza-seσ2
h,ρ = 1 para o parâmetroρ e σ2

h,α = 1/36 para o parâmetroα. Para os

elementos do tipo ponto, utiliza-seσ2
h,x = σ2

h,y = 1.

Na análise feita das simulações, será dada maior importância para a computação da es-

timativa de máxima verossimilhança. Três são os pontos de principal interesse: posto das

matrizesM eW − NT M †N , existência de soluções de máxima verossimilhança e a matriz

de covariâncias da função de verossimilhança. São apresentados os resultados da estimativa

a priori e da estimativaa posterioriapenas como ilustração dos resultados. Nas figuras que

apresentam os resultados das simulações, as posiçõesv das estimativas são dadas por um

marco em forma de×, ao passo que a seta representa a orientaçãoθ. O círculo em volta

representa a matriz de covariâncias da posição utilizando ointervalo de confiança3σ. Os

cinco casos são os mesmos apresentados em [30] e a análise dassimulações é realizada a

seguir.

Simulação 1.Nesta simulação, o mapa global possui duas retas ortogonaise um ponto ao

final da reta 1 e a solução é apresentada na Figura 5.2. Este problema é também apresentado

em [29] como um caso de solução completa, ou seja, uma única solução. Como paralelo

do método apresentado neste capítulo, pode ser visto na Figura 5.2 (b) que há apenas uma

solução de máxima verossimilhança. Esta solução unica podeser constatada pela análise da

matrizM utilizada no cálculo da posiçãov

M =

[

0, 880 0

0 1, 074

]

× 103, autovalor
(

M
)

=

[

0, 880

1, 074

]

× 103,

note queM possui posto completo pela análise dos autovalores. Também, pela análise do

termoW −NT M−1N utilizado no cálculo do ânguloθ

W −NT M−1N =

[

3, 558 1, 668

1, 667 1, 306

]

× 103, autovalor
(

W −NT M−1N
)

=

[

4, 445

0, 419

]

× 103
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Figura 5.2: Situação 1: duas retas ortogonais e um ponto encontrados. Uma única solução

para o máximo de verossimilhança. (a) Estimativaa priori; (b) Estimativa de máxima veros-

similhança; (c) Estimativaa posteriori, estimada a partir da fusão das estimativasa priori e

de máxima verossimilhança.
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Figura 5.3: Simulação 2: duas retas ortogonais e um ponto encontrados. Duas soluções

para o máximo de verossimilhança. (a) Estimativaa priori; (b) Estimativas de máxima ve-

rossimilhança (cinza), destaque para estimativa mais próxima da estimativaa priori (preto);

(c) Estimativaa posteriori, estimada a partir da fusão das estimativasa priori e de máxima

verossimilhança.

note quew−NT M−1N também possui posto completo pela análise dos autovalores.Como

há apenas uma solução de máxima verossimilhança, espera-seque a matriz de informação da

função de verossimilhançaPmv
k possua somente elementos diferentes de zero, ou seja, que a

matriz de covariâncias seja definida. Esta solução é verificada a partir do cálculo da matriz

de informação

(

Pmv
k

)−1
=







0, 609 0 −0, 058

0 0, 602 −0, 054

−0, 058 −0, 054 3, 518






× 103,

Simulação 2. Nesta simulação, o mapa global possui duas retas ortogonaise um ponto.

Contudo, ao invés de estar localizado no final de uma das retas, como na simulação anterior,

o ponto está localizado no vértice das duas retas ortogonais. A solução é apresentada na

Figura 5.3. Para esta configuração existem duas soluções de máxima verossimilhança, como

pode ser visto na Figura 5.3 (b). Pelo cálculo da matrizM verifica-se

M =

[

0, 880 0

0 1, 074

]

× 103, autovalor(M) =

[

0, 880

1, 074

]

× 103

e pela análise dos autovalores deM , verifica-se que esta possui posto completo. Portanto,

este caso possui uma única solução de posição para cada solução de ângulo. Já calculando a

matrizW −NT M−1N verifica-se

W −NT M−1N =

[

3, 437 1, 984

1, 984 1, 146

]

× 103, autovalor(W −NT M−1N) =

[

0

4, 583

]

× 103

e pela análise dos autovalores deW − NT M−1N verifica-se que esta matriz é singular,

portanto é invertível. Isto significa que deve-se utilizar asolução baseada em SVD, a partir
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Figura 5.4: Simulação 3: duas retas ortogonais encontradas. Duas soluções para o máximo

de verossimilhança. (a) Estimativaa priori; (b) Estimativas de máxima verossimilhança

(cinza), destaque para estimativa mais próxima da estimativaa priori (preto); (c) Estimativa

a posteriori, estimada a partir da fusão das estimativasa priori e de máxima verossimilhança.

de (5.16), resulta em dois ângulos de máxima verossimilhança, θ1 = 120o e θ2 = −60o,

como apresentado na Figura 5.3 (b). De acordo com a Figura 5.3(a) pode-se verificar que

o ângulo de menor distância com relação à estimativaa priori é θ1 = 120o, desta forma

resultando no máximo que será utilizado como solução. Apesar de haver duas soluções,

pode-se verificar a partir do cálculo da matriz de informação

(

Pmv
k

)−1
=







0, 610 0 −0, 058

0 0, 602 0, 109

−0, 0581 0, 109 3, 702






× 103

que há uma incerteza limitada para todos os elementosxmv, ymv, eθmv da solução de máxima

verossimilhança, mesmo havendo duas soluções possíveis para o problema.

Simulação 3. Nesta simulação, o mapa global possui duas retas ortogonais, e a solução é

apresentada na Figura 5.4. Tal qual o caso anterior, esta configuração apresenta duas soluções

de máxima verossimilhança, como pode ser visto na Figura 5.4(b). Pelo cálculo da matrizM

verifica-se

M =

[

0, 830 0

0 1, 024

]

× 103, autovalor(M) =

[

0, 830

1, 024

]

× 103

e pela análise dos autovalores deM , pode-se verificar que a matriz possui posto completo,

por conseguinte existe uma única solução de posição para cada solução de ângulo encontrada.

A partir do cálculo deW −NT M−1N verifica-se

W −NT M−1N =

[

3, 258 1, 881

1, 881 1, 086

]

× 103, autovalor(W −NT M−1N) =

[

4, 344

0

]

× 103

e analisando os autovalores deW−NT M−1N verifica-se que esta matriz é singular, portanto

não é invertível. Da mesma forma que feito no caso anterior, utilizando a solução baseada
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Figura 5.5: Simulação 4: duas retas paralelas encontradas.Infinitas soluções para o máximo

de verossimilhança. (a) Estimativaa priori; (b) Estimativas de máxima verossimilhança

(cinza), destaque para estimativa mais próxima da estimativaa priori (preto); (c) Estimativa

a posteriori, estimada a partir da fusão das estimativasa priori e de máxima verossimilhança.

em SVD, a partir de (5.16), resulta em dois ângulos de máxima verossimilhançaθ1 = 120o

eθ2 = −60o, estas soluções são apresentadas na Figura 5.4 (b). Comparando com a solução

a priori da Figura 5.4 (a), o ângulo de menor distância éθ1 = 120o , desta forma resultando

no máximo que será utilizado como solução. Da mesma forma quepara o caso anterior, a

solução da matriz de informação

(

Pmv
k

)−1
=







0, 556 0 0

0 0, 556 0

0 0 3, 397






× 103

resulta em valores diferentes de zero para todos os elementos, o que significa que há uma

incerteza limitada da postura escolhida, mesmo havendo duas soluções de máxima verossi-

milhança.

Simulação 4. Nesta simulação, o mapa global possui duas retas paralelas,e a solução é

apresentada na Figura 5.5. Para esta configuração existem infinitas soluções de máxima

verossimilhança, como pode ser visto na Figura 5.5 (b). Comoforma de se verificar esta

afirmação deve-se primeiramente calcular

M =

[

0 0

0 1, 855

]

× 103, autovalor(M) =

[

0

1, 855

]

× 103

e pela análise dos autovalores conclui-se que a matrizM é singular e portanto não se pode

calcular sua inversa diretamente. Em casos como este deve-se empregar a solução que utiliza

SVD, calculando e utilizando na sequência a matriz pseudo-inversaM †, obtém-se então

infinitas soluções de posição. Então com base neste resultado calculando

W −NT M †N =

[

4, 290 0, 094

0, 094 4, 181

]

× 103, autovalor(W −NT M †N) =

[

4, 345

4, 127

]

× 103,
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pode-se verificar pelos autovalores que o termoW −NT M †N é invertível, logo há uma so-

lução única para o ângulo. A partir desta solução, pode-se calcular as estimativas de máxima

verossimilhança apresentadas na Figura 5.5 (b) e verificar apartir de (5.19) a estimativa de

posição mais próxima da estimativaa priori apresentada na Figura 5.5 (a). A estimativa dada

por (5.19), destacada em preto na Figura 5.5 (b), é utilizadana fusão de dados. Com a esco-

lha da estimativa de máxima verossimilhança mais próxima daestimativa a priori, pode-se

computar a matriz de informação

(

Pmv
k

)−1
=







0 0 0

0 1, 099 0

0 0 7, 839






× 103,

Verificar-se que os valores correspondentes à componente deposiçãovx na matriz de in-

formação possuem valor zero. Este resultado corrobora o esperado, ou seja, que não existe

informação sobre esta componente e seu valor na matriz de covariâncias tenderia ao infinito.

Neste caso pode-se então confirmar que o emprego da matriz de informação é mais está-

vel que o uso da matriz de covariâncias, e pode-se verificar também que neste caso não há

problemas no cálculo da estimativaa posterioriapresentada na Figura 5.5 (c).

Simulação 5. Nesta simulação, o mapa global possui uma única reta, e a solução é apre-

sentada na Figura 5.6. Para esta configuração existem infinitas soluções de máxima veros-

similhança, como pode ser visto na Figura 5.6 (b). Contudo esta situação é diferente da

solução anterior, pois agora existem também duas soluções de máxima verossimilhança para

o ânguloθ. Para se confirmar esta assertiva, calcula-se primeiramente

M =

[

3, 334 4, 547

4, 547 6, 200

]

× 102, autovalores(M) =

[

0

9, 535

]

× 102

e pela análise dos autovalores verifica-se que a matrizM é singular e portanto não se pode

calcular a inversa, deve-se então utilizar a solução que utiliza SVD e calcula-se a matriz

pseudo-inversaM † e neste caso obtém como resultado infinitas soluções de posição. Utili-

zando a pseudo-inversaM † pode-se calcular

W −NT M †N =

[

1, 397 0, 807

0, 807 0, 466

]

× 103, autovalores(W −NT M †N) =

[

0

1, 863

]

× 103

e então pode-se verificar pela análise dos autovalores que o termoW −NT M †N é singular,

portanto não é invertível. Utilizando então a solução baseada em SVD, a partir de (5.16),

resulta em dois ângulos de máxima verossimilhançaθ1 = 120o e θ2 = −60o. Para cada um

destes dois ângulos existem infinitas soluções de máxima verossimilhança apresentadas na

Figura 5.6 (b). Pode-se verificar a partir distância entre osângulos obtidos na solução e a

estimativaa priori da Figura 5.6 (a), que o ângulo mais próximo éθ1 = 120o, portanto a

solução de máxima verossimilhança mais próxima da estimativaa priori passa pela escolha

deste ângulo. Na sequência, a partir de (5.19), a estimativade posição mais próxima da
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Figura 5.6: Simulação 5: uma reta encontrada. Infinitas soluções para o máximo de ve-

rossimilhança. (a) Estimativaa priori; (b) Estimativas de máxima verossimilhança (cinza),

destaque para estimativa mais próxima da estimativaa priori (preto); (c) Estimativaa poste-

riori , estimada a partir da fusão das estimativasa priori e de máxima verossimilhança.

estimativaa priori é calculada e esta é utilizada na fusão de dados. A estimativaescolhida

está destacada em preto na Figura 5.6 (b). Com a escolha destaestimativa pode-se computar

a matriz de informação

(

Pmv
k

)−1
=







1, 942 2, 649 0

2, 649 3, 613 0

0 0 9, 519






× 102

e esta matriz de informação, diferentemente da encontrada no caso anterior, não possui

valores nulos. No entanto, ao verificar os autovalores encontram-seλ1 = 5.555 × 102,

λ2 = 9.519 × 102, e λ3 = 0, significando que a matriz de informação é singular. Pode-se

constatar que a segunda linha é uma combinação linear da primeira, representando então que

há uma incerteza infinita combinada nos dois eixos, da mesma forma que representado na

Figura 5.6 (b). Como no caso anterior pode-se confirmar a vantagem em se empregar a ma-

triz de informação pois não há problemas no cálculo da estimativa a posterioriapresentada

na Figura 5.6 (c).

5.1.5 Resultados Experimentais

Esta seção apresenta os resultados experimentais para o método de localização proposto

em dois ambientes. O robô Omni navegando nos dois ambientes coletou dados provenientes

do girômetro, de odometria, ladar e câmeras. Desta forma pode-se realizar a estimaçãooff-

line de posição. Os dados utilizados e a parte de mapeamento utilizada aqui são provenientes

dos trabalhos [30,34]. A construção do mapa foi realizada utilizando a integração dos dados

de giro-odometria e as posturas medidas pela giro-odometria são utilizadas como referência

zk durante todos os experimentos. Após a construção do mapa, o experimento é realizado

com o robô partindo da posição inicial e os dados de predição são integrados a partir de
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informações somente de odometria e a correção é feita utilizando o método proposto. Como

medidas de desempenho, são utilizadas as métricasεx, εy, e εθ que representam os erros

de estimação das componentesvx, vy, e θ da postura estimadâzk. A partir destas métricas

são avaliadas a média aritméticaεx, εy, εθ, as médias dos erros absolutos‖εx‖, ‖εy‖, ‖εθ‖
e também o percentual de estimativas de cada componente que estão fora do intervalo de

confiança3σ dado pela matriz de covariâncias das estimativasẑk. Estas estimativas visam

ser uma métricas para o viés residual de estimação, além de uma métrica de consistência das

estimativas.

5.1.6 Ambiente A

O primeiro ambiente consiste de um corredor onde o robô executa uma trajetória fechada,

ou seja, a partir do início este executa uma volta e ao final retorna à posição inicial. A

trajetória realizada possui55, 93 m e as velocidades máximas (rotacional e translacional) são

de85, 94 cm/s e24, 61o/s. O mapa global é obtido utilizando giro-odometria como método

de estimação de posição, e é apresentado na Figura 5.7 (a). Como o método de localização

utilizado na construção do mapa global é a giro-odometria, então todo o mapa é construído

a partir da posição inicial do robô e não a partir de um ponto global. Desta forma, para se

avaliar o método proposto de localização, a posição inicialdo robô é inicializada na origem

ẑ0 =
[

0 cm 0 cm 0o

]

do sistema global. Então somente os dados de odometria do robô

são empregados no cálculo da estimativaa priori da posição e o método proposto utilizando

o cálculo da estimativa de máxima verossimilhança e fusão dedados com a estimativaa

priori é empregado na estimação de posição.

O resultado do experimento de localização para o Ambiente A está ilustrado na Fi-

gura 5.7 (b). O primeiro gráfico apresenta tanto o erro de estimação da componentevx

quanto o intervalo de confiança3σ. Pode-se verificar que durante todo o experimento as

estimativas são consistentes, pois para esta componente o erro de estimação em nenhum

momento foi maior que o intervalo de confiança. O erro médio deestimação resultante foi

realmente pequeno, da ordem de0, 01 cm, no entanto este resultado poderia ser mascarado

por grandes erros de igual amplitude mas de sinais opostos. Como forma de se verificar que

este tipo de erro não ocorre pode-se observar os erros absolutos. Desta forma, verifica-se que

o erro absoluto médio é de2, 13 cm, ou seja, um valor pequeno se comparado às incertezas

dos elementos utilizados na estimação. O segundo gráfico apresenta o erro de estimação da

componentevy e o intervalo de confiança3σ. Assim como foi obtido no primeiro resultado,

durante o experimento as estimativas da componentevy estão dentro do intervalo3σ e o erro

médio é pequeno da ordem de0, 03 cm. Apesar do pequeno acréscimo no erro médio, pode-

se constatar que houve uma redução no erro absoluto médio para1, 12 cm. O último gráfico

ilustra o resultado da estimação da componente associada aoânguloθ do robô. Assim como

nos resultados obtidos para as outras duas componentes, as estimativas foram todas consis-

tentes e foi obtido um pequeno erro médio da ordem de0, 01o. Com relação ao erro absoluto
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Figura 5.7: Experimento 1, (a) Mapa gerado a partir de giro-odometria utilizado no mapa

global no experimento; (b) Erros de localização com relaçãoà postura calculada utilizando

dados de giro-odometria.
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médio, obteve-se um resultado de0, 54o, que também é considerado pequeno com relação às

incertezas associadas aos elementos utilizados no processo de estimação de postura. A con-

sistência das estimativas obtida é um resultado muito bom, no entanto este resultado pode

ser analisado como muito conservador, pois o resultado do intervalo de confiança obtido a

partir da matriz de covariâncias é muito grande se comparadoaos erros de estimação.

5.1.7 Ambiente B

O segundo ambiente também consiste de um corredor onde o robôexecute uma traje-

tória fechada. No entanto este ambiente é diferente pois o robô executa sua trajetória com

velocidades máximas maiores que as anteriores, ou seja, comvelocidade translacional de

91, 83 cm/s e rotacional de39, 4o/s. O mapa global também é obtido utilizando giro-

odometria como método de estimação de posição e é apresentado na Figura 5.8 (a). Da

mesma forma e pelos mesmos motivos que para o ambiente anterior, a posição inicial do

robô é inicializada na origem̂z0 =
[

0 cm 0 cm 0o

]

do sistema global. Então somente os

dados de odometria do robô são empregados no cálculo da estimativaa priori da posição, e

o método proposto utilizando o cálculo da estimativa de máxima verossimilhança e fusão de

dados com a estimativaa priori é empregado na estimação de posição.

O resultado do experimento de localização para o Ambiente B está ilustrado na Fi-

gura 5.8 (b). O primeiro gráfico apresenta o erro de estimaçãoda componentevx e o in-

tervalo de confiança3σ. Pode-se verificar que as estimativas obtidas para esta componente

são consistentes, pois durante todo o experimento as estimativas estão dentro do intervalo

de confiança. Na estimação desta componente, o erro médio obtido menor que0, 01 cm.

No entanto, este resultado não quer dizer que o erro sempre esteve próximo de zero. Anali-

sando o erro absoluto médio, verifica-se um resultado de5, 12 cm. Este resultado é o dobro

do verificado anteriormente e acontece principalmente pelofato deste mapa ser constituído

principalmente por retas paralelas. O segundo gráfico apresenta o erro de estimação para

a componentevy. Neste caso aconteceu algo de diferente, houve a verificaçãoda inconsis-

tência de uma estimativa. Esta inconsistência ocorreu na estimativa de índice67 e, como

pode-ser visto na Figura 5.8 (b), esta inconsistência não é visualmente perceptível, signifi-

cando que apesar da estimativa estar fora do intervalo de confiança, o resultado está bem

próximo deste e pode ter sido causado por algum ruído numérico na estimação. Estes resul-

tados confirmam que mesmo obtendo uma estimativa inconsistente, o estimador foi capaz de

se recuperar e fornecer somente estimativas dentro do intervalo de confiança. O erro médio

aferido é de cerca de0, 27 cm junto de um erro absoluto de1, 17 cm, que são resultados

compatíveis com as incertezas dos elementos utilizados no mapa e com os resultados obti-

dos no experimento anterior. O último gráfico apresenta os resultados para a componente

que representa o ânguloθ do robô. Para esta componente, todas estimativas que foram obti-

das resultaram em estimativas consistentes. Com relação aos erros médios, obteve-se como

erro médio relativo um valor inferior a0, 01o e erro absoluto médio de0, 63o. Resultados
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Figura 5.8: Experimento 2, (a) Mapa gerado a partir de giro-odometria utilizado no mapa

global no experimento; (b) Erros de localização com relaçãoà postura calculada utilizando

dados de giro-odometria.
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que são compatíveis com os obtidos no experimento anterior.Assim como no experimento

anterior, pode-se verificar que estas estimativas são conservadoras, contudo mesmo com o

resultado da matriz de covariâncias conservadora foi obtida uma estimativa inconsistente.

Isto significa que apesar da matriz de covariâncias ser maiorque o necessário, ela representa

realmente a ordem da incerteza de estimação.

5.2 MAPEAMENTO

De uma forma geral, mapas são representações de um ambiente.Estas representações

são utilizadas para possibilitar e auxiliar a navegação em regiões já exploradas. Em paralelo

com a localização, o mapeamento é considerados um dos problemas básicos na viabilização

de robôs autônomos [90]. Seguindo os mesmos procedimentos de [34], neste trabalho, é

utilizada a representação de mapas geométricos, ou seja, é representação do ambiente é feita

por elementos geométricos. Em geral, estas representaçõessão suficientes para ambientes

internos, visto que estes geralmente estes são construídosa partir de plantas arquitetônicas.

Para a elaboração dos mapas são utilizados dois sensores exteroceptivos: um radar a laser

que capta a distância do robô até os obstáculos mais próximosem um ângulo de aproxi-

madamente270o e uma câmera utilizada na captação de imagens do ambiente. Nesta etapa

de mapeamento, existem várias sub-etapas como a segmentação das imagens das câmeras,

correção e identificação de retas e pontos provenientes das medições do radar a laser, corres-

pondência das estruturas do mapa local e global e fusão e dados. Todas estas etapas foram

desenvolvidas previamente por G. A. Borges e estão descritas em [34]. Esta parte do trabalho

visa propor uma alteração na forma de aplicação das restrições entre as estruturas presentes

no mapa geométrico.

5.2.1 Estruturas presentes em um Mapa Geométrico

Como visto anteriormente, elementos do tipo linha e ponto são suficientes para se re-

presentar um mapa geométrico capaz de fornecer informaçõesnecessárias para se realizar

a localização de um robô móvel com grande precisão. Estes elementos são compostos por

primitivas em duas dimensões, no caso das linhas, estas podem ser representados pelas co-

ordenadas polaresl =
[

ρ α
]T

e no caso dos pontos, estes podem ser representados pelas

coordenadas cartesianasp =
[

x y
]T

, como melhor explicado no Anexo B. Estes elementos

estão associados à ruídos gaussianos de média nula com matriz de covariânciaPl ePp associ-

ados àl ep respectivamente. Contudo, estas representações simples podem ser classificados

de acordo com outras identidades de mais alto nível, chegando à quatro estruturas ilustradas

na Figura 5.9 e descritas a seguir:

1Adaptada de [91].
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Figura 5.9: Representação das estruturas de um mapa Geométrico1. (a) Semiplano; (b)

Borda; (c) Canto; (d) Índice fotométrico.

1. Semiplanoscorrespondem a paredes e outros objetos planos. Os semiplanos são repre-

sentados por três entidades:(i) uma linha infinita representando o obstáculo,(ii) dois

pontos indicando o início e o fim do semiplano,(iii) um índice que indica o lado de

observação do obstáculo.

2. Bordascorrespondem as extremidades dos semiplanos, quando possuem uma incerteza

compatível, elementos do tipo borda são representados por um ponto.

3. Cantoscorrespondem à intersecção de dois semiplanos. Elementos do tipo canto são

representados por pontos.

4. Índices fotométricoscorrespondem a linhas verticais que foram observadas nas ima-

gens de vídeo, mas não correspondem nem a elementos do tipo borda, e nem a ele-
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mentos do tipo canto. Índices fotométricos são representados por pontos.

Estas estruturas são suficientes para representar diversostipos de ambientes interiores e

ainda pode-se deduzir algumas relações dentre estes elementos que podem auxiliar o pro-

cesso de estimação do mapa:

1. Toda borda está associada a um semiplano, ou seja, o ponto que representa a estrutura

do tipo borda deve estar sobre a linha que representa a estrutura do tipo semiplano que

a borda está associada;

2. Todo canto está associado a dois semiplanos adjacentes, ou seja, o ponto que representa

a estrutura do tipo canto deve estar sobre ambas as linhas querepresentam as estruturas

do tipo semiplano ao qual o canto está associado.

Desta forma, as relações supreacitadas podem ser utilizadas como restrições entre os

estados na atualização do mapa. No entanto devido às incertezas associadas à todas as es-

truturas presentes no mapa geométrico, as restrições entreas estruturas devem ser satisfeitas

de forma suave. Neste caso as estruturas do tipo borda podem não estar exatamente sobre a

linha do semiplano associado, mas sim estar perto o suficiente em uma distância compatível

com as incertezas das estruturas.

5.2.2 Fusão de dados e aplicação das restrições

Na estratégia original de [34] o método de intersecção de covariâncias (IC) [16] é uti-

lizado na fusão de dados de todas as estruturas do mapa. A fusão das estruturas do mapa

ocorre após a construção de um mapa local e da auto-localização do robô no mapa global. A

partir desta nova estimativa da postura do robô, é feita a rotação e a translação do mapa local,

então é feita a fusão de dados das estruturas correspondentes no mapa global. A utilização

do método IC é aplicado em casos de estimação com correlação cruzada desconhecida, e

resulta em estimativas consistentes, mas conservadoras devido ao desconhecimento da cor-

relação. Como a covariância cruzada entre as estruturas nãoé mantida durante a estimação,

a utilização deste método leva a melhores resultados do que os obtidos utilizando o filtro

de Kalman (FK) em sua concepção original, pois as correlações não são mais conhecidas e

então o FK não é mais o filtro ótimo. Para a fusão de dados a estrutura do mapa global é

considerada como a estimativaa priori x̂k|k−1 e a estrutura do mapa local (após a realizada

rotação e translação) é considerada como a mediçãoyk. Portanto, tem-se que a medição é

feita diretamente na seguinte forma linear:

yk = x̂k|k−1 + vk

em quevk é a incerteza associada à estrutura do mapa local. Como apresentado na seção an-

terior, a abordagem de mapas geométricos proposta em [34] sugere a utilização de restrições
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do tipo: “um pontop está posicionado sobre as linhasl1, l2, · · · , lN ”. De acordo com o

Anexo B, as restrições de um ponto podem ser escritas utilizando os parâmetros das retas na

seguinte forma linear

ck = Dkxk + νk

em que:

ck =
[

ρ1

]

, Dk =
[

cos(α1) sin(α1)
]

, xk =

[

px

py

]

, νk =
[

σν,1

]

,

para estruturas do tipo borda, ou então

ck =

[

ρ1

ρ2

]

, Dk =

[

cos(α1) sin(α1)

cos(α2) sin(α2)

]

, xk =

[

px

py

]

, νk =

[

σν,1

σν,2

]

,

para estruturas do tipo canto. Tambémσν,i representai-ésimo ruído branco gaussiano de

média nula e variância obtida a partir da propagação de incertezas calculada utilizando o

pontop e a linhali. Definidos o modelo de medição e as restrições, pode-se entãoutilizar o

método proposto para fusão de dados em sistemas com restrições e correlação desconhecida

proposto na Seção 3.2, mais precisamente o Algoritmo 3.4, nos casos de bordas e cantos.

Ou então pode-se utilizar o método de IC tradicional para os casos de semiplanos e índices

fotométricos.

5.3 RESULTADOS PARA LOCALIZAÇÃO E MAPEAMENTO SIMULTÂNEOS

Esta seção apresenta os resultados experimentais para o método de localização e ma-

peamento simultâneos (SLAM) proposto neste trabalho. O robô Omni navegando em dois

ambientes coletou dados provenientes do girômetro, de odometria, ladar e câmeras. Desta

forma pode-se realizar o experimento de SLAMoff-line. Os dados utilizados aqui são pro-

venientes dos trabalhos [30, 34, 91]. Sabe-se que uma das formas de se avaliar a qualidade

da estimativa de um mapa é utilizar ambientes com uma trajetória fechada. Então, neste

trabalho, o método é avaliado em dois ambientes com esta característica. Os resultados para

o primeiro ambiente são apresentados na Figura 5.10. Este ambiente é o mesmo utilizado

neste capítulo para validar o método de auto-localização proposto. Neste experimento,48

imagens foram coletadas a uma taxa de0, 5 Hz. A distância total percorrida é de55, 93 m

com velocidades máximas de translação e rotação de85, 94 cm/s e24, 61o respectivamente.

Como critério de validação, a Figura 5.7 (a) foi construída utilizando giro-odometria. Como

a distância percorrida não foi muito grande, os dados provenientes da giro-odometria são

medidas confiáveis da posição real relativa à posição inicial do robô. A Figura 5.10 (a) foi

construída a partir do método proposto neste trabalho. A predição da postura do robô é re-

alizada utilizando somente dados de odometria, que tende a aumentar os erros no processo
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Figura 5.10: Construção do mapa para o Ambiente A utilizandoa estratégia proposta neste

trabalho. (a) Com restrições entre as estruturas; (b) Sem restrições entre as estruturas.
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Figura 5.11: Construção do mapa para um ambiente mais complexo utilizando giro-

odometria e proposta apresentada neste trabalho. (a) Visãocompleta do mapa. (b) Visão

ampliada de uma região de interesse do mapa.

de auto-localização. No entanto analisando o mapa resultante fica claro que a utilização do

método de localização proposto reduz os erros oriundos destas estimativas obtidas a partir da

odometria. Pode-se destacar duas diferenças entre os mapasresultantes: o canto localizado

em(5 m, 2 m) não foi encontrado pelo método aqui proposto e há uma descontinuidade na

parede localizada por volta de4 m no eixoY . Estes bons resultados no mapeamento tam-

bém são consequência do emprego das restrições nas estruturas do mapa geométrico. Os

avanços relacionados com a utilização das restrições pode ser verificada com a análise da

Figura 5.10 (b) que é resultado do mesmo procedimento utilizado na construção do mapa,

no entanto as restrições entre as estruturas não são utilizadas. Pode-se constatar que ambos

mapas se parecem, no entanto os semiplanos da parte central do corredor não estão super-

postos.

Os resultados para o segundo ambiente são apresentados na Figura 5.11. Neste ambiente
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é navegada uma distância maior que no ambiente anterior, totalizando133 m. Foram cole-

tadas162 imagens a uma taxa de0, 5 Hz. As velocidades máximas de translação e rotação

foram de58 cm/s e25o/s, respectivamente. No ambiente anterior, o mapa construídoa par-

tir das estimativas obtidas a partir da giro-odometria era confiável, contudo isto não é mais

válido quando se trata de trajetórias muito grandes. Nestescasos, mapas construídos utili-

zando a giro-odometria podem apresentar divergência após algum tempo. A solução para

este ambiente consiste em utilizar os dados de giro-odometria para realizar a etapa de predi-

ção da postura do robô e o método proposto de localização parareduzir os erros que possam

ocorrer após certo tempo. Na Figura 5.11 (a) está apresentado o mapa completo gerado após

a última posição do robô. Pode-se verificar que o mapa convergiu, no sentido que o grande

corredor está bem construído sem paredes descontínuas ou superpostas. A Figura 5.11 (b)

ilustra a visão aproximada do mapa resultante confirmando que não incoerências na região

onde o robô fechou o laço da trajetória. Este resultado corrobora a eficiência do método

proposto de localização e de aplicação das restrições.
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6 CONCLUSÕES E PROPOSTAS DE TRABALHOS FUTUROS

“ I find your lack of faith disturbing.”

Darth Vader

Esta dissertação propos o desenvolvimento de aplicações emrobótica móvel e de reabili-

tação, os quais fazem parte de tópicos relacionados à estimação de estados. Foram propostas

três aplicações:(i) sistema para realizar estimação de postura e da distância dopé com

relação ao solo em uma prótese robótica de perna,(ii) método de estimação recursiva fun-

damentado pela teoria de estimação bayesiana com o intuito de realizar a auto-localização

de um robô móvel utilizando mapas geométricos,(iii) método de fusão de estruturas com

a correlação desconhecida e restrição de igualdade entre osestados nas estruturas do mapa

geométrico. Para se chegar aos resultados destas aplicações, foram realizados estudos em

estimação com restrição de igualdade.

Inicialmente, foi realizada uma investigação sobre sistemas com restrição de igualdade

e sobre métodos baseados em filtro de Kalman previamente existentes na literatura para se

resolver o problema de estimação para este tipo de sistema. Foi feita a comparação dos

métodos filtro de Kalman com medições aumentadas (FKMA) e do filtro de Kalman com

projeção da estimativa (FKPE), e demonstrado que ambos são equivalentes dadas certas con-

dições. Foram revisadas as extensões não-lineares para estes métodos e então foi realizada a

comparação destas extensões e foram apresentadas as diferenças para estas duas abordagens.

Na sequência, foram descritas três contribuições deste trabalho em estimação com restrição

de igualdade: uma abordagem para utilização de sistemas descritores na estimação de siste-

mas com restrição de igualdade e a extensão da estimação deste tipo de sistema utilizando

filtragem robusta. Por fim, trata-se da terceira contribuição deste trabalho no que diz respeito

a fusão de dados para sistemas com restrição de igualdade e correlação desconhecida.

Na sequência, foi apresentada a aplicação em robótica de reabilitação. Esta aplicação

correspondeu à estimação de postura e da distância do pé com relação ao solo em uma pró-

tese robótica de perna. O protótipo da prótese robótica foi apresentado com os sensores

disponíveis e os requisitos do sistema. Também foram apresentados os modelos dinâmico e

de medição, que utilizam, respectivamente, informação proveniente dos girômetros e senso-

res infra-vermelhos para medição de distância. Foram avaliados experimentalmente alguns

métodos para a solução deste problema. Inicialmente utilizou-se somente o modelo dinâ-

mico e os girômetros. A estimação da postura não foi satisfatória pois resultados absurdos

foram obtidos, como exemplo toma-se que em alguns momentos ovetor unitário foi veri-

ficado com componentes de módulo superior a unidade. Como forma de eliminar este tipo

de erro a segunda abordagem apresentada também utilizou somente o modelo dinâmico e

os girômetros, no entanto foi empregado o FKPE de forma a garantir a norma unitária do
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vetor de postura. Este resultado foi melhor que o inicial no que tange a erros absurdos como

norma superior a unidade, no entanto devido ao viés inerenteaos sensores girômetros, os

resultados não foram satisfatórios, além da impossibilidade de se estimar a distância do pé

com relação ao solo utilizando somente os girômetros. Portanto estes resultados levaram a

terceira abordagem, que utilizou somente os sensores-infra vermelhos e o modelo de medi-

ção. Foi apresentado um método baseado na solução dos mínimos quadrados, e a solução foi

em parte satisfatória, pois com a utilização deste modelo pôde-se estimar de forma completa

a postura (postura e distância do pé com relação ao solo), porém o sistema ficou muito sus-

cetível a ruídos de medição causando oscilações nas estimativas em diversos momentos do

experimento de validação.

Uma forma de contornar os problemas obtidos até então foi a utilização da fusão de

dados provenientes dos modelos dinâmico e de medição. Nestesentido foi implementado

um método utilizando FKMA e o resultado obtido foi de qualidade amplamente superior

aos anteriores. Durante quase a totalidade do experimento as estimativas foram compatíveis

com o esperado, mas em um certo momento o estimador tendeu a divergir. Apesar desta

divergência inicial, este estimador foi capaz de se recuperar e obter resultados compatíveis

com a medida de referência. Com o intuito de se avaliar os estimadores propostos baseados

em sistemas descritores, também foi implementada a estimação utilizando uma versão line-

arizada do sistema e aplicado em um sistema descritor. As estimativas foram compatíveis

com o esperado, no entanto esta aplicação apresentou uma aderência menor a restrição de

norma unitária. Esta menor aderência deve-se ao fato do sistema ser linearizado com relação

à estimativaa priori de postura e isto causa uma diferença nos parâmetros do modelo como

um todo. Como forma de contornar esta diferença nos parâmetros foi implementada uma

versão robusta à incerteza dos parâmetros para o sistema descritor linearizado. Com este es-

timador, o resultado obtido foi melhor que na forma linearizada em todos os sentidos. O erro

com relação à medida de referência foi menor e houve uma maioraderência à restrição de

norma unitária. Contudo esta aplicação utilizando sistemas descritores exige uma eficiência

computacional maior pois há cálculos de matrizes inversas de dimensão maior se comparado

à solução baseada em FKMA. Ao final pôde-se constatar o êxito das soluções baseadas em

fusão de dados e também a funcionalidade dos métodos propostos baseados em sistemas

descritores, mesmo em sistemas não-lineares.

A última parte deste trabalho trata de uma aplicação desenvolvida para o problema de

localização e mapeamento simultâneos (SLAM). Este trabalho serviu para complementar al-

gumas partes do trabalho desenvolvido por Borges [34]. Inicialmente foi detalhado o desen-

volvimento de um método de auto-localização utilizando conceitos de estimação bayesiana.

Este método passa pela minimização de uma função de custo similar à encontrada em [34],

no entanto a partir de uma mudança de variáveis verifica-se uma função mais simples de ser

resolvida e que nos casos em que as matrizes são bem condicionadas, o método apresentado

possui uma única solução direta, não sendo necessária a avaliação da matriz Hessiana. Este

método foi avaliado em simulação e com base em um experimentooff-line implementado a
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partir de dados coletados pelo robô Omni. Estes resultados corroboram a eficiência do mé-

todo proposto. Na sequência foi trabalhada a utilização de restrições entre as estruturas de

um mapa geométrico como forma de melhorar o resultado no processo de SLAM. Utilizando

a formulação proposta para a fusão de dados com correlação desconhecida e restrições de

igualdade foram desenvolvidos mapas para dois ambientes. Apartir destes resultados, são

sugeridos os avanços relacionados à utilização dos métodosde localização e fusão de dados

propostos.

Com o intuito de complementar e enriquecer os trabalhos desenvolvidos e os resultados

alcançados até aqui, são feitas algumas propostas de trabalhos futuros na mesma linha do

que foi apresentado neste documento. Estas propostas são:

1. O desenvolvimento de métodos robustos com relação a falsas medidas para o estimador

de postura da prótese;

2. O desenvolvimento de um método para estimação com restrições de igualdade e cor-

relação desconhecida utilizando descritores;

3. Utilizar os princípio de estimação robusta a incertezas de parâmetros no método de

auto-localização;

4. Melhorar o método de auto-localização em robôs móveis, principalmente conside-

rando outras formas para a matrizPh,i além dePh,i = σI2.
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A EQUIVALÊNCIA ENTRE FILTRO DE KALMAN COM MEDIÇÕES

AUMENTADAS E SISTEMAS DESCRITORES

Neste capítulo é apresentada a equivalência entre o Filtro de Kalman de Medições Aumen-

tadas (FKMA) e a formulação de estimação com sistemas descritores apresentada na Seção

3.1. Os três lemas seguintes são necessários para tal.

Lema A.1 (Inversão de Matrizes – [73] pp. 261-262). SejamP , R, M matrizes de dimen-

sões compatíveis. SuponhaP ≥ 0 eR > 0. São válidas as seguintes relações:

(i) (I + PMT R−1M)−1 = I − PMT
(

P−1 + MR−1MT
)−1

(ii) (I + PMT R−1M)−1PMT R−1 = PMT (MPMT + R)−1

e seP > 0:

(iii)
(

I + PMT R−1M
)−1

P =
(

P−1 + MT R−1M
)−1

Lema A.2. SejamP , R, M matrizes de dimensões compatíveis, e tambémP > 0 eR > 0.

Portanto as seguintes relações são válidas:

(i) P − PMT
(

MPMT + R
)−1

MP = (P−1 + MT R−1M)−1

(ii) I − PMT (MPMT + R)−1M = (P−1 + MT R−1M)−1P−1

(iii) PMT (MPMT + R)−1 = (P−1 + MT R−1M)−1MT R−1

Demonstração. Imediato a partir do Lema A.1.

Lema A.3 ([78]). SejamR > 0, e A possui posto coluna completo, as matrizes possuem

dimensões compatíveis. Portanto,AT R−1A é invertível, e tem-se:

(i)
(

AT R−1A
)−1

= −
[

0 I
]

[

R A

AT 0

]−1 [

0

I

]

(ii)
(

AT R−1A
)−1

AT R =
[

0 I
]

[

R A

AT 0

]−1 [

I

0

]

Portanto faz-se a seguinte proposição de equivalência entre o FKMA e o Filtro de Kalman

para Sistemas Descritores (FKSD).

Proposição A.4.Assuma que

x̂sd
k−1|k−1 = x̂ma

k−1|k−1, eP sd
k−1|k−1 = Pma

k−1|k−1.

Então o resultado obtido por uma etapa do FKSD aplicado ao Algoritmo 3.1 é algebricamente

equivalente ao FKMA, ou seja,̂xsd
k|k = x̂ma

k|k eP sd
k|k = Pma

k|k .
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Demonstração.Considere inicialmente (3.6)

Pk|k = −
[

0 0 I
]







FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0 Ek+1

0 Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0







−1 





0

0

I







utilizando o Lema A.3, rescreve-se como

Pk|k =

(

[

ET
k+1 HT

k

]

[

FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0

0 Vk

][

Ek+1

Hk

])−1

Pk|k =
(

ET
k+1(FkPk−1|k−1F

T
k + Wk)

−1Ek+1 + HT
k V −1

k Hk

)−1

neste caso considera-se que(FkPk−1|k−1F
T
k + Wk) é invertível, no entanto, se esta premissa

não for verdade, pode-se igualmente utilizar a pseudo-inversa. A partir da mudança de va-

riáveis (3.3) e da definição (3.4), pode-se escrever

Pk|k =















I 0

Dk 0

0 I







T 





(AkPk−1|k−1A
T
k + Qk)

−1 0 0

0 U−1
k 0

0 0 0













I 0

Dk 0

0 I






+

[

CT
k R−1

k Ck 0

0 0

]









†

Pk|k =

([

(AkPk−1|k−1A
T
k + Qk)

−1 + DT
k U−1

k Dk 0

0 0

]

+

[

CT
k R−1

k Ck 0

0 0

])†

Pk|k =

[

(

(AkPk−1|k−1A
T
k + Qk)

−1 + DT
k U−1

k Dk + CT
k R−1

k Ck

)−1
0

0 0

]

(A.1)

a partir da mudança de variáveis (3.7), obtém-se

P sd
k|k =

(

(AkPk−1|k−1A
T
k + Qk)

−1 + DT
k U−1

k Dk + CT
k R−1

k Ck

)−1

P sd
k|k =



(AkPk−1|k−1A
T
k + Qk)

−1 +
[

CT
k DT

k

]

[

Rk 0

0 Uk

]−1 [

Ck

Dk

]





−1

e a partir do Lema A.2, escreve-se

P sd
k|k =



I − Pk|k−1

[

Ck

Dk

]T




[

Ck

Dk

]

Pk|k−1

[

Ck

Dk

]T

+

[

Rk 0

0 Uk

]





−1
[

Ck

Dk

]



Pk|k−1

em quePk|k−1 = AkPk−1|k−1A
T
k + Qk. Portanto considerandoP sd

k−1|k−1 = Pma
k−1|k−1, e

também a mudança de variáveis (2.12) e o cálculo da matriz de covariâncias (2.15), verifica-

se

P sd
k|k =

(

I − Pma
k|k−1(C

ma
k )T

(

Cma
k Pma

k|k−1(C
ma
k )T + Rma

k

)−1
Cma

k

)

Pk|k−1 = Pma
k|k

portanto segue a igualdade no cálculo da matriz de covariâncias para o FKMA e o FKSD.

Para a estimativa, deve-se considerar inicialmente (3.5)

x̂k|k =
[

0 0 I
]







FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0 Ek+1

0 Vk Hk

ET
k+1 HT

k 0







−1 





I 0

0 I

0 0







[

Fkx̂k−1|k−1

yk

]
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e a partir da utilização do Lema A.3 e (3.6) pode-se escrever

x̂k|k = Pk|k

[

Ek+1

Hk

]T [

FkPk−1|k−1F
T
k + Wk 0

0 Vk

][

Fkx̂k−1|k−1

yk

]

x̂k|k = Pk|k

(

ET
k+1(FkPk−1|k−1F

T
k + Wk)Fkx̂k−1|k−1 + HT

k Vkyk
)

e utilizando (A.1), as mudanças de variáveis (3.3), a definição (3.4) e (3.7), pode-se escrever

x̂sd
k|k =

(

(AkPk−1|k−1A
T
k + Qk)

−1 + DT
k U−1

k Dk + CT
k R−1

k Ck

)−1

× ((AkPk−1|k−1A
T
k + Qk)

−1Akx̂k−1|k−1 + DT
k U−1

k ck + CT
k R−1

k yk)

definindox̂sd
k|k−1 = Akx̂

sd
k|k−1, Pk|k−1 = AkPk−1|k−1A

T
k +Qk, e utilizando o Lema A.2 com a

mudança de variáveis (2.12) verifica-se

x̂sd
k|k = x̂sd

k|k−1 + Pk|k−1C
ma
k (Cma

k Pk|k−1(C
ma
k )T + Rma

k )−1(yma
k − Ckx̂

sd
k|k−1).

Portanto considerandôxsd
k−1|k−1 = x̂ma

k−1|k−1 eP sd
k−1|k−1 = Pma

k−1|k−1 verifica-se a equivalência

algébrica para o cálculo das estimativas para o FKMA e o FKSD.
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B CONCEITOS DE ROBÓTICA MÓVEL

Neste capítulo são apresentados conceitos básicos de robótica móvel como transformação de

coordenadas, a definição dos elementos básicos presentes emum mapa geométrico e também

a representação unificada para estes elementos.

B.1 POSTURA DE UM ROBÔ E TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS

Em aplicações de robótica móvel é comum definir um vetorz =
[

vT θ
]T

, em que

v =
[

vx vy

]T

∈ R
2, e−π ≤ θ ≤ π como representação da postura (posição e orientação)

de um robô genérico em um sistema de coordenadas globalRg = XY . A posturaz de

um robô relaciona o sistema de coordenadas globalRg com o sistema de coordenadas local

Rl = X ′Y ′ posicionado no robô, como apresentado na Figura B.1 (a). De uma outra forma,
[

vx vy

]T

corresponde à posição relativa do robô no sistema de coordenadas globalRg, e a

orientação dado pelo ânguloθ com respeito ao eixoX . Como apresentado na Figura B.1 (b),

pode-se relacionar um pontop = [ px py ]T ∈ R
2 no sistema de coordenadas globalRg

com o sistema de coordenadas localRl da seguinte forma
[

p′x
p′y

]

=

[

cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

]([

px

py

]

− v

)

, (B.1)

pode-se definir

R(θ) =

[

cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

]

(B.2)

em queR(θ) é chamada matriz de rotação e suas propriedades resultam nasrelações:

RT (θ) = R−1(θ) (B.3)

RT (θ)R(θ) = I2 (B.4)

∂R(θ)

∂θ
=

[

− sin(θ) cos(θ)

− cos(θ) − sin(θ)

]

= R(π/2)R(θ) = R(θ)R(π/2) (B.5)

Neste trabalho de robótica móvel, considera-se que o robô move-se sobre um plano.

Assim, a notaçãoz =
[

vx vy θ
]T

representa que o robô está localizado nas coordenadas

(vx, vy) com um certo ângulo de rotaçãoθ. Esta definição pode ser estendida de forma que

incertezas na posição e ângulo sejam acrescentadas no modelo. Desta forma, supõe-se que a

posturaz seja perturbada por um ruído de distribuiçãoN (0, Pz). Desta forma a posição do

robô é formado pelo par:

Z = {z, Pz}. (B.6)
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(a) (b)

Figura B.1: (a) Representação do sistema de coordenadas localRl e globalRg. (b) Relação

das coordenadas de um ponto em dois sistemas de coordenadas diferentes.

B.2 ELEMENTOS BÁSICOS DE UM MAPA GEOMÉTRICO

B.2.1 Pontos

Um ponto é representado porP = {p, Pp}, com p = [ px py ]T as coordenadas em

um sistemas de coordenadasR (c.f. Figura B.2 (a) ). Considera-se quep é conhecido porém

com incerteza associada, ou seja,p é perturbado por um ruídoε gaussiano de média nula com

matriz de covariâncias associadaPp. Em um mapa geométrico, pontos podem representar

a localização do final das retas, intersecção de duas retas oumesmo índices fotométricos

capturados do ambiente.

No caso em que deseja-se escrever o pontoPg, inicialmente no sistema de coordenadas

Rg global, em função do sistema de coordenadas localRl posicionado no robô, a transfor-

mação é dada diretamente por (B.1)

pl = R(θ)
(

pg − v
)

(B.7)

B.2.2 Retas e Segmentos de Reta

Retas são elementos constituídos por infinitos pontos(x, y) em um sistema de coordena-

dasR que satisfazem a seguinte relação:

ax + by = 1 (B.8)

em quea ∈ R e b ∈ R. Uma forma de representar a retaL = {l, Pl}, coml = [ ρ α ]T as

coordenadas polares do ponto mais próximo desta reta à origem do sistema de coordenadas

R (c.f. B.2 (b) ), e considera-se quel é conhecida porém com incerteza associada, ou seja,

perturbada por um ruídoε gaussiano de média nula com matriz de covariâncias associadaPl.

As restriçõesρ ≥ 0 e−π < α < π são impostas às coordenadas. Desta forma, os pontos
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(a) (b)

(c)

Figura B.2: Elementos geométricos no plano 2-D. (a) Ponto. (b) Reta. (c) Segmento de Reta.

(x, y) que pertecem a esta reta respeitam a seguinte equação:

ρ− x cos(α)− y sin(α) = 0 (B.9)

Um segmento de reta é definido como uma reta de parâmetrosl = [ ρ α ]T delimitada

por dois pontospa epb, como apresentado na Figura (B.2) (c). Este elemento é representado

porS = {l, Pl, pa, pb}. Os pontospa epb não possuem matrizes de covariâncias associadas,

pois esta é dada por uma transformação a partir da incertezaPl da reta. Em um mapa geomé-

trico, retas e segmentos de reta representam as paredes e obstáculos presentes no ambiente.

B.3 REPRESENTAÇÃO UNIFICADA

Uma representação unificada para pontos e retas no espaço Euclidiano (c.f. Figura B.3)

é proposta em [29]. Desta forma, os cálculos de mudança de sistemas de coordenadas os

elementos geométricos representados por retas e pontos sãorepresentados por uma equação

comum. Para se representar o sistema desta forma, define-sefi = [ fx,i fy,i ]T como o
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Figura B.3: Descrição dos elementos geométricos no plano 2-D.

i-ésimo elemento geométrico com coordenadas no sistema global Rg ao passo quehj =

[ hx,j hy,j ]T o j-ésimo elemento geométrico com coordenadas no sistema local Rl. A

transformação de pontos e retas da representação original para representação unificada é

feita da seguinte forma:

• Para pontos:

no sistema de coordenadas global:fi =
[

fx,i fy,i

]T

=
[

px,i py,i

]T

;

no sistema de coordenadas local:hj = [ hx hy ]T = [ px py ]T .

• Para retas:

no sistema de coordenadas global:fi =
[

fx,i fy,i

]T

=
[

ρi cos(αi) ρi sin(αi)
]T

;

no sistema de coordenadas local:hi =
[

hx,i hy,i

]T

=
[

ρi cos(αi) ρi sin(αi)
]T

.

Como apresentado em seção anterior, a Eq. (B.1) relaciona umponto no sistema de

coordenadas globalRg com o sistema de coordenadas globalRl. Esta fórmula é o ponto de

partida para a representação unificada, pois a relação entreum elementohi e fi para pontos

é dada diretamente por (B.1), resultando na seguinte forma

hi = R(θ)
(

fi − v
)

(B.10)

em quez =
[

vT θ
]T

é o vetor que representa a postura do robô.

Para o desenvolvimento de uma forma para a mudança de sistemas de coordenadas de

elementos do tipo reta, utiliza-se uma forma paramétrica para representar todos os pontos

p(δ) desta reta parametrizada em função de um parâmetroδ. Define-se, portanto, a seguinte

função de parametrização da reta

p(δ) = f + δ · u, (B.11)
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em queδ é um escalar eu =
[

sin(α) − cos(α)
]T

é o vetor unitário que indica a direção

da reta. Utilizando a transformação de coordenadas (B.1) para um porto arbitráriop(k) no

sistema de coordenadas global resulta em

p′(δ) = R(θ)
(

f + δu− v
)

, (B.12)

e pela definição de uma reta apresentada anteriormente, uma retah no sistema de coordena-

das local é representada pelas coordenadas do ponto mais próximo da origem deRl. Este

ponto representado porp′ tal que

p′ = min
k
‖p′(k)‖2 (B.13)

resolvendo esta minimização encontra-sep′ = uT v, que substituindo em (B.12) resulta em

hi = R(θ)
(

fi −
(

I2 − u · uT
)

v
)

(B.14)

Após o desenvolvimento das transformações de coordenadas para pontos e para retas uti-

lizando a representação unificada, pode-se verificar uma similaridade entre (B.10) e (B.14),

e esta similaridade permite escrever a seguinte forma unificada para transformação de coor-

denadas

hi = R(θ)
(

fi + Eiv
)

(B.15)

em que

Ei =

[

a2 c

c b2

]

(B.16)

e a matrizE depende do tipo de elemento que é avaliado. Nos casos em que o elementofi

é do tipo ponto deve-se utilizara = b = 1, e c = 0, já nos casos em que o elementofi é do

tipo reta deve-se utilizara = cos(α), b = sin(α), e c = cos(α) sin(α).
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