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3. Controle Orgânico 4. Estabilidade de Sistemas
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Resumo

O coronav́ırus da Śındrome Respiratória Aguda Grave 2 (Sars-CoV-2) causador da

Doença por Coronav́ırus 2019 (COVID-19) se tornou um problema de saúde global. As

manifestações mais comuns são febre e tosse seca e a doença pode levar a complicações

arŕıtmicas, neurológicas e sintomas digestivos. No Brasil, foram registrados 30.701,900 ca-

sos e 665.216 mortes até 18 de maio de 2022. A identificação das caracteŕısticas da infecção

por SARS-CoV-2 foram sendo descobertas e exigiu-se uma rápida resposta cient́ıfica para

minimizar a propagação da doença. Este estudo tem como objetivo desenvolver modelagens

matemáticas da COVID-19 para analisar a força de infecção da doença nos cenários: sem

medidas de controle e vacinação. E também avaliar a construção do controlador orgânico,

Respirador VESTA. Sem a atuação de medidas de controle, com um β = 0, 1875, em 67,40

semanas, 4,6% da população é infectada. Porém, ao aumentar a taxa de transmissão com

um β = 1, 1300, 86,08% da população adquiriu a doença, em menos de 10 semanas. Ao

iniciar o processo de vacinação no páıs, mesmo que de forma lenta, como ocorreu no pri-

meiro semestre de 2021, a força de infecção decaiu de 4,6% para 1,05% para o primeiro

caso, e no segundo, em que o β = 1, 13, 79,67% da população é contaminada. A vacinação

sendo realizada de modo mais engajado, no pior caso o modelo desenvolvido apresentou um

decaimento para 48,19%, isso em relação ao caso anterior. Ambos os cenários estudados

apresentaram estabilidade assintótica. Além disso, verificou-se que ao aplicar o controlador

orgânico constrúıdo no sistema sem vacinação, ocorre a redução da força de infecção, uma

vez que o sistema passa a atuar de modo a eliminar a ação infecciosa do v́ırus. Concluiu-se

que para obter-se a real situação do páıs é necessário desenvolver modelos mais complexos

com parâmetros variáveis e que são indicados para um longo tempo de atuação da infecção.

No entanto, a metodologia desenvolvida e utilizada apresentou resultados satisfatórios no

estudo para avaliar o controlador a partir da modelagem matemática da COVID-19. Ade-

mais, as medidas de controle possuem impacto na dinâmica da doença, possibilitando a

redução da força de infecção, provado neste estudo com o modelo da vacinação e com o uso

do Respirador VESTA em um sistema sem controle. Portanto, o uso do Respirador VESTA

pode ser o primeiro passo implementado como medida de controle ao se deparar com um

contexto infeccioso.

Palavras-chave: Modelo Matemático para COVID-19, Linearização de Lyapunov, Es-

tabilidade Assintótica, Controlador Orgânico, Pontos Cŕıticos, SARS-CoV-2, COVID-19,

Sistemas não-lineares.
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Abstract

The Severe Acute Respiratory Syndrome 2 (Sars-CoV-2) coronavirus that causes

Coronavirus Disease 2019 (COVID-19) has become a global health problem. The most

common manifestations are fever and dry cough, and the disease can lead to arrhythmic

complications, neurological and digestive symptoms. In Brazil, 30,701,900 cases and

665,216 deaths were recorded as of May 18, 2022. Identification of the characteristics of

SARS-CoV-2 infection were being discovered and required a rapid scientific response to

minimize the spread of the disease. This study aims to develop mathematical modeling

of COVID-19 to analyze the force of infection of the disease in the scenarios: no control

measures and vaccination. And also evaluate the construction of the organic controller,

VESTA Respirator. Without the action of control measures, with a beta = 0.1875 in

67.40 weeks, 4.6% of the population is infected. However, by increasing the transmission

rate with a β = 1.1300, 86.08% of the population acquired the disease in less than 10

weeks. By starting the vaccination process in the country, even if slowly, as occurred in

the first half of 2021, the force of infection decreases from 4.6% to 1.05% for the first

case, and in the second, in which the β = 1.13, 79.67% of the population is infected.

Vaccination being performed in a more engaged manner, in the worst case the model

developed showed a decay to 48.19%, compared to the previous case. Both scenarios

studied presented asymptotic stability. In addition, it was verified that when applying

the organic controller built in the system without vaccination, a reduction in the infection

force occurs, since the system starts to act in such a way as to eliminate the infectious

action of the virus. It was concluded that to obtain the real situation of the country

it is necessary to develop more complex models with variable parameters and that are

indicated for a long time of action of the infection. However, the methodology developed

and used presented satisfactory results in the study to evaluate the controller from the

mathematical modeling of COVID-19. Furthermore, the control measures have an impact

on the dynamics of the disease, allowing the reduction of the force of infection, proven

in this study with the vaccination model and with the use of the VESTA Respirator in

a system without control. Therefore, the use of the VESTA Respirator may be the first

step implemented as a control measure when faced with an infectious context.

Keywords: Mathematical Model for COVID-19, Lyapunov Linearization, Asymptotic

Stability, Organic Controller, Critical Points, SARS-CoV-2, COVID-19, Nonlinear Sys-

tems.
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teŕısticas estruturais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.6 Diagrama de Bode de G(s) e Diagrama de Bode C(s)G(s). Observa-se que
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um excitação de sinal de entrada degrau unitário. . . . . . . . . . . . . . 61

xiv



Lista de Nomenclaturas e Abreviac�~oes

ANVISA - Agência Nacional de Vigilância Sanitária.
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1 Introduc�~ao

Uma pneumonia viral ocorreu em Wuhan, na China, em meados de dezembro de 2019.

Indentificou-se que o v́ırus causador da doença estava relacionado com a Severe acute

respiratory syndrome (SARS), entretanto, o agente infeccioso foi detectado como um

novo coronav́ırus, chamado SARS-CoV-2 (Backer et al., 2020; Cai et al., 2020; Giovanetti

et al., 2021; Maugeri et al., 2020). Esse v́ırus foi identificado como o agente causador

da doença do coronav́ırus (COVID-19). As primeiras pessoas detectadas com a infecção

estavam ligadas a um grande mercado no centro de Wuhan, mas não compreendia todos

os casos (Cowling e Leung, 2020). A média de incubação foi de 6,4 dias variando de 2,1

a 11,1 dias. Esses valores foram utilizados como ponto de partida para a definição de

medidas de controle (Backer et al., 2020).

Em 11 de março de 2020 a Organização Mundial de Saúde (OMS) decretou pandemia

da COVID-19. O número de casos registrados pelo SARS-CoV-2 e mortes tornou-se um

problema de saúde global, sendo o primeiro coronav́ırus com alto impacto em termos do

número de casos fatais (Siwiak et al., 2020). Em abril de 2020, com a velocidade de

deslocamento proporcionada pela globalização, 185 páıses e demais territórios no mundo

já haviam registrado a presença do novo coronav́ırus (Siwiak et al., 2020).

No Brasil, o primeiro caso registrado ocorreu em 26 de fevereiro de 2020 (Oliveira

et al., 2020) e após três meses o páıs se via em meio ao descaso com a alta taxa de

letalidade da doença, devido à sua alta transmissibilidade e/ou subtração de dados epi-

demiológicos dos sites oficiais (Castro-Silva e Maciel, 2021; Aquino et al., 2020). Atu-

almente, o Brasil possui oficialmente 665.216 óbitos e 30.701,900 número de casos acu-

mulados diagnosticados até 18 de maio de 2022 (Dong et al., 2020). Além disso, novas

variantes da linhagem do coronav́ırus surgiram e podem vir a surgir, o que possibilita a

causa de cenários devastadores em meio a saúde pública nacional, dentre elas, à linha-

gem denominada Gamma (Manaus), Zeta (Rio de Janeiro), Delta (́India) e a mais nova

chamada de Ômicron (África do Sul) (Organização Mundial da Saúde (OMS)., 2022).

Os sintomas causados pela doença, como o desenvolvimento de insuficiência respi-

ratória, choque séptico, falha de múltiplos órgãos, os quais são mais graves podem oca-

sionar a morte. Diante disso, estratégias de testes e medidas de controle foram implan-

tadas em diferentes regiões do globo para compreender melhor a transmissibilidade do
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SARS-CoV-2 (Oliveira et al., 2020; Teles, 2020). Isso, porque pacientes que apresentam

sintomas leves ou nenhum sintoma podem transmitir a doença de forma silenciosa. Desse

modo, a realização de testes em grande quantidade tem um papel crucial na modulação

da propagação do SARS-CoV-2 (Maugeri et al., 2020).

Alguns páıses, inclusive o Brasil, passaram por várias ondas da pandemia, por exem-

plo, houveram páıses que tiveram duas ondas, outros estão em decĺınio na terceira e esse

comportamento foi devido as investidas cient́ıficas para a fabricação de testes e vacinas de

forma rápida e principalmente para o desenvolvimento de estudos, tanto para controlá-lo

no sentido de minimizar a propagação do v́ırus, quanto para compreendê-lo melhor. Os

páıses implementaram uma série de medidas para combater essa doença, entretanto, o

surto transmissão da doença varia de acordo com ambiente (Ogbunugafor et al., 2020), o

que justifica a necessidade da construção de modelos para mapeá-los. Tendo em vista a

desigualdade intrarregional, em relação ao acesso à saúde e estrutura de centros de pes-

quisas e hospitais, é necessário avaliar a dinâmica da doença compreendendo os diferentes

parâmetros e ambientes. Por isso, muitos modelos matemáticos surgiram para cenários

espećıficos, como é o caso deste que será apresentado nesta dissertação.

Os modelos matemáticos de disseminação e controle de doenças são usados para guiar

e informar os responsáveis por tomadas de decisões sobre abertura de serviços, espaços

culturais, medidas de contingência e estruturação de hospitais, o que interfere nas esferas

psicossociais e econômica da população (Oliveira et al., 2020; Siwiak et al., 2020). Neste

cenário, os modelos epidemiológicos compartimentais têm sido utilizados e o modelo de

compartimento de Suscet́ıvel, Infectado, Recuperado (SIR) é um dos mais comuns na

literatura, principalmente, quando se trata de modelagens de doenças epidemiológicas

para o entendimento da dinâmica da transmissibilidade, pois permite estudar a parcela

da população em compartimentos. Além de identificar a necessidade de estratégias de

aplicação de medidas de controle e probabilidade de novos surtos.

Um modelo SIR ajustado é apresentado por Teles em 2020, o qual verificou a evolução

de casos ativos do SARS-CoV-2, em Portugal (Teles, 2020). Esse modelo foi adaptado

de um utilizado anteriormente na Coreia do Sul para o surto de Śındrome Respiratória

do Oriente Médio (MERS). Devido à escassez de informações locais utilizou-se dados

italianos (primeiro caso notificado em Itália a 31 de janeiro de 2020) para prever os dados

portugueses. O autor estudou cinco cenários diferentes para a evolução da doença. No

cenário sem atuação de medidas de controle, o número de casos ativos poderia chegar a

40.000 pessoas no ińıcio de abril de 2020. No melhor cenário considerado, os casos ativos

poderiam estar entre o intervalo (7.000 - 13.000) e o pico seria alcançado entre 9 e 20 de

abril de 2020. O estudo apresentou a importância do controle e da autoproteção para

reduzir o número de casos infectados (Teles, 2020).
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Por outro lado Zong et al. (2020), fez uma previsão antecipada do surto da COVID-19

na China com base em um modelo SIR e dados epidemiológicos limitados (Zhong et al.,

2020). As previsões do modelo mostraram que o número de casos cumulativos poderia

chegar a 76.000 e a 230.000, com um pico de infecciosos não recuperados (22.000 - 74.000)

ocorrendo no final de fevereiro ao ińıcio de março do ano de 2020. Após esse peŕıodo, os

casos de infectados apresentaram uma diminuição monotonicamente do ińıcio de maio até

o final de junho de 2020. A melhoria do atendimento médico também pode levar à redução

da transmissão pela metade e encurtar efetivamente a duração da doença. Observa-se

que os estudos acima dentro de suas condições possibilitaram prever o comportamento

da doença alertando os órgãos responsáveis para o dimensionamento de estratégias e

poĺıticas públicas de contingência (Zhong et al., 2020).

Para verificar se a Influenza A (H1N1) tende a uma estabilidade, um estudo fez a

análise do modelo SIR para essa doença epidemiológica, utilizando o Método de Linea-

rização de Lyapunov e Critério de Routh-Hurwitz, por meio do estudo dos pontos cŕıticos,

triviais e não triviais, e da estabilidade assintótica local e global para o surto que ocor-

reu em 2009 (Caetano et al., 2010). Os modelos desenvolvimentos foram analisados em

relação à força de infecção da doença1 e verificou-se o comportamento sem medidas de

controle, com a vacinação, com atuação da quarentena e isolamento, englobado e com a

ausência do processo do vacinação, para a validação dos efeitos sociais (Caetano et al.,

2010). Uma limitação do estudo descrito é que ele não reflete fielmente a realidade da

dinâmica, devido as hipóteses simplificadoras aplicadas nos modelo, como por exemplo

o fato de que ao ser acometido pela doença o indiv́ıduo não a teria novamente. Tendo

em vista isso, a dissertação elaborada neste trabalho, contribuiu com um adicional para

minimizar esse contexto de limitações.

Um outro trabalho usando a técnica de linearização de Lyapunov foi com a realização

da análise de uma dinâmica não linear para o controle populacional do mosquito Aedes

Aegypti para o ano de 2017, sem a presença de controle na fase aquática. Considerou-

se que a fase de mosquitos adultos eram divididos em machos e fêmeas. Com isso, o

autor desenvolveu estratégias para controlar o agente transmissor, por meio da análise da

estabilidade assintótica, além disso o estudo proporcionou formas de prevenção e combate

aos criadouros do mosquito (Maranho, 2018).

Nesse contexto, o desenvolvimento de modelos matemáticos que possam analisar o

comportamento dinâmico de doenças infecciosas se faz necessário para então, utilizando

as ferramentas matemáticas, compreender a propagação da força de infecção e o impacto

social. Ademais, dentro desse cenário, o funcionamento da dinâmica da propagação

do v́ırus SARS-CoV-2 e seu impacto no meio social são importantes ferramentas. Eles

1A força de infecção é descrita como a incidência per capita da doença e possibilita não diferenciar as
formas de contato entre a população.
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permitem identificar a necessidade de atuações de medidas de controle, as quais podem

ser as proposições de intervenções, seja por via de controle farmacológico, quarentena

ou isolamento social. Os modelos desenvolvidos neste trabalho, por meio das extrações

matemáticas e simulações, atuaram na obervação da aplicação das medidas de controle.

Outrossim, compreender essas dinâmicas e parâmetros implica em dados fundamentais

para o planejamento de ações públicas, pois cada região necessita de tratamento eficaz e

protocolos de intervenção que resulte na queda de casos e óbitos.

1.1 Contribuic�~oes e Justificativa

As infecções continuam a ser detectadas em todo o mundo. A identificação das carac-

teŕısticas importantes da infecção por SARS-CoV-2 foi sendo descoberta, mas a resposta

cient́ıfica de saúde exigiu uma atuação rápida na obtenção da dinâmica de transmissão,

gravidade da doença, imunidade, e o impacto das medidas de controle e mitigação para

aplicação pública (Cowling e Leung, 2020).

Além disso, os estudos para compreensão da transmissibilidade e patologias associ-

adas ao SARS-CoV-2 possuem complexidades devido ao surgimento de novas variantes

(Giovanetti et al., 2021). Esse surgimento ocasiona em efeitos diferentes e também com

maior ou menor gravidade em relação à atuação da doença, assim como a necessidade de

medidas de controle e formas eficientes de combate a doença. Por outro lado, o mundo

globalizado está sujeito inclusive ao surgimento de novos v́ırus e novas epidemias (Rabelo

e Oliveira, 2020; Magalhães e Machado, 2014).

A Engenharia Biomédica, nesse cenário, surge para contribuir com a construção de

modelos matemáticos e aplicação de teorias e conceitos, dentro da estrutura de análises

desses modelos, para compor soluções que visam melhorar o controle, a saúde da po-

pulação de modo a salvar vidas.

Diante do contexto exposto, a hipótese deste trabalho baseou-se na construção de

modelos matemáticos para simular o processo de propagação da força de infecção da

doença e ainda demonstrar o poder de uma ferramenta capaz de auxiliar na redução da

transmissibilidade de doenças virais, que é o Respirador VESTA, tendo como ponto de

partida a COVID-19.

O Respirador VESTA é um dispositivo médico Classe I com registro na Agência

Nacional de Vigilância Sanitária (ANVISA), desenvolvido pela Universidade de Braśılia

(UnB) (Rosa, 2022) e é denominado neste estudo como um controlador orgânico, pois

além de ser confeccionado com biomaterial atuante em um sistema biológico, ele busca

obter uma sáıda de acordo com os ı́ndices de desempenho de um sistema que atua com

padrões aceitáveis (Nunes, 2017; Guimarães, 2019; Ribeiro et al., 2017).
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Ademais, o Respirador VESTA proporciona um efeito antiviral eficaz, quando com-

parado com os respiradores comerciais como a máscara N95. Como elemento filtrante é

contemplado em sua estrutura nanopart́ıculas de quitosana, a qual possui uma carga po-

sitiva e ao se deparar com as cargas negativas presentes na superf́ıcie de v́ırus envelopados

ocorre a inativação viral.

A Figura 1.1 expõe as contribuições diretas e indiretas desta dissertação que compre-

ende a execução dos objetivos citados. A cor vermelha indica as limitações relacionados

ao problema exposto e as caixas cinzas são as contribuições diretas e as brancas são as

contribuições indiretas.

Figura 1.1. Contribuições desta dissertação para as medidas de controle em tem-
pos de pandemia.As caixas na cor cinza representam as contribuições diretas e as
caixas brancas as contribuições indiretas.

Com isso, a presente contribuição deste trabalho será no desenvolvimento de mode-

los matemáticos compartimentais em diferentes cenários: sem formas de controle, com

vacinação e com a avaliação da aplicação do Respirador VESTA em um modelo sem

vacinação. Além disso, a obra apresenta estudos do conhecimento atual sobre as ca-

racteŕısticas evolutivas e transmissibilidade do v́ırus, com o objetivo de esclarecer a im-

portância do uso de formas de medidas de contingência, prevenção e seus efeitos na

pandemia em curso.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo principal deste estudo é desenvolver modelagens matemáticas da pro-

pagação da COVID-19 para analisar a força de infecção da doença nos seguintes cenários:

sem medidas de controle e com aplicação da vacinação, e também avaliar a construção

do controlador orgânico, Respirador VESTA, para reduzir a força de infecção da doença

epidemiológica, em um cenário sem medidas de controle.

1.2.2 Objetivos Espećıficos

Para que o objetivo geral seja alcançado é necessário:

• Desenvolver a modelagem matemática sem medidas de controle e com a atuação do

processo de vacinação;

• Analisar os pontos cŕıticos para identificar a faixa de operação, natureza dos siste-

mas e estabilidade assintótica;

• Desenvolver os scripts no software MATLAB®2 para realizar as simulações com-

putacionais e definir de acordo com a literatura os parâmetros;

• Analisar o comportamento da doença nos cenários sem medidas de controle e com

vacinação;

• Avaliar a resposta dinâmica do Respirador VESTA em um cenário sem medidas de

controle ao aplicar uma excitação de sinal degrau unitário.

2Nesta dissertação foi utilizada a versão de teste gratuita por 30 dias para estudante.
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2 Fundamentac�~ao Te�orica

2.1 Biologia da COVID-19

Na Figura 2.1 tem-se a representação do modelo tridimensional do Betacoronavirus

SARS-CoV-2 e a indicação das suas protéınas estruturais. O SARS-CoV-2 é constitúıdo

pela glicoprotéına spike (S) (cor violeta), o envelope (vermelho), hemaglutininesterase

(cor azul), a protéına M (cor verde), protéına E (cor amarela) e o RNA de fita simples

com a protéına N (amarelo claro). A protéına S possibilita a entrada do SARS-CoV-2 na

célula pela ligação ao receptor celular e à fusão da membrana plasmática. As protéınas

M e E garantem a incorporação na part́ıcula viral durante o processo de montagem.

A protéına N, realiza o controle do processo de replicação viral (V’kovski et al., 2021;

Uzunian, 2020).

Figura 2.1. Representação em modelo tridimensional do coronav́ırus SARS-CoV-2
e composição biológica.

Fonte: A autorização do uso da imagem foi concedida pela revista por e-mail.(Girish
Khera, 2021), 2021.

No ińıcio da epidemia de pneumonia em Wuhan, os cientistas obtiveram as sequências

completas do genoma de cinco pacientes infectados com SARS-CoV-2. Essas sequências

genômicas compartilharam 79,5% de identidade de sequência com o SARS-CoV (Wang

et al., 2020). Porém, o v́ırus SARS-CoV-2 é divergente do SARS-CoV, trata-se de um

novo Beta-CoV que infecta humanos (Zhou et al., 2020). Os cientistas alinharam a
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sequência completa do genoma do SARS-CoV-2 e outros genomas dispońıveis de Beta-

coronavirus. Os resultados indicam a relação mais próxima de SARS-CoV-2 com a cepa

de coronav́ırus tipo SARS de morcego BatCov RaTG13, com uma identidade de 96%.

Estes estudos sugerem que o SARS-CoV-2 pode ter evolúıdo do coronav́ırus RaTG13

do morcego (Zhou et al., 2020). Após o surgimento do SARS-CoV e do MERS-CoV, o

SARS-CoV-2 é o terceiro coronav́ırus humano zoonótico do século (Wang et al., 2020).

A análise das caracteŕısticas epidemiológicas do SARS-CoV-2 e a interação do v́ırus

com os indiv́ıduos foram importantes para o desenvolvimento de abordagens terapêuticas

e preventivas eficazes, as quais surgiram de forma rápida, como medicamentos e vacinas.

Alguns estudos identificaram que os morcegos podem ser o reservatório natural de SARS-

CoV-2 (Wang et al., 2020; Zhou et al., 2020). No estudo de Liu et al. (2021) verificou-se

que o Betacoronavirus encontrado em pangolins tem uma similaridade de sequência de

até 99% com a cepa humana (Liu et al., 2021). No estudo dos autores Xiao et al. (2020)

foi corroborado que o SARS-CoV-2 e o coronav́ırus encontrado em pangolim na Malásia

possuem similaridade genética, o que sugere que esses animais atuem como posśıveis

hospedeiros intermediários (Xiao et al., 2020).

Tendo em vista as descrições acima, as quais abrangem a complexidade da estru-

tura biológica do v́ırus, seu processo de fusão celular e sua facilidade de replicação, é

necessário compreender um pouco mais essas informações, utilizando como base ferra-

mentas de modelagens matemáticas. Essas ferramentas matemáticas permitem aos cien-

tistas, governantes e profissionais da saúde formar estratégias e estruturas para atuação

da propagação da doença, posśıveis mutações e desenvolvimento de medidas de controle

direcionadas à redução do processo de expansão. Para este estudo, a biologia associada

traz também clareza dos aspectos de transmissibilidade, assim como da necessidade do

estudo cont́ınuo do v́ırus.

2.1.1 Diagnóstico e Complicações da COVID-19

O estágio da COVID-19 é dividido em três ńıveis de acordo com a gravidade da

doença: leve, grave e cŕıtica. A maioria dos pacientes apresentam apenas sintomas leves

e se recuperam. Ressalta-se que casos de infecção assintomática também foram relatados

(Huang et al., 2020). As manifestações mais comuns da COVID-19 são febre e tosse

seca. Com diagnóstico e tratamento sintomático adequado para COVID-19, a maioria

dos pacientes apresentaram prognóstico de recuperação (Wang et al., 2020; Deng e Peng,

2020). Entretanto, os idosos e os pacientes com doenças subjacentes têm pior resposta a

doença (Deng e Peng, 2020). A maioria desses apresentou pneumonia bilateral. Homens

idosos com comorbidades têm maior probabilidade de serem afetados pelo SARS-CoV-2

(Chen et al., 2020; Huang et al., 2020).
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No ińıcio da pandemia, a COVID-19 afetou de forma particularmente mais grave

os adultos mais velhos com condições médicas de alto risco, como indiv́ıduos obesos e

diabéticos (Cowling e Leung, 2020; Huang et al., 2020). Entretanto, as infecções leves

foram as mais comuns e em crianças os casos relatados foram poucos (Cowling e Leung,

2020).

Além da doença respiratória, a doença COVID-19 pode levar a complicações arŕıtmicas

(Bansal, 2020; Zaman et al., 2020), neurológicas, como dor de cabeça, tontura, com-

prometimento da consciência e hemorragia intracraniana (Berger, 2020; Iadecola et al.,

2020; Paybast et al., 2020). Sintomas digestivos e lesão hepática, hipercoagulabilidade e

distúrbios trombóticos também foram relatadas (Haimei, 2020; Wang et al., 2020). As

complicações graves inclúıram a falência múltipla de órgãos e lesão card́ıaca aguda. Cerca

de 26,1% dos pacientes foram admitidos na Unidade de Terapia Intensiva (UTI) devido

aos problemas causados pela COVID-19 no ano de 2020 (Huang et al., 2020).

Diante disso, os esforços que desempenham soluções de redução da disseminação da

doença são necessários. Pois, quanto mais pessoas infectadas com diferentes diagnósticos,

ńıveis da doença, em um mesmo peŕıodo, podem ocasionar o colapso do sistema de saúde

das regiões mais afetadas.

2.1.2 Transmissibilidade da COVID-19 e Variantes

Em relação aos animais que possuem contato com os indiv́ıduos, como os Canis lupus

familiaris (cães) e Gallus gallus domesticus (galinhas), eles não são permissivos à infecção

(Wang et al., 2020; Xiao et al., 2020). No entanto, outros autores verificaram que SARS-

CoV-2 replica-se de forma eficiente em Felis catus (gatos) e Mustela putorius furo (furões)

e também pode ser transmitido em Mesocricetus auratus (hamster dourado) (Wang et al.,

2020; Shi et al., 2020).

A transmissibilidade do SARS-CoV-2 em humanos ocorre principalmente pelo espa-

lhamento de got́ıculas respiratórias e contato próximo, entretanto esses não são os únicos

meios (Cowling e Leung, 2020; Wang et al., 2020). O contato próximo, desprotegido

entre sintomáticos e assintomáticos também causa infecção. O v́ırus também pode se

espalhar por meio de transmissão por contato indireto, por exemplo, a partir do toque

nas mãos os indiv́ıduos podem repassar as part́ıculas virais para as membranas mucosas

da boca, nariz e olhos, causando infecção (Du et al., 2020). Porém, na disseminação

da COVID-19, a transmissão aerotransportada é a mais comum (Cai et al., 2020; Wang

et al., 2020; Chan et al., 2020; Sommerstein et al., 2020; Morawska e Cao, 2020).

Posśıveis modos de transmissão da COVID-19 foram investigadas monitorando um

grupo de pessoas que continham casos e estavam em um shopping center em Wenzhou, na

9



China. Os dados obtidos indicaram que a transmissão indireta pode ter ocorrido por meio

da contaminação de objetos comuns, aerossolização do v́ırus em um espaço confinado ou

propagação de pessoas infectadas assintomáticas (Cai et al., 2020). Além disso, o SARS-

CoV-2 tem o potencial de se espalhar pelo trato intestinal (Giovanetti et al., 2021), alguns

estudos apontaram que também pode infectar as células intestinais de morcegos (Wang

et al., 2020; Zhou et al., 2020).

A identificação e compreensão da transmissibilidade do SARS-CoV-2 é complexa

devido às mutações genéticas do v́ırus, ocorrendo variantes de linhagens e polimorfismo do

nucleot́ıdeo (Giovanetti et al., 2021). Conseguir identificar de forma rápida o surgimento

de uma nova linhagem possibilita o ajuste de estratégias terapêuticas e sociais eficazes.

A primeira variante do Sars-CoV-2 foi a D614G, detectada no ińıcio de 2020. Depois, foi

verificada a cepa inglesa, variante Alfa, do Reino Unido, em dezembro de 2020, a qual

era mais contagiosa do que a cepa original (Liu et al., 2021). Em seguida, identificou-se

a variante Beta, da África do Sul (Liu et al., 2021). Os pesquisadores da Rede Genômica

Fiocruz e de instituições parceiras (Naveca et al., 2021) observaram que o crescimento

de casos que ocorreu em Manaus, causando a segunda onda da doença, tinha como uma

das causas a variante Gamma. Em 2 de Janeiro de 2021 essa variante foi identificada em

quatro indiv́ıduos que sáıram de Manaus e chegaram a Tóquio, no Japão (Valverde, R.,

2021).

Em 6 de Janeiro o Instituto de Doenças Infecciosas do Japão informou que o v́ırus

encontrado era uma nova variante e no dia 12 de janeiro, o Instituto Leônidas e Maria

Deane (ILMD/Fiocruz Amazônia), em parceria com a Fundação de Vigilância em Saúde

do Amazonas (FVS-AM) informaram que em janeiro foram observados que 91% dos

genomas sequenciados no Amazonas eram da variante Gamma (Valverde, R., 2021). A

variante Zeta também se originou, no Rio de Janeiro em outubro de 2020 e foi detectada

por estudos realizados no Laboratório de Computação Cient́ıfica (LNCC), vinculado ao

Ministério da Ciência e Tecnologia, em parceria com a Universidade Federal do Rio de

Janeiro (UFRJ) (Valverde, R., 2021).

Em outubro de 2020, foi detectada na Índia a variante Delta. Em maio de 2021,

essa cepa foi declarada pela OMS como variante de preocupação e determinada como a

responsável pelo aumento do número de casos na Índia e no Reino Unido (Liu et al.,

2021). As infecções causadas pela variante Delta, no Brasil, iniciaram-se em Goiânia com

o primeiro caso registrado, pela Secretaria Municipal de Saúde, no dia 19 de junho de

2021 (Azevedo, C., 2021). As mutações referentes a essa variante ocorreram na produção

da protéına spike, responsável pela primeira etapa do processo de infecção, a adesão do

v́ırus às células saudáveis (Liu et al., 2021).

Logo, observa-se que a transmissibilidade pode ocorrer de diversas formas e em am-
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bientes que se diferem em suas funções culturais, sociais e econômicas. Desse modo, é

necessário o estudo de diferentes cenários e medidas de controle, como foi abordado neste

trabalho.

2.1.3 COVID-19 no Brasil

A epidemia foi declarada Emergência em Saúde Pública de Importância Nacional

(ESPIN), em 3 de fevereiro de 2020, no Brasil. O primeiro caso confirmado de COVID-

19 ocorreu em 26 de fevereiro de 2020 (Rosa et al., 2020) e no dia 11 de março de

2020 a OMS declarou a pandemia de COVID-19 (Oliveira et al., 2020). A transmissão

comunitária foi declarada em 20 de março de 2020 tendo abrangência em todo território

nacional. Em maio de 2020 foram registrados mais de 147 mil casos e 10 mil mortes pela

COVID-19. Em maio de 2021, quase um ano depois, no dia 05, teve-se 14.856,888 casos

registrados e 411.588 mortes pela doença (Dong et al., 2020).

De acordo com o Instituto Brasileiro de Geografia e Estat́ıstica (IBGE) em 2021 o

Brasil possui mais de 212 milhões de habitantes (Instituto Brasileiro de Geografia e Es-

tat́ıstica (IBGE), 2021). Essa informação é relevante, pois para as simulações numéricas

que serão realizadas neste estudo considerou-se essa quantidade de habitantes. Por con-

seguinte, retardar a expansão da doença em território nacional tem sido o objetivo de

sanitaristas e cientistas para que não haja uma sobrecarga no sistema de saúde. Por

outro lado, a ineficiência em medidas de controle fez com que algumas regiões apresen-

tassem um colapso tanto no sistema de saúde, quanto no sistema funerário, obtenção de

medicamentos e Equipamentos de Proteção Individual (EPIs) básicos para a atuação dos

profissionais.

Além do cenário pandêmico, é necessário avaliar a problemática na qual se encontra

o páıs: incertezas poĺıticas, negaciosismo cient́ıfico, alta taxa de desemprego, distancia-

mento diplomático, retardamento na aplicação de medidas de controle e é válido ressaltar

o mau exemplo por parte de figuras governamentais. A população brasileira está em um

momento de extrema vulnerabilidade com uma queda nos investimentos em saúde e pes-

quisa.

A Organização das Nações Unidas para a Alimentação e Agricultura (FAO) publicou

em 21 de abril de 2020 que o número de indiv́ıduos com insegurança alimentar de forma

grave pode chegar a 265 milhões. Entretanto, nessa análise não foi inserido o impacto da

pandemia. Houve uma reunião no dia 03 de abril de 2020, com a presença da Ministra

da Agricultura, Pecuária e Abastecimento, Tereza Cristina, para compor estratégias com

outros páıses da América latina a fim de estruturar medidas, tais como a assistência

financeira aos pequenos e médios produtores ((Orgs.), 2020).
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O território brasileiro é extenso e as regiões apresentam culturas diferentes, pecu-

liaridades econômicas e ambientais. A catástrofe gerada pela atuação do v́ırus gerou

uma grande comoção nacional. O coronav́ırus SARS-CoV-2 apresenta uma alta taxa

de transmissão o que pode aumentar a velocidade de dispersão (Castro-Silva e Maciel,

2021; Aquino et al., 2020). Desse modo, o monitoramento epidemiológico para conter

localmente é necessário para retardar e minimizar as complicações no ecossistema que

comporta a doença.

A adoção de decretos em todo território e a fiscalização dos cumprimentos das medidas

foi uma forma inicial para conter posśıveis colapsos em várias regiões. Pacientes foram

remanejados devido à falta de leitos. A ciência, a tecnologia e a existência de sistema

de saúde é revelada nos momentos de crise para a população de um páıs ((Orgs.), 2020;

Werneck e Carvalho, 2020).

No Brasil, em 6 de fevereiro de 2020, foi sancionada a Lei n◦ 13.979, que dispõe sobre

as medidas para enfrentamento da epidemia da COVID-19 e elenca medidas comunitárias

que podem ser adotadas. As Unidades da Federação (UFs) passaram a adotar tais me-

didas a partir da segunda semana de março de 2020 (BRASIL- DIÁRIO OFICIAL DA

UNIÃO, 2020). Outros decretos surgiram de acordo com cada região do páıs para a

execução de medidas de controle como a quarentena e o isolamento social.

Além disso, surgiram estudos em diversas áreas e parcerias dos institutos e centros

de pesquisa universitários para a análise dinâmica em determinadas populações. É válido

ressaltar que esses estudos incluem, inclusive, os ensaios cĺınicos das vacinas.

2.1.4 Medidas de Prevenção e Controle

Identificar a extensão em que as pessoas assintomáticas ou transmissão pré-sintomática

podem estar ocorrendo é uma prioridade, porque tem implicações diretas para saúde

pública, planejamentos e estratégias em relação ao controle de infecção da doença. Dados

da dinâmica de eliminação viral podem ajudar na avaliação da duração, por exemplo, em

relação as vias respiratórias, houveram infecções agudas graves relacionadas à śındrome

(SARS-CoV-2), nas quais o pico da carga viral foi atingido em cerca de 10 dias após o

ińıcio da doença. Isso permitiu o controle da epidemia a prinćıpio por meio de detecção

imediata de casos e isolamento (Cowling e Leung, 2020).

Saber como funcionam os modos de transmissão da doença é fundamental para identi-

ficar as medidas de proteção pessoal, como máscaras faciais e higiene das mãos (Cowling e

Leung, 2020). O ińıcio da transmissibilidade da doença em um determinado local implica

em uma observação do potencial das variedades de medidas que podem ser aplicadas, por

meio dos órgãos de saúde e governantes. Isso para que a aplicação na sociedade tenha
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como objetivo minimizar o espalhamento da doença e consequentemente reduzir o pico

epidêmico, redução do número de óbitos e das demandas de serviços de saúde (Cowling

e Leung, 2020; Fong et al., 2020).

Para conter a doença alguns páıses optaram por proibir entrada de pessoas, fechando

as suas fronteiras ou adotando peŕıodos de quarentena para quem acabasse de chegar no

páıs (Ryu et al., 2020). Além disso, houve toque de recolher em muitos páıses e cidades

para que a circulação do v́ırus fosse contida. A eficiência dessas medidas de restrições

de mobilidade foram confirmadas em estudos, em que demonstram o peŕıodo de duração

das formas de contingências e o atraso as epidemias locais (Cowling e Leung, 2020; Chen

et al., 2020).

Como métodos de distanciamento social houveram os fechamentos de escolas, a

atuação do home office por parte das empresas, proibição de eventos como shows, te-

atros, cinema, jogos com torcida. Os empresários tiveram que se reinventar e em muitos

casos as vendas passaram a ser pelas redes sociais (Cowling e Leung, 2020).

A tecnologia atuou de modo positivo com intervenções, meio de sustento e forma de

contato com os familiares e meio corporativo, uma vez que a aglomeração foi evitada.

O Sistema de Posicionamento Global (GPS) passou a informar sobre os casos em tempo

real (Cowling e Leung, 2020), em alguns páıses como a China dependendo do local que

os indiv́ıduos se localizavam poderiam saber se houve passagem de infectados naquele

mesmo local.

Outra forma de medida de controle, a qual é individual se trata da máscara cirúrgica

(Cowling e Leung, 2020). Outrora eram equipamentos de proteção em ambientes de saúde

e passaram a ser componente obrigatório nos páıses, isso para que indiv́ıduos doentes ou

assintomáticos evitassem a circulação do v́ırus.

2.1.5 Respirador VESTA

Como visto anteriormente a COVID-19 é transmitida de pessoa a pessoa por meio do

contato próximo. Em um estudo os autores tiveram como objetivo verificar a distância

ideal, com uso das máscaras faciais e olhos como forma de proteção para evitar a trans-

missão do v́ırus. Eles obtiveram os dados para SARS-CoV-2 e os Betacoronavirus que

causam a śındrome respiratória aguda grave. Como resultados verificaram que a trans-

missão de v́ırus foi menor com distanciamento f́ısico de 1 metro ou mais, em comparação

com uma distância de menos de 1 metro. A proteção foi aumentada conforme a distância

foi alongada (Chu et al., 2020). Outro ponto, trata-se do uso de máscara facial, a qual

pode resultar em uma grande redução no risco de infecção, com mais forte associações em

Peça Facial Filtrante tipo 2 (PFF2), chamado no Brasil, ou respiradores semelhantes em
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comparação com máscaras cirúrgicas descartáveis por exemplo, reutilizáveis; máscaras de

algodão.

No meio hospitalar, em que a carga viral encontra-se maior o uso de EPIs auxiliam

na redução de risco ocupacional de infecção respiratória e geram de certo modo uma

barreira entre o profissional de saúde e as got́ıculas e aerossóis contaminados. Dois tipos

principais de EPIs são usados: as máscaras cirúrgicas, as quais protegem o usuário de

grandes got́ıculas e os respiradores ( PFF2 [Brasil], N95 [Estados Unidos], FFP2 [Europa],

KN95 [China] e P2 [Austrália e Nova Zelândia]), os quais servem para evitar a inalação

de pequenas part́ıculas transportadas pelo ar (Hossain et al., 2020).

Observou-se a partir de resultados de algumas revisões sistemáticas que quantificaram

a eficácia de diferentes EPIs respiratórios entre profissionais de saúde. Em comparação

com os profissionais de saúde que não usam EPI respiratório, aqueles que usam máscaras

médicas ou cirúrgicas ou PFF2 durante todo o turno de trabalho foram mais propensos a

serem protegidos contra relatos de doenças respiratórias (Chu et al., 2020). Além disso,

as máscaras PFF2 forneceram maior proteção quando comparado às máscaras cirúrgicas

(Chu et al., 2020; Duarte et al., 2010).

Com a alta demanda do uso de EPIs, em todo mundo houve grave escassez inclusive

de máscaras, sendo necessário o desenvolvimento de procedimentos e protocolos de des-

contaminação e reutilização (Hossain et al., 2020). Um fator importante que contribui

para a eficiência de filtragem das máscaras PFF2 é a presença de uma camada inter-

mediária de fibras de eletreto de polipropileno carregadas que prendem as part́ıculas por

meio de eletrostática ou efeito eletroforese. Esta carga pode degradar quando a máscara

é usada. Além disso, procedimentos simples de descontaminação (por exemplo, uso de

álcool) podem degradar qualquer carga remanescente do polipropileno, impactando gra-

vemente a eficiência de filtração pós-descontaminação. Desse modo, o estudo de (Hossain

et al., 2020) conseguiu reverter esse quadro aumentando a eficiência da máscara para

reutilização.

Desse modo, as máscaras de proteção individual são uma das formas de medidas

de controle para o enfrentamento da pandemia (Smith et al., 2016). A aplicação de

tecnologias para conter o v́ırus apresenta-se como umas das estratégias utilizadas pelos

pesquisadores, e um desses casos é a utilização de nanotecnologias que inibem os efeitos do

v́ırus. Muitas formas de detecção de doenças já utilizam essa tecnologia para o diagnóstico

(Yang et al., 2020).

Perante o cenário descrito, surgiu o Projeto Respirador VESTA, o qual foi engendrado

pela Universidade de Braśılia, em 19 de março de 2020, a partir da motivação de combate

à COVID-19 no Brasil e às más condições de trabalho enfrentadas pela linha de frente

na pandemia. Esse projeto se trata do desenvolvimento, com tecnologia e produção
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nacional, de uma máscara PFF2 com nanopart́ıculas de quitosana para a potencialização

da filtração e indução do efeito biocida contra o SARS-CoV-2, denominada Respirador

VESTA ((Orgs.), 2020). Ademais, o projeto engloba também o ensaio cĺınico controlado

randomizado para a avaliação do efeito da máscara desenvolvida. A Figura 2.2 mostra a

máscara em seu estágio final de produção sendo utilizada pela coordenadora do projeto

Professora Dra. Suélia de Siqueira R. F. Rosa (também orientadora deste trabalho), com

o pesquisador e seu marido Professor Dr. Mário F. F. Rosa, responsável pela estrutura

de translação da tecnologia.

Figura 2.2. Professores Dra. Suélia e Dr. Mário com a versão final do Respirador
VESTA, capaz de inativar o v́ırus com a ação de nanopart́ıculas de quitosana. O
Respirador VESTA é um dispositivo médico Classe I, autorizado para venda pela
ANVISA.

Fonte: Projeto Respirador VESTA, 2021.

O Respirador VESTA, visto na Figura 2.3 é do tipo N95 e é composto por três

camadas de material filtrante, sendo que a camada 2 é composta pelo o elemento filtrante

contendo a nanotecnologia de quitosana. O design do respirador foi confeccionado para

ser encaixado ao rosto do usuário e vedar em todos os pontos de contato. Além disso,

a máscara contempla em sua estrutura e elásticos laterais que atuam na vedação, e um

clipe nasal, que segue as recomendações da resolução RDC Nº 356/2020 ((Orgs.), 2020).

Além disso, o Respirador VESTA é descrito como um dispositivo médico Classe I e possui

autorização ANVISA para produção e distribuição em 11/03/2022 – n. 82332400010.

O elemento filtrante, recoberto por nanopart́ıculas de quitosana, é um agente antiviral

ativo. A quitosana se trata de uma molécula natural derivada da carapaça de crustáceos,

sendo um poĺımero catiônico natural, derivado da quitina. Possui caracteŕısticas im-

portantes por ser um elemento biodegradável, biocompat́ıvel, não tóxica e por apresentar

atividade antimicrobiana e antiviral, inclusive até mesmo outros sorotipos de coronav́ırus,
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dado o fator atrativo de sua carga catiônica para cargas negativas, como é o caso dos

v́ırus (Ciejka et al., 2017). Ademais, essa constatação de suas caracteŕısticas fungicida,

bactericida e virucida também foi verificada por meio dos estudos realizados pela coparti-

cipante da invenção a partir das especificações da quitosana utilizada na camada filtrante

(Rosa, 2022).

Figura 2.3. Respirador VESTA, desenvolvido por pesquisadores da Universidade
de Braśılia. A máscara é do tipo N95 e é comporta por três camadas filtrantes,
sendo a camada 2 composta pelo elemento filtrante quitosana.

Fonte: Projeto Respirador VESTA, 2021.

Sendo assim, a quitosana pode atuar como superf́ıcie filtrante e de inativação viral. O

Respirador VESTA contém nanofilmes de quitosana em relação a máscara padrão PFF2

utilizadas normalmente por profissionais de saúde. O Projeto Respirador VESTA possui

como hipótese de estudo que a sua utilização reduzirá a contaminação dos indiv́ıduos pelo

SARS-CoV-2, visto que possui filtro extra com nanocamada, o que impede a propagação

de part́ıculas virais em escala nanométrica, como é o caso do SARS-CoV-2 (Rosa, 2022).

Nesta dissertação o termo inativação foi considerado como uma armadilha eletrostática.

Neste contexto, o uso de nanomateriais em máscaras pode atuar como um redutor

da permeabilidade de part́ıculas virais, promovendo um efeito antiviral e antibactericida

quando comparados com máscaras convencionais como a PFF2. Outro aspecto, é que

além da atuação nos ambientes hospitalares essa tecnologia possa se expandir para a

sociedade reduzindo o número de casos e óbitos advindos de doenças infecciosas e também

possam ser utilizadas em indústrias na área da saúde.
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2.2 Modelos Epidemiol�ogicos

As doenças infecciosas representam um papel importante na história da humanidade,

pois além de impactarem na mortalidade, possuem a atuação da seleção das espécies,

desenvolvimento cient́ıfico e tecnológico. Houveram doenças infecciosas que dizimaram

sociedades humanas e implicaram na gestão organizacional dos povos sobreviventes. Além

disso, muitas doenças infecciosas também são predominantes em animais domésticos e

animais que proporcionam renda econômica, como bovinos e caprinos. Ao adentrar na

história houveram ocasiões, como ocorreu com a gripe aviária da Ásia, que uma grande

quantidade de animais foram mortos, causando prejúızos econômicos (Almeida, 2011).

A peste negra, que ocorreu no continente Europeu, entre os anos de 1347-1350, dizi-

mou um quarto de toda a população. A peste bubônica, em 1665, na cidade de Londres,

ocasionou a morte de mais de 68.000 indiv́ıduos. Outras doenças endêmicas também

devem ser citadas, como o sarampo, a vaŕıola e a gripe (Nepomuceno, 2005; Almeida,

2011). Concomitante a esses acontecimentos o processo imunológico era conhecido de

modo observacional e foi a partir do século XVIII que se verificou a primeira forma de

”vacinação”, quando Edward Jenner (1749–1823) inoculou em um menino o raspado de

pus de lesão de uma vaca que adquirira vaŕıola e depois inoculou, no mesmo menino, o

pus de paciente no estágio ativo de vaŕıola (Nepomuceno, 2005).

Essa doença fez com que os estudos epidemiológicos com a aplicação de ferramentas

matemáticas, caracterizados como sistemas dinâmicos, iniciassem com o trabalho reali-

zado por Daniel Bernoulli (1700-1782) em 1760, e em seu estudo ele observou a eficiência

de poĺıticas públicas para o tratamento da vaŕıola (Bernoulli, 1760; Nepomuceno, 2005;

?). Assim, surgiu a Epidemiologia Matemática. Anos depois, em 1906, detectou-se que

o desenvolvimento de uma epidemia depende da taxa de contato entre indiv́ıduos sus-

cet́ıveis (ainda não infectados) e indiv́ıduos infectados, esse estudo foi realizado pelo autor

Hamer, chamado de prinćıpio de ação de massa (Nepomuceno, 2005; Luiz, 2012).

Lotka em 1920-1925, empregou equações diferenciais para analisar a relação entre

presa e predador, utilizando espécies de plantas e animais herb́ıvoros. Volterra (1926)

desenvolveu um modelo matemático para compreender a dinâmica entre presa e predador

de peixes (Martins, 2017). Em 1927, ou autores Kermack e McKendrick desenvolveram

um modelo que define o surgimento de uma posśıvel epidemia por meio de valor cŕıtico do

número de indiv́ıduos suscet́ıveis, estendendo os conceitos desenvolvidos pelos pesquisa-

dores anteriores para a área da Epidemiologia Matemática (Nepomuceno, 2005; Martins,

2017; ?).

Diante do exposto, nota-se que diferentes organizações sociais, podem necessitar de

medidas de controle diferentes. Por esse motivo, é adequado analisar o comportamento

da dinâmica epidemiológica em distintos locais com estruturas matemáticas diversas.

17



Dessa forma, para modelos epidemiológicos têm-se dois tipos principais descritos por

(Martins, 2017): modelos estocásticos e comportamentais determińısticos. O primeiro é

utilizado quando necessita de uma maior precisão das estimativas e flutuações dos dados

analisados. O segundo deve ser simples e é utilizado para abrangência em uma grande

densidade populacional, com posśıveis soluções numéricas.

Por outro lado, detectar previsões de novos surtos epidêmicos, detectar comportamen-

tos diferenciados de certas regiões quando comparado a outras, permite identificar regiões

que devem possuir a chamada vigilância epidemiológica (Almeida, 2011). Essas regiões

precisam ser monitoradas por agentes de saúdes com intervenções de poĺıticas públicas.

Isso, para que o surgimento de posśıveis surtos sejam detectados de forma rápida, como

também medidas de controle acionadas para conter a expansão da doença.

Verifica-se, desse modo, que estudos das doenças infecciosas no ramo da epidemiologia

avançou nos últimos anos e com ela a aplicação da matemática, em sistemas dinâmicos

lineares ou não lineares. A modelagem de doenças que podem se tornar endêmicas é

atualmente objeto de estudo de inúmeros trabalhos. Além de permitirem maior compre-

ensão da possibilidade de expansão da doença, os modelos matemáticos têm auxiliado

poĺıticos, médicos e sanitaristas na escolha de medidas de controle, tempo seguro para

a parada de uso, cronogramas de vacinações e protocolos de atuações. Neste estudo o

modelo aplicado será o compartimental determińıstico SIR com dinâmica vital.

2.2.1 Modelo SIR

A epidemiologia matemática atua na compreensão de fenômenos biológicos da relação

que ocorre entre o v́ırus ou bactéria e hospedeiro (homem ou animal), de modo individual

ou coletivo. Ao observar a dinâmica no âmbito coletivo obtém-se o número de indiv́ıduos

acometidos pela doença infecciosa em relação ao tempo, os picos da doença e a verificação

de regime estável. O autor (Nepomuceno, 2005) cita em seu estudo que os v́ırus podem ser

denominados microparasitas, por se reproduzirem de forma rápida dentro do hospedeiro.

A abordagem mais utilizada quando se trata de epidemiologia matemática é o mo-

delo compartimental SIR, em que se divide a população de hospedeiros comumente em

indiv́ıduos: suscet́ıveis, infectados e recuperados (podendo chamar também de removi-

dos) (Martins, 2017; Caetano et al., 2010; Zhong et al., 2020). Explicando melhor o que

esses conceitos implicam:

• Suscet́ıveis: indiv́ıduos que não estão infectados, mas ainda não adquiriram imuni-

dade e por este motivo estão propensos a ter a doença;

• Infectados: indiv́ıduos que foram agravados com a doença e caso não fiquem isolados

podem transmitir a doença, podendo ser assintomáticos ou sintomáticos;
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• Recuperados: indiv́ıduos que conseguiram se recuperar da doença e adquiriram

certa imunidade.

Esse modelo compartimental é descrito por um sistema de Equações Diferenciais Or-

dinárias (EDOs), em que são observadas as entradas e sáıdas (mudanças dos indiv́ıduos)

nos compartimentos expostos, sendo que só podem ficar em um compartimento por vez.

A população (N) constante é descrita como N = S + I + R (Martins, 2017; Caetano

et al., 2010; Zhong et al., 2020). Os parâmetros são requeridos de acordo com a dinâmica

estudada e quanto melhor estimativa destes, mais realista o modelo apresentará.

O caso mais simples desse modelo é sem a inserção de taxas referentes ao aspecto

demográfico, como a taxa de migração, mortalidade e natalidade em relação ao peŕıodo

de tempo avaliado (Martins, 2017). Ao inserir essas taxas tem-se a dinâmica vital.

2.3 Sistemas Autônomos Lineares e N~ao Lineares - Estabili-

dade

O modelo SIR, por ser descrito por um conjunto de EDOs, possibilita a aplicação

de técnicas para a análise de sistemas lineares ou não lineares (Martins, 2017). Esse

tipo de análise atua em diversos campos que extrapolam a epidemiologia ou a engenha-

ria biomédica. Eles estão presentes no desenvolvimento de equipamentos de indústrias

farmacêuticas, qúımicas, automobiĺısticas e de telecomunicações, por exemplo (dos Reis

e Cólon, 2016; Reis et al., 2017; dos Reis et al., ; Reis et al., 2014). Esse é o primeiro

conceito introduzido e é a partir dele que se elabora os demais conceitos para posteriori

análise da natureza e estabilidade de pontos cŕıticos de sistemas autônomos lineares e

não lineares. A definição dos sistemas autônomos, de acordo com os autores (Luiz, 2012;

Maranho, 2018), diz respeito a um conjunto de EDOs que a variável independente não

aparece explicitamente nas funções.

Nesta seção são apresentados alguns conceitos básicos que serão utilizados como base

para o desenvolvimento dos modelos nesta dissertação, são eles: sistemas lineares, pon-

tos cŕıticos e seus tipos, estabilidade e estabilidade assintótica, sistemas não lineares e

teoremas. Além disso, apresenta-se a teoria do Método de Linearização de Lyapunov e o

Critério de Routh-Hurwitz para a verificação da estabilidade.

2.3.1 Sistemas Lineares

Os estudos apresentados nesta seção tiveram como base os trabalhos de (Maranho,

2018; Luiz, 2012; Shepley, 1989).
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Considere para o estudo o seguinte sistema autônomo bidimensional exposto na

Equação 2.1 abaixo,

{
dx
dt

= F (x, y), x(t0) = x0

dy
dt

= G(x, y), y(t0) = y0.
(2.1)

O par de coordenadas (x, y) é chamado de vetor de estados, de um determinado

tempo t e para a Equação 2.1, F e G possuem derivadas parciais de primeira ordem

cont́ınuas para todos os valores de (x, y). Ao considerar um domı́nio R do plano xy (esse

plano é chamado de plano de fase do sistema), dado t0 se (x0, y0) ϵ R pode-se dizer, por

meio do conhecimento descrito pelo Teorema da Existência e Unicidade, que existe uma

única solução x = x(t) e y = y(t) que satisfazem as condições iniciais e está definida em

algum intervalo, contendo t0.

De todo modo, as equações x = x(t) e y = y(t) variam ao longo do tempo, gerando

uma curva solução parametrizada no plano de fase xy. Essa curva parametrizada pode

ser chamada de caminho, órbita ou trajetória do sistema. No plano de fase, existirá

somente uma trajetória que passa pela condição inicial, sendo assim, todas as soluções

que satisfazem a condição inicial estão apesentadas em uma mesma trajetória, o que

possibilita o estudo da estabilidade do sistema.

Quando se tem um ponto (xo, yo), em que as funções F (x, y) = 0 e G(x, y) = 0, o

ponto é denominado um ponto cŕıtico ou ponto de equiĺıbrio desse sistema autônomo.

Esse ponto será isolado caso não tenha outro próximo a sua região.

2.3.2 Tipos de Pontos Cŕıticos

O sistema autônomo descrito pela Equação 2.1 pode ocasionar os seguintes pontos

de equiĺıbrio: um centro, um ponto de sela, um ponto de espiral ou um nó (próprio ou

impróprio). Nos próximos passos serão verificados como cada tipo de ponto cŕıtico é

formado, assim como suas caracteŕısticas.

Definição 1: Suponha que o sistema 2.1 tenha uma trajetória A dada, por x = f(t)

e y = g(t), o ponto cŕıtico desse sistema é o ponto (0, 0). A trajetória segue em direção

ao ponto (0, 0) quando o limt→∞ = f(t) = 0 e também o limt→∞ = g(t) = 0. De forma

análoga ocorre quando t → −∞.

Definição 2: Suponha que o sistema 2.1 tenha uma trajetória A dada, por x = f(t)

e y = g(t), o ponto cŕıtico desse sistema é o ponto (0, 0) quando t → ∞. A trajetória

entra no ponto (0, 0) quando o limt→∞ = g(t)
f(t)

é ±∞, quando t → ∞.

Iniciando os tipos de pontos ćıticos:
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Definição 3: Quando o sistema possui o ponto cŕıtico isolado (0, 0), diz-que a região

próxima a esse ponto contém caminhos fechados (n = 1, 2, 3, ...), onde cada um possui

o ponto (0, 0), conforme pode-se verificar na Figura 2.4. Caso n → ∞ os diâmetros se

aproximam de zero.

Figura 2.4. Ponto cŕıtico chamado de centro.A região próxima a esse ponto contém
caminhos fechados onde cada um possui o ponto (0, 0).

Fonte: (Maranho, 2018; Shepley, 1989), 2021.

Definição 4: Para que o ponto cŕıtico seja chamado de ponto de sela é necessário

seguir as seguintes condições.

A primeira é quando t → ∞, pois ocorre a aproximação entrada de forma tangencial

de duas trajetórias no ponto cŕıtico em direções opostas. Isso acontece de forma análoga

quando t → −∞.

A segunda condição se refere aos domı́nios, vistos na Figura 2.5 como R1, R2, R3 e

R4, que indicam os quadrantes do plano cartesiano. Em cada um deles existem infinitas

trajetórias entre as duas das quatro trajetórias de cada domı́nio. Nesse último caso, essas

trajetórias, vistas na figura como A, B, C e D, onde A e B são opostas umas as outras

assim como C e D. Observa-se que elas se afastam do ponto (0, 0) tanto t → ∞ quanto

t → −∞.

Definição 5: Ainda observando o sistema autônomo 2.1 o ponto cŕıtico é do tipo

espiral quando a região próxima ao ponto (0, 0) possui as seguintes condições em relação

a trajetória A:

• Para todo t > t0 ou para todo t < t0, a trajetória A é definida;

• Quando t → +∞ ou t → −∞, A se aproxima do ponto (0, 0);
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Figura 2.5. Ponto cŕıtico chamado de ponto de sela.

Fonte: (Maranho, 2018; Shepley, 1989), 2021.

• A trajetória A aproxima-se enrolado em torno do ponto (0, 0) infinitamente quando

t → +∞ ou t → −∞.

A Figura 2.6 possibilita verificar as condições acima relatadas e observa-se mais de

um tipo de espiral que enrolam em torno do ponto e por esse motivo elas apenas se

aproximam.

Figura 2.6. Ponto cŕıtico chamado de espiral.

Fonte: (Maranho, 2018; Shepley, 1989), 2021.

Definição 6: O ponto cŕıtico isolado (0, 0) pode ser impróprio, descrito em (a) na
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Figura 2.7, quando dois pares opostos de trajetórias forem tangentes à mesma reta, e

próprio nos demais casos. Quando a trajetória A possui as seguintes condicionantes:

• Para todo t > t0 ou para todo t < t0, a trajetória A é definida;

• Quando t → +∞ ou t → −∞, A se aproxima do ponto (0, 0);

• Quando t → +∞ ou t → −∞, A entra do ponto (0, 0);

Figura 2.7. Ponto cŕıtico chamado de nó, em (a) tem-se um nó impróprio e em
(b) um nó próprio.

Fonte: (Maranho, 2018; Shepley, 1989), 2021.

2.3.3 Estabilidade e Estabilidade Assintótica

Considere para o estudo de estabilidade o seguinte sistema autônomo bidimensional

2.2 abaixo,

{
dx
dt

= P (x, y)
dy
dt

= Q(x, y).
(2.2)

Suponha um caminho C definido por: x = f(t) e y = g(t).

Definição 7: Um ponto cŕıtico (x, y) é considerado estável se, o ponto inicial (0, 0),

estiver próximo do ponto (x, y) e permanece para todo t > 0. A distância entre esses

pontos pode ser calculada da seguinte forma:

D(t) =
√

(x0 − x)2 + (y0 − y)2.

Logo, diz-se que ponto cŕıtico x, é estável se para todo número ε > 0 existe um σ > 0.

Desse modo, tem-se que para todo:
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D < σ implica que |D(t) −D| < ε.

Quando o ponto cŕıtico (x, y) não é chamado de estável, denomina-se instável.

Definição 8: Um ponto cŕıtico (x, y) é considerado assintoticamente estável se toda

trajetória que começa próxima do ponto (x, y), também se aproxima dele quando t → ∞,

e nesse caso existe σ > 0 tal que:

D < σ implica que limt→∞ x(t) = x.

Observa-se na Figura 2.8 as definições acima representadas de forma geométrica.

Figura 2.8. Demonstração dos conceitos de Estabilidade, Estabilidade Assintótica
e Instabilidade.

Fonte: (Maranho, 2018), 2021.

Para compreender sobre a natureza dos pontos cŕıticos e da estabilidade assintótica,

considere o sistema linear abaixo:

{
dx
dt

= ax + by
dy
dt

= cx + dy.
(2.3)

A Equação 2.3 pode ser reescrita de modo matricial, onde a, b, c e d são as constantes

desse sistema.

[
ẋ

ẏ

]
=

[
a b

c d

][
x

y

]
. (2.4)

A origem é um ponto cŕıtico de 2.4. Assumindo que:

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ ̸= 0. (2.5)

Sendo assim, a coordenada (0, 0) é o único ponto cŕıtico do sistema. Desse modo,
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pode-se dizer que as funções, x = Aeφt e y = Beφt, são soluções do Sistema 2.3 e φ

satisfaz a equação abaixo:

φ2 − (a + d)φ + (ad− bc) = 0. (2.6)

A Equação 2.6 é chamada de equação caracteŕıstica e as suas ráızes determinam a

natureza do ponto cŕıtico e a estabilidade do sistema. Conforme será visto nos teoremas

anunciados abaixo:

Teorema 1: Natureza do ponto cŕıtico

(1) Se as ráızes φ1 e φ2 são reais, desiguais e de mesmo sinal, então o ponto cŕıtico

(0, 0) do sistema é um nó;

(2) Se as ráızes φ1 e φ2 são reais, desiguais e de sinais opostos, então o ponto cŕıtico

(0, 0) do sistema é um ponto de sela;

(3) Se as ráızes φ1 e φ2 são reais e iguais, então o ponto cŕıtico (0, 0) do sistema (13)

é um nó;

(4) Se as ráızes φ1 e φ2 formam um par complexo conjugado com parte real não nula,

então o ponto cŕıtico (0, 0) do sistema é um ponto de espiral;

(5) Se as ráızes φ1 e φ2 são imaginários puros, então o ponto cŕıtico (0, 0) do sistema

é um centro.

Teorema 2: Estabilidade Assintótica

(1) Se ambas as ráızes φ1 e φ2 são reais e negativas ou complexas conjugadas com

parte real negativa, então o ponto cŕıtico (0, 0) do sistema é assintoticamente estável;

(2) Se as ráızes φ1 e φ2 são imaginários puros, então o ponto cŕıtico (0, 0) do sistema

é estável, mas não assintoticamente estável;

(3) Se qualquer uma das ráızes φ1 e φ2 são reais e positivas ou se as ráızes são

complexas conjugadas com parte real positiva, então o ponto cŕıtico (0, 0) do sistema é

instável.

2.3.4 Sistemas Não Lineares

As definições e conhecimentos descritos anteriormente foram desenvolvidas para uti-

lização em sistemas lineares. Entretanto, a determinação de pontos cŕıticos em sistemas

não lineares é complexa, então faz-se necessário o estudo da estabilidade e estabilidade

assintótica em torno de seus pontos cŕıticos. Como visto nos estudos de (Maranho, 2018;

Bessa, 2011) o que ocorre é uma caracterização do sistema não linear para um modelo
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correspondente, chamado de localmente linear.

Isso funciona da seguinte forma: o sistema não linear proposto é aproximado ne-

gligenciando a parte não linear. A parte linear dessa dinâmica é obtida, o polinômio

caracteŕıstico do sistema é determinado e sua estabilidade é analisada por meio dos auto-

valores. A observação desses autovalores do sistema linear correspondente ocorre a partir

da aplicação do Primeiro Método de Lyapunov e também do Critério de Houth-Hurwitz.

Desse modo, dado o sistema não linear abaixo:

{
dx
dt

= G(x, y)
dy
dt

= W (x, y).
(2.7)

Assume-se que G e W possuem a seguinte forma, com a, b, c e d sendo constantes

reais:

{
dx
dt

= ax + by + G1(x, y)
dy
dt

= cx + dy + W1(x, y).
(2.8)

Segundo (Maranho, 2018), as partes não lineares, as quais são G1(x, y) e W1(x, y)

aproximam-se de zero de modo mais rápido do que as partes lineares. Assim, o modelo

linearizado do sistema não linear é demonstrado a seguir,

{
dx
dt

= ax + by
dy
dt

= cx + dy.
(2.9)

A equação caracteŕıstica é portanto a mesma que a Equação 2.6. Com isso, os Teo-

remas descritos para o caso linear podem ser aplicados para o sistema localmente linear.

A próxima seção expressa como é realizada a análise da estabilidade assintótica em torno

de pontos cŕıticos de sistemas não lineares n-dimensionais e descreve o Método de Line-

arização de Lyapunov, uma vez que esse conhecimento será aplicado para o desenvolvi-

mento dos modelos deste trabalho.

2.3.5 Método de Linearização de Lyapunov

Em sua tese de doutorado em 1892, Lyapunov desenvolveu o Método Direto a partir

da determinação do comportamento de sistemas não lineares iniciando o conceito de

estabilidade. Porém, o Primeiro Método de Lyapunov, também chamado de Método

de Linearização, foi elaborado por Jules Henri Poincaré (1854 – 1912), apresentando os

conceitos de plano de fase, ponto cŕıtico, estabilidade (Maranho, 2018).
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Esse método se trata da detecção de uma posśıvel estabilidade local de um sistema não

linear, em que ele deve se comportar de maneira similar à sua aproximação linearizada

para pequenos passos para o estudo da estabilidade assintótica nas proximidades dos

pontos cŕıticos (Maranho, 2018; Bessa, 2011). Nota-se, desse modo, que neste trabalho

não será abordada a estabilidade global dos modelos, mas sim local.

Observando a natureza tal como ela é, percebe-se que praticamente quase todos os

sistemas f́ısicos são não lineares. Dessa forma, o uso de técnicas de controle linear são

importantes para tornar o estudo do sistema dinâmico não linear mais qualitativo e

identificado. Diante disso, o Método de Linearização de Lyapunov para sistemas não

lineares será apresentado, de acordo com os estudos de (Maranho, 2018; Bessa, 2011).

Um sistema não linear é considerado autônomo quando não há dependência expĺıcita

da variável tempo,

ẋ = f(x). (2.10)

Onde, f é definida como uma função vetorial não linear nx1 e x é vetor de tamanho

nx1. Nesse caso, n representa a ordem do sistema. Além disso,

x ϵ Rn e f : Rn → Rn.

Considere o sistema apresentado em 2.10 continuamente diferenciável. A partir disso,

pode-se reescrever como,

ẋ = (
∂f

∂x
)x + p(x), (2.11)

Em que a parte (∂f
∂x

) representa o termo de primeira ordem da série de Taylor em

torno do ponto cŕıtico x = 0. A parte p(x) indica os termos não lineares.

A função sendo diferenciável, introduz-se um novo conceito, a matriz Jacobiana. Ela

é formada pelas derivadas parciais, de uma função vetorial de primeira ordem, conforme

abaixo,

A = (
∂f

∂x
)x=0. (2.12)

Logo, o sistema com a Equação 2.12 pode ser reescrito,

ẋ = Ax. (2.13)

O sistema representado pela Equação 2.13 é uma aproximação linear e possui o ponto

de equiĺıbrio (0, 0). Contudo, a relação entre a estabilidade pelo Método de Linearização
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de Lyapunov do sistema linear e o aproximado é dada a seguir:

(1) Se o sistema linearizado for estritamente estável (ou seja, se todos os autovalores

da matriz A forem estritamente no plano complexo esquerdo), então o ponto de equiĺıbrio

é assintoticamente estável (para o sistema localmente linear).

(2) Se o sistema linearizado for instável (isto é, se pelo menos um autovalor da matriz

A for estritamente no plano complexo direito), então o ponto de equiĺıbrio é instável (para

o sistema localmente linear).

(3) Se o sistema linearizado for marginalmente estável (isto é, todos os autovalores

da matriz A estão no plano complexo esquerdo, mas pelo menos um deles está no eixo

imaginário), então não se pode concluir nada, pois o ponto de equiĺıbrio pode ser estável,

assintoticamente estável ou instável para o sistema (para o sistema localmente linear).

2.3.6 Critério de Routh-Hurwitz

Conforme foi visto anteriormente, tanto a natureza do ponto cŕıtico quanto a análise

de estabilidade são determinadas por meio das ráızes do polinômio caracteŕıstico. Devido

à complexidade de alguns modelos torna-se fundamental a utilização de outras ferramen-

tas direcionadas à análises de polinômios caracteŕısticos. Desse modo, observou-se com os

estudos de (Viana, 2018; Caetano et al., 2010) a aplicação do Critério de Routh-Hurwitz.

Considerando o polinômio,

p(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1, ..., a1λ + a0, (2.14)

Sendo, ai ϵ R, a0 ̸= 0.

Tabela 2.1. Tabela para análise do Critério de Routh-Hurwitz.

λn an an−2 an−4 an−6 ...
λn−1 an−1 an−3 an−5 an−7 ...
λn−2 b1 b2 b3 ...
λn−4 c1 c2 c3 ...

λn−5 ...
...

...
...

λ1

λ0

Segundo o Critério de Routh-Hurwitz, todas as ráızes do polinômio 2.14 têm partes

reais negativas se, e somente se, todos os elementos na primeira coluna da Tabela 2.1

tiverem o mesmo sinal e diferirem de zero.
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2.4 Controlador Orgânico

A modelagem de um sistema biológico permite o estudo dos fenômenos por meio de

uma representação matemática. O comportamento de doenças epidemiológicas, como a

COVID-19, por exemplo, pode ser considerado como um sistema a ser estudado. Um

sistema de controle pode ser definido como conjunto de processos e subsistemas que

interagem de modo a oferecer uma sáıda, que se deseja controlar, em função de uma

entrada. Essas duas grandezas podem ser definidas como as principais caracteŕısticas de

um sistema (Ribeiro et al., 2017).

Na Engenharia Biomédica, em que se atua na construção de equipamentos para tra-

tamentos, terapias, diagnósticos e compreensão dos sistemas biológicos o controlador

influencia no comportamento desse sistema, ajustando a sua curva caracteŕıstica a res-

posta desejada. Os sistemas biológicos por sua vez podem se comportar de maneira

dinâmica e complexa, a depender das variáveis envolvidas (Nunes, 2017). Sendo assim, a

Teoria de Controle Orgânico, estudada pelo grupo de pesquisa do Laboratório de Enge-

nharia Biomédica da Universidade de Braśılia, possibilita propor alterações em sistemas

com o objetivo de melhorar o funcionamento, em que o controlador é definido como um

controlador orgânico, por ser composto por material orgânico (biomaterial), apresentar

biocompatibilidade e atuar em um sistema biológico. Essa intervenção ocorre como uma

contribuição da engenharia biomédica para a tratamento de uma doença espećıfica (Ri-

beiro et al., 2017; Guimarães, 2019).

Diante dos conceitos apresentados acima, o estudo de Ribeiro et al. em 2017, (Ribeiro

et al., 2017) propôs um controlador orgânico para auxiliar no aperistaltismo do esôfago,

em que se observou a dinâmica do comportamento do esôfago humano quando afetado

por doença de Chagas. Eles fizeram um modelo de massa, mola e amortecedor para

modelar o deslocamento do bolo alimentar no esôfago durante a ação peristáltica. Foram

utilizados parâmetros da literatura para simular o megaesôfago chagásico e o saudável.

A partir disso analisaram as curvas de velocidade e deslocamento de ambos os modelos e

identificaram-se as diferenças dinâmicas entre o órgão doente e o saudável. Conclúıram,

então, que a doença de Chagas gera uma velocidade próxima de zero, o que comprova

a retenção do bolo alimentar. Com o sistema de controle orgânico obtiveram-se uma

aproximação das curvas a um comportamento dinâmico próximo do modelo do órgão

saudável, minimizando a retenção do alimento.

Nesse mesmo ano, a Teoria de Controle Orgânico foi aplicada para a doença do

pé-diabético. O autor analisou a dinâmica da doença e desenvolveu um controlador

orgânico, a palmilha de látex natural, para atenuar o sinal de pressão plantar, tendo

como consequência a estabilização dessa dinâmica, por meio da inclusão de amortecedores

individualizados, nas regiões de incidência cŕıtica das palmilhas personalizadas de acordo
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com cada indiv́ıduo (Nunes, 2017).

Em 2019, a partir da modelagem teórica do sistema biológico, denominado pele-

ferida, dentro do contexto também do pé-diabético foi posśıvel realizar a caracterização

quanto à qualidade dos tecidos da região tratada antes e depois da aplicação da terapia

com luz de LED para avaliar também o processo de cicatrização, em que a lâmina de

látex foi utilizada na superf́ıcie da ferida como um controlador orgânico no sistema pro-

posto. Como conclusão o controlador orgânico atenuou os efeitos de pertubações externas

quando comparado ao sistema sem controlador e diminuiu o tempo para chegar ao estado

estacionário, não apresentando sobressinal ao aplicar uma entrada degrau (Guimarães,

2019).
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3 Modelagem Matem�atica da COVID-19

Esta é uma pesquisa teórica-computacional em que a população foi dividia em três

compartimentos, os quais são suscet́ıveis, infectados e recuperados. Esse modelo foi criado

por Kermack e Mackendrick (1927) e abordado pelos autores (Caetano et al., 2010; Zhong

et al., 2020) em seus estudos epidemiológicos. Os modelos determinam a relação causa e

efeito entre a entrada e sáıda. Para a revisão bibliográfica foram utilizados os portais de

pesquisa especializados, como: IEEE Xplore, SciELO, PubMed e Science Direct.

Nesta dissertação, propôs-se a a avaliação do Respirador VESTA a partir do desen-

volvimento de modelos matemáticos do tipo caixa-branca (ou seja, baseado em Leis da

F́ısica). O estudo construiu os modelos para dois cenários para fazer a comparação de

diferentes medidas de controle apicadas em doenças epidemiológicas. As caracteŕısticas

populacionais e parâmetros foram as mesmas. O que diferenciou um cenário do outro foi

a medida de controle envolvida e seu parâmetro associado. A seguir tem-se a descrição de

cada cenário: 1) sem a intervenção de medidas de controle, como se comportará a doença

sem nenhuma medida de controle prescrita para a sociedade; 2) com a aplicação da va-

cinação na população, como a doença irá conduzir com os indiv́ıduos sendo vacinados a

uma taxa constante.

Para o modelo teórico, extraiu-se as equações do sistema dinâmico aplicando o Método

de Linearização de Lyapunov para o caso 1) e Critério de Routh-Hurwitz para o caso 2).

Os sistemas de equações foram representados em EDOs e fez-se as simulações computa-

cionais para obtenção das respostas.

Inicia-se agora a explicação das hipóteses simplificadoras e parâmetros que nortearam

as equações. Vale destacar que os modelos matemáticos buscam representar de maneira

satisfatória o comportamento dos fenômenos, no entanto eles possuem limitações, como a

complexidade de se trabalhar com modelos não lineares, o que torna necessário a aplicação

de hipóteses simplificadoras e condições iniciais do sistema.

O Modelo SIR descreveu a dinâmica não linear da COVID-19, e considerou-se os

compartimentos sem heterogeneidade e com resposta imunológica em recuperados. Desse

modo, β′ foi considerada constante (taxa per capita), assim como γ (taxa de recuperação

da doença).
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A descrição do procedimento realizado denomina-se suscet́ıvel para a parcela da po-

pulação que ainda não teve contato com o coronav́ırus e pode estar exposto a qualquer

momento da intervenção da doença. Infectados tratam-se de quem atua na transmissi-

bilidade da doença, o v́ırus foi contráıdo e eles são potencias agentes que disseminam

part́ıculas virais. E, por fim, tem-se o compartimento dos Recuperados, em que a par-

cela da população obteve resposta imunológica ou morreu devido à doença, essa última

representada por α.

Considerou-se que uma pessoa só pode estar em um dos compartimentos por vez e ao

observar o diagrama na Figura 3.1 nota-se que não é posśıvel um recuperado voltar a ser

suscet́ıvel neste estudo. Além disso, considerou-se também a taxa de mortalidade natural

(µ), que contribui negativamente em todos os compartimentos e a taxa de natalidade

(π), a qual pode contribuir positivamente na parcela de suscet́ıveis. Outro ponto é que as

pessoas que se infectam são retiradas do compartimento de suscet́ıveis e adicionadas ao

compartimento de infectados. A partir do diagrama de fluxo, pode-se obter a modelagem

matemática em termos de equações diferenciais.

Figura 3.1. Diagrama do Modelo SIR sem medidas de controle. Um indiv́ıduo
pode estar apenas em um dos compartimentos por vez.

No sistema da Equação 3.1,


Ṡ = −µS − β′SI + π

İ = β′SI − (µ + α + γ)I

Ṙ = γI − µR

(3.1)

a soma das densidades populacionais dos três compartimentos é dada por:

N = S + I + R. (3.2)

Derivando a equação 3.2:
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Ṅ = Ṡ + İ + Ṙ

Ṅ = −µS − β′SI + π + β′SI − (µ + α + γ)I + γI − µR

Ṅ = −µ(S + I + R) − αI + π. (3.3)

Como a população total, chamada de (N) é constante durante o processo, a taxa de

contato total, a qual indica todas as formas de contato, é descrita como β = β′N . Sendo

assim o valor é igual ao seu valor inicial. Deste modo, obtém-se: Ṅ = −µN−αI +π = 0.

Então,

π = µN + αI. (3.4)

Ao substituir a Equação 3.4 em 3.1, tem-se que:


Ṡ = −µS − β′SI + µN + αI

İ = β′SI − (µ + α + γ)I

Ṙ = γI − µR.

(3.5)

As equações em 3.5 serão divididas pela população total N, para que seja posśıvel

trabalhar com as frações de suscet́ıveis, infectados e recuperados. Deste modo,


Ṡ
Ṅ

= −µ S
N
− β′ SI

N
+ µ N

N+α
I
N

İ
Ṅ

= β′ SI
N

+ (µ + α + γ) I
N

Ṙ
Ṅ

= γ I
N
− µR

N
.

(3.6)

Será introduzida a seguinte equação,

s =
S

N
, i =

I

N
, r =

R

N
. (3.7)

Denota-se as taxas referentes aos compartimentos como,

ṡ =
Ṡ

N
, i̇ =

İ

N
, ṙ =

Ṙ

N
. (3.8)

Deste modo, a Equação 3.6 pode ser reescrita de acordo com a 3.8,


ṡ = −µs− βsi + αi + µ

i̇ = βsi− (µ + α + γ)i

ṙ = γi− µr.

(3.9)
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Observa-se que,

s + i + r =
S

N
+

I

N
+

R

N
= 1. (3.10)

O sistema da Equação 3.9 apresenta uma dinâmica não linear. Nesta dinâmica a

terceira equação pode ser desacoplada do sistema. Assim, a Equação 3.9 pode ser apre-

sentada em termos de frações de suscet́ıveis e infectados,

{
ṡ = −µs− βsi + αi + µ

i̇ = βsi− (µ + α + γ)i.
(3.11)

A incidência per capita da doença exposta pelo coronav́ırus, chamada de força de

infecção é definida por,

λ = βi. (3.12)

A segunda equação de 3.11 pode ser reescrita, de modo que seja observada a dinâmica

não linear por meio de γ, ao invés de ser por meio da taxa de infecção, já que este estudo

considera matematicamente a taxa de contato total da população. Para isso, a segunda

equação será multiplicada por β,{
ṡ = −µs− βsi + αi + µ

βi̇ = ββsi− β(µ + α + γ)i,
(3.13)

tendo a Equação 3.12 pode-se rearranjar da seguinte forma:

{
ṡ = −µs− βsi + αi + µ

λ̇ = βsλ− (µ + α + γ)λ.
(3.14)

Pela equação 3.11 a parcela de infectados é definida por,

i̇ =
λ

β
. (3.15)

Substituindo 3.15 na Equação 3.10 obtém-se a dinâmica não linear do sistema em

termo da força de infecção,

r = 1 − s− λ

β
. (3.16)

A Equação 3.14 também pode ser inserida em termo da taxa da força de infecção,

conforme abaixo, {
ṡ = −µs− sλ + αλ

β
+ µ

λ̇ = βsλ− (µ + α + γ)λ.
(3.17)
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Neste trabalho será analisada a natureza local da estabilidade assintótica do ponto

P1 e P2, para a compreensão da transmissibilidade do v́ırus SARS-CoV-2.

3.0.1 Aplicação do Método de Linearização de Lyapunov para a Análise da Dinâmica

A aplicação do Primeiro Método de Lyapunov foi realizada para a dinâmica 3.17. Para

a aplicação do Primeiro Método de Lyapunov é necessário determinar os pontos cŕıticos

a partir do sistema não linear de duas equações. Os pontos cŕıticos são estabelecidos, no

caso desse estudo, quando a fração de suscet́ıveis e a taxa da força de infecção se iguala

a zero.

Desse modo, a Equação 3.15 é representada por:

{
−µs− sλ + αλ

β
+ µ = 0

βsλ− (µ + α + γ)λ = 0.
(3.18)

Na segunda de 3.18, como se tem dois números reais, [−(µ + α + γ) + βs]λ = 0.

Quando λ = 0, pode-se reescrever como: [(µ + α + γ)] = βs.

Deste modo, na primeira Equação de 3.18 pode-se notar que λ0 = 0 e que:

(
α

β
− s0)λ− µs0 = −µ

s0 = 1.

Obteve-se, desse modo, o ponto cŕıtico:

P1 = (1, 0).

Agora, analisando o caso de λ ̸= 0, pode-se inserir um novo parâmetro relacionado a

transmissibilidade da doença. Sendo λ ̸= 0 é posśıvel dividir a segunda Equação de 3.18

por λ,

[−(µ + α + γ) + βs1]
λ

λ
= 0

−(µ + α + γ) + βs1 = 0

s1 =
(µ + α + γ)

β
. (3.19)
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Fazendo:

s1 =
(µ + α + γ)

β
=

1

R0

, (3.20)

onde, R0 é o número de reprodutibilidade basal. Quando o coronav́ırus é inserido de

algum modo no ambiente vivenciado por uma população suscet́ıvel a ter a doença pode-

se verificar o número médio de pessoas suscept́ıveis infectadas por um único indiv́ıduo

infectado, sendo este, o R0.

Assim, tendo s1 = 1
R0

e substituindo na primeira Equação de 3.18 obtém-se λ1:

(
α

β
− s)λ1 − µs + µ = 0,

λ1 =
µβ

((γ + µ)(1 − 1
R0

))
.

Com isso, encontrou-se o segundo ponto cŕıtico,

P2 = ( 1
R0
, µβ

((γ+α)(1− 1
R0

))
).

Com os pontos cŕıticos encontrados é necessário realizar a análise da estabilidade

assintótica em torno dos pontos, conforme será descrito a seguir.

3.0.2 Análise da Estabilidade Assintótica em torno do Ponto P1

Para realizar a análise da natureza e estabilidade assintótica em torno do ponto cŕıtico

P1 encontrado é necessário transladar o sistema para um novo sistema de coordenadas,

o qual pode ser visto na Figura 3.2. Para isso definiu-se novos eixos:

Figura 3.2. Gráfico de translação do sistema para as novas coordenadas.
Translação do y → λ e x → s.
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x = s− 1 ⇒ s = x + 1

y = λ ⇒ λ = y,

Substituindo a translação na dinâmica 3.17 obtém-se,{
ẋ = −µ(x + 1) − y(x + 1) + α

β
y + µ

ẏ = β(x + 1)y − (µ + α + γ)y.
(3.21)

Rearranjando a Equação 3.21:{
ẋ = (α−β)

β
y − µx− yx

ẏ = −(µ + α + γ − β)y + βxy.
(3.22)

Para determinar a natureza e estabilidade do ponto cŕıtico P1, considerou-se:{
ẋ = (α−β)

β
y − µx

ẏ = −(µ + α + γ − β)y.
(3.23)

A partir da dinâmica 3.23 definiu-se:

A = (α−β)
β

B = β − (µ + α + γ).

Então, pode-se escrever novamente a Equação 3.23 como:

{
ẋ = Ay − µx

ẏ = By.
(3.24)

O sistema linearizado possui coeficientes que, em forma matricial, compõem elementos

da matriz Jacobiana.

J(0,0) =

(
−µ A

0 B

)
. (3.25)

Para analisar a estabilidade assintótica é preciso obter as ráızes do polinômio carac-

teŕıstico P (φ), ou seja, os autovalores da matriz J. Sabe-se que o polinômio caracteŕıstico

é definido por meio do determinante da matriz abaixo:

P (φ) = det(J − (φ)I

P (φ) = φ2 + (µ + β)φ− µβ.
(3.26)
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Tem-se que P (φ) é igual a (−µ− φ)(B − φ).

Da expressão 3.24 observa-se que B é,

B = β − (µ + α + γ).

Da expressão P (φ), as ráızes do polinômio são:

φ1 = B = β − (µ + α + γ)

φ2 = −µ < 0.
(3.27)

Tem-se que:

φ1 < 0 ⇔ β < (µ + α + γ).

Reescrevendo φ1 em termos de R0::

φ1 = (µ + α + γ)(R0 − 1), (3.28)

relembra-se que R0 está descrita em 3.20. Portanto, da expressão 3.20:

φ1 < 0 ⇔ R0 < 1. (3.29)

Logo, dá expressão 3.43 e de 3.29 tem-se que o ponto P1 = (1, 0) é um nó assinto-

taticamente estável se e somente se R0 < 1. Além disso, o ponto P1 será instável se e

somente se R0 > 1.

3.0.3 Análise da Estabilidade Assintótica em torno do Ponto P2

O segundo ponto cŕıtico foi descrito como:

P2 = ( 1
R0
, µβ

((γ+µ)(1− 1
R0

))
).

Para facilitar a análise fez-se:

C = 1
R0

e D = µβ
γ+µ

.

A translação do sistema foi realizada, onde:

x = s− C ⇒ s = x + C

y = λ−D ⇒ λ = y + D.

Aplicando a translação na dinâmica 3.17 obtém-se,
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{
ẋ = (−µ−D)x + (α

β
− C)y + α

β
D − µC + DC + µ + xy

ẏ = βDx + βCy + βDC − (y + D)(µ + α + γ) + βxy.
(3.30)

Rearranjando a Equação 3.30, para determinar a natureza e estabilidade do ponto

cŕıtico P2, considerou-se:{
ẋ = (−µ−D)x + (α

β
− C)y + α

β
D − µC + DC + µ

ẏ = βDx + βCy + βDC − (y + D)(µ + α + γ).
(3.31)

O sistema linearizado compõe elementos da matriz Jacobiana apresentada a seguir:

J(0,0) =

(
−µ−D α

β
− C

βD βC + (µ + α + γ)

)
. (3.32)

Para analisar a estabilidade assintótica precisa-se obter as ráızes do polinômio carac-

teŕıstico P (φ), ou seja, por meio do determinante da matriz 3.32.

P (φ) = det(J − (φ)I

P (φ) = φ2 + (µ + D)φ + D(γ + µ).
(3.33)

Da Equação 3.33 obtém-se,

∆ = (µ + D)2 − 4D(γ + µ).

O valor cŕıtico para a taxa de recuperação pode ser encontrado rearranjando o ∆, con-

forme abaixo:

∆ = (D − µ)2 − γ4D.

Desse modo,

γc = (D−µ)2

4D
. (3.34)

Os autovalores da matriz 3.32, os quais são as ráızes do polinômio caracteŕıstico são

encontrados abaixo:

φ1,2 =
−(µ−D)±

√
(D−µ)2−γ4D

2
, (3.35)

logo,

φ1 = −(µ−D)
2

+ i
√

(D − (γ − γc)

φ2 = −(µ−D)
2

− i
√

(D − (γ − γc).
(3.36)
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A partir da análise dos autovalores das ráızes descritas em 3.36, pôde-se averiguar a

estabilidade assintótica do sistema em torno do ponto não trivial.

Ao verificar γ = γc: O autovalor é real, negativo. Pelo Teorema de Lyapunov (3) e

(2) o ponto cŕıtico é assintoticamente estável e possui a caracteŕıstica de um nó.

Ao verificar γ < γc: Tem-se autovalores negativos e reais. Pelo Teorema de Lyapunov

(3) e (2) o ponto cŕıtico é assintoticamente estável e possui a caracteŕıstica de um nó.

Ao verificar γ > γc: Tem-se autovalores complexo conjugados com a parte real ne-

gativa. Pelo Teorema de Lyapunov (2) o ponto cŕıtico é assintoticamente estável e pelo

Teorema (3) possui a caracteŕıstica de um ponto de espiral.

3.1 Modelo com Vacinac�~ao

A Figura 3.3 mostra o diagrama compartimental com a aplicação de vacinação. Ao

inserir a vacinação na fração de indiv́ıduos suscet́ıveis pode-se compreender como a doença

se comporta com essa medida de controle sendo aplicada.

Figura 3.3. Diagrama do Modelo SIR com vacinação.

As taxas seguem as do modelo anterior com o acréscimo de:

• υ é a taxa de vacinação.

Desse modo, a dinâmica do sistema com aplicação de vacinação pode ser apresentada

pela equação, 
Ṡ = −µS − β′SI − υs + π

İ = β′SI − (µ + α + γ)I

Ṙ = γI + υs− µR.

(3.37)

Ao considerar N constante, tem-se:

π = µN + αI. (3.38)
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As equações do sistema 3.37 sendo divididas por N e renomeadas conforme a Equação

3.8 possibilita estudar em termo de frações de indiv́ıduos em cada compartimento. Além

disso, a relação descrita na Equação 3.12 é aplicada para que seja posśıvel observar o

comportamento em termos da força de infecção, desse modo:

{
ṡ = µ + α

β
λ− (υ + µ + λ)s

λ̇ = βsλ− (µ + α + γ)λ.
(3.39)

A fração de recuperados foi desacoplada do sistema, pois r = 1 − s− i.

No ponto inicial tem-se que λ̇ = 0 e ṡ = 0, e a vacinação foi introduzida na sociedade,

sendo assim, a taxa de vacinação é diferente de zero. Com isso, os pontos de equiĺıbrio

triviais são encontrados. Ao fazer λ0 = 0, localiza-se a coordenada s0, desse modo, o

primeiro ponto de equiĺıbrio é definido como:

P1 = ( µ
µ+υ

, 0).

Ao observar a coordenada s0, nota-se a atuação da vacinação, a qual permite que os

indiv́ıduos sejam encaminhados diretamente para o compartimento de pessoas recupera-

das. Neste caso a doença não é endêmica, pois s0 < 1.

Para analisar quando a doença for endêmica é necessário encontrar o ponto não trivial

da dinâmica 3.39. Ao iniciar os números de casos da doença a força de infecção passa a

ser diferente de zero. Dividindo a segunda equação de 3.39 por λ, encontra-se:

s1 = α+γ+µ
β

= 1
R0
,

aplicando s1 na primeira equação obtém-se a fração da força de infecção:

λ1 =
−(αµ + αυ − βµ + γµ + γυ + µυ + µ2

γ + µ
. (3.40)

Rearranjando a Equação 3.40 em termos de R0 é posśıvel analisar o comportamento

com base no número de reprodutibilidade basal da doença. Desse modo, obteve-se:

λ1 = µβ
γ+µ

[1 − (υ+µ
µ

) 1
R0

].

Logo, encontrou-se o ponto cŕıtico não trivial da dinâmica 3.39,

P2 = 1
R0
, µβ
γ+µ

[1 − (υ+µ
µ

) 1
R0

].

Ressalta-se que a observação do R0 infere no comportamento do Rυ, pois:

(υ+µ
µ

) 1
R0

= 1
Rυ

. (3.41)

Com os pontos de equiĺıbrio encontrados será realizado a análise da estabilidade

41



assintótica desses pontos na seção a seguir.

3.1.1 Análise da Estabilidade Assintótica em torno do Ponto P1 com Vacinação

Para analisar a estabilidade local em torno do ponto P1, calculou-se a matriz Jaco-

biana em torno desse ponto para linearizar o sistema.

J(P1) =

(
−λ− µ− υ α

β
− s

βλ βs− (µ + α + γ)

)
. (3.42)

Os autovalores φ são obtidos por meio do polinômio P (φ) = det(J−φI), dessa forma:

P (φ) = (−µ− υ − φ)(
βµ

µ + υ
− α− µ− γ − φ). (3.43)

Para obter as ráızes do sistema com a Equação 3.43 utilizou-se o comando solve no

software MATLAB®. Os autovalores encontrados seguem abaixo:

φ1 = −µ− υ

φ2 = βµ
µ+υ

[−γ − µ− α] = βµ
µ+υ

− β
R0

= βµ
µ+υ

(1 − 1
Rυ

).

Observa-se que φ1 é negativo e φ2 será negativo se Rυ < 1, para esse último caso

tem-se um autovalor negativo real e o sistema será assintoticamente estável. Entretanto,

o sistema será instável para Rυ > 1.

3.1.2 Análise da Estabilidade Assintótica em torno do Ponto P2 com Vacinação

Para analisar a estabilidade local em torno do ponto P2, fez-se a linearização do

sistema a partir dos componentes da matriz Jacobiana em torno de P2, conforme a

Equação 3.44 e encontrou-se o polinômio P (φ) = det(J − φI):

|J − φI)| =

(
−µβ
µ+γ

[1 − 1
Rυ

] − µ− υ − φ α
β
− 1

R0

µβ2

µ+γ
[1 − 1

Rυ
] −φ

)
. (3.44)

Então, o polinômio caracteŕıstico será:

P (φ) = φ[
µβ

µ + γ
(1 − 1

Rυ

) + µ + υ + φ] − (
α

β
− 1

R0

)[
µβ2

µ + γ
(1 − 1

Rυ

)], (3.45)
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reescrevendo a Equação 3.45, tem-se:

φ2 + [
µβ

µ + γ
(1 − 1

Rυ

) + µ + υ]φ− (
α

β
− 1

R0

)[
µβ2

µ + γ
(1 − 1

Rυ

)] = 0. (3.46)

Observação:

− α

β
[
µβ2

µ + γ
] +

1

R0

[
µβ2

µ + γ
] = βµ(− α

µ + γ
+

β

R0(µ + γ)
) = βµ. (3.47)

Desse modo, o polinômio 3.46 pode ser reescrito da seguinte forma:

φ2 + [
µβ

µ + γ
(1 − 1

Rυ

) + µ + υ]φ + βµ(1 − 1

Rυ

)] = 0. (3.48)

Para verificar a estabilidade local da dinâmica analisou-se o polinômio caracteŕıstico

3.48 segundo o critério de Routh-Hurwitz. Caso o valor de Rυ > 1, os coeficientes da

equação são positivos e os autovalores possuem parte real negativa. Sendo assim, P2 será

assintoticamente estável. Porém, caso Rυ < 1 esse ponto será instável.
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4 Simulac�~oes Num�ericas dos Modelos

Para realizar as simulações elaborou-se scripts para cada modelo e por meio do soft-

ware MATLAB®, foram inseridas as equações e os parâmetros constantes. Para a de-

finição dos parâmetros, baseou-se em alguns estudos realizados para o Brasil (Vicente

et al., 2021; Severeyn et al., 2020; Dos Santos et al., 2021; (Orgs.), 2020). A recuperação

da doença foi setada em 14 dias, o que implica em 2 semanas, desse modo, obteve-se a

taxa de recuperação γ = 1/14 = 0, 07. Isso justifica-se, pois de acordo com a literatura,

a incubação do v́ırus pode variar de 5,2 até 14 dias (Dias et al., 2020; Franco e Dutra,

2020). O tempo da simulação foi de 156 semanas, ou seja, 3 anos. As taxas de mortali-

dade natural e de mortalidade devido a doença foram consideradas fixas em relação ao

tempo, sendo µ = 1/t e α = 0, 0001.

As seções a seguir apresentam a dinâmica do sistema das equações transladadas para

o primeiro ponto de equiĺıbrio P1 e também para o segundo P2, em termos dos parâmetros

que representam as frações de indiv́ıduos suscet́ıveis, recuperadas e em termos da força

de infecção, para condições sem e com a aplicação de medidas de controle.

Este estudo atuou na força de infecção e não com o número de casos infectados, isso

porque o modelo inicial atua com β′, que se trata da taxa de contato per capita. Fez-se,

desse modo, o rearranjo matemático correspondente para analisar a taxa de contato total

sem heterogeneidade de contatos, a qual é o β.

A população N a ser analisada neste trabalho é a do Brasil, com cerca de 220.000.000

de habitantes. As condições iniciais utilizadas para a simulação apresentaram a seguinte

relação abaixo:

λ0 = β(1 − S0).

4.1 Modelo sem Medidas de Controle

A Figura 4.1 apresenta o sistema transladado para os pontos de equiĺıbrio P1 e P2, em

termos da proporção da população que representa os indiv́ıduos suscet́ıveis e recuperados.

É válido ressaltar que neste trabalho compreendeu-se a dinâmica em termos da força de

infecção, para condições sem aplicações de controle.
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Os gráficos descritos na Figura 4.1, foram simulados com, (a) β = 0, 1875, (b) β =

0, 3000, (c) β = 0, 5900 e (d) β = 1, 1300, para observar como se comporta a dinâmica

para diferentes taxas de transmissão da doença. Observou-se que em (a) que a força de

infeção atua de forma mais lenta, e o pico ocorreu por volta das 67 semanas. O fim da

primeira onda ocorreu após 120 semanas de curso da doença e menos de 5% da população

é infectada. Por outro lado, em (b) verificou-se que a força de infecção atingiu o pico

antes das 40 semanas com mais 10% da população infectada.

Figura 4.1. Dinâmica do sistema transladado 3.21 para os casos suscet́ıveis e em
termos da força de infecção, com acoplamento, para a simulação, do compartimento
de recuperados sem a adição de medidas de controle com os valores em (a) β =
0, 1875; (b) β = 0, 3000; (c) β = 0, 5900 e (d) β = 1, 1300.

Nota-se que a força de infecção obteve-se o pico antes das 20 semanas ao definir um

(c) β = 0, 5900, em que o contágio é maior, chegando a 36,71% da população contaminada

pela doença. Ao analisar o gráfico em (d), na Figura 4.1 com β = 1, 1300 foi posśıvel

identificar que o pico aconteceu antes das 10 primeiras semanas com 86,08% da população

infectada. Observou-se que a doença continuou o seu processo infeccioso, porém por volta

de 60 semanas ela tende a permanecer próximo a 10% da população no peŕıodo de tempo

estudado.
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Na Figura 4.2 observou-se o plano de fases 2D da dinâmica em torno dos pontos de

equiĺıbrio. A atuação do sistema iniciou-se na coordenada (1, 0), o qual é o primeiro

ponto de equiĺıbrio e indica que inicialmente a população é livre da doença. Ao aumentar

a força de infecção a quantidade de indiv́ıduos infectados aumentou, porém de modo

geral, observa-se que o sistema tende ao ponto de equiĺıbrio P2. Outro ponto, pode ser

visto em torno dos pontos de equiĺıbrio, verificou-se que para os valores de β = 0, 5900 e

β = 1, 1300, os sistemas se estabilizam em torno dos pontos de equiĺıbrio de forma mais

rápida do que quando comparado aos anteriores.

Figura 4.2. Plano de fases em 2D da dinâmica do sistema transladado 3.21 em
torno dos pontos de equiĺıbrio (asterisco) sem a adição de medidas de controle, com
os valores em (a) β = 0, 1875, (b) β = 0, 3000, (c) β = 0, 5900 e (d) β = 1, 1300.

4.2 Modelo com Vacinac�~ao

A vacinação é uma das medidas de controle que possibilita a redução da gravidade

da doença. Observou-se no gráfico da Figura 4.3 que a força de infecção atuou e tendo a

taxa de vacinação υ = 0, 01 indicando que 1% da população foi vacinada por semana, em

(a) β = 0, 1875 a força de infecção diminui consideravelmente, gerando menos de 1% de
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indiv́ıduos acometidos pela doença e o tempo de pico se estendeu para 81 semanas. No

caso (b) β = 0, 3000 notou-se uma diminuição da força de infecção, com menos de 10%

da população infectada e o pico foi estendido para 41,6 semanas.

Figura 4.3. Dinâmica do sistema transladado 3.39 para os casos suscet́ıveis e em
termos da força de infecção, com acoplamento, para a simulação, do compartimento
de recuperados com adição da vacinação como medida de controle, com os valores
em (a) β = 0, 1875, (b) β = 0, 3000, (c) β = 0, 5900 e (d) β = 1, 1300, considerando
a taxa de vacinação de 1% por semana.

Ainda na Figura 4.3, em que (c) β = 0, 5900 e (d) β = 1, 1300 houve redução da força

de infecção atuante na população. Com o β = 1, 1300, em que o contágio foi maior, houve

aproximadamente 79,67% da população dita como infectada. Outro ponto verificado é que

essa força de infecção pode ser considerada ainda alta e isso ocorre, porque considerou-se

1% da população sendo vacinada em 1 semana. É posśıvel perceber, de modo geral, que

ao aplicar uma medida de controle, como a vacinação, tem-se a diminuição da continuação

de contágios da doença.

O plano de fases em 2D, da Figura 4.4, trata-se da dinâmica em torno dos pontos

de equiĺıbrio e permite visualizar que não há oscilação, ou seja, o sistema alcança a

estabilidade de forma mais rápida. Os planos de fases apresentados viabilizam identificar
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que o sistema tende a estabilidade assintótica em ambos os casos.

Figura 4.4. Plano de fases em 2D da dinâmica do sistema transladado 3.39 em
torno dos pontos de equiĺıbrio (asterisco) com aplicação da vacinação e atuação de
1% de indiv́ıduos vacinados por semana, com os valores em (a) β = 0, 1875, (b)
β = 0, 3000, (c) β = 0, 5900 e (d) β = 1, 1300, considerando a taxa de vacinação de
10% por semana.

Ao considerar uma taxa de vacinação de 10% por semana, os gráficos da Figura 4.5

mostraram como vacinação, como medida de controle foi importante para a redução da

força de infecção, uma vez que a população foi imunizada. No caso descrito em (a) e (b)

não houve força de infecção. A doença no caso (c) é controlada com menos de 3% da

população infectada. Em (d) a força de infecção diminuiu quase 50% em relação a uma

taxa de vacinação de 1% por semana.
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Figura 4.5. Dinâmica do sistema transladado 3.39 para os casos suscet́ıveis e em
termos da força de infecção, com acoplamento, para a simulação, do compartimento
de recuperados com adição da vacinação como medida de controle, com os valores
em (a) β = 0, 1875, (b) β = 0, 3000, (c) β = 0, 5900 e (d) β = 1, 1300, considerando
a taxa de vacinação de 10% por semana.

O plano de fases em 2D, da figura 4.6, trata-se da dinâmica em torno dos pontos

de equiĺıbrio e permitiu visualizar que nos casos (a) e (b) o sistema tende ao ponto que

condiz a força de infecção nula, ou seja, a vacinação foi capaz de minimizar a propagação

da doença. Nos casos (c) e (d) o sistema apresenta estabilidade assintótica em torno do

primeiro ponto de equiĺıbrio.

49



Figura 4.6. Plano de fases em 2D da dinâmica do sistema transladado 3.39 em
torno dos pontos de equiĺıbrio (asterisco) com aplicação da vacinação e atuação de
1% de indiv́ıduos vacinados por semana.
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5 Projeto do Controlador Orgânico aplicado

na planta sem vacinac�~ao

Quando um v́ırus novo surge em meio a sociedade, as primeiras caracteŕısticas ob-

servadas são suas estruturas e a forma como ele é transmitido. A partir disso, estudos

começam a ser realizados e métodos de controle como uso de máscara, higienização,

isolamento e quarentena são impostos como tentativa para que a doença não se torne

endêmica enquanto se espera por fármacos, vacinas e equipamentos que visam conter a

doença. Tendo em vista esse contexto, optou-se por aplicar o controlador no modelo sem

vacinação, uma vez que o Respirador VESTA pode ser descrito como um respirador facial

e seu uso advém a aplicação de vacinas.

A Teoria de Controle Orgânico desenvolvida pelo grupo de estudo do Laboratório

de Engenharia Biomédica da Universidade de Braśılia visa alterar sistemas de modo a

melhorar o seu funcionamento, sendo o controlador descrito como um biomaterial que

atua em um sistema biológico.

5.1 Metodologia para a construc�~ao do Controlador Orgânico

Na Figura 5.1 verifica-se o diagrama de blocos que representa o projeto de controlador

para a planta, a qual é descrita como a parte do sistema a ser controlada. O controle neste

estudo é o de malha-fechada, em que se subtrai o sinal de entrada pelo sinal de sáıda,

e o controlador atua de forma ajustar esse sinal o mais próximo posśıvel ao de entrada

(Guimarães, 2019). Conforme o diagrama de blocos, aplicou-se um sinal de excitação

degrau unitário para caracterizar, construir e avaliar o controlador.

Figura 5.1. Diagrama de blocos representativo do projeto de controlador para
a planta sem vacinação. A entrada está representada como uma função degrau, o
controlador orgânico é o Respirador VESTA e a planta é o sistema a ser ajustado.
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O modelo sem vacinação, conforme analisado P1 e P2 descreve que é posśıvel ter

estabilidade assintótica, tendo em vista as condições do número de reprodutibilidade

basal. Como o ponto P1 é livre da doença, para o desenvolvimento do controlador

utilizou-se para a construção os pontos de P2. A sáıda do sistema que se deseja observar

é a força de infecção para avaliar o Respirador VESTA. Dessa forma, o sistema 3.17 foi

descrito na representação do modelo de espaço de estados para compreender as variáveis

de estado do sistema,

onde x1 = s, x2 = λ e y = λ

ẋ1 = µ +
α

β
x2 − µx1 − x1x2

ẋ2 = βx1x2 − x2(γ + α + µ).
(5.1)

Podendo ser reescrita como:

ẋ =

[
−µ− λ α

β

βλ −(γ + α + µ)

][
x1

x2

]
+

[
µ

0

]
u

y =
[
0 1

] [x1

x2

]
.

(5.2)

Convencionalmente, a obtenção da resposta em frequência de um sistema ocorre a

partir da extração da Função de Transferência (FT) do mesmo. A FT é uma ferramenta

matemática de suma importância para descrever sistemas a partir de sua entrada e sua

sáıda. De maneira geral, quando associada a Transformada de Laplace, a função de

transferência caracteriza no domı́nio “s” a razão entre a transformada da sáıda e a trans-

formada da entrada, quando as condições iniciais são tomadas como zero. Assim, tem-se

que essa razão é geralmente igual a uma fração na forma operacional, onde as ráızes do

numerador são chamados zeros da função de transferência e as ráızes do denominador são

chamados de polos (Ogata, 2010).

Tendo um sistema em espaço de estados na forma:

˙x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(5.3)

é posśıvel verificar a FT correspondente. Sendo descrita por:

G(s) = C(sI − A)−1B. (5.4)
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Sabe-se que:

(sI − A)−1 =
adj(sI − A)

|(sI − A)|
. (5.5)

Com isso, a FT encontrada foi:

G(s) =
µβλ

(s + λ + µ)(s + (γ + α + µ)) − αλ
. (5.6)

Aplicando os mesmos parâmetros utilizados para a simulação sem vacinação conside-

rando o β = 1, 1300, o qual foi o pior caso desse estudo e analisando a força em torno do

ponto P2 (0,06771;0,08838) apresentou-se como:

G(s) =
0, 000636

s2 + 0, 1704s + 0, 0007164
. (5.7)

Em frequência as caracteŕısticas de desempenho de um controlador são especificadas

em termos de resposta transitória a uma entrada degrau unitário. A resposta transitória

de um sistema de controle depende das condições iniciais (Ogata, 2010). O comporta-

mento de um sistema de segunda ordem pode ser descrito por:

H(s) =
w2

n

(s2 + 2ζwns + w2
n)
. (5.8)

Há dois parâmetros que caracterizam o comportamento dinâmico de um sistema de

segunda ordem, o fator de amortecimento ζ e a frequência natural não amortecida wn.

Se ζ << 1, os polos de malha-fechada são complexos conjugados e se encontram no

semiplano esquerdo do plano ”s”, então o sistema é dito subamortecido. Se ζ = 1, o

sistema é criticamente amortecido. E se ζ > 1, o sistema é sobreamortecido (Ogata,

2010).

Antes de atingir o regime permanente a resposta transitória apresenta oscilações

amortecidas, para caracterizar o controlador com entrada em degrau unitário foram es-

pecificadas as seguintes métricas:

• Tempo de subida (tr): Tempo necessário para que a resposta passe de 0% a 100%

do valor final. A relação aproximada é:
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tr ≈
2, 4

wn

. (5.9)

• Sobressinal máximo (Mp): O sobressinal máximo ocorre no mesmo instante do pico.

Mp = e
−π( ζ√

1−ζ2
)
100%. (5.10)

• Tempo de acomodação (ts): tempo necessário para que a resposta alcance valores

em uma faixa em torno do valor final.

ts ≈=
4

ζwn

. (5.11)

É válido ressaltar que o π descrito na equação que representa Mp é diferente do

utilizado nos modelos, aqui na equação ele está descrito na unidade de radianos.

Observa-se que o sistema G(s) se assemelha ao sistema H(s). Ao aplicar na entrada

um sinal de excitação degrau unitário é posśıvel caracterizar a planta a partir da resposta

ao degrau. Neste estudo considerou-se o tempo em semanas, para continuar a compre-

ensão em termos do modelo matemático realizado. Nota-se, que a Figura 5.2 em (b)

apresentou o lugar das ráızes do sistema, o qual não possui oscilações, isso porque os seus

polos localizam-se em cima do eixo real. Além disso, por fazer parte do semi-plano es-

querdo o sistema é caracterizado como estável. Em (a) pode-se ver a resposta ao degrau,

como a entrada foi do valor unitário 1 verifica-se que a sáıda não acompanhou esse valor

ficando em torno de 0,09 e isso indica que o sistema possui um erro de regime permanente.

Figura 5.2. Caracterização da função de transferência para compreender a
dinâmica da planta do sistema em malha aberta: (a) Apresenta a resposta ao
degrau e (b) o lugar das ráızes.
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O erro de regime permanente pode ser descrito como a diferença entre o sinal de

entrada e o sinal de sáıda do sistema quando t → ∞ (Ogata, 2010). Esse erro pode ser

descrito como:

ep(∞) =
1

1 + kp
, (5.12)

onde,

kp = lim
s→∞

KG(s). (5.13)

O ”K”é chamado de ganho do sistema de malha-fechada. Desse modo, para uma

entrada degrau no sistema de segunda ordem 5.7 obteve-se na Tabela 5.1 os seguintes

ı́ndices de desempenho.

Tabela 5.1. Indicadores de desempenho da função de transferência 5.7 para uma
entrada degrau.

Índice Valor
tr 40,05 semanas
ts 69,79 semanas
Mp 0
Valor de pico 0,08

O sinal de excitação degrau unitário provoca uma leitura cont́ınua e os ı́ndices ca-

racterizados demonstraram que o sistema precisam da atuação do controlador, uma vez

que ele não corresponde a sáıda desejada. Sendo assim, G(s) é a planta do nosso sis-

tema que precisa ser controlada e o projeto inicia-se com as especificações dos ı́ndices de

desempenho que se deseja alcançar descritos na Tabela 5.2. Observa-se, dessa forma, a

necessidade de reduzir o erro de regime permanente e a duração das semanas para que o

sistema com o controlador possa atuar de maneira rápida para conter a transmissibilidade

da doença.

Primeiro utilizou-se a especificação do erro em regime permanente para encontrar o

ganho a ser aplicado ao sistema:

ep(∞) =
1

1 + kp
→ kp = 9. (5.14)
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Tabela 5.2. Indicadores de desempenho que se deseja alcançar para uma entrada
degrau.

Índice Valor
tr ⩽ 2 semanas
ts ⩽ 4 semanas
Mp ⩽ 10%
ep(∞) ⩽ 0,01

Logo, aplicando a equação 5.13, encontra-se um K = 101, 37. Ao aplicar esse ganho

ao sistema G(s) o Mp = 34% e o ts = 41, 90 semanas o que não satisfaz as condições

que se deseja para o sistema. Diante disso, é necessário projetar um controlador mais

complexo.

Nesta dissertação foram adicionados polos e zeros à malha-fechada de modo que a

resposta ao degrau fosse alterada para a mais próxima posśıvel da entrada. Para isso foi

constrúıdo um controlador do tipo avanço de fase, o que indica que o zero a ser inserido

está mais próximo a origem do que o polo, em outras palavras z < p. O primeiro passo

seguido foi realizar os cálculos para ter uma orientação das posśıveis posições dos polos e

zeros do sistema. A FT de um controlador avanço de fase pode ser escrita como:

C(s) = Kc
s + z

s + p
(5.15)

onde,

s = −ζwn ± jwn

√
1 − ζ2. (5.16)

Conforme a Tabela 5.2 iniciou-se o projeto de forma a atender as especificações fal-

tantes. A partir da relação do sobressinal com o fator de amortecimento para o sistema

de segunda ordem, tendo Mp < 10%, escolheu-se um valor aproximado em que ζ = 0, 7.

Tendo em vista que o valor desejado para o tempo de estabelecimento é de ts < 4

semanas, aplicando a equação 5.11 encontrou-se que:

ts =
4

0, 7wn

→ wn ≈ 1, 5. (5.17)

Desse modo, os polos dominantes foram encontrados pela equação 5.16, sendo s =

−1, 05 ± j1, 05. Com isso, pode-se justificar a construção do controlador avanço de fase,

pois o zero terá o papel de atrair o lugar geométrico das ráızes para onde se deseja com

o projeto.
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Para facilitar os cálculos optou-se por fazer o zero como z = 1, 05, ou seja, exatamente

em baixo dos polos de malha-fechada que se deseja, considerando dessa maneira apenas

a parte real, conforme está na Figura 5.3. O valor de ”p”será escolhido de tal forma que

o lugar das ráızes passe pelo valor encontrado, para isso é preciso validar se esse ponto

(em preto) pertence ao lugar geométrico das ráızes.

Figura 5.3. Disposição dos polos de malha-aberta e malha-fechada para verificar
se o ponto na cor preta pertence ao lugar geométrico das ráızes. Os ângulos descritos
representam a contribuição para a fase.

Para isso, utilizou-se a seguinte a condição de que a contribuição de todos os ângulos

dos polos e zeros para a fase tem se ser múltiplo ı́mpar de 180◦, ou seja:

∠G(s) = −180(2r + 1). (5.18)

Logo, encontrou-se os valores de cada ângulo e θ3 foi encontrado, em que se sabe que

o zero contribui de modo positivo e o polo contribui de modo negativo. Abaixo segue a

descrição do valor encontrado para θ3:

90◦ − 132◦ − 132◦ − θ3 = −180◦ → θ3 = 6◦. (5.19)

Com isso, é posśıvel encontrar a posição do polo do controlador:
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arctan
1, 05

d

180

π
= 6◦ → d = 11, 04. (5.20)

Sendo assim, p = 11, 04.

Utilizou-se o toolbox Control System Designer do software MATLAB®, para realizar

o ajuste fino do controlador avanço de fase utilizando o Lugar das Ráızes. O polo e

o zero foram adicionados em suas respectivas posições no eixo real e para atender as

especificações definidas fez-se um ajuste fino manualmente, uma vez que essa ferramenta

permite que os polos e zeros e o ganho possam ser ajustados por tentativa.

5.1.1 Resultados do Respirador VESTA aplicado ao modelo sem vacinção

Por meio da construção descrita na metodologia do Projeto de Controlador Orgânico,

encontrou-se a seguinte FT para o controlador de avanço de fase, descrita neste trabalho

como FT do Respirador VESTA.

C(s) =
54735(s + 0, 4795)

(s + 11, 56)
. (5.21)

Observou-se pela Figura 5.4 que pelo ajuste manual o zero foi deslocado ainda mais

para próximo da origem, sendo z = 0, 4795 e o polo também deslocou, porém de forma

muito pequena. Isso ocorreu para que o zero pudesse fazer com que o lugar geométrico

das ráızes se deslocasse mais para a esquerda e o polo atuou de modo a repelir. Em

termos biológicos, como projetista do controlador, considerou-se na Equação 5.21 que o

numerador atua a camada do tecido com nanopart́ıculas de quitosana e o denominador

como sendo a capacidade de interação do Respirador VESTA com o v́ırus, uma vez que os

polos possuem uma atuação forte no sistema. É válido ressaltar que essas determinações

foram definidas por meio do projeto realizado e não se trata de um parâmetro biof́ısico.

58



Figura 5.4. Lugar das ráızes do Respirador VESTA ao final do Projeto de con-
trolador sem vacinação. O controlador orgânico projetado foi o avanço de fase, em
que se adicionou um polo e um zero no sistema, sendo z < p.

Ao aplicar uma resposta a um degrau unitário, representando a entrada do sistema,

pode-se avaliar o comportamento do Respirador VESTA. O sinal de sáıda apresenta uma

resposta subamortecida, porém tende a estabilidade. Essa dinâmica é caracteŕıstica, pois

o sistema passou a ter polos podendo atuar no eixo imaginário. Observa-se que tanto a

Figura 5.2 quanto a Figura 5.5 que os sistemas são estáveis, os polos estão localizados

no lado esquerdo do eixo real. Porém, o sinal sem atuação do controlador apresentou

um erro de regime 0,91, o qual é quase 10x a mais do que se tinha inicialmente. As

especificações iniciais foram atendidas, conforme pode se visualizar na Tabela 5.3.
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Figura 5.5. Resposta ao degrau unitário do Respirador VESTA. A sáıda acompa-
nha a entrada e os indicadores de desempenho foram obtidos, o que permite avaliar
o desenvolvimento do controlador como satisfatório, em suas caracteŕısticas estru-
turais.

Tabela 5.3. Indicadores de desempenho do Respirador VESTA.

Índice Valor
tr 0,461 semanas
ts 3,95 semanas
Mp 7,73%
ep(∞) 0,01

Assim, como a resposta transitória permitiu compreender o comportamento do sis-

tema e suas particularidades, a resposta proposta no diagrama de bode do sistema pro-

porcionou avaliar o comportamento da aplicação do controlador e dos polos e zeros no

domı́nio da frequência. Verificou-se na Figura 5.6 que para o diagrama de Bode depois

de aplicado o controlador há um ganho, o controlador avanço de fase foi capaz de recon-

figurar a curva da resposta em frequência para conseguir um ângulo de avanço de fase

que fosse capaz de compensar o atraso de fase associado aos elementos do sistema G(s).

Ademais, ambos os sistemas possuem caracteŕısticas de um filtro passa-baixas. No

entanto, o sistema controlado é o que atende as especificações determinadas e consegue

acompanhar o est́ımulo aplicado como entrada. Ao avaliar o controlador orgânico cons-

trúıdo, dentro do contexto de uma planta sem aplicação de medidas de controle, como

por exemplo a vacinação, compreendeu-se que o v́ırus oscilando a uma alta frequência de

espalhamento em um ambiente não fechado, como é o que ocorreu com o SARS-CoV-2,

ao utilizar o Respirador VESTA conseguiu ajustar o sistema de modo a filtrar eliminando
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os potenciais de alta frequência.

Figura 5.6. Diagrama de Bode de G(s) e Diagrama de Bode C(s)G(s). Observa-
se que ambos os sistemas são estáveis e atuam como um filtro passa-baixa, sendo
o segundo o que atende os ı́ndices de desempenho e é capaz de acompanhar um
excitação de sinal de entrada degrau unitário.
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6 Discuss~ao

Os modelos epidemiológicos compartimentais têm sido utilizados e o modelo de com-

partimento (SIR) apresenta-se como um dos mais comuns discutidos na literatura (Teles,

2020; Zhong et al., 2020; Maranho, 2018; Caetano et al., 2010; (Orgs.), 2020). Isso por-

que esse modelo permite compreender a dinâmica da propagação da doença, assim como

o processo de estado epidemiológico da análise das taxas caracteŕısticas da população

estudada (Batistela et al., 2020).

Fez-se dois modelos compartimentais, um sem vacinação e outro com a vacinação.

Esse modelo apresentou um resultado satisfatório para verificar o comportamento da

doença e para a validação de ferramentas da Engenharia Biomédica, como é o caso do

Respirador VESTA. No entanto, os modelos apresentaram limitações, a população não

atua da mesma forma ao longo do tempo, os parâmetros como a taxa de transmissão, taxa

de mortalidade da doença variam de acordo com o tempo e colocar essas condições como

fixas fez com que os dados ficassem destoantes dos casos reais, pois a correspondência

não ocorre de forma exata. Ao utilizar o modelo SIR clássico, sem incrementações de

novas abordagens de técnicas possui certas limitações no caso de uma doença infecciosa

de longa duração. Além disso, a suposição de que os dados relatados incluam todos os

casos é uma limitação, porque não é exatamente verdade para o COVID-19, uma forma

de tentar minimizar seria por exemplo variar as taxas aplicadas (Marinov e Marinova,

2022).

Os modelos desenvolvidos nesta dissertação geram informações sobre a força de in-

fecção da doença, fração de indiv́ıduos suscet́ıveis e recuperados e a partir das análises

extráıdas observou-se que ao ter um β maior, como foi o caso para β = 1, 1300, resultou

em uma alta transmissibilidade em um peŕıodo curto de tempo, em que obteve-se 86,08%

de força de infecção em menos de 10 semanas. Isso pode explicar o porquê durante o

peŕıodo da pandemia houve em alguns momentos o aumento repentino na demanda por

hospitalização, levando ao colapso dos sistemas de saúde devido à insuficiência de infra-

estrutura médica e recursos de saúde (Oliveira et al., 2021). Além disso, notou-se ao

realizar o estudo em artigos, que diferentes parâmetros foram utilizados, isso pode ter

ocorrido tanto com relação ao tempo realizado e/ou subtração de dados epidemiológicos

(Castro-Silva e Maciel, 2021; Aquino et al., 2020). Dentre essas análises, as limitações
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em condições reais e a necessidade de desenvolvimento que analisem cenários distintos se

mostrou relevante.

No cenário sem atuação de medidas de controle foi comprovado quando não atuando

com controle o número de casos ativos de indiv́ıduos infectados poderia chegar a 40.000

pessoas no ińıcio de abril de 2020 na Itália (Teles, 2020) e as previsões do modelo mos-

traram que o número de casos cumulativos poderia chegar a 76.000 e a 230.000, com

um pico de infecciosos não recuperados (22.000 - 74.000) ocorrendo no final de fevereiro

ao ińıcio de março do ano de 2020 na China. Mesmo em uma região distinta de um

perfil epidemiológico os estudos mostraram medidas de controle podem levar à redução

da transmissão e encurtar a duração da doença.

Simulações numéricas do modelo epidemiológico compartimental SIR foram geradas,

via método de Euler e os autores levantaram dados reais da COVID-19 no Brasil. A

partir disso estimaram os parâmetros do modelo e plotaram os gráficos que demonstraram

a dinâmica da pandemia no páıs. Os resultados obtidos evidenciaram a importância de

um ajuste adequado para o parâmetro de transmissão da doença e permitiram realizar

previsões futuras, é importante ressaltar que os resultados utilizando o parâmetro beta

constante não representaram a situação real do páıs, assim como nesta dissertação. Os

autores variaram então essa taxa ao longo do tempo. Isso pode ser explicado porque o

Brasil além de possuir grande extensão territorial apresenta regiões com caracteŕısticas

muito distintas. Outro ponto é que por mais que o modelo possúısse em sua aplicação

ordens de grandezas dos dados reais, o aperfeiçoamento do modelo SIR foi necessário,

uma vez que o modelo é simples contendo apenas três compartimentos (De Almeida e

Silveira, ).

Em agosto de 2020, os dois páıses com o maior número de infecções por SARS-CoV-

2 foram os Estados Unidos da América (EUA) e o Brasil. A taxa de transmissão de

um v́ırus é estudada a partir do R0. Os autores Severeyn et al. em 2020 estudaram a

projeção do R0 do SARS-CoV-2 nos EUA e no Brasil. Para tanto, foram realizados cinco

experimentos ajustando a curva do modelo SIR do compartimento infectado aos dados

experimentais em cinco intervalos de tempo (os primeiros 14, 28, 42, 56 e 187 dias para

os dados dos EUA e 177 dias para os dados do Brasil). Nos dois primeiros intervalos de

tempo o R0 variou entre 5,46 e 7,75 para os dados dos EUA e 1,84 e 4,29 para os dados

do Brasil, e nos últimos três intervalos de tempo o R0 diminuiu para 1,05 para os dados

dos EUA e 1,01 para os dados do Brasil, sugerindo que as medidas de distanciamento

social implementadas em ambos os páıses foram capazes de diminuir a propagação da

infecção. As diferenças nos valores de R0 dos cinco experimentos implicam que R0 também

depende das medidas preventivas implementadas para enfrentar a pandemia (Severeyn

et al., 2020).
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Em 8 de outubro de 2020 foram 36.002,827 casos de COVID-19 e 1.049,810 óbitos con-

firmados. Nessa época ainda não havia vacinas dispońıveis para esta doença, desse modo,

os autores propuseram analisar a dinâmica epidemiológica para levantar estimativas que

possam servir de base para medidas para controlar e combater e erradicar esta doença.

Fez-se um modelo SIR dinâmico simplificado para análise epidêmica de COVID-19 no

Brasil, via técnica de linearização exata, visando um melhor entendimento do processo

epidemiológico. Aplicaram-se dois tipos de controle: o primeiro, sendo uma entrada me-

nos intensa, de modo a refletir o cenário do Brasil e o segundo, considerou-se a mesma

entrada, porém de maior intensidade em módulo. A natureza f́ısica dessa entrada de con-

trole não foi discutida, porém os autores citam que podem visualizar como controladores

o uso de máscaras, ou mesmo aplicação de vacinas ((Orgs.), 2020).

Os autores estudaram um modelo SIR com imunização, com a vacinação. Obtiveram

um número de reprodutibilidade basal sem a estratégia de vacinação (R0) e também

um número de reprodutibilidade com imunização forçada (Rv). A existência do ponto

de equiĺıbrio endêmico está condicionado a Rv > 1 e o ponto de equiĺıbrio livre de

doença apresenta uma bifurcação condição associada à taxa de imunização. Os autores

analisaram a estabilidade local de acordo com as simulações obtidas (Batistela et al.,

2020).

Dentro desse cenário, a vacinação estabeleceu uma nova tendência contra o COVID-

19. Em muitos páıses, à medida que a cobertura vacinal aumenta, as rupturas econômicas

e sociais estão sendo progressivamente reduzidas, trazendo mais confiança e esperança à

população. A imunização dos indiv́ıduos influenciou no controle da infecção, mortes e

transmissibilidade. Investigaram-se os efeitos da taxa de vacinação nas curvas epidêmicas

da COVID-19, empregando uma nova metodologia formulada com base em um modelo

modificado do SIR com designs de aprendizado de máquina. A metodologia baseada em

dados avaliou a influência das vacinas administradas no Brasil, os impactos da eficácia e

da velocidade de imunização também foram investigados em nosso estudo. Com o estudo

conclúıram que o uso de vacinas anti-SARS-CoV-2 com eficácia baixa/moderada pode ser

compensado imunizando uma proporção maior da população mais rapidamente (Amaral

et al., 2021).

Para o modelo desenvolvido nesta dissertação, com aplicação da vacinação, observou-

se que além da taxa de transmissão total da doença, outro parâmetro é fundamental para

compreender a dinâmica da força de infecção, o qual é a taxa de vacinação. Considerou-se

duas taxas distintas para avaliar a contribuição das medidas de controle. Dessa forma,

comparando inicialmente com o modelo sem vacinação no pior caso da doença e com uma

baixa taxa de vacinação semanal houve uma queda de 6,41% na força de infecção, porém

notou-se que ela ainda continuou alta, a saber 79,67%, o que indica que a vacinação deve

ser intensiva para se obter uma resposta mais rápida. Isso pode ser provado nas simulações
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obtidas com 10% da população sendo vacinada semanalmente, em que analisando o ponto

de pior caso houve 31,48% da população infectada e o tempo de pico foi estendido para

12,3 semanas. Diante disso, nota-se que a vacinação é uma importante medida de controle

para reduzir o avanço da doença e estender o tempo de pico.

Como ao iniciar uma nova pandemia é necessário primeiro compreender como esse

v́ırus se comporta em termos de transmissibilidade, as vacinas não são inseridas logo

no ińıcio, pois é preciso compreender as estruturas biológicas e realizar a construção da

vacina. Por esse motivo, neste trabalho fez-se a construção e avaliação do controlador

orgânico Respirador VESTA com base no modelo sem vacinação. Ao aplicar o Respirador

VESTA no sistema a ser controlado, observou-se que o mesmo continuou estável e ele

atuou de modo a eliminar as altas frequências, restringindo a transmissão por doenças

infecciosas. Outro ponto é que assim como no tralhado de Guimarães, realizado no ano

de 2019, o controlador orgânico diminuiu o tempo para chegar ao estado estacionário

(Guimarães, 2019), o que para neste caso indica que ao usar o Respirador VESTA, o

sistema se estabilizou em 4 semanas. Com isso, identificou-se que o dispositivo VESTA

possa atuar contra diferentes tipos de agentes infecciosos ajudando a limitar o avanço da

transmissão até que uma vacina seja desenvolvida ou posśıveis fármacos.

Nota-se, portanto, que a amplitude dos objetivos espećıficos alcançados nesta dis-

sertação ultrapassam o olhar da pandemia da COVID-19, como foi também outrora os

estudos realizados por outras doenças como a dinâmica da propagação da gripe H1N1

e do controle populacional do mosquito Aedes Aegypti(Maranho, 2018; Caetano et al.,

2010). A Engenharia Biomédica permitiu a construção do equipamento médico ajustando

a sua curva a resposta desejada. Ademais o Respirador VESTA demonstrou que pode

ser aplicado, tendo em vista que ao iniciar um surto as primeiras medidas de controle são

derivadas da higienização, isolamento e uso de máscaras. Além disso, o campo de atuação

do Respirador VESTA pode-se extrapolar indústrias médica e f́ısico-qúımica, destacando

as indústrias farmacêuticas, biotecnológicas e biomédicas (Rosa, 2022).
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7 Conclus~ao

Neste trabalho, realizou-se estudos da dinâmica da COVID-19, para a análise epidêmica,

paralelamente com a vacinação da população no Brasil. Os estudos acerca da doença

tornaram-se essenciais para as tomadas de decisões por parte dos governantes, profissio-

nais de saúde e população trabalhadora. A abertura e fechamento de empresas, escolas e

meios culturais impactou a vida de todos, principalmente nos anos de 2020, 2021 e ińıcio

de 2022. Novas pesquisas, protocolos, medicamentos, vacinas, equipamentos e hábitos

foram desenvolvidos de forma rápida.

A dinâmica da COVID-19 possui uma modelagem matemática não linear, carac-

teŕıstica visualizada no mundo f́ısico. Neste estudo, foram apresentados, os conceitos de

sistemas lineares e correspondentes, os quais são originalmente não lineares, estabilidade

e estabilidade assintótica. Para a determinação do tipo de estabilidade e como ela é defi-

nida apresentou-se dois importantes teoremas: o Método de Linearização de Lyapunov e o

Critério de Routh-Hurwtz. Essa necessidade ocorreu devido à complexidade dos sistemas

e presença de modelos tridimensionais. No primeiro caso a aplicação do método permitiu

verificar a estabilidade assintótica em torno dos pontos de equiĺıbrios a partir da análise

dos autovalores, para o modelo bidimensional. Por outro lado, com o segundo teorema

observou-se de modo geral a estabilidade para os modelos com polinômios caracteŕısticos

mais complexos.

O trabalho desenvolvido teve como objetivo analisar o comportamento da força de

infecção da COVID-19, com parâmetros definidos pela literatura para o Brasil, nos se-

guintes cenários: sem a adoção de medidas de controle, com a aplicação de vacinação

para compreender melhor o processo epidemiológico da doença. Observou-se que o tra-

balho consta com considerações simplificadoras e expõe o comportamento da doença e a

importância do uso de medidas de controle na população. No entanto, verificou-se que o

modelo SIR desenvolvido em ambos os casos não indicaram a real situação do páıs, isso

porque os parâmetros não atuam de forma fixa ao longo do tempo na sociedade, sendo

essa uma limitação desta dissertação. Uma forma que se buscou para contornar essa

limitação foi a apresentação com diferentes valores para as taxas de transmissão β e taxa

de vacinação (υ). Para aproximar da realidade, a seção de perspectivas de estudos cita

posśıveis trabalhos mais aprofundados que possam resolver essa questão.
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No Caṕıtulo 3, realizou-se o desenvolvimento de dois modelos compartimentais SIR

para a análise da dinâmica da COVID-19 sem medidas de controle atuantes e com me-

dida de controle. Em todos os casos considerou-se a população constante. A análise de

estabilidade desses modelos foi feita por meio do Método de Linearização de Lyapunov e

do Critério de Routh-Hurwtz. As equações analisadas permitiram avaliar o percurso da

COVID-19 com base no valor de β.

Para comprovar os resultados, no Caṕıtulo 4 foram apresentadas as simulações numéricas

dos modelos correspondentes observando a dinâmica da doença e o plano de fase. Os

parâmetros utilizados foram advindos da literatura e também do acompanhamento dos

valores relatados em diferentes épocas no páıs. Sem a atuação de medidas de controle,

com um β = 0, 1875 em 67,40 semanas 4,6% da população é infectada. Com o aumento

da disseminação da doença, β = 1, 1300, 86,08% da população possui a doença, em me-

nos de 10 semanas. Ao iniciar o processo de vacinação no páıs, mesmo que de forma

lenta, como ocorreu no primeiro semestre de 2021 a força de infecção decai de 4,6% para

1,05% para o primeiro caso, e no segundo, em que o β = 1, 1300, 79,67% da população

é contaminada. Com a inserção do potencial de mais vacinas sendo aplicadas, a força

de infecção foi nula para os casos de baixa transmissibilidade e no pior caso o modelo

apresentou um decaimento de 48,10% em relação ao com a vacinação de modo mais lento.

O controlador orgânico desenvolvido, o qual representa o Respirador VESTA, permi-

tiu verificar que ao utilizá-lo em um sistema que não possui medidas de controle, o v́ırus

é inativado, uma vez que as altas frequências são eliminadas, as quais representam v́ırus

que possuem alta transmissibilidade, como é o caso do SARS-CoV-2. O seu uso pode

auxiliar na retomada e qualidade de vida da população brasileira e também pode ser uma

ferramenta de controle importante para futuras pandemias ou doenças endêmicas.

Por fim, analisar a dinâmica da COVID-19, mesmo sem representar de fato a real

situação do páıs possibilitou a construção e contribuição de um controlador orgânico,

para demonstrar que o seu uso pode ser o primeiro passo como medida de controle ao

adentrar em um contexto infeccioso. Além disso, demonstrou o quanto a aplicação de

medidas de controle são eficientes e importantes para evitar surtos epidêmicos. Com isso,

esta pesquisa fornece subśıdios para que as técnicas utilizadas possam ser aplicadas em

modelos mais complexos, por exemplo, com interações entre as diversas categorias sociais

e estudos que abrangem a importância da previsão de propagação da força de infecção

para a redução de óbitos e disseminação da doença, com aplicação de medidas de controle

e parâmetros variáveis.
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7.1 Perspectivas de Estudo

Observa-se que o trabalho descrito demonstra a importância das medidas de controle.

No entanto, com as limitações observadas, inclusive pelo fato de utilizar parâmetros

fixos, para o alcance de aproximações mais reais são propostos como trabalhos futuros os

seguintes itens:

1. Na literatura tem-se modelos mais complexos que abrangem uma quantidade

maior de parâmetros vitais, podendo até mesmo, determinar os compartimentos com

estruturas sociais e suas dinâmicas. Além disso, é posśıvel desenvolver modelos h́ıbridos

com parâmetros variáveis ou modelos que apresentem uso de inteligência artificial;

2. Desenvolver outras técnicas de modelagem para melhor compreensão do Respirador

VESTA, em termos biológicos, para verificar a atuação da quitosana e sua interação com

as part́ıculas virais, um meio seria com a utilização da técnica Bond Graph.

3. O que aconteceria se fossem utilizados outros tipos de controladores? Qual tipo

de controlador define melhor o comportamento do Respirador VESTA? Desse modo, o

desenvolvimento de controladores por meio dos resultados dos ensaios cĺınicos possibilita

uma outra forma de verificar a eficiência do Respirador VESTA. Isso proporciona maior

aprendizado por parte de pesquisadores acadêmicos, como também pode reafirmar ao

mercado a confiabilidade do produto para uso como uma medida de controle eficaz.
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sistemas mecatrônicos usando ferramentas da dinâmica zero. Coleção Modelagem
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demiológico sir aplicado à covid-19. Proceeding Series of the Brazilian Society of

Computational and Applied Mathematics, 8(1).

V’kovski, P., Kratzel, A., Steiner, S., Stalder, H., e Thiel, V. (2021). Coronavirus biology

and replication: implications for sars-cov-2. Nature Reviews Microbiology, 19(3):155–

170.

Wang, M.-Y., Zhao, R., Gao, L.-J., Gao, X.-F., Wang, D.-P., e Cao, J.-M. (2020). Sars-

cov-2: structure, biology, and structure-based therapeutics development. Frontiers

in cellular and infection microbiology, 10.

Werneck, G. L. e Carvalho, M. S. (2020). A pandemia de covid-19 no brasil: crônica de

uma crise sanitária anunciada.
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