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experti: revocate animos, maestumque timorem
mittite: forsan et haec olim meminisse iuvabit.

Publius Vergilius Maro, Aeneis, I, 202-203

antros sem dano maior. Criai dnimo; o pdlido medo
deixai de lado. Tudo isso hd de ser recordado algum dia.

Trad. Carlos Alberto Nunes, Enéida, I, 202-203
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Resumo

Transferéncia de energia entre particulas e ondas gravitacionais

As ondas gravitacionais nao-lineares sdo solugdes exatas das equagdes de Einstein,
correspondendo geometricamente a uma congruéncia geodésica nula no espago-
tempo, cujas superficies perpendiculares representam o espaco plano bidimensio-
nal. Fisicamente tais solugdes representam ondas progressivas propagando-se na
velocidade da luz. Nesta tese, o tensor métrico representando tais ondas é obtido
a partir de imposig¢des fisicas sobre um espago-tempo geral, com a interagdo en-
tre as ondas e particulas livres investigada por meio da transferéncia de energia
entre elas. Modelando-se ondas pulsantes polarizadas, descobre-se que uma onda
gravitacional pode fornecer ou remover energia de uma particula, a depender das
condigdes iniciais da particula e de parametros da onda. Encontra-se valores dis-
cretos para o pardmetro, relacionado ao comprimento do pulso, fornecendo méxima
transferéncia de energia. Nota-se uma relagdo entre as dire¢des das aceleragdes iner-
ciais do espago-tempo e o centro de energia do mesmo, calculada utilizando-se as
ferramentas do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral (TERG). Destarte,
propde-se uma descricdo, generalizando o teorema trabalho-energia cldssico, des-
crevendo a transferéncia de energia e a validade do mesmo é corroborada numerica-
mente. Estende-se as investiga¢des para ondas gravitacionais mais gerais, as ondas
giratdnicas, com a energia e 0o momento angular dessas ondas calculadas no TERG.
A interagdo das ondas giratonicas e particulas é investigada, com a observagao da
transferéncia de energia e momento angular entre a onda e a particula. A partir das
distingdes qualitativas entre os casos, infere-se a relacdo entre algumas quantidades
conservadas do campo gravitacional e das particulas. A partir dos resultados obti-
dos, especula-se a possibilidade das ondas gravitacionais serem interpretadas como
defeitos topolégicos no espago-tempo.
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Abstract

Energy transfer between particles and gravitational waves

The non-linear gravitational waves are exact solutions to Einstein’s equations, geo-
metrically corresponding to a null geodesic congruence in spacetime, with the per-
pendicular surfaces representing the two-dimensional flat spacetime. Physically,
these solutions represent progressive waves propagating at the speed of light. In
this thesis, the metric tensor corresponding to such waves is obtained from phy-
sical impositions on a general spacetime. The interaction between the waves and
the particles is analyzed from the energy transfer between the waves and the parti-
cles. By modeling pulse-polarized waves, it is discovered that gravitational waves
can give or remove energy from a particle, depending on the initial conditions of
the particle and the wave parameters. Discrete values for the wave parameter, re-
lated to the pulse length, are found for which a maximum energy transfer occurs.
A relation is found between the inertial accelerations of the spacetime, calculated
from the expressions of the Teleparallel Equivalent of the General Relativity (TEGR).
Ergo, a generalization of the classical work-energy relation is proposed to describe
the energy transfer, and its validity is numerically corroborated. By extending the
investigation to more general gravitational waves, the energy and angular momen-
tum of the gyratonic waves are calculated within TEGR. The interaction between
the gyratonic waves and particles is also investigated, and some relations conser-
ved quantities of the gravitational field and particles are related. From the results
obtained, it is speculated that gravitational waves can be interpreted as topological
defects in space-time.
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Introducao

As teorias gravitacionais descrevem os fendmenos observados decorrentes da inte-
ragdo entre uma propriedade tinica das particulas, suas massas gravitacionais. A
primeira grande teoria gravitacional, historicamente registrada, foi a Lei da Gravita-
¢do Universal de Newton, onde descreveu-se fendmenos qualitativamente distintos
a partir da mesma teoria, e.g., movimentos lineares de queda livre na superficie da
Terra e movimentos circulares dos astros. Subsequente a apresentagdo dessa teoria
e da Mecanica Classica, notou-se a semelhanca numérica, da ordem de 10~ [1],
entre as massas gravitacionais e as massas inerciais, i.e., as responsaveis pela resis-
téncia de um corpo a aceleragdo. Nos séculos posteriores, utilizou-se a teoria dina-
mica gravitacional Newtoniana, associada a cinematica da Mecénica Cléssica, para
a descrigdo de diversos fendmenos observados na natureza, sempre com sucesso na
comparagdo entre as previsoes tedricas e os dados experimentais. Em 1846, a Lei
da Gravitacdo Universal Newtoniana transformou os anais da filosofia natural ao
ser capaz de ndo apenas explicar o que era observado, mas prever fendmenos ainda
desconhecidos. Nesse ano Urbain Le Verrier, utilizando as ferramentas da gravita-
¢do e mecanica Newtoniana, notou as discrepancias até entdo observadas na 6rbita
de Urano poderem ser explicadas pela presenca de um planeta ainda ndo desco-
berto. Previu tal planeta estar localizado, na esfera celeste, entre as constelagdes de
Capricérnio e Aquario. No mesmo ano, utilizando tais previsdes, Johann Gottfried
Galle e Heinrich Louis d’Arrest confirmaram a existéncia do planeta, posteriormente
denominado Netuno, com precisdo de 1° em relagdo a previsdo tedrica [2].

Nos anos seguintes, Le Verrier analisou o deslocamento sofrido pelo periélio dos
planetas que orbitam o Sol. A Mecanica Cléssica na resolugdo do problema de dois
corpos, juntamente a Lei da Gravitagdo Universal, prevé as orbitas planetérias fe-
chadas descreverem geometricamente elipses regulares. Entretanto, observa-se o
periélio das orbitas sofrerem deslocamentos a cada volta, provocadas por efeitos
perturbativos dos demais planetas. Analisando o desvio do periélio de Merctrio,
Le Verrier notou uma discrepancia significativa entre a previsdo tedrica e as obser-
vagOes experimentais [3], tentando explicar tal fendmeno como uma perturbacgdo
devido a presenca de outro planeta desconhecido. O suposto planeta, entretanto,
nunca foi observado e a comunidade académica da época ndo sustentava, em sua
maior parte, a ideia da existéncia entidades massivas ndo observadas para a susten-
tagdo de uma teoria. Nos anos seguintes, Le Verrier analisou o deslocamento sofrido
pelo periélio dos planetas que orbitam o Sol. A Mecanica Classica na resolucdo do
problema de dois corpos, juntamente a Lei da Gravitagdo Universal, prevé as 6rbitas
planetarias fechadas descreverem geometricamente elipses regulares. Entretanto,
observa-se o periélio das 6rbitas sofrerem deslocamentos a cada volta, provocadas
por efeitos perturbativos dos demais planetas. Analisando o desvio do periélio de
Merctrio, Le Verrier notou uma discrepancia significativa entre a previsdo tedrica
e as observagdes experimentais [3], tentando explicar tal fendmeno como uma per-
turbacao devido a presenca de outro planeta desconhecido. O suposto planeta, en-
tretanto, nunca foi observado e a comunidade académica da época ndo sustentava,
em sua maior parte, a ideia da existéncia entidades massivas nao observadas para a
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sustentacdo de uma teoria.

No comego do século XX, Albert Einstein, observando a quase equivaléncia ex-
perimental entre as massas inercial e gravitacional, postulou o chamado Principio
da Equivaléncia, identificando tais massas como idénticas. Tal postulado o levou a
uma teoria geométrica da gravitacdo, chamada Teoria da Relatividade Geral [4, 5].
Tal teoria descreve o fendmeno gravitacional geometricamente e uma de suas solu-
¢des analitica, chamada solucdo de Schwarzschild, para uma distribuigdo esférica
de massa. As previsdes da teoria para o movimento de particulas, em tal campo
gravitacional, levam as previsdes da gravitagdo Newtoniana quando assume-se a
densidade da fonte do campo ser pequena. Todavia, a mesma possui uma previsdo
para o desvio do periélio das 6rbitas e as 6rbitas ndo sdo fechadas mesmo em um
problema de dois corpos. Destarte, Einstein aplicou sua teoria ao movimento orbi-
tal de Merctrio e obteve uma previsdo para o desvio mais préxima ao observado
experimentalmente. Uma teoria desponta-se de uma hipétese ao realizar previsdes
além do ja observado e a primeira previsdo da Relatividade Geral foi o desvio de
um raio de luz pelo Sol. Um féton é, por defini¢do, uma particula com massa nula.
Portanto, se o fendmeno gravitacional manifesta-se por meio de for¢as, como na
gravitacdo Newtoniana, ndo se espera desvio de um raio de luz distante passando
nas proximidades do Sol. Porém, pela Relatividade Geral, a gravitagdo manifesta-
se geometricamente, com a luz sofrendo um desvio pela prépria geometria local do
espago-tempo nos arredores do Sol. A partir de tais premissas, Arthur Eddington e
colaboradores observaram tal desvio experimentalmente durante um eclipse Solar
em 1919 [6], corroborando a teoria de Einstein.

Posteriormente as observagdes de Eddington, muitos outros testes foram reali-
zados sobre a Relatividade Geral, e.g., ecos de radar, discos de acrecdo ao redor de
objetos compactos, precessdo geodésica de giroscopios [7]. Apesar dos experimentos
corroborativos serem intiimeros, fundamentam-se em grande parte sobre a solucao
esfericamente simétrica de Schwarzschild. Contudo, a teoria possui dezenas de so-
lugdes exatas conhecidas além da de Schwarzschild, sendo algumas fisicas e outras
nao, e.g., a solugdo de Kerr obtida da solucdo de Schwarzschild a partir do forma-
lismo de Newman-Penrose, representando o espago-tempo ao redor de um corpo
esférico em rotagdo; a solugdo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FRLW)
representando o espago maximamente simétrico, ou seja, isotrépico e homogéneo; a
solucao das ondas gravitacionais; cetera. As ondas gravitacionais sdo uma classe de
solugdes das equagdes de campo da teoria, chamadas equagdes de Einstein, descre-
vendo configurac¢des gravitacionais propagando-se na velocidade da luz, sdo assim
chamadas por analogia as ondas eletromagnéticas. Tais ondas aparecem em dois
contextos na Relatividade Geral: na forma de ondas planas para solugdes exatas
das equagdes de campo da teoria e na forma de ondas linearizadas em um limite de
campo fraco das equagdes de campo, assumido a grandes distancias a fonte. As solu-
¢Oes linearizadas sdao amplamente conhecidas na literatura e fazem parte do material
didatico de livros textos sobre a Relatividade Geral, mas néo sao solugdes exatas das
equagdes de Einstein.

As ondas gravitacionais ensejam outras possibilidades experimentais para a Re-
latividade Geral. Os experimentos realizados, cujo campo gravitacional possua como
origem o Sistema Solar, sdo inevitavelmente limitados & solugdo de Schwarzschild.
Devido as ondas gravitacionais se apresentarem com natureza propagativa, expe-
rimentos com elas podem ser realizados na Terra, mesmo com sua origem fora do
Sistema Solar. Experimentos relacionados as ondas gravitacionais envolvem a de-
teccdo das mesmas, com as primeiras tentativas utilizando grandes cilindros de alu-
minio, chamados cilindros de Weber [8]. Tais cilindros possuem uma frequéncia de
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vibragao natural em torno de 1660 Hz e cristais piezoelétricos sdo conectados a eles.
Quando uma onda gravitacional passa por tais cilindros, varia¢des de comprimento
ocorrem e sdo medidas por sinais elétricos emitidos pelos cristais. Contudo, apenas
as variagdes de comprimento devido a agitacdo térmica sdo da ordem de 10~ m,
sendo da ordem de grandeza esperada para as variagdes devido a passagem das
ondas. Portanto, tais detec¢des experimentais sdo dificeis, dependendo da constru-
¢do de histogramas de ruidos e a filtragem de padrdes andmalos a partir do hist6-
rico. A intrinseca dificuldade de tais detecgdes levou a vérias tentativas por Weber
[8, 9, 10], entre outros [11], mas nenhuma com sucesso. Posteriormente as tentati-
vas de Weber, medigdes indiretas ocorreram advindas da observagdo de estrelas de
néutrons [12, 13], conduzindo o interesse novamente as detecgdes. Destarte, outras
possibilidades para a deteccdo direta foram consideradas, em especial por meio de
interferometros de laser. Tais interferometros utilizam a interferéncia entre raios de
luz distinguidos por uma diferenca de fase entre si, diferenca oriunda pela reflexao
em um espelho que sofre influéncia de uma onda gravitacional. Dentre os projetos
para detecgdo de ondas gravitacionais por interferometria laser, o mais proeminente
foi o Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO), resultando em uma
famosa deteccdo em 2015 [14]. A deteccdo levou cientistas envolvidos no projeto a
serem laureados com o prémio Nobel pelas contribui¢des na detecgdo, mas uma des-
coberta cientifica s6 é consolidada pelo escrutinio histérico de multiplas observagoes
similares por grupos independentes, sendo necessdria cautela para a confirmacao
inequivoca da existéncia de ondas gravitacionais. Além disso, a propria deteccdo
original apresenta questionamentos na comunidade [15, 16].

Apesar das inerentes dificuldades relacionadas a sua detecgdo, as ondas gravi-
tacionais apresentam uma importante possibilidade para a compreensao das teorias
descrevendo o fendmeno gravitacional. A deteccdo das ondas gravitacionais apre-
senta um grande trunfo para a Relatividade Geral e para a vertente dedutiva da
fisica. Malgrado o trunfo sobre as previsdes dindmicas da Relatividade Geral, a
existéncia, ou mesmo a previsdo, de ondas gravitacionais atinge um ponto sensivel
da teoria, a existéncia de energia gravitacional. Desde o inicio da Relatividade Ge-
ral, ndo foi possivel definir um tensor energia-momento para o campo gravitacional
dentro da teoria. Apesar de existirem pseudo-tensores, como o de Landau-Lifshitz
[17], que possuem natureza fisica quando integrados assintoticamente, a formulagdo
padrdo da Relatividade Geral ndo possui um verdadeiro tensor energia-momento
definido. O produto da integracdo dos pseudo-tensores s6 possui realidade fisica
em espagos-tempo assintoticamente planos, visto os pseudo-tensores serem entida-
des dependentes do sistema de coordenadas. Mesmo para tais espagos-tempo, a
energia do campo gravitacional possui realidade apenas globalmente, i.e., a energia
gravitacional ndo pode ser localizada. As infrutiferas tentativas de obtengdo de um
verdadeiro tensor energia-momento a partir do formalismo métrico (vide o comeco
do Capitulo 2), levaram parte da comunidade académica a assumir a energia do
campo gravitacional ndo poder ser localizada. Entretanto, uma onda gravitacional,
assim como outra onda progressiva, transporta energia entre duas regides do espaco.
Dessa forma, a energia é transportada de uma regido localizada do espago para outra
igualmente localizada. Outrossim, uma particula é um objeto localizado no espaco
e, conforme mostra-se no Capitulo 4, pode perder ou ganhar energia permanente-
mente ao interagir com uma onda gravitacional. Tal antitese presente na formulacao
métrica padrdo da Relatividade Geral leva a necessidade de considerar-se outra for-
mulacdo gravitacional, chamada Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral
(TERG). O TERG é uma teoria gravitacional cuja varidvel fundamental é um campo
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de tétradas, ao invés do tensor métrico, com equagdes dindmica equivalentes a Rela-
tividade Geral, mas com um verdadeiro tensor energia-momento gravitacional defi-
nido e, consequentemente, um quadrivetor energia-momento total, compreendendo
o campo gravitacional e a fonte (campos de matéria-radiagao).

Assim como as observagoes planetdrias, as investigagdes e compreensao das on-
das gravitacionais apresentam um campo de teste para teorias gravitacionais. Con-
tudo, distintamente de um planeta, as ondas gravitacionais ndo sdo diretamente
observadas, com a observacdo sendo indireta por meio de seu efeito em particu-
las. Uma particula, massiva ou ndo, também é uma fonte de campo gravitacional,
logo o estudo da interagdo entre uma particula e uma onda gravitacional depende
da modelagem do campo gravitacional devido a combinagdo onda e particula. As
equagdes de Einstein ndo sdo lineares, tornando a obtenc¢do de uma superposicdo de
duas solugdes néo trivial. Uma particula de massa m quando, solta em um campo
gravitacional gerado por outra massa M, segue um movimento geodésico, visto nao
haver outras forgas sobre ela. Se a massa da particula teste for desprezivel em relagdo
a massa que gera o campo gravitacional, i.e., m << M, seu movimento é descrito
com boa precisdo pelas equagdes geodésicas ¥/ + I'* wp%P = 0, onde os simbolos
de Christoffel [ «p S80 calculados a partir do tensor métrico do campo gravitacional
gerado pelo parametro M. A particula possui um tensor energia-momento, sendo
ele a fonte de outro campo gravitacional. Apesar de se conhecer o campo gravitacio-
nal devido a particula de massa m e devido ao corpo de massa M, a determinacado do
campo gravitacional devido a combinagdo dessas massas ¢é dificil de ser realizada.
Como o campo gravitacional é ndo linear, ele pode atuar como fonte dele mesmo [7].
Dessa forma, além do campo gravitacional resultante depender dos campos gravita-
cionais de m e M, ele também dependera da interagdo entre os campos gravitacionais
da particula m e do corpo M. Como as equagdes sdo ndo lineares, ndo é possivel de-
terminar trivialmente como essa interacdo ocorre, visto a solucdo final ndo ser sim-
plesmente a soma das solugdes individuais, como ocorre na gravitacdo Newtoniana.
Dessa forma, a suposigdo, que uma particula segue o movimento geodésico de um
campo gravitacional externo sem o alterar, é aproximada e tal aproximacéao é tdo boa
quanto menor for o determinante do tensor energia-momento dessa particula em
relagdo ao tensor-energia momento da fonte do campo gravitacional.

A ndo-linearidade do campo gravitacional implica a ndo-linearidade da ciné-
tica relativistica, ocasionando grande dificuldade no estudo das interagdes entre um
campo gravitacional e particulas. Pela graca do exemplo, uma particula em repouso
para um observador no infinito ndo possui energia cinética associada a ela, mas ao
ser atraida gravitacionalmente por um corpo massivo, adquire energia cinética. Con-
siderando a particula e o corpo como os tinicos objetos presentes, a energia adquirida
pela particula deve vir do campo gravitacional. Destarte, pela conservac¢do da ener-
gia, a energia da nova configuracao ¢é a energia inicial do campo menos a variagéo de
energia da particula. Portanto, apesar da dindmica ser ndo-linear, a adigdo de ener-
gias é linear. Tal condigdo, assim como em problemas cldssicos de colisdo, permite
a extragdo de certas informagdes do sistema sem a modelagem da interagdo. Conse-
quentemente a transferéncia de energia permite interessantes andlises na interacdao
entre as particulas e as ondas gravitacionais. A partir de tais premissas, i.e., a com-
preensdo das ondas gravitacionais ser intermediada pela compreensao da interagdo
das mesmas com particulas, esta tese tem como objetivo o estudo da interagdo de
particulas com ondas gravitacionais a partir da transferéncia de energia entre si.

Esta tese divide-se, além desta Introdugédo, em trés Capitulos introdutérios inici-
ais revendo resultados ja conhecidos na literatura, além da abordagem para obten-
¢do do tensor métrico das ondas gravitacionais da Referéncia [18]; em trés Capitulos
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contendo os novos resultados publicados nas Referéncias [19, 20, 21, 22, 23]; nas
Conclusdes, referentes aos resultados obtidos, e nos Apéndices, que complementam
algumas cita¢des no texto cujo conhecimento dos detalhes nao impede o fluxo nor-
mal dos mesmos.

Trata-se nesta tese com ondas gravitacionais planas, que se apresentam como
solugdes exatas das equagdes dinamicas da Relatividade Geral. Desta forma, esta
tese comega com uma breve revisdo da teoria da Relatividade Geral no Capitulo 1.
Apresenta-se as ferramentas matematicas necessarias da geometria Riemanniana e a
notacdo utilizada. As ondas gravitacionais planas sdo estabelecidas em analogia as
eletromagnéticas planas. Define-se as frentes de onda das ondas eletromagnéticas
como superficies onde a fase e amplitude da onda sdo aproximadamente constantes,
sendo exatas no limite infinitesimal. Paralelo aos vetores normais a essas superfi-
cies, uma congruéncia pode ser construida, com as curvas chamadas raios de luz,
com as ondas eletromagnéticas podendo ser geometricamente estudas a partir do
comportamento dos raios de luz. Analogamente, as ondas gravitacionais planas
podem ser compreendidas geometricamente a partir das congruéncias geodésicas
em um espago-tempo. Destarte, revisa-se no Capitulo 1 as congruéncias geodésicas
temporais e nulas. A compreensdo das congruéncias geodésicas ajudara a mitigar as
dificuldades inerentes a ndo-linearidade das equagdes de Einstein, também apresen-
tadas no mesmo Capitulo, no rastreio das solugdes de ondas planas.

No Capitulo 2, apresenta-se uma breve revisdo histérica das dificuldades em
definir-se um tensor energia-momento gravitacional dentro da Relatividade Geral.
A partir das condigdes propostas por Christian Moller, ver-se-4 os campos de té-
tradas e” p serem as varidveis fundamentais do campo gravitacional como necessé-
rio a definicdo de tal tensor. Satisfazendo as condi¢des de Moller, apresenta-se o
TERG ¢ apresentado e as leis de conservacdo dele oriundas, i.e., as defini¢des de
energia-momento, momento angular e centro de inércia. Os campos de tétradas
e’ u possuem dezesseis componentes independentes enquanto o tensor métrico g,
apenas dez. Seguindo a proposta de Bahram Mashhoon [24, 25], identificar-se-4 os
seis graus de liberdade adicionais com a dindmica do observador, ou seja, suas trés
aceleragdes espaciais linearmente independentes e suas trés rotagdes. Sendo assim,
dedica-se o final do Capitulo a revisdo do papel do observador no TERG.

O Capitulo 3 inicia-se com uma breve revisao histérica das ondas gravitacionais
desde a propostas inicial de Einstein [26], até a demonstracdo tedrica da viabilidade
tedrica da existéncia das mesmas por Hermann Bondi [27]. Posteriormente, utiliza-
se as ferramentas apresentadas, sobre congruéncias geodésicas, juntamente a especi-
ficas restrigdes fisicas e o tensor métrico do espago-tempo das ondas planas é obtido.
Tais solugdes sdo especificadas por fun¢des das coordenadas perpendiculares a di-
re¢do nula propagacdo e de uma coordenada nula u, sendo a dependéncia com as
primeiras obtida pelas equacdes de Einstein e também apresentadas no Capitulo.
Continuo, revisa-se algumas propriedades fisicas das ondas gravitacionais, calcu-
ladas utilizando o TERG, disponiveis na literatura [28, 29] e, por fim, apresenta-se
uma classe mais geral de ondas gravitacionais, chamadas giratonicas, contendo in-
formacoes sobre o carater rotacional da fonte.

Nos Capitulo 4 os primeiros resultados desta tese sdo apresentados. A andlise
da interagdo geodésica entre uma particula e uma onda gravitacional mostram a
existéncia de um efeito memoria, i.e., ap6s uma onda gravitacional atingir uma par-
ticula, o estado cinematico da dltima é permanentemente alterado. A alteragdo do
estado cinemético implica uma alteracdo da energia cinética K da particula e a par-
ticula sofre uma variagdo de energia AK devido a passagem da onda. A andlise da
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troca de energia entre um campo gravitacional e uma particula necessita da deter-
minagdo da energia da particula em um espago-tempo curvo, o que ndo é uma tarefa
trivial. As pp-waves permitem a modulacdo de seus pulsos, que podem ser modela-
dos como uma Gaussiana da coordenada nula u, tornando o espago-tempo assintoti-
camente plano em tal coordenada. Sendo assim, antes e a apds a passagem da onda
0 espago-tempo é plano, com a definigdo cldssica de energia cinética por unidade de
massa K = %(5 -7), onde ¥ é a velocidade da particula, vélida. Logo, a varia¢do de
energia AK pode ser computada pela diferenca entre as energias cinéticas cldssicas
da particula antes e apds a passagem da onda. Utilizando tais conceitos, estuda-se
a transferéncia de energia entre particulas e ondas gravitacionais, mostrando que
uma onda gravitacional pode fornecer ou remover energia de uma particula, a de-
pender dos seus parametros e das condi¢des iniciais da particula. Dedica-se o rema-
nescente do Capitulo & determinacdo dos efeitos que os pardmetros da onda, e.g.,
amplitude e largura do pulso, possuem sobre a transferéncia de energia, com uma
interessante estrutura quasi-periédica obtida, com os valores da largura do pulso,
onde ndo ocorre efeito memoria e valores onde a transferéncia de energia é maxima,
oscilando periodicamente.

No Capitulo 5, investiga-se a distribui¢do das ondas gravitacionais no espago a
partir de sua densidade de energia e do centro de energia (inércia) da mesma. A
partir do mapeamento das regides, nota-se as aceleragdes inerciais do espago-tempo
direcionarem as particulas para regides de maior densidade de centro de energia.
Considerando a semelhante existente entre tal comportamento e a fisica classica,
propde-se uma relagdo trabalho-energia envolvendo a variagdo da energia da parti-
cula AK e as aceleragdes inerciais do espago-tempo, com sua validade corroborada
numericamente com erro menor que dois por cento.

No Capitulo 6, algumas investigagdes realizadas nos dois Capitulos anteriores
sdo estendidas as ondas giratonicas. Outrossim, calcula-se a energia gravitacional
e o momento angular das ondas giratonicas, generalizando os resultados das Refe-
réncias [28, 29]. Como resultado, obtém-se expressdes generalizadas que levam as
conhecidas para as ondas gravitacionais comuns (nao-giratonicas) quando o termo
giratonico | é escolhido como nulo. Distintamente da energia total das ondas gravi-
tacionais comuns, sempre negativas, a energia das ondas giratonicas pode assumir
valores positivos. A partir da comparagdo entre as propriedades fisicas de ambas
classes de solugdes e 0 movimento geodésico de particulas em tais espacos-tempo,
infere-se sobre os efeitos de algumas propriedades do espago-tempo no compor-
tamento das particulas, e.g., a dependéncia da variacdo de momento angular da
particula com a existéncia de densidade de momento angular radial do campo gra-
vitacional.

Ao longo desta tese, a seguinte notagdo é utilizada: os indices do espago-tempo
sdo denotados por letras Gregas y, v, ... e os indices locais SO(3,1) sdo indicados por
letras Latinas 4, b, ..., indo de 0 a 3. Indices do tempo e espago sdo indicados como
u=0,iea = (0),(i), respectivamente. O campo de tétradas é indicado por e , e 0
tensor do espago-tempo plano de Minkowski 17,, = diag(—1,1,1,1) levanta a abaixa
os indices de Lorentz, enquanto o tensor métrico g,, levanta e abaixa os indices do
espago-tempo. O sistema de unidades geometrizado é utilizado, i.e., G =c = 1.



Capitulo 1

Relatividade Geral

As ondas gravitacionais sdo uma manifestacdo dinadmica direta das equagdes de
Einstein para o campo gravitacional. Destarte, esta tese come¢a com uma revisao
dessa teoria. Devido a teoria da gravitagdo de Einstein ser descrita em uma varie-
dade curva Riemanniana, este Capitulo inicia-se introduzindo importantes aspectos
de geometria diferencial em espacos Riemannianos. Sustentadas sobre tais defini-
¢Oes, aspectos sobre a simetria dessas variedades sdo introduzidos e um método
para determinar a existéncia de curvatura na variedade é apresentado. Com ampla
utilidade na investigagdo de solugdes exatas das equagdes de campo gravitacionais,
as congruéncias de curvas sdo apresentadas e relacionadas a curvatura das vari-
edades. Finalmente, as equacdes de Einstein sdo deduzidas a partir do principio
variacional.

Corpos em movimento em um campo gravitacional possuem a importante ca-
racteristica de suas aceleragdes ndo dependerem de suas massas, i.e., um corpo de
massa m cai com a mesma aceleracdo § na Terra que um corpo de massa 2m, quando
sujeitos apenas a gravidade. Tal fato levou Einstein a introduzir uma descri¢ao do
efeito gravitacional a partir de uma geometria do espaco, e ndo mais a partir de uma
forca, como ocorria na gravitagdo Newtoniana. Similar a tal movimento, apresenta-
se 0 movimento de uma particula, na auséncia de campo gravitacional, sujeita a
uma aceleragdo 7 = —3. Se fosse apenas por esse fato, seria sempre possivel esco-
lher um sistema de coordenadas ao redor de um ponto P onde nos arredores, desse
ponto, ndo se mediria efeito gravitacional. Entretanto, ao colocar-se dois corpos
em queda livre (apenas sob a influéncia da gravidade) separados por uma distancia
5 (t = 0) inicialmente, ap6s um tempo f ndo nulo, tal distancia terd diminuido, i.e.,
E(t = 0) # &(t > 0). Portanto, 0 campo gravitacional é ndo uniforme e ndo existe
uma regido ao redor de um ponto onde o campo gravitacional pode ser eliminado
apenas pela escolha de um sistema de coordenadas distinto.

Conforme exposto acima, a gravidade é um efeito resultante da ndo homoge-
neidade do campo gravitacional, sendo computada pela variacdo do intervalo entre
dois eventos, ou seja, através do elemento de linha no espaco quadrimensional des-

crito pelas coordenadas x# = (29, x") (20, x1, x%, x3), descrito por

ds? = gudxdx", (1.0.1)

onde duas letras gregas contraidas indicam um somatério em acordo a convengdo
de Einstein. As quantidades g, sdo fungdes das coordenadas x/. Se o espago-tempo
é plano, ou seja, ndo hé efeito gravitacional, ele é chamado espago-tempo de Min-
kowski. O espago plano descrito em coordenadas Cartesianas possui o elemento de
linha (1.0.1) descrito por

ds* = —dt* + dx* + dy? + dz°. (1.0.2)
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Nas coordenadas Cartesianas, tem-se goo = —1, gjj = —1e gy = 0 para pu # v.
Se, em algum sistema de coordenadas, o elemento de linha pode ser escrito como
(1.0.2), ele é dito Galileano [17]. Com isso, um espago-tempo é dito plano se existe
um sistema de coordenadas x'* em que o elemento de linha (1.0.1) pode ser escrito
na forma (1.0.2); e é dito curvo se ndo existe tal sistema de coordenadas.
Compreender como o célculo diferencial é generalizado para o estudo em espagos-

tempos planos, como os descritos pelo elemento de linha (1.0.2), para espagos-tempo
mais gerais (1.0.1) é o objetivo da se¢do que se segue.

1.1 Calculo em variedades

Devido a ndo uniformidade do campo gravitacional, o fendmeno da gravidade é es-
tudado em um espago de dimensdo e curvatura arbitrarias, chamados formalmente
variedades. Destarte, é necessario desenvolver-se uma geometria quadridimensio-
nal arbitrdria em sistema de coordenadas curvilineas, comegando pela defini¢do dos
objetos geométricos de maior interesse fisico: os tensores.

1.1.1 Tensores

Sejam dois sistemas de coordenadas arbitrérios x* e x'#, suas diferenciais relacionam-
se por uma transformacado de coordenadas do tipo [17]

oxH

dxt = 34

dx" . (1.1.1)

Todas as quantidades agregadas A" que se transformam como (1.1.1) sdo chamadas
quadrivetores contravariantes. Os chamados componentes contravariantes A* de
um quadrivetor A sdo definidas como aquelas que se transformam como

_ooxt

Al = oA (1.1.2)

entre dois sistema de coordenadas arbitrarios x* e x'#. O gradiente de um escalar ¢
se transforma como
dp  ox"V I¢
oxt  oxM oxV’
Analogamente, todas as quantidades agregadas A, que se transformam como na
equacdo (1.1.3) sdo chamados quadrivetores covariantes e os componentes covari-
antes A, do quadrivetor A sdo definidos como aqueles que satisfazem

(1.1.3)

v
",

=S AL. (1.1.4)

Ay

Um quadrivetor A pode ser escrito tanto em func¢do de seus componentes covarian-
tes quanto contravariantes [7], i.e.,

A = Ale, = Ayet, (1.1.5)

onde os vetores de base e, e e/ formam um sistema reciproco

elle, = o' = {ow 7V (1.1.6)
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O produto entre os componentes contravariantes e covariantes ¢ chamado escalar,
sendo 0 mesmo invariante sob transformacgdes de coordenadas, i.e.,

oxt 9x"
AlA, = ax—/VWA’VA{, = ATA,. (1.1.7)
Escalares sdo entdo definidos como quantidades invariantes sob transformagdes de
coordenadas, ou seja, que satisfazem a equagdo (1.1.7). Os escalares e vetores sdo
chamados de tensores de ordem 0 e 1, respectivamente.
O acima exposto pode ser generalizado para tensores T de ordem mais alta, cujos
componentes T#", g transformam-se como

oxH oxv ox'"  ax’_,
= 5 38 TPr 5. (1.1.8)

TH-V o

Um exemplo é o tensor unidade &}/, descrito por (1.1.6).
A quantidade dx"dx" na equagdo (1.0.1)transforma-se de acordo com
oxt dxV

dxtdx" = 377 357F dx"*dx'P (1.1.9)

logo, é um tensor. O quadrado do intervalo ds?> um invariante, porquanto a dis-
tancia entre dois pontos ndo depende do sistema de coordenadas adotado, logo, os
componentes g, = e, - e, sd0 componentes de um tensor simétrico, chamado ten-
sor métrico. Os mesmos componentes fisicos podem ser representadas nas formas
covariante e contravariante, sendo esses conectados pelo tensor métrico como

_ v

A=Ay, (1.1.10)
Ay = guwA".

O tensor métrico atua como operador de levantamento e abaixamento de indices.

Os tensores sdo importantes na fisica por serem entidades geométricas, existem
independentemente de um sistema de coordenadas utilizado para descrevé-los. As
leis da fisica também sao independentes do sistema de coordenadas utilizado, neces-
sitando equagdes que ndo dependam da escolha de coordenadas para serem satis-
fatoriamente descritas, chamadas equagdes covariantes. Um exemplo pratico é uma
curva parametrizada y que pode ser descrita em funcdo de um sistema de coorde-
nadas x#(A). A taxa de variagdo de uma fungdo escalar f(x*) ao longo dessa curva
é descrita por [30]

d of dxt
af = of axt = o, ful. (1.1.11)
dr  oxt dA
A derivada da fungdo f em A é um escalar, sendo descrito pela contracdo de um
componente contravariante % = d,f e um vetor (componente) covariante % = uh.

O vetor contravariante é tangente a curva 7y em todos pontos P e, distintamente
do caso de uma variedade plana, esse campo vetorial tangente ndo estd contido no
mesmo espago que a curva 7, como pode ser visto na Figura 1.1. A natureza do
plano tangente ndo estar contido na variedade, no caso geral, implica a necessidade
de generalizar-se o conceito de derivada.
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ut

FIGURA 1.1: Vetor tangente u# & uma curva 7 no ponto P.

1.1.2 Derivacao Covariante

As leis da fisica sdo descritas por diferenciais de quantidades fisicas tensoriais (esca-
lares, vetores, e tensores de ordem mais alta). Como tais leis devem ser independen-
tes das coordenadas escolhidas para representd-las, hd a necessidade de se definir
uma regra de derivacdo que seja covariante.

A derivada de um vetor contravariante transforma-se de acordo com

o Al = 0A  ox'M 9xP 9A* XM axﬁAa

T oox* 9x® 9x'V oxP + ox*9xP dxV (1.1.12)

Destarte, a quantidade 9/, A’" ndo é uma quantidade tensorial. A derivada, deve ser
acrescentado um termo, também nao tensorial, que anule o segundo termo a destra
da equagdo (1.1.12). Devido a regra de transformacdo do segundo termo, esse termo
adicional deve possuir trés indices e satisfazer [30]

i A
XM ox axT P 9xx9xP ax'M ax'V

', = (1.1.13)
Define-se, portanto, a derivada covariante de um vetor (componente) contravariante

como
V,AF = 9, AF +TH , A} (1.1.14)

e dos componentes covariantes como
VoA, = 9,A, =T Ay, (1.1.15)

onde quantidade ndo tensorial It uv, chamada de conexao afim, deve se transformar
sob mudanga de coordenadas como na equagéo (1.1.13).

A regra de derivagado covariante para vetores pode ser generalizada para tensores
de ordem mais alta como

VATH = 0\ TH +TH \T" +TV 2 TH, (1.1.16)

onde para cada componente contravariante uma conexdo é somada, e para cada
componente covariante uma conexdo € subtraida.

A derivada covariante do tensor métrico pode ser calculada levando-se em con-
sideragdo o fato da derivada covariante de um vetor também ser um vetor, logo,
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sendo T,V = V, A", aplicando-se o tensor métrico, obtém-se
T = g Ty = VA, = g VA"

Como A, = gVAA)‘, conclui-se que V, (gVAAA) = gVAVHAA, porquanto sendo A¥
um vetor arbitrario, obtém-se [17]

Va&uw = & +T7 un&w +T7 uaguy =0, (1.1.17)
i.e., o tensor métrico possui derivada covariante nula. A equagao (1.1.17) permite a
conexao ser escrita como [7]

™, =1, (T,WA + T, 4+ T W) , (1.1.18)

1

2
onde T uv € chamada de conexdo de Christoffel, podendo ser escrita em fungdo do
tensor métrico como

o

1
FA v = EgM (ayg'yv + avgv'y - a'yg;u/) ’ (1.1.19)
eT uv € chamado tensor de tor¢do da variedade, definido por
T =T —THy,. (1.1.20)

A Relatividade Geral é desenvolvida sobre espagos-tempo com tor¢do nula, i.e.,
cuja conexdo é simétrica na permutagdo dos indices inferiores de (1.1.19). Ao caso
geral da conexdo (1.1.18), retornar-se-a no Capitulo 2 com a apresentagdo de uma te-
oria, dinamicamente equivalente a Relatividade Geral, cujo tensor de tor¢do (1.1.20)
é ndo nulo.

A derivada covariante (1.1.14) permite a determinac¢do de uma curva entre dois
pontos cujos vetores tangentes estdo sempre paralelos entre si, chamado transporte
paralelo. Essas curvas, chamadas geodésicas sdo estudadas na subsegdo que se se-
gue.

1.1.3 Geodésicas

As curvas geodésicas sdo curvas privilegiadas no espago-tempo. No espaco Eucli-
diano, uma curva geodésica é sempre uma reta entre dois pontos P e Q, sendo fa-
cilmente identificadas. Em um espago-tempo curvo, os pontos ndo podem simples-
mente ser ligados por uma reta, uma vez que a mesma atravessaria regides fora da
variedade que contém os pontos. Para generalizar o conceito do espaco Euclidiano
para um espago-tempo curvo, faz-se necessdria a observagao de duas caracteristicas
de uma geodésica: (i) sdo curvas que descrevem a menor distancia entre dois pontos
e (ii) possuem os vetores tangentes a elas todos paralelos entre si [7]. Sdo elas clas-
sificadas em trés tipos: geodésicas temporais caso ds?> < 0; espaciais caso ds? > 0; e
nulas caso ds? = 0.

Pelo critério da distancia / extrema entre dois pontos P e Q, seja um conjunto de
curvas vy descrita pelas relagdes x#(A) que passam pelos dois pontos, onde A é um
parametro. Uma curva é dita geodésica se ela torna extrema a distancia

0 0
zz/ Ld/\:/ S xiavdA, 1121
, , Suv ( )
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8 " .. .. A e,
onde ¥V = ‘%. Pelo principio variacional essa distdncia é extremada quando a

equacdo de Euler-Lagrange é satisfeita. Resolvendo as equagdes de Euler-Lagrange,
obtém-se que uma curva 7y é geodésica se ela satisfaz [30]

B4+ TH P = x(A)2, (1.1.22)
onde x(A) = 4L, Se a funcdo x(A) = 0, o parametro A pertence a uma classe
privilegiada de parametros, chamados afim [7]. Dois exemplos importantes de pa-
rametros afim sdo o tempo préprio 7, quando a geodésica é temporal, e a distancia
propria s, quando a geodésica é espacial, i.e., sinais negativo e positivo na equagdo
(1.1.21), respectivamente. Se A é um parametro afim, qualquer parametro A’, que se
relacione a A por uma transformagéao linear, também é um parametro afim, i.e.,

AN =al+b, (1.1.23)

onde 4, b sdo constantes.
Para um parametro afim, a equagéo (1.1.22) pode ser escrita como

u’'vyut =0, (1.1.24)
onde u* é o vetor tangente a curva 7y, descrito por

dxt

="
u s

(1.1.25)
A variacdo do vetor ut é sempre ortogonal a ele, sendo ele dito transportado parale-
lamente porquanto ele ndo variar com o parametro A, i.e.,

d (utuy,)

=2(Vyu")u,ut = 0.
T (Vyu yu,ut =0

Apesar da derivada covariante ser uma construgdo covariante, para o cdlculo da
varia¢do de um vetor entre dois pontos, ela ndo é tinica. Na se¢do que se segue, outra
forma de derivagédo é apresentada e, com naquela, as simetrias geométricas contidas
em um espago-tempo podem ser encontradas.

1.2 Derivadas de Lie e vetores de Killing

Na secdo anterior, uma maneira de construir uma regra de derivagdo covariante (va-
lida em qualquer sistema de coordenadas) fora introduzida. Entretanto, existe outra
regra de derivagdo independente do sistema de coordenadas, sdo as derivadas dessa
oriundas chamadas derivadas de Lie. A partir dessas derivadas é possivel identifi-
car dire¢des de conservagdo no espago-tempo a partir das chamadas equagdes de
Killing.

1.2.1 Derivadas de Lie

Seja um conjunto de curvas geodésicas! -y (linhas continuas). Se essas curvas cobrem
todo o espaco continuamente e suavemente, sdo elas chamadas congruéncia, cujo es-
tudo serd retomado na se¢do 1.4. Em cada ponto P de uma curva existe um vetor
tangente u" que, ao longo de todos os pontos de todas as curvas, forma um campo

1Podem elas ser trajetérias de particulas, de elementos infinitesimais de um fluido, cetera.
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vetorial. Juntamente ao espago vetorial das curvas tangente, existe um campo veto-
rial A¥ que no ponto P é tangente a uma curva A (tracejada) perpendicular as curvas
7, conforme pode ser visto na Figura 1.2.

FIGURA 1.2: Vetor tangente u# a uma curva v no ponto P.

Se um observador sobre o ponto P mover-se infinitesimalmente ao longo da
curva v até o ponto Q, as curvas A que sdo perpendiculares as curvas y ndo mais
serdo tangentes ao campo vetorial A¥. Uma maneira de transportar o vetor A* é
através da derivada covariante, e outra é considerando que o observador em P car-
rega consigo um sistema de coordenadas até o ponto Q. Com as coordenadas do
ponto P sendo x* e as coordenadas do ponto Q sendo x'*, elas se relacionam pela
transformacao infinitesimal de coordenadas [31]

X" = xt —eut,
logo, pela equacao (1.1.2), o vetor u* transformar-se-4 como
u't =ut —e(9,u’) ut.
No ponto Q os componentes do vetor A¥ serdo

¢z
Aly(x/zX) — aLAy(x/a)

dxVv
= A*(x*) 4+ €d, A¥ (x*)u" — ed,ut AV (x").
Destarte, a derivada de Lie de A* na direcao de u# é definida como

AT (x) — AF(x®)
(s

L,A* = lim

e—0

) — QAR U — (Byut) AV (12.1)

A expressdo acima transforma-se tensorialmente [30], portanto as derivadas parciais
podem ser transformadas em derivadas covariantes, i.e.,

LA, = (V, AR u" — (Vyul) AV (1.2.2)
A derivada de Lie pode ser generalizada para os componentes covariantes como

L,AF = (3,4,) u’ + (3,u”) Ay, (1.2.3)
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e para tensores de ordem mais alta, e.g., para um tensor de ordem 2, como o tensor
métrico, obtém-se

LTy = (0pTyw) uf + (0,1P) Tpy 4 (3yuf) Tyyp - (1.2.4)

As derivadas de Lie possuem as seguinte propriedades [31]: satisfazem a regra
do produto; comutam com a operagdo de contragdo; pode ser aplicada a objetos
lineares geométricos arbitrdrios; comutam com a derivada parcial. Além disso, se
um tensor T*" possui derivada de Lie nula na dire¢do de um vetor u#, diz-se que o
tensor T sofre um transporte de Lie ao longo da curva que possui u¥ como campo
tangente. Se o tensor T#” ndo depender de uma coordenada, e.g., %0, entdo

A" =0. (1.2.5)

Se em dado sistema de coordenadas u* = (1,0,0,0), a equagéo (1.2.5) pode ser es-
crita como
u'o, A* =0, (1.2.6)

logo
L,A" =0. (1.2.7)

Devido a equagdo (1.2.7) ser uma equacgdo tensorial ela é vdlida em qualquer sistema
de coordenadas. Sendo assim, se um vetor A¥ é constante na direcdo de um vetor
u#, a derivada de Lie de A¥ na dire¢do de u# é nula.

Em consequéncia ao fato da derivada de Lie permitir determinar a invaridncia de
um tensor sob uma mudanga de posigao, ela é a maneira natural de determinar-se
regides onde o espaco-tempo é invariante, conforme é apresentado na subsecdo que
se segue.

1.2.2 Vetores de Killing

No espago Cartesiano, uma simetria é determinada pela existéncia de linhas, ou
superficies, onde, ao longo delas, as variaveis fisicas ndo mudam. Para se definir
uma simetria em um espago-tempo arbitrario, é necessdria uma condi¢do que seja
independente do sistema de coordenadas.
Seja um campo vetorial {# (x") presente em todos os pontos x# do espago-tempo.
Se uma distancia infinitesimal € for deslocada na diregéo ¢#(x”) de um ponto P(x*)
para um ponto Q(x'*), sob transformagdes infinitesimais de coordenadas, obtém-se
(31]
oxt = et = 6(dxt) = ea,CHdx" (1.2.8)

O = €0pguG’ . (1.2.9)

Para o espaco-tempo ser o mesmo em ambos os pontos, a variagdo do elemento de
linha

6 (ds®) = 6 (gudx"dx") = € [(9pguv) & + (3uC") gov + (9uCP) gpp] dx"dx", (1.2.10)
deve ser nula, i.e.,
(9p8uv) & + (9uC”) gov + (94G*) guo = 0. (1.2.11)

Observando a equagdo (1.2.4), a sinistra da equagdo (1.2.11) pode ser identificada
com a derivada de Lie de g, na direcdo ¢*. Como a derivada de Lie é uma equagao
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covariante, trocando as derivadas parciais pelas covariantes, obtém-se

Leguw = (Vogu) &+ (Vul’) gov + (Vo) uo = Vulo + Vil = 0. (1.2.12)

A equacdo acima é chamada equagéo de Killing.

Um vetor ¢# é chamado vetor de Killing se satisfaz a equagdo (1.2.12). Nesse caso,
a diregdo desse vetor indica uma diregdo onde o tensor métrico, por consequéncia o
espago-tempo, ndo varia. Se a equagdo (1.2.12) ndo possui solucdo, o espago-tempo
nao possui simetria. Os vetores de Killing estao associados a quantidades conser-
vadas do espago-tempo, e.g., um vetor de Killing na dire¢do do tempo t indica uma
conservacdo de energia do sistema.

Muitos problemas fisicos contém simetrias, geralmente relacionadas a certos efei-
tos fisicos. Na Relatividade Geral, quando um alto grau de simetrias estd presente, as
equagOes de campo se tornam mais féceis de serem resolvidas. Os vetores de Killing
ndo apenas podem ser utilizados para caracterizarem propriedades de uma solugao
das equagdes de Einstein?, mas também na descoberta de solugdes exatas que pos-
suam certas simetrias desejadas, como é o caso das ondas gravitacionais estudadas
no Capitulo 3.

A descoberta de propriedades dos espagos-tempo sdo fundamentais para o es-
tudo da gravitagdo e, assim como uma maneira de determinar simetrias fora intro-
duzido nesta se¢do, uma maneira de determinar a existéncia e quantificar a curva-
tura de um espago-tempo é apresentada na se¢do que se segue.

1.3 Curvatura

A curvatura de uma superficie bidimensional pode ser vista ao se realizar uma imer-
sdo dessa superficie bidimensional em um espaco tridimensional, e.g., a curvatura
do planeta Terra pode ser observada do espago, mas, a priori, ndo por uma observa-
¢éo local na superficie da mesma.

Alguns objetos geométricos s6 possuem uma curvatura quando analisada a par-
tir de uma imersdo em um espaco de dimensdo maior, nesse caso, a curvatura é
chamada extrinseca. Esse é o caso da superficie de um cilindro, visto ele poder ser
cortado em uma folha e duas linhas paralelas, desenhadas nessa folha, permanecem
paralelas quando o local do corte é colado novamente, como na Figura 1.3.

Quando uma curvatura existe independente da imersdo em um espago de di-
mensdo maior, ela é chamada intrinseca. Esse é o caso da superficie de uma esfera,
onde duas linhas inicialmente paralelas convergem nos polos da mesma, como apre-
sentado na Figura 1.4. O fendmeno gravitacional ocorre devido a uma curvatura
intrinseca do espago-tempo.

Um observador A em queda livre na atmosfera da Terra ndo pode medir a exis-
téncia de um campo gravitacional, uma vez que os efeitos que ele observa podem ser
devidos a aceleracdo no sentido oposto ao campo. Entretanto, se outro observador
B também estiver em queda livre, o observador A pode medir a existéncia de um
campo gravitacional medindo a distancia " entre ele e o observador B. Conforme
o tempo passa, a distancia ¢¥ entre eles diminui, devido ao campo gravitacional da
Terra ser radial, conforme expresso na Figura 1.5. A varia¢do do vetor ¢* é chamada
desvio da geodésica, medindo o quanto o vetor de separagdo ¢ varia devido ao
campo gravitacional. Se ndo houvesse campo gravitacional, o vetor de separagdo
seria constante ou linear no tempo.

2A serem apresentadas na sec¢do 1.5.
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FIGURA 1.3: Linhas FIGURA 1.4: Linhas
inicialmente paralelas inicialmente paralelas
na superficie de um ci- na superficie de uma
lindro. esfera.
A . &n ’ B
A® & ® B

FIGURA 1.5: Dois observadores A e B em queda livre.

No caso do campo gravitacional uniforme, o efeito seria equivalente ao observa-
dor estar acelerado no sentido oposto, sendo possivel sua remogdo por uma escolha
adequada de coordenadas. Nesse caso,

g2
E%:m (1.3.1)

onde T é o tempo préprio do observador A. Tal campo gravitacional possuiria cur-
vatura nula, entretanto, tais campos ndo sdo observados na natureza. Esse gradiente
do campo gravitacional é chamado for¢a de maré.

Para se determinar a evolugdo uma geodésica 71, i.e., 0 quanto ela se desvia de
uma geodésica de referéncia g, constréi-se um conjunto de geodésicas intermedia-
rias, identificadas por uma variavel s, de forma que y(s =0) = ypey(s =1) = 71.
As geodésicas sdo parametrizadas pelo pardmetro afim ¢, de maneira que as curvas
t = constante sdo perpendiculares a todas as geodésicas (s). A situacdo é apre-
sentada na Figura 1.6. Escolhendo s, determina-se a curva -; e determinando t,
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FIGURA 1.6: Conjunto de geodésicas 7.

determina-se o local em cada curva, logo,

xt = xt(s,t). (1.3.2)

uk = <i)’f) s (1.3.3)

o campo vetorial tangente as geodésicas y(s), como ¢ é um parametro afim, as equa-
¢des da geodésicas sdo

Sendo u" descrito por

Dut
dt
Mantendo ¢ fixo e variando s obtém-se uma familia de curvas que vao de 7y até 7.
Em cada ponto dessas curvas A(t), um vetor tangente ¢* pode ser construido. Um

campo vetorial
oxt
= === 1.3.
¢ ( ds >t (139)

perpendicular ao campo vetorial u# é entdo construido. O vetor descrito por (1.3.5) é
chamado vetor desvio. Esse campo vetorial mede a distancia entre as geodésicas g e
71, sendo perpendicular ao campo tangente das infinitas geodésicas intermedidrias®.

Ao longo da direcdo de ¢* o vetor u* varia de acordo com [30]

= (Vou")u" =0. (1.3.4)

0% xH

(ayuy) é’l/ = w . (136)
Ja o vetor ¢# varia na dire¢do de u" de acordo com
9% xH

(ayéﬂ) uv - ﬁ . (13.7)

3Essa construcao é necesséria devido ao espago curvo nao possuir o conceito de linha ponto a ponto,
e, matematicamente, as curvas intermedidrias podem estar tdo préximas quanto necessario para que o
vetor, entre duas linhas quaisquer, esteja no mesmo plano.
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Como as derivadas parciais comutam, as equagdes (1.3.6) e (1.3.7) sdo iguais, assim,
(98" u” — (yu") " =0= L,Z" =0. (1.3.8)

A derivada de Lie é uma expressdo tensorial, logo as derivadas parciais podem ser
transformadas em covariantes e a equagao (1.3.8) se torna

(Vg u? = (Vyu)gv. (1.3.9)

A variagdo do vetor separacdo, na direcdo do vetor tangente, é igual a variacdo do
vetor tangente na dire¢do do vetor separagdo entre as curvas yg e y;. O produto
escalar entre os vetores ndo varia com o parametro f, uma vez que

d
7 (&*uy) = 0 = ¢"u, = constante = «. (1.3.10)
A constante x sempre pode ser tomada como nula por escolha adequada de parame-
trizagdo, logo, ¢"u, = 0.
Em um espaco plano o vetor desvio ¥ ou é constante ou linear na velocidade.
O efeito da curvatura do espago-tempo deve entdo alterar a variagdo da variagdo do
vetor de separagdo, i.e.,
D%t D,
—— K
dr? dt (W'V.G7)
= (VaVpe") u*uf — (VgVall) uuf.

(1.3.11)

Se o espago-tempo for plano, as derivadas covariantes se tornam derivadas parciais
e a equacgdo (1.3.11) se anula. Destarte, nota-se que a curvatura do espaco-tempo
estd relacionada a ndo comutatividade das derivadas parciais. Pode-se entdo definir
o tensor de curvatura a partir da relagao

RF gAY = (VaVp — VV,) AV (1.3.12)

A partir da definigdo (1.3.12), a equagdo do desvio da geodésica (1.3.11) pode escrita
como )

D=¢H

?g + RM g’ *uf =0, (1.3.13)

onde ¢ é um parametro afim e u# = dx* /do .
O tensor de curvatura pode ser escrito a partir das conexdes de Christoffel como

RF g = 0ul¥ g — 0T W o + I¥ oI g — T 6T . (1.3.14)

O tensor de curvatura acima permite determinar se um espago-tempo é ou ndo curvo
univocamente, sem a necessidade da tentativa de infinitas transformacdes de coor-
denadas que levam o elemento de linha (1.0.1) ao elemento de linha (1.0.2). Se o
tensor de curvatura (1.3.14) for nulo, o espago-tempo é plano independentemente
do sistema de coordenadas utilizado. Se o tensor de curvatura for ndo nulo, ndo
existe mudanca de coordenadas que leve ao elemento de linha (1.0.2). Contraindo
o primeiro e o terceiro indice do tensor de curvatura, define-se o tensor de Ricci
simétrico

Ry =Ry, (1.3.15)
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e contraindo os indices do tensor de Ricci obtém-se o chamado escalar de curvatura
R=g"Ry. (1.3.16)

A partir dos tensores (1.3.15) e (1.3.16) € possivel definir um tensor G, que possui
derivada covariante nula, descrito por

1
Gy = Ruv = 38R, (13.17)

onde V,G"" = 0. Esse tensor é chamado tensor de Einstein, possuindo um papel
deveras importante nas equagdes de campo gravitacionais, como serd visto na se¢do
1.5.

As equagdes do desvio da geodésica (1.3.13) possibilitam o estudo de um espago-
tempo por meio da congruéncia das geodésicas desse espago. Na sec¢do seguinte,
apresentar-se-a como tais interpretagdes podem ser construidas.

1.4 Congruéncias geodésicas

As geodésicas de um espago-tempo, apresentadas na subsegdo 1.1.3, podem ser uti-
lizadas para caracterizar o espago-tempo a partir da medida de seus desvios (1.3.13),
introduzidos na segdo 1.3.

Define-se como uma congruéncia* geodésica um conjunto de curvas geodésicas,
cujo campo tangente é descrito por u¥, que ndo possuem um ponto cdustico entre si,
i.e.,, ndo se interceptam [30]. Um exemplo de congruéncia é o da Figura 1.7. A evo-
lugdo da congruéncia é medida considerando-se o desvio ¢# das geodésicas (linhas
pontilhadas) a partir de uma geodésica de referéncia (linha continua).

A congruéncia pode ser temporal se formada por geodésicas temporais; nulas
se formada por geodésicas nulas; e espaciais se formadas por geodésicas espaciais.
Este dltimo caso ndo é de interesse fisico, uma vez que se encontram fora do cone
de luz. O primeiro caso é apresentado na subsecdo 1.4.1 e o segundo na subsegao
1.4.2, sendo o ultimo caso similar ao primeiro, e como nao hd interesse fisico, ndo
serd estudado nesta tese.

FIGURA 1.7: Congruéncia ndo caustica de geodésicas.

4Um exemplo de congruéncia é a dos raios luminosos na éptica geométrica.
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1.4.1 Geodésicas temporais

Em um referencial de Lorentz co-movente, i.e., que se move ao longo da curva geo-
désica, o vetor u* = (—1,0,0,0), logo,

ulu, = —1. (1.4.1)

Devido ao lado esquerdo da equagdo acima se tratar de um escalar, a equagdo acima
é vélida para qualquer referencial. Como o vetor u* pode ser identificado como
a direcdo de evolugdo temporal (ou de outro pardmetro afim qualquer), convém
separar o tensor métrico em duas partes: uma paralela a u* e outra perpendicular.
Com isso o tensor métrico pode ser escrito como

Suv = —Uully + hyy, (1.4.2)

onde o tensor
hyy = uyuy + gy (1.4.3)

é chamado tensor métrico transverso [30] porquanto u*h,,, = 0, projetando um ten-
sor qualquer em uma diregdo ortogonal a dire¢do de evolugdo temporal. Ele possui
algumas propriedades:

1. possui trago 3, i.e., hZ =3;
2. é invariante quando projetado nele mesmo, i.e., h* ;hf, = h* .

A evolugdo da congruéncia é medida através da evolugdo do campo tensorial ¢*
na direcdo de ut, i.e.,

(Ve u" = (Vyu)u’ = B* &', (1.4.4)

onde é definido tensor
B*, =V, u*. (1.4.5)

Devido a equagdo da geodésica (1.1.24) é possivel ver que B¥ ,u” = 0, logo, B¥, é
puramente transverso (espacial no caso do parametro afim ser o tempo). Ele mede a
falha em ¢* ser transportado paralelamente ao longo da congruéncia.

O tensor B* ,, a principio, ndo possui nenhuma simetria, tornando sua interpre-
tagdo fisica mais complexa. O problema é resolvido dividindo-o em trés partes: uma
diagonal 6,0, uma simétrica 0, e uma anti-simétrica wy,. A equagéo (1.4.5) fica
escrita como ,
3
Por construgédo, os tensores 0y, e wy,, possuem traco nulo, ja que toda informacao
acerca do trago estd contida no primeiro termo do lado direito da equagédo (1.4.6).
Projetando o tensor By, no em h* obtém-se

By = Shy + 0 + wpy - (1.4.6)

0= h’”BW = B# §= Vyu”. (1.4.7)
Como o tensor oy € simétrico, ele pode ser escrito como

1
Opy = B(yv) — gl’llﬂ,®, (148)
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onde os parénteses indicam uma simetrizacéo, i.e., B(,,) = 3 (Buw + Byy). O tensor
wyy € a parte antissimétrica de By, logo,

wHV = B[P‘V] , (1.4.9)

onde os colchetes indicam anti-simetrizagao, i.e., Bj,, = 3 (Buy — Byy). As inter-
pretagdes dos componentes de By, sdo analisadas separadamente no seguimento do
texto.

1. O tensor hw® ¢é escrito matricialmente como

e 0 0
0 0  1h30

Interpretando-se © € possivel interpretar a diagonal de By, e para tal, partindo
da equacdo (1.4.7), obtém-se
© = J,u’. (1.4.10)

Como as geodésicas ndo sdo cdusticas, elas ndo podem ter um ponto de origem
ou final, logo, para uma segdo transversal espacial do espago-tempo, a densi-
dade p de curvas deve ser conservada. A congruéncia satisfaz uma equagado da
continuidade descrita por [30]

1dp

% " — po 1
8T+a” (pu") =0= ou" = sdt’ (1.4.11)

A densidade relacionada-se com o inverso do volume, assim

© =J,u! = %%(SV, (1.4.12)
onde 6V é o volume infinitesimal que uma mesma quantidade de geodésicas
atravessa. A fun¢do ® mede a fragdo de variacdo desse volume, ou seja, se a
congruéncia estd divergindo (® > 0) ou convergindo (® < 0). Porquanto, ©®
é chamada expansdo da congruéncia. Restringindo uma dimensao espacial, o
efeito da expansdo pode ser visto na Figura 1.8 em uma congruéncia de curvas
7, onde os circulos representam as areas transversais.

2. O tensor 0y, € escrito matricialmente como

011 012 013
Ouy = 012 022 023
o3 03 — (011 + o)

Para se representar os efeitos apenas devido a 0y, as demais partes de B, sdo
consideradas como nulas. A evolugdo do vetor separagdo ¢* é dada por
D¢t
De? = (V) u" = ot " (1.4.13)
dt
O tensor 0y, possui cinco componentes independentes, mas para fins de sim-
plicidade da anélise, considerar-se-4 um sistema de coordenadas Cartesianas
com apenas os componentes 0! ; = ¢ como néo nulos. A equacio (1.4.13) pode
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FIGURA 1.8: Expansao de uma congruéncia geodésica.

entdo ser escrita como

o =og (1.4.14)
e Dgy
=0t (1.4.15)

Considerando um conjunto de geodésicas no plano xy, formando uma circun-
feréncia de raio ¢, as equagdes (1.4.14,1.4.15) podem ser aplicadas em cada
geodésica passando por um ponto (x,y) especifico, como representado na Fi-
gura 1.9. O tensor 0y, é chamado tensor de distensao (ou cisalhamento). Ele
provoca uma deformagdo em uma segdo transversal de uma congruéncia, mas
sem alterar o volume (portanto a densidade) da secdo.

FIGURA 1.9: Distensdo de uma circunferéncia de geodésicas (ponti-
lhada).
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3. O tensor wy, € escrito matricialmente como

0 w12 w13
wyw = —w2 0  wny
—wiz —wys 0

Novamente considerando apenas o termo wy,, como ndo nulo na equagéo (1.4.6),
além do efeito apenas em uma congruéncia em forma de circunferéncia no
plano xy, a evolugdo do vetor de separagdo ¢* é descrita por

D&
Ti = wh &, (1.4.16)
Considerando apenas wi; = w como componente ndo nulo, as equagdes (1.4.15)
tornam-se Dé
d(':r = wd¥ (1.4.17)
e Dy
% = —w&. (1.4.18)

Aplicando as equacdes (1.4.17,1.4.18) a todas as geodésicas, o resultado é uma
rotacdo da circunferéncia, como mostrado na Figura 1.10. O tensor wyy € cha-
mado tensor de rotagao.

=

FIGURA 1.10: Rotagdo de uma circunferéncia de geodésicas (ponti-
lhada).

A interpretacdo de um espago-tempo pode ser realizada calculando os tensores
que compoem B,,,,. Além desse campo, novas solug¢des exatas das equagdes de Eins-
tein, apresentadas na se¢do 1.5, podem ser encontradas a partir da expansao, além
dos tensores de rotacdo e distensdo de uma congruéncia geodésica, obtendo-se um
espago-tempo que satisfaga certas propriedades requeridas.

Determinando a evolugdo dos componentes B, é possivel determinar a evolugdo
das geodésicas em dado espago-tempo. A evolucdo de By, em relagdo ao tempo
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proprio T é

DBy,
dt

= (VpVuuy) uf

— _B P _ oA
= —ByPByp — Rypppufu”.

(1.4.19)

A evolugdo da expansdo do tensor By, pode ser encontrada a partir da equagéo
acima utilizando-se as equagdes (1.4.7-1.4.9). Uma equagdo de interesse é a da evolu-
¢do de O, fornecendo ela importante informagédo acerca de certa categoria de espagos-
tempo. A evolugdo de © é obtida de acordo com a equagdo (1.4.7), tomando o trago
na equagao (1.4.19) como

U
DB,

= BBy — Ryuu’ (1.4.20)

Usando o fato de .
BVVBW = §®2 + (T“"Uw, — w’“’ww ,

a equacdo (1.4.20) torna-se

DB, DO 1
TTM == —§®2 — 0" 0y + W' wyy — Ryyutu” . (1.4.21)
A equagdo acima é chamada de equagdo de Raychaudhuri e mede se a congruéncia
é convergente, divergente ou nula.
A equacgdo de Raychaudhuri possui importante consequéncia em espagos-tempo
sem rotagao, onde wy, = 0. Neste caso, a equagédo (1.4.21) pode ser escrita como

DB, DO 1
—t === = -0 — "oy — Ryutu’ . 1.4.22
dt  dt 3 pe T ( )
Como a distensdo © possui somente componentes espaciais, seu quadrado ooy,
é sempre positivo. A equagdo (1.4.22) é sempre negativa com a exce¢do do dltimo
termo a direita, que pode ser positivo ou negativo. Caso Ry, u"u’ > 0 o espago-
tempo é dito satisfazer a condicdo de energia forte (ver apéndice A), logo,

DO
I <0. (1.4.23)
A equacdo (1.4.23) é chamada teorema do foco com importante implicagdo: as ge-
odésicas de todo espago-tempo com rotagdo nula e satisfaz a condi¢do de energia
forte, possui uma congruéncia convergente. No caso da queda livre em um campo
gravitacional estdtico com simetria esférica (espago-tempo de Schwarzschild), a taxa
de expansao é

DO  IM

At~ 273
satisfazendo o teorema do foco. Esse fato estd relacionado a natureza atrativa do
campo gravitacional, onde duas particulas inicialmente separadas entre si, ao serem
colocadas em um campo gravitacional a distancia relativa entre elas tende a dimi-
nuir.

<0,
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1.4.2 Geodésicas nulas

A andlise das congruéncias geodésicas nulas é similar as geodésicas temporais, mas
os detalhes da construgdo sdo mais elaborados devido a uma propriedade de tais
congruéncias. Tal problema adicional pode ser visualizado considerando-se um
observador ao longo do eixo t movendo-se com velocidade v. Ao longo da linha
mundo desse observador, curvas geodésicas emanam, conforme representado pelas
linhas continuas na Figura 1.11. No espago plano, a rotagdo da congruéncia formada
é nula, logo a congruéncia é superficie ortogonal, sendo formadora de hipersuper-
ficies ortogonais a ela. Essas superficies nulas sdo representadas pelas linhas ponti-
lhadas na na Figura 1.11 e uma esquematizagao bidimensional. No limite v — 1, as
curvas geodésicas coincidem com as hipersuperficies, tornando-se ao mesmo tempo
tangentes e ortogonais a essas superficies. Isso implica degenerescéncia na descrigdo
de tais curvas.

FIGURA 1.11: Curvas geodésicas no espago-tempo de Minskowski.

Uma congruéncia nula é descrita por um conjunto de curvas geodésicas nulas,
cujo campo vetorial tangente é descrito pelo vetor nulo k¥, chamado vetor nulo prin-
cipal, logo,

k'k, = 0. (1.4.24)

Supondo uma parametrizagdo afim em A para k¥, obtém-se
(V") k' =0, (1.4.25)
assim, para um desvio ¢* entre as curvas,

D

1 (K80 = (V) K+ KV, 8, = 0. (1.4.26)

Diferente do caso da congruéncia espacial, a imposigdo
Gl = (1.4.27)

ndo elimina os componentes de ¢* ao longo de k¥, devido ao ultimo ser um vetor
nulo. Isso pode ser visualizado separando o vetor separagdo em partes paralela, ao
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campo tangente (k,°, e perpendicular 1, i.e.,
Sy = Chy + 1 = ¢k = Ckykt +1,k" = 0. (1.4.28)

Destarte, mesmo com éy possuindo componentes na dire¢do de ky, ainda obtém-se
um resultado nulo. Tal fato é a consequéncia matematica da degenerescéncia entre
as curvas tangente e ortogonal.

Necessita-se uma métrica transversa ao campo vetorial nulo k¥, entretanto tal
métrica ndo pode ser construida trivialmente como na congruéncia temporal, i.e.,
huw = guv + kyuky, visto ser hy,, # 0. Para a construgao de tal métrica, observa-se o
que ocorre em uma geodésica nula sobre um ponto P. Um sistema orientado pode
ser construido introduzindo-se a coordenadas nula u = =% e a coordenada nula

V2
auxiliar v = HTZZ conforme expresso na Figura 1.12. O elemento de linha do espago-

A

t

>

V4

FIGURA 1.12: Coordenadas nulas # e v em um diagrama tz.
tempo de Minkowski fica escrito como
ds* = —dudo + dx* + dy*. (1.4.29)

Se k* é tangente as curvas u = constante, o elemento de linha do espago transverso
se torna ds? = dx? + dyz. Neste caso, introduz-se outro vetor nulo N¥#, chamado
vetor nulo auxiliar, paralelo a k¥, i.e.,

NN, =0 (1.4.30)

Ntk, = -1, (1.4.31)

onde o sinal negativo indica que ambos estdo apontados para o futuro e a congruén-
cia é futuro orientada. Portanto, a métrica transversa é escolhida como

hP“/ =8 T kHNV + Nykl/ ’ (1.4.32)

implicando em ds? = hy, dxVdx" = dx* + dy>.
A métrica transversa (1.4.32) serd utilizada na construgao das congruéncias nulas
no espago-tempo curvo. Ela possui algumas propriedades, sendo elas /,,,

57 é uma constante qualquer.
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1. ser ortogonal a k*, i.e., hy k" = 0;

2. ser ortogonal a N¥, i.e., h,,N¥ = 0;

3. possuir traco 2, i.e., hﬁ =2;

4. projetado nele mesmo gerar ele mesmo, i.e., h* ;hf , = h'* .

A escolha para a métrica transversa ndo € tinica, uma vez que, para uma mesma
dire¢do nula principal k¥, existem infinitas dire¢des nulas auxiliares que satisfazem
(1.4.30,1.4.31) [30].

Possuindo o tensor métrico transverso h,,, a anélise segue semelhantemente ao
caso da congruéncia temporal, onde o tensor

B = Vik, (1.4.33)

representa a falha de ¢* ser transportado ao longo da congruéncia. Entretanto, ape-
sar de By, ser ortogonal a k¥, ele ndo o é a N¥. Os componentes do vetor desvio
paralelos ao vetor nulo auxiliar devem ser removidas e para isso, projeta-se o vetor
desvio na métrica transversa, i.e.,

SH=h"g =8+ (NG K. (1.4.34)
A evolugio do vetor desvio transverso ¢* ao longo da congruéncia é
(V&) k" = ¥ ,BP ,&" + + (VuN,) EPk'K". (1.4.35)

A expressdo acima possui componente na direcdo k¥. Como o interesse é uma ve-
locidade transversal relativa, novamente a expressdo acima é projetada no espaco
transverso, obtendo-se

hﬂp (vap) K = ht phVVBP W(fv

e (1.4.36)

onde define-se o tensor By, projetado Br, = n* ph" B . Analogamente ao caso da
congruéncia temporal, o tensor B¥ , pode ser dividido em trés partes distintas como

- 1
onde
© = B}, = V,k", (1.4.38)
- 1
(7"1”/ = (w) — §®h‘m/’ (1439)
w;u/ - B[]/”/] ; (1.4.40)

descrevem a expansio, distensdo e rotacao da congruéncia, respectivamente. E valo-
roso salientar que devido ao espaco transverso ser bidimensional, a expansao repre-
senta a variacdo da fragdo da area transversal, e ndo mais de um volume transversal.
A expansdo O ndo depende da escolha do vetor nulo auxiliar N¥.
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A evolucdo da expansdo © com o pardmetro afim A, analogamente ao caso da
congruéncia temporal, é descrita por

ae
ﬁ - _BI/“/BI/“/ - Ri,ﬂ/k‘ukv . (1.4.41)
E possivel mostrar que B*'B,,, = B*B,,, de maneira que a equacéo de Raychaudhuri
fica escrita como
DB, DO 1
o _ 2
di‘r —_— F —_— _§® - UVVUVV + wva;“/ - Ryvk‘ukv . (1.4.42)
Caso a congruéncia seja formadora por superficies ortogonais e a condi¢do de ener-
gia forte seja satisfeita, o teorema do foco

D—BZ <0 (1.4.43)

dr — o

é automaticamente satisfeito. O teorema do foco ndo depende da escolha de N¥,

devido aos quadrados dos tensores de distensdo e rotagdo entrarem na equagdo,
que, distintamente dos tensores em si, ndo dependem de N* [30].

O espago-tempo das ondas gravitacionais é construido a partir de uma congruén-
cia geodésica nula sem expansdo, distensdo e rotagdo. Retornar-se-4 a tal caso no
Capitulo 3. Esta parte encerra a andlise dos efeitos da curvatura do campo gravita-
cional, com a préxima se¢do destinada a origem da curvatura.

1.5 Equacdes dindmicas do campo gravitacional

Até o momento, o movimento de particulas em um campo gravitacional e as con-
gruéncias geodésicas do campo gravitacional foram apresentadas, mas sem especi-
ficar o que gera o campo gravitacional. Como proposto por Einstein [4], a presencga
de um campo gravitacional implica o espago-tempo ndo mais ser representado pela
geometria pseudo-Euclidiana de Minkowski, descrita pelo tensor métrico 7,,, mas
por uma variedade Riemanniana descrita pelo tensor métrico g,, e, 0 motivo da
alteragdo é a presenca de matéria e/ou radiagéo.

O procedimento utilizado para a obtencdo das equagdes dindmicas do campo
gravitacional sera o principio variacional®, adotado por Hilbert [32]. A densidade
de Lagrangiana total do campo gravitacional, matéria e radiagdo é

L="Lo+ L. (15.1)

onde L é a densidade de Lagrangiana devido ao campo gravitacional e £, devido
aos campos de matéria-radiagdo. A agdo é escrita como

5= / (Lg+ L) d'x. (152)

A densidade de Lagrangiana do campo gravitacional é construida de maneira
semelhante a do eletromagnetismo, onde as equagdes de movimento sdo equagdes
diferenciais de segunda ordem do quadripotencial. Como as equagdes de movi-
mento sdo obtidas pelo principio variacional, a densidade de Lagrangiana ndo deve
possuir derivadas maiores do que primeira ordem. Com o tensor métrico fazendo

6Tal procedimento néo é o tinico.
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o papel do quadripotencial, a densidade de Lagrangiana deve ser fungdo apenas de
guv € suas derivadas, logo,

ﬁg - £g(g]41/, f‘A yy) .

Escolhendo um sistema de coordenadas local, é sempre possivel em um ponto P
escrever o tensor métrico como o tensor métrico de Minkowski, i.e.,

SW(P) = Huv,

esse sistema de coordenadas é conhecido como sistema de coordenadas local geodé-
sico. Utilizando tal propriedade, as derivadas de primeira ordem do tensor métrico
podem sempre ser tomadas como nulas pela escolha de algum sistema de coorde-
nadas, portanto, pela equagdo (1.1.19), a conexdo de Christoffel também. As equa-
¢Oes de campo devem ser expressdes tensoriais, ndo podem depender da escolha
do sistema de coordenadas. Porquanto, a integral do escalar de curvatura R pode
ser escrita sem derivadas de segunda ordem do tensor métrico. A densidade de
Lagrangiana do campo gravitacional é entdo definida como [17]

Le=1+/—8R = /—88" Ry (1.5.3)

Usando a equacdo (1.5.2) a agdo do campo gravitacional torna-se

Se= [ V88" Ruudt'x, (15.4)

cuja variagao é

05¢ = / (8" Rud/~g +/—gRyuwdg" + \/~8g" Ry )d*x . (1.5.5)

Usando o fato da variacdo da raiz quadrada do determinante do tensor métrico ser

1 v
0y/—8 = _5\/_78814”8” /

a equacdo (1.5.5) pode ser escrita como

6Sg = / V-8 (RW - ;gWR) oM d*x + / V88" 6Rd x . (1.5.6)

O dltimo termo do lado direito da equagdo acima pode ser calculado em coorde-
nadas locais geodésicas, onde as conexdes 17 ;,, sdo nulas, mas ndo suas derivadas.
Neste caso,

§"oRuw = g (apﬁp p 9,61 up)

= 8" 0,017 1y — §"00p01" 1y

1 . .
= ﬁap [/ —8 (8"01° jy — ghPoT" )],

(1.5.7)

de maneira que

/ V—88" 6Rd*x = /ap V¢ (g””éfp o — gMesTY w)|dtx. (1.5.8)

A equacdo (1.5.8) pode ser transformada em uma integral de superficie pelo teorema
de Gauss. Pelo principio variacional, as extremidades sdo fixas, logo a variagdo na
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superficie é nula. Apesar do resultado ter sido obtido em coordenadas locais geodé-
sicas, por se tratar de uma equacao tensorial, ele sera valido em qualquer sistema de
coordenadas. A variacdo da acdo (1.5.2) se torna entdo

1 K 0Ly v
0§ = / vV =8 (Rﬂv - EgﬂvR - \/Tgégw> og" d*x, (15.9)

onde x é uma constante de proporcionalidade que depende do sistema de unidades
adotado. Aplicando o principio da minima agédo, as equagdes obtidas sdo

1
Ry = 58w R = KTy, (1.5.10)

onde define-se o tensor energia-momento dos campos de matéria-radiagado

SEVAT I

Para dada distribuicao de matéria-energia Ty, a curvatura do espago-tempo ¢é de-
terminada pelas equagdes (1.5.10), chamadas equagdes de Einstein’. A constante « é
obtida no limite Newtoniano da teoria e o valor obtido, nas chamadas coordenadas
geometrizadas (G = c = 1), é[7]

(1.5.11)

K = 87T. (1.5.12)

No sistema internacional de unidade seu valor é 87;—4G, sendo da ordem grandeza de

10~%!. Devido ao valor pequeno dessa constante, os efeitos da Relatividade Geral na
gravitacdo s6 sdo observados no caso de corpos muito massivos.
Tomando o trago da expressdo (1.5.10), obtém-se

1
R — E(SﬁR =«T! = R= —«T, (1.5.13)

onde T = T;f é o trago do tensor energia-momento da matéria-radiagdo. Substi-
tuindo a equacdo (1.5.13) na equacéo (1.5.10), obtém-se

1
Ry = & (Tw - 2gw,T> . (1.5.14)

Em regides do espaco-tempo onde nao ha presenca de matéria-radiagdo, as equagdes
de Einstein podem ser escritas como

Ry =0. (1.5.15)

Salienta-se a equagdo acima ndo implicar o espago-tempo plano. Nado ha curvatura
apenas se o tensor de curvatura R* 5, for nulo.

As equagoes de Einstein sdo ndo lineares, ndo permitindo obter-se uma solugao
analitica para uma distribui¢do de matéria-radiacdo arbitraria. A obtengdo de solu-
¢des para as equagdes (1.5.10) necessita prévia andlise das simetrias, e.g., pelos ve-
tores de Killing (1.2.12), pela congruéncia geodésica esperada, como apresentado na
secdo 1.4, cetera. Os tensores de Ricci (1.3.15) e métrico g,, sdo quadridimensionais

7Uma demonstracio formal deve considerar o efeito da curvatura extrinseca da variedade e coor-
denadas generalizadas, ndo sendo este o objetivo desta tese. A dedugao pregressa consiste apenas uma
apresentacao simpificada das equagdes de Einstein satisfatoria para os objetivos desta tese.
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e simétricos, logo, as equagdes de Einstein (1.5.10) sdo, no méximo, dez equacgdes in-
dependentes, enquanto o tensor de curvatura R" 5, possui vinte componentes para
serem determinadas. Essa alta ndo-linearidade das equagdes de Einstein torna possi-
vel a existéncia de solugdes de vacuo, i.e., 0 campo gravitacional pode ser fonte dele
mesmo. As solugdes de vacuo onde R, é nulo em todo o espago nédo deve ser con-
fundida com solugdes no vacuo onde Ry, é nulo apenas em uma regido do espaco
fora da fonte®.

A formulagdo da gravitagdo por meio do tensor métrico ndo permite a definigdo
de um tensor energia-momento para o campo gravitacional, com apenas a constru-
¢do de pseudo-tensores dependentes do sistema de coordenadas sendo possivel [17].
Destarte, a formulagdo métrica da Relatividade Geral permite apenas a determina-
¢do da energia total, integrada em todo o espago-tempo, de um campo gravitacional
assintoticamente plano, ndo permitindo o conceito local de energia do campo. De-
vido a essa, limita¢do outro formalismo da Relatividade Geral fora construido a par-
tir dos chamados campos de tétradas como varidveis fundamentais, em lugar tensor
métrico. O proximo Capitulo serd dedicado a esse formalismo, chamado Telepara-
lelo Equivalente da Relatividade Geral (TERG).

8Tais solucdes serdo designadas solugdes no vacuo nesta tese.
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Capitulo 2

Teleparalelelismo Equivalente a
Relatividade Geral

Nos anos subsequentes a sua formulagdo, a Teoria da Relatividade Geral fora bem
recebida por parte dos fisicos e matemadticos da época. Apesar da boa precisdo
na descricdo do movimento planetdrio, um problema conceitual levava a obje¢des
[33, 34, 35] por parte dos mesmos: a formula¢do do teorema energia-momento pro-
posta pelo proprio Einstein [5, 26]. As maiores preocupagdes quanto a formulacdo
de Einstein residiam na nao localizabilidade da energia gravitacional.

A energia de um sistema fisico é definida como uma quantidade invariante no
tempo, i.e., pela sua lei de conservagdo. A lei de conservacdo da energia de um
sistema isolado é a soma (integral), em todas as partes desse sistema, de uma quan-
tidade vetorial que ndo varia com tempo, chamada energia-momento. Na relativi-
dade especial, os teoremas da conservagdo da energia e do momento sdo unidos em
uma lei diferencial expressando uma divergéncia nula do tensor energia; e, a partir
dessa lei diferencial, uma lei integral pode ser formada. A proposta de Einstein nado
possuia um equivalente integral e a densidade de energia total calculada a partir do

formalismo Hamiltoniano é [36]
BVU;,’ =0. (2.0.1)

ondeU", =T",+v",, comT", representando o tensor energia-momento dos cam-
pos de matéria-radiagdo e vy, 0 complexo energia-momento do campo gravitacional.
Este altimo descrito por

oL
vV o ayg«ﬁm — 6L
é dependente da Lagrangiana de Einstein £, = L,(g"",0,8""). Essa Lagrangiana de
Einstein, definida na equagéo (1.5.3), ao contrario do escalar de curvatura R (1.3.16),
ndo é uma densidade escalar verdadeira, sendo uma densidade escalar afim [37].

A expressdo (2.0.1) ndo é uma expressdo tensorial, logo, U, pode ser tomado
como nulo por escolha adequada de coordenadas. Em 1918 a questao fora decidida
pelo préprio Einstein em um artigo conclusivo [38], onde ele estabeleceu que a for-
mulacdo, por ele proposta, fornecia a energia total de um sistema isolado B cujas
coordenadas no exterior podiam ser transformadas em Galileanas, mas ndo no inte-
rior, nos espagos-tempo atualmente chamados assintoticamente planos. Apesar da
divergéncia integral de U,

% / Uddx' dx?dx® = 0 (2.02)

ser uma expressao independente do sistema de coordenadas, a quantidade U/, ndo
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é. Porquanto as inconsisténcias presentes, a contenda da localizabilidade da energia
fora entdo respondida de maneira negativa, pois o fato de 4, ndo ser um tensor im-
plica o mesmo ter interpretacgdo fisica limitada. Apesar de tal fato, a expressdo da
energia de Einstein forneceu, para um espago-tempo com simetria esférica e assin-
toticamente plano, energia total

E= / Udx'dx2dx® = M, (2.0.3)

i.e.,, a energia que um observador no infinito observa para esse espago-tempo é a
massa inercial do sistema, em acordo a Relatividade Especial.

Quarenta anos ap6s a negativa da localizabilidade da energia por Einstein, Ch-
ristian Meller acreditou ter resolvido o problema da localizabilidade da energia. En-
quanto a densidade de energia da expressdo de Einstein era escrita a partir de um
superpotencial

VA __
hV

= ZK”\/p_—gaa (—8) (378" — 85" (2.04)

a partir da relagdo
Uy = ohy, ", (2.0.5)

o superpotencial x, "* de Meller era descrito por [39]

Xn't = T_g (B0gup — Bp&uor) 87877, (2.0.6)

uma vez que a equagdo (2.0.1) ndo define um superpotencial unicamente. Apesar da
expressdo para o quadrivetor energia-momento P,, descrita por

P, :/ A Xp N axldx?dx®, (2.0.7)
x0=cte

descrever uma expressdo local para a energia, ela ndo satisfaz outras propriedades
que devem ser satisfeitas por uma defini¢do de energia, como fora demonstrado pelo
proprio Mgller nos anos subsequentes [40]. Na critica ao seu préprio trabalho, ele
estabeleceu quatro condi¢des que um quadrivetor energia-momento deve satisfazer,
sendo elas

1. os componentes P, serem constantes no tempo e se transformar tensorialmente;

2. a densidade de energia Uy, (x) em cada ponto x* é uma densidade tensorial
afim dependendo dos componentes do tensor métrico e de suas derivadas, de
primeira e segunda ordem, no mesmo ponto x*;

3. adensidade U, satisfaz a lei de conservagdo local
RUL =0 (2.0.8)
identicamente;

4. as componentes 4 se transformam como uma densidade quadrivetorial com
respeito ao grupo de transformagdes puramente espaciais ¥ = f'(x/) e 20 =

x0.
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Enquanto o superpotencial (2.0.4) satisfaz as condigdes 1-3, mas ndo a condicdo de
localizabilidade 4; o superpotencial (2.0.6) satisfaz as condi¢des 2-4, mas ndo a con-
digao 1. Moller concluira ser impossivel satisfazer todos os requerimentos 1-4 com
qualquer escolha de superpotencial cuja energia possua divergéncia nula [40].

Com a ideia da ndo existéncia local da energia gravitacional sendo nao ortodoxa,
assim como a existéncia possivel apenas em um sistema de coordenadas especifico,
o que contradiz um dos principios fundamentais do qual a Relatividade Geral fora
construida?, levou Meller a mudar a segunda condigdo para

2. um complexo energia-momento em um ponto x* é um tensor afim, depen-
dendo algebricamente das varidveis do campo gravitacional e suas derivadas
de primeira e segunda ordem no mesmo ponto x*.

Com a modificacdo acima Meller sugeriu a varidvel fundamental do campo gravita-
cional ndo ser o tensor métrico, mas algo mais elementar. Devido aos trabalhos ante-
riores sugerindo as equagdes para um campo Fermionico, na presenga de um campo
gravitacional, ndo poderem ser expressas através do tensor métrico, mas através de
um conjunto de quadrivetores mutualmente ortogonais e normalizados, chamados
tétradas [41, 42, 43, 44, 45], Moller sugeriu uma descri¢do do campo gravitacional a
partir dessas tétradas para resolver o problema da localizabilidade da energia gra-
vitacional. Tal sugestdo surtiu efeito em 1961, quando ele conseguiu a solugdo para
o problema [46]. Apresenta-se na se¢do 2.2 uma teoria gravitacional, cujas varidveis
fundamentais sdo os campos de tétradas, resultando nas mesma equagdes dindmicas
para o campo gravitacional, e as expressdes da energia, desta oriundas, na segdo 2.3,
enquanto na segdo seguinte apresenta-se os campos de tétradas.

2.1 Campo de tétradas e referenciais

Um observador seguindo um movimento acelerado, o qual descrito por uma linha
mundo C, ndo possui uma tnica transformacdo de Lorentz transformando seu refe-
rencial em inercial globalmente, i.e., um observador acelerado ndo possui um refe-
rencial no qual ele estd sempre em repouso, como apresentado na Figura 2.1. Con-

XO

»>

X3

FIGURA 2.1: Referencial em repouso instantaneo em um evento P da
linha mundo C .

11d est, uma formulagdo covariante da gravitagdo.
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tudo, o observador carrega com si em cada evento P um referéncial no qual ele esta
sempre em repouso, chamado referencial de repouso instantaneo [7]. Para esse ob-
servador realizar medidas, deve projetar as quantidades fisicas do espago-tempo no
seu referencial local, e.g., 0 observador mede um vetor V¥ do espago-tempo como

Vi=et,VH, 2.1.1)

onde as letras latinas do comeco do alfabeto (chamados de indices de Lorentz) in-

dicam indices do espago tangente a linha mundo no evento P, enquanto as letras

gregas indices do espago-tempo. Os componentes e” , da equagao (2.1.1) projetam

as quantidades do espago-tempo no espago tangente, sendo chamadas de tétradas.
O conjunto de tétradas

(€® e @ e® )= (0, )

sdo quatro campos vetoriais linearmente independentes no espago-tempo, onde e() i
eel) u sdo vetores temporais e espaciais, respectivamente. Estabelecem o sistema de
referéncia de repouso instantaneo, também chamado local, do observador. As tétra-
das e” , transformam-se como campos vetoriais contravariantes sob transformagoes
de grupo SO(3,1) A” pe! (transformacdes locais de Lorentz), i.e.,

ey = A"pey, 2.1.2)

e como campos vetoriais covariantes sob transformacgdes de coordenadas, i.e.,

Uz
_ 0 2.13)

la
w axve v

Devido a A% .A? dMab = MYed, O tensor métrico do espaco-tempo local 7,, pode ser
descrito por tétradas como [47]

e et =y, (2.1.4)
O tensor métrico do espago-tempo g, pode ser obtido a partir da relacdo

" ueay = uv - (2.1.5)
A tétrada inversa ¢, " é definida a partir da relagao

e yeq !t = 6501, (2.1.6)

logo, os indices locais das tétradas sdo levantados e abaixados pelo tensor métrico
do espago-tempo plano 7,, enquanto que os indices do espago-tempo pelo tensor
métrico do espago-tempo g,

Para dado campo de tétradas, o tensor métrico é definido unicamente pela rela-
¢do (2.1.5), enquanto para um dado tensor métrico, as tétradas sdo determinadas por
(2.1.5), além de uma transformagdo de Lorentz espacial arbitrdria. Sendo assim, se a
tétrada e, satisfaz a equagéo (2.1.5) para um tensor métrico g, a tétrada

ey = Aa P(x")epy (2.1.7)

também satisfard [37]. Enquanto o tensor métrico é simétrico, portanto possui dez
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componentes independentes, as tétradas possuem dezesseis componentes indepen-
dentes, contendo mais informacdes fisicas do que o tensor métrico. Destarte, qual-
quer fun¢do do tensor métrico, e suas derivadas, pode ser escrita como uma fungao
das tétradas, e suas derivadas.

O referencial local do observador seguindo a linha mundo C na Figura 2.1 com
quadrivelocidade u# = dx"/dt, onde T é seu tempo préprio, é alinhado para o
referencial estar sempre em repouso para esse observador, ou seja, 0 componente
e() " € tangente a linha mundo. Dessa forma, a quadrivelocidade do observador
em seu referencial u” é identificada com o componente ¢ ¥, visto ambos serem
tangentes a linha mundo.

A aceleracdo a* do observador é descrita por [47]

v Dey*
— Du = (0) = MVVVE(O) K . (21.8)

o =%
4 dt dt

Dado conjunto de tétradas ¢” ,, para o qual a componente zero descreve uma con-
gruéncia de curvas temporais, estd adaptado a uma classe particular de observado-
res, fornecendo a velocidade e aceleragdo deles. Se o observador carrega consigo um
referencial descrito pelas tétradas e” ,, entdo a aceleragao desse referencial é [24, 25]

De,
dt

= P,V (2.1.9)

O tensor ¢, é identificado como ¢, — (a,Q), onde a é a aceleragdo translacio-
nal e Q) é a frequéncia de rotagdo do referencial local com respeito a um referencial
transportado sem rotagdo (Fermi-Walker transportado).

A equagdo (2.1.9) pode ser invertida com o auxilio da equagao (2.1.6), tornando-
se

¢ = e, = e’ Ve, . (2.1.10)

A quadriaceleracdo definida por (2.1.8) pode ser projetada no referencial e, utili-
zando a equagdo (2.1.10), escrita em fung¢do do tensor de aceleragdo como [47]

a® = e ya = ¢)°. (2.1.11)

Destarte, o estado cinemético de um referencial é estipulado a partir do tensor ¢,;.

Na préxima segdo, assumindo as tétradas aqui apresentadas como componentes
fundamentais do campo gravitacional, o problema posto no comeco deste Capitulo
serd resolvido: a localizabilidade da energia gravitacional.

2.2 Equacdes de campo do Teleparalelismo Equivalente a Re-
latividade Geral

De acordo com Meller, a densidade de Lagrangiana £, ndo ser uma densidade esca-
lar verdadeira é responséavel pela ndo localizabilidade da energia na teoria de Eins-
tein [37]. Tal fato indica que o campo gravitacional ndo é fundamentalmente um
campo métrico, mas sim um campo de tétradas, onde o espaco-tempo nao é sim-
plesmente um espago Riemanniano, mas sim um espago como o considerado por
Weitzenbock [48].
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No formalismo de tétradas da gravitacdo, as equagdes de campo sdo derivadas
pelo principio variacional

OL | OLm _ 0, (2.2.1)
de? ety

onde £ é a Lagrangiana do campo gravitacional, sendo uma fungdo das varidveis do
campo gravitacional, e suas derivadas de primeira ordem?, e uma densidade escalar
sob transformacdes arbitrdrias de coordenadas. A segunda condicdo é satisfeita se

[37]
oL 6L
a,x (e” HM) — Mayea B = 0, (222)
levando a equagdo de conservagao
O (Tp®) + T*Typ, =0, (2.2.3)

onde 7," é o tensor energia-momento total, ou seja, a soma dos tensores energia-
momento dos campos de matéria-radiacdo e gravitacional. A quantidade T'yg, =
eadye” g € antissimétrica na permutagéo dos dois primeiros indices. Usando as equa-
¢des de campo (2.2.1) é possivel reduzir a condi¢do de £ ser uma densidade escalar
(2.2.2) na expressdo

T, =0. (2.2.4)

Definindo um superpotencial Uy * = [0L£/0 (d,¢" )] e" », é possivel escrever T, "
como

T =y ™. (2.2.5)

z

A partir das propriedades de L, é possivel mostrar que U/, " é uma densidade ten-
sorial e o tensor energia-momento dado por (2.2.5) satisfaz as condigdes necessérias
descritas no comegco deste Capitulo®.

Para se construir uma teoria geométrica é necessario determinar-se a geometria
que a variedade satisfard. A teoria chamada Teleparalelismo Equivalente a Relativi-
dade Geral (TERG), cuja apresentagdo é objetivo deste Capitulo, é construida sobre
uma geometria onde as tétradas sdo transportadas paralelamente. Destarte, o trans-
porte paralelo nas tétradas é explorado na subsegdo seguinte.

2.2.1 Transporte paralelo

Como fora mostrado na se¢do 2.1, as tétradas associam-se ao referencial local de
observadores no espago-tempo e, como em todos os eventos da linha mundo do ob-
servador o componente e? u das tétradas deve ser tangente a linha mundo, i.e., o
observador estd sempre em repouso nesse referencial, as tétradas devem ser trans-
portadas paralelamente ao longo da linha mundo. O transporte paralelo de um vetor
implica na nulidade da sua derivada covariante, logo, existe uma conexao I'* 5, que
garanta o transporte paralelo do campo de tétradas, i.e.,

Ve =0y’ + T e 4 = 0. (2.2.6)

Uma teoria gravitacional, construida a partir da geometria estabelecida pela conexao
(2.2.6), implica o paralelismo absoluto dos vetores transportados pelo espago-tempo.

2Uma fungao homogénea quadratica dessas quantidades.
3Com a modificacdo da condigao 2, onde as tétradas passam a ser a variavel fundamental do campo
gravitacional.



2.2. Equacgodes de campo do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral 39

Isolando a conexdo na equagdo acima, obtém-se
I = e, "0,e" . (2.2.7)

A conexdo acima é chamada conexdo de Weitzenbdck e, diferentemente da conexdo
de Christoffel (1.1.19), é antissimétrica na permutacdo dos dois indices inferiores.
Portanto, a torcédo

T' =T, —THy, (2.2.8)

do espago-tempo de Weitzenbdck é ndo nula e pode ser escrita em fungdo das tétra-
das, empregando a equagdo (2.2.7), como

T = \T" 1y = 9"y — 9ye” . (2.2.9)
Utilizando a equagdo (2.2.10), a conexdo de Weitzenbock pode ser escrita como
=T+, (2.2.10)
onde define-se o tensor

o A —

= =5 (T + T+ T (2.2.11)

1

2
Apesar da expressdo acima se transformar tensorialmente, ela projetada nas tétradas
ndo transforma. A partir dessa expressdo, define-se a conexdo de Levi-Civita

&t oy = eaep @M (2.2.12)

Constroéi-se o tensor de curvatura do TERG a partir da conexdo (2.2.12).

O tensor de curvatura construido a partir da conexdo de Weitzenbdck Ry,p €
identicamente nulo [47]. Destarte, os escalares de curvatura construidos a partir das
conexdes de Christoffel e Levi-Civita sdo equivalentes. Logo, o escalar de curvatura
do Teleparalelismo construido a partir do tensor de curvatura

Rab;w = ayd)mb - av(lon.ab + C(olyuc(f:]y € b— (Ao)mc(f}y € b (2.2.13)
é descrito por
1 abc 1 abc a 2 n
R=- ET Tape + ET Tyae — T°Ta ) + an (ET ) ’ (2.2.14)

ondee = det(e” ) e T" = T* ;. A torcao pode ser colocada em evidéncia na equagéo
(2.2.14), obtendo-se

2
R = 3T, + ~ (eTH), (2.2.15)
onde define-se a quantidade
1 1
abc — * abc bac __ cab - acb _ abrc
3 _4<T 4T T >+2(17T 7T | (2.2.16)

Os componentes T%T,., T Ty, € T*T, sdo invariantes de Weitzenbock.

O transporte paralelo das tétradas fornece uma teoria cuja curvatura do espago-
tempo é nula, mas a tor¢do ndo é. Embora dinamicamente equivalentes, a formu-
lacdo da gravitacdo pelo campo de tétradas permite isolar a parte da densidade de
Lagrangiana que é responsavel pela invariancia local da teoria, tornando a mesma
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invariante apenas sob transformacdes de Lorentz constantes, i.e., transformacdes
globais. O formalismo Lagrangiano do TERG é apresentado na subse¢do que se
segue.

2.2.2 Equacgdes de campo

Vantagens na formulacédo de tétradas da Relatividade Geral aparecem na construgdo
da densidade de Lagrangiana. A densidade de Lagrangiana

eR = —eX™ Ty, + 20, (eT") (2.2.17)

possui as mesmas simetrias que a densidade de Lagrangiana de Einstein (1.5.3). En-
tretanto, com a auséncia do termo de divergéncia total a direita, a teoria passa a
ndo ser invariante sob transformagdes gerais A?;(x"), sendo invariante apenas sob
rotagdes cujos coeficientes A% sdo constantes. A formulagdo de tétradas permite
naturalmente a construgdo de uma densidade de Lagrangiana ndo invariante por
transformagdes locais de Lorentz, o que resulta em quantidades conservadas que sdao
componentes de um quadrivetor com indices locais. Identificando os graus de liber-
dade adicionais do campo de tétradas com a cinemaética do observador no espago-
tempo, conforme vé-se na secdo 2.4, a ndo invariancia sob transformacgdes locais de
Lorentz implica as quantidades fisicas medidas serem dependentes do observador,
como ocorre na fisica cldssica. A densidade escalar de curvatura (2.2.17) pode ser
escrita em fun¢do de uma divergéncia total de uma fungdo h* como [46, 37]

eR = L+ d,h", (2.2.18)

onde a densidade de Lagrangiana L satisfaz as propriedades requeridas no comego
do Capitulo satisfazendo a equagdo (2.2.2). Comparando as equagdes (2.2.17) e (2.2.18),
nota-se a densidade de Lagrangiana da teoria se tornar

L=—ex%T,. . (2.2.19)

A densidade de Lagrangiana acima é invariante sob transformagdes de coordenadas
e transformagdes globais de Lorentz (A%}, = cte).
Utilizando
(SZthTbcd _ bcd”ﬂ
et de ’
as equagdes de campo (2.2.1) para a £, descrita por (2.2.19), podem ser calculadas,
obtendo-se [49, 50]

1 1
ea;\ebyav (EZMV> —e (va uTbvy - 4euyTbchde> = ZkeTuy ’ (2.2.20)
onde eT,, = ‘f;f—f,f e Ly é a densidade de Lagrangiana dos campos de matéria-

radiacdo. Apesar da densidade de Lagrangiana (2.2.19) ser invariante apenas sob
transformagdes de coordenadas e gerais de Lorentz, as equagdes de campo (2.2.20)
sdo covariantes sob transformacoes locais de Lorentz.
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Utilizando as identidades

T, = -6y,
Ty)w = d)/\vy - d)w\y

1., . .
z“;d)c = ) (wybc - ebywv ve ecywv vb)

é possivel escrever as equagdes de campo (2.2.20) como [47]

1 1 1

onde Ry, = R® abu- Aplicando as tétradas e” , em ambos os lados da equagdo (2.2.21),
com a ajuda de (2.1.5) , é possivel obter-se

1 1
Ryv - Egva = ﬂTyv . (2.2.22)

Se a constante k = % = 16%, as equagdes de campo (1.5.10) e (2.2.22) tornam-se equi-
valentes. Destarte, se um tensor métrico g, satisfaz as equagdes de campo (1.5.10),
entdo ele também satisfaz as equagdes de campo (2.2.22) a partir da relagdo (2.1.5).
Devido ao campo de tétradas ser mais fundamental que o campo métrico, todos
os resultados fisicos obtidos a partir da formulagdo métrica da gravitacdo, também
sdo validos na formulacao teleparalela, por isso, a teoria é chamada Teleparalelismo
Equivalente a Relatividade Geral (TERG) [47].

Apesar das equacdes de campo (1.5.10) e (2.2.20) serem dinamicamente equiva-
lentes, suas simetrias ndo sdo. Essa diferenca fundamental torna as a formulagao
de tétradas, descrita pela tor¢do do espago-tempo, mais fundamental que a teoria
métrica, visto um grupo de infinitas tétradas produzirem o mesmo tensor métrico.
Matematicamente isso pode ser expresso pelo fato do tensor métrico possuir dez
componentes independentes, enquanto o campo de tétradas possui, a principio, de-
zesseis componentes independentes. Tais informacdes adicionais permitem nao ape-
nas a resolucdo do problema da localizabilidade da energia gravitacional por meio
da equagdo (2.2.5), mas também a obten¢do de uma expressao geral para a energia e
para o momento angular do campo gravitacional, como sera visto na segao seguinte.

2.3 Leis de conservacao nas equagdes de campo do TERG

A formulagdo Hamiltoniana do TERG fora feita pela primeira vez por Maluf [49]. A
partir dessa formulagdo, expressdes para a energia, momento e momento angular do
campo gravitacional foram desenvolvidas nos anos seguintes [51, 52, 53]. Apesar de
tal formulacdo ser de extrema importancia para a compreensdo do campo gravitaci-
onal e do TERG, para ndo interromper o fluxo desta tese, os aspectos formais desse
formalismo sdo deixado para o Apéndice B. As expressdes nessa secao sdo obtidas
através do formalismo Lagrangiano da teoria, sendo corretamente interpretadas de-
vido a coincidirem com resultados formais obtidos no formalismo Hamiltoniano.

2.3.1 Energia do campo gravitacional

Os seis componentes adicionais no campo de tétradas, em relagdo ao tensor métrico,
permite a existéncia de informagdes ndo apenas referentes ao campo gravitacional,
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mas ao observador realizando medidas naquele campo gravitacional. Tal fato per-
mite a obtencdo de um tensor energia-momento para o campo gravitacional, direta-
mente a partir das equagdes de campo (2.2.20), que pode carregar informagdes sobre
o observador. Reescrevendo as equagdes de campo (2.2.20) como

1
arvy a Au Au
9 (eZ ) T (t 4T ) 2.3.1)
pode-se definir
= k (4Zb“‘TbC " g)‘VZdeTbcd) . (23.2)

O tensor L é antissimétrico na permutacgdo dos dois tultimos indices, logo
1
0,0, XM = Eavay (X X)) =0.
A partir da relacdo acima, a derivada parcial em A na equacdo (2.3.1) resulta em
PN [eeﬂ . (W n TM‘)} —0. (2.3.3)
A equacdo (2.3.3) pode ser reescrita separando os indices espaciais do temporal, i.e.,
90 [ee” (1 + TO)] = =, [ee®, (#7 +TH) |, (2.3.4)

e, integrando ambos os lados em um volume tridimensional V arbitrério, obtém-se
pelo teorema de Gauss

d a ! 0 (4 i
@/Vde [ee” , (1% 4+ T)] = —ﬁdsi {ee . (t” + Tﬂ)} , (2.3.5)

onde a superficie S é a superficie ortogonal a dire¢do d; que delimita o volume V.

A equagdo (2.3.5) é uma equacdo de continuidade [47], semelhante a equagao
(1.4.11). O lado direito da equacdo representa um fluxo de energia-momento, en-
quanto o lado esquerdo representa a variagdo da energia associada ao tensor energia-
momento 7" = TH + t' descrito na equagdo (2.2.3). O tensor T é o tensor
energia-momento dos campos de matéria-radiagdo, e, como o tensor 7 "' representa
a energia-momento total, conclui-se que t*" é o tensor energia-momento do campo
gravitacional, descrito por (2.3.2). Destarte, o quadrivetor energia-momento total
contido em um volume V é definido como [52, 54]

pr = /V Pee” , (1% + TO) | (2.3.6)

Usando as equagdes de campo (2.3.1) a expressao (2.3.6) pode ser escrita em fungdo
do tensor % como

Y / dx9,, (exO1) = —ak / Pxd; (ex0Y (2.3.7)
1% 1%

visto 2% = 0. Quando o volume V est4 contido no véacuo (T* = 0), a equacdo
(2.3.7) representa o tensor energia-momento do campo gravitacional.
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As quantidades —4kX% sio justamente os momentos canonicamente conjuga-
dos IT% as tétradas e, [55], i.e.,

1% = ‘S,E = —4keX ¥ (2.3.8)
Oéuk
A expressdo
P = / Bra T = — ]{ 45T (2.3.9)
1% S

é obtida a partir do formalismo Hamiltoniano das equagdes de campo (2.3.1) no
vacuo [52, 54]. O quadrivetor energia-momento é covariante sob reparametriza-
¢Oes temporais, transformagdes de coordenadas puramente espaciais e sua densi-
dade 7" satisfaz a lei de conservagao (2.0.8), sendo fungdes dos campo de tétrada*.
Pode-se observar que a condic¢do 3 de Moller é satisfeita, ou seja, a equagdo (2.3.3) é
uma verdadeira lei de conservac¢do da energia-momento, tomando o limite V' — oo
na equagdo (2.3.5). Tal equagdo torna-se nula se o tensor 7" cair suficientemente
rapido no infinito, i.e., se 0 espaco for assintoticamente plano [47].

2.3.2 Momento angular do campo gravitacional

Na eletrodinadmica cldssica o tensor energia-momento 7" sempre pode ser tido
como simétrico por uma transformagdo, desde que tal transformacdo nédo altere a
forma das equagdes de movimento [17]. Dessa forma,

TH—TH =0= T - 557" =0. (2.3.10)
Como 5K = d,x¥, a equagdo acima pode ser escrita como
I, (XMWA . xVTW) —0. 2.3.11)

Integrando a equagao acima, obtém-se

;t /v (T2 = T%) = - fés a5i (XMTW - xVTW) (2.3.12)
= / (x*dPY — x"dP"),

onde dP* = dS;T" é a “densidade” de energia. A equacio (2.3.12) é uma equagio
de continuidade para a quantidade

L = / B (21T — XV THO) (2.3.13)
14

chamada de momento angular do campo. A conservacdo do momento angular é
uma consequéncia direta da simetria do tensor energia-momento.

No Teleparalelismo, o campo gravitacional é descrito ndo por coordenadas, mas
por referenciais, logo, o andlogo da coordenada x# para um observador no espaco
tangente é ¢ ;. A densidade de energia do campo gravitacional dP* pode ser ob-
tida a partir da equagdo (2.3.9). Sendo assim, o andlogo da expressdo (2.3.13) no

4Tais propriedades satisfazem as condicdes de Moller 1, 4, 3 e 2.1, respectivamente, apresentadas
no comego deste Capitulo.
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Teleparalelismo é
/ x (e” HHb" — et HH‘”’)L”Z’ = / dx (e” VHW —eb VH”")
v v

= —4k /V P (xi0 gt

A expressdo acima pode ser simplificada com o auxilio das equagdes (2.2.9) e (2.2.16),
tornando-se [29]

(2.3.14)

L = /‘/d3xM”b = /Vd?’ai [e (e”ieho — ebieaoﬂ . (2.3.15)

A verificagdo da equagdo acima representar uma verdadeira equagdo de conservacao
pode ser feita semelhantemente ao caso da conservagdo da energia, i.e., derivando
a equagao (2.3.14) em relagdo a A e igualando a derivada temporal do momento
angular com uma integral de superficie, sendo esta nula no limite V' — oo caso o
espaco seja assintoticamente plano.
Em coordenadas Cartesianas os componentes L)) = %, L)1) = [ e L)) =

LY* sdo os componentes x,y,z do momento angular, respectivamente. Tais compo-
nentes relacionam-se a operadores de rotagdo nas respectivas dire¢des. Os compo-
nentes L)) formam um vetor

I = (L(O)(l), L@ L(O)(3)) ) (2.3.16)

A interpretacdo do vetor acima pode ser obtida considerando-se um conjunto de
particulas relativisticas, cujo momento angular total L% = x*PP — xPP* se conserva.
Sendo assim,
Y=Y (xoﬁi — Poa"c’i> = constante, (2.3.17)
1 1
onde o indice i descreve cada particula do sistema. Por se tratar de um sistema
conservativo, por construgdo, pode-se definir

.  PO%
Xcm = ZZZ-PO (2.3.18)
1
e —
- P!
Rem = %PO (2.3.19)
1

como sendo a posigdo do centro de massa e a velocidade do sistema, respectiva-
mente. Destarte, com o auxilio das expressdes (2.3.18) e (2.3.19), a equacgdo (2.3.17)
pode ser escrita como

Yili
Y PO

Portanto, o vetor I é interpretado como o centro de energia, ou inércia, do campo
gravitacional, fazendo o papel andlogo do centro de massa de um sistema de parti-
culas [56].

Xem = Xemt + (2.3.20)
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As expressodes para o quadrimomento do campo gravitacional e momento angu-
lar satisfazem a algebra do grupo de Poincaré [55]

{pP*",P*} = 0,
{Pa, LbC} — nabpc _ ”ach ,
{Lﬂb Lcd} — nacLbd + ﬂdeﬂC _ nadLbc o ﬂbcLad

logo, suas interpretacdes sdo fisicamente consistentes. Determinando-se um campo
de tétradas e” , associado a um tensor métrico g,, pela expressdo (2.1.5) é possivel
determinar a energia e 0 momento angular do campo gravitacional. Entretanto, um
nimero infinito de tétradas satisfazem um mesmo tensor métrico, e parte dessa “li-
berdade” estd relacionada a escolha do referencial. Como serd mostrado na préxima
se¢do, a escolha de um observador estaciondrio limita o niimero de componentes
independentes do campo de tétradas de dezesseis para treze.

2.4 Estabelecimento de um referencial estatico

No TERG, a determinagdo das propriedades fisicas de um campo gravitacional, des-
crito por um elemento de linha, comega com o estabelecimento de um conjunto de
tétradas associado a esse elemento de linha. Entretanto, pela equagédo (2.1.5), pode-se
observar a existéncia da liberdade na escolha do campo de tétradas, i.e., um mesmo
tensor métrico pode ser obtido por uma infinidade de tétradas distintas. Essa liber-
dade matemdtica esta relacionada ao fato de varios referenciais distintos poderem
ser construidos em um espago-tempo. Como o interesse no TERG ¢é a medigdo de
propriedades fisicas do campo gravitacional, apenas uma classe desses referenciais
é interessante no ponto de vista do TERG. Sdo eles os referenciais adaptados aos
observadores estaticos.

Um referencial mede, para um campo gravitacional, a energia do campo, mas
também a energia associada ao seu préprio movimento. Dessa forma, para as medi-
das feitas por um observador descreverem os mesmos valores que um observador no
infinito mediria, esse observador deve estar estatico nesse espago-tempo em relagao
a um observador no infinito. O componente ¢(g) # € tangente a linha mundo C de um
observador, logo, pode ser identificado com a quadrivelocidade desse observador,
ie.,

6(0) b =u (T) ’ (241)

onde T é o tempo préprio do observador. Se o observador é estético, sua velocidade
deve ser nula em todas as hipersuperficies tridimensional espaciais, possuindo ape-
nas o componente u(?) ndo nulo. Portanto, a condigdo de um campo de tétradas ser
estatico é, devido a (2.4.1),

e = (e()°,0,0,0). (2.4.2)

Para se caracterizar a congruéncia temporal das curvas ¢(g) ¥ (x%, x') que definem um
referencial, deve-se fixar um parametro temporal %0 i.e., a mesma coordenada tem-
poral para todos os observadores na hipersuperficie espacial tridimensional. Esse
procedimento consiste na foliagdo do espago-tempo em infinitas hipersuperficies es-
paciais parametrizadas pelo parametro temporal x°. Apés a determinagdo da coor-

denada temporal, a condi¢do da tétrada ser estatica e(g)/ = 0 permanece valida para
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qualquer escolha de coordenadas espaciais, visto

B”Z'fuoxh——m()m (2.4.3)
axj (0) 7 - A4 . o X

3/(0) i<x0, x/k) —

Pela equagdo (2.4.3) pode-se notar o estabelecimento da condigdo para um observa-
dor ser estatico nao depender da escolha das coordenadas espaciais x/, mas apenas
da escolha do parametro temporal x. Se a distancia a fonte do campo gravitacional
for caracterizada pela coordenada r, entdo, se

rlg% e’y =6y, (2.4.4)
o campo de tétradas e , estda adaptado a observadores estéticos no infinito.

Na presenca de um campo gravitacional, o observador é impedido de entrar em
movimento geodésico (queda livre) devido a aceleracdo que possui sentido oposto a
aceleragdo gravitacional. Destarte, pode-se determinar a acelera¢do do campo gravi-
tacional a partir da aceleragdo inercial que um observador deve ter para permanecer
estético, e.g., a aceleragdo inercial dos motores de um foguete. A aceleragdo (2.1.11)
pode ser escrita a partir da conexdo de Christoffel como

d2xH by X" dxP

a' = uVae ! =
onde A é um parametro afim. Se u¥ representa uma trajetdria geodésica, o referencial
estd em queda livre, portanto, a* = ¢g);) = 0. Conseguinte, pode-se concluir que
®(0)(i) representa a aceleragao inercial do referencial na direcéo (i). A interpretagao
geométrica de um conjunto qualquer de tétradas, para um espago-tempo arbitrario,
pode ser obtida pelos componentes do tensor de aceleracdo ¢, (), que , escrito em
fungdo da conexdo de Levi-Civita, apresenta-se como [47]

. 1
4)(a)(b) = €(0) '“a);mb = 5 (T(O)ub + Ta(O)b - Tb(O)u) . (2.4.6)

A expressdo acima ndo é invariante sob transformacdes do tipo A%, (x*), mas é in-
variante sob transformagdes de coordenadas. O primeiro fato demonstra a depen-
déncia das aceleragdes inerciais com a cinemética do observador, logo, como menci-
onado anteriormente, para um observado estético, a aceleragdo medida pelo obser-
vador é menos a aceleragdo do campo gravitacional. Destarte, a aceleragdo gravita-

cional aéi) pode ser obtida para um dado campo de tétradas pela relacao

g’ = =P)i) = ~T)0)@) - (2.4.7)

Os componentes ¢;)(;) representam a rotagdo do referencial com respeito a um
referencial Fermi-Walker transportado. Sendo assim, um referencial arbitrario pode
ser, a principio, rotacionado para se obter um referencial Fermi-Walker transportado
a partir de uma transformacdo de Lorentz que satisfaga [57]

P ) = ) "AY ()9 ki) (2.4.8)
Dessa forma, obtém-se por uma transformacao local no campo de tétradas

2w = A Megy
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e um novo campo de tétradas é(;) * satisfazendo

A transformagao de Lorentz satisfazendo a equagéo (2.4.8) ndo afetam o componente
€(0) #, logo, o caréter estatico de referencial ndo é alterado, apenas sua orientagao
espacial.

Consequentemente um observador estdtico medirad a energia (2.3.7), momento
angular e centro de inércia (2.3.15) devido exclusivamente ao campo gravitacional,
e ndo a sua cinemdtica. As tétradas, construidas pelo método disposto nessa segdo,
serdo utilizadas para a determinacdo das propriedades fisicas do campo de uma
onda gravitacional no Capitulo 3, a serem introduzidas nesse mesmo Capitulo. As
aceleracdes inerciais descritas pela equagao (2.4.7) serdo importantes na construgao
de um teorema trabalho-energia para particulas na presenca de ondas gravitacionais
no Capitulo 5.
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Capitulo 3

Ondas gravitacionais planas

As equagdes dindmicas do campo eletromagnético, conhecidas como equagdes de
Maxwell, admitem solu¢des na auséncia de fonte. Tais solu¢des representam cam-
pos eletromagnéticos, propagando-se na velocidade da luz, chamados ondas eletro-
magnéticas planas. Tais ondas consistem em uma idealizacdo, visto ndo se esperar a
existéncia de ondas sem uma fonte. Entretanto, solucdes reais a grandes distancias
podem ser aproximadas por ondas eletromagnéticas planas. Pequenas superficies
(infinitesimais) podem ser escolhidas em uma onda eletromagnética qualquer onde
as propriedades da onda sejam uniformes, sendo conhecidas como frentes de onda.
A combinacdo dos versores dessas superficies é chamada raio de luz no limite da
Optica geométrica. A partir de tal construgdo, as ondas eletromagnéticas podem ser
representadas por uma congruéncia dos raios de luz, similar as apresentadas na se-
¢do 1.4, que nunca se cruzam e sempre perpendiculares a dire¢do de propagagao.
Destarte, a congruéncia das ondas planas ndo possui expansao, distor¢do e rotagao.
Uma classe de solugdes das equagdes de Einstein despertou o interesse de Eins-
tein e Rosen [26, 58]. Essas solugdes, analogamente as ondas eletromagnéticas des-
cobertas no século anterior, representam uma propagacdo, na velocidade da luz,
de uma configuragdo da geometria do espago-tempo. Devido ao efeito gravitacio-
nal manifestar-se geometricamente na Relatividade Geral (RG), na presenga de um
campo gravitacional o tensor métrico, que descreve a estrutura geométrica de uma
variedade em um sistema de coordenadas especifico, sofre uma modificagdo em re-
lagdo ao tensor métrico que representa o espago-tempo plano neste mesmo sistema
de coordenadas. Devido a dependéncia da forma do tensor métrico com o sistema
de coordenadas, ele ndo é adequado para indicar se um espago-tempo é plano ou
ndo, necessitando o cédlculo do tensor de curvatura, conforme visto na secdo 1.3. A
forma do tensor de curvatura depende do sistema de coordenadas, mas sua nuli-
dade em um ponto implica o espaco-tempo ser plano naquele ponto em particular.
Isso ndo garante o espaco-tempo ser plano sempre e nem a nao existéncia de efeitos
gravitacionais, uma vez que o fendmeno gravitacional é global e ndo local. Sendo
assim, inicialmente campos gravitacionais distintos podem ser distinguidos entre si
pelos escalares de curvatura! , que sdo construidos a partir do tensor de curvatura.

LA partir do tensor de curvatura, dependente do sistema de coordenadas, quatorze invariantes de
curvatura podem ser construidos, entre eles o escalar de curvatura (1.3.16) e o escalar de Kretschmann

K =R R g, . (3.0.1)

A principio, uma solucdo pode ser distinguida de outra a partir dos seus invariantes de curvatura,
uma vez que sdo quantidades invariantes por transformagdes de coordenadas, transformagoes locais
de Lorentz e transformagdes globais de Lorentz. Entretanto, alguns espago-tempos possuem todos os
invariantes de curvatura nulos e sdo classificados como espago-tempos VSI (vanishing scalar invariant)
[59]. Tais espagos-tempo ndo podem ser distinguidos do espago-tempo de Minkowski por nenhum
escalar de curvatura.
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Entretanto, o espago-tempo das ondas gravitacionais é VSI [60], sendo esse um
dos motivos para a dificuldade na aceita¢do histdrica de tais solu¢des como solugdes
fisicamente realistas. A histéria das ondas gravitacionais é deveras longa, persis-
tindo desde os primérdios da Relatividade Geral, mas apenas nas tltimas décadas
sua existéncia alcan¢ou aceitagdo majoritdria no meio académico. Inicialmente uma
solugdo ondulatéria fora obtida a partir das equagdes de Einstein na sua versao line-
arizada, com solugdes supostamente védlidas que possuem uma zona de campo dis-
tante?. Apesar da teoria linearizada prever a emissdo de ondas gravitacionais como
consequéncia do movimento de dois corpos mutualmente se orbitando, a mesma
ndo contempla a contra-reacdo sofrida por esses corpos em seu movimento. Além
disso, tais ondas ndo possuem energia gravitacional® associada a elas no Teleparale-
lismo [29].

Solucdes exatas descrevendo as interagdes entre o movimento de corpos e a emis-
sdo de radia¢do gravitacional ndo sdo conhecidas. Apesar desse fato, existem solu-
¢Oes exatas das equagdes de Einstein que representam solugdes de ondas planas,
similarmente as solu¢des de onda plana das equac¢des de Maxwell no eletromagne-
tismo, sendo também idealizagdes de solugdes a grandes distancias da fonte. Tais
solucdes possuem todos os escalares de curvatura nulos, ndo possibilitando a dis-
tincdo desses espagos-tempo do espago-tempo plano de Minkowski por meio de tais
escalares apenas. Esse problema, além de outros como a exigéncia, a época, da exis-
téncia de um sistema de coordenadas que fosse regular em todo a variedade, levou
a grande incerteza sobre a existéncia de tais ondas. A incerteza perdurou até o fim
dos anos cinquenta, com a negativa a existéncia sendo defendida pelo préprio Rosen
[58]. Em 1957, Bondi contestou a afirmagdo “tais ondas [gravitacionais polarizadas]
ndo poderiam existir porque a métrica possuiria certas singularidades fisicas” [61]
de Rosen. Apesar da afirmagdo, Bondi ndo apresentou completamente sua discus-
sdo, argumentando que as ondas linearmente polarizadas carregam energia, mesmo
sem haver um conceito bem estabelecido de energia gravitacional na época. A com-
plementacgdo da discussdo veio em outro trabalho realizado com a colaboragado de
Pirani e Robinson [27], onde as ondas gravitacionais planas foram propriamente
definidas como solucdo exata das equagdes de Einstein, admitindo a mesma quanti-
dade de simetrias que as ondas eletromagnéticas planas. Apesar dessas ondas serem
idealizagOes, assim como as ondas eletromagnéticas planas, ondas reais podem ser
aproximadas por tais ondas quando analisadas a grandes distancias das fontes reais.

Introduz-se as ondas gravitacionais discutidas por Bondi, Pirani e Robinson na
subsecdo 3.1 seguinte, com suas propriedades analisadas com as ferramentas da Re-
latividade Geral; apresenta-se suas solugdes fisicamente aceitas na subsegado 3.1.2.
Calcula-se e analisa-se na subsecdo 3.3 as propriedades fisicas do campo gravitacio-
nal das ondas planas com o auxilio das defini¢des oriundas do Teleparalelismo. Por
fim, apresenta-se uma classe mais geral de ondas planas na subsegédo 3.3.

3.1 Ondas planas de raios paralelos (pp-waves)

Nesta se¢do o elemento de linha que representa as chamadas pp-waves (plane-fronted
gravitational waves with parallel rays), i.e., ondas gravitacionais de frente plana com
raios paralelos, é introduzido. O espago-tempo das pp-waves é matematicamente
construido a partir de principios de simetria similares as ondas eletromagnéticas

2Vide a secdo 28.1 da Referéncia [31] para uma definigao do conceito.
3Em primeira ordem.
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planas. Elas representam solugdes ondulatérias do campo gravitacional que se pro-
pagam com a velocidade da luz ¢ e possuem uma frente de onda plana, sendo idea-
lizagdes de solugdes reais a grandes distancias da fonte.

3.1.1 Tensor métrico das pp-waves

Assim como ocorre com as equagdes de Maxwell, as equac¢des de Einstein também
admitem solucgdes de ondas planas, as pp-waves. A ndo-linearidade das equagdes de
Einstein impossibilita o rastreamento de soluc¢des simplesmente colocando o vacuo
como fonte, i.e., Tyy = 0. Para o tensor métrico ser simplificado, algumas paridades
com as ondas eletromagnéticas planas devem ser feitas. Nesta subsecdo, o elemento
de linha das pp-waves é obtido, com o procedimento de obtengdo publicado e com
consulta possivel na referéncia [18].

As pp-waves se propagam na velocidade da luz, logo, conforme visto na se¢ao
1.4.2, a congruéncia geodésica desse espago-tempo deve ser construida a partir de
duas coordenadas nulas (1, v) e duas espaciais (x, y), com essas duas representando
0 espago transverso. Uma congruéncia nula possui dire¢do nula principal k e nula
auxiliar N. Se a coordenada nula u = x° for identificada como sendo a coordenada
variante na diregdo nula principal da congruéncia, essa direcdo k pode ser escrita
como o gradiente dessa coordenada [31], i.e.,

ky = 9,1 = (1,0,0,0). (3.1.1)

Como o espago-tempo deve possuir raios nulos paralelos normais as superficies es-
paciais da frente plana da onda, esses raios paralelos, associados a diregdo nula prin-
cipal k;, da congruéncia, devem ser covariantemente constantes [62]. Portanto,

vl/ky — O . (3.1.2)

A equacdo (3.1.2) implica o tensor B, descrito pela equagdo (1.4.5), ser nulo. A
partir da nulidade do tensor B, conclui-se que um espago-tempo que satisfaz a
condigdo (3.1.2) ndo possui expansao O, rotacdo w,, e distensdo 0y,,. Destarte, pela
equacado de Raychaudhuri (1.4.21), o tensor de Ricci

Ry = 0. (3.1.3)

As condigdes (3.1.1,3.1.2,3.1.3) representam as propriedades requeridas de analogia
com as ondas eletromagnéticas planas. A classe de solugdes buscada para as pp-
waves deve satisfazer tais condigdes.

O elemento de linha das pp-waves é mais facilmente construido nas chamadas
coordenadas de Brinkmann [63], onde x° = u, x! = x, x? = Y, x3 = v. Como as
ondas possuem uma frente bidimensional plana, o espago-tempo nas superficies u =
constante coincide com o espaco-tempo plano bidimensional. Destarte, o elemento
de linha das pp-waves deve ser um caso particular do elemento de linha

ds* = goodu2 + 2g03dudv + 2gmdudx + 2goxdudy + dx? + dyz , (3.1.4)

onde, a principio, as fun¢des do tensor métrico sdo fungdes de u, x, y, v. Nota-se que,
quando u = constante = du = 0 na equagdo (3.1.4), o elemento de linha da frente
de onda torna-se

ds?| _ . =dx* +dy?,

u=cte
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representando um espago bidimensional plano. Sendo assim, as hiper-superficies
u = cte denotam as frentes planas da onda. A direcdo nula auxiliar N, é obtida pelo
gradiente da coordenada nula auxiliar v, logo,

N, =9,v=(0,0,0,1). (3.1.5)
Substituindo (3.1.1) e (3.1.5) em (1.4.31) obtém-se
kyN¥ = —1 = g"k,N, = —1=¢% = —1. (3.1.6)

Invertendo o tensor métrico associado ao elemento de linha (3.1.4), obtém-se go3 =
# ; dessa forma, o elemento de linha (3.1.4) torna-se

ds* = goodu® — 2dudv + 2gn dudx + 2gududy + dx* + dy* . (3.1.7)

Como o espago-tempo deve ser o mesmo em todas as superficies u = contante,
deve possuir um vetor de Killing na direcao k,, sendo assim, o vetor k¥ = ¢k, =
(0,0,0,1) deve ser um vetor de Killing. Substituindo o elemento de linha (3.1.6)
nas equagoOes de Killing (1.2.12), obtém-se o vetor k¥ ser vetor de Killing se e so-
mente se as fun¢des da métrica ndo forem fungdes da coordenada v. Definindo
200 = H(u,x,y), go1 = a1(u, x,y) e o2 = a2(u, x,y), o elemento de linha geral das
pp-waves fica escrito como

ds* = H(u, x,y)du® + ay (u, x,y)dudx + az(u, x, y)dudy + dx* + dy* — 2dudv . (3.1.8)

Localmente, uma mudanga de coordenadas pode ser realizada e o elemento de linha
reescrito em outro sistema de coordenadas, onde gp1 = go» = 0 [64]. Destarte,
escolhendo a; = 0 = a,, obtém-se o elemento de linha das pp-waves comuns

ds® = H(u,x,y)du® + dx* + dy?* — 2dudv. (3.1.9)

Casos mais gerais descritos pelo elemento de linha (3.1.7) sdo considerados na se¢do
3.3. O tensor métrico escrito nas coordenadas (u, x,y, v) pode ser representado por

H 00 -1
0 10 0

swv=| 0 01 o (3.1.10)
100 0

A fungdo H(u, x, y) determina a caracteristica, assim como a existéncia das ondas
gravitacionais, e, em sua auséncia, o espago-tempo de Minkowski é recuperado, ou
seja, para H(u, x,y) =0

ds* = dx* + dy* — dudv = —dt* + dx* + dy* + dz*,

e, portanto,

(dt —dz) (dt + dz)
V2 V2o

Como as frentes de onda sado hipersuperficies nulas, a frente de onda estard sempre
na coordenada u = 0. As coordenadas u, v podem entao ser identificadas no limite

— 2dudv = (dt — dz)(dt 4+ dz) = dudv =
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do espago plano com as coordenadas Cartesianas a partir das relagdes

t—z
u= 3.1.11
V2 G.110
© t
_trez (3.1.12)

7
A coordenada z nas equagdes acima representa a direcdo de propagacdo da onda

gravitacional sempre que a dire¢do nula principal da congruéncia for k¥, i.e., o gra-
diente da coordenada u.

3.1.2 Solugdes das equagdes de Einstein

A partir das simplificagdes da secdo anterior, ou seja, a partir do elemento de li-
nha geral (3.1.9), as equagdes dindmicas da teoria (1.5.15) podem ser utilizadas para
determinar-se a tinica incégnita restante: a funcao H (u,x, y). Para a determinacéo
dos componentes do tensor de Ricci, necessita-se a determinagdo dos simbolos de
Christoffel. Substituindo o tensor métrico (3.1.10) em (1.1.19), obtém-se como com-
ponentes ndo nulos

Mo = —EaxH, (3.1.13)
1200 = —%ayH, (3.1.14)
I8 = —%GMH, (3.1.15)
Py = —%axH, (3.1.16)
[P = —%ayH. (3.1.17)

Os componentes do tensor de curvatura sdo calculados a partir de (3.1.13-3.1.17)
utilizando a equacgdo (1.3.14). Obtém-se como componentes ndo nulos

R go1 = Ea’Z‘H’ (3.1.18)
R' ooz = %axayH/ (3.1.19)
R? 01 = %axayH/ (3.1.20)
R? ooz = %aﬁH, (3.1.21)
R% g = %@%H, (3.1.22)
R%ypp = %axayH/ (3.1.23)
R® 501 = %axayH/ (3.1.24)
R3500 = %ajH. (3.1.25)
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Substituindo os componentes (3.1.18-3.1.25) na equacao (1.3.15), obtém-se como com-
ponente ndo nulo para o tensor de Ricci

1
Roo = —E(aﬁH +0;H). (3.1.26)

Destarte, pelas equagdes de Einstein (1.5.15), a fungdo caracteristica H(u, x,y) deve
satisfazer o Laplaciano bidimensional

V?H(u,x,y) = (93 + 9;)H(u,x,y) = 0. (3.1.27)

A equagdo (3.1.27) determina a dependéncia de H(u, x,y) com as coordenas (x, )
do plano transverso a dire¢do de propagag¢do, mas ndo com a coordenadas nula u.
Portanto, as equagdes de Einstein determinam as polariza¢oes possiveis para as on-
das gravitacionais. Na fisica clédssica, as solu¢des ondulatérias se apresentam como
solucoes da equacgdo de onda. Distintamente de outras ocorréncias fisicas, onde
fendmenos ondulatdrios estdo presentes, as equagdes de campo da RG nédo levam
a uma equagdo de onda, visto o tensor métrico (3.1.10) ja ter sido construido utili-
zando inferéncias sobre a congruéncia geodésica da solugdo, i.e., a dependéncia da
funcdo H(u, x,y) com u serviu de passo inicial para a construcdo do tensor métrico,
conforme visto na subsegdo (3.1.1). Pode-se perceber a caracteristica ondulatéria
da solugdo ser independente da teoria (RG), mas a polarizagdo é determinada por
suas equagdes de campo. A liberdade presente na escolha da dependéncia em u em
H(u,x,y) é aliberdade da escolha do formato do pulso da onda.

A equagdo (3.1.27) pode ser resolvida definindo varidveis complexas no plano
(x,y) dadas por { = x + iy e { = x — iy. Destarte,

02 00 9 02

52 :287§87§+87§2+87§2' (3.1.28)
;; = 252;6_ — 88; - 88522 (3.1.29)
Substituindo (3.1.28) e (3.1.29) em (3.1.27), obtém-se
%%H(u, 00 =0=Hw i) =Rl +Bwd). (3130
A solugdo (3.1.30) completa mais fisicamente interessante é dada por [64]
F(u,Q) = il (am+1(u)gm+1 + 5m(u)g'“> —u(u)Ing, (3.1.31)

onde w,, (1) e B (1) sdo os coeficientes da série. O termo w; (1) fora removido por ge-
rar uma solugdo linear em x, y para H(u, x, y), que pode ser removida por uma trans-
formacgdo de coordenadas. Os termos de ordem a,,-> correspondem a pp-waves ndo
homogéneas com comportamento geodésico cadtico [65, 66, 67, 68], sendo desconsi-
deradas nesta tese. O termo a(u) representa solugdes de vacuo, i.e., solugdes que
possuem apenas o campo gravitacional como fonte. As solugdes y(u) e By (1) repre-
sentam solug¢des de monopolo [69] e multipolo [70, 71], respectivamente, motoras
ao longo do eixo de propagacgdo. Todas as solugdes sdo solugdes no vacuo, i.e., o
campo é descrito fora da distribui¢do de matéria-radiacdo (fonte). As solugdes a;,
sdo solugdes de vécuo, i.e., ndo existe fonte em local algum do espago-tempo, sendo
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o campo gravitacional sua tnica fonte. Portanto, distinguem-se solu¢des no vacuo
(vacuo local) de solugdes de vacuo (vacuo global).

Cinco classes de solug¢oes, derivadas de (3.1.31), sdo de interesse fisico ao estudo
da interagdo entre pp-waves e particulas. Sao elas

Hy = —Coln <xz;y2>fo(u), (3.1.32)
Hiy = —=Ciy (¥ = 37) fir (u), (3.1.33)
Hipy = —Cix (x]/) flx(u) ’ (3.1.34)
2 .2
Hyy = —Coy me, (3.135)
_ Xy
Hyy = —Cox mfo (“) ’ (3.1.36)

onde Cp (adimensional), Ci, (dimensao de inverso do quadrado da distancia), Cy
(dimensdo de inverso do quadrado da distancia), Co4 (dimensdo do quadrado da
distancia),Cy« (dimensdo do quadrado da distancia) sdo constantes e a fungdo f(u)
especifica o formato do pulso da onda. Se a funcéo f(u) for finita, tem-se uma onda
pulsante, e.g., Gaussianas e Lorentzianas; se for harmonica, as ondas sdo periédicas.
As solugoes Hj e Hjy representam ondas planas linearmente polarizadas. Para
ondas periddicas, combinacdes lineares entre as solu¢des Hi, e Hjy resultam em
polarizagdes distintas da linear. Se C;; = Ci;x = C, e a diferenga de fase entre

fi+(u) e fix(u) for de ¢po = /2, i.e,
H = —C[(® = y)f(w) + (xy) f(u = 7/2)], (3.1.37)

a onda é dita circularmente polarizada [72].

3.1.3 Classificacio da solugao

Os escalares de curvatura (1.3.16) e de Kretschmann (3.0.1) sdo nulos quando apli-
cado ao tensor métrico (3.1.15), assim como os demais escalares de curvatura. Des-
tarte, o tensor métrico (3.1.15) ndo pode ser distinguido do espago-tempo de Min-
kowski a partir de tais invariantes. A solu¢do das pp-waves, portanto, necessita
ser classificada algebricamente para que sua natureza geométrica nao trivial seja de-
monstrada.

As solugdes das equagdes de Einstein sdo classificadas de acordo com a classifica-
¢do de Petrov [73, 74], na qual os escalares Weyl para um espago-tempo sdo construi-
dos a partir do tensor de curvatura sem trago (tensor de Weyl) e de um conjunto de
tétradas nulas associadas ao elemento de linha do espago-tempo. O espago-tempo
é classificado de acordo com o ntiimero de escalares ndo nulos, que indica o ndmero
de dire¢des nulas principais no espago-tempo (para uma discussdo completa do mé-
todo, vide o Capitulo 32 da Referéncia [31]). O tensor de Weyl é descrito em func¢do
do tensor de curvatura por

1
CK)\]/H/ = RK/\yv + 5 (RAngv + vag/\y — Ravgiu — ng)w)
(3.1.38)

1
+ ggaﬁRocﬁ (g;cyg)w - nggAy) .
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Os componentes ndo nulos do tensor de Weyl (3.1.38) para os componentes (3.1.18-
3.1.25) sdo

1
Colo1 = — (0x0xH — 9,0,H) , (3.1.39)
Cor02 = _%axayH , (3.1.40)
1
Coz01 = EaxayH/ (3.1.41)
1
Cozo2 = 4 (0x0xH — 0,0, H) . (3.1.42)

Um conjunto de tétradas nulas associado ao tensor métrico (3.1.15) é descrito por

k" = (0,0,0,1) , (3.1.43)
"= (1,0, o,f) ) (3.1.44)
mh = = (0,1,i,0) . (3.1.45)

V2

Dessa forma, os escalares de Weyl do espago-tempo das pp-waves sdo

Yo = Copk*mk'm” =0, (3.1.46)
Y1 = Coapk I*kFm” =0, (3.1.47)
¥, = Cowk m*m'l’ =0, (3.1.48)
Y3 = Cowl“KM'm’ =0, (3.1.49)

O espago-tempo das pp-waves é classificado como um espago-tempo algebricamente
especial de Petrov do Tipo N, i.e., um espago-tempo que possui uma tnica dire¢do
nula principal com multiplicidade 4. Espagos-tempo do Tipo N estdo associados a
radiagdo viajando na velocidade da luz [75], corroborando a coeréncia da interpre-
tagdo do tensor métrico (3.1.10) como um campo de radiagdo gravitacional.

3.2 Propriedades fisicas das pp-waves

As propriedades fisicas dos campos gravitacionais, i.e., energia, momento e mo-
mento angular, podem ser obtidas através do TERG. As defini¢des do quadrivetor
energia-momento (2.3.7)e do vetor momento angular (2.3.15) sdo fun¢des do campo
de tétradas e” ;. Devido ao tensor métrico ser uma fungdo do campo de tétradas,
todas as fungdes de g,y sdo fungdes de e” ;. Entretanto, o contrario néo se aplica, ou
seja, uma fungdo de e” , ndo é uma fungdo de g,, no caso geral. Destarte, para se
obter as propriedades fisicas das pp-waves, um conjunto de tétradas associado ao
tensor métrico (3.1.15) deve ser estabelecido. Um campo de tétradas possui infor-
macdes ndo apenas sobre o campo gravitacional, mas também sobre o observador
medindo propriedades fisicas naquele espago-tempo. Dos dezesseis componentes
de e” ;,, dez estabelecem as propriedades do campo gravitacional e seis do observa-
dor.

As leis de conservagdo do campo gravitacional, conforme apresentadas na se¢ao
2.3, sdo estabelecidas mediante foliagdo do espago-tempo em hipersuperficies t =
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constante. Portanto, é mais conveniente trabalhar-se com o tensor métrico (3.1.15)
nas coordenadas x* = (t,x,y,z). Osindices 0,1, 2, 3 nesta se¢do representam ¢, x, y, z,
respectivamente. O elemento de linha (3.1.9), nas coordenadas x* = (¢, x,y,z), pode
ser escrito como

H H
ds® = <2 — 1) dt* + dp* + p*d¢* + (1 + 2> dz? — Hdtdz . (3.2.1)
A determinacdo das propriedades fisicas do campo gravitacional necessita estabelecer-

se um observador estaciondrio, i.e., a quadrivelocidade U* = (LIO, 0,0,0). Um con-
junto de tétradas associado ao elemento de linha (3.2.1) é

-A 0 0 -B
0O 1.0 O
=1 o 01 o |- (32.2)
0 00 C
onde A =+1—-H/2,B=H/2A,C=1/Aee=det(e",) = 1. Como
Ur =emnt = l000 (3.2.3)
() A/ Y

pode-se notar as tétradas (3.2.2) estarem adaptadas a um observador estacionario.

A caracterizagdo do observador poder ser feita mediante o tensor de acelera-
Gd0 (2.4.6). Para tal, necessita-se conhecer os componentes do tensor de tor¢ao Tpyy-
Substituindo as tétradas (3.2.2) na expressdo (2.2.9), obtém-se como componentes
ndo nulos

Toym = 1A 7 (3.2.4)
Toy2 = 14 (3.2.5)
o,H
Tio)os = ek (3.2.6)
1
Tooys = ﬂ(l — H/4)o.H, (3.2.7)
1
T3 = %(1 —H/4)o,H, (3.2.8)
o,H
T3)30 = 1A3 (3.2.9)
o+H
T = 145/ (3.2.10)
oyH
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A partir dos componentes (3.2.4-3.2.11), utilizando (2.4.6) obtém-se para o tensor de
aceleragdo os componentes nao nulos

1 dJ:H
P01y = = “11-H/2 (3.2.12)
1 oJH
P02 = = “11-H/2 (3.2.13)
1 o.H
doE = = -5 P TIEL (3.2.14)
1 oJH
P0G = “11-H/2 73 (3.2.15)
1 oJH
Os componentes (3.2.12-3.2.14) representam as acelera¢des inerciais a() = $0) @

que mantém o carédter estaciondrio do observador durante a passagem da onda gra-
vitacional, e.g., as aceleragdes produzidas pelos motores de um foguete. Destarte, a
aceleracdo gravitacional (2.4.7) é dada por

dg = —ap = —(0xInA)2 — (9, In A)g + (3, A7)z, (3.2.17)
12 _

onde 7(;) sdo os versores direcionais no sentido de x®). Como em T = eap) 12 -1,
no plano transverso ao de propagagao obtém-se

a* =a' = —(9;InA), (3.2.18)
0/ =a*> = —(9,InA). (3.2.19)

A partir de (3.2.18) e (3.2.19) percebe-se que o campo gravitacional das pp-waves
pode ser repulsivo nos planos z = contante, a depender da polarizagdo da onda,
do sinal da amplitude de H e da regido do espago considerada. Como as solugdes
(3.1.33) e (3.1.34) sdo solugdes de vacuo, existe a possibilidade de campos gravita-
cionais repulsivos existirem nas solugdes das pp-waves sem violagdo das condi¢des
de energia. O ultimo fato mencionado possui importantes consequéncias na transfe-
réncia de energia entre ondas gravitacionais e particulas livres, conforme serd visto
no Capitulo 4. Os componentes (3.2.15) e (3.2.16) sdo as rotagdes do observador com
relacdo a um observador que segue um transporte Fermi-Walker. Pode-se perceber
que sdo esperadas rotagdes em torno dos eixos Cartesianos xM e x®,

As coordenadas x* = (t,x,y,z) ndo cobrem a totalidade do espaco-tempo como
as coordenadas x* = (u,x,y,v), visto que H > 2 implica uma inversio nos interva-
los temporais e espaciais em (3.2.1), assim como as tétradas (3.2.2) tornam-se com-
plexas e a informacdo sobre o observador é perdida. Destarte, todos os resultados
fisicos obtidos em tais coordenadas sdo validos apenas nas regides em que H < 2.

3.2.1 Quadrivetor energia-momento

Ap6s a determinagdo do conjunto de tétradas (3.2.2), associado ao tensor métrico
das pp-waves (3.1.15), é possivel computar o quadrivetor energia-momento P? do
campo gravitacional. Como tal conjunto de tétradas estd adaptado a um observador
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estaciondrio, as quantidades fisicas medidas pelo observador nido sofrem interfe-
réncia da cinemadtica do préprio observador, ou seja, as quantidades medidas sdo
quantidades do campo gravitacional, mais sua possivel fonte, apenas.

A computa¢do do quadrimomento necessita a determinagdo dos componentes
do superpotencial projetado 2. Utilizando os componentes (3.2.4-3.2.11) do tensor
de torgdo e a definicao (2.2.16), obtém-se

sOm© _ 19:H
8§ A2’
s @) _ 19H
8§ A2’
10.H
@) _ _10:H
> 8 A2’
s _ _1oH
8§ A2’
19,H
me _ _10uH
> 8 A3/
10.H
WE)©) _ 10
= 8 A2’
sE)1) _ 10uH
8§ A3’

@@ _ _10uH
8 A3/
_19,H
T8 A’
@@ _ 10H
8 A3/
_1o:H
8 AT’
_19,H
“s A
s@E)) _ _10:H
8 A2’

8 A2~

5 (2)(3)(0)

5 (3)(1)(0)

5 (3)(2)(0)

$(3)3)2) _

Os componentes de interesse ao calculo do quadrimomento sdo L. Tais compo-

nentes ndo nulos leem-se

_Lo.H
8 A’
19,H

8 A’

_10,H
T8 AT

10.H
8§ A2’
10,H
8 A2 ’
19,H
8 A2’
_19:H
8 A’
10,H

8 A

(3.2.20)
(3.2.21)
(3.2.22)
(3.2.23)
(3.2.24)
(3.2.25)
(3.2.26)

(3.2.27)

A partir dos componentes (3.2.20) e (3.2.21), o componente zero do quadrivetor
energia-momento pode ser computado a partir da equacéao (2.3.7), obtendo-se

1
O = g [ &
F 4k/;d YE

[@gn%u%HV+quH+%Hﬂ.

(3.2.28)

Utilizando a equagdo de Einstein (3.1.27) nos dois tltimos termos de (3.2.28),
obtém-se a energia do espago-tempo das pp-waves [28]

ﬂm:_k/d%wﬂﬁLH%Hﬂ
8 Jv A3 ’

(3.2.29)
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A expressdo (3.2.29) representa a energia total (campo gravitacional mais fonte), den-
tro de um volume espacial V, de uma onda gravitacional plana descrita pela fun¢ao
H(u,x,y). Pode-se notar que a energia é necessariamente negativa. Para as solu-
¢des de vacuo (3.1.33) e (3.1.33) a energia (3.2.29) é a energia do campo gravitacional
apenas.

Aplicando os componentes (3.2.20-3.2.25) obtém-se

p) — p@ —g. (3.2.30)

Notando que ¥ (3)0i — (00 shtém-se

/ d®x (0:H)* (a H) (3.2.31)

A partir de (3.2.29) e (3.2.31), pode-se mostrar que a relagdo

PP, = ,,P"P? =0 (3.2.32)

é satisfeita. A relagdo (3.2.32) também é satisfeita para ondas eletromagnéticas pla-
nas, indicando as pp-waves transportarem a excitacdo de um campo ndo massivo
[28].

3.2.2 Momento angular

Os componentes L do momento angular podem ser calculados diretamente das
tétradas (3.2.2) utilizando a expressdo (2.3.15). Realizando tal substitui¢do, obtém-se
como componentes nao nulos [29]

D= ok / ax<1> Py, (3.2.33)
1% A

1
2) — _ = 3
Zk/V ay( )d X, (3.2.34)
H
3) _ 3
Zk/vax<2A>d X, (3.2.35)
H
®) = a8
2k /V ay( : )d x. (3.2.36)

Os componentes (3.2.35) e (3.2.36) representam os componentes do momento angu-
lar total —L, e Ly, respectivamente. Destarte, o vetor densidade de momento angular

M pode ser escrito como

—

M= MOz 4+ MOy, (3.2.37)

Devido ao componente L(1)(2) ser nulo, as pp-waves néo carregam momento angular
na sua direcdo de propagacdo, apenas na dire¢do ortogonal.

A partir dos componentes (3.2.33) e (3.2.34), o vetor centro de energia do campo
gravitacional pode ser encontrado. Sendo I, = LO1) e I, = LO@), o centro de
energia (2.3.16) pode ser representado por

I=L%+17. (3.2.38)
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Nota-se o centro de energia ndo possuir componente ndo nulo ao longo do eixo de
propagagao da onda gravitacional.

3.3 Ondas gravitacionais giratonicas

Conforme fora visto na subsecdo 3.1.1, o elemento de linha obtido para as pp-waves
via consideragdes de simetria é o elemento de linha geral (3.1.8). Como os termos
a12(u, x,y) podem ser eliminados localmente por uma transformagéo de coordena-
das, foram desconsiderados na se¢do 3.2 por ndo afetarem o espago-tempo local-
mente.

Conforme discutido na se¢do 1.3, a gravidade é um efeito global, ndo apenas
local. Malgrado as equagdes de Einstein (1.5.10) descreverem localmente o espago-
tempo, os aspectos globais possuem significado fisico na dindmica dos corpos que
interagem com os campos gravitacionais. Pela graca do exemplo, um defeito an-
gular global em um espago-tempo gera um tensor de curvatura localmente nulo,
mas ndo globalmente. Tais defeitos sdo chamados defeitos topolégicos. Destarte,
a eliminagdo local do defeito angular leva a perda de informagdes fisicas sobre o
espago-tempo. As descrigdes com tétradas da gravitagdo sdo mais fundamentais
que as descri¢cdes métricas, portanto espera-se que efeitos globais sejam mais facil-
mente rastreados pela formulagéo teleparalela da gravidade do que pela RG. De fato
observa-se que as defini¢des de energia-momento (2.3.7) do TERG séo sensiveis a tais
efeitos globais, visto a observagdo de energia gravitacional para tais configura¢des
gravitacionais [76, 77]. Porquanto, solu¢des mais gerais que a descrita pelo tensor
métrico (3.1.15) devem ser consideradas. Uma dessas solugdes pode ser obtida mais
facilmente introduzindo-se coordenadas polares no plano transverso u = constante
ao de propagacao. Definindo

X =pcos¢, (3.3.1)
y =psing, (3.3.2)

o elemento de linha (3.1.8) pode ser reescrito como

ds* =H(u,p,§)du® + do* + p*d¢?* — 2dudv

. . (3.3.3)
— dudp(2a; cos ¢ + 2a; sin¢p) + pdud¢p(2a; sin¢p — 2a; cos @) .
Definindo
J(u,p,¢)sing/p = —ay; J(u,p,¢)cos¢p/p=az, (3.3.4)
o elemento de linha (3.3.3) pode ser reescrito como
ds*> = H(u,p, ¢)du® + dp* + p*d¢p?> + 2] (u, p, ¢)dud¢p — 2dudv . (3.3.5)

O elemento de linha (3.3.5) representa as chamadas ondas gravitacionais giratonicas,
inicialmente estudadas por Bonnor ao considerar o campo gravitacional externo de
um “fluido nulo rotacional” [78]. Posteriormente, Frolov e colaboradores estudaram
0 campo gravitacional de particulas rotacionando e movendo-se na velocidade da
luz, chamadas gyratons [79], redescobrindo as ondas giratonicas. Como tais ondas
carregam informagdes sobre as propriedades rotacionais da fonte, a ndo conside-
racgdo do termo J(u, p,¢) no elemento de linha (3.3.5) leva & perda de informagdes
globais sobre a estrutura interna de rotagdo da fonte [64].



62 Capitulo 3. Ondas gravitacionais planas

Como fora feito na subsecgdo 3.1.2, as fungdes H(u,p, ¢) e J(u,p,¢) podem ser
determinadas pelas equagdes de Einstein (1.5.10). Os componentes ndo nulos (1.1.19)
para o tensor métrico associado ao elemento de linha (3.3.3) sao

o 1 1
. 3
rloo:_%apH, I OO:_EBMH_{— 2—&](28“]—8¢H),
o 1 o 1 1
rlozz—iap], F301:—§apH+2T)2]ap],
1
- _ o 1
Lz 1p, %0 = —an,H,
1200 = = (20u] — 9pH), . 1
25) = 252 = P3%),
[0 = 559/, B — 3
20 2= —0p],
o 1
==,
[

onde x* = (u,p,¢,v). Os componentes ndo nulos do tensor de curvatura (1.3.14)
sao

1 1
Ro101 = _EapapH + 472(%])2, (3.3.6)
1
R0102 = —Z(papaq,H — 8¢H — pauap] + ZE)L,]) P (337)
1 1
Roz02 = —5(34)34;H + 00, H) +9,04] + E(ap>2' (3.3.8)
1
Roi2 = %(papap] —9]), (3.3.9)
1
Ro212 = Eapatp]- (3.3.10)
Definindo a quantidade
] = w(u)p* + x(u,$), (3.3.11)
os componentes ndo nulos do tensor de Ricci (1.3.15) podem ser escritos como
1, , 1
Roo = —EV H+2w* + p—zaua¢], (3.3.12)
R()l = :;a(pw, (3313)
Rpz = —pdpw, (3.3.14)

onde o operador V? ¢ definido no espaco transverso, como na equacio (3.1.27).
A partir da equagdo de Einstein no véacuo (1.5.15) para os componentes (3.3.13) e
(3.3.14), pode-se perceber que w = w(u) apenas. Destarte, definindo implicitamente

H = w?(u)p* + 2w(u) x(u,¢) + Ho(u, p, ) (3.3.15)

] = pw?(u) + x(u, ), (3.3.16)
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as equagdes de Einstein podem ser escritas como [64]
. 1 1 2

Existe uma liberdade de calibre na escolha da func¢do w(u). Definindo @(u) =
w(u) + 9, f(u), qualquer fungdo w(u) pode ser gerada na defini¢do (3.3.16). Des-
tarte, escolhendo 9, f (1) = —w(u), a fungdo @(u) — w(u) pode ser tomada como
nula sem perda de generalidade [64]. Sendo assim, H = Hp e | = {(uphi) e a
equagdo (3.3.17) simplifica-se para

V2H = pzzaua(,, J. (3.3.18)

Se a fungdo | = J(u) apenas, i.e., as solugdes (3.1.32-3.1.36) sdo também solugdes das
ondas gravitacionais giratonicas, com a dependéncia da fun¢do | com a variavel u
sendo arbitraria.

Nota-se as pp-waves “comuns”, i.e., descritas pelo tensor métrico (3.1.15) se-
rem um caso particular das ondas gravitacionais giratonicas. Escolhendo | = 0 nas
equagdes (3.3.5) e (3.3.18), obtém-se as equagdes (3.1.9) e (3.1.27), respectivamente,
ao considerar-se a mudanga de coordenadas definida por (3.3.1) e (3.3.2).

Retornar-se-a ao estudo das ondas gravitacionais giratonicas no Capitulo 6, onde
as leis de conservacdo do TERG serdo aplicadas e as interacdes entre as ondas gravi-
tacionais giratonicas e particulas serdo analisadas.
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Capitulo 4

Interacao entre particulas e
pp-waves

Conforme visto na se¢do 3.2, o campo gravitacional das pp-waves possui energia
associada a si, mesmo na auséncia de fontes locais, ou seja, possui energia gravitaci-
onal. Dessa forma, como tais solugdes apresentam comportamento ondulatério, i.e.,
propagam sua geometria entre eventos distintos no espago-tempo, a energia gravi-
tacional é transportada localmente ao longo da linha mundo da onda. Ao interagir
com a linha mundo de uma particula inicialmente livre, pode alterar momentanea-
mente o estado cinematico dessa particula. Se a onda for pulsante, i.e., a interacdo
for finita no tempo, a particula novamente encontra-se livre apds a interacdo ocorrer.
O estado cinematico final dessa particula dependerd do seu estado inicial e possivel-
mente da interacdo ocorrida entre ela e a onda gravitacional. Caso o estado cinema-
tico final seja distinto do inicial, diz existir um efeito memoria presente nas ondas
gravitacionais. Logo, uma particula pode ter seu estado permanentemente alterado
ao interagir com uma onda gravitacional.

Bondi e colaboradores fizeram uma andlise rudimentar do movimento de parti-
culas na presenca de ondas planas, chegando a conclusao que as particulas adquirem
movimento ap6s a onda passar, mesmo estando em repouso inicialmente, caracte-
rizando um efeito memoria presente na interacdo entre as ondas gravitacionais e
particulas [27]. Tratamentos mais formais sobre o efeito memoria surgiram posteri-
ormente. O efeito memoria presente da interacdo entre ondas gravitacionais lineares,
obtidas como solugdo das equagdes de Einstein no limite de campo fraco, fora con-
siderado por Zeldovich e Polnarev em corpos ndo interagentes (com outros corpos)
[80]. Gibbons e Hawking, ao estudarem a teoria de detecgdo de ondas gravitacio-
nais, consideraram distin¢des entre diferentes pulsos de ondas gravitacionais, mas
no contexto experimental e ndo do efeito memoria em si [81]. O efeito memoria fora
proposto formalmente por Braginsky e Grishchuk [82] em ressondncias cinematicas
nas antenas de ondas gravitacionais. Posteriormente, Braginsky e Thorne distingui-
ram pulsos de ondas gravitacionais com e sem efeito memoria [83]. Entretanto, uma
discussdo sobre o efeito memoria no contexto ndo linear s6 fora feita posteriormente
[84, 85], com tratamento matematico rigoroso realizado por [86]

A alteragdo do estado cinematico de uma particula pode ser transcrita fisica-
mente como uma alteracdo na sua energia. Como a particula estd livre nos ins-
tantes anterior e posterior a interacdo, apenas energia cinética estd presente para
a mesma. Portanto, a alteracdo permanente do estado cinematico implica alteragado
permanente da energia do sistema. Em tal situacdo, a onda gravitacional é respon-
sdvel pela alteragdo da energia da particula, visto que fora a tinica a interagir com
a particula. Pelo principio da conservagdo da energia, a energia do sistema (onda e
particula) deve se conservar. Logo, a existéncia de variagdo na energia da particula
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implica variacdo na energia da onda, i.e., uma troca de energia. Para uma onda gra-
vitacional pulsante, a interagdo com a particula ocorre localmente no espago em um
intervalo finito de tempo. Destarte, caso ocorra troca de energia entre a particula e a
onda, a troca é local. A ndo existéncia de uma defini¢do de energia gravitacional na
RG torna a teoria incompleta na explicagdo de tal fendmeno.

A determinagdo do estado cinemético de uma particula na interagdo com uma
onda gravitacional pode ser obtida resolvendo-se as equagdes da geodésica (1.1.22).
Entretanto, como pode ser visto nas equagdes (4.1.1-4.1.4), tal sistema de equagdes
diferenciais possui as varidveis acopladas, ndo sendo passivel a resolugdo anali-
tica. Porquanto, afirmagdes como a de Bondi sdo dificilmente provadas quantita-
tivamente sem recorrer-se a limites impulsivos ndo realisticos dos pulsos, ou seja,
pulsos formados por combinagdes de fungdes degraus. Entretanto, com o advento
da computagdo numeérica, solugdes numéricas sdo possiveis desde que especifica-
das as condigdes iniciais. Autores como Zhang e colaboradores exploraram o efeito
memoria das pp-waves na interagdo com particulas livres, encontrando resultados
afirmativos para a existéncia do efeito memoria [87, 88, 72].

A descoberta quantitativa do efeito memoria na interagdo entre pp-waves e par-
ticulas permite a corroboragdo teérica do exposto neste Capitulo, i.e., a existéncia
de transferéncia de energia entre particulas e ondas gravitacionais. A demonstragao
dessa assertiva, e suas consequéncia, é o objetivo deste Capitulo.

O presente Capitulo dividir-se-a em trés partes. Na secdo 4.1, as equagdes da ge-
odésicas de uma particula livre no espago-tempo das pp-waves serdo apresentadas
e resolvidas numericamente para distintas polarizagdes e condig¢des iniciais, com os
resultados apresentados graficamente. Na secdo 4.2, conforme a Referéncia [19], a
variacdo da energia cinética das particulas livres ao serem atingidas por ondas gravi-
tacionais serd computada numericamente, com o mapeamento das condi¢des iniciais
que levam a diferentes variagdes qualitativas. Na secdo 4.3, conforme a Referéncia
[20], analisar-se-a4 o comportamento da variagdo da energia cinética da particula para
diferentes parametros das ondas gravitacionais, com uma expressao empirica apro-
ximada, que relaciona a variagdo da energia cinética com o comprimento do pulso,
sendo obtida.

4.1 Movimento de particulas no espago-tempo das pp-waves

Conforme visto na subsegdo 1.1.3, na auséncia de forcas externas, particulas des-
crevem movimento geodésico no espago-tempo. As quatro equagdes da geodésica
(1.1.22) podem ser obtidas a partir dos simbolos de Christoffel (3.1.13-3.1.17) para as
pp-waves. Escolhendo-se A como um parametro afim k(1) = 0, as equagdes da geo-
désica de uma particula na presenca de uma onda gravitacional H(u, x,y) leem-se

i=0, (4.1.1)
.1
%= S0.H, (4.1.2)
o1
j=59H, (4.1.3)
b= %u[(auH)u+2(axH)5c+2(ayH)y'}, (4.1.4)

onde o ponto indica a derivacdo com respeito ao parametro afim. A derivada se-
gunda da varidvel u é nula, conforme pode ser visto em (4.1.1). Logo, i1 = constante,
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i.e.,, u também é um parametro afim. As equagdes (4.1.2-4.1.4) podem entdo ser para-
metrizadas com respeito a u. Sendo assim, ao longo deste Capitulo o ponto indicara
uma derivagdo com respeito a coordenadas nula u, com 1 sendo escolhido como a
unidade. Para a andlise do movimento é mais conveniente trabalhar-se com a coor-
denadas espaciais parametrizadas em func¢do da coordenada nula u. Reescrevendo
a equacao (4.1.4) para z = z(u), obtém-se

V25 = %auH + (0:H)x + (9,H)y . (4.1.5)

As equagdes da geodésica (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.5) podem ser resolvidas numerica-
mente especificando a fun¢do H(u,x,y) e as condigdes iniciais (xo, Xo), (Yo, Yo) €
(20, 20), onde x}, = x'(up) e i = 1,2,3. Como a solugdes para (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.5)
sdo funcdes de x'(u), a coordenada u = 0 nao corresponde ao estado inicial da par-
ticula, mas sim ao estado na metade da interagdo, caso o pulso seja simétrico. O
estado inicial da particula é representado por u — ool. Neste Capitulo, considerar-
se-4 apenas solugdes de vécuo, i.e., (3.1.33) e (3.1.34), apenas. As solugdes com fonte
serdo consideradas no Capitulo 6.

Conforme visto na subsegdo 3.1.2, as equagdes de Einstein impdem restri¢des as
dependéncias de H com x,y, mas hé liberdade na escolha do formado dos pulsos
f(u). Neste Capitulo, considerar-se-do pulsos Gaussianos e Lorentzianos

filu) =e/N, (4.1.6)

1
fo(u) = Yyl (4.1.7)
respectivamente. Espera-se tais pulsos melhor representarem os sinais de ondas gra-
vitacionais esperados na natureza. As constantes A e p possuem dimensdo de dis-
tancia, deixando a exponencial e o cosseno adimensionais, respectivamente. Um
exemplo de trajetéria pode ser obtida pela combinacado da polarizagdo Hy,, descrita
por (3.1.33), com o pulso Gaussiano (4.1.6). As solugdes numéricas podem ser vistas
na Figura 4.1a e a trajetdria, parametrizada por u, na Figura 4.1b. Observa-se a solu-
¢do apresentada na Figura 4.1 apresentar movimento apenas em um plano. O eixo
x é arbitrdrio, podendo o mesmo comportamento ser observado para o eixo y com
ajuste nas condig¢des iniciais. Dessa forma, todo movimento inicialmente restrito a
um plano permanece nesse plano durante e apés a passagem de uma onda gravi-
tacional linearmente polarizada. A excegdo a tltima assertiva ocorre se o plano ini-
cial do movimento for o plano transverso. Caso exista movimento inicial no plano
transverso, a particula executa um movimento tridimensional. Na Figura 4.2 um
exemplo de solucdo para a polarizacdo H;« pode ser observada. O comportamento
observado nas Figuras 4.1 e 4.2 para o movimento longitudinal (ao longo do eixo
de propagagdo) é observado em todas as solugdes, i.e., particulas com movimento
inicialmente restrito a um plano z = constante sdo removidas desse plano ao intera-
girem com a onda. Todos os comportamentos observados para o pulso Gaussiano
estdo presentes para o pulso Lorentziano. Um exemplo de movimento para o pulso
descrito por (4.1.7) pode ser visto na Figura 4.3. Particulas em repouso inicial na
origem do plano transverso nao iniciam movimento devido a interacdo com a onda.

Para as solugdes numéricas, a aproximacio 200 ~ co é suficiente para os casos neste Capitulo
analisados.
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(A) Evolugdo das coordenadas x*(u). (B) Trajetéria geodésica.

FIGURA 4.1: Solugdes numéricas para as equagdes geodésicas (4.1.2),

(4.1.3) e (4.1.5) para a polarizacao (3.1.33) com f1 (1) dado por (4.1.6).

As condigdes iniciais sdo xg = yg = zg = yo = 0 e ¥y = 29 = 0.1. Os
pardmetrossdo A =1e Cyy = —1/25.
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FIGURA 4.2: Solugdes numéricas para as equagdes geodésicas (4.1.2),

(4.1.3) e (4.1.5) para a polarizacao (3.1.34) com f1,(u) dado por (4.1.6).

As condigdes iniciais sdo xg = zg = Zp = 0e Xg = yo/2 = 2yp = 0.024.
Os parametros sio A =1e C1y = —1/25.
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(A) Evolugao das coordenadas xi(u). (B) Trajetoria geodésica.

FIGURA 4.3: Solugdes numéricas para as equagdes geodésicas (4.1.2),

(4.1.3) e (4.1.5) para a polarizacdo (3.1.33) com f; (1) dado por (4.1.7).

As condigdes iniciais sdo xg = yg = zg = %/5 =y = 0.1 ezy = 0.
Os parametros sdio A =1e C;y = —1/25.



4.1. Movimento de particulas no espago-tempo das pp-waves 69

0.100

..... 0.095

_’//W\ 0.0901
0.04 - r

0.085

0.02

4 L -
-10 -5 5 10

I I I I I I
L 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

(A) Evolucao das coordenadas x' (u). (B) Trajetéria geodésica.

FIGURA 4.4: Solugdes numéricas para as equagdes geodésicas (4.1.2),

(4.1.3) e (4.1.5) para a polarizagao (3.1.33) com f1 (1) dado por (4.1.8).

As condigdes iniciais sdo zg = %9 = 1o = 20 = 0 e x9 = 5yp = 0.5. Os
pardmetros sio A = —C1; =4en = 2.

Outro exemplo de ondas gravitacionais sdo as descritas por pulsos no formato
de pacotes de ondas

dn —u? /A2
fa(u) = edT, (4.1.8)
fa(u) = cos (u/p)e™/A, (4.1.9)

onden =1,2,3,... O movimento geodésico para particulas que interagem com tais
ondas é mais irregular, apresentando mudancas de direcado e sentido durante a pas-
sagem da onda. Um exemplo de movimento pode ser visto na Figura 4.4, obtido
pela combinagdo do pulso (4.1.8) com a polarizagdo Hy;. Observa-se que a parti-
cula inicia um movimento no sentido positivo do eixo x e depois inverte o sentido.
O pulso (4.1.8), para n = 2, distintamente dos pulsos (4.1.6) e (4.1.7), possui inver-
sdo no sentido da fun¢do H ao longo da evolugdo de u. Observando o componente
(3.2.12) é possivel ver que a altera¢do no sinal de H(u, x,y) leva a uma inversdo no
sentido das aceleragdes inerciais. Portanto, o resultado estd em acordo com a inter-
pretacdo do tensor de aceleracdo (2.4.6). A mesma andlise é valida para a variacdo
do sentido do movimento ao longo do eixo y para a mesma solucdo. Percebe-se que
os parametros A e C possuem significado de largura do pulso e amplitude, respec-
tivamente. Quanto maior for o valor de A, maior é a regido AU de intera¢do entre a
particula e a onda. Maiores valores em moédulo de C indicam maior influéncia das
ondas na cinematica inicial das particulas, uma maior alteragdo da trajetéria inicial.
Conforme discutido na secdo 3.2, as coordenadas x* = (¢, x,y,z), assim como as co-
ordenadas x* = (u,x,y,z), sdo limitada & H < 2. Dessa forma, a regido de analise
e a amplitude devem ser ajustadas nas andlises numéricas para que tal relagdo seja
mantida.

Um exemplo interessante de movimento é o descrito por uma particula no campo
gravitacional de uma onda circularmente polarizada (3.1.37). Considerando-se um
pulso largo parcialmente harménico como o (4.1.9), observa-se que a particula des-
creve um movimento orbital temporario ao redor do eixo de propagacdo da onda,
com a duragdo Au dependendo da largura A do pulso. Um exemplo de tal movi-
mento cadtico pode ser visto na Figura 4.5. O comportamento orbital de particulas
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(A) Evolugio das coordenadas x' (u1). (B) Trajetoria geodésica.

FIGURA 4.5: Solugdes numéricas para as equagdes geodésicas (4.1.2),

(4.1.3) e (4.1.5) para a polarizagao circular (3.1.37) com f(u) dado por

(4.1.9). As condigdes iniciais sdo zg = %p = g = Zp = 0exg =yp = L.
Os parametros sio A = 100,C = —1/4ep = 1.

nas ondas circularmente polarizadas pode atuar como uma armadilha gravitacional
para particulas [89].

E interessante notar nas Figuras 4.1-4.5 que as particulas, inicialmente em re-
pouso, descrevem um movimento acelerado durante a passagem da onda, retor-
nando a um movimento uniforme apds a passagem da onda. Entretanto, o estado
final é cinematicamente distinto do inicial. A presenca desse efeito memoria de ve-
locidade possui implicagdes sobre a energia cinética da particula, como serd visto na
proxima secao.

4.2 Energia cinética de particulas livres e o efeito memoria

A ndo possibilidade de resolucdo analitica das equagdes geodésicas (4.1.2-4.1.4) para
um pulso qualquer torna impossivel obter uma relagdo que expresse o movimento
de uma particula no caso geral. Entretanto, os casos analisados na secdo 4.1 ja per-
mitem a percepcdo da existéncia do efeito memoria na velocidade e, consequente-
mente, uma alteragdo permanente no estado cinematico da particula. Nesta segéo,
a alteragdo do estado cinematico, de particulas atingidas por ondas gravitacionais,
serd analisada por meio da alteragdo da energia cinética das particulas. Os principais
resultados dessa se¢do constam publicados na literatura e podem ser consultados na
referéncia [19]%.

O estado cinematico da particula teste, i.e., que interage com a onda gravitacio-
nal, pode ser computado pela energia cinética K. Durante a passagem da onda, as
defini¢Ges cldssicas de energia cinética ndo sdo validas. Entretanto, ao se considerar
uma onda pulsando finita no espago para cada u = constante, o espago-tempo é o
espaco-tempo de Minkowski em instantes anteriores a passagem da onda (1 — —o0)
e posteriores (u — o). Portanto, a energia cinética por unidade de massa pode ser

2 Apesar dos resultados e conclusdes nesta secdo apresentados serem os mesmos contidos na citada
referéncia, existe uma distingdo na apresentacdo. Na referéncia [19], a congruéncia adotada é passado
orientada, i.e., N# kyzl na equacdo (1.4.1). Portanto, o passado e futuro da particula devem ser lidos da
direita para a esquerda, respectivamente. Como nesta tese a congruéncia é futuro orientada, o sentido
temporal regular é lido da esquerda para a direita.
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3 2K

(A) Evolucao das coordenadas % (u). (B) Energia cinética 2K.
FIGURA 4.6: Velocidades %' e energia cinética (4.2.1) para a polariza-
¢do + (3.1.33) com f1 (1) dado por (4.1.8). As condigdes iniciais sdo
Xo = —Yo = 20 = 4, %0 = —0.1 e yo = Zp = 0. Os parametros sdo
A=2,C;=9en=2.

(B) Energia cinética 2K.

(A) Evolugao das coordenadas x(u).

FIGURA 4.7: Velocidades %' e energia cinética (4.2.1) para a polariza-

¢do + (3.1.33) com f1 (1) dado por (4.1.8). As condigdes iniciais sdo

X0 = —Yo =20 =4, % =0.1eyy = zy = 0. Os parametros sdao A = 2,
Ciy =1/9en=2.

obtida nesses instantes pela expressao cldssica, no limite de baixas velocidades rela-
tivas a luz,

K= i (497 +27) . (4.2.1)

Considerando as coordenadas como independentes e transformando as derivadas
com relagdo a u para derivadas com relagdo a t, a equagdo (4.2.1) pode ser reescrita

na forma usual ) ) )
1| [dx dy dz
K= 5 [(dt) + (dt) + <dt> ] . (4.2.2)

A quantidade (4.2.1) pode ser calculada similarmente as trajet6rias na se¢do (4.1),
i.e., resolvendo numericamente as equagdes da geodésica (4.1.2) ,(4.1.3) e (4.1.5) para
um conjunto de condigdes iniciais. Derivando as solugdes x(u),y(u),z(u), obtém-se
as quantidades ' = (¥,y,2) presentes em (4.2.1). Uma solugio particular para i’
pode ser vista na Figura 4.7a. Neste caso, considerou-se uma particula no instante
inicial uy = —oo com velocidade %) = —0.1 apenas. Observa-se que a particula sofre
uma altera¢do no seu estado cinematico, adquirindo velocidade longitudinal e no
outro componente transverso apos a passagem da onda. Utilizando os resultados
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numéricos apresentados na Figura 4.7a, a energia 2K pode ser computada pela ex-
pressdo (4.2.1), com o resultado podendo ser visto na Figura 4.7b. A linha tracejada
apresenta o valor inicial (esquerda) da energia cinética para comparagao com o valor
final (direita). Nota-se que a manutengdo da velocidade na direcédo £, e o acréscimo
nas demais dire¢des, implica aumento na energia cinética da particula, i.e., a parti-
cula extraiu energia da onda gravitacional. Ao se assumir a conservagdo da energia
do sistema onda-particula e considerar-se fato da energia total da onda gravitacional
(3.2.31) ser necessariamente negativa, a interagdo com a particula, no caso particular
apresentado na Figura 4.7, resulta em aumento no médulo da energia da onda gra-
vitacional, ou seja, ela transporta menos energia (mais em médulo) apés a interagao,
tornando-se mais “intensa”.

O comportamento qualitativo de aumento da energia cinética observado na Fi-
gura 4.7 pode ser repetido para diversas condigdes iniciais, mas ndo para todas.
Considerando uma inversao no sentido inicial do movimento, o comportamento é
qualitativamente alterado, conforme pode ser visto na Figura 4.8%, i.e., a onda passa
a extrair energia positiva da particula, tornando-se mais energética (menos em moé-
dulo), consequentemente menos “intensa”. Destarte, o principal resultado desta se-
¢do (e da referéncia [19]), pode ser estabelecido, i.e., uma mesma onda gravitacional
pode extrair ou fornecer energia a uma particula, a depender das condicdes iniciais
da mesma. Tal consideracdo consiste importante explicacdo para a propagacado as-
trondmica e deteccdo de ondas gravitacionais, conforme é discutido nas conclusdes
desta tese.

Apesar da ndo possibilidade de obter-se uma solugao analitica geral para as
equagdes geodésicas (4.1.2-4.1.4), alguns comportamentos qualitativos que relacio-
nam as condig¢des inicial ao saldo final de energia da particula podem ser obtidos. O
mapeamento é mais facilmente desenvolvido introduzindo-se coordenadas polares
no plano transverso ao de propagacado. Utilizando as defini¢des (3.3.1) e (3.3.2), as
equagdes da geodésica para o tensor métrico (3.1.10) podem ser escritas nas coorde-
nadas x* = (u,p,¢,z) como

p=pd* + %apH , (4.2.3)

2. 1

¢ = —Epcp + 27234:H , (4.2.4)
V25 = % [(auH) +2(3,H)p + 2(a¢H)¢} . (4.2.5)

As polarizagdes (3.1.33) e (3.1.34), nas coordenadas x* = (u, p, ¢, z) sdo descritas por

Hy, = —Ci; p*(cos® ¢ —sin® ¢) f1 (u), (4.2.6)
Hiy = —Cq« pz(cos¢ sing) fix (u). (4.2.7)

O mapeamento pode ser obtido em func¢do das condi¢des iniciais em u = 0, i.e,,
durante a passagem da onda e ndo anterior & passagem da onda, logo, considerar-
se-4 g = 0 nas Figuras 4.8, 4.9 e 4.10.

O primeiro comportamento qualitativo pode ser observado para a polarizagdo +
(4.2.6) comparando as Figuras 4.8a e 4.8b. Quando duas particulas com as mesmas

3Nas Figuras 4.7b e 4.8b, apenas os comportamentos |u| >> 0 sdo passiveis de interpretacéo fisica,
visto a definigdo (4.2.1) ser valida apenas no limite do espago-tempo plano.

40s simbolos de Christoffel podem ser obtidos simplesmente escolhendo ] = 0 nos simbolos de
Christoffel para a onda giratonica, apresentados na secao 3.3.
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(A) Energia cinética 2K para pg = 0.1. (B) Energia cinética 2K para pg = —0.1.

FIGURA 4.8: Variac¢oes da energia cinética (4.2.1) para a polarizagédo +
(4.2.6) com f1 (u) dado por (4.1.6). As condi¢des iniciais sdo pp = 0.2

e Py =20 = ¢Pp =29 = 0. Os pardmetros sio A =2e C;4 = 1.
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(A) Energia cinética 2K para ¢y = 0. (B) Energia cinética 2K para ¢y = /4.

FIGURA 4.9: Varia¢des da energia cinética (4.2.1) para a polarizacdo

X (4.2.7) com fy (u) dado por (4.1.6). As condigdes iniciais sdo py =

500 = 0.5e ¢y = zg = ¢o = zop = 0. Os pardmetros sdo A = 2 e
Cix =1/4.

condigdes iniciais, a excegdo da velocidade radial pp, interagem independentemente
com uma mesma onda gravitacional de polariza¢do +, o comportamento qualitativo
de ganho ou perda de energia depende do sentido da velocidade radial gy = po/|po|
em ug = 0. Se gy > 0, observa-se a particula ganhar energia cinética (Figura 4.8a); se
Po < 0, a particula perder energia cinética (Figura 4.8b). Neste caso, ndo ha alteracdo
da energia cinética se pp = 0.

O segundo comportamento pode ser observado para a polarizagdo x compa-
rando as Figuras 4.9a e 4.9b. Neste caso, ha altera¢do qualitativa no comportamento
ao alterar-se a posi¢do angular inicial enquanto as demais condi¢des inciais sdo man-
tidas fixas. Ao alterar-se o sentido da velocidade angular inicial da particula, ha al-
teragdo qualitativa na variagdo de energia cinética da particula, conforme pode ser
visto na Figura 4.10.

Para ambas polarizagdes, ndo se observa dependéncia com as condigdes iniciais
(1o = 0) longitudinais, i.e., com zg e Zg. O comportamento quantitativo das variagdes
da energia cinética das particulas é analisado na préxima segao’.

0 mapeamento quantitativo do comportamento da energia cinética pode ser realizado utilizando
a fungdo variagdo da energia cinética (4.3.1), definida na se¢do 4.3. Tal andlise consta na referéncia [90].
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(A) Energia cinética 2K para ¢y = 0.1. (B) Energia cinética 2K para ¢y = —0.1.

FIGURA 4.10: Variagdes da energia cinética (4.2.1) para a polarizagdo
X (4.2.7) com f1« (1) dado por (4.1.6). As condicdes iniciais sdo pg = 1
e Py =z0=pPo =20 =0.Os pardmetrossdo A =2e Cyx =1/4.

4.3 Variacdes da energia cinética de particulas no espaco-tempo
das pp-waves

Na sec¢do 4.2 e na referéncia [19] a interagdo entre particulas e ondas gravitacionais
fora estudada a partir da variagdo do estado cinemaético de particulas livres, i.e., par-
ticulas apenas sob a influéncia gravitacional. Observou-se uma dependéncia entre a
varia¢do da energia cinética das particulas teste com as condi¢des iniciais da mesma.
Nesta secdo, o efeito de parametros da onda na transferéncia de energia é estudado.
Os resultados aqui apresentados encontram publicados e podem ser consultados na
referéncia [20].

A andlise de interacao entre ondas gravitacionais e particulas permite ndo apenas
a compreensdo de tal interagdo, mas também da onda gravitacional. O movimento
ondulatério pode ser detectado pela interagdo das ondas com particulas, com o es-
tudo da interacdo de ondas gravitacionais com particulas permite a compreensao
daquelas ondas a partir da mudanga do estado de particulas teste. Pela graca do
exemplo, a particula® é um objeto localizado sofrendo uma transferéncia de energia
localizada. Portanto, conceitos de energia-momento gravitacionais locais sdo neces-
sérios visto que é razoavel assumir-se que a troca de energia ocorra localmente.

Pseudo-tensores energia-momento para o campo gravitacional, e.g., o de Lan-
dau [17], ndo podem explicar tal comportamento devido a existéncia de quantidades
conservadas globalmente apenas. A energia cinética de particulas no espago-tempo
plano (antes e apds a passagem da onda) ndo pode ser removida por transforma-
¢des de coordenadas. Logo, a energia gravitacional também nado pode. A remocao
da energia por transformagdes de coordenadas é um suposto argumento contra a
localizabilidade da energia gravitacional’.

As particulas consideradas sdo entidades teste idealizadas, i.e., ndo afetam a con-
figuragdo gravitacional da onda durante e apds a interagdo. Em um caso realistico,
o efeito perturbativo da particula sobre a onda deve ser considerado [92], possivel-
mente levando a uma energia perturbativa associada a intera¢do, como ocorre na

®Em escalas astrondmicas uma estrela interagindo com uma onda gravitacional pode ser suposta
como particula, desde as dimensdes da estrela sejam pequenas com relagdo a frente de onda, i.e, a
frente de onda é aproximadamente plana na regido de interacdo com a onda. Apesar dos objetos as-
trondmicos serem formados por partes distintas com velocidades distintas, a velocidade translacional
de uma estrela é muito maior do que as velocidades relativas entre suas partes.

7Para uma discussdo mais profunda sobre a localizabilidade, vide [91].
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FIGURA 4.11: Varia¢des da energia cinética para a polarizagdo +
(4.2.6) com f14(u) dado por (4.1.6) e condigdes iniciais Z. O para-
metro C;4 = 1.

interagdo entre particulas massivas e o buraco negro de Schwarzschild [93]. Entre-
tanto, tal andlise é dificil de ser desenvolvida e a consideragdo utilizada ao longo
deste Capitulo, i.e., uma pequena (nula) alteragdo da onda devido a intera¢do com a
particula, é razodvel sempre que a troca de energia for muito pequena em compara-
¢do a energia global da onda. Aquela limitagdo ndo altera os resultados qualitativos
obtidos pelo estudo do movimento geodésico da particula no espago-tempo nao per-
turbado; assim como ndo impede que aspectos da onda possam ser explorados pelo
estudo do mesmo movimento geodésico. E.g., a quantidade A, presente nos pulsos
(4.1.6-4.1.9), estd associada a largura do pulso. A partir do movimento geodésico das
particulas, o efeito desse pardmetro na variagdo de energia da onda, por consequén-
cia da variacdo de energia da particula, pode ser compreendido.

Para a compreensdo do parametro A na alteracdo permanente do estado cine-
matico da particula (efeito memoria), e consequentemente inferindo propriedades
correspondentes do campo gravitacional, convém definir-se a quantidade

AK = Kf — K, (4.3.1)

onde Ky € a energia final calculada em u — oo e K; € a energia final calculada em
u — —oo. Se AK > 0, a particula extrai energia da onda; se AK < 0, ela fornece. Para
a andlise, é conveniente fixar um conjunto de condi¢es iniciais, permitindo assim a
analise do parametro A apenas. Considerar-se-d o conjunto de condigdes iniciais®

7: Po = 0.6, 4)0 =0, zy = 0, p = —0.2, 4.)0 =0, Zo = 0; (432)
17T Po = 06, (PO = 0, zZy = 0, p = 02, (i)o = 0, Zo = 0, (433)

onde, novamente, o ponto para determinagdo das condi¢des iniciais é definido para
up = 0. O comportamento da variagdo AK para a polarizagdo + e condigdes iniciais
1 pode ser visto na Figura 4.11a. Conforme pode ser visto, a variagdo da energia
admite um comportamento quasi-periédico como fungdo de A. O comportamento
quasi-periédico apresenta amortecimento, i.e., a transferéncia torna-se menor com
maiores valores de A. Supde-se que o decaimento ndo é consequéncia da intera-
¢do em si, mas da particula possuir energias cinética inicial e final maiores, levando

80 mesmo conjunto de condiges iniciais da referéncia [20]. Na referéncia [20] a congruéncia é
passado orientada. Dessa forma, a transigio ¥/ — —x' da referéncia para esta tese implica a mesma
situagdo fisica.
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a uma maior transferéncia de energia, ndo necessariamente uma transferéncia pro-
porcionalmente maior para pequenos valores de A. Entretanto, tal efeito pode ser
filtrado definindo-se a variagdo da energia cinética normalizada

Ks — K

AKy =11
YT KK

4.3.4)

Observando a Figura 4.11b, percebe-se que o decaimento da amplitude é menor,
mas segue presente. Nota-se que os zeros ocorrem em valores discretos, i.e., existem
valores especificos de comprimento de onda que nao transferem energia a particula
(ou removem energia da particula). O comportamento da Figura 4.11b assemelha-
se ao de um oscilador amortecido. Uma expressdo analitica aproximada pode ser
obtida interpolando-se os pontos AKy = AKy(A) com a fungdo

bA
_ £, (aA)/100 ;
AKy = fe sin <100 + C) , (4.3.5)

onde, em unidades naturais, 2 = 1.96045, b = —249.259, c=4.07272, f = 0.550283
sdo constantes de interpolacdo’. O resultado da interpolagido pode observado na

Figura 4.12. Utilizando (4.3.5) é possivel determinar os valores de A para méxima

AKy
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FIGURA 4.12: Interpolagdo (4.3.5) na linha continua para os pontos
AKy.

transferéncia de energia, i.e., 0s maximos e minimos de AKy. Derivando (4.3.5) em
relagdo a A e igualando o resultado a zero, obtém-se a relagdo discreta'”

bA
—+c=_-+nm, 4.3.6
100 * 2 7 ( )
onden =0,1,2,...
Se as condigdes iniciais Z7 forem escolhidas na Figura 4.11, o comportamento é
invertido, i.e., as regides de AK e AKy negativas tornam-se positivas e vice versa.
Se ¢ = /4, o comportamento oscilatério é perdido. Destarte, o comportamento

9 A interpolagio fora feita para 0.01 < A < 50 com cinco mil pontos.
10Curiosamente, ao considerar-se a dependéncia da variacdo do momento angular de uma particula
com A, similarmente ao feito com a variacdo da energia cinética, o mesmo comportamento quasi-
periédico é observado, mas os picos do momento angular e da energia cinética encontram-se desloca-
dos por um fator 7/2 entre si [94].
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FIGURA 4.13: Variagdes da energia cinética para a polarizagdo X
(4.2.7) com f1 (u) dado por (4.1.7). O parametro C; = 1.
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(B) H3 = H3(u) para A = 0.01.

FIGURA 4.14: Funcdo H (4.3.8) ao longo da trajetéria da particula
como fungéo de u para as condicdes iniciais 7.

qualitativo oscilatério da troca de energia depende da regido do espago-tempo onde
a particula interage com a onda.

Outro exemplo de comportamento oscilatério pode ser obtido considerando as
mesmas condicdes iniciais e a polarizagdo x. Conforme pode ser visto na Figura
4.13a. Nota-se a variacdo de energia cinética crescer até certo valor médximo, de ex-
tracdo de energia por parte da onda, nas condigdes iniciais Z. Para as condicdes ini-
ciais ZZ a onda fornece energia a particula, mas o comportamento oscilatério segue
ausente, como pode ser visto na Figura 4.13b. Entretanto, o comportamento nado os-
cilatério na Figura 4.13 torna-se oscilatério com uma simples rota¢do nas condi¢des
iniciais, i.e., se ¢9 = 71/4. Logo, o comportamento quasi-periédico ndo é exclusivo
da polarizagdo.

Conforme mencionado na sec¢do 4.1 as equagdes geodésicas (4.1.2-4.1.4) podem
ser resolvidas analiticamente para pulsos formados por fungdes delta. Entretanto,
dificuldades surgem ao lidar com ndo bem definidos produtos de fung¢des delta. Ao
lidar-se com pulsos Gaussianos, a andlise pode ser similarmente feita considerando
o limite A — 0 [95, 96], sendo esse limite chamado impulsivo. Dessa forma, é in-
teressante analisar o comportamento da transferéncia de energia em tal limite. Um
pulso Gaussiano normalizado satisfaz a relacdo

1 o 2 /A2
due~ /208 — 1 43.7
AV2m /700 #.37)
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Logo, o limite impulsivo pode ser obtido considerando-se o limite A — 0 na func¢éo

Hy = ———p?(2cos2 ¢ — 1)e~ (/20" 43.8
3 10Aﬁp ( ¢p—1) (4.3.8)

onde a polarizagdo + fora escolhida. Observa-se na Figura 4.14! que a funcéo
Hj3 torna-se mais “estreita” e “profunda” para maiores valores de A. Neste limite,
percebe-se na Figura 4.15 a variacdo de energia tender a zero no limite A — 0.

AKy
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FIGURA 4.15: AKy como fungdo de A para a fungdo H descrita por
(4.3.8) e condigdes iniciais 7.

Investigagdes analiticas sobre variagdo de energia AK foram realizadas analitica-
mente com a utilizagdo de pulso ndo Gaussiano [97], levando as mesmas conclusdes,
i.e., que esta variacdo pode ser positiva ou negativa apds a passagem da onda.

As transferéncias de energia entre particula e ondas gravitacionais, neste Capi-
tulo apresentadas, reforcam a necessidade de expressdes locais para a energia gravi-
tacional, como a (2.3.7) do TERG. Outrossim, a possibilidade de ondas gravitacionais
ndo apenas poderem fornecer energia as particulas, mas também absorver energia
das particulas, possui importante consideragdes astrondmicas, conforme é discutido
nas Conclusdes desta tese.

Ao longo deste Capitulo, apenas a variagdo empirica energia cinética da particula
fora considerada, i.e., 0 mecanismo nao fora discutido. Esta abordagem permitiu
que a cinematica da particula fosse considerada apenas antes e apds a passagem da
onda, mas ndo durante a passagem da onda. No Capitulo 5, o estado cinemadtico da
particula serd considerado durante a passagem da onda.

A funcio Hj3(u) é calculada ao longo da trajetéria da particula, i.e., com as solugdes geodésicas
x'(u) substituidas como funcdo de u. Tal fungdo representa a onda localmente “vista” pela particula.
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Capitulo 5

Teorema trabalho-energia para
particulas na presenca de pp-waves

Mostrou-se no Capitulo 4 que particulas atingidas por pulsos de ondas gravitaci-
onais sofrem efeito memodria, i.e., sofrem deslocamento permanente devido a inte-
ragdo com a onda. Em algumas situagdes, o estado cinematico final da particula é
distinto do inicial, i.e., um efeito memoria de velocidade estd presente. A partir da
integragdo numérica das equacdes da geodésica fora possivel mostrar que alteragdo
do estado cinematico corresponder a perda ou ganho de energia por parte da parti-
cula. Entretanto, a andlise limitou-se as regides do espaco-tempo plano, i.e., antes e
ap6s a passagem das ondas. Neste Capitulo, um mecanismo para a troca de energia
serd proposto e, a partir dele, infere-se sobre o estado cinemético durante a passa-
gem da onda. Os resultados apresentados neste Capitulo encontram-se publicados,
podendo ser consultados na referéncia [21].

Na Mecanica Cléssica, as leis de conservacdo podem ser estabelecidas a partir de
simetrias do espago e de uma simetria do tempo. As evidéncias experimentais su-
gerem o tempo ser homogéneo, i.e., nenhum instante de tempo é preferivel a outro.
Como consequéncia, uma lei de conservag¢do para uma quantidade escalar surge. Tal
escalar é denominado energia. A energia fornece uma abordagem distinta a aborda-
gem de forca, permitindo muitos fendmenos mecanicos serem melhor descritos em
formas compreensiveis a razdo humana. Epistemologicamente, energia e forga sdo
interpretagdes distintas do mesmo fendmeno concordantes entre si. Uma forga atu-
ando em uma particula é dita realizar um trabalho sobre particula caso a deslocar.
O trabalho possui dimensado de energia e representa a dinamica do sistema fisico.
Observa-se que uma particula sofrendo um trabalho W tem seu estado cinemético
alterado. A quantidade que representa a cinemdtica do sistema, é chamada energia
cinética K. Experimentalmente, se a for¢ca imprime uma aceleragdo constante 4 na
particula ao longo de um deslocamento Al, observa-se

v; = v} +2aAl, (5.0.1)

onde v; s sdo as velocidades inicial e final da particula, respectivamente. A equa-
¢do (5.0.1) é chamada equacgdo de Torricelli. Se a for¢a for ndo uniforme, (5.0.1)
generaliza-se para

Lo Yoo [aar 5.0.2

Evf—ivi—/ia- , (5.0.2)
onde i, f representam os estados inicial e final, respectivamente. Multiplicando am-
bas as partes de (5.0.2) pela massa m da particula, obtém-se o chamado teorema
trabalho-energia AK = W, onde AK ¢é a variagdo da energia cinética. A equagdo
(5.0.2) é uma expressdo deveras simples que aponta a forca F = mid como a respon-
sdvel pela alteracdo do estado cinemético da particula.
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Na secdo (4.2) observou-se uma variagdo no estado cinemédtico de uma parti-
cula apés a passagem de uma onda gravitacional, mas tal mecanismo ndo pode ser
explicado na RG como é explicado na Mecanica Clédssica. Conforme discutido na se-
¢do 1.1.3, as curvas geodésicas representam a menor distancia entre dois eventos no
espaco-tempo. Como apenas interagdo gravitacional ocorre quando uma particula é
atingida por uma onda gravitacional, nenhuma forga estd presente, implicando no
movimento geodésico para tal particula. Destarte, ndo havendo forga gravitacional,
um trabalho classico nulo esta presente. Porquanto, este fato estd associado a nao de-
finicdo de um tensor energia-momento para o campo gravitacional na RG. O TERG,
entretanto, permite uma explicacdo a alteragdo de energia, visto as ondas gravitacio-
nais possuirem energia associada a si, conforme visto na subsecao 3.2.1. Igualmente,
através do tensor de aceleracdo, definido na se¢do 2.4, o TERG permite a explica-
¢do do mecanismo de transferéncia de energia. Explorar-se-d4 aquele mecanismo na
secdo 5.3.

Antes do objetivo principal deste Capitulo ser perseguido, é necessério algumas
caracteristicas fisicas intrinsecas das pp-waves serem conhecidas. Apesar da estru-
tura matematica do espago-tempo das pp-waves ser amplamente conhecida, muitas
de suas propriedades fisicas ainda ndo estdo plenamente esclarecidas. Propriedades
fisicas essas que permitem a andlise de comportamentos, alternativamente a descri-
¢do geométrica. Estudar-se-4 na segdo 5.1 as densidades de energia do espago-tempo
das pp-waves e mapear-se-a as distribui¢des no espacgo tridimensional. Na fisica
classica observa-se relacdo proxima entre a aceleragdo e a distribuigdo de densidade
do centro de massa. Destarte, na se¢do 5.2 o centro de energia do espago-tempo das
pp-waves serd investigado. Finalmente, na se¢do 5.3, conforme a Referéncia [21], a
relacdo trabalho-energia serd estabelecida para uma particula no espago-tempo das
pp-waves.

5.1 Distribuicao espacial da densidade de energia das pp-
waves

Conforme visto na sec¢do 3.1, o tensor métrico das pp-waves é construido sobre su-
posi¢des geométricas do espago-tempo, similares & geometria observada para a con-
gruéncia de raios de luz das ondas eletromagnéticas planas. Entretanto, estas ulti-
mas possuem uma distribuigdo de energia associada a si, podendo ser fisicamente
interpretadas como uma quantidade de energia localizada (em uma regido tridimen-
sional do espago) em propagacao. Dentro das RG, dificilmente obtém-se interpreta-
¢Oes semelhantes.

No TERG, conforme visto na subsegdo 3.2.1, o componente zero do quadrivetor
energia-momento gravitacional permite a localizacdo da energia gravitacional das
pp-waves para qualquer regido espacial tridimensional, com a energia ndo sendo
definida apenas globalmente. Destarte, a visualizagdo da distribuicdo espacial das
pp-waves pode ser obtida computando-se a densidade de energia

k (0:H)?*+ (9,H)?

e=—¢ ye , (5.1.1)

onde PO = [, €dx. Desta forma, é possivel uma anélise das polarizagdes e pa-
rametros da onda diretamente sobre observag¢des de suas propriedades fisicas, e
ndo apenas sobre seu efeito geodésico nas particulas com as quais interage. Uma
distribui¢do ndo uniforme da densidade de energia implica regides infinitesimais
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FIGURA 5.1: Energia do campo gravitacional para Hj (3.1.33) com
f1+ (1) descrito por (4.1.6) no instante t = 0. Os parametros sdo C14 =
10 teA=1
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FIGURA 5.2: Energia do campo gravitacional para Hj, (3.1.34) com
f1x (1) descrito por (4.1.6) no instante t = 0. Os pardmetros sdo C1x =
10 teA=1

distintas do espago possuirem energia distinta. Logo, superficies de mesma den-
sidade energética podem ser construidas, i.e., curvas de nivel para a densidade de
energia, permitindo a andlise da dependéncia do distribuicdo de energia! com as
propriedades da onda. Uma dessas superficies pode ser vista na Figura 5.1a para
a polarizagdo +, em uma visdo transversal a dire¢do de propagagdo, para um va-
lor especifico de densidade de energia. Observa-se a distribui¢do de energia desta
polarizacdo ser assimétrica, em acordo a descrigdo geométrica da mesma. Nas co-
ordenadas x* = (t,x,y,z) a fungdo H(u, x,z) é limitada, i.e., tais coordenadas nao
descrevem todo o espago tempo. Portanto, observa-se a densidade de energia sendo
maior quando a superficie é afastada do eixo de propagacdo. Entretanto, ndo se
pode afirmar a densidade de energia ir ao infinito quando as coordenadas vao ao
seu limite assintdtico, visto as coordenadas utilizadas ndo serem vélidas em todo o
espago, ou seja, o comportamento local observado na Figura 5.1a, de acréscimo da

ISe a onda gravitacional for interpretada como uma distribuicio de energia gravitacional em pro-
pagagao, tais superficies representam qualitativamente o “formato da onda”.
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FIGURA 5.3: Energia do campo gravitacional para Hy (3.1.33) com
f1+(u) descrito por (4.1.6) no instante t = 0. O parametro Cy; =
1071, A densidade de energia escolhida é e = —0.00078

densidade de energia, ndo pode ser assumido global?.

Observa-se na natureza que os sistemas isolados sdo conservativos, i.e., sua ener-
gia ndo possui dependéncia temporal explicita. Entretanto, pode-se observar que a
energia total (3.2.29) aparentemente apresenta dependéncia temporal na sua forma
integral, mesmo tratando-se de um sistema isolado. A nédo existéncia de solugdo ana-
litica para a integral (3.2.29) dificulta a percepgdo que o sistema fisico pp-wave é con-
servativo. Integrando (3.2.29) numericamente para a polarizacao + em dada regido
do espaco®, percebe-se na Figura 5.1b que a energia dentro dessa regido permanece
constante*. Destarte, a energia gravitacional de uma pp-wave isolada é conservada.

O efeito da polarizagdo na distribuigdo de energia pode ser visto comparando-
se as Figuras 5.1a para a polarizagdo + com a Figura 5.2a para a polarizacdo x. Os
mesmos comportamentos qualitativos sdo observados e a energia segue conservada,
conforme pode ser visto na Figura 5.2b.

Os parametros de amplitude da onda C;; e C;« apenas deslocam as superficies,
sem alterar o comportamento qualitativo. Maiores amplitudes implicam superfi-
cies mais préximas a origem do plano transverso. O parametro A fora interpretado
como relacionado a largura do pulso. Pode-se perceber, ao comparar as Figuras 5.3a
e 5.3b, que pulsos mais largos possuem distribui¢io de energia mais larga. E inte-
ressante comparar os efeitos da largura do pulso das Figuras 5.3 com a transferéncia
de energia entre a onda e a particula, observada nas Figuras 4.13. Pulsos mais largos
implicam maior regido de interacdo entre a particula e a onda, consequentemente a
ocorréncia de maior transferéncia local de energia, estando em acordo a localizabili-
dade da energia gravitacional.

20 crescimento da densidade de energia com a distancia a origem do plano transverso é uma ca-
racteristica das solugdes de vacuo. No Capitulo 6 ver-se-a que as solugdes com fonte, assintoticamente
planas, levam a uma energia finita mesmo quando a integracdo ocorre até o infinito espacial.

3A regido considerada ¢ um paralelepipedo de comprimento infinito descrito por —2 < x < 2,
—2<y<2e—o00 <z < oo Ascoordenadas da secdo transversal ndo englobam todo o espago devido
a limitacdo das mesmas, com o resultado qualitativo sendo inalterado para quaisquer limites para x, y
que mantenham H < 2.

4Se o paralelepipedo for finito em comprimento longitudinal, observar-se-4 uma energia constante
e uma queda a zero posterior. Tal fato ndo implica a energia da onda néo se conservar, mas, por a onda
tratar-se de uma entidade dinamica, aquela distribuicdo de energia ndo mais estd contida na superficie
escolhida.
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FIGURA 5.4: Energia do campo gravitacional para H (3.1.37) com
f(u) descrito por (4.1.6) no instante t = 0. Os parametros sdo
C=10"teA=1

As ondas com polarizagdo ndo linear possuem comportamento qualitativo dis-
tinto na distribuicdo de energia. As ondas circularmente polarizadas apresentam
superficies torcidas ao redor do eixo de propagagdo, como pode ser visto na Figura
5.4a. Destarte, pode-se perceber que a polarizacdo da onda é perceptivel em sua
distribuigdo de energia. A energia também é conservada para a onda circularmente
polarizada, como pode ser visto na Figura 5.4b.

5.2 Centro de energia do espaco-tempo das pp-waves

A dire¢do da aceleracdo geodésica de particulas em campos gravitacionais é de-
terminada geometricamente na RG, i.e., sem a possibilidade de inferéncias sobre o
comportamento das particulas e as propriedades fisicas dos campos gravitacionais.
Quando solugdes com fontes sdo consideradas, propriedades do tensor energia-momento
da fonte podem ser associadas a congruéncia geodésica, como as condi¢des de ener-

gia e a equacdo de Raychaudhuri (1.4.22). Entretanto, para solugdes de vacuo, onde

a tnica entidade fisica presente é o campo gravitacional, ndo é possivel a realizagdo

de inferéncias semelhantes sem a defini¢do de um tensor energia-momento para o
campo gravitacional.

No TERG a defini¢do de centro de inércia (2.3.16) permite, qualitativamente, a
andlise das dire¢des de aceleragdo a partir da distribuigdo de energia, i.e., a acelera-
¢do geodésica de particulas é direcionada a regides de maior intensidade do centro
de energia. Regides de densidade de centro de energia positiva tendem a produzir
um campo gravitacional atrativo.

Conforme visto na secdo 2.3.2, os componentes (i) do centro de inércia séo defi-
nidos como

LO6) — _ / Bx MOW) (5.2.1)

onde
MO — ok, {e(ew)je(i)o — (0ip@0) | (5.2.2)

é o vetor densidade de centro de energia.
Conforme visto na segdo 3.2.2, as pp-waves possuem um vetor densidade de mo-
mento angular ndo nulo. Nesta se¢do, a densidade de momento angular é mapeada
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(A) Componente My paray = 0. () Componente My, para x = 0.

FIGURA 5.5: Densidade do centro de energia do campo gravitacional
para Hy; (3.1.33) com f(u) descrito por (4.1.6). Os parametros sdo
Cit =1leA=1

(A) Componente M, para u = 0. () Componente My, para u = 0.

FIGURA 5.6: Densidade do centro de energia do campo gravitacional
para Hq; (3.1.33) com f(u) descrito por (4.1.6). Os parametros sdo
Cio =leA=1

como funcio das coordenadas, permitindo uma analise® das regides espaciais de
densidades negativa e positiva do centro de energia.
Os componentes ndo nulos (5.2.2) para a polarizacdo +, descrita por (3.1.33), sao

_MOO) — p C1f (1)

3 X, (5.2.3)

Cry f(u)

_MOQ@) — g =1t/ \E)
M 2k Y- (5.2.4)

Definindo-se g = ¥ +ijje My == 2k Cl; j§”) , é possivel escrever (5.2.3) e (5.2.4) como

M, =Mp. (5.2.5)

A densidade (5.2.5) é uma quantidade dependente de trés varidveis, i.e., M, =
M. (u,x,y). Portanto, ndo é possivel realizar uma representacdo tridimensional de
tal quantidade. Nas Figuras 5.6, o componente (5.2.3) é tragado para uma superficie

5A analise desejada é mais simples se realizada nas coordenadas x* = (u,x,y,z). Destarte, as
mesmas sdo consideradas nesta segao.
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(A) Componente My para y = 0.5. (B) Componente My para u = 0.

FIGURA 5.7: Densidade do centro de energia do campo gravitacional
para Hyx (3.1.34) com f(u) descrito por (4.1.6). Os parametros sdo
Cix =1leA=1.

y = constante na Figura 5.6a e na Figura 5.6b para o componente (5.2.4) para uma
superficie x = constante. Percebe-se o centro de energia encontrar-se localizado proé-
ximo ao centro do pulso Gaussiano®. A onda possui regides de densidade de centro
de energia negativa e positiva, em acordo aos comportamentos gravitacionais geo-
désicos repulsivos e atrativos vistos na se¢do 4.1. Nas Figuras 5.6, os componentes
(5.2.3) e (5.2.4) sdo tragados para um valor fixo # como func¢do das coordenadas x, y
do plano transverso ao de propagagéo.

Comportamentos semelhantes sdo obtidos para a polarizagdo x. Os componen-
tes ndo nulos (5.2.2) para a polarizagdo +, descrita por (3.1.34), sdo

_ MO — o Crxf()

IVERRL (5.2.6)
~MO@) = 2kclﬁigu)x. (5.2.7)

Novamente, definindo-se My == kCIZng”), obtém-se
My = My (y% +x7). (5.2.8)

Nas Figuras 5.7, o componente (5.2.6) é tracado para uma superficie y = constante
na Figura 5.7a” e para u = constante na Figura 5.7b. Novamente observa-se uma
densidade de dentro de energia localizada ao redor do centro do pulso Gaussiano.
Percebe-se a densidade do centro de energia possuir distribui¢do ndo uniforme nas
frentes de onda. Tal comportamento era esperado, visto particulas, com mesmas
velocidades iniciais, soltas em regides distintas possuirem comportamento de trans-
feréncia de energia distintos, como visualizado nas Figuras 4.9.

6 Assim como ocorre com a densidade de energia, a ndo validade das coordenadas Cartesianas no
espago-tempo inteiro implica que o comportamento crescente ao se afastar (da origem do plano trans-
verso) nao pode ser assumido globalmente.

7 Apesar de parecer, somente pela Figura 5.7a, que para a polarizagio x a densidade do centro
de energia é positiva apenas, tal fato ndo se sustenta veridicamente, pois escolhendo uma superficie
y = —0.5 0 comportamento é invertido, com a densidade diminuindo ao invés de aumentar no sentido
negativo de x. Os comportamentos qualitativos das polarizac¢des + e x sdo distintos a menos de uma
rotagdo no plano transverso.
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(A) Componente My paray = 0. (B) Componente My para x = 0.

FIGURA 5.8: Densidade do centro de energia do campo gravitacional
para Hy; (3.1.33) com f(u) descrito por (4.1.9). Os parametros sdo
Ci =10, A=2ep=1/4

(A) Componente M,. (B) Componente M, para u = 0.

FIGURA 5.9: Densidade do centro de energia do campo gravitacional
para Hy (3.1.32) com f(u) descrito por (4.1.6). Os pardmetros sdo Cp =
1/2, A=1lea=1.

Pulsos fortemente oscilantes, como o descrito por (4.1.9), levam a valores osci-
lantes da densidade do centro de energia, como pode ser visto nas Figuras 5.8. Tal
fato permite a explicagdo qualitativa de ondas gravitacionais periédicas poderem
atuar como armadilhas de particulas [98], i.e., particulas sdo arrastadas pelas ondas
gravitacionais.

Todas as solugdes de pp-waves analisadas ao longo deste Capitulo, até o mo-
mento, foram solug¢des de vacuo. A solugdo de monopolo (3.1.31) permite uma ané-
lise interessante por se tratar de uma solugdo com simetria axial. Destarte, é possivel
trabalhar com um vetor densidade de centro de energia que é funcdo apenas de duas
coordenadas. Para a fungdo H(u, x,y) descrita por (3.1.34), os componentes ndo nu-
los (5.2.2) sdo

Cof(u)
_ M) — 50
M 2k LA cos ¢, (5.2.9)
_MO@) — g Cof (1) sing. (5.2.10)

4A3
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Portanto, definindo My == 2k CZ{;(;' ), é possivel obter-se um vetor com sentido e
dependéncia radial® apenas, i.e.,
M, = Mpp. (5.2.11)

O comportamento para M, pode ser visto nas Figuras 5.9. Distintamente das so-
lucdes de vacuo, observa-se que a densidade do centro de energia estd localizada
proxima a origem do plano transverso’, i.e., ao redor de p=0.

Conforme visto ao longo desta segdo, as pp-waves possuem centro de energia
ndo nulo localizado ao redor do centro do pulso. Portanto, o centro de energia per-
mite a interpretacdo da propagacdo de uma pp-wave como a propagacao do centro
de energia apresentado nas Figuras 5.5 - 5.9, com a regido de maior intensidade de
centro de densidade de energia gravitacional atuando como centro de gravidade. A
distribuigdo ndo uniforme da densidade do centro de energia permite explicagdes
acerca do sentido da aceleracdo geodésica de particulas na presenca de pp-waves,
com as particulas tendendo a regides do centro de gravidade!?. O sentido do mo-
vimento das particulas é determinado pelas aceleragdes inerciais do espago-tempo.
Estas ultimas sao investigadas na préxima secao.

5.3 Relacao trabalho-energia para ondas gravitacionais

Conforme visto na se¢do 2.4, o campo de aceleracdo gravitacional pode ser obtido
a partir das acelerag¢des inerciais (2.4.6), desde que as mesmas estejam associadas
a um observador estacionario. As tétradas (3.2.2) estdo associadas a observadores
estaciondrios no espago-tempo. Destarte, os componentes (3.2.12-3.2.14) da acele-
ragdo inercial sdo iguais em moédulo e inversos em sinal aos componentes ¢gx, Pgy
e ¢g; da aceleragdo gravitacional. Nesta secdo, analisa-se o campo das aceleragoes
gravitacionais.

Na secdo 5.2, observou-se a propagacdo das pp-waves interpretada como a pro-
pagacdo de um centro de energia gravitacional, com particulas tendendo a serem
atraidas a regides de maior densidade de centro de energia. Eis que o sentido de
aceleragdo das particulas depende do sentido da aceleragdo gravitacional. Portanto,
tendo em vista a relagdo intrinseca entre centro de energia e energia, espera-se uma
relacdo entre a energia gravitacional e as aceleragdes inerciais.

Tal motivada relacdo pode ser facilmente demonstrada para as pp-waves. Com-
parando a defini¢do (2.2.16) com a equagao (2.4.6), pode-se perceber que

1 be __ 1 (0)be b(0)c _ 7c(0)b
S0 =1 (T 47 7<)

1
_ 5O _ " (,7(0>ch _ ,7(0>ch> (5.3.1)

8Radial no plano transverso ao de propagacéo da onda.

9Nota-se que o centro de densidade de energia ¢ assintoticamente nulo, o que é esperado porquanto
as fontes finitas dao origem a campos gravitacionais limitados a regides do espago ao seu redor. Entre-
tanto, as solugdes ndo sdo regulares na origem do plano transverso, como o séo no caso das solugdes de
vacuo. Computacionalmente, deve-se excluir uma pequena regido ao redor do p = 0, correspondendo
a fonte.

10 Apesar da densidade de energia também possibilitar a interpretagao da propagagio das pp-waves,

a mesma é uma quantidade escalar, ndo permitindo a conexao das regides do espago com o sentido do
movimento das particulas.
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Logo,
1 . . . 1 . .
S e ighe — £O)if _ 5 <e<0)sz _ e(O)zp) . (5.3.2)

Utilizando as torgdes (3.2.4-3.2.11), as contragdes T# = T* ) # podem ser calculadas,
obtendo-se como tinicos componentes ndo nulos

T = iﬁ—f =T3. (5.3.3)
Destarte,
1 1
5(0)01 _ 2o 0g, 1t — 5 (6(0) 0O 4 g 04,(3)(1)), (5.3.4)
1 1
5(0)02 _ e O 2¢0¢ = = (3(0) 0502 4 e@) 04;(3)(2)) , (5.3.5)

i.e., a densidade de energia das pp-waves pode ser escrita em fungdo das acelera¢des
e rotagdes inerciais do espaco-tempo das pp-waves'!. As relagdes (5.3.4) e (5.3.5) im-
plicam uma relagdo quantitativa entre a aceleracdo gravitacional e a densidade de
energia gravitacional. Portanto, a aceleragdo gravitacional, relacionando-se ao sen-
tido de movimento das particulas em movimento geodésico, relaciona-se também a
interagdo energética entre a onda e as particulas'?.

O comportamento acima descrito é observado na fisica classica, conforme discu-
tido ao comego deste Capitulo, i.e., a variagdo da energia cinética de uma particula
relaciona-se a aceleragdo transmitida a ela. Nesta se¢cdo, uma relacdo similar a equa-
¢do de Torricelli (5.0.2) para particulas atingidas por ondas gravitacionais é proposta,
com sua validade e precisdo determinada por meio de centenas de integra¢des nu-
méricas de ambos os lados da equagdo.

Na subsecédo 5.3.1, considerar-se-4 uma pp-wave axialmente simétrica e serdo os
componentes do tensor de aceleragdo gravitacional calculados. Na subsegado 5.3.2,
efetuar-se-4 a generalizagdo da equacdo de Torricelli proposta e serdo os cédlculos
numéricos de verificagdo realizados.

5.3.1 Aceleragoes inerciais

As coordenadas Cartesianas x* = (f,x,y,z) ndo permitem a descrigdo de todo o
espago-tempo das pp-waves, visto ndo serem comportadas para H(u, x,y) > 2. Des-
tarte, as solugdes de vacuo (3.1.33) e (3.1.33) sdo regulares na origem, mas ndo podem
ser escritas em coordenadas Cartesianas para distancias muito longas da origem de
coordenadas do plano transverso ao de propagacdo das ondas. Entretanto, as solu-
¢oes (3.1.32), (3.1.35) e (3.1.36) sdo regulares no infinito, mas ndo o sdo na origem.
Nesta se¢do, considerar-se-4 uma solugdo de Aichelburg-Sexl, permitindo um
conjunto de tétradas definido em quase todo o espaco tridimensional, além de ge-
rar uma aceleragdo gravitacional com componentes radial (no plano transverso) e
longitudinal apenas, i.e. um campo de acelera¢des axialmente simétrico.

11Vide a definicdo de energia (2.3.7).

12Isto ¢, a aceleragao gravitacional relaciona-se a energia gravitacional que por sua vez, por con-
servagdo da energia, relaciona-se a variacdo de energia da particula. Logo, espera-se que a variagdo
de energia da particula, vista na secdo 4.2, esteja quantitativamente relacionada ao campo de acelera-
¢do gravitacional. Tal interpretagdo s6 é possivel por o TERG possuir uma definicdo local de energia
gravitacional.
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Uma solugdo do tipo (3.1.32) é descrita por

1
He_- ln<‘0>e_”2, (5.3.6)
2 £0
onde p = /x2+y? e pp é uma constante arbitraria com dimensdes de compri-

mento'®. A condigdo de regularidade H < 2 da solugdo ¢ satisfeita se

o> poe(_“(uz)) . (5.3.7)

Para fins tedricos, a constante pg pode ser escolhida arbitrariamente pequena. Escolher-
se-4, por simplicidade, esta constante como a unidade em unidade naturais, i.e.,
po = 1. No limite assintético u = £oo, 0 espago-tempo plano é recuperado e a
solucdo é vélida para qualquer valor das coordenadas transversas x, .

Considerando (5.3.7) nas equagoes (3.2.12-3.2.14), obtém-se

cos ¢

= , 5.3.8
o)) o (8¢ +2Inp) (.38)
sin ¢
= , 5.3.9
P02 o (8¢ +2Inp) ( )
4ue™" Inp
Pz = — 6120 @ lnp)3/2 . (56.3.10)

A aceleragdo gravitacional sofrida pelas particulas atingidas pela onda é exatamente
menos a aceleragdo inercial necessaria para manter o referencial estaciondrio no es-
paco tridimensional. Destarte, a aceleracdo gravitacional a4 é descrita por

g, = — 2 1 b+ 4ue~ Inp 5
p (8¢** +2Inp) (8 + 2% 1np)3/2
1e " . .
= —@?p + umz
= Agpf +agZ. (6.3.11)

O comportamento da aceleracdo (5.3.11) pode ser visto por meio de seus componen-
tes nas Figuras 5.10. Pode-se notar agp < 0, agp ser sempre atrativo, i.e., orientado
em dire¢do ao eixo p = 0. Se a fungdo (5.3.6) fosse multiplicada por menos a uni-
dade, o comportamento inverter-se-ia, i.e., 0 componente dgp seria sempre positivo.
E interessante notar-se as semelhancas entre as Figuras 5.9a e 5.10a, i.e., as regides de
densidade de centro de energia positiva sdo atrativas, com o médulo da aceleragao
maior nas regides de maior densidade de centro de energia. Nota-se também que a
aceleracdo longitudinal é negativa a frente do centro do pulso e positiva atrés, i.e., a
onda atrai a particula ao se aproximar e a repele ao se afastar.

As relagdes entre a aceleragdo gravitacional e a densidade de centro de energia
podem ser melhor visualizadas considerando-se o pulso oscilante (4.1.9). Para uma
onda descrita por

H= _;ln<p>e_(u/m)2 cosu, (5.3.12)

13Relacionada ao raio da fonte.



90 Capitulo 5. Teorema trabalho-energia para particulas na presenca de pp-waves

(A) Componente radial. (B) Componente longitudinal.

FIGURA 5.10: Distribuigdo da aceleragdo gravitacional (5.3.11) para a
onda descrita por (5.3.6). O parametro pp = 1.
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(A) Componente radial. (B) Componente longitudinal.

FIGURA 5.11: Distribui¢do da acelera¢do gravitacional a onda des-
crita por (5.3.12). O parametro pg = 1.

tem-se os componentes do tensor de aceleragdo apresentados nas Figuras 5.11. Observa-
se, assim como ocorre com a densidade do centro de energia, um comportamento
oscilante, com a onda hora atraindo a particula e hora afastando-a.

5.3.2 O teorema trabalho-energia para as pp-waves

Na fisica cldssica, a variagdo da energia cinética pode ser computada pela variagdo
do trabalho realizado pela forga gravitacional. Destarte, se assumida a equivaléncia
entre as massas inercial e gravitacional, a variacdo da energia cinética por unidade
de massa é igual ao trabalho por unidade de massa.

O conceito cldssico pode ser estendido mantendo-se as interpretagdes Newtoni-
anas, i.e., uma particula se movendo em um campo de aceleragdes. Pode-se definir
os estados inicial 7 e final f para o movimento de uma particula como aqueles que
representam o momento onde a onda comega a atuar na particula (ondas se apro-
ximando) e o momento onde para de atuar (onda se afastando), respectivamente.
Nos estados inicial e final a onda ndo atua na particula, com sua trajetéria sendo
uma linha reta por consequéncia de ¢(g)(;) = 0. A existéncia de tais estados é garan-

tida pelo perfil pulsante da onda'*, i.e., o campo gravitacional apresenta-se como um

140 formato Gaussiano da dependéncia de H com u.
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“sanduiche” entre regides planas no espago-tempo. Para a generalizagdo da equagao
(5.0.2) é necessédrio uma integra¢do no espaco regular. Entretanto, os componentes
do tensor de aceleragdo sdo calculados com indices locais. Destarte, é necessario que
o indice (i) do tensor de aceleracdo seja projetado no espago-tempo para possibili-
tar a integragdo ao longo de um caminho parametrizado. Define-se o trabalho por
unidade de massa realizado pelo campo gravitacional como

f .
W == [ gy !, (53.13)

onde sinal negativo em (5.3.13) encontra-se presente devido a aceleracdo gravitacio-
nal ser menos a aceleracdo inercial.
Substituindo (3.2.17) na defini¢ao (5.3.13), obtém-se

AW = —/if [6xln(A)dx+ayln(A)dy—\lﬁau (1;2) dz]

© : o1 1\
- -/. [ax In (4) £ +3yIn (4)§ — —2, (A?_> z] du, (5314)
onde a integragdo fora parametrizada pela coordenada u, i.e., usou-se
dx) = (dx! /du)du = #du .

Substituindo-se H(u, x,y por (5.3.6), obtém-se

B +o0 XX vy
aw = - [ [4(x2+y2)(2—H)+4(X2+y2)(2_H)

2 25
V2 Z (1;YcH+)2y )z} — (5.3.15)

Resolvendo-se as equagdes geodésicas (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.5) numericamente e subs-
tituindo as solugdes em (5.3.15),i.e., x = x(u), y = y(u) e z = z(u), a integral (5.3.15)
pode ser resolvida numericamente ao longo da trajetéria da particula.

A variacdo da energia cinética por unidade de massa pode ser computada como
feito no Capitulo 4, i.e.,

U=00

AK = [;‘c2(u)+y'2(u)+:/:2(u)]u_oo

dx\* | (dy\® , (dz\*]""
() G &) (5316)
As trajetérias x = x(u), y = y(u) e z = z(u) devem ser as mesmas que as utilizadas
em (5.3.15).

Considerando todo o trabalho realizado pelo campo gravitacional na particula
convertido em energia cinética, espera-se

NI— =

AK ~ AW, (5.3.17)

onde assume-se um comportamento ndo-relativistico para a particula. Considerando-
se 0 campo gravitacional como fraco e a velocidade da particula muito menor que a
da luz, tal suposicao é satisfatoria.

Para a comparagdo numérica entre (5.3.15) e (5.3.16), i.e., a validacdo de (5.3.17),
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(A) Condigoes iniciais I. (B) Condigdes iniciais II.

FIGURA 5.12: Teorema trabalho-energia (5.3.13) para a onda descrita
por (5.3.6). O parametro pg = 1.

trajetérias em particular devem ser assumidas para a resolugdo numérica das equa-
¢Oes de movimento para a particula. Considerar-se-4 dois conjuntos de condigdes
iniciais, sendo eles

I:x0:5, y():O, Z():O, y‘O:O, Z"():O, (5.3.18)

II: yg=0 zp=0, % =0, =0 2z, =0. (5.3.19)

onde o subindice zero indica o estado da particula anterior a passagem da onda, i.e.,
no infinito!® passado.

Na Figura 5.12a o trabalho (5.3.15) pode ser visto na linha tracejada para uma
série de trajetorias determinadas pelo conjunto de condigdes iniciais I. Nesse con-
junto, varias velocidades iniciais Xy sdo escolhidas e o trabalho AW é calculado. Na
Figura 5.12b, as condicdes iniciais II sdo consideradas e o trabalho AW pode nova-
mente ser visto na linha tracejada, calculado para distintas posi¢des iniciais xo. A
variacdo da energia cinética AK pode ser vista nas mesmas Figuras 5.12 nas linhas
continuas. Observa-se que valores de AK e AW serem numericamente muito proxi-
mos, com maiores desvios ocorrendo para velocidades iniciais mais altas e regides
de campo gravitacional mais intenso. Portanto, a relagdo (5.3.17) pode ser verificada
para um grande conjunto'® de movimentos distintos. Para ambas condicdes iniciais,
a diferenca entre AK e AW é menor que dois por cento. Parte dessa diferenca pode
ser devido a erros numéricos no calculo das quantidades. Entretanto, as Figuras 5.12
corroboram a validade da relagdo trabalho-energia na aproximagao néo relativistica,
mostrando que as diferencas de energia cinética para as particulas observadas no
Capitulo 4 sdo causadas pelo campo de aceleracdo das ondas gravitacionais, similar
ao ocorrido na fisica cléssica.

A quantidade AK, descrita por (5.3.16), representa a expressao classica padrdo
da energia cinética para observadores estdticos no espago-tempo no contexto de par-
ticulas ndo relativisticas. Como AW descrito por (5.3.15) depende do conjunto de
tétradas (3.2.2), entdo AW também é definido apenas para o referencial de observa-
dores estaciondrios no espago-tempo.

I5Numericamente um valor u = —20 é suficiente.

16Especiﬁcamen’ce, o intervalo escolhido na Figura 5.12a fora —0.1 < %y < 0.1 com passos de 0.001,
representando cerca de duzentos pontos. Juntamente a mais duzentos na Figura 5.12b, a corrobora-
¢do da proposta (5.3.17) fora feita considerando quatrocentos movimentos distintos. Os pontos foram
interpolados para uma melhor apresentacdo nas Figuras 5.12.
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Distintamente de AK, a definic¢do (5.3.15) é vélida para todos os eventos da parti-
cula, e ndo apenas para os eventos no qual o espago-tempo é plano. Destarte, pode-se
inferir que a quantidade (5.3.15) representa a energia cinética relativistica da parti-
cula.
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Capitulo 6

Energia e momento angular de
ondas gravitacionais giratOnicas

As ondas gravitacionais giratonicas, apresentadas na secdo 3.3, representam o campo
gravitacional exterior de particulas giratdrias (gyratons) que movem na velocidade
da luz ao longo do eixo de propagacdo do campo gravitacional. A fonte pode ser
descrita como a combinagdo de uma densidade de radiagdo com uma quantidade
representando o carater rotatério da fonte. Por as pp-waves comuns serem casos
particulares das solugdes giratonicas, a compreensdo das ondas giratonicas é fun-
damental para a compreensdo das solugdes de ondas planas como um todo. Tal
espago-tempo, assim como o das pp-waves comuns, é geodesicamente completo [99]
e possui efeito memoria associado a si [97]. Portanto, devido a generalidade presente
nas solugdes giratonicas, a determinagdo de suas propriedades fisicas generaliza to-
das as propriedades fisicas anteriormente obtidas para as pp-waves comuns. Nas
referéncias [28] e [29], assim como no Capitulo 5, propriedades fisicas das solugoes
de vacuo das pp-waves foram obtidas, e analisadas. Neste Capitulo, tais propri-
edades sdo obtidas para pp-waves mais generalizadas, especificamente a classe de
solugdes das ondas gravitacionais giratonicas. Os resultados e ilagdes neste Capitulo
apresentados encontram-se publicados na referéncia [23].

O conceito de energia gravitacional do TERG é deveras importante na explicagao
do efeito memoria de velocidade, previsto na interagdo entre as ondas gravitacionais
e particulas livres, sendo ele responséavel por quantificar a variagdo da energia ciné-
tica observada para as particulas. Na se¢do 6.1, conforme a Referéncia [23], a ener-
gia gravitacional das ondas giratonicas é calculada e mostra-se levar ao limite das
pp-waves comuns quando a fonte giratonica é desconsiderada. Distintamente das
pp-waves comuns, observa-se a possibilidade de regides com densidade de energia
total positiva. Na secdo 6.2, conforme a Referéncia [23], 0 momento angular das
ondas giratonicas é calculado e sua densidade investigada graficamente, com com-
paracdes as pp-waves comuns sendo realizadas. Nos Capitulos 4 e 5, a interagdes
entre particulas e ondas gravitacionais fora analisada. Entretanto, com excegdo da
se¢do 5.3, apenas ondas gravitacionais que sdo solu¢des de vacuo foram considera-
das. Conforme discutido na secédo 5.2, as propriedades fisicas das ondas gravitacio-
nais possuem impacto sobre o comportamento de particulas com elas interagentes,
e.g., particulas tendem a ser aceleradas na direcdo de maior densidade de centro de
energia. Destarte, propriedades ignotas das ondas gravitacionais podem ser deter-
minadas pelo comportamento geodésico de particulas com as quais a onda interage,
permitindo que o movimento geodésico de particulas distinga os tipos de ondas
gravitacionais, e.g., ondas gravitacionais comuns das ondas gravitacionais giratoni-
cas. Com tal finalidade, na secdo 6.3, conforme as Referéncias [22, 23], as varia¢des
da energia cinética e do momento angular de particulas livres atingidas por ondas
giratdnicas sdo consideradas.
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6.1 Energia do campo giratonico

Similarmente ao apresentado na subsegédo 3.2.1, é mais conveniente a utilizagdo das
coordenadas nédo nulas x* = (t,p,¢,z). Utilizando as relagdes (3.1.11) e (3.1.12), o
elemento de linha (3.3.5) pode ser escrito como

ds* = (I; - 1) dt* + dp* + p?dg? + V2] dtdp — \/2]dzd + (1 + I;) dz* — Hatdz.

(6.1.1)
Para se prosseguir com o calculo do quadrivetor energia-momento das ondas gravi-
tacionais giratonicas, um conjunto de tétradas associado ao elemento de linha (6.1.1)
e adaptado a um observador estaciondrio deve ser estabelecido. O referencial é es-
tabelecido fixando-se seis condi¢des sobre o campo de tétradas. Estabelecendo

1
ur = 6(0);4 = <A,0,O,O> , (6.1.2)
o vetor U¥ é um vetor temporal, i.e., uz = u# U, = goo/ A? = —1, independente-

mente do valor de H. Entretanto, assim como ocorrera para as pp-waves comuns, as
tétradas e as interpretacdes fisicas advindas dela sdo validas nas regides onde H > 2,
o que é esperado em regides distantes da fonte se as ondas possuirem pequenas am-
plitudes. A quadrivelocidade (6.1.2) garante-se que os observadores, adaptados ao
conjunto de tétradas, ao seguirem a linha mundo temporal, ndo se movem trans-
versalmente a linha mundo. As demais condi¢des fixam a orientagdo espacial do
referencial, i.e., en) " e() ke e@3) " sdo, assintoticamente, os versores ao longo das
dire¢des Cartesianas x, y e z, respectivamente.

Um conjunto de tétradas adequado satisfazendo a relagdo (6.1.2) e adaptado ao
elemento de linha (6.1.1) é descrito por

—~A 0 ﬁ —B
_ 0 cos(¢) —psin(¢p) O
Cap = 0 sin(¢) pcos(¢) O ’ 6.1.3)
]
0 0 ~73A C
onde A = 1-H/2, B = Z\/%T/Z’ C = \/%T/z ee = det(e",) = p é o determi-

nante do campo de tétradas (6.1.3). As tétradas inversas podem ser obtidas através
da relagio e = 570gHVey,, sendo descritas por

-1/A 0 0 0
_ ]\S/igpfl) cos(p) — SinfgtP) _ ]\S/i;j
et = J cos ¢ . cos(¢) J cos ¢ . (6.1.4)
==+ sin(¢) —* —=F
ﬁﬁ P V2p
—— 0 0 A
V2A

Nota-se que para H = 0 = |, obtém-se ¢,/ = 5! e o tensor de torgdo Ty, anula-se.
A partir do conjunto de tétradas (6.1.4) o tensor energia-momento do campo gra-

vitacional pode ser obtido com o auxilio dos componentes do tensor de torgdo. Os

componentes ndo nulos T%¢ = ¢ T, podem ser trivialmente encontrados pela
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relacdo (2.2.9), sendo eles

TOO0) — _73)1)E) — _4p1AZ (2v2sin ;] — sin ¢3,H + pcos g, H) , (6.1.5)
70O — _7(3)2)6) _ _491Az (—2v2.cos $a1] -+ cos ¢, H + psingd,H ),
(6.1.6)
TOOG) — T3)0)E) _ _ﬁat H, (6.1.7)
TOME) = 2p1AZ (ﬁsinqbat] —singdpH + p cos (papH) , (6.1.8)
TORE) = 2plA2 (—\fZCOS $0t] + cos oy H —|—psincpapH> , (6.1.9)
TEO1) _ _\/;PASin $3:], (6.1.10)
7O _ f — o] (6.1.11)

A partir dos componentes (6.1.5-6.1.11) e da definigdo (2.2.16), os componentes ndo
nulos £?% podem ser computados. Sao eles

(001 _ 5 (3)01 _ _4\1/5 \/zp_iH, (6.1.12)
9pH

(0002 _ y(3)02 _ _4\%}2 h n zpzjtzj_iH’ (6.1.13)
¥ (101 _ 128f = cos ¢, (6.1.14)
(102 _ _41,);): = sing, (6.1.15)
(103 _ _41p8¢H sinq;:(;ij cos ¢ ’ (6.1.16)
201 — izaiHH sing, (6.1.17)

@0 41)2BLHH cosd, (6.1.18)
()03 _ 41p 3¢HCOS42’ +FI’{‘9 pHsing (6.1.19)

A partir dos componentes (6.1.12) e (6.1.13), e da defini¢do (2.3.7), os componentes
(0) e (3) do quadrivetor energia-momento podem ser obtidos, sendo eles descritos
por

PO = pB) = _ Ig B [ap <e2<0)°1)+[a¢ (e2<0>02)}. (6.1.20)
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Utilizando a equagdo de Einstein (3.3.18) e notando que 9;] = %au J, a equagdo

(6.1.20) pode ser escrita como'

2 2 2
pO) —p k/v ( S 220 e 612

A partir dos componentes (6.1.14-6.1.19) obtém-se os componentes remanescentes
P =0=p®, (6.1.22)

Assim como ocorre para as pp-waves comuns, o quadrado do quadrimomento é
nulo, i.e., P*P, = 0.

A energia das pp-waves comuns pode ser obtida simplesmente tomando | = 0
no resultado (6.1.21) e identificando x = pcos¢ e y = psin¢. Destarte, conforme
esperado, as ondas gravitacionais giratdnicas sdo mais gerais que as pp-comuns e 0
resultado (6.1.21) generaliza o previamente obtido na referéncia [28].

Oresultado (6.1.21) possui duas interessantes caracteristicas. Primeiro, se o campo
gravitacional é axialmente simétrico, i.e, H = H (u,p) e ] = J(u), a energia gra-
vitacional serd a mesma do caso ndo giratonico. Destarte, o efeito giratonico s6 é
observado na energia para ondas que ndo sdo axialmente simétricas e, para as axi-
almente simétricas, ndo podem ser distinguidas das pp-waves comuns por meios
da energia gravitacional. Segundo, enquanto as pp-waves comuns possuem energia
necessariamente negativa, as giratonicas podem possuir energia positiva.

6.1.1 Solucdo giraténica multipolar

Conforme observado na equagéo (6.1.21), a presenca do termo giratonico | = J(u, ¢)
afeta a energia total da onda. Para melhor compreensdo dos efeitos do termo gi-
ratdnico na energia das pp-waves, nesta subsecado a energia (6.1.21) é calculada para
uma soluc¢do multipolar para H, obtida via combinacdo linear das solugdes (3.1.32),
(3.1.35) e (3.1.36), descrita por

1 1
— _J) 2 2 _
H= {Slm/x -

1 1, . 2
=3 [lnp+ P (sm2gb+cos2qb)] e ",

xy N x% —y?
2+ (2 +y2)?

o
(6.1.23)

e a fungdo | dependendo apenas da coordenada u, i.e., ] = J(u), descrita por

2

4 i (6.1.24)

:@e

J

Substituindo H e | no argumento da integral (6.1.21) pelas solugdes (6.1.23) e (6.1.24),
obtém-se a densidade de energia € = 4ko; (eZ(O)Oi) descrita por

2 [+ 497 (3202 — 17) sin(29) — 47 (3232 — 15) cos(29) + 5]

. . (612
€ 81927105 (6.1.25)

INotai que a equagdo (6.1.21) difere-se da equacgdo (29) da referéncia [23] por dois sinais negati-
vos nos tltimos dois termos. A distingdo deve-se por, naquela referéncia, uma congruéncia passado
orientada ter sido adotada, i.e., 9;] = — %au IB
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A densidade de energia (6.1.25) depende de trés variaveis. Destarte, como ndo é
possivel tragar adequadamente uma figura quadridimensional, convém tragar cur-
vas de contorno para superficies u = 0, i.e,, no centro geométrico da onda. Na
Figura 6.1 pode-se observar o comportamento da densidade de energia (6.1.25) para
u = 0. O comportamento assintoticamente plano das solu¢des com fonte podem
ser observados visto a densidade de energia tender a zero para p >> 1. A depen-

FIGURA 6.1: Densidade de energia (6.1.25) para uma superficie u = 0.

déncia da densidade de energia com a coordenada u pode ser observada fixando-se
uma posigdo radial, conforme realizado no tragado da Figura 6.2a. O efeito do termo
giratonico pode ser observado comparando as Figuras 6.2a e 6.2b, onde a tltima re-
presenta a onda nao giratonica. Nota-se a densidade de energia ndo depender da
coordenada angular ¢ no caso ndo giratonico, mas a dependéncia estd presente no
caso giratonico. Outrossim, a densidade de energia observada na Figura 6.2b é sem-
pre negativa e a observada na Figura 6.2a possui valores positivos em certas regides.

Malgrado a densidade de energia € depender de trés varidveis, para valores fixos
de t é possivel tragar superficies de contorno para valores fixos de €, conforme fora
feito na sec¢do 5.1 para as pp-waves comuns. Utilizando a relagdo (3.1.11), uma curva
de nivel é tracada para € = —0.0012 e outra para € = 0.0012 na Figura 6.3, onde

€
0.00000

(A) ] #0. (B) ] =0.

FIGURA 6.2: Densidade de energia (6.1.25) para uma superficie p =
constante = 5.
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a regido rosa indica densidade negativa de energia e a amarela densidade positiva.
E interessante notar-se na Figura 6.3 que as ondas gravitacionais giratdnicas pode

FIGURA 6.3: Superficie de nivel para a densidade de energia (6.1.25)
no instante t = 0.

ser representada como distribui¢des de densidades de energia positiva e negativa se
propagando no espaco. Distintamente das solu¢des de vacuo na segdo 5.1 estudadas,
a representacdo na Figura 6.3 é limitada no espaco, i.e., a superficie torna-se maior
para menores valores de densidade de energia, novamente em acordo ao carater
assintético plano das solu¢des com fonte.

Conforme fora feito na se¢do 5.1, a densidade de energia (6.1.25) pode ser inte-
grada numericamente?, com o resultado visto na Figura 6.4. Observando a Figura
6.4, novamente nota-se uma energia constante no tempo3 e negativa, apesar da den-
sidade assumir valores positivos em certas regides. O valor de energia da Figura
6.4 representa a maxima quantidade (em médulo) que uma particula pode absorver
sem que a onda seja dissipada. Quando o termo giratdnico é ignorado, i.e., a Figura
6.4 é tracada com | = 0, o valor da energia total é pouco alterado.

6.1.2 Solugdes com fonte ndo giratonicas

Na secdo 5.1 as densidades de energia das solu¢des de vacuo das pp-waves foram
analisadas. Notou-se que, devido as coordenadas utilizadas ndo serem regulares em
todo o espago-tempo, as curvas de nivel afastavam-se da origem do plano transverso

2A regido de integragao é um cilindro muito comprido com raio p = 20. A regido p < 1 é excluida
da integracdo por conter a fonte, com a solugdo sendo irregular em tal regido.

3Se uma analise minuciosa for feita, nota-se pequenas flutuagdes no valor da energia com o tempo.
Entretanto, tais flutua¢des sdo muito menores em ordem de grandeza que o valor da energia e parecem
oscilar aleatoriamente. Destarte, dado formato Gaussiano do pulso, que nunca se anula exatamente, e
da limitagdo numérica em escolher-se um cilindro infinitamente comprido, cré-se que tais flutuagdes
sejam imprecisdes numéricas na integragéo.
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FIGURA 6.4: Energia gravitacional para a onda giraténica descrita por

(6.1.23) e (6.1.24). Para valores t >> 10 o mesmo comportamento é

observado, desde que o cilindro de integracdo seja escolhido suficien-
temente longo.

e

~

5

(A) Densidade € = —0.01. (B) Densidade € = —0.001.

FIGURA 6.5: Distribuicdo espacial da densidade de energia para Hj
(3.1.35) com f,4 (1) descrito por (4.1.6) no instante t = 0. Os parame-
trossao Cpy =107 1e A = 1.
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(A) Densidade € = —0.01. (B) Densidade ¢ = —0.001.

FIGURA 6.6: Distribuicdo espacial da densidade de energia para Hy
(3.1.36) com f, (u) descrito por (4.1.6) no instante t = 0. Os parame-
tros sdo Cox =107 te A = 1.

(A) Densidade € = —0.01. (B) Densidade ¢ = —0.001.

FIGURA 6.7: Distribuicdo espacial da densidade de energia para H
(3.1.37) com f(u) descrito por (4.1.6) no instante ¢ = 0. Os parametros
sioC=10"teA =1



6.2. Momento angular do campo giraténico 103

conforme maiores valores de densidade de energia eram escolhidos, i.e., a densidade
de energia ndo era assintoticamente nula. Conforme visto na Figura 6.3, as solugdes
com fonte, apesar de ndo regulares na origem, sdo regulares no infinito. Destarte,
sendo as pp-waves comuns solug¢des particulares das ondas giratdnicas, convém a
anélise das curvas de nivel da densidade de energia para solu¢des com fonte*. A
distribuigao® para dois valores distintos de densidade de energia pode ser vista nas
Figuras 6.5 para a polarizagdo +, descrita por (3.1.35); para a polarizacdo x, descrita
por (3.1.36), nas Figuras 6.6 e para a polarizagdo circular (3.1.37) nas Figuras 6.7.
Nota-se que, para as solugdes com fonte, a energia encontra-se localizada em certa
regido do espago ao redor do evento (u,p) = (0,0).

6.2 Momento angular do campo giratoénico

Observou-se na se¢do 6.1 a ndo alteragdo da energia gravitacional (em relagdo as
pp-waves comuns) para ondas axialmente simétricas. Entretanto, a natureza fisica
dos campos gravitacionais ndo é determinada apenas pela sua energia, mas também
pelo seu momento angular. Os componentes ndo nulos do momento angular das
ondas giratdnicas podem ser obtidos diretamente das tétradas (6.1.3) com o auxilio
da relagdo (2.3.15), sendo eles

dpH dpH
_ —Zk/ P [ smszcp(z j’;‘;;’/s;l’ — sin 0, (\/2]—7H>] , (6.2.1)

5 | cos¢pdyH + psin¢pd,H ( ] )
ok / By [ N AP +eosgd: (o )| 6.2.2)

in¢pdyH — d,H
3) ZZk/Vd3x [(H—4) Smi\%(z _pIC;)S;fZP — sin ¢9, <\/2]—7H>] , (6.2.3)

3) — Zk/vd3x [(4_H) cosfia/(,;gr_p;i;c/lpr + cos ¢0, (\/2]—71{)] . (6.2.4)

Escolhendo | = 0, obtém-se os mesmos resultados apresentados na referéncia [29]
para as ondas ndo giratonicas, i.e., as pp-waves comuns. Destarte, os resultados,
nesta segdo apresentados, sdo generalizagdes dos apresentados na tltima referéncia
mencionada. Observando os componentes (6.2.1)-(6.2.4) nota-se que, distintamente
da energia, o momento angular e o centro de energia sdo distintos para a onda gi-
ratonica, em relagdo as pp-waves comuns, mesmo que ela seja axialmente simétrica.
Portanto, as ondas giratonicas axialmente simétricas fisicamente distinguem-se das
pp-waves comuns por meio do momento angular total apenas.

Dada a distingdo entre os componentes (6.2.1) e (6.2.2) dos termos (3.2.33) e
(3.2.34), conclui-se o termo giratonico | deslocar o centro de energia da onda.

Os componentes L(2©) e L)1) estao relacionados a rotagdes ao redor dos eixos
x e y, respectivamente. Os indices locais sdo sempre os do espago-tempo plano,
coincidindo com os do espago-tempo nas frentes de onda, visto o tensor métrico
em tais superficies ser o tensor métrico Euclidiano bidimensional. Sendo assim, é
possivel identificar M2 = M, e MDG) = —M,, nas frentes de onda, e, a partir

4Para uma analise mais simples, o termo giratonico é desconsiderado nesta subsegao.
5A regido ao redor da origem é excluida para todas as solugdes com fonte.
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do componentes (6.2.3) e (6.2.4), construir o vetor densidade de momento angular

M =2k (M% + My9)

4-H 4-H (6.2.5)
e b (3)) -t}

onde as relacdes £ = pcos¢ — Psing e § = psin¢ + ¢ cos ¢ foram utilizadas.

As ondas gravitacionais giratdnicas carregam informacgdes sobre o cardter rota-
cional da fonte, logo, é esperado 0 momento angular total sofrer alteragdes®. Obser-
vando a expressdo (6.2.5), percebe-se que o componente radial, no sentido de p, da
densidade de momento angular é nulo para as pp-waves comuns, mas ndo o é para
as giratonicas. Destarte, considerando uma onda giratonica axialmente simétrica, é
possivel analisar o efeito giratonico a partir da anélise de tal componente, porquanto
ndo altera o componente azimutal da densidade de momento angular. Além disso,
o fato do resultado (6.1.21) reduzir-se ao resultado (3.2.29), no caso axialmente simé-
trico, implica a analise do efeito giratonico por meio do momento angular apenas, ou
seja, sem interferéncia da energia’. Na subsecdo seguinte, tal anélise é desenvolvida.

6.2.1 Solucdo axialmente simétrica

O componente M,, i.e., M- 0, permite uma andlise tnica do efeito do termo girato-
nico sobre momento angular da onda gravitacional axialmente simétrica, com a den-
sidade do mesmo podendo ser dividida em uma parte giratonica no sentido de p e
uma ndo giratdnica no sentido de ¢.

Nesta subsecdo, a expressdo (6.2.5) é analisada para uma solugdo axialmente si-
métrica de Aichelburg-Sexl, descrita por

H= —% In (p/Ro)e ™, (6.2.6)

onde assumir-se-4 Ry =1, e

] = ie u 6.2.7)

Substituindo (6.2.6) e (6.2.7) na densidade (6.2.5), obtém-se

—242

M, = h [(uz —1) log(p) + 8e"* (2u® — 1)] (6.2.8)
e
—llz 1
My = 5o < ~“log(p) + > : (6.2.9)

Sendo as quantidades (6.2.8) e (6.2.9) independentes da varidvel angular ¢, é possivel
tracar tais componentes em termos das varidveis p e u. O componente M, pode ser
observado na Figura 6.8a e o componente My na Figura 6.8b. A comparagédo com o
caso ndo giratdnico é trivial, com a Figura 6.8a sendo uma superficie plana e a 6.8b
idéntica a apresentada.

®Percebei que as alteragdes no momento angular sao mais profundas que as na energia. Ondas
giratdnicas axialmente simétricas sdo indistinguiveis das pp-comuns pela energia apenas, mas ndo o
sdo pelo momento angular.

7Exempli gratia, um comportamento distinto observado para uma particula que interage com uma
onda giratonica axialmente simétrica. Como a energia da onda giraténica serd a mesma de uma pp-
wave comum neste caso, as distingdes observadas no movimento da particula serdo exclusivamente
devido ao componente radial da densidade de momento angular.
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(A) M, descrito por (6.2.8). (B) My descrito por (6.2.9).

FIGURA 6.8: Componentes da densidade do momento angular M
para uma onda giratonica axialmente simétrica.

O momento angular total contido em um volume espacial V pode ser obtido
pela integracdo numérica da quantidade (6.2.5) ao longo deste volume que, para as
solugdes com fonte, devem excluir o eixo p = 0. Integrando as quantidades (6.2.3) e
(6.2.4) em uma regiao espacial simétrica® obtém-se, para o momento angular total,

L= / M, 2d®x + / M,jd°x =0, (6.2.10)
1% 14

i.e.,, um momento angular total nulo. O momento angular total f, distintamente da
energia gravitacional P(?), é um campo vetorial. Como o espaco é axialmente si-
métrico, as contribui¢des em sentidos opostos se anulam. Entretanto, essa é uma
propriedade global do espago-tempo. A interagdo de particulas com ondas gravita-
cionais € local, logo, regides finitas do espaco-tempo sdo acessadas pelas particulas;
regides nas quais ndo necessariamente o0 momento angular total’ é nulo. Com a
graca do exemplo, considerando a integra¢do da densidade de momento angular na
regido 0 < ¢ < 71 obtém-se 0 mesmo em moédulo e oposto em sinal que na regido
mT<¢<2m,ie,

L R T L R 27
/ dz / dp / dpM,, = — / iz / do [ dpM,, #0. (6.2.11)
—L 00 0 —L 00 T

Tal comportamento ocorre mesmo quando | = 0, i.e,, ndo é um comportamento
exclusivamente giratonico.

6.3 Interacao com particulas livres

Observou-se nas segdes 6.1 e 6.2 a presenca do termo giratonico afetar as quantida-
des conservadas do campo gravitacional. Se as ondas gravitacionais podem ser de-
tectadas pelos seus efeitos em particulas livres, é esperado que a presenca do termo
giratonico seja detectado por diferencas qualitativas no movimento geodésico de

8Um cubo de lado 2L com —L < x,y,z < L.
9Por total, compreendei o momento angular combinado da fonte e do campo gravitacional, e nao o
momento angular integrado em todo o espago.
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FIGURA 6.9: Trajetérias geodésicas para as equagdes (6.3.2)-(6.3.4)

para a polarizagado (3.1.33) com f1. (1) dado por (4.1.6). As condi-

¢Oes iniciais sdo zg = ¢ = 20 = 0, p = 1,0 = 0.1 e ¢ = /4. Os
parametros saio A = 1e Cy4 = 1/25.

particulas. Destarte, os efeitos da interacdo entre as particulas e as ondas girato-
nicas sdo estudados nesta se¢do, com os resultados nela apresentados publicados,
podendo ser consultados nas referéncias [22, 23].

No Capitulo 4, os efeitos da interagdo entre as pp-waves comuns e as particulas
foram analisados. Nesta se¢do, os comportamentos geodésicos das particulas, ao in-
teragirem com ondas giratonicas, sdo analisados. Similarmente ao desenvolvido na
segdo 4.2, a variagdo da energia cinética das particulas é analisada e, adicionalmente,
a variagdo do momento angular das particulas.

As equagdes geodésicas (1.1.22) podem ser trivialmente calculadas a partir do
tensor métrico (3.3.5). A equagdo geodésica para a coordenada nula u é

i=0, (6.3.1)

onde o ponto indica a derivacdo em relagdo a um parametro afim. Escolhendo u
como parametro afim, e 1 = 1, as demais equagdes geodésicas podem ser escritas
como

L1

b =pd* + 5(9H), (6.3.2)
.2 1

¢ = —EKXP T (20,] —0pH), (6.3.3)

V25 = %BMH — 2:)2(28”] —0pH)J +0,Hp +9,H¢p — sz(/} i (6.3.4)

onde o ponto indica derivagao total com rela¢do a u. Escolhendo a fungédo | como

J=f(u), (6.3.5)
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FIGURA 6.10: Variagdes da energia cinética de uma particula livre

para a polarizagdo (3.1.33) com fi. (1) dado por (4.1.6) e | descrito

por (6.3.5). As condigdes iniciais sdo ¢g = zg = o =20 = 0ep = 1.
Os parametros sio A =1e C;4 = 1/25.

é possivel observar nas Figuras 6.91° o termo giratdnico alterar o comportamento ge-
odésico das particulas. Assim como observado com as pp-waves comuns, observa-
se variacdo permanente de energia cinética classica

2K=gf+ﬁ&+¥) (6.3.6)

das particulas, como pode ser visto na Figura 6.10.

Conforme visto na se¢do 6.2, a presenca do termo giratonico afeta significati-
vamente a densidade de momento angular radial do campo gravitacional. Uma
andlise do efeito da alteracdo do momento angular do campo gravitacional, devido
ao termo giratonico, sobre 0 movimento de particulas livres pode ser visualizado
considerando-se uma particula livre, inicialmente!! em repouso, atingida por uma
onda giratonica axialmente simétrica com fungédo J descrita por

]ZBE%ﬁZ (6.3.7)
du

e H por (6.2.6). Tal particula realiza movimento tridimensional quando atingida
por uma onda giratonica axialmente simétrica. Entretanto, quando uma pp-wave
comum!? axialmente simétrica atinge a particula, observa-se um movimento em
um plano bidimensional. Destarte, como a energia gravitacional destas ondas é a
mesma, assim como a densidade azimutal de momento angular, infere-se que a den-
sidade radial de momento angular da onda é responsével pela remocao da particula
de um plano. Em ambos os casos, hd alteragdo permanente no estado cinemaético
da particula, i.e., a particula segue em movimento retilineo uniforme apés a passa-
gem da onda, conforme pode ser visto nas Figuras 6.11. Como a tnica diferenca,
do ponto de vista das quantidades gravitacionais conservadas, entre as ondas da
Figura 6.11a e da Figura 6.11b é a presenca da densidade radial de momento angu-
lar, conclui-se ser tal densidade a responsavel pelas diferengas observadas entre as
Figuras. Esse comportamento pode ser explicado observando o comportamento do
momento angular da particula. Considerando-se o momento angular cldssico por

10As condicdes sio escolhidas para ug = 0.

114 est, com as condigdes iniciais escolhidas como nulas em 1y — —co com excegio da posigao radial
inicial pg.

12Uma onda com | = 0 ao invés de ] descrita por (6.3.7)
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FIGURA 6.11: Velocidade de uma particula inicialmente em repouso
em p(u — —oo) = 5 para H descrito por (6.2.6). O parametro Ry = 1.
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FIGURA 6.12: Momento angular total de uma particula inicialmente
em repouso em p(u — oo) = 5 para H descrito por (6.2.6). O parame-

tro Rg = 1.
unidade de massa
M= z¢A+i(z'—z')43—i24'>2 (6.3.8)

é possivel o calculo numérico do momento angular total M2 = M - M. Percebe-se a
passagem da onda alterar permanentemente o momento angular total da particula'?,
como pode ser visto na Figura 6.12a. No caso ndo giratdonico da onda axialmente si-
métrica, onde ha apenas densidade azimutal de momento angular, ndo se observa
uma variagdo do momento angular total, como pode ser visto na Figura 6.12b. Des-
tarte, a inica diferenca entre as ondas das Figuras 6.12 é a presenca da densidade
radial de momento angular e conclui-se a mesma ser a responsavel pela alteracdo do
momento angular da particula.

13 Antes e ap6s a passagem da onda, i.e., nos eventos onde o espago-tempo é o espago-tempo de
Minkowski, assume-me a validade da expressao classica (6.3.8) para o momento angular, assim como
o fora para a energia cinética.
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Conclusoes

As ondas gravitacionais possuem uma histéria conseguinte a da Relatividade Geral,
sendo um instrumento de corroboragdo experimental da teoria, da natureza do feno-
meno gravitacional e ferramenta didatica para a apresentagdo de solugdes exatas da
teoria. Roger Penrose defendeu a viabilidade fisica das ondas gravitacionais planas
[100], argumentando tais ondas serem fisicamente aceitdveis, similarmente as ondas
planas eletromagnéticas monocromaticas sem fonte. Assim como essas tltimas, sdo
idealizagdes de solugdes reais a grandes distancias da fonte. Penrose considerou os
problemas técnicos relacionados ao estabelecimento de hiperssuperficies globais de
Cauchy nesses espagos-tempo, concluindo o cone de luz em um evento Q no pas-
sado (apds a passagem da onda) nunca encontrar um evento R no futuro (antes da
passagem da onda). Portanto, a hiperssuperficie contendo o evento Q ndo pode
fornecer informagdes para se especificar a amplitude da onda em R. Entretanto, as
equagoes de Einstein ndo restringem o formato do pulso e nem sua amplitude, com
a funcdo H, que caracteriza a onda, possuindo dependéncia arbitrdria em u. Dessa
forma, as pp-waves ndo violam nenhum principio fisico ou propriedade esperada
para o espago-tempo, como a causalidade.

As ondas gravitacionais ndo se limitam ao seu estudo teérico, mas abrem novas
perspectivas astrondmicas. Apesar de ndo existir um modelo tedrico que relacione
exatamente as propriedades de uma onda gravitacional a sua fonte, assim como as
eletromagnéticas, devem carregar informacdes acerca de sua fonte. Ulterior as on-
das eletromagnéticas, cuja propagacao é vulneravel as interagdes com a matéria, as
gravitacionais podem se propagar por grandes distancias e, ao interagir com cor-
pos massivos, absorver ou fornecer energia a tais corpos [19]. Sendo assim, em
uma média, tais ondas podem se propagar por objetos densos sofrendo pouca ou
nenhuma dissipacdo, e.g., fornecendo informacoes sobre o interior de nicleos ga-
lacticos sem dissipacdo pela poeira que os envolve. Portanto, no século XXI, uma
nova area estd em pleno desenvolvimento na astronomia, i.e., a astrofisica de ondas
gravitacionais. A associagdo entre distintos meios de observagdo astrondmica, e.g.,
eletromagnética, raios c6smicos, ondas gravitacionais e neutrinos, dao origem a as-
tronomia Multi-mensageiro (Multi-messenger astronomy [101, 102], onde diferentes
técnicas sdo combinadas para observagdes celestes decifraveis.

Ao longo desta tese, analisou-se a troca de energia entre ondas gravitacionais
e particulas livre, i.e., particulas sujeitas apenas a influéncia das ondas gravitacio-
nais. A troca de energia entre ondas gravitacionais e campos eletromagnéticos ja
fora investigada na literatura, no contexto nas ondas gravitacionais linearizadas.
Gertsenshtein mostrou a possibilidade de criacdo de radiagao eletromagnética a par-
tir da interagdo entre as ondas gravitacionais linearizadas e campos magnéticos es-
taticos [103], com a energia da radiacdo eletromagnética resultante provavelmente
oriunda das ondas gravitacionais. Skobelev analisou a interacdo entre gravitons e
fétons [104], também indicando uma troca de energia entre o campo gravitacional e
o eletromagnético. Investigacdes similares realizadas por Jones e colaboradores es-
tudaram a producdo de particulas em um plano de fundo de ondas gravitacionais e
analisaram a geracdo de f6tons na interagdo das ondas gravitacionais com flutuagdes
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quanticas de véacuo [105, 106]. Tais investigaces anteriores compartilham similari-
dades com as investigagdes desenvolvidas nesta tese, visto a transferéncia de energia
entre ondas gravitacionais e campos eletromagnéticos quantizados implicam a onda
gravitacional ganhar ou perder energia no processo. Dessa forma, por a transferén-
cia de energia ser local, a localizabilidade da energia gravitacional é essencial para a
coeréncia de tais investigagdes.

Esta tese iniciou-se com uma breve revisdao da RG no Capitulo 1 e do TERG no
Capitulo 2. No Capitulo 3 revisou-se as pp-waves e introduziu-se seu tensor métrico
por restrigdes simétricas esteadas nos raios de luz das ondas eletromagnéticas. Tal
procedimento, distinto dos adotados em livros texto sobre solugdes exatas [62, 59],
encontra-se publicado na Referéncia [18].

No Capitulo 4 considerou-se o efeito memoria imposto pelas pp-waves as parti-
culas com as quais interage. O efeito memoria, além de relevante e conceitualmente
importante para observagdes futuras de ondas gravitacionais, apresentou-se como
fundamental na compreensdo da transferéncia de energia entre particulas e onda
gravitacionais. Destarte, o efeito memoria pode ser compreendido como uma troca
permanente de energia entre as particulas e as pp-waves. Investigou-se na se¢do 4.2
tais efeitos e descobriu-se que uma mesma onda pode remover ou fornecer energia
a uma particula, dependendo das condicdes iniciais da dltima. Se as ondas gravita-
cionais apenas transferissem energia para um meio, e.g., uma nuvem de particulas,
como proposto por Bondi [61], seria dificil compreender como uma onda gravitaci-
onal pode viajar pelo espaco sem se dissipar por grandes periodos de tempo. Dada
a possibilidade de ganho ou perda de energia, é possivel que, apds interagir com
muitas particulas, o saldo total seja nulo, i.e., a onda ndo se dissipe. Tal fato fornece
interessante possibilidade: uma onda pode ser propagar por grandes distancias, sem
troca global de energia, mas pode interagir localmente com uma particula com troca
de energia, i.e., ha possibilidade de deteccdo. Portanto, os resultados de tal secao
implicam as ondas gravitacionais poderem se propagar por grandes distancias sem
sofrerem dissipagdo, serem passiveis de deteccdo e a localizabilidade da energia gra-
vitacional ser fundamental. E interessante notar a energia total de uma pp-wave co-
mum ser negativa, logo necessita absorver energia das particulas para ser dissipada.
Os resultados da respectiva se¢do encontram-se publicados na Referéncia [19].

Também no Capitulo 4, em particular na segdo 4.3, prosseguiu-se a investigagdo
da transferéncia de energia. Estabelecera-se a variacdo de energia cinética norma-
lizada AKy e computou-se a dependéncia de tal quantidade com o parametro A,
relacionado a largura do pulso. Obteve-se uma estrutura quasi-periédica similar ao
deslocamento de uma mola em um sistema massa-mola subamortecido, com os ze-
ros variando discretamente. A existéncia de maximos, minimos e zeros discretos,
dependentes do parametro A, indica haver parametros da onda "‘preferiveis"” para
a troca de energia. Se a energia do campo gravitacional for discreta, assim como a
eletromagnética, espera-se as trocas de energia incorrerem em quantidades que sido
um mdltiplo de uma quantidade minima fundamental € ainda desconhecida. Des-
tarte, a existéncia de parametros, preferiveis para a troca de energia, pode indicar
os parametros de maxima transferéncia relacionarem-se a ondas gravitacionais com
energia mais proxima a um multiplo inteiro do minimo €. Os resultados apresenta-
dos na respectiva se¢do encontram-se publicados na Referéncia [20].

No Capitulo 5, prosseguiu-se as investigacdes da troca de energia, em particular
sobre a descrigdo de um mecanismo pelo qual a mesma ocorre. Notou-se a atra-
¢do ou repulsdo de um campo gravitacional, por meio de suas acelera¢des inerciais,
relacionar-se ao sinal da densidade do centro de energia, e ndo da densidade de
energia. Dessa forma, prop0s-se uma relacdo entre a variacdo da energia cinética
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da particula e as aceleracdes inerciais do espago-tempo na forma de um teorema
trabalho-energia, similar ao presente na Mecanica Classica. Definiu-se o trabalho
AW com a expressao (5.3.13) e analisou-se igualdade AK = AW numericamente para
centenas de condicdes iniciais, obtendo-se um erro menor que dois por cento. A par-
tir da corroboragdo numérica, pode-se interpretar o trabalho (5.3.13) como a variacdo
da energia relativistica da particula e as aceleragdes inerciais do espago-tempo como
mecanismo descritivo para a troca de energia. Os resultados do Capitulo encontram-
se publicados na Referéncia [21].

Ap6s inferir-se as dependéncias da troca de energia com as condigdes iniciais
da particula e com os parametros da onda, além de descrever quantitativamente
o mecanismo de transferéncia de energia, as investiga¢des foram estendidas para
pp-waves mais generalizadas no Capitulo 6. Calculou-se a energia e o0 momento
angular das ondas giratdnicas, obtendo-se a expressdo (6.1.21) para a energia total
e (6.2.3)-(6.2.3) para os componentes do momento angular. Nota-se as referidas ex-
pressdes retornarem as expressdes das pp-waves comuns, obtidas previamente nas
Referéncias [28, 29], no limite nulo do termo giratonico J. As distin¢des qualitativas
entre as energias (giratonica e pp-waves comuns) é a existéncia de regides de densi-
dade energética positiva para as ondas giratonicas, enquanto as pp-waves comuns
admitem apenas densidade de energia negativa. Para o momento angular, nota-se a
densidade radial de momento angular ser nula para as pp-waves comuns axialmente
simétricas, enquanto ndo o sdo para as ondas giratdnicas, possivelmente devido ao
momento angular da fonte. Sabe-se os espagos-tempo das ondas giratonicas e das
pp-waves serem localmente idénticos, i.e., a escolha do termo giratonico como nulo
ndo afetar localmente o espago-tempo. Entretanto, tais espagos-tempo sdo distin-
tos globalmente. A defini¢do de energia no TERG é independente de coordenadas,
logo, o fato da energia das ondas giratonicas ser distinta, da energia das pp-waves
comuns, direciona a realidade ao argumento apresentado na Referéncia [64] sobre a
perda de propriedades do campo gravitacional quando o termo giraténico | ndo é
considerado. Percebe-se as defini¢des de energia e momento angular do TERG serem
sensiveis a distin¢des globais entre espagos-tempo, enquanto as equagdes dinamicas
ndo o sdo. Tal fato enaltece a importancia das investigacdes das propriedades fisi-
cas dos campos gravitacionais além das propriedades geométricas, com as primeiras
podendo ser mais fundamentais.

Na interagdo com particulas, observa-se as ondas giratonicas também possui-
rem efeito memoria e serem capazes de trocar momento angular com particulas, i.e.,
uma particula com momento angular nulo, em dado sistema de coordenadas, an-
tes da passagem da onda pode ter momento angular ndo nulo apés a passagem
da mesma, no mesmo sistema de coordenadas. Apesar do componente longitu-
dinal do momento angular da particula ser alterado durante a passagem da onda
(assumindo a validade da expressado classica em um campo fraco), nota-se apenas o
componente radial do momento angular da particula ser alterado permanentemente
pela passagem da onda giratonica. Conclui-se haver uma relacdo entre a densidade
de momento angular da onda e 0 momento angular assintético de uma particula
atingida pela onda. Tal fato abre possibilidades futuras para a investigacdo das re-
lagdes existentes entre as quantidades conservadas dos campos gravitacionais e das
particulas interagentes com eles. Os resultados apresentados no Capitulo 6, referen-
tes ao efeito memoria das ondas giratdnicas, encontram-se publicados na Referéncia
[22], enquanto os resultados referentes a energia e a0 momento angular das ondas
giratdnicas na Referéncia [23].

Ao longo desta tese verificou-se a existéncia de transferéncia de energia entre
particulas e ondas gravitacionais, assim como a alteragdo do estado das particulas



112 Capitulo 6. Energia e momento angular de ondas gravitacionais giratonicas

devido a interacdo com as ondas, além de quais parametros afetam a transferéncia.
O mecanismo pelo qual a onda gravitacional é alterada pela interacdo com a par-
ticula é desconhecido. E possivel que as ondas sofram alteracdes de amplitude ou
largura de pulso, visto ambos parametros influenciarem a energia total das ondas.
Sabe-se as ondas gravitacionais poderem ser descritas como defeitos topolégicos no
espago [107]. Computa-se os defeitos topoldgicos, chamados deslocagdes, no espago
por meio de um circuito fechado ao redor do defeito, chamado circuito de Burgers,
com o vetor representando a falha no fechamento do circuito chamado vetor de Bur-
gers b)), Quando um circuito é computado no plano de propagacio de uma onda
gravitacional, uma falha é encontrada, i.e., b0 # 0. O caso mais interessante é
obtido considerando-se uma onda giratdnica axialmente simétrica e uma circunfe-
réncia perpendicular ao eixo de propagacdo da onda, obtendo-se uma expressdo
analitica para o vetor de Burgers dada por [107]

(i) _ _ P
b@ = (0,0,b) (o,o, 271\@4).

Definindo-se o tensor de deformacao €,y COMO

e]xll/ = g“bﬂ/ - g_]/ll/ 7

onde g, € o tensor métrico da onda gravitacional e §,, do espaco-tempo plano,
obtém-se

b
W6 = onp

que é idéntico ao obtido para uma deslocagdo parafuso em um cristal. Os detalhes
para a obtencdo dos resultados acima podem ser consultados no Apéndice C. Desta
forma, a possibilidade de ondas gravitacionais serem defeito topolégicos torna pos-
sivel a energia ser alterada por variagdo dos comprimentos dos defeitos, cuja distri-
buigdo constituem o espago-tempo das pp-waves.
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Apéndice A

Condic¢des de energia

As equagdes de Einstein (1.5.10) implicam uma entidade fisica, representada por
seu tensor energia-momento T"", gerar um desvio Riemanniano da geometria do
espaco-tempo de Minkowski. Entretanto, a RG ndo impde condi¢des matematicas
sobre a natureza da fonte, i.e., qualquer tensor energia-momento pode ser fonte de
um campo gravitacional, sendo muitas solu¢des sdo matematicamente possiveis.
Porém, espera-se as fontes reais implicarem certas condi¢des sobre seus tensores
energia-momento [30], mas tais condi¢des nado sdo leis da natureza, mas uma expec-
tativa indicativa a partir de certas interpretacdes e observagdes.

Se a energia for um escalar, o tensor energia-momento deve ser contraido com
algum par de vetores, ou outro tensor, para sob integracdo fornecer a energia. As
quatro condigdes de energia na RG sdo formuladas a partir da contragdo do tensor
energia-momento T#" em vetores normalizados futuro orientados, sendo temporais
ou nulos.

A primeira condigdo de energia, chamada fraca, pode ser escrita como

Tutu’ >0, (A1)

onde u# é um vetor normalizado futuro orientado, identificado como representando
um observador na RG. Se a quantidade p = T, u"u" é interpretada como a densi-
dade de energia, entdo a condicdo fraca implica as fontes desejadas possuirem den-
sidade positiva de energia. Tal condicdo aplicada a um fluido ideal descrito pelo
tensor energia-momento T"" = diag(p, p, p, p), onde p é a pressdo, implica a densi-
dade de energia do fluido ser positiva e a dominancia dela sobre a pressao [30], i.e.,
p > —pi, onde p; é um componente qualquer da pressao.
A segunda condicdo, chamada nula, pode ser escrita como

T ki'k’ >0, (A.2)

onde k* é um vetor nulo futuro orientado. Aplicada a um fluido ideal, p > —p;,
implicando a condicao fraca.
A terceira condigdo, chamada forte, pode ser escrita como

1
(Tw -5 gWT) u'u’ >0, (A.3)

Pelas equagdes de Einstein (1.5.10), a condicdo forte implica uma condi¢do sobre o
tensor de curvatura, i.e., R,u*u” > 0, mas ndo implica a condigdo fraca [30].

A dltima ou quarta condi¢do, chamada dominante, diz a matéria dever seguir
sempre ao longo de linhas mundo temporais ou nulas, i.e., v¥ = —T# ,u" deve ser
um campo vetorial futuro orientado temporal ou nulo, i.e., a massa-radiacdo ndo
deve fluir com velocidade superior a luz.
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Algumas nogdes acerca das condi¢des de energia refletem interpretacdes sobre
energia dentro da RG. Assumindo-se a Relatividade Especial como um caso parti-
cular da RG, espera-se a energia de uma entidade fisica ser o componente zero de
um quadrimomento. Caracterizando-se um observador por um campo de tétradas
e, ", a energia medida por tal observador é uma quantidade projetada nos indices
locais, e.g., um observador, cujas tétradas e, estdo adaptada a si, no espagco mede
um quadrimomento Py, = ¢, P¥. Dessa forma, a energia medida pelo observador
de uma fonte, com tensor energia-momento T, é

P = /V dx (e T0(0)> = /V d>x (e e, TOF’> (A.4)

e a densidade de energia €,, = eel”)  T% é uma quantidade dependente do referen-
cial no qual é medida.

Algumas implicacdes distintas, a da interpretacdo das condi¢des de energia, de-
correm a partir da interpretagdo da densidade de energia a partir de (A.4). Pela graga
do exemplo, o espaco-tempo de Alcubierre (vide [108]) necessita fontes que violam
as condigOes de energia, com tais condigdes de energia verificadas utilizando-se ob-
servadores Eulerianos (em queda livre). Tal espago-tempo representa uma bolha
viajando com velocidade global arbitraria. Os observadores, que sdo tomados como
entidades ndo interagentes, em queda livre em tal espago-tempo ndo fazem parte da
bolha, logo sdo observadores néo fisicos. Quando computa-se a densidade de ener-
gia, oriunda de (A.4), para observadores em queda livre, obtém-se uma densidade
de energia negativa. Porém, transformando o observador para um estatico, e.g., fixo
na Terra, por uma transformacdo de Lorentz, preservando o mesmo sistema de co-
ordenadas, a densidade de energia encontrada é regular e positiva [109]. Destarte,
pode-se interpretar algumas viola¢des das condigdes de energia como um problema
de referencial, i.e., ndo se espera que um referencial ndo-fisico mega um efeito fisico
plausivel.
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Apéndice B

Formalismo Hamiltoniano do
TERG

Os momentos canonicamente conjugados as tétradas, obtidos a partir da densidade
de Lagrangiana (2.2.19), sdo [55]

5L
[T = 8 — _4y30k (B.1)
5eak

onde o ponto indica derivada em relagdo ao tempo t. Portanto, a densidade de La-
grangiana pode ser escrita em fungdo da densidade de Hamiltoniana primaria Hy
como

L =11%, — Hp, (B.2)

onde
" = ke{g®(—¢"T" 0j — T 0j + 2eM T/ 0j) +
+ gOZ (go]Ta 0j 4 ea]TO Oj) + eaO(gOJTi 0j _|_gz]T0 0]_) o
Z(euOgOiTj 0j + eaz‘ngTO Oj) _ gOkgijTa ki +
+ eak(ngTi ki _gijTO k]) o z(gkoeui _gkieQO)Tjji} ) (B3)
A densidade de Lagrangiana (B.2) ndo possui dependéncia explicita com é,9. Logo,

o momento 17 é identicamente nulo. A parte simétrica dos momentos, projetado
na tétrada,

.. 1 L .
i = 2 (e 117 + ¢, /117 (B4)

depende de é,9, enquanto a parte antissimétrica, que constitui as relagdes entre os
momentos e as tétradas,
il — L, it i
1 = 2 (e T — e, /117 (B.5)

ndo dependem de é,9. As quantidades (B.4) e (B.5), juntamente a 10, constituem os
vinculos de primeira classe da teoria.

1A apresentacdo deste Apéndice basea-se nas Referéncias [51, 55].
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A evolugio temporal de T1%, pela prescricdo de Dirac, gera um vinculo secund4-
rio

1 .. 1
_ ka0 ki 2
C" = =) I1™ 4 ¢* [—4g00k6<gikgﬂP”P _2P>
1L 1 i '
+ ke <4g”"g”f T i Toij + 58" Ty T i = 8% T" i T" nk)}
1 aij pkl 1 aij ai [ Om njrb
— ook (&g TP = Sgi P ) ket (£gT Tom

+ ganO mnTm i + ngTn m]Tm i — ZgOkTm kaVl i — 2g]kTO ian nk> , (B6)

onde, definindo ¢;; = Tjo; + Tjo;, tem-se

Pki — _gOO (gkmgz]lpm] o gkillJ) + (gokgimgoj +
+ 88 )y — (878" g%y + 8% 5" ) (B.7)
e
,)/aij — _eak [g00<gjmTi m + gimTj m 4 Zgiij mk) +
i go’?(go‘]Tl mk + gOZT] mk) o ngngJTm i+
+ (878" +8™8" — 288" T ] (B.8)

Como o vinculo IT% é identicamente nulo, os vinculos primérios relacionados a
parte antissimétrica dos momentos I'Tl/) podem ser escritos como

T = 211l — 4xce (Z“Ob - zhoﬂ) =0. (B.9)
Os vinculos C? e T satisfazem as relacoes Hy = e,0C?, ge—ccg = e0Ce — eCe = 0.

Destarte, nenhum outro vinculo surge devido a evolugdo temporal de C* e T e a
densidade de Hamiltoniana pode ser escrita como

H = e,0C" + a, I, (B.10)

onde a,, sdo multiplicadores de Lagrange. A variacdo de H em relagdo a e,y gera
o vinculo C%, logo e,0C” na relagdo (B.10) surge naturalmente como um multiplica-
dor de Lagrange. No vécuo o vinculo C* associa-se ao quadrimomento do campo
gravitacional enquanto o vinculo I'"? ao seu momento angular.

Utilizando os vinculos T'%, define-se a densidade de momento angular [55]

M = 4xe (be’” - Z“Ob) ) (B.11)
que pode ser escrita em funcdo das tétradas como

M = 2x9; [e (e‘”'eb0 — ebieao)] . (B.12)
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A partir da densidade de momento angular, escreve-se 0 momento angular L’ do
campo gravitacional

Lab :/Mabd3x

= 2K/ai [e (e‘”'eb0 — ebieao)] Px.

Observa-se a consisténcia dos resultados notando o conjunto dos vinculos C* e
I satisfazer a algebra do grupo de Poincaré

(B.13)

{ca,cb} —0, (B.14)
{Ca’ Fbc} — ﬂabcc . Waccb , (815)
{rab’ rcd} — ﬂader + ﬂbdl-ac . Wacrdb . 7,/bcl--ad ) (B16)

As grandezas fisicas P* e L*’ também satisfazem a mesma élgebra apresentada acima.
Portanto, as interpretacdes fisicas apresentadas na se¢do 2.3 sdo consistentes.
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Apéndice C

Ondas gravitacionais como defeitos
topolégicos’

A investigacdo de deformagdes nos materiais é importante na compreensédo das pro-
priedades dos materiais na Mecanica dos S6lidos, sendo as mesmas responsaveis
por diversas peculiaridades nos materiais, principalmente suas propriedades termo-
dindmicas. Quando um material é sujeito a tensdo, ele responde dentro do regime
elastico a lei de Hooke. Entretanto, fora de tal regime, a deformacao reside no re-
gime pléstico. As deformagdes pldsticas em materiais lineares subdividem-se em
duas classes: as deslocacoes e as desclinacoes. Matematicamente, as deslocagdes sdao
tratadas construindo-se um ntcleo de deformacéo, fora do qual a lei de Hooke é va-
lida. Dentro do ntcleo, computa-se a deformacao a partir de falhas no fechamento
em circuitos, chamados circuitos de Burgers, construidos ao redor dos defeitos.

Os conceitos de defeitos em materiais podem ser importados para o espago-
tempo introduzindo-se um tensor de tensdes, que computa quantitativamente a de-
formacgdo plastica, i.e., compara as geometrias antes da deformagédo (espago-tempo
plano) e apds (campo gravitacional). Define-se o tensor de deformagéo ¢,, como
[110]

e = (Suv — Zuw) (C.1)

onde g, representa o tensor métrico do espago-tempo plano e g, do campo gravi-
tacional. Lidando-se com deformagdes espaciais, o tensor ¢,, é construido em trés
dimensdes. Porém, considerando o tensor como quadrimensional no espago-tempo,
sua parte espacial pode ser separada. Distintos espagos-tempo pode ser descritos
por diferentes coordenadas, logo os efeitos fisicos das deformagdes podem ser obti-
dos projetando o tensor de tensdes em indices locais. Destarte, para as ondas girato-
nicas, descritas para o elemento de linhas (6.1.1), obtém-se, para a parte espacial do
tensor de tensoes,

0 0 \f]

sin ¢
M) — % 0 0 f’ cos¢p | - (C2)
\[I % sin¢ ‘[] 4 cos¢ H/A

Observando (C.2), nota-se as ondas giratonicas serem responsdveis, ou interpretadas
como, deformagdes longitudinais e de cisalhamento transversal do espago-tempo.
As deslocagdes geram uma falha em um circuito fechado construido a sua volta,
i.e.,, se C é uma curva fechada ao redor de um defeito, entdo a integral ao longo
deste caminho é ndo nula, enquanto a mesma seria nula na auséncia de defeitos,

LA apresentacio deste Apéndice basea-se na Referéncia [107].
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no espago-tempo plano. O defeito deve ser uma quantidade independente das co-
ordenadas, logo deve ser uma quantidade com componentes no espago tangente.
Portanto, se b ¢ o componente do vetor indicando a deformacédo, chamado vetor
de Burgers, tem-se b()) = $c dx(®). A quantidade dx() é ndo-holondmica na presenca
de um campo gravitacional, logo a integracdo deve ser feita no espago-tempo pela
projecao dos indices locais nos espaciais do espaco-tempo, i.e.,

pi) = ﬁ e (C.3)

O resultado da integragdo (C.3) depende do caminho escolhido, entretanto sua nuli-
dade para qualquer circuito depende da ndo-existéncia de campo gravitacional.
Viérios circuitos de Burgers podem ser construidos, com os defeitos podendo
estar no plano do circuito (deslocagdo de borda) ou perpendicular ao plano (deslo-
camento parafuso). Escolhendo um circuito circular em um plano perpendicular ao
eixo de propagacao, concéntrico com tal eixo, o vetor de Burgers é computado como

. 2, 27
p() = /0 o) pdp = /O ¢® g, (C.4)

onde e(; J ¢ dado por (6.1.3). O tinico componente nao nulo de (C.4) é

G _p_ L[]
p® —p ﬁ/o 4. (C.5)

Dessa forma, as ondas giratonicas representam uma deslocagdo parafuso no espago-
tempo devido o vetor encontrar-se perpendicular ao plano contendo o circuito 2.
Percebe-se no resultado (C.5) o vetor de Burgers ser nulo se | = 0, i.e., a desloca-
cdo parafuso apenas se encontra presente’ na presenca do termo giratonico, corro-
borando a distinta natureza global entre os espagos-tempo das pp-waves comuns
e o das ondas giratonicas. Quando a onda giratdnica é axialmente simétrica, i.e.,
J = J(u) e H = H(u,p), a integral (C.5) pode ser trivialmente resolvida analitica-

mente, resultando em
2]

-5 (C.6)

dependendo do raio do circuito.

Escolhendo como ntcleo de deslocagao um cilindro com raio p e eixo de simetria
coincidindo com o eixo de propagacdo da onda, o tensor de tensdes pode ser escrito
em funcdo do vetor de Burgers. Transformando o tensor de tensdes para coordena-
das polares como

8(4,)(2) = — sin(p €(1)(3) 4+ cos (P 8(2)(3) (C7)
e usando (C.2) e (C.6), obtém-se

€6 = 20p (C8)

2Notai tal afirmagdo ser verdadeira ao projetar-se os vetores de base do espago-tempo do plano
transverso, ao de propagagdo da onda, nos vetores de base do espago tangente.

3 Apesar de vetor de Burgers ser nulo em tal circuito se | = 0, os demais (para outros circuitos) ndo o
sdo. Esses englobam o eixo de propagagdo e os defeitos podem ser interpretados como deslocamentos
de borda. Entretanto, se H = 0 = ], i.e., na auséncia de campo gravitacional, todos sdo identicamente
nulos.
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O resultado (C.8) é exatamente o mesmo observado para uma deslocacdo parafuso
em um cristal, como pode ser visto na equagdo (5.3) da Referéncia [111]. Observa-se
o tensor de tensodes, fora do ntcleo de deslocagdo, cair com 1/p, similar a um campo
de radiagdo. Tal resultado causa uma particula sentir os efeitos da deslocagdo mesmo
longe do seu ntcleo.
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