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RESUMO

O foco desta dissertagd@o é analisar e desenvolver o projeto de estimadores robustos para sistemas lineares
e ndo-lineares de tempo discreto e sujeitos a incertezas. Para o projeto dos estimadores, foi utilizada a
abordagem por equacdo de Riccati, garantindo o desempenho do estimador para todo o conjunto de incer-
tezas permitidas. Generalizou-se a formulacdo de modelos incertos para o caso em que nao se conhecem
as propriedades estatisticas dos ruidos, tais como média, covaridncia e covariancia cruzada, uma situa-
¢do muito comum na pratica. No caso ndo-linear, as fun¢des ndo-lineares também sdo supostas incertas,

embora pertencam a uma regifo conica conhecida.

A principal contribui¢do deste trabalho foi no sentido de generalizar alguns resultados da literatura
que tratam do problema da estimacao robusta linear e ndo-linear, bem como melhorar seu desempenho no

sentido de torna-los menos conservadores.

ABSTRACT

The main focus of this dissertation is to develop and analyze robust estimators for linear and nonlinear
discrete time systems subject to uncertainties. The design of the estimators, using the Riccati equation
approach, leads to a guaranteed cost for all allowed uncertainties within a known set. Assuming norm
bounded uncertainties, it is proposed a general robust estimator design to overcome uncertain noise statis-
tics (such as mean, covariance and cross-covariance) and uncertain system linear dynamics, which are a
common characteristic in real life applications. In the case of nonlinear systems, the nonlinear functions

are also uncertain, but they are assumed to be within a known conic set.

The main contribution of this dissertation is generalize some results found on the literature about linear

and nonlinear robust state estimation, as well as obtain less conservatives filters.
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1 INTRODUCAO

“As far as the laws of mathematics refer to reality,
they are not certain; and as far as they are cer-
tain, they do not refer to reality”. Albert Einstein
(1879-1955) citado por J.R. Newman em The World
of Mathematics. Este capitulo apresenta a motiva-
cdo e os objetivos desta dissertacdo, bem como sua

organizagdo e apresentacdo.

1.1 CONTEXTUALIZACAO

O foco desta dissertacdo é a Teoria de Estimacdo. De maneira geral, a Teoria de Estimagao foi de-
senvolvida com o seguinte intuito: dados os valores de um sinal ' observado, também chamado de sinal
medido, deseja-se estimar 2 (suavizar, filtrar ou prever) os valores de um outro sinal (sinal desejado) que

nao pode ser diretamente acessado ou estd corrompido por ruidos e/ou perturbacdes.

Vale ressaltar que, na solucio do problema de estimacao, deve haver uma relacdo (ou modelo) entre o
sinal medido e o desejado. Também deve haver algum critério segundo o qual o sinal desejado € estimado.
Neste sentido, € preciso escolher um critério que seja compativel com o modelo ou vice-versa. O problema

de estimagdo € ilustrado resumidamente no diagrama da Figura 1.1.

Na Figura 1.1, deseja-se estimar o sinal z. O sinal y € o sinal medido a partir da planta. O sinal w
indica um ruido de entrada, desconhecido, apresentando tipicamente um comportamento estocdstico com
propriedades estatisticas conhecidas. O problema de estimacao consiste em projetar um estimador que seja
capaz de fornecer estimativas &, a partir das medidas ¥, que se aproximam de x para diversas realizag¢des
de y. Em se tratando de critério, o problema também pode ser vislumbrado classicamente como uma
minimiza¢do da variancia do erro de estimacdo e, definido como a diferenca entre £ e x. Entretanto,
no caso robusto a ser considerado neste estudo, utilizar-se-4 a minimizagdo de um limite superior para a

variancia do erro de estimagdo por motivos a serem apresentados mais adiante nesta dissertagao.

'A palavra sinal é empregada para se designar um vetor, ou conjunto, de dados.
2Ver secdo 1.7 sobre a nomenclatura utilizada nesta dissertacdo.

—p Estimador

—_— Planta &

Figura 1.1: Diagrama de blocos para o problema de estimacao.



1.2 MOTIVACAO

Nesta dissertacdo, almeja-se fazer a estimacao dos estados de um sistema dindmico, cujo comporta-
mento pode ser descrito por um conjunto de equagdes diferenciais. Ha pelo menos dois motivos para se

conhecer os estados de um sistema, a saber:

e Primeiramente, o conhecimento dos estados pode ser necessario a fim de se controlar o sistema.
Como exemplo, um engenheiro eletricista precisa saber as correntes elétricas de um motor com o
objetivo de se controlar sua rotagdo. Um engenheiro aeroespacial precisa estimar a velocidade de
um satélite a fim de se controlar sua 6rbita. Um engenheiro biomédico necessita conhecer o nivel de

acucar no sangue para controlar a taxa de inje¢ao de insulina.

e Em outros casos, a necessidade de se conhecer os estados do sistema € interessante por si s6. Um en-
genheiro eletricista que conhece os pardmetros de um sistema de poté€ncia pode prever probabilidades
de falhas. Um engenheiro aeroespacial, conhecendo a posi¢do de um satélite, pode agendar melhor
suas atividades futuras. Um engenheiro biomédico com conhecimento dos niveis de proteinas no

sangue pode avaliar melhor a satide de seu paciente.

Classicamente, os problemas de estimag¢do assumem que o modelo da planta € conhecido com exatidao.
Entretanto, na maioria dos casos, modelos utilizados em engenharia fornecem aproximacdes do sistema

real. Esta diferenca entre a planta real e o seu modelo aparece por diversos fatores, e.g.,

e Mudangas imprevistas dos parametros do sistema.

e Dinamicas ndo modeladas: ndo-linearidades e comportamentos dindmicos que sdo simplificados,
ndo considerados ou meramente desconhecidos, bem como uma incerteza intrinseca, devido aos

procedimentos adotados para a identificagdo do sistema.
e Retardos, ou atrasos, ndo incluidos no modelo.
e Mudangas no ponto de equilibrio (ponto de operacao).
e Ruidos de sensores.

e Perturbacdes nao previstas.

Por estes motivos, os estimadores devem ser projetados de maneira a ndo degradar seu desempenho na
presenca destas imperfeicoes e alteracdes do modelo. Tais estimadores sdo ditos robustos no sentido em
que eles tentam limitar, de certa forma, os efeitos das incertezas no desempenho médio do estimador. Este

tema também é conhecido como Estimacdo Robusta.

E cada vez mais notéria a utilizagdo do filtro de Kalman e suas extensdes e formas em diversos campos
do conhecimento. Além de dreas tipicamente da engenharia, e.g., processamento de sinais, controle e
telecomunicagdes, sua utilizacdo tem alcancado novas dreas, tais como, fisica, economia e biomedicina.
A seguir, somente para citar alguns casos, serdo apresentadas algumas situacdes em que o filtro tem sido

empregado com sucesso.



e Controle. Uma aplicacéo tipica em controle consiste na estimacéo do vetor de estados. O controle

de motores de indu¢@o também € estudo da aplicacdo do filtro de Kalman [1].

e Telecomunicacdes. Aplicacdes de filtragem robusta em telecomunicagdes aparecem em problemas
de equalizadores de canal [2, 3], estimagdo de canal [4] e estratégias para controle de taxa e de

poténcia [5].

e Aeronautica. Aplicacdes em aerondutica podem ser encontradas visando ao monitoramento de
parametros que indicam a satde de um motor turbofan, e.g. [6, 7, 8], e para a determinagdo de um
algoritmo para o aviso de tesouras de vento perigosas proximas a aeronave [9]. Uma aplicacdo de
rastreamento de alvos em solo € encontrada em [10]. Um filtro de Kalman nio-linear € utilizado em
[11] para estimar a velocidade angular, o 4ngulo de ataque 3, deflexdo da superficie de controle e
velocidade linear de um missil. Em [12], compara-se o desempenho do Filtro de Kalman Unscented
(FKU) com o Filtro de Kalman Estendido (FKE) para a estimagao de estados e de parametros de um
F-15 em uma manobra complexa e em outra manobra com falha, de forma que o FKU apresentou o
resultado mais satisfatério. Outra aplicacdo do FKE consiste na determinacao de 6rbitas de aeronaves
espaciais, tais como apresentadas em [13] e [14]. Outros problemas em que o FKE ¢é utilizado
consistem na estimacao de altitude [15]-[16], estimag¢do de propriedades da massa [17], calibracdo

de instrumentos com linha de visada [18] e pilotos automaticos de pouso [19].

e Navegacdo. Em [20], descreve-se o problema de navegacdo baseada em sonar de um robd mével
em que a utilizacdo do FKE resultou em um tratamento menos conservador e melhorou a anélise de
convergéncia. O FKE também € utilizado com sucesso para a navegacio e rastreamento de navios
[21, 22], veiculos submersiveis [23], veiculos terrestres [24, 25, 26], manipuladores robdéticos [27,
28, 29] e aparelhos celulares [30].

e Redes Neurais e Légica Difusa. O treinamento de uma rede neural pode ser realizado por meio de

uma técnica baseada no FKE, conforme mostrado em [31].

e Processamento de Imagem. A restauragdo de imagens por meio do filtro de Kalman € apresentada
em [32]. O FKE também pode ser utilizado para o rastreamento em imagens digitais, conforme
mostrado em [33, 34]. O rastreamento de estradas em imagens aéreas é mostrado em [35] e, em

[36], aplica-se o filtro ao rastreamento de pedestres.
e Processos Industriais. Em [37], emprega-se o FKE para a estimagdo de vazamento em dutos.

¢ Biomedicina. Sinais fisiolégicos, tais como eletrecardiogramas e pressao arterial, em unidades de
tratamento intensivo, sdo frequentemente corrompidos de maneira severa por ruidos e medi¢des
perdidas, o que ocasiona grandes erros na estimagdo do batimento cardidco. Em [38], € proposto um
filtro de Kalman robusto capaz de lidar com estes problemas até em casos de extrema braquicardia e

taquicardia.

e Aquisi¢ao e Processamento de Dados Metereoldgicos. A fim de se estimar os estados de um
modelo oceanico, neste caso, um conjunto de varidveis de progndstico, propde-se em [39] um filtro

de Kalman ndo-linear de ordem reduzida. A motivacdo dos autores estd no fato de que neste tipo de

3Angulo entre a linha de referéncia da aeronave, ou missil, e o vetor da velocidade do vento.



simula¢do, lida-se com um conjunto muito grande de estados, inviabilizando a utilizando do filtro de

Kalman de ordem completa.

e Economia. Recentemente, em [40], utilizou-se o filtro de Kalman tradicional para se estimar a
demanda por reservas internacionais. Ha ainda modelos em que um determinado fato causa impacto
tanto nas varidveis de saida quanto nos estados do modelo, resultando em um sistema com ruidos
correlacionados. Um exemplo € o mercado de taxas de cimbio em que uma nova informagao altera
o valor da taxa bem como o prémio de risco. Esta nova informacdo pode ser atribuida a um novo
regime monetario, declaragdo de moratéria ou o antncio da conversdo da moeda de um pais. Em
[41], podem-se encontrar os modelos acima, bem como a utilizagdo do filtro de Kalman com ruidos
correlacionados para tais sistemas. Um framework para a estimacdo de parametros de volatilidade
pode ser encontrado em [42]. Para outras aplica¢des de filtragem e controle robusto para modelos

econdmicos, consultar [43].

e Fusao de dados. Em [44], utilizam-se filtros robustos para fusdo de dados com modelos com multi-

sensores. Uma aplicacdo de fusdo de dados para navegacao é estudada em [26].

e Fisica. Até o final da década de 70, acreditava-se que os sistemas quinticos possuissem um com-
portamento incontroldvel no processo de medida. O problema de controlabilidade quantica foi entao
relacionado ao problema de observabilidade quantica, tanto para tempo continuo [45] quanto dis-
creto [46], que pode ser resolvido por meio da filtragem quantica. Neste sentido, os filtros quanticos
dindmicos foram propostos para os problemas de controle 6timo quantico. A solugéo explicita [47]
para a filtragem O6tima linear quéntica e o controle de processos de Markov-Gauss quénticos ante-
ciparam a solugdo geral [48, 49] dos filtros de Markov quanticos. Os filtros quénticos ndo-lineares,
para uma esperanca condicional a posteriori, também foram representados na forma de equagdes de
ondas estocasticas [48, 49]. A chamada Quantum Filtering Theory (QFT) e as equagdes estocdsticas
quanticas possuem hoje vérias aplicacdes. Em [50], utiliza-se o QFT para a estimagdo e o controle
de estados quanticos, tais como o spin e um escalar referente a um campo magnético. Em [51], o
filtro de Kalman quantico € adotado para se melhorar um processo de magnetometria atdbmica. Um

tutorial recente a filtragem quantica é desenvolvido em [52].

1.3 VISAO HISTORICA E TRABALHOS RECENTES

O inicio da teoria de estimacdo, no sentido de tentar minimizar uma fung¢do relacionada ao erro co-
metido, € atribuido a Galileu Galilei em 1632 [53]. Mais de um século depois, em 1795, Gauss [54]
provavelmente foi o primeiro a utilizar o Método dos Minimos Quadrados (MMQ) com o objetivo de re-
solver sistemas de equagdes indeterminados # com base em estimativas que melhor se aproximavam das
observagdes no sentido de minimos quadrados. Todavia, as primeiras publicacdes acerca do assunto sdo
atribuidas a Legendre em 1805 [55] e Adrain em 1808 [56]. Desde entdo, uma extensa bibliografia sobre
o0 MMQ deterministico e estimagdo MMQ com varidveis aleatérias desenvolveu-se e pode ser encontrada

em diversos livros de Algebra Linear, tais como, por exemplo, em [57].

4Sistemas lineares com mais equacdes que incégnitas



O problema de estimag@o de minimos quadrados para processos estocasticos foi investigado pela pri-
meira vez por Kolmogorov [58], Krein [59] e Wiener [60]. Segundo [61], embora a abordagem de Kol-
mogorov fosse mais fundamental, o trabalho de Wiener, notadamente o filtro de Wiener para a predi¢do
de processos estocdsticos estaciondrios, tornou-se mais influente. A principal contribui¢do dos trabalhos
de Kolmogorov e Wiener foi a introducao de nocdes de estatistica nos problemas de estimacio e controle.
Neste contexto, assume-se que os sinais medidos sdo processos estocdsticos com propriedades estatisticas
de primeira e segunda ordens conhecidas e invariantes no tempo. O critério de desempenho adotado foi
também o do minimos quadrados. Esta teoria permitiu extrair um sinal a partir das observacdes do sinal
e das perturbagdes. Por outro lado, a teoria de Kolmogorov-Wiener nio fora aplicada de maneira extensa
[62], pois a teoria necessitava da solu¢cdo de uma equacio integral, neste caso, a equagdo de Wiener-Hopf.
Em problemas reais, a equacdo de Wiener-Hopf raramente apresenta uma solucdo analitica, e sua solucao

numérica ndo € facil de se obter.

O inicio da utilizacdo de computadores digitais influenciou de maneira evidente o desenvolvimento
da teoria no final dos anos 50 e inicio dos 60 [62]. De fato, a hipétese central da teoria de Kolmogorov-
Wiener, que assume processos estaciondrios, mostrou-se inadequada em aplicacdes em que os sinais e 0s
ruidos sdo ndo-estaciondrios. Neste contexto, uma importante contribui¢do para a teoria de filtragem foi
dada por Kalman [63]. Seus resultados permitiram uma solu¢@o recursiva para o problema de filtragem
e de predi¢do utilizando a capacidade de processamento e de armazenamento dos computadores digitais.
Por sua vez, a execucdo dos filtros de Wiener utilizava processamento analégico por meio de elementos
ativos e passivos [64]. Sua contribuicdo também era uma extensdo dos trabalhos de Kolmogorov-Wiener
no sentido de lidar com processos ndo-estaciondrio. Esta nova teoria passou a ser conhecida como filtro de

Kalman.

Para a execugdo do filtro de Kalman, necessita-se resolver um problema de valor inicial para a equacao
de Riccati. Esta equacdo de Riccati € similar a encontrada na resolug@o de problemas de controle 6timo. De
fato, os problemas de predi¢do e de controle linear quadrético sdo matematicamente duais. Esta abordagem

mostrou-se interessante em aplicacdes para trajetorias e controle de veiculos aeroespaciais [61].

Até entdo, todos os modelos assumiam, por hipétese, um conhecimento perfeito de seus parametros
e de suas propriedades estatisticas. Entretanto, em muitas aplicacdes, hd erros de modelagem, e.g., pro-
veniente de simplificagdes e desgate dos sistemas fisicos e desconhecimento das propriedades estatisticas
do modelo. Destarte, a aplicac@o direta dos filtros disponiveis resultava em uma queda do desempenho
dos filtros. Este fato motivou os pesquisadores da época a pensar em como projetar estimadores eficien-
tes, mesmo com as deficiéncias do modelo. Esta abordagem para o problema de filtragem passou a ser

conhecida como feoria de estimagdo robusta.

Neste contexto, uma outra técnica desenvolvida com a finalidade de se obter um filtro robusto é a
filtragem H,, em que as fontes de ruido s@o sinais de energia ou de poténcia média limitadas. Embora
mais robusto que o filtro de Kalman, o filtro H, também € afetado pela mesma dependéncia sobre a certeza
dos pardmetros do modelo e, assim, surgiu o estudo sobre os filtros H ., robustos. Na filtragem H, robusta
s@o aplicadas metodologias similares as empregadas para os filtros de Kalman robustos (ver, e.g., [65] e
[66]).

A partir da Segunda Guerra Mundial, o engenheiro possuia métodos classicos de controle e de estima-

¢ao, i.e., transformadas-z e equagdes de Euler. A partir das décadas de 60 e 70, passou-se a utilizar métodos



“modernos”, com énfase em algoritmos recursivos que pudessem ser executados por computadores. Por
outro lado, até esta época, assumia-se que o modelo que descrevia determinado sistema real fosse verda-
deiro, ou seja, ndo se fazia nenhuma alusdo de que o modelo contivesse imperfeicdes. Neste contexto,
surgiu um novo paradigma em que o engenheiro compartilha os mesmos objetivos de seus predecessores;
porém, considerando que seu modelo ¢ uma aproximacio de um sistema real que fornece suas medi¢des
e que, de fato, é-lhe desconhecido e ndo pode ser determinado perfeitamente. Neste sentido, buscam-se
estimadores que funcionem bem para um conjunto de modelos que sejam préximos ao seu modelo aproxi-

mado.
Apresentam-se, a seguir, algumas recentes contribui¢des para o problema de estimagdo robusta.

Em [67] € estudado o projeto do filtro de Kalman robusto para horizontes finito e infinito. O modelo
considerado € sujeito a incertezas limitadas. O projeto proposto garante um limite superior para a variancia

do erro. Também sdo investigadas as condi¢gdes necessdrias e suficientes para a existéncia do filtro.

Em [68], propde-se a escolha de varidveis na equagao de Riccati de forma a se obter otimizacdo e
robustez locais. O filtro realiza a minimizacdo, em cada iteracdo, do pior caso para o quadradro da norma
do residuo. Os algoritmos foram apresentados de trés formas distintas: medida-atualizacdo, predicdo e
informacdo. Uma extensdo deste estudo fora realizada em [69], em que as matrizes de regulacio sdo
determinadas de maneira a minimizar globalmente a matriz de covariancia do erro de estimagdo. Em [70]

¢é apresentada uma extensdo destes resultados para sistemas descritores.

Em [71] estuda-se o problema do filtro de Kalman robusto para horizonte finito utilizando parametros
escalares que podem ser otimizados por meio de programacio semidefinida, melhorando a técnica vigente

naquela época.

Em [72] sdo mostrados procedimentos para melhorar a margem de robustez de filtros robustos por
meio de parametros escalares. Este procedimento foi aplicado em trés filtros robustos: o filtro H o, o filtro
com custo garantido e o filtro utilizado em [68]. O pardmetro escalar € escolhido como a raiz quadrada
do inverso da solucdo definida positiva de determinada desigualdade matricial. Esta escolha foi motivada
a fim de se obter um estimador com uma matriz estdvel em malha fechada, cujo maior valor singular é

limitado superiormente pela unidade.

Em [73] é proposta uma abordagem para o problema da filtragem robusta de horizonte finito para
sistemas discretos no tempo afetados por ruidos limitados e incertezas limitadas em todas as matrizes do
sistema. Tal método também aplica-se para uma dependéncia ndo-linear das incertezas no modelos de
espaco de estados. Tanto as estimativas quanto seus elipséides de confianga sdo calculados em tempo

polinomial por meio de otimizag¢do convexa, nos casos de minimizacdo do volume e do trago.

Em [74], trata-se da filtragem robusta para sistemas estocdsticos bilineares no tempo discreto sujeitos
a incertezas. As incertezas sdo limitadas e aparecem nas matrizes de estado e de medida. O projeto do
filtro € resolvido por meio da resolucdes de desigualdades matriciais. Também sio dadas as condi¢des de

existéncia do filtro.

Em [3] € apresentado um filtro de Kalman robusto recursivo para sistemas lineares variantes no tempo
com incertezas estocdsticas. O algoritmo possui um passo de predicdo e minimiza um limite superior do
erro quadratico médio a cada iteracdo, sendo que o problema de minimizagao é reduzido em um problema

de otimizagdo convexa baseado em LMIs (Linear Matrix Inequalities). Também é apresentada a conver-



géncia quando o sistema é quadraticamente estdvel e as matrizes de estado sdo invariantes no tempo.

Em [2] sdo resolvidos dois problemas de filtragem 6tima para sistemas contendo incertezas determi-
nisticas e estocdsticas simultaneamente. O primeiro problema consiste em projetar um filtro LTI (Linear
Time-Invariant) que minimiza um limite superior do ganho de energia entre o ruido que afeta o sistema e o
erro de estimacdo. O segundo problema trata do projeto de filtro, também linear e invariante no tempo, que
minimiza um limite superior do erro assintético quadratico médio, considerando a atuag@o de ruido branco
na planta. Em ambos os problemas, os parametros do filtro sdo determinados por meio de otimizacao

convexa baseada em LMIs.

Em [75, 76] é proposto um filtro robusto para sistemas discretos variantes no tempo sujeito a incertezas
com base em uma formulacdo de minimos quadrados com regulacdo. O algoritmo proposto garante varian-
cia minima para o erro de estimacao e é compativel para aplicacdes em tempo real. O problema é resolvido
para duas classes de incertezas: i) limitadas pela norma na matriz de saida e ii) incertezas estocésticas e

politépicas.

Em [77] € resolvido o problema de filtragem robusta multi-objetiva para sistemas discretos sujeitos a
incertezas estocdsticas e deterministicas conjuntamente, bem como sistemas com atraso e sistemas nao-
lineares. E desenvolvido um procedimento para projetar filtros exponencial e linearmente estdveis e com

garantia de um limite minimo para o erro da variancia.

Em [78], propde-se o projeto de filtros H2 e Hoo com incertezas estruturadas e ndo-estruturadas, limita-
das e representadas a partir de uma LFT. Seu principal resultado € mostrar que o problema de minimizar os
limites superiores em processos com incertezas LFT é convertido em um problema de otimiza¢do convexa
envolvendo LMIs, estendendo resultados obtidos em [79] e [80]. Mostrou-se que, no caso de incertezas
nao-estruturadas e limitadas, os limites superiores podem ser minimizados diretamente, implicando em

resultados menos conservadores do que os disponiveis na época.

Em [81] € considerado o problema de filtragem para uma classe de sistemas discretos e variantes no

tempo com incertezas limitadas e com medi¢des perdidas.

Em [82] é desenvolvido um filtro de Kalman robusto para sistemas lineares discretos e variantes no
tempo com incertezas na matriz de covariincias dos ruidos, dos estados e das saidas. As matrizes de estado
e de ganho sdo otimizadas com o objetivos de resultar em um limite inferior na covariancia do erro de

estimacao para todas as incertezas admissiveis.

Em [83] € projetado um filtro Ho robusto para sistemas lineares representado em espaco de estados

sujeitos a parametros incertos e variantes no tempo com variacdo limitada.

1.4 INCERTEZAS E ROBUSTIFICACAO

Vale ressaltar que a incerteza no modelo ndo é a tinica preocupacdo quando se trata de estimagdo
robusta. Outras considera¢des incluem, por exemplo, falhas de sensores e atuadores e restricdes fisicas
do sistema. Ainda mais: quando o projeto do estimador é baseado em uma otimizacdo, a fungdo custo
pode ndo descrever satisfatoriamente o problema. Além disso, os algoritmos podem ndo ser robustos

numericamente. Neste sentido, quando a palavra robustez for utilizada nesta dissertaco, serd com respeito
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Figura 1.3: Diagrama de blocos para uma planta incerta e com ruidos com propriedades incertas.

as incertezas dos modelos e dos ruidos.

A Figura 1.2 mostra o diagrama de blocos de um sistema de tempo discreto sujeito a ruidos de processo

{wy} e de medida {v;} e em que se supde o conhecimento preciso da planta.

Por outro lado, a Figura 1.3 ilustra como fica o diagrama de blocos para o caso em que ha incertezas
no modelo da planta e das propriedades estatisticas dos ruidos de processo e de medida. Com o intuito de
lidar com estes tipos de sistemas, assume-se que o comportamento da planta € descrito ndo somente por
um tnico modelo, mas por um conjunto conhecido de modelos possiveis. Assim, apesar de a planta e as

propriedades dos ruidos ndo serem conhecidas, supde-se que eles pertencam a um conjunto conhecido.

As incertezas possuem diversas causas. De forma geral, podem ser classificadas em duas classes:

e Incertezas paramétricas ou estruturadas - a estrutura do modelo é conhecida, inclusive a sua ordem
[84]. Entretanto, alguns pardmetros sio incertos. A incerteza pode advir de diferentes fatores, e.g.,
imprecisdo na medida, erro de identificacdo, linearizacdo em torno de um ponto de operagdo, varia-

¢do temporal dos pardmetros.

o Incertezas ndo-paramétricas ou dindmicas ndo modeladas - resultam da falta de modelagem da di-
namica da planta para altas frequéncias ou simplesmente do desconhecimento da sua dinidmica de

ordem mais alta.

As técnicas de estimacao robusta visam lidar com as incertezas do modelo. Melhorar a robustez do
estimador significa melhorar o seu desempenho médio quando o sistema esta sujeito a incertezas. Portanto,
a descri¢do dos modelos das incertezas é um fator importante ao se considerar suas técnicas de resolucao.

Os seguintes modelos de incertezas sdo os mais encontrados na literatura:



o Incertezas com norma limitada - assume-se que os pardmetros incertos encontram-se em um conjunto

com norma limitada, podendo ser estruturados ou ndo-estruturados.

o Incertezas politépicas - os pardmetros incertos do modelo estdo contidos em um politopo, formando

um conjunto estruturado.

o LFT (Linear Fractional Transformation) - trata-se de uma descri¢do mais geral e pode ser utilizada
tanto para parametros incertos quanto para dindmicas ndo-modeladas. Neste modelo, as partes co-
nhecidas e desconhecidas do modelo da dindmica da planta apresentam uma conexao parecida com

uma realimentacao.

o 1QC (Integral Quadratic Constraint) - permite descrever ambos os modelos de incertezas descri-
tos anteriormente. Consiste em utilizar conjuntos convexos de formas que satisfazem determinada
condicdo envolvendo um integral quadratica [85] para caracterizar as incertezas, resultando em um

problema de otimizacdo convexa envolvendo o modelo nominal e o conjunto convexo de IQCs.

Em se tratando das técnicas de projeto de estimadores robustos, destacam-se as seguintes abordagens:

e Equacdes de Riccati.

e Construcdo de fungdes de Lyapunov, transformando-o em um problema de SPD (Semidefinite Pro-

grams).

e Otimizacdo direta explorando caracteristicas do filtro.

As duas primeiras técnicas baseiam-se em encontrar um limite superior para o critério de desempenho
e, em seguida, tentar minimiza-lo. Por este motivo, estas técnicas também sdo conhecidas como métodos

indiretos. A terceira abordagem, por outro lado, é considerada como um método direto.

Uma caracteristica conhecida sobre o filtro de Kalman é que ele pode ndo apresentar uma robustez
satisfatoria quando, no modelo, estdo associados distirbios e incertezas [85, 86, 87, 73, 88, 71]. Este fato
tem sido a motivacdo de diversas pesquisas no sentido de projetar filtros que sejam robustos as incertezas
e distdrbios e que, apesar de ndo apresentarem um resultado 6timo para o modelo nominal, garantam um
desempenho de estimagdo para todas as possiveis incertezas consideradas. Este problema é conhecido na

literatura como filtragem de Kalman robusta ou estimagdo Ho robusta [86].

De acordo com [86], a vantagem da abordagem por equacao de Riccati € que o efeito das incertezas na
estrutura e no ganho do filtro é claramente perceptivel, permitindo uma melhor compreensdo do problema.
Uma das técnicas utilizadas envolve a solug¢do de duas equacdes de Riccati discretas, e.g., [67, 74, 86, 89].
Outra possibilidade é baseada na solugao de somente uma equacao de Riccati, ver [90, 82]. Entretanto, no
horizonte finito, ao contrario do filtro de Kalman classico, o filtro robusto 6timo em & pode ndo conduzir a

uma estimagdo 6tima no instante k + 1, conforme constatado em [71].

A utilizagcdo de LMI’s vem-se consolidando nos dltimos anos como uma ferramenta util na solug¢do de
diversos problemas em controle, e.g., o problema de estimacao. Para mais detalhes, vide [91, 92, 93]. De
acordo com [85], a maior vantagem no uso de LMI’s deve-se a sua flexibilidade para lidar com sistemas

dindmicos sujeitos a incertezas de maneira computacionalmente eficiente.



De fato, ja é conhecido que o projeto de filtros robustos para sistemas com incertezas com norma
limitada ou contidas em um politopo pode ser caracterizado como uma otimiza¢io convexa envolvendo
LMI’s. Entretanto, uma das desvantagens desta metodologia é que ela resulta, geralmente, em filtros
mais conservadores [86]. Assim, grande esfor¢co tem sido feito no sentido de se obterem projetos menos

conservadores.

Na abordagem MinMax, a fim de se lidar com as incertezas do modelo, o projeto do estimador é
caracterizado por uma solugdo de equilibrio de um problema de otimizacdo min-max [94]. A formulacao

matematica consiste na resolucio do seguinte problema
mingklkmamAkJ, (1.1)

em que J € a medida de desempenho do estimador, 7y, € o vetor estimado e Ay, representa as incertezas do
modelo. Para o caso tratado aqui, J € a norma Hs do erro de estimagdo. Outro indice € proposto em [95],
em que se utiliza a taxa do erro quadratico médio. A estimacg@o robusta € entdo encarada como um jogo
homem-natureza, em que a natureza seleciona o pior valor possivel das incertezas no sentido de maximizar
o erro de estimacdo, i.e., maximizando a sua norma Hs. O homem, por sua vez, tenta minimizar o erro de
estimagao escolhendo os parametros do estimador que irdo minimizar o pior efeito possivel das incertezas
no modelo. A solucdo de equilibrio, se existir, fornecerd entdo o melhor filtro robusto para o pior caso
de incerteza. Entretanto, para o caso geral, o cdlculo deste ponto de equilibrio tem sido um desafio na

literatura. Esta abordagem € estudada com mais detalhes em [96] e [97].

Outra possibilidade de estimag@o Ho robusta € obtida por meio de solu¢des polinomiais. Pode-se
citar, por exemplo, o trabalho desenvolvido em [97]. Neste trabalho, apresenta-se o projeto de um filtro Hso
robusto baseado em uma fatorizagdo do espectro e em uma equacao de Diophatine unilateral. O sistema
adotado ¢ linear e invariante no tempo, de forma que este estimador robusto também é conhecido como

filtro de Wiener robusto.

Uma abordagem para o problema de estimacdo robusta é conhecida como Estimagdo H,. Original-
mente, a formulagdo desenvolvida por [98] fora aplicada para o problema de controle robusto. A teoria
de controle robusto surgiu da necessidade de se projetar controladores que fossem insensiveis a erros de
modelamento da planta e a falta de informacdes estatisticas sobre sinais externos que atuavam sobre o Sis-
tema. Os estimadores H, tiveram seu desenvolvimento no final de década de 80 e utilizam como critério

de desempenho a minimiza¢do da norma Ho.

A principal idéia da estimacdo H, € projetar estimadores para minimizar, ou limitar, no caso sub-
6timo, a energia maxima transferida das perturbacdes para o erro de estimagdo. Procedendo desta forma,
consegue-se garantir que, se a energia das perturbacdes for pequena, entdo os erros de estimagdo serdo os
menores possiveis, em energia, independentemente de que tipo sdo as incertezas. A robustez dos estima-
dores Hoo advém do fato de eles serem projetos para o pior caso das incertezas possiveis, ndo fazendo
qualquer hipétese sobre a distribuic@o e propriedades estatisticas dos sinais de desturbio. Neste sentido, o

projeto utilizando a abordagem H, pode resultar em estimadores mais conservadores.

Entretanto, estes estimadores também nao sdo robustos em relacdo a incertezas no modelo [85]. Da
mesma forma que no caso da estimagdo Ho, também foram desenvolvidos filtros H, robustos sujeitos a
incertezas de norma limitada. Um dos primeiros projetos para o desenvolvimento de filtros H . robustos

pode ser encontrado em [65, 99].
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1.5 OBJETIVOS

O objetivo desta dissertacdo € analisar e desenvolver o projeto de estimadores robustos para sistemas
de tempo discretos lineares e ndo-lineares sujeitos a incertezas. O escopo desta dissertacdo contempla esti-
madores de horizonte finito, incertezas de norma limitada e a abordagem por meio de Equagdo de Riccati,
garantindo o desempenho do estimador para todo o conjunto de incertezas permitidas. Admitindo incer-
tezas limitadas por norma, generalizou-se a formulag¢do do sistema para o caso em que nao se conhecem
as propriedades estatisticas dos ruidos, tais como média, covaridncia e covaridncia cruzada, uma situacdo
muito comum na pratica. No caso ndo-linear, as fun¢des nao-lineares também sdo incertas, mas perten-
cendo a uma regido conica conhecida. Esta condi¢do é conhecida como uma condi¢do de Lipschitz nos
residuos dos estados e do sinal de controle do sistema. Neste sentido, deseja-se generalizar alguns resulta-
dos da literatura que trata do problema da estimacao robusta linear e ndo-linear, aumentando o conjunto de

sistemas possiveis que podem ser tratados por meio da estimagdo robusta.

Esta dissertacdo visa melhorar também o desempenho dos estimadores, por meio do acréscimo de
parametros escalares, tornando-os menos conservadores, sem aumentar demasiadamente seu custo compu-

tacional.

Resultados desta dissertagdo foram publicados, ou foram aceitos para publicagcdo, em quatro congressos

e um periddico, a saber:

IEEE Signal Processing Letters.

47th IEEE Conference on Decision and Control.

2009 American Control Conference.

16th Mediterranean Conference on Control and Automation.

XVII Congresso Brasileiro de Automatica.

1.6 APRESENTACAO DA DISSERTACAO

A estrutura da dissertacdo € mostrada na sequéncia:

e O capitulo 2 apresenta os tradicionais estimadores de Kalman para sistemas lineares e nao-lineares.

e No capitulo 3 sdo desenvolvidas e analisadas técnicas para aumentar a robustez do estimador de

Kalman discreto para modelos lineares sujeitos a incertezas em seus parametros.

e No capitulo 4 sdo desenvolvidas e analisadas técnicas para aumentar a robustez do filtro de Kalman
discreto para modelos ndo-lineares sujeitos a incertezas em seus parametros € em suas funcdes nao-

lineares.

e Os resultados numéricos que confirmam os resultados tedricos obtidos no capitulo 3 sdo apresentados

no capitulo 5, tanto para sistemas lineares quanto para os nao-lineares.
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e As conclusdes pertinentes sdo apresentadas no capitulo 6.

e O anexo I apresenta alguns resultados e conceitos complementares e auxiliares a leitura desta disser-

tacao.

e O anexo II contém a descricdo de materiais complementares contidos no CD entregue a Secretaria

do Departamento de Engenharia Elétrica da Universidade de Brasilia.

1.7 NOTACAO E NOMENCLATURA

A nomenclatura aqui utilizada é padrao e encontrada em diversas referéncias acerca do tema. Para uma

descri¢do da notagdo e dos simbolos adotados, olhar a lista de simbolos no inicio desta dissertagao.

Na maior parte da dissertagdo, faz-se a disting@o entre as palavras estimador, filtro e preditor. Estima-
dor é¢ um algoritmo matemadtico capaz de avaliar determinada massa de dados obtidos no presente, passado
ou futuro. Preditor é um estimador que, somente com dados do presente, procura antever qual serd o
préximo dado a ser obtido. Um filtro, por sua vez, tenta melhorar uma predicdo a partir de dados que se
tornaram disponiveis no presente. Esta questdo de nomenclatura costuma gerar confusio na literatura e,
ndo raro, é possivel encontrar autores que a utilizam erroneamente, conforme constatado em [100]. Por

fim, um suavizador é capaz de fornecer um estimativa com base em dados passados, presentes e futuros.

Entretanto, o assunto € um pouco mais complicado. No caso cldssico, a funcao de transferéncia do filtro
e a do preditor de Kalman é a mesma, resultando em um sistema chamado "filtro de Kalman". O filtro de
Kalman pode estar na forma preditora, filtrada, suavizada ou informag¢ao. Por outro lado, no caso robusto
estudado nesta disserta¢do, os algoritmos do filtro e do preditor ndo resultam mais no mesmo "sistema

filtro", e a distin¢cdo de nomenclatura faz-se necessdria novamente.
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2 FUNDAMENTOS - ESTIMACAO CLASSICA

“Finally, we make some remarks on why linear sys-
tems are so important. The answer is simple: because
we can solve them!” R. Feynman [101]. Neste ca-
pitulo, apresentar-se-d um dos estimadores mais co-
nhecidos: o filtro de Kalman e suas variacdes para

sistemas lineares e ndo-lineares.

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serd apresentado brevemente o problema geral de estimagdo de estados para sistemas
sem incertezas. Em seguida, serd apresentada sua solugdo para o caso linear com ruidos gaussianos, ou
seja, o algoritmo do filtro de Kalman na sua forma preditora de 1 estdgio. H4 vérias formas conhecidas na
literatura de se demonstrar tal resultado, seja por argumentos estocasticos, deterministicos, geométricos ou
probabilisticos. Em especial, a demonstracdo do preditor apresentada neste capitulo é de especial impor-
tancia por facilitar o entendimento e a obtencdo de uma forma robusta para o preditor de Kalman. Ao final
do capitulo, mostrar-se o Filtro de Kalman Estendido (FKE) que é uma solucio aproximada para sistemas

nio-lineares.

2.2 O PROBLEMA GERAL DE ESTIMACAO DE ESTADOS

De maneira genérica, um sistema dindmico discreto no tempo pode ser escrito como

Ty = i (or, up, wi), (2.1)

ye = hi(Tg, uk, vg), (2.2)

em que os conjuntos e os significados de cada vetor sdo mostrados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Conjuntos e significados dos vetores utilizados.

Vetor | Conjunto | Vetor
Tk R™= estados do sistema
Yk R™ saidas do sistema
Up, R™u sinal de controle (entrada ex6gena)
Wi R"™w ruidos de processo
Vg R"™ ruidos de medida

Admite-se que as fungdes fi (o) e hy (o) podem ser ndo-lineares e o subescrito em f (o) é incluido
para representar uma possivel dependéncia do tempo. Desta forma, dados

e 0s sinais de entrada {uy } e de saida {y; } do sistema,
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e as caracteristicas estocdsticas das perturbacdes {wy } e {v},

e as caracteristicas do estado inicial =g, e sua relacdo com as perturbagdes,

o problema de estimacdo de estados consiste em se determinar a seguinte densidade de probabilidade, ou

densidade a posteriori,
p (k| Ur, Yr), (2.3)

em que U, = {uy,us,...,u,} representa uma sequéncia de entradas conhecidas e Y, corresponde a uma
sequéncia de observagdes do sistema da forma Y, = {y1, ¥2, ..., y» }. Em outras palavras, dada uma reali-
zacdo da sequéncia de observagdes {y1, Y2, ..., yr } € de entradas {uy, ug, ..., u, }, o problema de estimacédo
consiste em estimar o valor de x; baseado nos conjunto Y, e U,. Quando hd mais medidas do que pontos
a serem estimados, i.e., k < 7, este problema é conhecido como suavizagdo discreta ou interpolacdo. No
caso em que se almeja estimar xj, a partir de medidas y, obtidas até o instante k, ou seja, k = r, tem-se um
problema conhecido filtragem discreta. Entretanto, quando se estimar xj a partir de medidas y, obtidas

até, no maximo, no instante k — 1, ou seja, k > r, o problema torna-se um problema de predicdo discreta.

A fungéo de densidade condicional de x, dados U,, Y, ou seja, p (xx|U,, Y;) é a solugdo completa do
problema de estimagdo. Isto é verdade, uma vez que p (zx|U,, Y;.) contém todas as informagdes estatisticas

a respeito de x, a partir das medicdes disponiveis e da condi¢do inicial.

No caso linear gaussiano, pode-se mostrar que a funcdo de densidade (2.3) é gaussiana [13]. Conse-
quentemente, ela pode ser caracterizada simplesmente por seu vetor de média e sua matriz de covariancia.
No caso nao-linear, o problema € mais complexo: de maneira geral, ndo hd um conjunto finito de pardme-
tros capazes de representar tal funcio densidade. Neste sentido, diz-se que no caso linear o estado do filtro

é finito, enquanto no caso ndo-linear, o estado do filtro é dito infinito [13].

2.3 ESTIMACAO LINEAR CLASSICA

Conforme mencionado na se¢do 2.2, o problema de estimacao estd resolvido, se a fungdo de densidade
de probabilidade for determinada. Esta é a esséncia da abordagem desenvolvida em [63] por meio de

argumentos geométricos. Entretanto, esta abordagem possui seus pontos fracos e/ou restritivos, tais como

e hipétese de um modelo linear,
e hipétese de processos gaussianos,

e uma interpretacdo com pouco ou nenhum significado em alguns contextos, tais como em anélise de

séries temporais.

Neste sentido, surgiram maneiras alternativas de se obter as expressdes do filtro de Kalman. Uma
delas € supor que o preditor possui uma estrutura fixa. Ressalta-se que o objetivo do projeto € escolher os
parametros do preditor que minimizem a variancia do erro de estimacgdo. Esta técnica é especialmente util

e serd utilizada mais adiante para o desenvolvimento de estimadores robustos. Inspirado pelo formato da
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solu¢do fornecida pelo filtro de Kalman, assume-se que o preditor possua o seguinte formato

To—1 = E{zo} =70,
Trrak = PrZpp—1+ Ki (yr — Cugp—1) , Yk € (0, N],
em que ¢, e K sdo os parametros do estimador.
Assume-se que a planta possua uma dindmica linear e discreta no tempo descrita por

Tpr1 = Apxp + By pw,

ye = Crap+ Dy pvg,

2.4)
(2.5)

(2.6)
2.7)

em que as dimensdes e os significados dos vetores sdo mostrados na Tabela 2.1. Admitem-se matrizes Ay,

By i, C e D, j, conhecidas e variantes no tempo, cujas dimensdes sdo apresentadas na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Dimensodes das matrizes utilizadas no modelo linear.

Matriz | Conjunto
Ak R XNy
Bw,k R"= X My
Ck R™v XNy
Dv i R™ XNy

[ wy, Wi,
E U =| v |,
| X0 Zo
- T
Wg — Wk w; — Wy Wkékj 0 0
E Vi — Uk Vj — Uj = 0 Vk5kj 0 )
| o — Zo o — Zo 0 0 Xo

(2.8)

2.9

em que as dimensdes e os significados das matrizes envolvidas sdo apresentados na Tabela 2.3 e d;; € a

funcio delta de Kronecker, i.e., d; = 1 se k = j e d; = 0, caso contrdrio.

Tabela 2.3: Vetores e matrizes para a defini¢do das covariincias.

Matriz | Conjunto | Significado
W R™w Valor esperado do ruido de processo
Ty, R™ Valor esperado do ruido de medida
To R Valor esperado do estado inicial
Wi R™w>"w | Covarilncia do ruido de processo
Vi R™MwXm | Covaridncia do ruido de medida
X Rn*=>n"= | Covariancia do estado inicial

O préximo passo € obter um modelo aumentado a partir das estruturas do sistema e do preditor. Uma

das formas possiveis de se obter um modelo aumentado para o sistema € mostrada no Lema 2.3.1.
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Lema 2.3.1 Considere um sistema dado por (2.6)-(2.7) e um estimador de estados com a estrutura (2.5),

se for definido um vetor de estados aumentado da forma Ty, = | _ Tk ] , entdo
Th|k—1
Th1 = AxZx + Brwy + Doy, (2.10)
em que
~ A 0 ~ B ~ 0
A= * Bp=| " | Dy = : @11)
Ki.Cy @ — KiCy 0 KD,
Prova Seja xj, o vetor de estado definido. Portanto, no instante & + 1,
~ Th+1
Tppr1=| . (2.12)
Lh+1lk
Substituindo (2.6) e (2.5) em (2.12), obtém-se (2.10). |

Neste ponto, deseja-se obter a covariancia do sistema aumentado (2.6). Conhecendo a variancia do
estado inicial, dada em (2.9), e considerando que X, wy € v sdo ndo-correlacionados, ou seja,

T ~
7 E{7) ] [ % - E{3)) P, 0 o0
E Wg — Wk wj — Wy = 0 Wy 0 6kj7 (2.13)
VE — Vg Vj — Uj 0 0 W

obtém-se, com o auxilio do Lema 2.3.2, a recursdo para a matriz de covariancia do vetor de estados au-

mentado.

Lema 2.3.2 Dado o sistema em (2.6), com propriedades estatisticas (2.13) e condicdes iniciais (2.4) e

(2.8), entdo sua covaridncia é dada por

By = )(()o 8 (2.14)
Popp = AvPur 1AL + ByWi B + DyVi. DY (2.15)
Prova A partir de (2.6) e utilizando (2.8), chega-se a
E {1} = ALE {1} + Brwy, + Dyoy, (2.16)
de forma que
Thi1 — E{Tp1)} = A (T — E{T1)}) + By (wy, — W) + Dy, (vp — Tp) - (2.17)

Portanto, utilizando (2.13), obtém-se (2.15). A condi¢do inicial é obtida por meio da Nota 2.3.3, a

seguir. Esta mesma nota também mostra uma incoeréncia no resultado apresentado por [82]. |

16



Nota 2.3.3 De maneira genérica, To = [ALUO ], de forma que
Lo|-1
_ E{zo} o
E{zy) = N = N . (2.18)
SR e ] B (G} ]
Portanto,
Pooy = E{{#0— E{@}) {50 - E{@})"}
_ E{(Io—fo) (1}0 —fo)T} E{(-’EO —EO) (ao‘,l _E{EO\*I})T} )
E{(@or-1 — E{Zo-1}) (@0 ~70)"}  E{(@o-1 ~ B {Foi-1}) (For-1 — B {Fo1})"}

(2.19)

A condigdo inicial do preditor é um valor deterministico dado por §0|,1 =T, logo {fo‘,l} = Tp.
Desta maneira, utilizando a covaridncia do estado inicial dada em (2.8), o valor inicial da matriz de

covaridncia em (2.19) torna-se

Bys = E{(mo — To) (0 —fo)T} 0 ] _ [ X, 0 ] . 220

0 0 0 O

Em [82], apesar de o problema ser explicitamente estabelecido com T genérico, de fato, ao longo do

artigo, assume-se To = 0, uma vez que o autor deixa explicito que

T
B {worg ) O] - [ Xo 0 ] V. 2.21)

Fo-r = 0 0 0 0

O Lema 2.3.4 mostra que a matriz ngﬂ‘k, determinada no lema 2.3.2, pode ser particionada em uma
matrix-bloco. Esta parti¢do da matriz P 1|3, € interessante no sentido de se obter a covariancia do erro de

estimacao a partir da covariancia do sistema aumentado.

Lema 2.3.4 Considere a matriz de covaridancia dada em (2.15) com as identificacdes mostradas em (2.11).

Entdo lgk+1| . pode ser particionada como em (2.22) com as identificacoes (2.23).

Py Piagsie

Py, = >0, (2.22)
| P1T2,k+1|k P22,k+1\k
em que
Piigrir = AePigp—14r + Vi, (2.23)
P = (AeS1uCl + Wor) K + ApPro 1P, (2.24)
Py = Kk (CS51CF + U3 x) K + Kj,Cy, S5, F
+ 0S5 L CR K + @4 Pag g1 P (2.25)
com as definicoes
Stk = Prige—1 — Pragk—1, S2k = Pragr—1 — Poopje—1, S3.k = S1k — SgT,k (2.26)
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e as identificacdes !

Vg o= BusWi By, Woi =0, Vg = DysViDy.

(2.27)

Prova Efetuando as multiplica¢des dos termos da matriz de covariancia aumentada (2.15), chega-se a

~ ~ L L ~ ~ Y 0
AkPkUcflAZ _ 11,k 12,k ,BkaBgz 1k ’
Loy Looy 0 0
~ ~ 0 0
DyViDf = |
0 KpVspKj

em que

Lk = ApPrgr—141,

Ligg = AePiypp1CLEL + AxProgye-t (Br — KrCr)"

Loy = KkaPll,mk—lA;{ + (®1 — KiCy) P21,I<:|k—1Ag

Loy = KpCpPiypp 1CLKL + KyCrPro g1 (@f — KiCp)"

+ (@ — KiC) Py o 1 CE KL + (@4 — KiCh) Pog i1 (Pk — K i)™

Realizando a soma das matrizes (2.28), verifica-se que

Pigrie = AePigspAf + Vg,

P = AePrigp—1CL K + ApProg—1 (® — KiCp)",
Potpr1e = chkpll,ldkflAg + (@ — KiCy) le,k\kqA{,
KkaPn,mk—leTKkT + KyCy Pio jjie—1 (Pr, — K.Crp)"
+ (®) — KiCr) Poy g1 CL K

+ (D — KiCh) Pog g1 (O — KixCr)" + K U3, K}

Pos gtk

. T . . ~
Nota-se, portanto, que Py jjr—1 = P127 Klk—1" Simplificando a expressao para Py 1)k

Piojrafe = ApProgp19% + ApS1CL KL

Simplificando a expressao para Paa j. 11|k

T T
Py = KiCr (Pr1gik—1 — Progie—1 — Porgje—1 + Poogp—1) Ci Kie

+  KiCr (Priogpe—1 — Poogi—1) @4 + i (Por g1 — Poosr—1) Ok K

+ Oy Poy 1 PF + Kip Vs kY.

_ T . . ~
Lembrando que Pyy j—1 = P12’ Klk—1° pode-se simplificar a expressdo para

P22,k+1‘k — ‘I)kP22,k|k71(I)£ + KkaSQ’kq)Z; + @kS%:kCEKg + Kk (CkS&kCg + \1’37];;) Kg

(2.28)

(2.29)
(2.30)
2.31)

(2.32)

(2.33)
(2.34)
(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

"Vale ressaltar que estas identificacdes estio sendo feitas para este modelo, e o resultado do lema é vélido para matrizes ¥ ,

Wy 1 e U3 genéricas.
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Nota 2.3.5 A expressdo (2.23) fornece a evolugdo da matriz de covaridncia dos estados. |

A seguir, o Lema 2.3.6 mostra as relacdes existentes entre a matriz de covariancia do erro de estimagdo
e a matriz de covariancia do sistema aumentado. A partir destas informagdes, o lema 2.3.7 fornece uma

expressao para a matriz de covaridncia do erro de estimagdo, a saber
Prip = (Ar — KrCy) Py -1 (Ax — KipCr)" = (Ap — KyCy) Pro k-1 (Pr — KxCp)"
— (@ — KCk) Py o1 (Ak — KxCi)" + (®h — KiCr) Pz i1 (P — KiCi)"
+ BuiWiBh + KiDy ViDL K. (2.39)

Lema 2.3.6 Partindo das definicées do estado aumentado Ty e de sua matriz de covaridncia, Ptk

entdo as seguintes relacoes sdo vdlidas para a covaridncia do erro de estimagdo:
_ ~ T
Pov = |1 ~T | B | T 1| (2.40)
= Prgpie — Priogsr — P£7k+1|k + Pao 1)k (2.41)

com a condi¢do inicial F0|,1 = Xo.

Prova Partindo da definicao de covariancia e da parti¢do sugerida em (2.22), pode-se mostrar que

Thyl — E{xk_;_l} ] [ Te4+1 — E {xk-i-l} ]T _

P = F
wrlk Tk — E{Zpiap} Tk — E{Zpan}

Prigi1e P12,k+1|k]

T

Pl Pazvie
(2.42)

T
Multiplicando as expressdes mostradas em (2.42) por matrizes constantes [I —I} e [I —I} ,

encontra-se

= ~ ~ ~ ~ T
Prip = E{(«Tk+1 — T — E{oe — Zopae}) (e — Tovape — E {2k — Ty }) }
= Pugrr — Progre — P17;7k+1|k + Pog ki 1k (2.43)
|
Lema 2.3.7 A expressdo (2.41), com as identificacdes (2.23)-(2.25), também pode ser escrita como
Prapg = (Ak — KiCi) Py ggp—1 (A — KyCr)" — (A, — KCi) Progi—1 (®r — K.Cp)"
— (@ — KCk) Pl g1 (Ak — KxCi)" + (®h — KiCr) Pay i1 (B — KiCi)"
+ Uy — Uy K] — Ky U3, + K05 . K] (2.44)
Prova Por substituicao direta de (2.23)-(2.25) em (2.41). |

A matriz de covariancia do erro de estimagao apresentada em (2.39) € vélida para quaisquer parametros
®;. e K}, do preditor. Neste sentido, estas matrizes podem ser escolhidas de maneira a minimizar a cova-
ridncia do erro de estimagao ?kﬂ‘ .- Esta minimizacdo serd realizada calculando-se as derivadas parciais

de Py 1, com respeito a @5 e Ky, e fazendo
o P = 0 (2.45)

o _
@Pkmk = 0. (2.46)
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Os lemas 2.3.8 e 2.3.11 fornecem os resultados destas diferenciacdes. A prova de que se trata de um
ponto de minimo global pode ser demonstrado por meio da convexidade de (2.39), uma vez que ]5k+1| g >0,
conforme (2.22), W, > 0 e Vj, > 0, Vk. Assim, definindo Sy := Ppy g1 — Plz,kw_lpgz,k‘ w1 P ikt
conclui-se que

dp = AkP12,k|k—1P2T

* i
2,klk—1 KkaS?JCPQ

Dt (2.47)

K;; = AkSkCg (CkSkCg + DmkaDg:k)_l . (2.48)

Utilizando a matriz hessiana de Fk+1| k» mostrada a seguir, os resultados dos lemas 2.3.8 e 2.3.11,

conclui-se que, de fato, trata-se de um ponto de minimo.

2Py k-1 2CkS2.k

He (P B B T L LT -0 e L [
( k+1|k) 2 2 ngjkcg Ckskcg N \Il&k

9 9
e Lkl arRy Dkl

Lema 2.3.8 Considere novamente a expressdo (2.41) com as identificacoes apresentadas em (2.23)-(2.25).

Portanto, a expressdo de ®y, que minimiza (2.41) é dada por
®p = APio 1Pl ey — KeCrSa kPl iy (2.49)
= Ap+ (Ar — KCk) (P12,k|k71P2Tg,k‘k,1 - f) : (2.50)

Prova O valor de ®; que minimiza (2.41) pode ser obtido por meio da diferenciacdo termo a termo de

(2.41), ou seja,

0 — 0 0
T%Pkﬁ-uk = Epll,k-i-l\k — @P12,k+1\k — @szﬂ\k + @Pm,k-&-l\k- (2.51)

Utilizando as regras do cilculo matricial 2, tem-se que

&kan,kﬂk = 0 (2.52)
&kaw,kﬂk = ArPiopp—1- (2.53)
&zkpﬂ,k-i-lk = &;PQHM = Ak Pia k-1 (2.54)
£Cp22,k+1k = 2KyCySak + 2Pk Poy j—1- (2.55)

Substituindo (2.52) a (2.55) em (2.41),

0 —
@Pkﬂ\k = =245 Py pjr—1 + 2Kk CSa 1 + 2P, Pog -1 (2.56)

Para encontrar o ponto de minimo, faz-se (2.56) igual a zero, ou seja,

8 D *
@sz—&-nk =0 = OpPyyr—1= AxPi2rp—1 — KrCrSak- (2.57)

Destarte, o valor de ®; que minimiza (2.41) deve satistazer a equacdo (2.57). Entretanto, a expressao

para @, ndo pode ser obtida diretamente, pois exige que Pza}k\ 11 €Xista para todo instante k. Olhando as

2Consultar Anexo L5
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T, _ pT
condicdes iniciais P12,0|_1 = P12,0|_1

inversa ndo existe para todo instante k. De fato, pode-se mostrar que existe uma matriz pseudo-inversa

= Py30—1 = 0, conclui-se que 3 = 0 e, portanto, sua matriz
3

para todo instante k. Neste caso, uma expressao para ¢, é dada por:

oy = AkPIQ,k|k71P2TQ7k|k_1 - KkaSZkPQTg’Mk_I, (2.58)
ou, olhando a Nota 2.3.9, obtém-se a expressao mostrada em (2.50).
Calculando a segunda derivada de (2.56) e utilizando o resultado da Nota 2.3.10, obtém-se que
0% — T
aT%PkJrlUc = 2P pii—1 = 2Pa2 k-1 = 0. (2.59)
Portanto, ®;; trata-se de um ponto de minimo. |
Nota 2.3.9 Sabendo que Sy, = Pya -1 — Pog pjk—1, entdo
Dp P k-1 = AkPropk—1 — KrCrSay = @) = A + (A — Ki.Ck) <P12,k:\k;—1P2TQ,k|k_1 - I) (2.60)
|

Nota 2.3.10 Como Py yy,—1 € um bloco da diagonal de uma matriz de covariancia, ela satisfaz, por
gy T
defini¢do, Pog -1 = P22’k‘k_1 > 0. |

Lema 2.3.11 Considere a expressdo (2.41) e Pyy y11| definida em (2.61). Ainda,

Piopip = (AeS1kCF + Uog) KL + ApPrg g1 (25)", (2.61)
Poprap = Ki (CrSspOF +Usp) KT + KyCiSoy (@5)" + @157, CF KT
+ B Py g1 (257 (2.62)

em que O} satisfaz (2.58). Portanto, a expressdo de K}, que minimiza (2.41) é dada por

« -1
Kj: = ApSkCL (CrSkC + Dy ik ViDEL) (2.63)
em que Sy := Pry g1 — Pl?vklk*1P2TQ,k\k—1P1:g,k\k—1'

Prova O valor de K}, que minimiza (2.41) pode ser obtido por meio da diferenciacdo de cada termo:

0 — 0 0 0 0
Tmpk+1\k = TKkaH,kJrl\k - TI(ICPH,I@Jrl\k - aiKkaZLkJrllk + TI{kPZQ,kJer‘ (2.64)

Utilizando as regras do cilculo matricial 4, tem-se que

0

g Dkee = 0, (2.65)
0

@Plz,muk = ApS1%C + Vo, (2.66)
0

@Pm,muk = ApS1xCF + Uyy, (2.67)
6 *

a—Kkpmﬂm = 2K (CpS3xCL + Usy) + 20555 ,Chi - (2.68)

3Consultar o Anexo 1.2 para maiores detalhes sobre matrizes pseudo-inversa e inversas generalizadas
*Consultar Anexo 1.5
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Substituindo (2.65) a (2.68) em (2.41),

9 - .
8—Kkpkﬂ,k = =2 (ApS1uCL + Wa ) + 2Ky, (CuS3CL + W3 1) + 20753 . CF . (2.69)

Para encontrar o ponto de minimo, faz-se (2.69) igual a zero, ou seja,

0

K. — P = 0= Kj (CiS3uCf + Vs ) = (ApS1xCL + Way) — 0455 ,CF. (2.70)

Substituindo o valor de ®; em (2.70), obtém-se
K (Cr (S = S Pl 155) CT + W) = A (S1x = Prosgi 1Pl e 1595 ) CF + W2402.7)

Logo, observando o resultado da Nota 2.3.12, tem-se o resultado do lema. Calculando a segunda

derivada da expressdo (2.71), nota-se que K, € um ponto de minimo:

62
82K Pk+1|k = CkSka + \113 x> 0. 2.72)
|
Nota 2.3.12 Sejam as expressoes
fk = Sg}k - SQ k 22 k\k 1S2 ko (273)
9k = Sl,k - P12,k|k 1P22 Jolk— 1P27:k7 (2.74)
em que Sk, S, S3.x foram deﬁnidos em (2.26). Portanto,
Je = 83 — Sax P 22 el k— 1ST = gk = Prigk—1 — Prokjr— 1P2T2 | ke— 1P12 klk—1- (2.75)
|

2.3.1 Buscando Simplificacoes

Neste ponto, sabe-se que os pardmetros 6timos do preditor devem ser escolhidos conforme (2.47) e
(2.48). A partir destas escolhas, € possivel simplificar as expressdes dos parametros do preditor e a recursao
da covariancia. Por meio dos resultados dos lemas 2.3.13 e 2.3.14, mostra-se que

Piopyie = P12 K1k = = Poopr1jk (2.76)
—1 T
= (AkSka + \1127k) (CkSkaT + \I/3Jc) (AkSkaT + \1127k)
+ AePia g1 Pl o Plo o1 Ak - 2.77)

Como Piopi1p = P1T27k HE = Ps3 +1)k» para qualquer Py, simétrica, comegando-se com uma
. . _ T
matriz P, satisfazendo Py ;1 = P127n|n_1
Py e = P1T2,k; e T Pa3 j41)x € vélido para qualquer k£ > n. Utilizando este fato, as expressdes para

= Py njn—1 para algum n > 0, pode-se concluir que
o, Kj e FHH » podem ser simplificadas. Como consequéncia de (2.76), nota-se que
Piie = Prigi—1 — Progje—1 — Png,k|k_1 + Poo k-1 = Prigje—1 — P1T27k|k_1- (2.78)

Logo,

Sk == Pigi—t — Piopi—1Ply Klle— \Phgro1 = Proser = Ploggio1 = Prope 279)
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Lema 2.3.13 Considere a expressdo de Pya j. 1)1, dada em (2.24). Se Py j 1)) = Plg Ft 1 V3 = \IISTk
e ®7 e K| satisfazem, respectivamente, (2.47)-(2.48), entdo
P127k+1\k: = P1T2,k+1|k = P21,k+1|k- (2.80)

Prova Substituindo a expressio (2.47) em P3 j 1|5, dada em (2.24),
Progsie = (Ar (Stx = Praieo1 Pl 1S54) CF + Wa) KL + AcPro1 Pl i Ploaie 1 AF. 281)
Utilizando o resultado da Nota 2.3.12, conclui-se que

Pigjip = (ApSKkCE + Way) KL + AkP12’k|k_1P§27k|k_1P17;7k‘k_1A£. (2.82)

Diretamente, observa-se que

KT = (CrSKCT + Usx) ™ (ApSkCF + Way)" . (2.83)

Substituindo (2.83) em (2.82), chega-se a expressdo para Py 1x mostrada em (2.77). Dado que
PQUHWC = qu; 1 ¢ possivel concluir que (2.80) € valida. |

Lema 2.3.14 Considere as expressoes de Py 11|, € Pao 1.1k apresentadas respectivamente em (2.77) e
(2.25). Se @}, e K. satisfazem, respectivamente, (2.47)-(2.48), entdo Paa j 1k = P12 g41)k-

Prova Substituindo a expressio (2.47) em (2.25) e utilizando as propriedades da pseudo-inversa 3 tem-se
que

Py gy = Ky (Ck (SB,k - SQ,kPJZ’kS;[,Q Cr + ‘1’3,k) K+ AkP12,k\k—1P2TQ’k‘k_lplg,k|k—114{~ (2.84)
Lembrando que Sy, := S3 , — Sg,kPQTQ k‘k_lsgk, entao
T T T T
P sk = Ki (CrSkCF + W3 1) K + Akplwk,lP2T27k|k_1P127k‘k_1Ak. (2.85)

Substituindo (2.48) e sua matriz transposta em (2.85), obtém-se

1 T
Pos pq1jp = (AkSkaT + ‘1’2,k> (CkSkC{ + ‘1’3,k> <AkSkaT + ‘l’z,k> + AkP12,Ic\k—lng}k\k_1plg,k|k—1Az~ (2.86)

Dada a expressao (2.77), entdo Pay gy 1)k = Pro 1)k |

Por fim, a partir do fato de que Pygj41x = qu; I Py3 1+1)k» pode-se simplificar as expressdes
para &, K; e Fk+1| 1~ Observando a expressdo de ®; mostrada em (2.50), segue diretamente que ®; =

Ay Para a expressao simplificada do ganho, parte-se de (2.48) e se utiliza (2.79) para se obter

" — — -1
K} = ApPyj1Cf (CuPri—1CL + DypViDLL) (2.87)

Para a equagdo de Riccati, substitui-se ¢; = Ay em (2.39) para se obter

?k—l-l\k = (Ax — K,’C‘Ck)?k‘k_l (Ag — K;;Ck)T + BngWkBg,k + KI:;Dv,/kangk (KZ;)T . (2.88)

>Consultar anexo L.1.
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Por fim, a expressdo minima para a covariancia do erro de estimag@o ¢é obtida diretamente apds a
substituicdo de (2.87) em (2.88), resultando em

Prag = ApPrp1AL + BupWiBL

= — -1 — T
— APy 1O (CkPryp—1C + DyiViDi ) (ApPry—1CL) " (2.89)

Neste ponto, ja se tem o algoritmo do FK na forma preditora de 1 estdgio. Este algoritmo é apresentado
na Tabela 2.4. O FK (formas preditora e preditora-corretora) para sistemas de tempo discreto pode também
ser encontrado nas referéncias [62], [102], [103], [64] e [104].

Tabela 2.4: Algoritmo do FK na sua forma preditora de 1 estdgio.

Passo 0 (Condigées Iniciais):
To|—1 = To,
P0|,1 - XO.

Passo 1: Calcular os pardmetros do preditor
Py = Ag,

Ky = APy CL (Ckﬁk\chg + Dv,kaD;I,:k)

Passo 2: Atualizar {fkﬂlkv FH”,C} como
Tk = Prlyp—1 + Kk (Yo — CiTrpon)
Priaje = AePrjp—1AY + Buw Wi Bl

— _ -1, _ T
— APy CE (CkPk|k—ICg+Dv,kaDUT7k> (ApPri—1CL) "

2.4 ESTIMACAO NAO-LINEAR CLASSICA

Os estimadores de Kalman sdo bastante utilizados em aplica¢des reais, incluindo robética, sistemas de
comunicagdo, GPS, navegacdo inercial, controle de plantas quimicas, predicdo do tempo, fusdo de dados
multi-sensor, rastreamento de aeronaves, satélites, navios, misseis, carros, pessoas, gado, salmio, bem
como aplicagdes mais recentes, como a tentativa de predi¢cdo do mercado de a¢des. Além do mais, sdo
relativamente faceis de se projetar e codificar e, geralmente, fornecem uma boa estimativa. Por outro lado,
por diversas razdes, seu desempenho pode ser bastante ruim em algumas aplicagdes. Segundo [105], alguns

fatores que conhecidamente prejudicam o desempenho do estimador sido

e Naio-linearidades nas equagdes que descrevem o modelo fisico.
e Mal condicionamento numérico da matriz de covariancia.

e Modelos imprecisos e/ou incompletos dos sistemas fisicos.

O preditor de Kalman foi proposto ha quase cinco décadas, consolidando-se como uma ferramenta efi-

ciente para estimagdo, mas limitada para os sistemas lineares. Infelizmente, sistemas lineares nao existem
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na prética - de fato, todos os sistemas reais sdo ndo-lineares. Entretanto, muitos sistemas possuem com-
portamento aproximadamente linear, de maneira que as abordagens lineares fornecem bons resultados. Por
outro lado, muitas vezes € dificil identificar quao linear é o comportamento de um sistema. Outra situagio
ocorre para sistemas que sdo "aproximadamente"lineares em uma pequena faixa de operacdo e ndo-lineares

em uma faixa maior. A partir desta motivacao, originou-se o estudo dos filtros ndo-lineares.

Na pratica, a principal questdo dos estimadores ndo-lineares € a sua complexidade computacional em
tempo real para se atingir uma estimativa com uma precisdo satisfatéria. A capacidade de processamento
e de armazenamento dos computadores cresceu enormemente quando comparada com os computadores
disponiveis na década de 60, época em que Kalman publicou seu famoso artigo [63]. A partir deste desen-
volvimento da informadtica, atualmente ja € possivel executar estimadores nao-lineares em algumas aplica-
¢Oes em tempo real. A capacidade de processamento em tempo real depende de vérios fatores, como, por

exemplo,

e Dimensio n do vetor de estados a ser estimado.

e Presenca de uma matriz de covaridncia esparsa ou o acoplamento distinto entre componentes do

vetor de estados.
e Taxa de aquisicdo das observagdes das medidas.
e Precisdo desejada para a estimativa do vetor de estados.
e Grau de nio-linearidade do modelo.

e Forma das densidades de probabilidades, e.g., unimodal ou multimodal.

Em alguns problemas de baixa dimensdo, ja € factivel executar uma aproximacao numérica do filtro
ndo-linear 6timo em tempo real em um Unico PC, dependendo das condi¢des previamente mencionadas
[105]. Todavia, para muitas outras aplicagdes, este cdlculo ainda ndo € possivel ou o seu custo € muito alto.

Neste contexto, € que se buscam solucdes mais interessantes para o problema da estimagao nao-linear.

2.4.1 O Filtro de Kalman Estendido
Seja um sistema discreto nao-linear descrito por

Try1 = fr (@, up) + By pwy, (2.90)
Yk = hg(zk) + Dy rvr, (2.91)

em que os conjuntos e os significados de cada vetor sdo mostrados na Tabela 2.1. Admite-se que as fungdes
fr (o) e hy (e) sejam ndo-lineares e suficientemente suaves, podendo ser expandidas em séries de Taylor

em torno das estimativas Ty, € T|;—1, respectivamente. Desta forma,

fk (xk,uk) = fk (Ek‘k,uk) + Ak (.%'k — /x\k\k) + .., (2.92)
hic (@) = hg (Zpgp—1) + Ck (2 = Tpjp-1) + -y (2.93)
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em que

0
Ak = Tfk (l‘k, uk) y (2.94)
Tk Tp=Tp|k
0
Cr = a—hk (k) (2.95)
Lk TE=Tp|p—1
Desprezando os termos de ordem mais alta, obtém-se as seguintes aproximacdes
Ji @rour) = fr (T, ur) + Ag (% — Typp) (2.96)
hi (zk) = hg (Tr—1) + Cr (2 — Trpp—1) » (2.97)

em que se assume o conhecimento de T, € Ty|;—;. Portanto, utilizando (2.96), pode-se reescrever (2.90)

da seguinte forma
Tpt1 = ApTr + Uek + By pwi, (2.98)
em que U = f (§k|k, uk) — AjTyi- A substitui¢do de (2.97) em (2.91) fornece
Yeo = Crop + Dy vy, (2.99)

em que Yo = Yk — hp (56\1:|k—1) + Cy Ty p—1- Seguindo este procedimento, o modelo (2.90)-(2.91) pode

ser reescrito por

Try1 = Apxp + uek + By pwi, (2.100)
Yo = Crrp + Dy vy (2.101)

Percebe-se que o modelo agora € linear em . Desta forma, pode-se aplicar as equagdes do filtro de
Kalman. Nota-se, também, que u,. j, € Y. ; 530 conhecidos no instante k. Outra observagio € que nenhuma
consideracdo sobre as propriedades estocdsticas dos ruidos foi necessaria até este ponto. O FKE € obtido a
partir da aplicagao do filtro linear ao sistema (2.100)-(2.101). O algoritmo do FKE na sua forma preditora é
apresentado na Tabela 2.5 e € o mesmo encontrado na literatura. e.g., [103, 64]. A forma predito-corretora

do FKE para tempo discreto pode ser encontrada em [103], [64], [104].
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Tabela 2.5: Algoritmo do FKE na sua forma preditora de 1 estagio.

Passo 0 (Condigoes Iniciais):
:/I"\O‘—l = an
P0|—1 = XO.

Passo 1: Obter matrizes linearizadas

Ap = 5% fr (xg, up)

)
Te=Tk|k—1

Cy = 52 hy (x,)

oxy,

Tp=Tk|k—1

Passo 2: Calcular o ganho do preditor

_ _ —1
Ky = APy CL (Ckzpk\k_1cg + DukaDf,k) :

Passo 3: Atualizar {§k+1|ka FH”k} como

@H—Hk = fr (jk\k—buk) + Ki (yr — hie (Zij—)) 5
Priajp = AkPrip—1 AL + Bu s Wi Bl

_ _ -1 _ T
— APy CE (CkPk|k—IC£+Dv,kaD§k> (ApPrp—1CY) " .
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3 ESTIMADORES ROBUSTOS LINEARES

“The beginner...should not be discouraged if he finds
that he does not have the prerequisites for reading
the prerequisites”. P. Halmos (1916-2006) citado em
[106]. Neste capitulo, serd apresentado o estimador
robusto de Kalman para modelos lineares sujeitos a

incertezas.

3.1 INTRODUGAO A ESTIMACAO LINEAR ROBUSTA

Nos ultimos anos, o projeto e a andlise de estimadores de Kalman robustos para sistemas lineares
discretos no tempo tém atraido bastante atencdo e diversos resultados tém sido obtidos. A motivacdo
para o projeto de estimadores robustos deve-se a queda de desempenho do filtro de Kalman cldssico ao
tratar com modelos sujeitos a incertezas [73, 88]. Neste contexto, uma outra técnica desenvolvida para
a estimacdo robusta € a estimacio Ho,, em que as fontes de ruido sdo sinais de energia ou de poténcia
média limitadas. Embora mais robusto que o estimador de Kalman, o estimador H., também € afetado
pela mesma dependéncia sobre a exatiddo dos parametros do modelo e, assim, surgiu o estudo sobre os
estimadores H, robustos. Na estimagdo H, robusta sio aplicadas metodologias similares as empregadas

para os estimadores de Kalman robustos (ver, e.g., [65, 606]).

As préximas segdes tratam do problema de estimacdo robusta para sistemas lineares e discretos no
tempo sujeitos a incertezas, desconhecidas e com norma suposta limitada, que afetam todas as matrizes do
modelo. Se um estimador consegue lidar com as incertezas do modelo, ou seja, se ele pode ser utilizado
com um desempenho garantido para todo o conjunto de incertezas permitidas, este estimador é conhecido

na literatura como estimador robusto [86].

Essencialmente, as pesquisas atuais t&ém utilizado duas abordagens para a estimacao robusta: uma por
desigualdades matriciais lineares (LMIs) e outra por equagdo de Riccati. O projeto de estimadores robustos
pela abordagem de LMIs € capaz de lidar com incertezas politdpicas ou com norma limitada. Esforgos
atuais nesta drea sdo no sentido de se projetar estimadores menos conservadores, e.g., utilizando fungdes
de Lyapunov paramétricas [107], e de se generalizar a teoria para sistemas descritores com incertezas

politépicas [108].

Alternativamente, de acordo com [86], a vantagem da abordagem por equagdo de Riccati é permitir uma
melhor compreensdo do problema, uma vez que obtidas as expressdes do preditor, o efeito das incertezas na
estrutura e no ganho do estimador é diretamente perceptivel. Mais adiante, serd observado que a presenca
de incertezas no modelo tem o efeito de alterar as matrizes de covariancia associadas aos ruidos e ao erro
de estimacao, bem como termos aditivos na equacao de Riccati. Ainda, para o caso cldssico sem incertezas,
mostra-se que as expressoes obtidas por meio da abordagem por equacdo de Riccati recaem no Filtro de
Kalman tradicional. Abordagens numéricas, tais como a utilizagdo de LMIs, ndo permitem a visualiza¢do
dos efeitos das incertezas na estrutura e nos parametros do preditor. Uma das técnicas utilizadas envolve
a solugdo de duas equagdes de Riccati discretas ([67], [74], [86] e [89]). Outra possibilidade é baseada na

solucdo de somente uma equacao de Riccati, ver [90, 82].
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O problema da estimacdo com custo garantido consiste em projetar um estimador linear de maneira a
assegurar um limite superior para a variancia do erro de estimag¢do para todo o conjunto de incertezas per-
mitidas. Um dos primeiros estimadores de custo garantido foi proposto por [109] para modelos continuos
e invariantes no tempo com incertezas na equacdo de estados. Em [88], desenvolveu-se um preditor de
Kalman robusto para sistemas a tempo discreto sujeitos a incertezas variantes e limitadas nas equacdes de
estado e de saida. A estimacdo de estados para sistemas continuos e discretos no tempo e com incertezas
com norma limitada € tratada em [90]. Condi¢des necessarias e suficientes para o projeto de estimadores
robustos nos horizontes finito e infinito sdo dadas em [67]. Recentemente, em [82] foi proposto um preditor
robusto com custo garantido para um modelo sujeito a incertezas nas matrizes de estado e de saida e na
covaridncia dos ruidos. Entretanto, uma condi¢do do projeto é que os ruidos de estado e de saida tenham a

mesma dimensao.

3.2 OBJETIVOS

Esta se¢do propde uma melhoria no projeto de preditores robustos de horizonte finito para a estimagao
de estados de um sistema sujeito a incertezas. O objetivo é propor um estimador de custo garantido que

seja:

e menos conservador que o desenvolvido em [82],
e capaz de lidar com ruidos com matrizes de covaridncia e covariancia cruzada incertas e

e permitir que os sinais dos ruidos possuam médias incertas e dimensdes diferentes.

Uma das técnicas geralmente utilizadas para o problema de estimag@o robusta chama-se Método-S, ou
S-Procedure, que substitui blocos de matrizes de incertezas por valores escalares [71]. Esta abordagem re-
sulta em um limite superior para a matriz de covaridncia do erro de estimacdo. Este projeto de estimadores
também ¢é conhecido como projeto com custo garantido. Na literatura, encontram-se dois tipos de para-
metros escalares: constantes ou variantes no tempo. Pardmetros constantes sao utilizados para problemas
de horizonte finito ou em regime permanente [71]. Entretanto, um ponto fraco desta abordagem é que seu
conservadorismo pode levar a estimadores imprecisos com o tempo. Pardmetros variantes no tempo sao
capazes de reduzir o conservadorismo, desde que sejam corretamente escolhidos. O foco deste trabalho

serd o projeto de preditores robustos com parametros escalares variantes no tempo.

Tomando por base a estrutura do preditor de Kalman cldssico, supde-se que o preditor possua a seguinte

estrutura
To-1 = To, (3.1

Tpre = Prlrp-1+ Ki (Yo — CiTgjp—1) - (3.2)

Os parametros do preditor devem ser escolhidos de forma a assegurar um limite superior para a varian-
cia do erro de estimacdo. Em outras palavras, deve-se garantir a existéncia de uma sequéncia de matrizes

difinidas-positivas ?k‘ L—1 que, para todas as incertezas permitidas, satisfacam

cov {xp11 — Tpprr} < Praape (3.3)
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Figura 3.1: Passos para a obtenc¢édo do preditor robusto por meio da abordagem da equacdo de Riccati.

Os procedimentos adotados para o desenvolvimento do preditor robusto sao mostrados na Figura 3.1.
O primeiro passo consiste em se obter um estado aumentado apropriado, envolvendo, de alguma forma,
o estado real do sistema e a estimativa. O erro de estima¢@o pode estar de maneira explicita no estado
aumentado ou deve ser obtido por meio de uma transformacgdo de similaridade. O segundo passo € a
obtencdo da matriz de covaridncia do sistema aumentado, a qual serd denotada por §k+1| k- A seguir,
€ necessdrio encontrar um limite superior para a matriz de covariincia do sistema aumentado (Pk+1‘ k),
visando garantir que ]3k+1| k < Ppy1)x para todo o instante k. A partir deste majorante, 0 préximo passo
é obter um limite superior para o erro de estimacdo P, +1]k» de tal forma a satisfazer (3.3). Utilizando a
estrutura do preditor, as matrizes ®; e K podem ser determinadas com o objetivo de se minimizar ?kﬂl k-
Por fim, sdo determinadas as expressdes finais para o preditor e para a equacgdo de Riccati. Apds este breve
comentdrio sobre a resolugdo do problema da predi¢do robusta, as se¢des a seguir mostrardo cada passo

com maiores detalhes.

3.3 MODELAGEM DE SISTEMAS SUJEITOS A INCERTEZAS

Nesta se¢do, serdo apresentados apectos sobre a modelagem de sistemas sujeitos a incertezas aditivas

em seus parametros. Inicialmente, considere a seguinte classe de sistemas incertos discretos no tempo

Thr1 = AAxpTk + Wi, (3.4)

ye = CaApTr + Uk, (3.5)

em que z; € R representa o vetor de estados, yx € R™ & o vetor de saida e wy € R™ e v, € R™ sdo
os sinais de ruido de processo e de medida respectivamente. Admite-se que o sistema possua as seguintes

incertezas:
1. Incertezas aditivas na dindmica do modelo representadas por A r = Aj + A A, em que se admite
A}, como uma matriz conhecida, ou nominal, e A A, como a incerteza sobre a matriz nominal.

2. Incertezas aditivas na matriz de saida do modelo, de forma que Cx j, = Cj, + AC}, em que C}, seja

a matriz nominal de saida e AC), caracterize a incerteza sobre C},.

3. Incertezas nas médias, covariancias e covaridncias cruzadas dos ruidos wy € vx. Considerando que
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os ruidos sejam nao-correlacionados com o estado inicial, tem-se que

wy, E{w}
ES| o | p=| E{w} |, (3.6)
| Zo Zo
- _ _ _ T —~ ~
wy — E{wi} w; — E{w;} Ii/k(skj §k5kj 0
E U — E{T} v; — E{v;} = | Sio; Vo O |, G
To — To o — T 0 0 Xo

em que Wy, Vi, e X denotam as matrizes de covaridncia dos ruidos e do estado inicial, Sj, é a covaridncia
cruzada e dy; € a fungdo delta de Kronecker.

Embora os valores das médias e das covariancias sejam desconhecidos, assume-se que pertencam a um

conjunto conhecido. Os conjuntos das covaridncias serdo denotados conforme (3.8).

Wk e Wy, 17k € Vi, Svk € Ss. (3.8)

Ou, de forma mais compacta,

N = ~ c 3.9
F STV, ST W 39)

Nota 3.3.1 Em [82], considera-se que os ruidos de processo e de medida sdo ndo-correlacionados e com

média nula. Em outras palavras,

[‘ Wy, [0
E Uk =10 |, (3.10)
X0 Z
i Z T _
’I:Dk {17]' Wkdkj 0 0
E Ok o = 0 Vid; O |. (3.11)
| To — Zo | To — To 0 0 Xo

Na préxima subse¢@o, mostrar-se-4 uma maneira de caracterizar um sistema de covaridncia incerta

como um sistema de covariancia fixa, mas com pardmetros incertos.

3.3.1 O espaco das médias e das covariancias dos ruidos

Nesta subsecao, serdo analisadas algumas caracteriticas das incertezas nos ruidos. A subsecdo comeca
com o tratamento de incertezas sem estrutura alguma. Em seguida, assume-se que as incertezas sejam
aditivas, ou seja, seu efeito € adicionado a matriz conhecida, mas ainda pertencentes a um conjunto desco-
nhecido.

Neste trabalho, permite-se que os ruidos wy, e Uy sejam correlacionados com média, covaridncia e
covariancia cruzada desconhecidas, mas pertencendo a um conjunto conhecido. Conforme serd mostrado,

estas propriedades podem ser alcangadas a partir da seguinte estrutura para os ruidos

Wy = BawkWk + Bav kU, (3.12)

Uy = Dawrwi + Day vk (3.13)
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Os ruidos podem ser escritos de forma mais compacta, tal que

~ [ T ]
nk = . =
Vg

Assume-se também que as condig¢des iniciais z ndo sejam correlacionadas com os ruidos {wy } e {v },

BAw,k BAv,k

Dawr Davk Vg

[ Wk ] = Nasmk. (3.14)

possuindo propriedades estatisticas, tais que

i W Wi
L L To o
( - - _aT
Wg — Wi w; — W Widr; Skorj 0
E U — Tp vj — T = | Slok; Vidk; O |, (3.16)
L o — o xTo — To 0 0 Xo

em que Wy, Vi e X denotam as matrizes de covariancia dos ruidos e do estado inicial e S}, representa a
matriz de covariancia cruzada dos ruidos.

Portanto, utilizando as propriedades (3.15) e (3.16), e as defini¢des dos ruidos fornecidas por (3.12) e

(3.13), conclui-se que os ruidos wy, € Uy possuem média incerta da forma

E{wy} = BawkWk + Bay kU, 3.17)
E{t} = DawiWi+ Day iUk (3.18)

Suas covaridncias também sado incertas e dadas por

B Wk(skj §k5kj

T
wy — E {wy} w; — E{w;}
_| 7 7 — NpOpi. 1
[ ] [ Sk ki Vil ks 19

o — E{v,} v — E{v;}

Para ruidos caracterizados por (3.12) e (3.13), tem-se que

Widr;  Skok;
Sgékj Vkékj

Bawk  Baovk Bawk  Bavk

[ sz(skj §k5k:j

T
. 2! . (3.20)
Sgékj Vkékj ]

Dawr Daok Dawr Daok

Observa-se que a notacdo acima é redundante. De fato, sem perda de generalidade, a covaridncia

cruzada pode ser representada de outras duas formas:

1. Adotando
B B B 0
Aw,k Av,k Aw,k . (321)
Dawr Davk 0 Dy ke
Neste caso, a matriz de covariancias pode ser representada como
Wkékj §k5kj _ BAw,kaBka BAw,kSkng,k 5 (3.22)
Siokj Vidks DaviSEBAwy  DaviViDhyy |
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2. A covariancia cruzada também pode ser representada, se

Widr;  Skokj

= Nidij. (3.23)
SESk; Vil J

0 Vk(skj

_ [ Widr; 0

Nesta situag@o, a matriz de covariancias € dada por

BawkWiBhwk + BaviVeBAvr  BawiWiDaw i + BaviVeDay i
Daw,iWkBAwk + DaveViBAvk  DawikWeDAawx + DavkViDAy i
X Okj (3.24)

Wk(skj gkdkj
SkTék]- Vk5kj

Até o momento, néo foi feita suposi¢do alguma acerca das incertezas nos modelos dos ruidos (3.12)
e (3.13). A exemplo das incertezas nas matrizes de dindmica e da saida, serdo consideradas incertezas

aditivas nas estruturas dos ruidos, de forma que

BAw,k = Bw,k + ABw,lm BAv,k = Bv,k + ABv,k; (325)
DAw,k = Dw,k + ADw,ka DAv,k = Dv,k + AD’U,k; (326)
em que By, k, By g, Dy € D, denotam as matrizes nominais, e suas incertezas sdo caracterizadas por

ABy gy ABy g, ADy e AD, , respectivamente. Supondo que as incertezas possuam as estruturas

(3.25)-(3.26), entdo os ruidos podem ser escritos da forma

wr, = (Buwk +AByk)wg + (Byk + ABy k) v, (3.27)
v = (Dw,k + ADqu) Wg + (Duk + ADch) V- (3.28)
De modo alternativo,
Bw,k Bv,k ABw,k ABv,k

= (Bn,k -+ ABn,k) Nk (329)

o IE

Observa-se, também neste caso, que as médias dos ruidos dependem de pardmetros incertos do modelo.

Dw,k Dv,k ADw,k ADv,k

O mesmo € valido para a matriz de covariancias.

Nota 3.3.2 As incertezas podem ser representadas por um efeito multiplicativo, ou seja,

Wy = Bug(I+AB)wk+ Byi (I+ABY}) v, (3.30)

)

U = Dy (I+ADY ) wy+ Dy (I+ADY ) vy (3.31)

)

Para esta situacdo, consideram-se especificamente que existam matrizes de transformacdo, tais que

ABw,k‘ = Bw,kAB?v,k’? ABv,kz = B’U,k‘ABng (332)
ADy k= Dy pADg, i, ADy = Dy ADY . (3.33)

Nota 3.3.3 Em [82] sdo considerados ruidos ndo-correlacionados, ou seja, assume-se

Byr =0, AByj =0, (3.34)
Dyj =0, ADy} =0. (3.35)
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3.3.2 Sistemas com Incertezas nos Parametros da Planta e dos Ruidos

Nesta subsecao serdo realizadas consideragdes a cerca de uma classe de sistema, de modo que tanto a
planta como os ruidos de processo e de medida estejam sujeitos a incertezas em seus pardmetros. Adotando

os modelos de ruidos definidos em (3.12) e (3.13), o sistema (3.4)-(3.5) pode ser escrito como

Tpt1 = AA Tk + Baw kWi + Bay kU, (3.36)
Yk = Ca i + Daw pwi + Dy gV (3.37)
De forma alternativa,
Tpt1 = AA Tk + Ba gk, (3.38)
Yk = Ca i + DA g, (3.39)

emque Ba j = [BAw’k BAU,k} € Dpy = [DAM DAv,k]- Entretanto, estes sistemas descrevem as
incertezas de maneira muito genérica. Considerando que tanto o modelo quanto os ruidos estejam sujeitos
a incertezas do tipo aditivas, entdo, utilizando (3.4)-(3.5) e (3.27)-(3.28), o sistema (3.36)-(3.37) pode ser

reescrito como

Thtl1 = (Ak + AAk) T + (Bw,k + ABw’k) Wy + (Bv,k + ABUJC) Vk, (3.40)
Uk = (Crp + ACk) p, + (Do + ADy i) wi + (Dy g + ADy ) U (3.41)

Embora wy, e v sejam independentes, o modelo (3.40)-(3.41) é equivalente a um modelo com apenas
um vetor de ruido nas equacdes da dindmica e de saida com correlagdo explicita entre eles, conforme
mostrado na secao 3.3.1. Para maiores detalhes, consultar [64]. O preditor proposto em [82] € restrito para
0 caso em que n,, = n,. Neste estudo, esta restri¢do € eliminada, permitindo-se que os ruidos wy € v
possuam dimensdes distintas. As matrizes Ay, By, i, By i, Ck, Dy i € D, i, s30 conhecidas e variantes no
tempo. As matrizes AAy, AB,, ;, AB, i, ACy, AD,, 1, e AD, j, representam as incertezas associadas. As
dimensdes dos conjuntos associados as incertezas sdo mostradas na Tabela 3.1. As dimensdes dos demais

vetores e matrizes foram apresentadas na Tabela 2.1.

Tabela 3.1: Conjuntos das matrizes utilizadas no modelo (3.40)-(3.41).

Matriz | Conjunto
AAg R X
AByp | RPeXmw
ABy j, R XMv
AC L R X"
ADy | RMw>mw
AD,j | RMwxm

O modelo (3.40)-(3.41) pode ser representado de maneira mais compacta. Uma alternativa é considerar

Tyl = (Ak + AAk) TE + (Bk + ABk) Nk, (3.42)
yr = (Cr + ACk) 2 + (Dy, + ADy,) ng, (3.43)
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em que as dimensdes sdo apresentadas na Tabela 3.2. E possivel observar as seguintes identificacdes

By, := [ By Bog } , ABy :

Dy = [ Dwr Do } . ADy :

Tabela 3.2: Dimensoes das matrizes e vetores utilizados no modelo (3.42)-(3.43).

- [ AByy AByy } :
- [ ADyy ADyy } .

Matriz ou Vetor Conjunto

Mk

By + AByg

R7wtnv
Rn:c X (nw +nv)
R X (Raw+nw)

(3.44)

(3.45)

Até o momento, considerou-se apenas que as incertezas aditivas pertencessem a um conjunto conhe-

cido. A partir de agora, sdo necessdrias mais informagdes sobre as incertezas. De maneira geral, as

incertezas sdo consideradas de norma limitada ou contidas em um politopo. O segundo modelo apresenta

maior complexidade de tratamento, apesar de o conjunto de incertezas de norma limitada estar contido no

conjunto representado por um politopo.

Neste trabalho, serdo consideradas incertezas com norma limitada. Para o caso mais geral, cada incer-

teza do sistema planta + ruidos pode ser representada como

AA,
ABy
ABy

ACy
ADy
AD,

Hp i FarGap,
Hpw k FBw kG Buw,k
Hpy 1 F'Bv kG Bk,
HekpFerGok,
Hpw kFpwikGDw,k»

HDv,kFDv,kGDv,k-

(3.46)
(3.47)
(3.48)
(3.49)
(3.50)
(3.51)

com Hy p, Hpy i» HBo ks He ks Hpw, ks Hpo ks G ks Gk € Gy, i conhecidas e com dimensdes apropri-

adas. A estrutura adotada desta maneira permite que se admita n,, # n,. As matrizes F'4 ., F'y k» F'Buks

Fc i, Fpuw,k € Fpy i sdo desconhecidas, variantes com o tempo e com norma limitada, i.e.,

FipFar <1, FfyxFpuk < I, Fh  Fpor < I, FE For <1, Fhy 1 Fowk < I, Fp,  Fpur < 1.
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As incertezas também podem ser representadas no formato matricial, a saber

AA, AB,r AB,k

ACL ADyj; AD,g HowForGeor  HpwiFpwikGpwk HpokFpoikGDok

_[HA,kFA,kGA,k Hpw i FBuwkGBwr HBokFBokGBok

_ [HA,k Hpyr Hpok 0 0 0 ]
0 0 0 Her Hpwr Hpok
[ Gur O 0 |
0 Gpox O
x  diag {Fak, FBwk: FBok, FCk, FDwk FDu R} 0 0 Cuk (3.53)
Go g 0 0
0 GDuw,k 0
0 0 Gpuk |

Uma forma mais genérica para incertezas com norma limitada foi apresentada em (3.53). Entretanto,
uma outra forma de representar tais incertezas, por meio da escolha apropriada das matrizes H, pode ser

obtida do seguinte modo

AA H
o= | A | FasGo (3.54)
ACk ] i I{Cf,]C
AB, ;. | [ Hpg,
A BOr N Bk Gk (3.55)
ADw,k ] L HDw,k
AB,} | [ Hp,
A POk By Gk, (3.56)
ADU,k ] L HDv,k

em que Fg wFer <1, Fg wFor < 1Te FUT wFok < 1. Reescrevendo as incertezas em uma dnica estrutura,

AA, AByj AByy
AC, AD,, AD,

HpopFrkGer HpwiFurGuwrk  Hpokly Gk
HopFekGerp HpwpFuwrGuwr  HpokForGok

[ Hy, H H Fop 00 Ger 0 0
_ HA,k HBw,k HBch 0 Fu 0 0 Guk 0 . (3.57)
| Hok Hpwk  HDok 0 0 FE,p 0 0 Gugk

) 5

Como anteriormente, serdo analisadas incertezas de norma limitada. Definindo as perturbagdes

_ | HBk
Hp

AB,

FGp, 3.58
ADk n,knk ( )

em que Ff ok < I, conclui-se que

AA, ADBy _ | HarFerGar  HppFprGok
AC, ADy HopFp kG HppFyrGok
H H F, 0 G 0
_ Ak Bk zk zk (3.59)
Hor Hpy 0 Fyk 0 Gk
Assim, exceto no caso em que I, = I}, 1, em geral, ' P possui estrutura bloco-diagonal.
n,k
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3.4 O SISTEMA AUMENTADO INCERTO

Nesta secdo, serdo apresentados alguns sistemas aumentados do sistema compreendendo a planta e o
preditor. Inicialmente, serd tratada a escolha do vetor de estados aumentado. Logo depois, serdo apresen-

tadas alternativas para a representacao em espago de estado do sistema aumentado.

Considere as seguintes escolhas possiveis, e normalmente encontradas na literatura, para o vetor de

estados aumentado

Tk T — Tklk—1

F = (3.60)

Tp=| _ ~
Lk|k—1 Tk|k—1

Nota-se que existe uma transformacao de similaridade que faz a correspondéncia entre os dois vetores

aumentados. Esta matriz de transformacio, e a sua inversa, sdo dadas por

A A I I
T_ T = - (3.61)
0 I 0 I

A seguir, serdo apresentados os sistemas aumentados a partir de modelos incertos. Primeiramente,
mostrar-se-0 0s sistemas para as incertezas modeladas sem consideracdes sobre sua estrutura, conforme
(3.12)-(3.13). Em seguida, serdo mostrados os sistemas aumentados em que é adotada a hipétese de in-
certezas aditivas, como em (3.27)-(3.28). Por fim, as incertezas sdo supostas com norma limitada, e os

respectivos sistemas aumentados sdo obtidos.

Lema 3.4.1 Para o sistema formado pela planta e pelos ruidos dado por !

Tpt1 = AA Tk + Bape = AA kT + Baw Wk + BAg kVks (3.62)

Yk = Ca i + Dapie = Capr + Daw kWi + DAy kU, (3.63)

e com o estimador, com a estrutura definida em (3.2), pode haver as seguintes representacdes aumentadas

Tht1 B AAk 0 Ty Baw,k: By i
. = N + Wi + Vi
Tpitlk KiCap @ — KiCy, Tpjp—1 K Daw,k KDy
A 0 T B
- Ak e AR . (3.64)
KiCap @ — KiCy, Tpjk—1 K DAk
ou, ainda,
et = Thare | _ | Aak— KiCag Aag — O+ KipCr — KipCa Tk — Thlh—1
Thy1jk | KiCak b — KpCr + K Ca i Thip—1
Bawgk — KpDawk Bav gk — KgDay
+ wy + L
i K Daw,k KDy
_ | Aar— EiCagx  Ang — P+ K Crp — KipCa Tk — Thlh—1
I K.Ca i O, — Ki.Cp + Ki,Ca i Thk—1
[ Bap — KD
+ Ak kL Ak .- (3.65)
| EKiDak

"Modelos definidos em (3.36)-(3.37) e (3.38)-(3.39), mas repetidos aqui para facilidade de leitura.
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Prova Substitui¢do direta de (3.62), (3.63) e (3.2) no vetor de estados aumentado.

Nota 3.4.2 As influéncias das incertezas e dos parametros podem ser mais bem visualizadas, reescrevendo

(3.64) da forma:

Tk+1
Lh+1lk

] -

0 zéA,k
7 Ak

Baw.k
] DAw,k

W +

em que os pardmetros do preditor sdo representados por Wy, tal que Uy, :

(3.66), a parte da covaridncia correspondente a

1. Incerteza na matriz dindmica so envolve Ap i, e Ca .

2. Incerteza na matriz do ruido na dindmica s6 envolve Bay, i € DAy k-

3. Incerteza na matriz do ruido na saida s6 envolve Ba, 1, € Dy .

Neste sentido, parece razodvel definir estruturas separadas para

forma que, se [

x

Tk|k—1

conservadora a ser utilizada para o cdlculo da covaridncia.

An

Ak

i

BAw,k
DAw,k

| Tklk—1 |

i DA'U,k ]

Lk

BAv,k

BAv,k
DAv,k:

g, (3.66)

. Observando

, de tal

] , Wi e Vi forem ndo-correlacionados dois a dois, obtém-se uma expressdo menos

Considerando que as incertezas do modelo sdo do tipo aditivas, conforme (3.25)-(3.26), entdo o modelo

aumentado (3.64) com a planta e o estimador pode ser escrito em fungdo das incertezas como

Tr+1
Lh+1|k

+

[
[
(
[

Ay
| KyCh

w,k

| KkDuy e
F A

| KikCr
F B

| KDy

0 AA,
&, — Ki.C, K ACy
L[ ABu .
w
KADy F
0 AA,
P, — K.C}, K. AC
AB;
KAD, | )™

0
0

0
0

)l

Bv,k
KD,

)l

Tk

Tlk—1 ]
] R
Tlk—1 ]

Tk

AB,
KrAD,

Nota 3.4.3 A partir de (3.67), percebe-se que a parte da covaridncia correspondente a

1. Incerteza na matriz dindmica sé envolve AAy, e ACY.

2. Incerteza na matriz do ruido na dindmica so envolve AB,, 1, e AD,, .

3. Incerteza na matriz do ruido na saida s6 envolve AB,, ;. e AD,, .
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Com base na nota anterior, faz sentido escolher estruturas separadas para as incertezas nas matrizes de

dindmica, do ruido de dindmica e do ruido de saida. Portanto, se o sistema aumentado incerto (3.67) possuir

incertezas aditivas com norma limitada satisfazendo (3.54)-(3.56), entdo o modelo planta + estimador pode

Ser escrito como

Tht1 _ [ A 0 Hy g
Tht1lk | KGO — K G, KyHe
[ B H
+ wk Bk FykGup | wi
| KD Ky Hpy
[ B H
+ v,k + Bu,k Fv,ka,k V.
| KDy i KyHp,

De forma mais compacta,

o | Go 0 }) [

|

(3.68)

Tpy1 = (gk + ﬁmkﬁxkéa:k> Ty + (Ew,k + ﬁw,kﬁw,kéw,k) wy, + (EU,k + ﬁv,kﬁv,kév,k> Vg, (3.69)

em que Fx,k = Fx,ka Fw,k = Fw,k’ Fv,k = Fv,ka Gw,k = Gw,ks Gv,k = Gv,k,

_ [z

T = ~ ’
| Tklk—1
i Ak[f o}

~ Ay 0 I 0

Ak - = 0 I ’
chk q)k—Kka 0 \I]k )
- Ck 0
:; I 0 R B

Ech _ w,k _ 0 w,k ’
Kka,k 0 W, 0 7 Dng
[ B I 0 Lo B

Ev,k _ v,k _ 0 v,k 7
Kva,k 0 W 0 7 Dv,k
s I 0 L0 H

oy — Ak _ 0 Ak |
KkHQk 0 W 0 7 HC,k
[ H I 0 Lo H

Hop = Buk 0 puk |
| KrHpuwk 0 Uy 0 I Hpuy 1
[ H I 0 Lo H

ﬁv,k _ Bu,k _ 0 Bu,k ’
KpHpy j 0 Uy 0 7 Hp,

ém,k = Ga:,k 0]

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

3.77)

De maneira similar, considere novamente a equacao (3.67), s6 que, desta vez, na sua formulacdo com

o vetor auxiliar 7. Nesta situacao,
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1. A incerteza na matriz dindmica s6 envolve AA, e AC}.

2. A incerteza na matriz do ruido na dindmica envolve A By e A Dy, que, por sua vez, dependem das
matrizes ABy, i, ADy g, ABy € AD,, i.

Assim, se o sistema aumentado incerto (3.67) possuir incertezas aditivas com norma limitada satisfa-

zendo (3.54) e (3.58), entdo o modelo planta + estimador pode ser escrito como

Tpa1 Ay 0 Hy Tk
N = Frk [ Gzr O } .
Tk KiCr @ — KiCk KyHc g Th|k—1
By, Bk
+ ’ Fy.Gok | k- (3.78)
< KDy, [ KyHpy |77

Uma soluc¢do mais especializada, sugerida em [110], consiste em considerar a seguinte estrutura para

as incertezas

AA, AB,
AC, ADy

_ Hy g,
Hs

F [ Gos Gt ] . (3.79)

A escolha das incertezas da forma mostrada em (3.79) resultado no seguinte sistema aumentado
Tyl = (gk + ﬁkﬁkéx,k> Ty + (Ek + ﬁkﬁkén,k) M (3.80)

em que ﬁk = Fy, én,k =Gpre

~ Tk ~ Ak 0

Tp=| _ , o A= ;
Tpjk—1 KyCr @ — K Cy

By = Bi . Hy= Hip | (3.81)
KDy, KpHy

3.5 COVARIANCIA DO SISTEMA AUMENTADO INCERTO

Conhecendo a varidncia do estado inicial, dada em (3.15), e considerando que T, wg € v 30 ndo-
correlacionados, conforme (3.16) e (3.23), utiliza-se 0 mesmo procedimento adotado no lema 2.3.2 e

conclui-se que a matriz de covariancia do sistema aumentado (3.69) é dada por

N X, 0
By, = [ OO 0], (3.82)

IO _ - - . _ \T
(Ak: + kakaka> Prjk—1 (Ak: + kakaka>

_ SO _ ~ _  _ \T

+ (Bw,k + Hw,ka,ka,k> Wi, (Bw,k + Hw,ka,ka,k)

(B’

o _ ~ _ _ \T
vk Hv,ka,ka,k> Vi <Bv,k + Hv,ka,ka,k) . (3.83)
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Para o sistema aumentado em (3.80), tem-se que a condi¢do inicial (3.83) e a seguinte recursdo para a

matriz de covariancia

~ ~ ~ o~ o~ ~ ~ T
Pepe = (Ak + Hk:Fka,k> Pk (Ak + Hka:Gk:)
~ o~ o~ o~ ~ o~ o~ o~ T
+(m+mm%@Ndm+m&%@, (3.84)

Wr O
0 W

> 0.

em que, como ja fora definido em (3.23), Ny, :=

Nota 3.5.1 Para o caso em que se tem Ny, cheia, nota-se que (3.83) é uma especializacdo de (3.84) para

o caso em que Wy, e Vi, ndo sdo correlacionados.

3.6 MAJORANTE PARA A EVOLUCAO DA COVARIANCIA DO SISTEMA AUMEN-
TADO

Esta € uma secdo fundamental para a obtencao do estimador robusto. Serd desenvolvido e apresentado
um limite superior para a recursdo da covaridncia do sistema aumentado. Por se tratar de um majorante
para uma recursio, tem-se que demostrar que o majorante € valido para todo tempo discreto k. Neste
contexto, os Teoremas 3.6.1 e 3.6.2 apresentam um limite superior para a evolucdo recursiva da covariancia
do sistema aumentado na sua forma geral (3.84) e especializada (3.83). A demonstracdo do teorema é
analoga para os dois casos. Ambos teoremas também utilizam os resultados da subse¢do 3.6.1, em que sdo
analisados e desenvolvidos majorantes para a covariancia de um sistema linear perturbado. Vale ressaltar,
com base no desenvolvimento da se¢do 3.4, que o Teorema 3.6.2 fornece um majorante menos conservador

para W, e Vi, ndo-correlacionados.

E intessante notar que a partir deste ponto comecam a aparecer as “expressdes corrigidas” 2 para o caso
do estimador robusto. Em outras palavras, sdo expressdes modificadas em relacdo ao estimador cldssico
com o objetivo de lidar com o sistema incerto. Este tipo de notacao € bastante til quando se podem utilizar

os mesmos lemas do caso classico.

Teorema 3.6.1 (Referente ao modelo (3.42)-(3.43) e a covaridncia aumentada (3.84). ) Suponha Ny > 0

e considere uma sequéncia de matrizes simétricas {Pk 11 k} gerada pela recursdo

- Xy 0
Py = [ 0o ] >0, (3.85)
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ o~ T
Pepi = <Ak + kakaGmk> Ppjk—1 (Ak + Hmszkak>
~ ~ o~ o~ ~ ~ o~ o~ T
+ (B + HoFiGo) Ny (Bi+ BFiGy) ¥k > 0. (3.86)

2Serd utilizada a notagio com um c subescrito.
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Para cada sequéncia de matrizes simétricas {Pk-s-l\ k} da recursdo

Xo O
Po-1 = 0o ol (3.87)
— I _ _ N1 -
Popije = AePop14f + ApPr1GLy <C¥;}§I - Gw,k:Pk|k—1G3;k> Ga i Prjp—14%
+ Echka/g + a;’if‘jx’kﬁzk + a;iﬁkﬁg, (3.88)

~ ~ SN IS
em que N, j, := Nj + Nng,k (a;}cl — GW,kaGZJﬂ) Gy Ny e em que a;}c e a;,lc € R satisfazem
a I - Gk Prp1GL . > 0, (3.89)
a I = GprNiGLy >0, (3.90)

tem-se que Pk+1|k € um limite superior dePk+1|k, de forma que 0 < Pk+1|k < Pryg, VE>0e VFx > Fk
talqueF ka<l F Fk<I

Teorema 3.6.2 (Referente ao modelo (3.40)-(3.41) e a covaridncia aumentada (3.82). ) Suponha Wy, > 0,

Vi. > 0 e considere uma sequéncia de matrizes simétricas {Pk+1| k} gerada pela recursdo

- Xy 0

Po-1 = 0 0 >0, (3.91)
_ - . \T
P = (Ak + kakaka> Prk—1 (Ak + Hx,ka,ka,k>

_ SO T
+ (Bw,k + Hw,ka,ka,k) Wi, ( wk T H, ka Nen k)

+ (Ev,k + ﬁv,kﬁv,kév,k> Vi ( vk T Hv ka kG k) , VEk > 0. (3.92)

Para cada sequéncia de matrizes simétricas {Pkﬂ‘ k} da recursdo

Xo 0

, 3.93
0 0 (3.93)

A AT q AT -1 ~ T\ A AT
Popie = Aebrpp—14k + AcPrp—1Go i (%,kf - Gz,kpk|k—1Gx,k> GakPrip—14%
+ Ew,kWQkEg’k + Ev’kvqkézk + a;kﬁx,kflgjk + a;}kﬁw,kﬁTk + a, 1Hv kHT

(3.94)
em que
~ ~ ~ -1 <
Wer = Wi+ WiGL, (a;}kf - Gw,kaGQk) G Wi, (3.95)
~ ~ ~ -1 -
Vop = Vi+ ViGT, <a;,1€I — Gy ViGT k) GV (3.96)
e em que a;}g, a;lk e a;,lc € R satisfazem
agil = GanPyraGLy >0, (3.97)
ayhl = GuiWiGL, >0, (3.98)
ag = GuViGly >0, (3.99)

tem-se que Pk+1|k € um limite superior dePk+1|k, de forma que 0 < Pk+1\k < Bepp, Vb > O e
Vka, wk,F ktalqueF kF k<IF k;F k<IF kF < 1.
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Prova A seguir, serd mostrada a prova do Teorema 3.6.2. A prova do Teorema 3.6.1 é andloga, aplicando-

se os mesmos procedimentos e argumentos. Inicialmente, defina

Dk (ﬁk|k_1) = (gk + ﬁxkﬁxké:ck) ﬁk|k—1 <gk: + ﬁx,kﬁx,kém‘,k>Ta (3.100)
@ = (vak + ﬁw,kﬁwéw,k) Wi (Ew,k + ﬁw7kﬁw7kéw7k)T . (310D
TE = (Ev,k + ﬁv,kﬁv,kév,k) Vi (Ev,k + ﬁv,kﬁv,kév,k>T7 (3.102)
B (Pe1) = oo (Ppr) +ax+ 7 (3.103)

Como ]5k|k_1 é simétrica, aplicando o Lema 3.6.5, apresentado na se¢do seguinte, para py (ﬁ,ﬂ k_l),
tem-se que, para todo o, . € R satisfazendo a;}cl — ékaﬁkm_léfk > 0, é vdlida a desigualdade

~ ~ o~ ~, ~ ~ ~ ~ ~ ~ -1 - ~ ~
Pk <PI~:\I~:—1> < ApPyp1Af + Ap Py Gl <06;}J - G:c,kPk:|k:—1G£k> Go kP11 A},

+ o Hep HY (3.104)

A matriz W}, também € simétrica e, aplicando o Lema 3.6.5 em gy, para todo o, € R satisfazendo
a;}kl — éykaéfk > 0, pode-se afirmar que

> pT oy AT -1 A~ ~r \ A T -177 T
gk < By s Wi BT, + By WG, (aw,kI - GukaGv,k) o Wi BL . + gl Hy o T 1.(3.105)

Utilizando a defini¢do (3.95), a desigualdade (3.105) pode ser reescrita como g < EkaCkégk +
a;}kﬁwykﬁmk. A matriz Vj, também € simétrica e, aplicando o Lema 3.6.5 em 7y, para todo o, j, € Rt
satisfazendo a;il — éu,kaéﬂk > (), demonstra-se que 7 < Evkvckéka + a;iﬁv,kﬁgk, em que V.,
¢é definida em (3.96). Definindo

-1 ~

Gk <Pk\k—1> = ApPyp1 AL + APy GLy, (a;,}gf - G:r,kpk|k—lG£k> Gop P14},
+ a;}cﬁx,kﬁ;k + Ev,kvc,kzggjk + a;}kﬁkaﬁw’k + Eukvqkégzk
+ o HypHy (3.106)

entdo fj (ﬁk|k_1> = Dk (ﬁlﬂk—l) +aqk + 1K < gk (f)k\k—1>’ ou seja, f (ﬁlﬂk—l) < 9k (ﬁkz\k—l) para
todo f’k\k—l e t0do g ks Qs Qi € R+ satisfazendo (3.97)-(3.99). Por (3.103), a recursdo (3.92) pode
ser escrita como ﬁkﬂ‘k = f (ﬁkm_l).

Nota-se que fj é ndo-decrescente, i.e., para X e Y € R™™" se X < Y, entdo f; (X) < fr (V).
Considere a defini¢do Py == gk (Pk‘ k,l). Suponha que, para algum k, valha a relagdo ]5k| 1 <
Py|x—1. Portanto, observando o Lema 3.6.3, € correto afirmar que

Py = fr (ﬁk;|k;—1) < fr (Pek—1) < 9k (Pjk—1) = Prgajs (3.107)
para todo Pk‘k_l e todo ok, Qi ks Qi € R satisfazendo (3.97)-(3.99). Assim, definindo P0|_1 =
]30|_1, pode-se concluir que se {]Bk+1|k} ¢é gerado por JSk+1|k = f (]Bk‘k_1> e {Pk+1|k} é gerada por

Pesije = 9k (Pijr—1)- logo ﬁk‘k_l < Pyjp—1, Yk > 0. Desta forma, Py, ¢ um limite superior de
ﬁk+1| i para todo instante k. |
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Lema 3.6.3 (Estendido do Lema 3.2 de [90]). Seja S™ ™ o conjunto das matrizes reais simétricas de
dimensdo n x n. Considere duas sequéncias {fi.} e {gr} de fungoes fi,gi : S**™ — S™*™. Admitindo

que, para todo k, fi seja ndo-decrescente, para matrizes A e B € S"*", se A < B, entdo f(A) <
fr (B). Supondo que, para cada k, gy, forneca um majorante para fi, é correto afirmar que fi (B) <

gr (B),VYB € S"*". Portanto, para Ay = By € S™*", as solugdes { Ay} e { B} das seguintes equagées
de diferencas Ay11 = fr (Ax) e Bpy1 = gx (By) satisfazem Ay, < By para todo k > 0.

Prova O resultado do lema segue por indugdo. E imediato notar que Ay < By. Suponha que, para algum
k, Ax e By € S"*" satisfacam A, < By,. Assim, Ak—i—l = fi (Ak) < f (Bk) < gk (Bk) = Bjy1. |

Nota 3.6.4 Nesta versdo do lema foi estendido o resultado de [90] que considera as hipdteses Ag = By >
0, A < B. Portanto, fi, (A) < fr (B) e fr (B) < g (B),VB > 0. [

3.6.1 Limitante Superior para a Covariancia Incerta

Defina uma varidvel aleatéria z, segundo o seguinte modelo linear perturbado z = Aax, em que x é
uma varidvel aleatéria de covaridncia P e Aa possui incertezas aditivas de norma limitada, pertencendo
ao conjunto {AA =A+AA=A+HFG:FTF < I}, em que F' € uma matriz de valor desconhecido.

Portanto, a covariancia de z é desconhecida, mas pertencente ao conjunto
{cov (2) = (A+ HFG)P(A+ HFG)" : FTF < I} . (3.108)
Neste contexto, almeja-se encontrar um limite superior para a covaridncia de z. A literatura sobre esti-
madores robustos fornece, dentre outras, duas sugestdes de limites superiores que poderao ser escolhidos.
Estes majorantes sdo apresentados nos lemas 3.6.5 e 3.6.8. Pelas provas, é de se esperar (ndo foi provado)

que o majorante de 3.6.5 seja menos conservador do que o majorante de 3.6.8 e serd o majorante escolhido

para esta dissertagao.

Lema 3.6.5 (Lema 2 de [111]) 3 Considere matrizes reais A, H,G,F e P com dimensées compativeis.

Suponha que FTF < I e que P seja uma matriz simétrica. Entdo, é correto afirmar que
(A+ HFG)P(A+ HFG)T < APAT + APG” (e 1 — GPGT) " GPAT + ¢ '"HH" (3.109)

para todo € € R, tal que e 11 — GPGT > 0.

Prova Seja, por definicio, f (F) := (A+ HFG) P (A+ HFG)”. Portanto,
f(F)=APAT + APGTFTHT + HFGPAT + HFGPGTFTHT. (3.110)
Somando e subtraindo e ! HEFFT H”, obtém-se que
F(F) = APAT + APGTF'H” + HFGPA" — HF (5—11 - GPGT) FTHT + ¢ '"HFFTHT. (3.111)
Defina também

g(F) = APG'F'H" + HFGPAT — HF (¢ '1 - GPGT) FTH”, (3.112)
h(F) = ¢ 'HFFTHT, (3.113)

3Em [111], é suposto P > 0. Pelo desenvolvimento realizado aqui, o resultado vale para qualquer P simétrica.

44



Deve-se determinar majorantes g,,,r € hy,p para g (F') e h (F), respectivamente, de tal forma que

f(F)=APA" + g(F)+h(F) < APA" + gop + hnp. (3.114)

Como FTF < I, é imediato que h (F) := e 'HFFTHT < h,p := e 'HHT. Para todo e, tal que
¢ 11— GPGT > 0, aNota 3.6.6 fornece um majorante para g (F'). Com os majorantes g,z € h,, r, segue

f(F)=APAT 4 g(F)+ h(F) < APAT + g.p + hinp. (3.115)

Logo, f (F) < APAT + APGT (' — GPGT) ' GPAT + e 'HHT. |
Nota 3.6.6 Para todo ¢, tal que e 1 — GPGT > 0, um majorante para
g(F):=APG"F'H" + HFGPA" — HF (¢ 'I - GPG") FTH” (3.116)

é dado por g r := APGT (711 — GPGT) el
Prova Somando e subtraindo APGT (6_11 — GPGT) = GPAT em (3.116) e escolhendo e tal que e -
GPGT seja invertivel, tem-se que
g(F) = APG™ ((11 - GPGT> “apaT
_ <APGT ((11 - GPGT) T GPAT — APGTFTHT — HFGPAT + HF ({11 - GPGT) FTHT> .

(3.117)

Suponha X simétrica invertivel. A Nota 3.6.7 fornece o seguinte resultado

BX'BT — BAT — ABT + AXAT = (A-BX ") X (A-Bx Y7, (3.118)
Sendo P simétrica, e aplicando o resultado da Nota 3.6.7, tem-se que
g(F) = APGT ((11 - GPGT) “apaT

, (HF—APGT <671[*GPGT)—1> (6,117GPGT> (HFiAPGT <611GPGT)_1>T‘

(3.119)
Portanto, supondo €~ '1 — GPGT > 0, tem-se g (F) < APG™ (e 7'I — GPGT)_1 GPAT. [ |
Nota 3.6.7 Suponha X simétrica invertivel. Entdo, pode-se afirmar que
ABT 4+ BAT - AXAT =BX'BT - (A-BX ') X (A-Bx Y7, (3.120)
Prova Como X ¢ simétrica, segue que
(A-BX )X (A-BX )" = AxAT - AB” - BA" + BX'BT. (3.121)
Assim, ABT + BAT — AXAT = BX"'BT — (A- BX') X (A-BXx )" n
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Lema 3.6.8 (Lema apresentado em [90]). Dadas matrizes A, H, Ge F' com dimensdes compativeis e

FTF < I. Seja ¢ > 0 um escalar positivo, entdo
(A+ HFG)P(A+ HFG)' < APAT + APGTGPAT + (14 ¢)HHT (3.122)

para todo ¢, tal que eI — GPGT > 0.

Em particular, escolhendo-se € = 0pqz (GPGT), tem-se que o resultado de [90], ou seja,

(A+ HFG)P(A+ HFG)" < APAT + APGTGPA™ + (14 0ynas (GPGT)) HHT  (3.123)

Prova Seja, por definicdo, f (F) := (A+ HFG) P (A + HFG)". Portanto,

f(F)=APAT + APGTFTHT + HFGPAT + HFGPGTFTHT, (3.124)

Defina também
g(F) = APGTFTHT + HFGPAT, (3.125)
h(F) := HFGPGTFTHT. (3.126)
Deve-se determinar majorantes g,,,r € hy,r para g (F') e h (F), respectivamente, de tal forma que

f(F)=APAT + g(F)+h(F) < APAT + gr + hinr. (3.127)

Na Nota 3.6.9, demonstra-se que h (F') := HFGPGTFTHT < h,,r := eHH”T. A Nota 3.6.10
fornece o seguinte resultado g,,r := APGTGPAT + HHT. Com os majorantes g,,r € h,,r, segue que

f(F)=APA" + g(F) + h(F) < APAT + gup + hr
= f(F) < APAT + APGTGPAT + HH" + eHHT
= f(F) < APAT + APGTGPAT + (1 +¢)HHT. (3.128)

[ |
Nota 3.6.9 Para todo e, tal que el — F GPGTFT > (0, tem-se que

h(F):= HFGPGTFTHT < hyp := eHH". (3.129)

Nota-se que Tpqy (FGPGTFT) < Omaz (GPGT). Assim, escolhendo € > 0.z (GPGT), garante-
se que el — FGPGTFT > 0.

Prova Somando e subtraindo e H H”', tem-se que
h(F) = eHH" — H (eI - FGPGTFT) H”. (3.130)
Assim, para el — FGPGTFT >, chega-se a
h(F)=eHH" — H (el - FGPGTFT)H" < eHHT. (3.131)
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Nota 3.6.10 Um majorante para g (F) := APGTFTHT + HFGPA? é dado por

gmp = APGTGPAT + HHT. (3.132)

Prova De fato, somando e subtraindo HH” e APGT FTFGPAT, tem-se que

g(F) = APGTFTFGPAT + HH" — (H — APG"F") (H — APGTFT)"

APGTFTFGPAT + HHT. (3.133)

N

Nota-se que, como FTF < I, entdo

APGTFTFGPAT < APGTGPAT. (3.134)

Assim, g (F) < APGTGPAT + HHT, [ |

3.7 PARTICAO DO MAJORANTE

O objetivo desta secdo é reescrever a matriz de covariancia do sistema aumentado com a finalidade de

se obter um majorante para a variancia do erro de estimacao.

Nota-se que o resultado do lema é bem parecido com o caso clédssico, exceto por:

e Surgem expressoes modificadas para as matrizes Py p 1)k, Pro g1k © P22,441)% DO tratamento do

caso incerto.

o As matrizes S, Sz x € 53 agora dependem das expressdes modificadas de Py gy 1k> Pr2 p+1)k €

Pos 1)k
e As matrizes de covaridncia também aparecem modificadas para o caso robusto.

o O aparecimento de termos aditivos Ay 1, Ag ;. € A3 ;. decorrentes do processo de se garantir o limite

superior da covariancia.

e Os termos cruzados aparecem neste sistema pelo fato de os ruidos serem correlacionados, o que
ndo fora considerado na demonstracdo do caso cldssico. No entanto, nio é dificil perceber que
estes termos cruzados também apareceriam na demonstra¢do do caso cléssico, se tal hipdtese fosse

assumida.

Quando o modelo € conhecido precisamente, as expressdes modificadas recaem no caso classico, e o

Lema 3.7.1 torna-se igual ao lema cldssico apresentado no Lema 2.3.4.

Lema 3.7.1 Considere a matriz de covaridncia dada em (3.86) com as identificacdoes mostradas em (3.70)-
(3.77). Entdo. Py pode ser particionada como em (3.135) com as identificagdes (3.136)-(3.149).

Py Piokrie

PT

>0, (3.135)
12,k+1]k P22Jf+1\k

Peik =
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em que

Piige = ApPr1 AL + BNy B + Az, (3.136)
Py = ApPi2c®] + (ApS1uCl + BeNeiDy + A1) KiL (3.137)
Poyjiie = PuPrc®f + KpCrSop®i + 155, CF Kib

+ Ky (CuS3CL + Dy p Ny Dy + Do) K (3.138)

em que se definem os termos

N, = [ Wg”“ ij , (3.139)
Ay o= a;lkHA,ngk + a;}kHBwngmk + a;,ﬁHvangM, (3.140)
Doy = a;iHc,ng,k + O‘;}kHDw,ngw,k + a;llgHDv,k:Hgv,k’ (3.141)
Agy = @;}gHA,kHZ,k + Oé;,lkHBw,kH}gw,k + O‘;}.CHBv,k:Hgv,k? (3.142)
My = Gy (o h — CokPraa G Ga (3.143)
Piick == Prigr—1+ Progp—1MePrgpe—1, (3.144)
Piocr = Progpr—1+ Prigk—1MeProgr—1, (3.145)
Pooer = Poopp—1+ P12k|k_1MkP12,k|k—17 (3.146)
Sikx = Pk — Piocks (3.147)
Sor = Piock — Paock, (3.148)
Ssk = Sig— SS9 (3.149)

Prova Seguindo o mesmo procedimento do Lema 2.3.4 para o preditor cldssico, e utilizando os resul-
tados dos lemas anteriores, substituem-se as identificagdes (3.70)-(3.77) na matriz de covariancia (3.86),

adotando-se a particao (3.135). [ |

3.8 MAJORANTE DA COVARIANCIA DO ERRO DE ESTIMAGAO

O objetivo desta secdo € encontrar um limite superior para a covaridncia do erro de estimacao a partir
do limite superior da covariancia do sistema aumentado. A diferenga para o caso cldssico é que neste
busca-se a covariincia do erro propriamente dita a partir da covariincia do sistema aumentado. No caso

robusto, trabalha-se com seu limite superior.

Neste contexto, o Lema 3.8.1 fornece um majorante para a covariancia do erro de estimag@do a partir
de um majorante da covariancia do sistema aumentado. Utilizando a particdo do sistema aumentado no
resultado do Lema 3.8.1, mostra-se diretamente que o limite superior da covariancia do erro de estimacao

¢ dado, tal qual no caso cléssico, por
B T
Piiae = Pk — Progrie — Prioggan + P2 ke (3.150)

Nota-se que, tendo o mesmo formato do caso classico, pode-se aplicar o mesmo Lema 2.3.7 utilizado
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para o preditor usual, resultando em

Py = (Ar — KpCy) Pric (Ar — K1.Cr)" — (A — KiCy) Proc (@, — Ki.Cr)"
— (®k — KxCy) Pl o (Ax — KkCi)" + (@1, — K,C) Pzt (Pk — KiCy)"
(Buwk — K D) Wer (Buwk — KrDuw )"
(

Bug — KDy s) Ver (Bok — KxDy )"
0‘;,11@ Hay — KiHey) (Hagp — Hop)'
al_vlk (HBw,k - KkHDw,k) (HBw,k - KkHDw,k)T

)

av_}f (Hpop — KeHpog) (Hpog — KrHpog)' (3.151)

+ o+ o+ 4+ o+

com F0|—1 = Xj. Novamente, € possivel visualizar que o majorante (3.151) recae no caso cléssico, quando

nao ha incertezas no modelo.

Lema 3.8.1 Seja Py, um limite superior de ]Sk+1|k da forma
Pii1jk = Praape > 0,k (3.152)

em que Py 1), € a covariancia do estado aumentado

T

- _E _E

Popp = FE Axkﬂ {fkﬂ} Amkﬂ {fkﬂ} (3.153)

Tk — E{Zpsaw} | | Zoarpe — B {Trgapn
Considerando a defini¢do ey 1|y = Tgi1jp — aAckH‘k, entdo
T
cov (1) = E {(€k+1|k — E{eprae)) (ehsrp — B {ertan)) }
_ T
< Prapi= |1 ~I| P |1 1], (3.154)

Prova Substituindo (3.153) em (3.152),

T
1516+1|k <P =FE ] < Pryg- (3.155)

Tpp1 — B {$k+1} Tp41 — B {xk-s-l}
Trrk — E{Zpan} | | Zorae — E{ T}

O Lema 1.6.1, do anexo 1.6, permite escrever (3.155) da forma

Th1 — E{xpi} ] [ Tpy1 — E{wpy1} ]T [I] < [I _Ii|Pk|k‘ [I]
< L7l

I —I} EL| v ~ v
[ Trrak — E{Zpn} | | Zerae — B A{ s}

(3.156)
T
Como as matrizes [I -1 ] e {I -1 } sao constantes,

E{(xkﬂ — T — B {@esr — T }) (@rgr — T — B {opgr — /x\k+1|k})T}

< [[ _1] Posik [1 _.rr. (3.157)
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Sendo a covariancia do erro de estimagdo definida como

cov (ey1k) == E { (ers1 — B {ensin)) (enyrp — B {€k+1\k})T} ) (3.158)

em qUE €y 1|k i= Tpy1|k — Tht1|k- € for definido

— I
Pryapg = [I —I} Pr ik [—I] ; (3.159)

entdo cov (T4 — Tp1jk) < Py Alternativamente, utilizando o Lema 1.6.2, do anexo L6,

E { (26 — Tppo—r — E {ap — Zﬁ'\k\kfl})T (26 — Tppp—1 — E {ap — fk\kq})} < tr (Ppjp—1) - (3.160)

3.9 MINIMIZACAO DA COVARIANCIA DO ERRO DE ESTIMACAO

Esta secdo ¢ inteiramente andloga ao caso cldssico, bastando utilizar as expressdes modificadas no
lugar das expressdes cldssicas e incluir apropriadamente os termos aditivos provenientes do processo de

majoragdo. Portanto, utilizando os lemas 2.3.8 e 2.3.11, obtém-se os seguintes pontos de minimo

Ki = (ARSKCL 4+ Uy, (CuSkCT + Way) ", 3.161)
B = A+ (A — KICy) (Pm,k%;;k - I) : (3.162)
em que
Sk = Piick — Prack Pyt Ploc ks (3.163)
Uik = BusWerDiyy + BurVer Doy + Ak, (3.164)
Uag = DupWerDhp+ DupVerDly + Ao (3.165)

Mais uma vez, a notacao utilizada permite ao leitor perceber que os pardmetros do preditor robusto

recaem no algoritmo cléssico, caso ndo haja incertezas no modelo.

3.10 BUSCANDO SIMPLIFICACOES

Até este ponto, ja sdo conhecidas as expressdes dos paradmetros do preditor que minimizam o limite
superior escolhido para a covariancia do erro de estimacao. Substituindo os pardmetros do preditor (3.161)-

(3.162) nos blocos de P 1), e utilizando os resultados dos lemas 2.3.13 e 2.3.14, mostra-se que

—1 T
Pro e = P1T27k+1|k =Pyoriip = (ASKCL + U1 k) (CuSkCE + Way)  (ApSkCY + Ty )
+  ApPioci Py Phe AL (3.166)

Por meio dos mesmos argumentos adotados para o estimador classico, conclui-se que 3.166 é vilida

para qualquer k£ > 0. Pode-se demonstrar, a partir de (3.166), a seguinte simplificacéo

_ _ _ _ -1
Sk = Pepjp—1 = Prj—1 + Prp—1Go (a;}g—’ - Gw,kpk|k—1G£k) GokPrik—1- (3.167)

50



De fato, a matriz de covariincia do erro de estimagdo também possui sua expressao modificada para
lidar com o sistema incerteza. Mais uma vez, € imediato notar que esta expressao recae no caso cldssico

para modelos sem incertezas.

A condi¢do inicial sobre oy i, apresentada em (3.89), também pode ser simplificada, de forma que

O‘;}cI - Gw,k?k\k—lG;{,k > 0. (3.168)

3.11 REESCREVENDO AS EXPRESSOES

A partir das simplificacOes obtidas na secdo 3.10, é possivel obter expressdes mais simples para os

parametros do preditor, tais quais

_ _ —1
®f = Ag+ (A — KyCp) Pyt G, (a;}g - Gx,kpkm_lGQk) Gk, (3.169)

% —= — -1
Ki = (APepp1Ck + BiNexDji + A1 k) (CkPepjp—1CF + DiNexDi + Do) (3.170)

A recursdo da Riccati também pode ser simplificada. Substituindo ®7,
Prop = (Ak — KjC) Popgps (A — KjCr)" + (Bug — K Duwge) Wege (Buk — KiDuw )"
+  (Bok — KiDyg) Ve (Bug — KiDui)" + gy (Hag — KiHow) (Hag — KjHew)"
+ a;,lk (HBwa - K;;HDw,k’) (HBw,k - K]:HDw,k)T
+ oy (Huk — KiHpo) (Hpok — KiHpur)' - (3.171)

Substituindo a expressdo de K em ?kﬂ‘ k>

Prie = ArPepp—1At + BeNex Bl + Asy
— — 1, = T
— (APep—1CL + A1k) (CePejp—1Cr + DiNepDE + Do) (AkPejpp—1CF + A1)

(3.172)
Portanto, o preditor é dado por

Triilk = PrTup—1 + Ki (ur — CrTrjp-1) - (3.173)

De outro modo, substituindo (3.169) em (3.173),
Tr1lk = AepTrp—1 + Ki (uk — CopZrp—1) - (3.174)

em que

Ak = A+ APy GT, <a;}gl _ Gmﬁk‘k,lGik) G (3.175)
Cok = Ch+CiPrypGL, (a;}kI — Gk PrpGT k) TG (3.176)

Novamente, nota-se que o preditor cldssico é um caso particular do preditor robusto para sistemas sem

incertezas. O preditor robusto € apresentado na Tabela 3.3.
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Tabela 3.3: Preditor Linear Robusto.

Passo 0 (Condigdes iniciais): Zo—; = Zg € ?0‘_1 = Xp.

Passo 1: Obter escalares o g, vy i € iy 1 que satisfagam
a;}kf — Gw’kaGg,k > 0,

Oé;’]lgl — GU7kaG£k > 0,

a;}gl - Gx,k?k‘kfng’k > 0.

A seguir, definir
—1 T 1 T -1 T
A =a,  HapHe, + oy HewrHp,  + o,  Hpo e, 1,
) T -1 T 1 T
Do = o HowHe y + o Hpw e Hpy, 4 0,  Hpo i Hp,, 1,
_ T -1 T 1 T
Agp=a,  HapHy , + o, HpwrHpg,  + o,  HpopHp, .

Passo 2: Calcular as correcdes, devido a presenca das incertezas

P pje—1 = Prjp—1 + Prp—1GL (Oé;}ff - Gx,kpldk—lGik) - Ga e Prji—1,
Wep = Wi+ WG, (aght - GMW,{;GQ,C)A G Wi,

Ver = Vi + VkaT,k (a;if - GquVkGZ:k)_l Go i Vi

Passo 3: Definir matrizes aumentadas
Bk = [ Bw,k Bv,k i| y Dk = |: Dw,k Dv,k ] s UC,k = dzag {Wc,k7 VvC,k} .

Passo 4: Calcular os parametros do preditor
= = -1
Kiy = (AkPepp—1CL + BrUcp D + A1) (CiPejp—1C + DipUck DY + Nog)
— _ -1
Dy, = Ag + (Ap — KiC) Prp1GLy, (Oé;kf — Gm,kpk|k71G£k) Gy k-

Passo 5: Atualizar {Z 15 } € {Pj1), } como
Tri1lk = PuTrp—1 + Ki (uk — CrTrjp-1)
Pk = AkPepp—1AL + BeUcp Bl + As,

— (AkPeop1 CF + Avg)

X (CkPej—1CL + DipUck DE + AQ,k)_l

X (AkP g1 CF + Arg) "
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4 ESTIMADORES ROBUSTOS NAO-LINEARES

“Depois da meia-noite, a gente vira abobora. Fica s6
falando abobrinha...” Jodo Y. Ishihara (13/03/2008),
na véspera do deadline do Conference on Decision
and Control 2008. Neste capitulo, serd apresentado
o estimador robusto de Kalman para modelos ndo-

lineares sujeitos a incertezas.

4.1 ESTIMACAO NAO-LINEAR ROBUSTA

Assim como a estimacdo linear robusta, a estimag@o nfo-linear robusta tem sido pesquisada pela co-
munidade cientifica desde o inicio da década de 70. Bem como no caso linear, os estimadores ndo-lineares
também possuem seu desempenho associado a precisdo dos valores do modelo. Em aplicagdes reais, por
exemplo, é comum encontrar sistemas em que as propriedades estatisticas dos ruidos ndo sdo conhecidas

com certeza. Neste sentido, surgiu a chamada Estimagdo Néao-Linear Robusta.

Analogamente ao caso linear, varias abordagens tém sido empregadas para a estimagdo nao-linear ro-
busta. Em [112], utiliza-se a abordagem de 1QCs para o desenvolvimento de um estimador robusto com
custo garantido. Estimadores robustos foram recentemente propostos em [113] para sistemas incertos
representados no formato de Nonlinear Fractional Transformation (NFT), que € uma extensdo da repre-
sentacdo classica LFT. A partir de uma formulacdo de LMIs, os autores desenvolveram o problema para
filtros Ha, Hoo € Ha/Hoo-

Diversas aplicacdes tém surgido para estimadores ndo-lineares robustos. Apenas para citar algumas
aplicacdes, em [114] estuda-se o REKF para a estimagéo da posicao de dispositivos moveis, notadamente

I ¢ sinais sem linha de visada. O estudo

por causa de nao-linearidades elevadas advindas ao multipercurso
de alinhamento em voo utilizando REKF € realizado em [115]. Outro projeto robusto de um FKE para
tempo discreto é desenvolvido por meio da aplicacdo de métodos de projetos lineares robustos baseados
na minimizag¢do Hso[116]. Também foram propostos REKFs para a estimag@o de pardmetros e estados
de uma aeronave [117], sistema inercial de navegacdo do tipo strapdown (SDINS) [118] e estimacdo de
altitude de um usudrio mével para predicao de célula com o objetivo de melhorar a confiabilidade e a efi-
ciéncia da banda de um sistema mével de telecomunicagdes [119]. A estimacdo de estados de um sistema
incerto e integrado de navegacdo INS/GPS baseada em estimacao robusta € proposta em [120]. Uma for-
mulacdo do REKF baseada em Singular Value Decomposition (SVD) da matriz de covaridncia/informacao
é apresentada em [117] com o objetivo de aumentar a estabilidade numérica e a eficiéncia computacional

do FKE. Todavia, o projeto nio considera incertezas no sistema.

"Em telecomunicacdes méveis, multipercurso, ou multipath, é o fendmeno de propagacio em que sinais de rddio chegam até
a antena receptora por dois ou mais caminhos.
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4.2 OBJETIVOS

O estimador estudado nesta se¢do € uma extensio do filtro robusto apresentado em [64]. De fato,
o filtro em [64] € uma versdo para tempo discreto do filtro em tempo continuo desenvolvido em [121].
Considerando os sistemas de tempo continuo, foram apresentados resultados tanto para um limite superior
da covariancia do erro de estimacao [121] como para um limite inferior [122]. Motivados pelo estudo de
estimadores lineares, esta secao propde uma extensao do estimador ndo-linear robusto com custo garantido
para sistemas discretos, incluindo ruidos com média, covariancia e covaridncia cruzada incertas. Também
é feita uma generalizacdo do filtro para condi¢des de Lipschitz com média ndo-nula. Tomando por base
a estrutura do filtro de Kalman cléssico para sistemas com entradas exdgenas, supde-se que o estimador

robusto possua a seguinte estrutura

Tk = Trpp—1 + K (vk — b (Tppp—1 k) ) » 4.1

Trrie = fe @app ur) 4.2)

com condigdo inicial Zo_; = To.

Deseja-se projetar um filtro de horizonte finito que garanta limites superiores para as varidncias dos
erros a priori € a posteriori, ou seja, almeja-se encontrar uma sequéncia de matrizes positivas definidas
{Pkﬂ‘ k} e {?k‘ k} que, para todo o conjunto de incertezas permitidas, e para cada instante de tempo,

satisfagam

cov {.Tk+1 - Zv\k+1|k} < ?k+1|lm (43)

O ganho K}, é variante no tempo e deve ser determinado com a finalidade de minimizar os limites ﬁk‘k
e Pk-&-l\ 1 no sentido da norma da matriz, obtendo um filtro de minima varidncia no erro de estimag@o nos

estdgios de predicdo e correcdo.

E importante notar a relevancia deste algoritmo de custo garantido para o sistema ndo-linear, dadas
as dificuldades de se obterem informacdes satisfatdrias a respeito do desempenho dos estimadores nao-

lineares cldssicos. No caso robusto apresentado nesta dissertacdo, garante-se o desempenho do estimador.

4.3 MODELAGEM DO SISTEMA NAO-LINEAR INCERTO

Seja um sistema nao-linear em tempo discreto descrito por

Tpr1 = i (Tr,ur) + g, (4.5)

y = hi (Tg,ur) + O, (4.6)

lembrando que wy € R™ e v, € R™ sdo os sinais de ruido de processo e de medida respectivamente com
incertezas nas médias, covariancias e covarifncias cruzadas. Admitem-se fungdes ndo-lineares fi (o) :
R} — R e hy (o) : Ry — RY diferencidveis [64]. O subescrito em fj (o) € incluido para representar uma

possivel dependéncia do tempo.
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A classe de sistemas considerada aqui ¢ uma subclasse de (4.5)-(4.6) em que as fun¢des ndo-lineares
fr (o) @ ReXMu — R e hy (o) : K=" — R sdo uniformemente Lipschitz e variantes no tempo
em xy, e ug. A funcgdo fy (e) descreve a evolugio dos estados e hy, (¢) modela as observagdes realizadas a
partir dos estados. Neste ponto, impdem-se restri¢des nas fun¢des ndo-lineares com o objetivo de limité-las
de certa forma. Tais restrigdes podem ser feitas assumindo limites superiores no erro de estimacdo. De
maneira a quantificar o grau de nio-linearidade no sistema, assume-se que o sistema (4.5)-(4.6) satisfaca

os seguintes limites conicos:

lpx = E{pi}ll < [[Aa (deg — E{de s )l + [0k (dup — E{dui )], 4.7
lar = E{q}ll < [[Ack (dep — E{dep})| + 1Ak (dur — E{dui})ll, (4.8)
em que
Pr = fk (Xk; + dx7k, U +du7k:> - fk’ (xk?a ’I,Lk;) - Akdka - Bkduvk’ (49)
Q. = hyg (xk —I—de, U + dqu) — hg (xk, Uk) - de:c,k - Dkdu,k7 (4.10)

para todo xy,, d,, ;. and d,, ;, e para algumas matrizes A, 1., Ap i, Acr and Ag g As matrizes Ay, € R">*"=,
By € R=XMu (O € RwXNe e Dy, € R™*™ parametrizam o sistema nominal ndo-linear (4.5)-(4.6).
Estes limites sdo um caso de média ndo-nula dos limites apresentados em [121] e maiores detalhes e

limitagdes podem ser encontrados nesta referéncia.

Admite-se, também, que os sinais dos ruidos wy, e vy sdo correlacionados com média, covariancia e
covariancia cruzadas variantes no tempo e incertezas, mas pertencentes a conjuntos limitados e conhecidos

2. Por hipétese, estes conjuntos podem ser descritos como

Wy = (Buyk+AByi)wy + (Byg + ABy k) vk, 4.11)
v = (Dw,k + ADng) wg + (Dv,k + AD%k) V- 4.12)

Assume-se que as condicdes iniciais zg e os ruidos wi € R, v € R™ sdo ndo-correlacionados e

com propriedades estatisticas

E{[ A A ]T} = |wf o = " (4.13)
T
Wg — W w; — W Wk5kj 0 0
FE VE — Uk Vj — Uj = 0 kaskj 0 . 4.14)
o — T xTog — Xo 0 0 Xo

Em [64], utiliza-se Wy, = 0 e U, = 0 para todo k. Utilizando o modelamento de ruidos (4.11)-(4.12), o
sistema (4.5)-(4.6) pode ser escrito como

1 = i (@r,up) + (Buwg + ABy i) wy + (By g + ABy i) v, (4.15)

Y = hi (.I'k, uk) + (Dw,k + ADwyk) wg + (Dv,k + ADUJC) V. (4.16)

Assume-se que as matrizes nominais By, i, By i, Dy, i € D, i 30 conhecidas e variantes no tempo. As

matrizes ABy, i, ABy i, AD,, ;, € AD, j representam as incertezas associadas e assume-se que possuam

2Consultar a secdo 3.3.1 para maiores detalhes sobre o espaco das médias e das covariéncias incertas dos ruidos.
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a seguinte estrutura

AByr AByp
ADch ADUJc

Guk 0

)

0 Gy k

)

Fy, , (4.17)

| Hwkr Hpuk
Hpyr Hpyk

em que Iy, = diag{Fyk, Fyr}. Asmatrizes Hpy i, Hpo ks Hpwks Hpo ks Gk € Gy i também sao
conhecidas e com dimensodes apropriadas. Novamente, esta estrutura permite utilizar n,, # n,. As matrizes
Fy € RMFwkXsrwk ¢ [ 4 € RMFvkX5Fvk s30 desconhecidas e limitadas, i.e., Vk € [0, V]

FowFur <I, I Fp <. (4.18)

w

4.4 MATRIZES DE COVARIANCIA NAO-LINEARES

Nesta subsecdo, busca-se encontrar as formulacdes das matrizes de covariancia a priori e a posteriori.
O primeiro passo consiste em obter a evolugdo temporal dos erros de predicio e corregdo. Considere o
sistema (4.5)-(4.6) e o filtro dado por (3.1)-(3.2). Se forem definidos os erros

Crktllk = Thtl — Thyllk (4.19)

Coklk = Tk — Tk (4.20)

entdo, podem-se obter erros de estimac¢do normalizados como sendo

ot — E{ewprnt = A (eopn — E{ewnnt) + (enrrm — E{enrun})
+ (Bw,k + ABw’k) (wr, — W) + (Bv,k + AB@,k) (v — k), “4.21)
expl — E{esrn} = —Ki(ennpp—1 — E{ennpp-1}) I — KiCr) (expi—1 — E{€xpk—1})
— Ky (D + ADy ) (Wi, — W) — Ki (Dy g + ADy 1) (v — Tg)
4.22)
em que se definiram também
enfil = Jr(@rur) — fi (Tppe ur) — Ak (25 — Tgpr,) — Brug, (4.23)
Cnnplk—1 = P (g, ur) = by (Tpp—1, ur) — Ck (¥% — Tppp—1) — Dy (4.24)

Estes resultados podem ser demonstrados a partir das proprias definicdes das varidveis. O erro (4.23)
baseia-se na idéia de que a diferenga fi (g, ug) — fr (EEM ks uk) possa ser escrita como uma funcdo de
Tky1 — Thi1|k € Uk, €.g., por meio de uma representacio em série de Taylor. Considerando o primeiro
termo da sequéncia que depende de Ty 11 — Tj,41i, € ug, entdo o erro (4.23) ird depender apenas dos termos
de ordem mais alta. Neste sentido, se Ty 11 — Zj4 1) for pequeno, espera-se que o erro (4.23) seja menor
ainda. O mesmo raciocinio pode ser aplicado para a diferenca hy, (g, ur) — hi (£k| k—1, Uk).-

Nota 4.4.1 Em [64], é assumido que E {ex7k+1|k} =F {ex7k|k} =0. |

Os erros €, 7 x|k © €5 x|k S@0 correlacionados entre si e ndo-correlacionados com wy, e vg. Utilizando a

defini¢do de erro mostrada em (4.23), as propriedades (4.13)-(4.14) e a defini¢do de covariancia, a matriz
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de covariancia a priori € dada por

P P AT
Pryie = [ Ay I ] @kl @nfklk k
Porarie  Pufrik I
+ (Bwjf + ABw,k) Wk (Bw7k + ABwJ{:)T —+ (Bv,k + ABU,k) Vk’ (Bv,k + AB’UJC)T ’
(4.25)
em que
Prpyie = cov{epprin) (4.26)
Pka = Cov {eLk‘k} y (4.27)
Pynfke = cov {ex,k\lm 6nf,k|k} ) (4.28)
Porse = cov{enspr}- (4.29)

Utilizando argumentos andlogos, a covariancia a posteriori ¢ dada por

P, P 3
Py = I — KyCy, Kk} z,k|k—1 x.nhklk—1 .]T

Pohakik—1  Panjk—1
+ (Dyg + ADy ) Wi, (D + ADyi)" + (Do s + ADy i) Vi (Dy i + AD, )",

(4.30)

em que
Pynhklk—1 = €0U{€sklk—1,Cnhklk—1] » (4.31)
Popglk—1 = cov {enh,k\k—l} ; (4.32)

4.5 MAJORANTES PARA AS COVARIANCIAS DAS FUNCOES NAO-LINEARES

As matrizes de covariancia (4.25) e (4.30) dependem de fun¢des nao-lineares fx (o) e iy (o). O objetivo
desta subsecdo € encontrar limites superiores para estas matrizes ndo-lineares de covariancia. O Lema 4.5.1

fornece os majorantes procurados.

Teorema 4.5.1 Para todo oy, > 0 e apy > 0, os limites superiores para as sequéncias (4.25) e (4.30)

sdo dados por

B _ [ a4 ] Py gk 0 Al
K1)k 0 Prun I
+ (Buk + Haw i FukCGuwx) Wi (Buwk + Hpw ik FuxGuwr)"
+ (Bog + HpoxForGu) Vi (Bog + Hpy k Fo kGoi) " (4.33)
_ P. _ 0
Py = [ 1-FCy K || TR )"
0 Pao k-1

+  (Dwk + HpwrFurkGuwr) Wi (Duw s + Hpw p Fu kGuwr)”
(Dyk + Hpy e Fy kGos) Vi (Do i + Hpy s Fy kGor)” (4.34)
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em que

Pk = (I+agk) Py, (4.35)
Pogpie = (1 + O;}g) tr { Dok Prp AL, (4.36)
Pigp—1 = (14 ank) Prp-1, 4.37)
Pogpli—1 1= (1 + aik) tr (A Prp—1AL,) 1. (4.38)

Prova Usando o resultado do Lema 4.5.2 e fazendo as identificacdes apropriadas, é correto afirmar que

0 < Prrk—1  Prnhklk-1 < (1 + ank) P g1 0
| Pangkik-1 Pankp-1 | 0 (1 + ﬁ) tr (Papgje—1) 1
(4.39)
€
14+ari) P, 0
0< Perk  Pengilk < ( 1) P ki X (4.40)
Pkl Poprl 0 (1 + m) tr (Pagaie) 1

Entretanto, os majorantes (4.39) e (4.40) ainda dependem das matrizes de covaridncia ndo-lineares
Py kik and Py, p—1- A fim de solucionar este problema, deve-se encontrar limites superiores para estas

matrizes. Utilizando as defini¢Ges de erros (4.23)-(4.24) e as hipdteses (4.7)-(4.8), conclui-se que

lennip—1— E{ennpp—1}] < ||Ack (expp—1 — E {ezpp—1})] (4.41)
lensun = E{ensumtll < N1 Bak (exmm — E {eapn}) |- (4.42)

Por meio do Lema 1.6.3 e das definicdes apresentadas em (4.27), (4.26), (4.29) e (4.32), € possivel

observar que

tr (Popgjk—1) < tr (Ac,kpz,k\k—lAZk) ; (4.43)
tr (Pugin) < tr (BakPraniplan) - (4.44)

A expressdo (4.33) € obtida por meio da substituicdo de (4.43) em (4.39) e substituindo o resultado
em (4.30). Procedimento andlogo € valido para (4.34). Utilizando o Lema 3.2 de [90], conclui-se que

Py ik < Prgajk € P e < P L
Py Pia v x x x
Lema 4.5.2 Se P = > 0, em que P;1 € RP*P, Py € RP*9 Py € RI*P ¢ Pyy € RI%Y,
P P 1
21 2
entdo, para todo (3 > 0,
1+p0)P 0
o< [P Pi2f (1+58) P X . (4.45)
Py1 Poo 0 (1 + 3) tr (P22) Iq
Py P
Prova Como P = 1 12 > 0, hd matrizes C' e D, tais que
Py Po
T T
P P2 _ C [CT DT} _ ccs CD . (4.46)
Py1 Py D DCcT DDT
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Assim, para quaisquer vetores x e y, é correto afirmar que
Pz + Pray

x
o ]
Yy Por1x + Pasy

= o' Pyx+ 2T Pay + y" Pz + y' Pasy
= 2T'cCTe+2TCDTy+yT"'DCTx +yT"DDTy. (4.47)

Pi1 Py
Py1 Py

0< [xT yT}

Um resultado conhecido na literatura € de que “produtos cruzados” sdo majorados por termos “quadra-

dos perfeitos”, ou seja, zy” + yz! < pral + %ny para todo 8 > 0. Assim,

P P 1
[xT yT} Tz < 27Tz + p*ctcCcx + 7yTDDTy +yT" DDy
Py1 Py |y B
1
= (1+p%)2"cCTz+ (1 + 62> y' DDy
1
= (1 + 52) LUTPHCC + <1 + 62) yTPQQy
1+ 3?) P 0
— [xT yT} ( ) P X T (4.48)
0 (1 + @) Py Y
Dado que a desigualdade
Py P |z (1+ %) Py 0 x
Ead <[« 7] X (4.49)
Py1 Pyl |y 0 (1 + @) Pyl |y
vale para quaisquer vetores x € ¥, segue que
Pi1 Pra (1+5%) Pu 0 (4.50)
Py Poo| 0 (1 + ﬁ%> Pyl .
Sendo 0 < Py < tr (Pa2) I, tem-se que, para todo 5 # 0, a desigualdade (4.45) é vilida. [ |

4.6 MAJORANTES PARA OS RUIDOS COM PROPRIEDADES INCERTAS

O préximo passo consiste em encontrar limites superiores para as matrizes de covariancia (4.33)-(4.34).
A motivagdo de incluir ruidos com propriedades estatisticas incertas surgiu a partir do estudo realizado
para sistemas lineares apresentado neste capitulo. Assim, considerando as incertezas de norma limitada
descritas em (4.17)-(4.18), pode-se utilizar o Lema 2 de [111] e o Lema 3.2 de [90] para se obter os

seguintes majorantes:

= Py gk 0 Al
P - [ A T ] : F U, 451
k+1|k k 0 Praxie 7 Bk (4.51)
_ P, _ 0
Py = [ I - KiC, K ] LAl (o] + Upy, (4.52)
0 Paa k-1
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em que se define

Upr = Bw,ch,kaﬂ,k + Bv,ch,kBZ:k +AB ks (4.53)
Upr = DupWerDL o+ DupVer DLy + Ap, (4.54)
We = Wi+ WiGL, (a;}kf - Gw,kang) T GusWi, (4.55)

Vop = Vi+ ViGT, (a;’}g — Gy ViGT k)_l GV, (4.56)
Apr = ayyHpwrHpy, +ay  HporHp, ., (4.57)
Api = ayyHpwkHpyy+ oy HpokHb, ks (4.58)

de tal forma que os pardmetros escalares devam ser escolhidos para satisfazer

Qpr > 0, 4.59)
ayhd — GupWiGlL > 0, (4.60)
ag I — GGl > 0. 4.61)

4.7 MINIMIZAGAO DOS MAJORANTES E OBTENGAO DO FILTRO

Até este ponto, o filtro depende de cinco parametros, sendo quatro escalares e o ganho do filtro. O
limite superior (4.51) é minimizado, calculando-se a primeira derivada parcial de ﬁkﬂ‘ i emrelagdo a oy g
e igualando o resultado a zero, i.e., obt€ém-se o valor 6timo de oy, = a?p ,i, tal que

1
= 2
tr {Aavk‘PMkAg‘,k}
ay,=1n —
7k x
! tr {Ak:PkUcAg}

(4.62)

O lema 4.7.1 mostra a obtencdo deste minimo para uma expressao genérica. A fim de se alcangar o

resultado 4.62, basta fazer as identificacdes necessdrias e lembrar que tr { I, } = n,.

Lema 4.7.1 O minimo de
1
P=(14a)V;+ <1+ a) tr{WUs} Us + Uy (4.63)

em relagdo a o, para tr {¥s} W3 > 0, ocorre em

. (tr{Us)tr {0} 2
leY —< I {07} ) . (4.64)

Prova Calculando a derivada de P em relacdo a o, tem-se que

0 1
—P =V, — —tr{Us} ;. 4.65
90 1= 3 r{Wa} U3 (4.65)
Igualando a derivada a zero,
1
Uy = —tr {Us} Us = o’V = tr {Us} V. (4.66)
o
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Lembrando que o trago de um escalar € o préprio escalar, tem-se que aplicando o operador de trago nos

dois lados,

tr {1} a? = tr {Us}tr {To} = a* = (tr {ffigﬁwz}> : (4.67)

Para se verificar que o € um ponto de minimo, parte-se da derivada de (4.66) para mostrar

9? 1

A covariancia (4.52) depende de ap, , € K. Por hipétese, adotar-se-d oy, ;, > 0, independente de K.
Portanto, a escolha do pardmetro vy, j, deve ser sintonizada para cada aplicag¢do especifica e vai depender do
modelo ndo-linear, bem como do tipo de comportamento exigido para o sistema. A partir desta premissa,
calcula-se a derivada parcial de primeira ordem de (4.52) em relagdo a K}, igualando-a a zero, de maneira

o) t .
a se obter o valor 6timo K, = K", ou seja,

K™ = (1+ ang) Pry1CF R, (4.69)

A derivada parcial de segunda ordem indica que K Zp " minimiza (4.52). O lema 4.7.2 mostra, por meio

de expressdes genéricas, como se chegar a este resultado.

Lema 4.7.2 O minimo de
Pyr=(I~-KC)P(I-KC)" + KUK (4.70)

em relagdo a K ocorre, para\V > 0e P > 0, em
Kot = pcT (v 4+ cPCT) . “.71)

Prova Expandindo a expressdo para Py, chega-se a

Pyx =P —KCP—PC"K" + K (CPC" + V) K. 4.72)

Derivando o primeiro termo de Py;, em relagdo a K,

o
=0 4.73)

A diferenciag@o do segundo e terceiro termos fornece

a% (KCP+ PCTKT) =2PCT. (4.74)

Derivando o dltimo termo, tem-se que

0

o (K (cPCT +9) KT) = 2K (CPCT + ). 4.75)
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Portanto,

d
o5 itk = —2PCT 4+ 2K (CPCT + W) .

Igualando a derivada com zero
K (cpc” + ) = PCT.
Supondo que a inversa existe,
K7 = PCT (W +CcPCT) !
Para se verificar se K é um ponto de minimo, parte-se da derivada de (4.76)

2

afKPkk =2(CPCT+V) >0

Desta forma, a equacgéo de Riccati pode ser escrita como

Py = (1+ ang) (I - K,ﬁptck) Pyji—1-

Substituindo a expressdo de K" " em (4.80), obtém-se

Prip = (1+ ang) Pt — (14 anp)® P 1CF Ry ' CrPryi—1.-

apresentado em [64] que, por sua vez, recaem no FKE para sistemas tradicionais.

O algoritmo proposto para o RFKE é apresentado na Tabela 4.1.
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(4.76)

@4.77)

(4.78)

4.79)

(4.80)

(4.81)

Nota 4.7.3 Considerando o modelo sem entradas exdgenas e com ruidos de média nula e propriedades

estatisticas conhecidas, os pardmetros do filtro proposto, bem como a equacdo de Riccati, recaem no filtro



Tabela 4.1: Algoritmo do Filtro Ndo-Linear Robusto.

Passo 0 (Condigdes iniciais): Zo—; = Zg € FO\—l = Xp.

Passo 1: Obter parametros escalares que satisfacam
Qp > 0,

ay il — GuiWiGL >0,

ay il — GupViGyg > 0.

e, em seguida, calcular
App=a  HpweHE  +a LHp, HE
Bk = Gkt Bw,ktl By K v,k Bv,ki1 By ks
_ -1 T -1 T
Apr = aw,kHDwkaDw,k + av,kHDUJfHDv,k’

Passo 2: Calcular as correcdes, devido a presenca das incertezas
-1
Wc,k =Wi+ Wng,k (a;}kl — kaWk’Gak) Gw,ka,
-1
‘/c,k =Vi + VkGZ:k (a;il — GU7kaG£k) kaVk.

Passo 3: Corregao do filtro

K = (1+ ang) Prp1CF R,

Tk = D1 + K7 (e — b (Bgp—oun))

Prp = (14 ang) Prg—1 — (1 + ang)’ Prp—1CF Ry CrPyp,

em que
Rk = <1 + ﬁ) tr {Ac,k?km—lAgk} I + (1 + Oéth) Ckfm_leT
+ Dw,ch,kDE,k + Dv,ch,vaT,k +Ap.

Passo 4: Predicao do filtro
Tk = Sr (Tup uk)

P = (1+a) APyual + (1 ¥ a;) i { DusPudT, )

+Bw,ch,kBZ;7k + Bv,ch,kaT,k + Ap,

1
opt (n tT{Aa,kPk'UcAZ:k}) 2

em que aka - z “"{Ak?k\kAZ}
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5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Nesta secao serdo apresentados os critérios adotados para se avaliar o desempenho dos estimadores. Em
seguida, hd uma simulagc@o com o objetivo de se visualizar a influéncia do pardmetro escalar do estimador

na resposta do modelo. Por fim, apresentam-se os resultados numéricos do algoritmos propostos.

5.1 INDICADORES DE DESEMPENHO

Uma das métricas desejadas para se quantificar o desempenho do estimador seria a varidncia exata do
erro de estimagdo. Contudo, como este indice € dificil de se calcular a partir da resposta do modelo, a
variancia real do erro de estimacdo foi aproximada por meio da ensemble-average utilizada em trabalhos,

tais como [70] e [68]. A ensemble-average, para sistemas com média ndo-nula, pode ser definida como

var{e;p} =~ 1i(e(j)—E{e(.j)}>2 (5.1
i, N < ik ik ) .
E{)} ~ %}:%@ (5.2)

=

[y

em que e% ¢ a i-ésima componente do vetor do erro de estimagdo e,(g ) do experimento j definido como

) ._ .0 _ =)
ek P XY (5.3)

Uma outra maneira de se visualizar o desempenho do estimador é por meio da elipse de covariancia. De
acordo com [123], a elipse de covariancia é uma maneira conveniente de se visualizar o tamanho relativo

da matriz de covariancia. Outros detalhes sobre elipses de covaridncia sdo apresentados no anexo 1.4.

5.2 INFLUENCIA DO PARAMETRO ESCALAR

Uma das questdes em aberto para a execugdo do estimador € justamente a escolha dos pardmetros esca-
lares. De fato, durante o desenvolvimento do algoritmo, somente sdo impostas condi¢des de desigualdades
e ndo foi encontrada na literatura uma expressao fechada para a escolha de tais pardmetros. No entanto, em

[71], o parametro escalar foi incluido na minimizag¢do nimerica obtida a partir de uma formulacdo LMI.

A partir desta motivacdo, deseja-se verificar a influéncia do parAmetro escalar - obtido a partir da
incerteza na matriz de transicdo de estados - na variancia aproximada do erro de estimagdo. Utilizando o

exemplo apresentado em [110], cujo modelo é mostrado a seguir,

0 —0.5 N — N 0 0 (5.4)
x = x w Vks i
hl 1 140.301 1+ 0.26;, 140005, 0 | "
ye = {—Mm 10+am&$}xw+®i+&m%ﬁu%+{01+om%k 1}%W5$
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Figura 5.1: Influéncia do pardmetro escalar sobre a varidncia do erro de estimagdo do estado 1.
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Figura 5.2: Influéncia do pardmetro escalar sobre a varidncia do erro de estimagdo do estado 2.

obtiveram-se os grificos mostrados nas Figuras 5.1 e 5.2.

No eixo das abcissas, tem-se a distancia do inverso do pardmetro escalar em relacdo ao seu limite
inferior dado pela desigualdade. No eixo das ordenadas, apresenta-se a varidncia do erro de estimacao
para cada parametro adotado. Analisaram-se ambos os estados do sistema. Os resultados mostram que
quanto mais perto do limite inferior estiver o inverso do pardmetro escalar, menor serd a variancia do erro
de estimagao - o que € um resultado desejavel. Por outro lado, quanto menor esta distancia, mais dificil de

se obter as matrizes inversas do algoritmo, ocasionando erros numéricos para este calculo.

5.3 ESTIMACAO LINEAR

Nesta sec@o, compara-se o desempenho do preditor proposto neste trabalho com o preditor em [82].

Uma vez que o preditor em [82] fora desenvolvido para sistemas com ruidos ndo-correlacionados e restritos
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a dim wy, = dim vy, o seguinte modelo serd adotado

0 —0.5
T+l = T+

146, 14030,

—6
W,
1+0.10y
Y = |: —100 + 55w,k 10 + 1559{:,1@ } T + 100(51,,]&119,
em que d,, j, varia uniformemente a cada passo no intervalo unitdrio paran = x, w, v. Adotar-se-4, também,

wy, = 0.1, v = 0.9, Wy, = 0.1 e V; = 2 com condigdes iniciais o = [2 l]T e Xo = 0.11. As matrizes
associadas as incertezas sdo dadas por

0 0 0
H = ,Hw: 7Hv: )
[10] [10] H

Hop =50, Hpywyr =0, Hpy,p = 100,

)

Gu =] 01 003 |, Gug =001, Gy = 1. (5.6)

Os parametros escalares a;i, a;lk and a;i sdo calculados a cada passo da seguinte forma

app = Omar {GonPrr-1Grp} + e, (5.7)
Al = Omaz {GuiWiGl i} + €w, (5.8)
oz;llg = Omaz {GU,kaGak}—i—ev, (5.9

em que O,z {®} indica o valor singular maximo de uma matriz. Neste exemplo, observando o resultado

da secdo 5.2, escolheram-se €, = €,, = €, = 0.1 para ambos os preditores.

Os valores médios das estimativas e das matrizes de covariancia, obtidos ao longo de 500 experimentos
para k = 500, foram

R 0.14 - 14 23
E{‘rnew\SOO} = [ 159 ] 7E{Pnew‘500} = [ _923 76 ] )

~ 0.72 _ 322 —698
E{Zgs00} = [ 981 E{ P00} = [ —698 2181 ] .

As matrizes de covaridncia obtidas de ambos preditores sdo mostradas na Figura 5.3. Observa-se
que a drea da elipse relativa ao preditor desta dissertacdo é razoavelmente menor que a elipse resultante do
preditor de [82]. Utilizando a ensemble-average, a Figura 5.4 apresenta a evolucao da variancia aproximada
para o estado 2. A Figura 5.4 mostra que o preditor deste trabalho fornece um projeto menos conservador,
com um menor limite superior e varidncia do erro de estimag@o. Na Figura 5.5 apresenta-se a média do
estado real e suas estimativas ao longo de 500 experimentos. E perceptivel que o preditor proposto aqui

resulta em um menor erro médio de estimacdo também.

5.4 ESTIMACAO NAO-LINEAR

As simulag¢des do desempenho do REKF serdo realizadas, considerando a aplicacdo de um demodu-

lador. Este € um caso em que, tipicamente, utiliza-se o FKE para demodular um sinal, especialmente
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sinais com modulagdo FM [64]. Entretanto, nas préximas simula¢des, propde-se estimar tanto a frequén-
cia quanto a amplitude do sinal. Conforme observado em [116], demoduladores geralmente sio modelados
de tal forma que as ndo-linearidades do sinal estejam presentes somente na equacao de saida. No tltimo
exemplo numérico, verificou-se o desempenho do REFK com nao-linearidades na equagdo de dindmica
presentes devido a variacdo ndo-linear da frequéncia ao longo do tempo. Os demoduladores estdo sujeitos
a ruidos, perturbagdes, atrasos e correlacdo entre os ruidos [124]. As proximas simulagdes contemplam as
caracteristicas citadas, exceto pelo atraso no tempo. Um modelo andlogo, em que o autor estima a frequén-
cia e o deslocamento de fase, é apresentado em [125]. Uma referéncia completa sobre estimacao aplicada

a problema de demodulacio pode ser encontrada em [124].

5.4.1 Demodulador sem Disturbio de Fase

Considere o seguinte modelo de demodulador em que hé correlagdo entre os ruidos de processo e de

medida

1 0 0.16
Tyl = [ ] T + [ Wk

e, 5.10
0 1 0.00016,, g 10

v,k 5v,k
Wk +
Sus  0.0001 + 6,

k
ye = 14008 (277902,,650) +(0.01 + 0.18,, 1) wi + [ 0.1+ 0,5 0.1+ 8y } ve, (5.11)

em que as varidveis d,, ;. € d,  sdo desconhecidas e variam uniformemente dentro do circulo unitdrio. As
componentes do vetor de estado sdo, respectivamente, a amplitude do sinal 1 j e sua frequéncia xg j.
Neste sentido, a estimacdo de estado do modelo (5.10)-(5.11) € equivalente a estimacgdo da amplitude e da

frequéncia de um sinal.

Os ruidos possuem média nula, ou seja, Wy, = 0 e Ty, = [0 O]T. As variancias dos ruidos s3o unitdrias
da forma Wy, = 1 e V;, = diag {1,1} com condicdes iniciais Zop = [2 0.2]" e Xy = 0.1]. As matrizes

associadas as incertezas foram escolhidas da forma

P S P S
Bwk =1 09.0001 |" %"~ | 0.0001 |’

Hpyr =0.1, Hpyy = 0.1,
Gup =1, Gor=| 1 1]. (5.12)

Assim, para o projeto do filtro, admite-se que a jacobiana de f, (x)) seja conhecida com exatiddo e que
a jacobiana de hy (xy) possua uma incerteza associada. Matematicamente, este pensamento expressa-se

como

0 0

0 0 7Ac,k:[1 1}. (5.13)

Aa,k = [

Escolhendo ¢,, = 0.1 e €, = diag {0.1, 0.1}, os parAmetros escalares foram escolhidos da forma

ack = 1, (5.14)
e = Tmaz { GugWiGp i} + €w, (5.15)
agr = Omaz {GorVaGis) + €. (5.16)
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Figura 5.6: Exemplo de sinal de saida para o demodulador.

A Figura 5.6 ilustra a saida deste sistema para uma duracdo de 500 iteracdes. Nota-se que se trata de

uma curva do tipo sendide com amplitude constante, sem deslocamento de fase e sujeita a ruidos.

O valor esperado das estimativas e das matrizes de covariancia, obtidos ao longo de 500 experimentos
e para k = 500, foram obtidos utilizando o filtro robusto proposto e o filtro classico. Os resultados sdo
mostrados nas Figuras 5.7 e 5.8.

Na Figura 5.7, observa-se que o filtro desta dissertagdo também resultou em um menor erro de esti-
magcdo. Para a estimacdo da amplitude, o filtro tradicional convergiu para um valor diferente do valor do
sistema, enquanto o filtro robusto apresentou um resultado mais préximo do valor esperado. Para a estima-
¢do da frequéncia, nota-se que o filtro robusto convergiu para o valor correto, enquanto o filtro de Kalman

apresenta um comportamento aparentemente divergente.

Na Figura 5.8, observa-se que ambos os filtros apresentam uma variancia semelhante. Entretanto, a
variancia real aproximada do filtro cldssico estd acima do valor fornecido por sua matriz de covariancia,
enquanto o resultado do filtro robusto encontra-se sempre abaixo do seu limite superior. Tal problema com
o filtro tradicional ja é conhecido na literatura e foi apresentado em [73], por exemplo. Para a estimagdo
da frequéncia, o filtro robusto apresentou tanto uma menor varidncia quanto um limite superior menos

conservador que o filtro de Kalman classico.

5.4.2 Demodulador com Disturbio de Fase

O préximo sistema € similar ao apresentado anteriormente, exceto pelo fato de haver uma perturbacdo

desconhecida que altera a fase do modelo. Este sistema pode ser representado como

1 0 0.10 1) 1)
Tpt1 = Tk + O w4 | ok Uk, (5.17)
0 1 0.00016,,, 1 Sus 0.0001 + 6,4

k
Yp = T1)C0S (2717}271650 + 9) + (0.01 + 0.1<5w,k) wrg+ | 0.1+ 014 0pk | Uk,
(5.18)
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Figura 5.7: Média dos estados apds 500 experimentos.
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Figura 5.8: Variancia aproximada do erro de estimacdo apds 500 experimentos.
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em que 6 € uma varidvel desconhecida que varia uniformemente entre 0 e 25 graus. Os ruidos possuem
média nula, ou seja, W, = 0 e T = [0 O]T. As variancias dos ruidos sao unitdrias da forma W, = 1 e
Vi, = diag {1,1} com condi¢des iniciais Ty = [4 0.2]” e Xo = 0.17. As matrizes de incertezas foram
escolhidas de acordo com (5.12). Apesar de a perturbacdo ser desconhecida, pode-se notar seu efeito

maximo sobre a jacobiana !. Assim,

Agp = [ 8 8 ] , Aok = [ cos (257%;)  0.4cos (251%5) ] : (5.19)

Os resultados obtidos sdo apresentados nas Figuras 5.9 e 5.10. Nota-se que a estimativa robusta da am-
plitude apresenta uma oscilagdo préxima do o valor correto e que o filtro de Kalman tradicional convergiu
para valores incorretos em ambos os estados. Os mesmos comentarios acerca das varidncias da subsec¢do

anterior também sdo vélidos para este exemplo.

5.4.3 Demodulador com Variacao de Frequéncia e com Disturbio de Fase

O exemplo desta subsecdo é um demodulador com um distirbio de fase maior e com frequéncia vari-
ante no tempo. A variacdo da frequéncia € uma onda quadrada com amplitude minima de 0.8 e amplitude
maxima de 1.2. Considerando que 6 seja uma varidvel desconhecida que varia uniformemente entre 0 e 25

"Para saber o efeito maximo da perturbagio, para este caso, basta calcular a jacobiana analiticamente.

472 . . '
f\ A Planta
£ 38 k =14 7 k\ 7
= ! f N .
ey TR Estimativa via REKF i
' " Estimativa via EKF
3.4 . '
0 500 1000 1500
k
0.8 . .
0E L Estimativa via REKF )
§ 0.4 Plants Estimativa via EKF s
el - — = et
0 ;
0 500 1000 1500

Figura 5.9: Média dos estados apds 1500 experimentos.
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Figura 5.10: Variancia aproximada do erro de estimagao ap6s 1500 experimentos.

graus, este sistema possui 0 seguinte comportamento

0.16 5 5
Wk 4 | R vk Uk, (5.20)
0.00018,,, 1 S 0.0001 + 5,4

1 0
Tht1 = 0 1 gk (Tg) +

k
Yk = T1kCOS (27rm2’k50 + 9) + (0.01 + 0.15w,k) wy + { 0140y 0.1+, } UV,

(5.21)

em que, sendo N o ndmero total de iteragdes do experimento. A fungio g (zj) é uma onda quadrada
para a frequéncia, de forma que g, () = xg, se sin (4#%) > (; caso contrdrio, tem-se que gi () =
(21 k 1.1x2,k]T. As propriedades estatisticas dos ruidos sdo as mesmas dos exemplos anteriores. As
condigdes iniciais sdo dadas por Ty = [1 0.2]T e Xo = 0.1]. A saida deste sistema é mostrada na Figura
5.11.

As matrizes relativas as incertezas dos ruidos também sio as mesmas escolhidas anteriormente. As

matrizes associadas as incertezas das jacobianas foram escolhidas como sendo

Ay = [ 8 (2) ] , Aug = [ 2.4 24 } . (5.22)

A escolha da matriz A, ;, reflete a incerteza de 10 por cento sobre o valor da frequéncia. Os pardmetros
escalares foram escolhidos conforme (5.14)-(5.16).

Os resultados para 500 experimentos sio apresentados nas Figuras 5.12 e 5.13. A andlise da Figura 5.12
mostra que ambos os filtros ndo convergiram para o valor correto da amplitude. Entretanto, o filtro robusto
aproximou-se mais do valor correto. Ambos os filtros também nao foram capazes de rastrear corretamente

a frequéncia, apesar de o filtro proposto apresentar um erro menor.
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Figura 5.11: Exemplo de sinal de saida para o demodulador com frequéncia variante no tempo de disttirbio

de fase de até 25 graus.
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6 CONCLUSOES

O enfoque principal desta dissertagdo foi o projeto de estimadores robustos para sistemas lineares e
ndo-lineares com incertezas limitadas em norma em seus parametros. Neste sentido, a abordagem por
meio de equacdes de Riccati foi utilizada para o projeto dos estimadores robustos, desenvolvendo-se es-
timadores com desempenho garantido. Como contribuicdes deste estudo, pode-se destacar: um projeto
menos conservador em relacdo a um preditor recentemente encontrado na literatura, permitir que os ruidos
de processo e de medi¢do possuam média e covariancia-cruzada incertas, bem como dimensdes distintas.
Também foi desenvolvido o projeto de um filtro ndo-linear para ruidos com propriedades estatisticas incer-
tas, apresentando um melhor desempenho quando comparado ao filtro de Kalman tradicional. Ainda foi
mostrada uma condi¢@o mais geral para um lema conhecido na literatura para a obtencao de limites superi-
ores de matrizes de covariancia incertas. Foi apresentada uma maneira menos comum para a obtengdo do

filtro de Kalman tradicional.

Durante a realizac@o deste estudo, os seguintes artigos foram publicados, ou aceitos para publicacio,
em congressos internacionais: [126], [110] e [127]. O seguinte artigo foi aceito para publicacdo em revista

internacional: [128]. Em se tratando de congressos nacionais, publicou-se o artigo e [129].

Trabalhos futuros podem ser realizados no sentido de se projetarem estimadores robustos para sistemas
descritores a tempo discreto. Extensdes para o caso de horizonte de tempo infinito também podem ser
desenvolvidas. No caso do preditor ndo-linear, pode-se investigar técnicas de otimiza¢do numérica para o

célculo dos parametros do estimador robusto.
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. RESULTADOS COMPLEMENTARES

Neste anexo, encontram-se conceitos e resultados

complementares para a leitura da dissertacdo.

1 LEMA DE INVERSAO DE MATRIZES

Nesta se¢do, serd apresentado o Lema de Inversdo de Matrizes, também conhecido como Identidade
de Woodbury, ou Formula de Sherman-Morrison, ou Formula de Sherman-Woodbury-Morrison. Este
lema, utilizado diversas vezes ao longo desta dissertacdo, € especialmente util em diversas dreas, tais como
controle, processamento de sinais e na prépria teoria de estimacio [103]. Uma das primeiras apresentacdes
deste lema € atribuida a William Duncan em 1944 [130], e identidades similares foram obtidas por Alston
Householder em 1953 [131]. Kailath introduziu a sua utilizacdo em problemas de estimagdo em 1960 e Ho,
em 1963, atribuiu-lhe a celebrada denominacdo de Lema de Inversdao de Matrizes. Maiores detalhes sobre
as origens, extensoes e variacdes deste lema podem ser encontradas em [132]. Este lema € particularmente
util para se reduzir o esfor¢o para se calcular a inversdo matricial [133]. A seguir, apresenta-se o Lema de

Inversdao de Matrizes.

Lema I.1.1 (Lema de Inversdo de Matrizes). Considere as matrizes A € R"*", B ¢ R™*™ (C ¢ Rm*"

e D € R™*™ em que A e D sdo matrizes simétricas e definidas positivas. Entdo, segue que

(A+BD'C)™" = AT'—AB(D+CAB)'CA4, (@L1)
(A-BD7'C)™' = AT'4+AB(D-CAB)"'CA. (12)
Prova 'Considere
E = D—-CA'B, (1.3)
F = A-BD'C, (1.4)

e que F seja invertivel. Efetuando as devidas operagdes, pode-se observar que

A B || A'+A'BEICAY —AT'BETY | | T 0 L5)
C D —~E7l0A™! E~1 o1 | '
Assume-se agora que F' seja invertivel. Apds as devidas manipulacdes algébricas, mostra-se que
A B F1 —A-'BE™! I 0
= . (1.6)
C D —-D-CcF! E-1 0 I

2

Assim, (I.5) e (I.6) sdo duas expressdes para a inversa de . Como a inversa € unica“, conclui-

se que estas duas expressdes devam ser iguais. Olhando para a matriz na posicao 1 x 1 de ambas expressdes,

'Retirada de [103].
2consultar anexo 1.2
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tem-se que

F' = A"+ A'BE'0AT!
= (A=BD'C)™" = A'4+A'B(D-CcA'B) 'cA, 17)

Prova 3Considere o sistema linear
(A+ BD7'C)z =1, (1.8)

em que A € R™ "™ é ndo singular, B € R"*P e C' € RP*™, Introduz-se uma nova expressdo Dy = Cx e

reescrevems-se as equag()es como

Ar+ By = b, 1.9)
y = D e (110)

Ti_|® (1.11)
=1l .

Nota-se que o coeficiente inicial em (I.8), A + BD~'C, é o complemento de Schur de —/ na matriz

Reescrevendo em formato matricial, tem-se que

A B
D-'C -1

aumentada em (I.11). Em alguns casos, € mais eficiente resolver o sistema com mais equagdes (I.11) do que
o sistema original (I.8). Este seria o caso, por exemplo, em que A, B, C'e D! sio relativamente esparsas,
embora a matriz A + BD~'C esteja longe de o ser. A partir de (I1.9), conclui-se que = = A~ (b — By).

Substituindo esta relacdo em (1.9), tem-se que
(D+CA'B)y=CA™ ', (1.12)
de forma que

y=(D+CA'B)"'CA™M. (L13)

Utilizando novamente que x = A~! (b — By), obtém-se

z= (A" = A7'B(D+CAT'B) CAT ), (L14)

Sendo b arbitrério, pode-se afirmar que (I.1) é valida. |

.2 MATRIZ INVERSA GENERALIZADA

Nesta se¢do, serd apresentado o conceito de matriz inversa generalizada. Este j4 é um resultado bastante
conhecido e pode ser encontrado em diversos livros de dlgebra linear, tais como [134, 135]. As defini¢Ges

a seguir serdo importantes nos resultados que se seguirdo sobre matrizes inversas generalizadas.

YExtensdo do resultado obtido em [133], em que o autor considerou D = I.
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Definicdo 1.2.1 Considere a matriz A = [al as ... am}, em que A € "X,

o Se existerem escalares ndo todos nulos \;, © = 1...m, tais que 2211 Aia; = 0, entdo diz-se que os

vetores a;, © = 1...m sdo linearmente dependentes (LD).

e Se 2111 Aia; = 0 implicar que \; = 0, Vi, entdo diz-se que os vetores a;, i = 1...m sdo linearmente
independentes (LI).

Definicao 1.2.2 O posto de uma matriz A é o niimero de linhas (e colunas) LI de X. A notacdo utilizada
é posto (A).

Nota 1.2.3 O posto de uma matriz A nula é zero.

Considere o seguinte sistema linear de equagdes
AX =C, 1.15)

emque A € €™M e C' € €"*7 sdo matrizes conhecidas e X € €9 é uma matriz desconhecida. O posto
de A é r, tal que 7 < min (n,m). O problema para se encontrar a matriz X pode ser resolvido de duas
formas. A primeira consiste em encontrar uma matriz L € €%, tal que LA = I,,,. Para a outra solucao,
deseja-se encontrar R € €™*" de maneira que AR = I,. Portanto, empregando as duas abordagens,

tem-se que

i. AX=C=LAX =ILC=I,X=LC= X = LC. (1.16)
ii.  AX =C = I,AX = 1,0 = AX = ARC = X = RC. (L17)

E neste contexto que entdo surge o estudo das inversas de uma matriz. Considere as seguintes defini¢oes
sobre matrizes inversas de A:
Definicao 1.2.4 Seja A € €%, Uma matriz L € €™*" ¢ dita inversa a esquerda de A, se LA = I,,,.

Definicdo 1.2.5 Seja A € €™, Chama-se inversa a direita de A uma matriz R € €™*" se AR = I,,.

Dai, segue que
Lema 1.2.6 Se A € €™ possui uma matriz inversa a esquerda L € €™*™ e outra matriz inversa a

direita R € €"™*", entdo L e R sdo iguais e tinicas.

Prova Partindo das defini¢cdes

LA=1I,= (LA\R=I,R=L(AR)=R= LI, =R=L=R. (1.18)

Para provar a unicidade, assuma que exista uma matriz inversa a esquerda dada por L' € &m*™,
Portanto, adotando procedimento analogo, encontra-se que L' = R. Porém, sabe-se também que L = R.
Logo, L' = L = R. Consequentemente, a inversa 2 direita R também € tinica.

Nota 1 - E possivel que, para uma certa matriz, ndo exista um dos tipos de inversa ou mesmo ambos.

No primeiro caso, a unicidade ndo é garantida. |
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Apresentam-se, a seguir, condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia de inversas a esquerda e

a direita.
Lema 1.2.7 As seguintes propriedades sdo vdlidas para uma matriz A € €™

1. A matriz A possui inversa a esquerda se, e somente se, posto (A) = m.
2. A matriz A possui inversa a direita se, e somente se, posto (A) = n.

3. A matriz A possui inversa a esquerda e a direita se, e somente se, posto (A) = n = m.

Prova Para a prova da propriedade /, seja L € €™*" uma matriz inversa a esquerda de A. Desta forma,

AX =0= LAX =0= X = 0. (1.19)
Portanto, posto (A) = m. Se posto (A) = m, entdo a forma escalonada de A é dada por:

FA=

Im
] : (1.20)

O(n—m) Xn

Segue que

(ATFTF) A= (ATFT) (FA) = (FAY (FA) = | I 0 myn | [0( Im) ]:fm. (1.21)

Logo, L = AT FTF é uma inversa a esquerda de A. A demonstracio de 2 é andloga & de . A terceira

propriedade é decorréncia das outras duas. |

Corolario 1.2.8 Uma matriz A € €™ ndo possui inversa a esquerda nem a direita, se, e se somente se,
posto (A) < min{n, m}.

Corolario 1.2.9 Uma matriz que tem inversa a direita e a esquerda é quadrada.

Corolario 1.2.10 Uma matriz quadrada tem inversa a esquerda se, e somente se, tiver inversa a direita.

Ainda no sentido de se resolver a equacao (I1.15), pode-se definir um tipo de inversa que generalize os
resultados anteriores e que existe para qualquer matriz. Considere a defini¢do de inversa generalizada dada

a seguir.

Definicao 1.2.11 Considere uma matriz A € €"*™. Uma inversa generalizada de A é uma matriz A~ €

EMXM" que satisfaz a relagdo

AATA=AVA. 1.22)
Definicao 1.2.12 Da definicdo 1.2.11, segue-se que

(I-A4A7)A = o (1.23)
A(I—-A"A) = o. (1.24)
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A existéncia da inversa generalizada pode ser mostrada por meio do calculo da SVD da matriz A. Seja
A € €™ e uma SVD dada por

D 0

0 0 vT, (1.25)

A=U

emque UUT = I,,, VVT = I, e D € €"*" é uma matriz diagonal que contém os valores singulares

ndo-nulos de A. Portanto, uma expressdo para a inversa generalizada de A é dada por

D1 0
A==V ur. (1.26)
0 0

O préximo lema mostra que a matriz inversa generalizada € a solugdo de (I.17).

Lema 1.2.13 Se a equacdo AX = C possui solucdo, entdo esta é dada por A~ C.

Prova Seja X uma solugdo da equacio. Logo,

AX = C
(AA")AX = (A4A7)C

AATAX = A (A_C')
AX = A (A’C')
C = A(AC). 1.27)
|
O Lema 1.2.13 pode ser generalizado, conforme mostrado a seguir.
Lema 1.2.14 Sejam matrizes A € <™, B € ¢P*1 ¢ C' € €"*4. Portanto, a equacdo
AXB=C (1.28)
possui uma solugdo se, e somente se,
AATCB B =C. 1.29)

Esta condi¢do também € conhecida como condi¢do de consisténcia. Se esta condicao for satisfeita, o

conjunto de solucdes do sistema ndo é vazio e pertencerd ao conjunto
S'={A"CB™ +Z— A" AZBB™|Z € €™}, (1.30)

em que Z € uma matriz arbitraria.

Prova Seja X uma solugéo da equacdo. Logo,

AXB = C
(AA")AXB(B™B) = (AA™)C (B B)
AATAXBB™B = A(A"CB™)B
AXB = A(ACB")B
C = A(ACB)B. 1.31)
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Por conseguinte, A~ C B~ é uma solucdo de (I1.28). Ainda, se X satisfizer (I.28), entdo

C = AXB
C = AAAXBB™ B
C = AA ACBB B. (1.32)

Seja S o conjunto de solugdes de (1.28). Para X € S, escolhe-se Z = X. Desta forma,
ATCB  +Z—-A"AZBB™
= A CB +X-AAXBB~
= ACB +X-ACB"
= X. (1.33)
Portanto, X € S’. Por outro lado, se X € S’, ouseja, X = A-CB~ + Z — A~ AZBB™~, para
7 € €MXP_tem-se que
AXB
= A(ACB +Z-A"AZBB™)B
= AATCB B+ AZB—- AA"AZBB™B
= AACB™ B. (1.34)

Como a condi¢do de consisténcia é satisfeita, o conjunto de solug¢ées ndo € vazio, ou seja, S # {0}.
Tomando uma outra solugdo X5 € S’, segue que, partindo de (I.34),

AXB = AACB™ B
AXB = AA AX,BB™ B
AXB = AXyB. 1.35)

Logo, AX,B = C, o que implica que X € S. Desta forma, pode-se concluir que S’ = S. |

Considere a defini¢ao:

Definiciao 1.2.15 Se uma matriz quadrada A tem inversa (a esquerda ou a direita), ela é dita invertivel.

Neste caso, tal inversa, que é tinica, é denotada por AL

Nota 1.2.16 Dadas matrizes A e B invertiveis, tem-se que

1. (AB)' =B 1AL,

2. (A7) =4

No caso de a matriz A € €™*™ possuir todas as colunas LI, entdo uma substitui¢do direta mostra que

Dt 0
0 0

1

1% Ul = (ATA) AL (136)
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Quando as colunas de A sio LD, A” A nio é invertivel e se utiliza a definicio de inversa generalizada.

A matriz dada por (1.36) também é conhecida como pseudo-inversa ou inversa de Moore-Penrose e serd

representada por AT, Se a matriz pseudo-inversa existe, ela é tinica e satisfaz as condicdes

i. AATA = A. (1.37)

ii.  AtAaAt = AT (1.38)
T

dii. (AAT) — AAT, (1.39)
T

. <ATA) — ATA. (1.40)

Considere agora uma matriz quadrada A € €"*"™. Se A possuir posto pleno, ou seja, posto (A) = n,

entdo existe uma matriz tinica denominada de inversa, tal que

AA T = A71A =1, (L41)

em que a notacio A~! indica a matriz inversa de A. Nota-se também que, quando A for nio-singular, a

matriz inversa A~! e a pseudo-inversa A' sdo iguais.

As possibilidades para o sistema mostrado em (I.15) podem ser definidas a partir das relagdes entre

posto (A) e posto ({A C ), enquadrando-se em um, e somente um, dos seguintes casos:

e posto (A) < posto (_A

e posto (A) = posto (_A

e posto(A) = posto <_A

C.

C.

C.

> = soluc¢do inconsistente.
) = m => solucdo Unica.

) < m = infinitas solugdes.

Uma outra maneira de se relacionar os possiveis casos para o sistema (I.15) € por meio da existéncia

de inversas para A. Deste modo,

e posto(A) =n < m = existe uma inversa a direita R € €"*",

— Se n = m, entdo ha uma solucdo tnica dada por RC'

— Se n < m, entdo hd infinitas solug¢des; uma delas é dada por RC.

e posto(A) = m < n = existe uma inversa a esquerda L € €™,

— Se posto ( [A C’} ) = m, entdo hd uma solugdo unica dada por LC.

— Se posto ([A CD = m + 1, entdo a solugdo € inconsistente.

osto =r < min m a i i a a direita, i
e posto (A < n, = ndo existem inversa a esquerda ou a direita, mas apenas a inversa

generalizada.

— Se posto ([A C’D = r, entdo ha infinitas solugdes, uma delas é A~ C.

— Se posto ([A CD = r + 1, entdo a solucdo € inconsistente.

Nota 1.2.17 Se A for uma matriz quadrada, i.e., n = m, e ndo singular (r = n = m), em outras palavras,

de posto pleno, entdo existe uma solucdo tinica para X dada por X = A~1C.
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f(x)

Figura I.1: Exemplo de uma fun¢do nao-linear limitada em cone.

1.3 FUNCOES DE LIPSCHITZ

Seja um sistema discreto ndo-linear descrito por

Try1 = fr (@) + By pws, (1.42)

ye = hi(xr) + Dy o, (1.43)

em que xj representa o vetor de estados, ¢ denota o vetor de saida e wy, € vi denotam os ruidos de processo
e de medida, respectivamente. Admitem-se fungdes nao-lineares fi, {®} e hy (o). O subescrito em f, {e}

€ incluido para representar uma possivel dependéncia do tempo. Além do mais, B,, ;. € indenpendente de

T.

De acordo com [121], as fungdes fi (xf) e hi (z)) sdo restritas a uma subclasse de fungdes uniformes
segundo Lipschitz em z. De maneira geral, pode-se escrever que a matriz de transi¢ido de estados de-
pende de um vetor de entradas exdgenas, ou seja, fx (zk, ux). Considerando que f, (z, ux) seja uniforme
segundo Lipschitz em x}, e uy, o autor afirma que *

1k (ke + Ok, uk + €k) = fr (Tr, uk) — Arde — Bugerl < Aok [0kl + Au llexll,  144)
i (@ 4 0k) — hie (wk) — Crdill < Ac |0kl (1.45)
em que Ay, By e Cj, parametrizam um modelo linear nominal associado a (1.42)-(1.43):
Tpt1 = Apxp + Bypug + By pwr, (L.46)
ye = Crap+ Dy por, (L47)

e Ay ks Ay i € A limitam o afastamento em relagdo a dindmica, controle e observagdes nominais, res-

pectivamente. A Figura I.1 ilustra um exemplo de uma fung¢ao escalar limitada por um cone.
Nota 1.3.1 Para o caso considerado em [64], em que fi (x}, ur) ndo depende de uy, tem-se que

| fx (r 4 0k) = fr (xr) — Ardill < Aag |10k (1.48)

“Este resultado néo é provado em [121] nem nas referéncias consultadas. Tal resultado sera considerado como uma conjectura

e serd argumentado mais adiante nesta se¢ao.
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Nota 1.3.2 Fungoes exponenciais e polinomiais ndo satisfazem (1.44)-(1.45). Modelos senoidais e inversa
da tangente satisfazem. Portanto, muitos modelos podem ndo ser bem representados por (1.46)-(1.47).
Por fim, as chamadas fungoes Lipschitz podem ser definidas como

Definicio 1.3.3 [136] Um funcdo é continua segundo Lipschitz se, e somente se, for absolutamente conti-

nua e possuir suas derivadas limitadas.

Definicao 1.3.4 [137] Uma funcdo f : X x R® — R"™ € localmente limitada e localmente continua em
x (uniforme em k) segundo Lipschitz, se, para cada subconjunto compacto D C R", existir constantes

positivas F' e )\, possivelmente dependentes de D, mas independentes de k, que satisfacam

1. f é local e uniformemente limitada, ou seja,

F>0,VzeD, Vk:|fe(2)] <F. (1.49)

2. f € local e uniformemente continua segundo Lipschitz, i.e.,

AVa,y € D VE: [ fi(2) = fr W) < Ale =yl (1.50)

Para o caso unidimensional, pode-se adotar a seguinte defini¢do:
Definicdo 1.3.5 [138] Uma funcdo f : [a,b] — R é do tipo Lipschitz em [a, b], se

|f (z1) — f (z2)| < klz1 — x2|, VX1, 22 € [0,1], 1L51)
em que k > 0 é uma constante conhecida como constante de Lipschitz.

Conjectura 1.3.6 Considere uma funcdof : R — R diferencidvel. Se, para algum ponto x € R, a
derivada de f estiver no intervalo [A — A, A+ A] para algum A € R e A € R, entdo existird uma

regido D C R em que é vdlido
[ (@+8) — f(x) — Ad| < Ad], (1.52)

para todo § € D.

Prova Partindo da definicao, tem-se que a aproximacao da derivada de uma fung¢do é dada por

fle+0) = f(x)
5 ,

em que 0 é suficientemente pequeno. Para um ¢ escolhido de maneira satisfatéria, a derivada de f é

1.53)

representada por A, tal que, com uma boa aproximagao,

6—0 )

(1.54)

Suponha agora que o valor verdadeiro da derivada esteja dentro de um intervalo conhecido em torno

de seu valor nominal A, ou seja, [A — A, A + A]. De outra forma,

A< LI gy A LEEDTTW oy (155)
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Supondo § > 0, segue que

~AS < f(z+6)— f(z) — As < A6 (1.56)

Como A > 0, pode-se concluir que

[f (x+0) = f(x) — Ad| < Ad]. (L57)
Supondo § < 0,
AS > f(x—6)— f(z)+ A5 > —AS, (1.58)
Como A > 0, tem-se que
|f (x = 0) — f(z) + Ad] < Ald]. (1.59)

Assim, (1.52) é vélida paratodo § € D.

Este desenvolvimento € vélido entdo para fungdes f : R — R. Neste sentido, pode-se fazer a conjectura

de que esta afirmativa também seja vdlida para R". |

.4 ELIPSES DE CONFIANCA

Considere o caso de uma distribuicdo gaussiana bivariada caracterizada por
E 2
£ = [ml {21} ] . P, = [ oo ] , (L60)
T2

, E{z}:=
E{xy} o120
em que 019 = po109, € 0 pardmetro p denota o coeficiente de correlacdo. Como P, € simétrica, ela pode

ser decomposta em P, = elvlv{ + egvgvg sendo e, eo 0s autovalores de P, e v, vo seus autovetores

correspondentes. A fun¢do de densidade de probabilidade conjunta de x € dada por

1 1
P, x1,To) = e 29 1.61)
b1z (21, 22) 2ro1094/ (1 — p?)

¢ = (@—E{z})" ;' (z - E{a}),

- {(m —i{xl}y Y (m —Ub:{xl}) <x2 —UEQ{xz}> . <x2 —i{xQ})Q}_

(1.62)
Utilizando a notacao
u = LE{M}, (1.63)
g1
Uy = LE{:CZ}’ (1.64)
02
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. u1 L p . T o1
e definindo ©u = e, = ik conclui-se que ¢ = u* P, “u. De outra forma,
U2 P
q= 4423447{u2-2pu1u24-u2} (L65)
(1—p2) U 2 '

Deseja-se encontrar uma maneira grafica de demonstrar a distribuicdo de . Umas delas é por meio
de curvas de densidade constante P, (z) = c. Neste caso, para se obter P, (x) constante, deve-se impor

q = ¢, em que ¢ é uma constante. Desta forma,
1 2 2
—9 1.66
q =) {ul pu1u2+u2} & (1.66)
= u% — 2puiug + u% = (1 — pQ) c. 1.67)

Retornando com as varidveis originais do problema, obtém-se a equagdo de uma elipse com os seguin-

tes parametros

e Centro: F {z}.

e Angulo em relagio a z1: § = %arctan (2’50%‘722)

01—02%

o Eixos principais em que r; é 0 eixo menor e r9, 0 maior. Ademais, r; € representado na dire¢do vy

o203 (1 — p2)

2 _
o= 0036052 (0) — 2po1oacos (0) sen (0) + o?sen? (0)
2,2 (1_ 2
(oaco0s (0) — o1sen (0))
> _ otos (1 - p%)
2

CU%COS2 (0) + 2po10acos (0) sen (0) + o2sen? ()

otos (1—p?)

5 (1.69)
(oacos (0) + o1sen (0))
I.5 CALCULO MATRICIAL
Algumas expressoes Uteis para derivadas de primeira ordem
0
——-AT'XB = ABT I
ox : (170)
0
—~A'X"B = B'A 171
% , (1.71)
0 0
—ATXA = S ATXTA=AAT 1.72
0X 0X ’ (@.72)
concluindo-se que
9 xp - pT (1.73)
0X B ’ ‘
0
—_ATXT — gT 1.74
% : (174)
9 r _ 90 T _
a—XXC = 8—XC’X =C. (L.75)
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Para derivadas de segunda ordem,

9
5x (B+ B") (L.76)
Se B for simétrica,

jLXTBX = 2BX (L77)
0X N ’ '
d
—XBXT = 2XB. 1.78
X (L.78)

1.6 RESULTADOS AUXILIARES

Lema 1.6.1 Sejam matrizes A e B com mesmas dimensdes, tais que
A>B2>0, 1.79)
entdo, para um vetor qualquer com dimensdes apropriadas, é correto afirmar que

2l Ax > 2T Bz > 0,Vx. (1.80)
Prova Se (1.79) € satisfeita,

A>B>0=A-B>0. (1.81)

Assim, (A — B) também é semidefinida positiva e, portanto, valem as relacoes

z! (A—-B)z>0= 2T Az — 2" Bz > 0 = 27 Az > 27 Bu. (1.82)

Lema 1.6.2 Sejam matrizes A e B com mesmas dimensdes, tais que
A<B. (1.83)
Portanto, para um vetor qualquer com dimensées apropriadas, é correto afirmar que

tr {A} <tr{B}. (1.84)

Prova Se (1.83) é satisfeita,

A<B=A-B<O0. 1.85)

Assim, (A — B) também é negativa definida e, portanto, valem as relagdes

tr(A—B)<0=tr{A} —tr{B} <0=tr{A} <tr{B}. (1.86)
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Lema 1.6.3 Considerando a defini¢cdo
P=E {(e —E{e})(e—E {e})T} , (187)
é correto afirmar que
E{He—E{e}H?} —tr (P). (1.88)
Prova Inicialmente, tem-se que
E{lle—E{e}P} = E{(e~ E{e})" (¢ — E{e})}. (1.89)

Como se trata de um produto interno, o valor acima € um escalar e, portanto, igual ao valor do seu

tragco. Logo,

E{(e-E{e) (e~ E{eh)} = tr(E{(c—E{e}) (e~ E{eh})
- E {tr <(e —E{e}) (e~ E {e})) } . (1.90)

Utilizando a propriedade do trago, tr (AB) = tr (BA), conclui-se que
E {tr ((e —E{eN (e E {e}))} -5 {tr ((e —E{e})(e—E {e})T)} . (L91)

Como o operador de traco € linear,

E {tr <(e Bl (e—E {e})T) } = tr (E {<e Bl (e—E {e})T}) —t(P).  (192)
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Il. DESCRICAO DO CONTEUDO DO CD

O material contido no CD, apenso, tem por objetivo fornecer uma compreensdo mais bem detalhada
desta dissertacao.

No CD, encontram-se os seguintes diretdrios:

e Artigos publicados a partir desta dissertagao.

e Dissertacdo: contém os arquivos necessdrios para gerar este documento.
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