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Resumo

Seja A = Ay @ A; uma superalgebra com uma superinvoluc¢ao ou uma involucao

graduada sobre um corpo F' de caracteristica zero.

Dois importantes resultados da teoria de identidades polinomiais ordinérias sao
os célebres Teoremas do Gancho e da Faixa, que foram provados por Amitsur e Re-
gev em [48| e por Regev em [49], respectivamente. Existem também versdes desses
teoremas para o caso de identidades Zs-graduadas e identidades com involucao que
foram provadas por Regev ¢ Giambruno em [19]. Esses resultados estao relacionados
ao uso da teoria de representagoes de grupos para compreender o comportamento de
identidades e, além disso, eles possuem diversas aplicacoes na PI[-teoria e em outras

areas da Matematica.

Para uma superalgebra com uma superinvolu¢ao ou uma involucao graduada so-
bre um corpo F' de caracteristica zero, o ideal de superidentidades com superinvolucao
ou involucao graduada é completamente definido por identidades multilineares que tém
uma estrutura de Si,y-moédulo, onde (n) = (n1,n2,n3,M4), ¥ = Nq + Ny + ng + Ny, €
cada n; corresponde a quantidade de indeterminadas homogéneas simétricas ou antissi-
métricas. O comportamento dessas superidentidades com superinvolucao ou involucao

graduada pode ser descrito pelo correspondente cocaracter x,(A) = Z MOYX (A5
MH(n

( )
onde (A\) = (A1, A2, A3, A\4) é uma multiparticao de (n) e \; - n; é uma partigao de n;.

O objetivo principal desta tese ¢ apresentar uma versao dos Teoremas do Gancho
e da Faixa para o caso de superidentidades com superinvolugao ou involucao graduada.
Como consequéncia do Teorema do Gancho, também apresentaremos uma versao do
Teorema de Amitsur.
Palavras-chave: Superalgebra com superinvolucao, involucao graduada, identidades

polinomiais, variedades, dlgebra relativamente livre, S,-representacgoes.



Abstract

Let A = Ay® A; be a superalgebra with a superinvolution or a graded involution

over a field I of characteristic zero.

Two important results of the theory of polynomial identities are the celebrated
Hook and Strip Theorems, which were proven by Amitsur and Regev in [48] and by
Regev in [49], respectively. There exist also versions of these theorems for the case
of Zy-graded identities and identities with involution that were proved by Regev and
Giambruno in [19]. These results are related with the using of theory of group repre-
sentations for the understanding of a behavior of identities and, moreover, they have

various applications in PI-theory and in other areas of Mathematics.

For a superalgebra with a superinvolution or a graded involution over a field
F' of characteristic zero, the ideal of superidentities with superinvolution or graded
involution is completely defined by multilinear identities that have a structure of S,)-
modulo, where (n) = (ny,n9,n3,n4), n = ny + ng + n3 + ng, and each n; corresponds
to the quantity of homogeneous symmetric or antisymmetric variables. The behavior
of these superidentities with superinvolution or graded involution may be described by

the corresponding cocharacter x,(A) = Z Moy Xy, where (A) = (A, Ao, Ag, Ay) is
AMH(n

( )
a multipartition of (n) and A; F n; is a partition of n;.

The main goal of this thesis is to present a version of the Hook and Strip The-
orems for the case of superidentities with superinvolution or graded involution. As a
consequence of the Hook Theorem, we also present a version of the Amitsur Theorem.
Keywords: Superalgebra with superinvolution, graded involution, polynomial identi-

ties, varieties, relatively free algebra, S,-representations.
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Introduction

In this thesis work, the main objects of study are the associative superalgebras
with a superinvolution # over a field F' of characteristic zero and their polynomial
identities. We say that A is a superalgebra if A is a Zy-graded associative algebra. In
this case, A may be decomposed into a direct sum of two subspaces A = Ay @ A; such
that A;A; C Ay, with 4, j = 0,1, satisfying AgAg+A1 A1 C Apand AgA1+A14p C Ay
The subspaces Ay and A; are called homogeneous components of even and odd degree,
respectively, and their homogeneous element of elements of degree 0 and 1, or even and

odd elements, respectively.

A superinvolution in a superalgebra A is a F-graded linear map # : A — A,
that is, A7 C Ay and A¥ C A, such that (a#)# = a, for all a € A, and (ab)# =
(—1)des(@)deg®p#a#  for all a,b € Ay U A;, where deg(c) denotes the homogeneous
degree of ¢ € Ay U A;, that is, deg(c) = 0 if ¢ € Ay and deg(c) = 1 if ¢ € A;.
When A is equipped with a superinvolution #, we say that A is a superalgebra with a
superinvolution, or simply that A is a #-superalgebra. Since charF = 0, we have the
following decomposition:

A=AT @ A; @ Af @ A7, (1)

where A = {a € A; | a¥ = a} and A] = {a € A; | a¥ = —a}, for i = 0,1,
are called sets of homogeneous (even and odd) symmetric and skew elements of A,
respectively. As an example of a superalgebra with a superinvolution #, let the non-
unitary Grassmann algebra (also called exterior algebra) of infinite dimension, over a
field F of characteristic zero, given by E = (ey, ea,- - | e;e; = —eje;, Vi, j=1,2,--)p.
Consider the canonical Zs-grading F = Ey @ Ey, where Ey = (e;, -~ €, )r and Ey =
(€i, -+ €ipeyy)p- The graded F-linear map # : E — E defined by e = —¢ is a

superinvolution on E. Thus, F is a #-superalgebra.
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Next, we will provide a historical overview of the PI-theory, highlighting the

main results for the elaboration of this work.

Let F(X) be the associative, non-commutative and non-unitary free algebra of
polynomials generated by an infinite countable set X = {x1,xs,--- }. Given an algebra
A, we say that a polynomial f(xy,---,x,) € F(X) is a polynomial identity of A
if f(ai,---,a,) = 0 for all a1, -+ ,a, € A. We call A Pl-algebra if A satisfies a
non-trivial polynomial identity. Nilpotent algebras, finite dimensional algebras (see

Theorem 1.5.8 in [24]) and commutative algebras are some examples of PI-algebras.

The PI-theory reached notoriety in 1948 after Kaplansky’s work [34], where the
author classifies the primitive PI-algebras. In 1950, the area gained even more strength
with the work of Amitsur and Levitsky [2]|, where the authors showed the Standard

polynomial of degree 2k, given by Stor(xy, -+, x9r) = Z (—=1)7To)To(2) - * - To(2r),
€Sy
is a polynomial identity, of the smallest possible degree (minimum degree), for the

algebra of matrices of order k£ x k. But it was only in the 1960s and 1970s that
most of the framework for this theory was developed. For more details, see literatures
[25, 31, 46, 51].

We denote by Id(A) the set of ordinary polynomial identities of A. The set
Id(A) is a T-ideal, that is, an ideal of F(X) invariant under all endomorphisms of
F(X). Thus, to describe the identities of A, it is enough to find the generators of
Id(A) as T-ideal. In 1950, Specht [53| conjectured that, over fields of characteristic
zero, the T-ideal of identities for every associative algebra is finitely generated as T-
ideal. But it was only in 1987 that Kemer, in a series of works (see [37, 38]), gave
a positive answer to Specht’s conjecture. Despite the proven conjecture, Kemer has
not shown how to determine this base of identities. Thus, describing generators of the
T-ideal of identities for an algebra remains one of the main problems in the PI-theory.
There are some algebras whose generators of the T-ideal of identities have already been
described (see [13, 39, 40, 47]) and others that have this as an open problem, such as
the cases of the algebra M (F) for £ > 3 and the algebra My(F), where E is the

Grassmann algebra or exterior algebra.

The Zs-graded polynomial identities (also called superidentities) were an essen-

tial tool for the proof of the Specht conjecture, which naturally gave rise to interest
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in the PI-theory of studying other types of identities with additional structures, such
as identities graded by a group G (Id9"(A)), in particular, Zs-graded identities, iden-
tities with involution  (Id*(A)) and superidentities with superinvolution # (Id¥ (A)),
because they generalize, in a certain sense, the ordinary identities of A. So, as in the or-
dinary case, we can define associative free algebra with G-grading (F(X|G)), where G
is a finite group, associative free algebra with involution * (F(X %)), free superalgebra

with superinvolution # (F(X|Zs, #)).

Since the description of a base of identities of Id(A) is not always an easy task,
in order to overcome this difficulty, in 1972, Regev [48] introduced the sequence of
codimensions (ordinary case), which measures the growth of T-ideal of identities for
A. The n-th codimension of A, ¢,(A), is defined as the dimension of the quotient
space P,(A) = b

P,NId(A)
of degree n. The importance of considering the spaces P, in the PI-theory lies in

, where P, is the space of the multilinear polynomials

the fact that, over a field of characteristic zero, every polynomial identity for A is
equivalent to a finite set of multilinear polynomials. Still in [48], Regev showed that
the sequence of codimensions of a Pl-algebra A, (c,(A)),>1, is exponentially bounded
(while dim P, = n!).

Still in order to describe identities for a given algebra, there is an axis within
the Pl-algebra that uses the theory of representations of the symmetric group S, via
Young tables. This theory has established itself as a powerful tool for the study of
identities. The reader can consult the references [10], [33] and [54] for the general

theory of G-representations and, for the specific case G = S,,, the book [32].

Since T-ideals are invariant under endomorphisms of F(X), the permutation
action of variables of a multilinear polynomial gives us the structure of an S,,-module
of the symmetric group S,, n > 1, in the space of the multilinear polynomials P, and
in the space P, N Id(A) of multilinear identities of a Pl-algebra A and therefore the
already known theory of S,,-representations, over a field of characteristic zero, may be
applied to the study of Pl-algebras. Denoting by x,(A) the n-th cocharacter of A

5 (xn(A) is character of P,(A)),

n
- P,NnId(A)
it is possible to give restrictions on the form of Young diagrams corresponding to

associated with the S,-module P,(A)

irreducible S,-characters that appear in the decomposition of y,,(A), that is, the ones
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that have non-zero multiplicity, and show that these irreducible S,-characters lies in
an infinite hook H(d,!l), d,l > 0, where H(d,l) is the union of all Young diagrams
whose lines below the d-th line are less than or equal to [ in length. It is interesting to
study the irreducible S,,-modules of P, whose multiplicities are zero (those off the hook
H(d, 1) satisfy this), for they are formed by identities of A. The famous Hook Theorem
(Theorem 2.53), proved in 1982 by Amitsur and Regev in [3] for the case of algebras
that satisfy ordinary identities, shows exactly this: it describes sets of identities from
irreducible S,,-modules that do not appear in the n-th cocharacter decomposition and

whose corresponding Young diagrams are off the hook.

Years earlier, in 1979, Regev showed in [49] that if A is an algebra that satisfies
the Capelli polynomial identity of rank k, then the cocharacters sequence of A has
height bounded by k£ — 1 (see Theorem 2.55). In the theory of PI-algebras, this result

is known as the Strip Theorem.

Still in this scenario and in view of the growing interest in studying polynomial
identities with additional structures, in 1985, Giambruno and Regev proved in [19]
the version of the Hook Theorem, considering A a superalgebra or an algebra with
involution % . The authors used the theory of representation of the group Lo = 7o Sh,
wreath product of the group Zy by the symmetric group S, applied to the study of
Z-identities (superidentities) or %-identities (identities with involution %) of A, that

is, identities with Zo action, and proved that the corresponding n-th cocharacter

Xn(A|Zs) = Z M X, (for superidentities)
A al=n

or

Xn(Al¥) = Z my Xy (for = -identities)
X+ pl=n

is contained in a double hook (H(dy, 1), H(ds,12)), with dy, 1y, ds, ls positive integers.

Given the above, our primary inspiration to develop this thesis work came: is
there a version of the Hook Theorem for superalgebras with superinvolution? Further-
more, is it possible to extend the Strip Theorem to this context of ours? In this work,
we will give a positive answer to these questions, presenting the two main results of

this research, which are: the Hook Theorem (Theorem 4.4) and the Strip Theorem



Introduction. 5

(Theorem 4.12) for the case of superalgebras with a superinvolution #. Moreover, as
a consequence of the Hook Theorem, we were also able to prove a version of Amitsur’s

Theorem (Theorem 4.14).
This thesis contains four more chapters, arranged as follows.

In Chapter 2, we introduce the theory of S, -representations via Young tableau,
highlighting the action of the symmetric group S, in the space of the multilinear
polynomials P,. In addition, we recall some results of the PI-theory and highlight
the concepts of codimension and cocharacter and their relationship in the description
of identities. We also present basic results that we will use throughout the work. As

general references of PI-theory, we cite [12, 24].

In Chapter 3, we present the theory of G-graded algebras and their respective
G-graded identities, emphasizing the superalgebras A (Zy-graded algebras).

We also define a superinvolution # in a superalgebra and present the definition of
our main object of study which are superidentities with superinvolution, exposing the
most important facts about them. In view of the decomposition given in (1), we study
superidentities with superinvolution from the theory of representation of the direct pro-
duct of symmetric groups S, 1= Sy, X Sp, X Spy X Sy,, Where n = n; +no+nsz+ny, and
the action of S(,) in the space P, of the multilinear polynomials, where the first varia-
bles ny (denoted by Yo = {yo1, - , Yon, }) are even symmetric, the next ny (denoted by
Zy = {201, ,%0m,}) are even skew, the next ng (denoted by Y1 = {y11,- - ,Y1.ns})
are odd symmetric and the next ny (denoted by Z; = {211, , 21, }) are odd skew. To
extend the results from ordinary identities to superidentities with superinvolution, we
study the irreducible Sy,)-characters of A, the n-th graded #-codimension (c(n)(A))n>1
and the n-th graded #-cocharacter of A, x(n)(A). In 2016, Giambruno, loppolo and
La Mattina showed in [14] that the sequence of #-codimensions of a Pl-algebra A,
(cny(A))n>1, is also exponentially bounded.

In Chapter 4, we present one of the main contributions of this thesis, which is
a proof of the Hook Theorem for the case of superalgebras with superinvolution. We
emphasize that, in all our results, we consider Pl-algebras, that is, algebras that satisfy

an ordinary non-trivial polynomial identity.

Theorem A: [Theorem 4.4| (Hook Theorem for #-superalgebras) Let F be a field of
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characteristic zero and A a superalgebra over F with a superinvolution #. If A is
a Pl-algebra, then there are non-negative integers d;,l; > 1, with i = 1,2,3,4, such
that the n-th graded #-character, xn)(A), is contained in a quadruple hook Hy(n) =
(H(dy,11), H(dy, l2), H(d3,13), H(ds,1s)), that is,

Xy (A) = ) moyx-

(M) (n)
(A €Hy(n)

Next, we prove the Strip Theorem for PI-superalgebras with superinvolution that
satisfy a Capelli superidentity of rank (k), where k = k1 + ko + k3 + ky.
Theorem B: [Theorem 4.12| (Strip Theorem for #-superalgebras) Let F be a field of
characteristic zero, A a superalgebra over I with a superinvolution # and x ) (A) =

Z moyx oy its n-th #-cocharacter. If A is a PI-algebra, then A satisfies C’ap@,
(M)

k = k1 + ko + ks + k4, the Capelli #-superidentity of rank (k), if, and only if, m;y =0
whenever h({\)) > (k), that is, for the height h; = h(\(i)) of the components (i)
of the multipartition (\) = (A1), A(2),A(3),A(4)), we have that h; > k; for some
ie{1,2,3,4}.

We conclude the chapter with a consequence of Theorem A, demonstrating a
version of Amitsur’s Theorem for #-superalgebras, which guarantees that any PI-
superalgebra with superinvolution satisfies an identity that is a product of powers of
the Standard polynomial.

Theorem C: [Theorem 4.14] (Amitsur’s Theorem for #-superalgebras) Let F be a

field of characteristic zero and A a superalgebra over F' with a superinvolution. If A is

a PI-algebra, there are integers k;,m;, i = 1,2, 3,4, such that A satisfies the identity
S (Wors Yok ) S (2005 5 Z0ks) St (Yrns s Yiks) S (2105 5 21k,) = 0.

The importance of our results lies in several parts within the theory of PI-
algebras, and we will highlight some of them now.
One of the main applications of the Hook Theorem is the well-known Kemer’s

Theorem which guarantees that any Pl-algebra, over a field of characteristic zero,

has the same identities as the Grassmann envelope E(A) of a superalgebra A of finite
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dimension. The relevance of this result is given by responding positively to Specht’s
conjecture, proving that any T-ideal of identities of a P[-algebra is finitely generated.
In 2016, Aljadev, Giambruno and Karasik showed in [1] that Kemer’s Theorem is valid

for algebra with involution * or superalgebra.

Another application of the Hook and Strip Theorems is to study the behavior of
the co-length sequence of a non-trivial variety. Berele, in [6], showed that if an algebra
A satisfies a Capelli identity, then the co-length sequence of A is polynomially bounded.
Then Berele and Regev, in [7], proved that this result is valid not only for algebras
that satisfy a Capelli identity, but also for any PIl-algebra. Years later, Giambruno
and Zaicev, in [24], proved this same result in a different way, using as their main
tool the Hook Theorem and Kemer’s Theorem, mentioned above, that is, the authors
demonstrated that, given a non-trivial variety V, the co-length sequence (1,,(V)),>1 is

polynomially bounded, that is, there are constants C, k > 0 such that

(V) = Zm,\ < Cn*,

AFn

Where
Xn(V) = maxa

is the n-th cocharacter of V. This result is entirely related to the Hook Theorem and,
in certain cases, they are equivalent, as shown by Berele in [5] for algebras with Hopf

algebra action and for algebras with involution * or superalgebras.

In recent years, many authors have extensively studied the asymptotic behavior
of the co-length sequence for different algebras, in order to obtain a characterization
of certain varieties. Mishchenko, Regev and Zaicev considered the ordinary case in
the work [42], Cirrito and Giambruno studied the case of graded algebras in [9], Vieira
characterized finitely generated algebras with involution in the article [56| and, recently,
Toppolo and Martino considered the case of superalgebras with superinvolution in [29].

There are several other works in this direction, among which we cite [26, 41, 45].

We also highlight, as an application of our main results (Hook Theorem and Strip

Theorem), the study of the PI-exponent of a PI-algebra A over a field of characteristic
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zero, which is defined as the number

exp(A) := lim {/¢,(A)

n—o0

when the limit exists, where (¢,(A)),>1 is the sequence of codimensions of A. This
number makes it possible to measure, in a certain sense, the growth of a non-trivial
variety and, in addition, to characterize varieties. In the 1980s, Amitsur conjectured
that for any Pl-algebra A over a field of characteristic zero, the PI-exponent of A exists
and is a non-negative integer. Giambruno and Zaicev, in [21, 22|, gave a positive answer
to this conjecture. However, when the PIl-algebra is non-associative, this conjecture
is not valid in general. In [20, 57|, the authors showed that the PI-exponent exists
for finite dimensional Lie and Jordan algebras, while in [23| the authors proved that
such a number exists for finite dimensional simple algebras (in particular, for finite
dimensional Lie superalgebras). Repovs and Zaicev, in [50], constructed a family of

non-associative algebras whose PI-exponent does not exist.

Also in this scenario, Giambruno, Polcino Milies and Valenti, in the work [15],
proved that, for any Pl-algebra A with involution *, the exp*(A) exists and is an
integer. Toppolo, in turn, in the article [27], studied the exponential growth of finitely
generated superalgebras with superinvolution #, showing that exp” (A) also exists and

is an integer.

Although Toppolo in [27] has made an in-depth study of the exponent of a su-
peralgebra with superinvolution, as well as a characterization of these algebras, he
considered only those that are finitely generated. This is probably due to the fact that,
for the other structures in algebras mentioned above, the key step to guarantee the
existence of their respective exponent is the celebrated Kemer’s Theorem. We believe
that, in order to generalize loppolo’s results to any superalgebras with superinvolu-
tion, a version of Kemer’s Theorem on Grassmann envelopes for superalgebras with

superinvolution must be proved.

After these considerations, it is evident the importance of our results to gene-
ralize several others open on PI-superalgebras with superinvolution over a field of
characteristic zero, which use the Hook and Strip Theorems as their main tool in the

proof.
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We end the thesis with Chapter 5. It arose shortly after we realized that the
arguments employed in the proofs of Theorems A, B and C could be applied equally
to the case of superalgebras with a graded involution. The initial idea of demonstra-
ting these results for this class of superalgebras owes to Professor Ana Cristina Vieira
(UFMG), who asked us after my lecture at the XII Summer Workshop in Mathema-
tics, UnB, Brasilia, if Theorem A was valid for superalgebras with a graded involution.
Here, we would like to register our thanks to Professor Ana, not only for the question
that generated results, but also for submitting articles that provided support for us to

develop some examples contained here.

In short, Chapter 5 brings the following. Let A = Ay @ A; be a superalgebra
over a field F' with characteristic zero. A graded involution on A is a F-linear map
% : A — A such that (¢*)* = c for all ¢ € A, (ab)* = b*a* for all elements a,b € A and
Af € Ap and A7 C A;. In this case, we call A x-superalgebra. We have again that
since charF # 2, then

A=At @ Ay @ AT @ AT,

where A7 = {a € A; | a* = a} and A; = {a € A; | a* = —a}, for i = 0,1, are
the symmetric and skew homogeneous components of A, respectively. Here again, in
view of this decomposition of the superalgebra A, we study superidentities with graded
involution from the theory of representation of the direct product of symmetric groups
Siny 1= Spy X Spy X Spy X Sy, Where n = ny +ny +mnsz +ny, and the action of Sy, in the
space P,y of the multilinear polynomials, where the first variables n; (denoted by Y =
{Yo01, -+ ,Yon, }) are even symmetric, the next ny (denoted by Zy = {201, -, 20ms})
are even skew, the next ns (denoted by Y1 = {y1.1, -+ , Y105 }) are odd symmetric and

the next ny (denoted by Zy = {211, , 21,0, }) are odd skew.
The theorems in this chapter follow.

Theorem D: [Theorem 5.9| (Hook Theorem for x-superalgebras) Let F be a field of
characteristic zero and A a superalgebra over F with a graded involution x. If A is
a Pl-algebra, then there are integers d;,l; > 1, with i = 1,2,3,4, such that the n-

th *-cocharacter of the x-graded identities, X ny(A), is contained in a quadruple hook
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H4(7’L) = (H(dl, ll), H(dg, lg), H(dg,lg),H(d4,l4)), that iS,

X (A) = > mpxp-
(A)H(

A (n)
(A €Hy(n)

Theorem E: [Theorem 5.10| (Amitsur’s Theorem for x-superalgebras) Let F' be a field
of characteristic zero and A a superalgebra over F' with a graded involution. If A is a

Pl-algebra, there are integers k;,m;, i = 1,2, 3,4, such that A satisfies the identity
S (Wous Yok ) S (2005 5 2ok ) St (Y1, s Yiks) St (2115 5 210,) = 0.

Theorem F: [Theorem 5.13| (Strip Theorem for x-superalgebras) Let F be a field of
characteristic zero, A a superalgebra over F' with a graded involution * and Xy (A) =

Z moyX oy its n-th x-cocharacter. If A is a Pl-algebra, then A satisfies Cap%,
(AF(n)

k = ki + ko + ks + ka, the Capelli x-superidentity of rank (k), if, and only if, m;y =0
whenever h({\)) > (k).



Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho de tese, os objetos principais de estudo sao as superalgebras as-
sociativas com uma superinvolucao # sobre um corpo F' de caracteristica zero e suas
identidades polinomiais. Dizemos que A é uma superélgebra se A é uma algebra as-
sociativa Zs-graduada. Nesse caso, A pode ser decomposta em uma soma direta de
dois subespagos A = Ay @ A; tais que A;A; C A,y;, com 4,5 = 0,1, satisfazendo
AgAg + A1A; C Ag e AgA; + A1Ag C Aq. Os subespacos Ag e Ay sao chamados de
componentes homogéneas de grau par e fmpar, respectivamente, e seus elementos de

elementos homogéneos de grau 0 e 1, ou elementos pares e impares, respectivamente.

Uma superinvolu¢ao em uma superélgebra A é uma aplicacao F-linear graduada
#: A — A, isto é, A# C Ay e A¥ C Ay, tais que (a®)# = a, para todo a € A,
e (ab)¥ = (—1)d9@deg®p#a#  para todos a,b € Ag U A, onde deg(c) denota o grau
homogéneo de ¢ € AgU Ay, isto é, deg(c) = 0se c € Ag e deg(c) = 1se c € A;. Quando
A estd munida com uma superinvoluc¢ao #, dizemos que A é uma superdlgebra com
superinvolugdo ou, simplesmente, que A é uma #-superalgebra. Desde que charF = 0,

temos a seguinte decomposi¢ao:
A=Al ® Ay @ AT @ A7, (1.1)

onde Af ={ae€ A |a® =a}eA; ={a € A | a® = —a}, parai = 0,1, sdo
chamados de conjuntos de elementos homogéneos (pares e impares) simétricos e an-

tissimétricos de A, respectivamente. Como exemplo de uma superalgebra com uma
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superinvolugdo #, seja a algebra de Grassmann (também chamada de algebra exte-

rior) ndo unitaria de dimensao infinita, sobre um corpo F' de caracteristica zero, dada

por E = (e, ey, | e;e; = —eje;, Vi, j =1,2,---)p. Considere a Zy-graduagao cano-
nica £ = Ey® Ey, onde Ey = (e;, - - €y, )r € By = (e, - -~ €4, ,)r- A aplicagao F-linear
graduada # : F — E definida por e;# = —e; &€ uma superinvolugao em E. Assim, F é

uma #-superalgebra.

A seguir, faremos um panorama histérico sobre a PI-teoria, destacando os prin-

cipais resultados para a elaboracao deste trabalho.

Seja F'(X) a algebra livre associativa, ndo comutativa e nao unitaria, de polino-
mios gerados por um conjunto X = {1, xs, - } infinito enumeravel. Dada uma algebra
A, dizemos que um polinémio f(z1,---,x,) € F(X) é uma identidade polinomial de
Ase f(ay,---,a,) = 0 para todos ay,--- ,a, € A. Chamamos A de P[-algebra se A
satisfaz uma identidade polinomial nao nula. As algebras nilpotentes, algebras de di-
mensao finita (veja Teorema 1.5.8 em [24]) e algebras comutativas sdo alguns exemplos

de PI-algebras.

A Pl-teoria ganhou notoriedade em 1948 apds o trabalho de Kaplansky [34], onde
o autor classifica as Pl-4lgebras primitivas. Em 1950, a area ganhou ainda mais forca
com o trabalho de Amitsur e Levitsky [2], onde os autores mostraram que o polindmio

Standard de grau 2k, dado por Stog(xy, -, zok) = Z (=1)7Zo)To(2) - - * To(2r), €
o€Sok
uma identidade polinomial, do menor grau possivel (grau minimo), para a algebra de

matrizes de ordem k x k. Mas foi apenas nos anos 60 e 70 que a maior parte da estrutura

dessa teoria foi desenvolvida. Para mais detalhes, veja as literaturas |25, 31, 46, 51].

Denotamos por Id(A) o conjunto de identidades polinomiais ordinarias de A. O
conjunto Id(A) é um T-ideal, isto é, um ideal de F'(X) invariante sob todos endomorfis-
mos de F'(X). Assim, para descrever as identidades de A basta encontrar os geradores
de Id(A) como T-ideal. Em 1950, Specht [53] conjecturou que, sobre corpos de caracte-
ristica zero, o T-ideal de identidades para toda algebra associativa é finitamente gerado
como T-ideal. Mas foi somente em 1987 que Kemer, em uma série de trabalhos (veja
[37, 38]), deu uma resposta positiva para a conjectura de Specht. Apesar da conjec-
tura provada, Kemer nao mostrou como determinar essa base de identidades. Assim,

descrever geradores de T-ideais de identidades para uma algebra continua sendo um
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dos principais problemas na PI-teoria. Existem algumas algebras cujos geradores do
T-ideal de identidades ja foram descritos (veja [13, 39, 40, 47]) e outras que possuem
tal problema ainda em aberto, como sao os casos da algebra My (F') para kK > 3 e da

algebra Ms(E), onde E é a algebra de Grassmann ou algebra exterior.

As identidades polinomiais Zs-graduadas (também chamadas de superidentida-
des) foram ferramenta essencial para a prova da conjectura Specht, o que fez surgir
naturalmente o interesse na P[-teoria de estudar outros tipos de identidades com es-
truturas adicionais, como, por exemplo, as identidades graduadas por um grupo G
(Id9"(A)), em particular, as identidades Zs-graduadas, identidades com involugdo x*
(Id*(A)) e superidentidades com superinvolucdo # (Id¥ (A)), pois generalizam, em um
certo sentido, as identidades ordinarias de A. Assim, como no caso ordinério, podemos
definir algebra livre associativa com G-graduacao (F(X|G)), onde G é um grupo finito,
algebra livre associativa com involugao * (F(X|*)), superalgebra livre com superinvo-
lugio # (F(X|Z, #)).

Como a descri¢ao de uma base de identidades de /d(A) nem sempre é uma tarefa
facil, com o intuito de contornar essa complexidade, em 1972, Regev [48] introduziu
a sequéncia de codimensoes (caso ordinario), que mede o crescimento do T-ideal de

identidades de A. A n-ésima codimensao de A, ¢, (A), é definida como a dimensao do
P

n
- P,NId(A)
de grau n. A importancia de se considerar os espacos P, na PI-teoria recai no fato de

espaco quociente P,(A) , onde P, é o espaco dos polinémios multilineares
que, sobre um corpo de caracteristica zero, toda identidade polinomial para A é equiva-
lente a um conjunto finito de polinémios multilineares. Ainda em [48], Regev mostrou
que a sequéncia de codimensoes de uma PI-algebra A, (¢, (A))n>1, € exponencialmente
limitada (enquanto que dim P, = n!).

Ainda no intuito de descrever identidades para uma determinada algebra, ha um
eixo dentro da PI-algebra que utiliza a teoria de representagoes do grupo simétrico .S,
via tabelas de Young. Tal teoria se consolidou como uma ferramenta poderosa para
o estudo de identidades. O leitor pode consultar as referéncias [10], [33] e |[54] para a

teoria geral de G-representagoes e, para o caso especifico G = S, o livro [32].

Desde que T-ideais sdo invariantes sob endomorfismos de F/(X), a agdo de per-

mutacao de indeterminadas de um polinémio multilinear nos fornece a estrutura de um
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Sp-modulo do grupo simétrico S,,, n > 1, no espacgo dos polinomios multilineares P, e
no espaco P, N1d(A) de identidades multilineares de uma PI-dlgebra A e, portanto, a
teoria ja conhecida de S,-representacoes sob um corpo de caracteristica zero pode ser

aplicada no estudo de PI-algebras. Denotando por x,(A) o n-ésimo cocaracter de A
P

= 5 Ol
P,NIdA) "
dar restricoes na forma dos diagramas de Young correspondentes a S,-caracteres irre-

associado ao S,-modulo P,(A) A) é caracter de P,(A)), é possivel
dutiveis que aparecem na decomposicao de x,(A), ou seja, que possuem multiplicidade
nao nula, e mostrar que esses S,-caracteres irredutiveis estao dentro de um gancho
infinito H(d, 1), d,l > 0, onde H(d,l) é a unido de todos os diagramas de Young cujas
linhas abaixo da d-ésima linha tém comprimento menor ou igual a I. E interessante
estudar os S,-modulos irredutiveis de P, cujas multiplicidades sdo nulas (as que estao
fora do gancho H(d, ) satisfazem isso), pois eles sdo formados por identidades de A.
O famoso Teorema do gancho (The Hook Theorem, Teorema 2.53), provado em 1982
por Amitsur e Regev em [3] para o caso de algebras que satisfazem identidades ordi-
nérias, evidencia exatamente isso: sao descritos conjuntos de identidades a partir de
S,-modulos irredutiveis que nao aparecem na decomposicao do n-ésimo cocaracter e

cujos diagramas de Young correspondentes estao fora do gancho.

Anos antes, em 1979, Regev mostrou em [49] que, se a A é uma algebra que satisfaz
a identidade polinomial de Capelli de posto k, entao a sequéncia de cocaracteres de
A tem altura limitada por k — 1 (veja Teorema 2.55). Na teoria de PI-algebras, este

resultado ¢ conhecido como o Teorema da Faixa (The Strip Theorem).

Ainda nesse cenario e diante do crescente interesse em estudar identidades poli-
nomiais com estruturas adicionais, em 1985, Giambruno e Regev provaram em [19] a
versao do Teorema do Gancho, considerando A uma superalgebra ou uma algebra com
involucao *. Os autores utilizaram a teoria de representagao do grupo Ly = Ty Shs
produto entrelacado do grupo Zs pelo grupo simétrico S,,, aplicada ao estudo de Zo-
identidades (superidentidades) ou *-identidades (identidades com involugao ) de A,

ou seja, identidades com Zs agao, e provaram que o n-ésimo cocaracter correspondente

Xn(A|Zy) = Z myuXru (para superidentidades)
AL+ ll=n
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ou

Xn(Alx) = Z My uXru (para *-identidades)
A lal=n

esta contido em um gancho duplo (H(dy, 1), H(da,ls)), com dy, 1y, ds, 5 inteiros positi-
VOs.

Diante do exposto, veio a nossa inspiracao primordial para desenvolver este traba-
lho de tese: existe uma versao do Teorema do Gancho para superalgebras com superin-
volucao? Além disso, é possivel estender o Teorema da Faixa para esse nosso contexto?
Neste trabalho, daremos a resposta positiva para essas indagacgoes, apresentando os
dois resultados principais desta pesquisa, que sao: o Teorema do Gancho (Teorema
4.4) e o Teorema da Faixa (Teorema 4.12) para o caso de superalgebras com uma su-
perinvolucao #. Ademais, como consequéncia do Teorema do Gancho, conseguimos
provar também uma versao do Teorema de Amitsur (Teorema 4.14).

Esta tese estd composta por mais quatro capitulos, dispostos da seguinte maneira.

No Capitulo 2, introduzimos a teoria de S,-representacoes via tabelas de Young,
destacando a acao do grupo simétrico .S, no espaco dos polinomios multilineareas P,.
Além disso, relembramos alguns resultados da PI-teoria e destacamos os conceitos de
codimensao e de cocaracter e sua relacdo na descricao de identidades. Apresentamos
também resultados basicos que utilizaremos no decorrer do trabalho. Como referéncias
gerais da PI-teoria, citamos [12, 24].

No Capitulo 3, apresentamos a teoria de algebras G-graduadas e de suas res-
pectivas identidades G-graduadas, dando énfase nas superalgebras A (&lgebras Zo-
graduadas).

Definimos também uma superinvolu¢do # em uma superalgebra e apresentamos
a definicao do nosso objeto principal de estudo que sao as superidentidades com supe-
rinvolucao, expondo os fatos mais importantes sobre elas. Em vista da decomposicao
dada em (1.1), estudamos superidentidades com superinvolu¢do a partir da teoria de
representagao do produto direto dos grupos simétricos S,y 1= Sy, X Sy, X Spy X Spy,
onde n = ny+no+nz+ny, e da agao de Sy, no espago P,y dos polindomios multilineares,
em que as np primeiras indeterminadas (denotadas por Yo = {yo.1,- - , Yo, }) S0 pares
simétricas, as ny seguintes (denotadas por Zy = {201, - , 20, }) 530 pares antissimeé-

tricas, as proximas ns (denotadas por Yy = {y11, -, Y1.ns }) $20 impares simétricas e as
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ny seguintes (denotadas por Z; = {211, -+ , 21, }) 520 impares antissimétricas. A fim
de estendermos os resultados de identidades ordinarias para superidentidades com su-
perinvolugao, estudamos os Sy,y-caracteres irredutiveis de A, a n-ésima #-codimensao
graduada (c(ny(A))n>1 € 0 n-ésimo #-cocaracter graduado de A, x(n)(A). Em 2016, Gi-
ambruno, Toppolo e La Mattina mostraram em [14] que a sequéncia de #-codimensoes

de uma PI-algebra A, (c(my(A))n>1, € também exponencialmente limitada.

No Capitulo 4, apresentamos uma das principais contribuicoes desta tese que é
uma demonstracao do Teorema do Gancho para o caso de superdlgebras com superin-
volugao. Salientamos que, em todos os nossos resultados, consideramos PI-algebras,

isto é, algebras que satisfazem uma identidade polinomial nao trivial ordinaria.

Teorema A: [Teorema 4.4] (Teorema do Gancho para #-superdlgebras) Sejam F um
corpo de caracteristica zero e A uma superdlgebra sobre F com uma superinvolucao
#. Se A € uma Pl-dlgebra, entdo existem inteiros nao negativos d;, l; > 1, com
i =1,2,3,4, tais que o n-ésimo #-cocaracter graduado, Xy (A), estd contido em um

gancho quddruplo Ha(n) = (H(d1, 1), H(d2,12), H(ds, l3), H(d4, ls)), isto €,

Xy (A) = §: M) X (A)-
(AN)F(n)
(A\)EH4(n)

Em seguida, provamos o Teorema da Faixa para PI-superalgebras com supe-
rinvolugdo que satisfazem uma superidentidade de Capelli de posto (k), onde k =
ky + ko + ks + ky.

Teorema B: [Teorema 4.12| (Teorema do Faiza para #-superdlgebras) Sejam F um
corpo de caracteristica zero, A uma superdlgebra sobre F' com uma superinvolucao # e

Xy (A) = Z moyX ) 0 seu n-ésimo #f-cocaracter. Se A ¢ uma PI-dlgebra, entdo
(MF(n)
A satisfaz C’ap?;), k = ki + ko + ks + ky, a #-superidentidade de Capelli de posto (k),

se, e somente se, my = 0 sempre que h((\)) > (k), isto é, para a altura h; = h(\(7))
das componentes \(1) da multiparticao (A\) = (A(1),\(2), A(3), A(4)), temos que h; > k;
para algum i € {1,2,3,4}.

Concluimos o capitulo com uma consequéncia do Teorema A, demonstrando uma
versao do Teorema de Amitsur para #-superalgebras, o qual garante que qualquer PI-

superalgebra com superinvolucao satisfaz uma identidade que é produto de poténcias
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do polindémio Standard.

Teorema C: |Teorema 4.14| (Teorema de Amitsur para #-superdlgebras) Sejam F um
corpo de caracteristica zero e A uma superdlgebra sobre F' com uma superinvolucao.
Se A ¢ uma Pl-dlgebra, existem inteiros k;,m;, 1 = 1,2,3,4, tais que A satisfaz a

identidade
S (Wous Yok ) St (2005 5 2ok ) St (Y15 s Yiks) St (2115 5 210,) = 0.

A importancia dos nossos resultados recai em varias partes dentro da teoria de

PI-algebras, e vamos destacar algumas delas agora.

Uma das principais aplicagoes do Teorema do Gancho é o conhecido Teorema de
Kemer que garante que qualquer PI[-algebra, sobre um corpo de caracteristica zero,
tem as mesmas identidades que a envolvente de Grassmann E(A) de uma superalgebra
A de dimensao finita. A relevancia desse resultado se da por responder positivamente a
conjectura de Specht, provando que qualquer T-ideal de identidades de uma PI-algebra
é finitamente gerado. Em 2016, Aljadev, Giambruno e Karasik mostraram em [1] que

o Teorema de Kemer é vilido para algebra com involucao * ou superalgebra.

Uma outra aplicacao dos Teoremas do Gancho e da Faixa é estudar o comporta-
mento da sequéncia de cocomprimentos de uma variedade nao trivial. Berele, em [6],
mostrou que, se uma algebra A satisfaz uma identidade de Capelli, entao a sequéncia
de cocomprimentos de A é polinomialmente limitada. Em seguida, Berele e Regev,
em [7], provaram que esse resultado é valido ndo apenas para algebras que satisfazem
uma identidade de Capelli, como também vale para qualquer PI-algebra. Anos depois,
Giambruno e Zaicev, em [24], provaram esse mesmo resultado de uma forma diferente,
utilizando como ferramenta principal o Teorema do Gancho e o Teorema de Kemer,
mencionado acima, ou seja, os autores demonstraram que, dada uma variedade nao
trivial V, a sequéncia de cocomprimentos (1,,(V)),>1 ¢ polinomialmente limitada, isto

é, existem constantes C| k > 0 tais que

L(V) =Y my < CnF,

AFn
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onde

Xn(V> = Z mMAX A

AFn
é 0 n-ésimo cocaracter de V. Esse resultado estd inteiramente relacionado ao Teorema
do Gancho e, em certos casos, eles sdo equivalentes, como mostra Berele em [5] para

algebras com acao de algebra de Hopf e para algebras com involucao * ou superalgebras.

Nos ultimos anos, muitos autores tém estudado extensivamente o comportamento
assintotico da sequéncia de cocomprimentos para diferentes algebras, a fim de obter
uma caracterizacao de certas variedades. Mishchenko, Regev e Zaicev consideraram
o caso ordinario no trabalho [42], Cirrito e Giambruno estudaram o caso de algebras
graduadas em [9], Vieira caracterizou algebras finitamente geradas com involu¢ao no
artigo [56] e, recentemente, Ioppolo e Martino consideraram o caso de superalgebras
com superinvolu¢do em [29]. Existem outros diversos trabalhos nessa dire¢do, dentre
0s quais citamos [26, 41, 45].

Destacamos, também como aplicagdo dos nossos principais resultados (Teorema
do Gancho e Teorema da Faixa), o estudo do PI-expoente de uma PI-algebra A sobre
um corpo de caracteristica zero, que é definido como sendo o niimero

exp(A) := nh_)rgo v en(A)
quando o limite existe, onde (c,(A))n,>1 ¢ a sequéncia de codimensdes de A. Esse
nimero permite medir, em um certo sentido, o crescimento de uma variedade nao
trivial e, além disso, caracterizar variedades. Na década de 80, Amitsur conjecturou
que, para qualquer PI-algebra A sobre um corpo de caracteristica zero, o PI-expoente
de A existe e é um inteiro nao negativo. Giambruno e Zaicev, em [21, 22|, deram uma
resposta positiva a essa conjectura. Todavia, quando a PIl-algebra é nao associativa,
essa conjectura nao é valida em geral. Em |20, 57|, os autores mostraram que o PI-
expoente existe para algebras de Lie e Jordan de dimensao finita, enquanto que em [23]
os autores provaram que tal nimero existe para algebras simples de dimensao finita (em
particular, para superélgebras de Lie de dimensao finita). Repovs e Zaicev, em [50],

construiram uma familia de algebras nao associativas cujo PIl-expoente nao existe.

Ainda nesse cenério, Giambruno, Polcino Milies e Valenti, no trabalho [15], prova-
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ram que, para qualquer PI-algebra A com involucao *, o exp*(A) existe e é um inteiro.
Toppolo, por sua vez, no artigo [27], estudou o crescimento exponencial de superal-
gebras finitamente geradas com superinvolugdao #, mostrando que exp”(A) também

existe e é um inteiro.

Embora Ioppolo em [27] tenha feito um estudo aprofundado sobre o expoente de
uma superalgebra com superinvolugao, além de uma caracterizagao dessas algebras, ele
considerou apenas aquelas que sao finitamente geradas. Isso, provavelmente, é devido
ao fato de que, para as outras estruturas nas algebras mencionadas antes, o passo
chave para garantir a existéncia do seu respectivo expoente é o celebrado Teorema de
Kemer. Acreditamos que, para generalizar os resultados de Toppolo para quaisquer
superalgebras com superinvolucao, deve-se provar uma versao do Teorema de Kemer

sobre envolventes de Grassmann para superalgebras com superinvolucao.

Feitas essas consideragoes, fica evidente a importancia dos nossos resultados para
generalizar varios outros em aberto sobre Pl-superalgebras com superinvolugao sobre
um corpo de caracteristica zero, que utilizam como ferramenta principal na demons-

tracao os Teoremas do Gancho e da Faixa.

Finalizamos a tese com o Capitulo 5. Ele surgiu logo ap6s percebermos que os
argumentos empregados nas demonstragoes dos Teoremas A, B e C podiam ser aplica-
dos de igual modo para o caso de superédlgebras com uma involugao graduada. A ideia
inicial de demonstrarmos esses resultados para essa classe de superalgebras devemos a
professora Ana Cristina Vieira (UFMG), que nos questionou ap6s minha palestra no
XIT Summer Workshop in Mathematics, UnB, Brasilia, se o Teorema A era valido para
superalgebras com uma involugao graduada. Registramos, aqui, nossos agradecimentos
a professora Ana, nao apenas pela pergunta que gerou resultados, mas também por
encaminhar artigos que deram suporte para desenvolvermos alguns exemplos contidos
aqui.

Em suma, o Capitulo 5 traz o seguinte. Seja A = Ay® A; uma superalgebra sobre
um corpo F' de caracteristica zero. Uma involucdo graduada em A ¢ uma aplicagio
F-linear x : A — A tal que (¢*)* = ¢ para todo ¢ € A, (ab)* = b*a* para todos os

elementos a,b € Ae Aj C Ay e A7 C A;. Nesse caso, chamamos A de x-superalgebra.
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Temos novamente que, como charF # 2, entao
A=A ® Ay @ AT @ A7,

onde Af ={a€ A;|a*=a}e A ={a€ A |a" = —a}, parai = 0,1, sdo as
componentes homogéneas simétricas e antissimétricas de A, respectivamente. Aqui,
novamente, em vista desta decomposicao da superalgebra A, estudamos superidenti-
dades com involugao graduada a partir da teoria de representacao do produto direto
dos grupos simétricos S,y := Sy, X Sp, X Spy X Sy, onde n = ny +ny +nz +ny, e da
agao de S, no espago P,y dos polindmios multilineares, em que as n; primeiras inde-
terminadas (denotadas por Yo = {401, ,Yon, }) 580 pares simétricas, as ny seguintes
(denotadas por Zy = {201, , Z0m, }) SA0 pares antissimétricas, as proximas nz (deno-
tadas por Y1 = {y11, - , Y10, }) s80 impares simétricas e as ny seguintes (denotadas
por Zy = {z11, -+ , 210, }) s@0 impares antissimétricas.
Seguem os teoremas desse capitulo.

Teorema D: [Teorema 5.9 (Teorema do Gancho para x-superdlgebras) Sejam F um
corpo de caracteristica zero e A uma superdlgebra sobre F' com uma involucao graduada
x. Se A € uma PI-dlgebra, entdo existem inteiros d;,[; > 1, comi = 1,2, 3,4, tais que o
n-ésimo x-cocaracter das x-identidades graduadas, xny(A), estd contido em um gancho

quddruplo Hy(n) = (H(d1, 1), H(da, l2), H(ds, l3), H(d4, 1)), isto €,

Xy (A) = ) muyx-
(V)F(n)
(A EHa(n)
Teorema E: [Teorema 5.10| (Teorema de Amitsur para x-superdlgebras) Sejam F um
corpo de caracteristica zero e A uma superdlgebra sobre F' com uma involucao graduada.
Se A € uma Pl-dlgebra, existem inteiros k;,m;, 1 = 1,2,3,4, tais que A satisfaz a

identidade
StZ?(yU,l: T 73/0,161)"5%222(20,17 T 720,/62)'Stz;3<y1,17 T 7y1,k3)'5t2ri4(21,17 e 7217k4) = 0.

Teorema F: [Teorema 5.13| (Teorema da Faiza para *-superdlgebras) Sejam F um

corpo de caracteristica zero, A uma superdlgebra sobre F' com uma involucao graduada
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* e Xmy(A) = Z moyXpy 0 seu n-ésimo *-cocaracter. Se A € uma Pl-dlgebra,
(MH(n)
entao A satisfaz Caplyy, k = ki + ko + ks + ka, a x-identidade de Capelli de posto (k),

se, e somente se, myy = 0 sempre que h((\)) > (k).



Capitulo 2

Preliminares e Resultados Basicos

Neste capitulo, iremos relembrar nocoes e resultados relevantes a respeito de al-
gebras livres, identidades polinomiais para uma &lgebra A sobre um corpo F, e da
teoria de representacoes do grupo simétrico S,, via tabelas de Young. Como deixamos
claro na Introducao, o objetivo principal deste trabalho é estender alguns resultados
dessa teoria para o caso de superalgebras com superinvolucao. Por questoes de sim-
plicidade, apresentaremos varios resultados neste capitulo, apenas referenciando sua
demonstracao ao leitor, para que possamos posteriormente utiliza-los na prova do caso
analogo para superdlgebras. Vamos nos basear nas referéncias [33] e [54] para a Teoria
de Representagoes de Grupos Finitos, |[32] para a Teoria de Representagoes do Grupo

Simétrico, e [12, 24, 31] para a Teoria de Identidades Polinomiais.

Vale mencionar que, nas Secoes 2.1 e 2.4, F' denotard um corpo de caracteristica

zero; ja nas Secoes 2.2 e 2.3, nao necessariamente.

2.1 S,-representacoes via tabelas de Young

Nesta secao, consideramos representagoes de um grupo simétrico .S,, sobre um

corpo F' de caracteristica zero.

Definicao 2.1 Seja n > 1 um inteiro. Uma particao N de n € uma sequéncia de
naturais A = (A, -+, N) tal que \y > - >\ e Zézl Xi = n. Neste caso, escrevemos

AbEn oou [N\ =n.
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Quando [ = 1, entdo A; = n e escrevemos A = (n) e, quando \; = --- = \,, = 1,
denotamos por A = (1"). No caso em que n = kd, escrevemos A = (k%) para indicar a
particdo A = (k,--- , k). Dadas as particoes A = (Ay,--- ,\,) e = (pg, -+ ,my) de n,
podemos obter uma relacao de ordem no conjunto das partigoes. Dizemos que A > u
se Ay > py para k = min{i € N| \; # p;} (ordem lexicografica). Denotamos por p(n)
o conjunto de todas as particoes de n.

E conhecido que, dados ¢ : G — GL(M) uma representacio do grupo finito
G, onde M é um espago vetorial de dimensdo finita sobre C, e seu caracter x,(g) =
Tr(p(g)), trago da representagao ¢(g), os caracteres sdo fungoes de classes, isto é,
sao constantes nas classes de conjugacdo de G, e assim, x,(g9) = x,(h) para g e h
pertencentes & mesma classe de conjugacdo. A partir desse fato, é provado que o
numero de caracteres irredutiveis nao equivalentes de um grupo finito G sobre um
corpo algebricamente fechado é igual ao seu nimero de classes de conjugagio (para
mais detalhes veja o Teorema 15.3 em [33]).

Dada uma particao A - n, é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre o conjunto de classes de conjugagao do grupo simétrico CI(.S,) e o conjunto das
particoes de n (veja [30] paginas 74 e 75). Assim, os caracteres irredutiveis de S,, sobre
C estao em correspondéncia biunivoca com as particoes de n. Desse modo, vamos
denotar por M), o S,-modulo irredutivel e x, o S,-caracter irredutivel associados a

particdo A F n e por d) = x,(1) o seu grau.

Teorema 2.2 FExiste uma correspondéncia biunivoca entre os S, -caracteres irreduti-
veis e as particoes de n, para n > 1. Sejam {x»| X F n} o conjunto de todos os
caracteres irredutiveis nao equivalentes de S, e dy = xx(1) o grau de x», para A\ n.

Entao,

FS, =@ L= M, (F),

AFn AFn

onde I = exF'S, eex =3 g Xa(0)o ¢ a unidade de I.
Demonstracao. Veja o Teorema 2.2.2, pagina 47 em [24]. O

Defini¢ao 2.3 Dada uma particio X = (A\y,--- ,N) de n, um diagrama de Young da

forma X € uma matriz ou série de n boxes arranjados em linhas tal que a i-ésima linha
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contém \; boxes. Os bozes sao justificados a esquerda e, por convencao sobre partigoes,

o comprimento das linhas € nao-crescente.

Podemos representar um diagrama de Young pelo conjunto

Dy={(i,j) € ZXZ|i=1,---,l; j=1,---, \i}.

Por exemplo, o digrama D53 1) € representado por

Di321,) =

Para uma particdo A F n, definimos a particio conjugada de A dada por A" =

/ ’ ! ~ .
(A, -+, A,), onde Ay, -+ A, s@0 os comprimentos das colunas de D). Por exemplo,

sendo A = (5,3,2,1) F 11, entdao X" = (4,3,2,1,1).

Definigao 2.4 Uma tabela de Young da forma X\ € uma atribui¢ao dos inteiros {1,--- ,n}
nos n boxes do diagrama de Young bijetivamente. Denotamos uma tabela de Young da
forma X por T\ = Dy (a;j), onde a;; € uma atribui¢io para o box que estd na i-ésima

linha e j-ésima coluna.

Exemplo 2.5 Sejam a particdo A = (4,3,2,1) - 10 e o diagrama de Young D4 3271)

associado ‘
Dus21) =
Considere a tabela de Young
112]3]4]
5167
Tus21) = 379
10]

Definicao 2.6 Uma tabela de Young T\ da forma X € dita Standard se os inteiros
em cada linha e cada coluna crescem da esquerda para direita e de cima para baizo,

respectivamente.
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No exemplo seguinte, exibimos as tabelas Standard T, associadas & particao A =

(3,2) I 5.

Exemplo 2.7

1/2]3] 4] 5/ [1]3]4] [1
415] 7 [3]5] 7 [3]4] 7 [2]5] 7 |2

—_
[\
—
[\]

5\.

=

As tabelas Standard desempenham um papel importante na teoria de represen-
tacoes de S, visto que, a partir delas, pode-se determinar o grau das representagoes
irredutiveis. Esse resultado pode ser visto em [24], Teorema 2.2.6. Dessa forma, no
Exemplo 2.7, o grau d(3 ») da Ss-representacao irredutivel associada a particao A = (3,2)
é igual a 5. Uma maneira de se determinar o niimero de tabelas Standard associadas a
uma particao de n, e consequentemente, determinar o grau da representacao irredutivel

correspondente é através da famosa Formula do Gancho, apresentada no que segue.

Defini¢ao 2.8 Seja v = (i,5) um box no diagrama de Young. Seu gancho é dado pelo

conjunto

Hy=Hj={(i,5):5 >j0{(i’,5):i >}

com correnspodente comprimento h; j = |H, ;

O comprimento do gancho H; ; é o nimero de boxes que ocorrem abaixo do box

(,7) e a sua direita, contando ele mesmo.

Exemplo 2.9 Considere a particdo A = (3,2,1) - 6 e seu diagrama de Young D32 1).
Os ntmeros atribuidos nos seus boxes correspondem aos comprimentos dos seus res-

pectivos ganchos:

3/1]

‘me
—_

Teorema 2.10 (Fémula do Gancho) Sejam n > 1 e A+ n. Entao,

n!

dy = =——.
H(i,j)e)\ hi,j

Demonstragao. Veja a pagina 124 em [52]. O
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A fim de compreender melhor as representacoes irredutiveis do grupo simétrico
Sy, vamos descrever uma lista completa de ideais minimais & esquerda de F'S,,. Para
isso, dada uma tabela de Young 7T da forma A, sejam R, osubgrupo de S,, formado por
todas as permutacoes de S,, que preservam as linhas de T}, isto é, mantém os elementos
de cada linha nela mesma, e Cp, o subgrupo formado por todas as permutagoes de .S,
que preservam as colunas de T), ou seja, mantém os elementos de cada coluna nela

mesma. Mais especificamente,

Definicao 2.11 Sejam A = (A1,--- ,\) Fn e Ty = Dy(a;j;) uma tabela de Young da

forma \. Definimos o Estabilizador de Linhas de Ty como sendo
Ry, = Sy, (a11, a1, -+ ,a1x,) X - X Sy (@1, G2, -+ 5 Gpp,),

onde Sy, (a1, iz, - -+, a;y;) denota o grupo simétrico agindo nos inteiros a;y, G, -+ , a;y, -

(3

Definicao 2.12 O estabilizador de Colunas de Ty = Dy(a;;) é dado por

’
s

CT,\ = S/\’l(allaama"' 7%\’11) XX SA (al)qva?)\la”' ﬂstl),
’ ’ ’ . Do~ .
onde X = (N, -+, ;) € a particio conjugada de \.

Definicao 2.13 Para uma dada tabela T, definimos

er, = Y (=1)or.

UGRTA
TECTA
Veremos, a seguir, propriedades e resultados importantes do elemento er,. Pro-
priedades essas que serao fundamentais para determinar as representacoes irredutiveis
do grupo simétrico S,,.
Pode-se mostrar que o elemento ey, é um elemento idempotente essencial de F'S,,,
. , . . 2 , _onl o
isto ¢, existe a € F' satisfazendo e, = aer,. Mostra-se também que a = 7~ = [ hij
¢ um inteiro nao nulo (veja [10], pagina 195). Note que, como a € F, os elementos e,

e . N . 4 €
e —> geram o mesmo ideal & esquerda de F'S,, isto é, FSyeq, = FS,—2.
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E possivel definir uma acao do grupo simétrico S, no espaco das tabelas de
Young da seguinte maneira: S,, age em T agindo em cada entrada, isto é, se 0 € S, e

Ty = Dy(ai;), entao o1\ = Dy(ca;;). Esta agdo nos fornece as seguintes propriedades:

-1 1

Ryr, =0Rp,07' e Cop, = 0Cr0 . E, assim, e,1, = gen,o L.

Proposicao 2.14 Para toda tabela de Young T\ da forma A+ n, o elemento ey, é um
elemento minimal essencial de F'S,, e F'Syer, € um S,-mddulo irredutivel a esquerda de
F'S,, com caracter x. SeTy el sao tabelas da mesma forma X\, entao os elementos eq,

e e, sao conjugados em F'S,, através de alguma o € S, e, além disso, e,r, = aeTAa_l.

Demonstracao. Veja Proposicao 2.2.13, pagina 49 em [24]. O
Esse resultado nos fornece uma lista completa dos S,-moédulos irredutiveis nao
equivalentes a esquerda de F'S,,. Dada uma particao A - n, entao para quaisquer duas
tabelas de Young 77 e T5 associadas ao mesmo diagrama D), temos F'S,er, = F'S,er,,
como S,-modulos, enquanto que F'S,er, 2 FSyer, para A # [
Fixada uma particao A F n, vamos denotar My, o S,-moédulo irredutivel a es-

querda gerado pelo conjunto de vetores {er,; Th ¢ uma tabela de Young de forma
A}

Exemplo 2.15 Considere n € N, com n > 2, e as seguintes tabelas de Young

7 =[1]2[-n] ¢ T: =

Temos que Ry, = S,, Cp, = {ld}, Ry, = {Id} e Cr, = S, e assim

er, = Z o e ep = Z(—l)TT.

O’ESn TESn

Dessa forma, nao ¢é dificil mostrar que os S,-modulos irredutiveis a esquerda My, =
(e,)r € My, = (er,)r correspondem as S,-representagoes de grau 1 trivial e sinal,

respectivamente.

Dadas uma particao A = n e uma tabela de Young 7T\ da forma A, veremos
mais adiante que os elementos idempotentes essenciais e, caracterizam os S,-moédulos

irredutiveis.
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Lema 2.16 Sejam V um S,-mddulo irredutivel com caracter x(V) = x e A F n.
Entao, V' pode ser gerado como um S,-modulo por um elemento da forma ep,v para
algum v € V' e para T\ tabela de Young da forma \. Além disso, para qualquer tabela

de Young Ty da forma A, existe v' € V' tal que V = FS e

Demonstracao. Veja o Lema 2.4.1, pagina 52 em [24]. O

Vale ressaltar que, em algumas demonstragoes neste trabalho, vamos nos deparar
com situagoes nas quais o grupo simétrico age em um conjunto P nao necessariamente
igual a {1,2,--- ,n}. Por exemplo, pode acontecer que o grupo simétrico aja permu-
tando os elementos de algum subconjunto P = {py,p2, - ,pu} € {1,2,--- ,n}. Neste
caso, vamos denotar por Sp o grupo de permutacoes que permutam apenas o elementos

desse conjunto P.

2.2 Algebras livres e identidades polinomiais

Sejam X = {x1,z5, -} um conjunto enumeravel de indeterminadas de posto
infinito, F' um corpo qualquer (nao necessariamente de caracteristica zero) e F(X) a
algebra associativa livre gerada por X sobre um corpo F. Os elementos de F'(X) sdo
chamados de polindmios nas indeterminadas do conjunto X. Se A é uma F-algebra,
dizemos que f(z1,--+ ,x,) € F(X) é uma identidade polinomial de A ou que A satisfaz
f=0se f(ay,--- ,a,) = 0 para quaisquer ay, - - - ,a, € A. Chamamos A de PI-algebra

quando A satisfaz uma identidade polinomial nao nula.

Usaremos a notacao de f = 0 em A para dizer que f é uma identidade polinomial

de A. Caso contrario, escreveremos f # 0 em A.

Exemplo 2.17 Seja A uma algebra comutativa. O comutador de Lie, g(x,y) =

[z,y] = zy — yr é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 2.18 Dizemos que A é uma &lgebra nilpotente de grau n quando A" = 0

para algum n > 1. O polinémio x; - - - x,, ¢ uma identidade polinomial em A.
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Exemplo 2.19 Seja A = UT,(F) a algebra das matrizes triangulares superiores de

ordem n sobre F. O polindémio

[Ih 1’2] T [132n71, 332n]
é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 2.20 Considere F' um corpo de caracteristica diferente de 2. Sejam I o
ideal bilateral de F'(X) gerado pelo conjunto de polinémios {z;z; + x;z; | i,5 > 1} e

E = %)Q Se definirmos e; = x; + [ para ¢ =1,2,---, entao F serd representada por
E=(l,e,e9,---| eie; = —eje;, Vi,j>1)p.

A algebra E é chamada de Algebra de Grassmann (ou algebra exterior) unitiria de
dimensdo infinita. E possivel mostrar que 8 = {1,¢e;, - - - e, | 1 <iy <--- <} forma

uma base para F (veja Exemplo 1.1.8 em [24]). Definimos os subespagos

Ey, = spanF{eil---ei% | 1§21<<12k,k520},

By = spanp{e;, - €y, | 1 <idp <o <ldgpyr, k> 0}

gerados por mondmios pares e impares, respectivamente. Dessa maneira, nao é dificil
mostrar que F pode ser escrita como F = FEy @& F,. Note ainda que, pela relacao

e;e; = —eje;, temos

(es, -+ ea)(egy - e) = (=1)"(ej, - ej)ei, - eq,)

para quaisquer k,l € N, de onde conclui-se que ax = za para todo x € F e a €
Ey e, portanto, Ej esta contido no centro de E, Z(F) (de fato, esses dois conjuntos
coincidem). Por isso, vale que [E, E] C Ey C Z(E) e, consequentemente, o comutador
triplo

(1, T2, x3] 1= [[x1, 22|, T3]

¢ uma identidade polinomial de E.
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Definicao 2.21 O conjunto de identidades de A € dado por

Id(A) ={f e F(X) | f=0em A}.

Tem-se que o conjunto [d(A) é um ideal de F'(X) invariante sob todos endomorfismos
da algebra livre F'(X), isto é, p(Id(A)) C Id(A) para todo ¢ € Endpr(F(X)). Na
literatura, um ideal com essa caracteristica é chamado de T-ideal. Além do mais, é
possivel mostrar que todo T-ideal I de F(X) é da forma Id(B) para alguma algebra

B (basta considerar a algebra B = %)Q)

Definigao 2.22 Considere os conjuntos de polinomios S, S’ C F(X) e f € F(X).

(1) O T-ideal de F{X) gerado pelo conjunto S, que serd denotado por (S)r, € definido

pelo conjunto
(S)r = {Zwifi(uila Cee Ui, )V | fi €S, Wiy Ui, Vi € F<X>} .
i=1

(2) Se f € (S)r, entio dizemos que f € uma consequéncia dos polindmios de S.

(8) Dizemos que S e S" sao equivalentes se eles geram o mesmo T-ideal, isto é,

(S)r = (S")r.

Exemplo 2.23 (|24, Teorema 4.15]) Seja ' um corpo infinito. O T-ideal de identi-
dades da algebra UTy(F) ¢ Id(UT5(F)) = ([z1, zo)[z3, z4])r. Em geral, para UT, (F),
temos que Id(UT,(F)) = ([x1, z2][xs, x4 - - - [X2n_1, Ton]) T

Exemplo 2.24 Seja F' um corpo com charF # 2. No artigo [40], Krakowski e Regev
mostraram que o T-ideal de identidades da &lgebra de Grassmann F, definida no

Exemplo 2.20, é [d(E) = ([z1, 2, x3)) F.

Defini¢ao 2.25 Dado um conjunto nao vazio S C F(X), a classe de todas as dlgebras
A tais que f =0 em A para todo f € S é chamada de variedade V = V(S) determinada
por S. Dizemos que a variedade V € nao trivial se S # 0 eV € propria se é nao trivial

e contém uma dlgebra nao nula.



Capitulo 2. Preliminares e Resultados Basicos. 21

Exemplo 2.26 A classe de todas as algebras comutativas forma uma variedade prépria

com S = {[z,y]}.

Exemplo 2.27 Se considerarmos S = {z"}, entdo V(S) é a classe de todas algebras

nil de expoente limitado por n.

Definigcao 2.28 Sejam V uma variedade, A € V uma dlgebra e Y C A um subconjunto
de A. Dizemos que A € relativamente livre em Y (com respeito a V) se, para qualquer
dlgebra B € V e para toda funcdio o : Y — B, existe um unico homomorfismo 5 : A —
B estendendo a. Quando V é a variedade de todas as dlgebras, esta € exatamente a

definicao de dlgebra livre em Y. A cardinalidade de'Y € chamada de posto de A.

F(X
Observe que o quociente ﬁ da algebra livre F(X) pelo T-ideal de identidades
ordinarias Id(A) de uma algebra A é uma &algebra relativamente livre na variedade

gerada por esse T-ideal de identidades.

2.3 Polindmios homogéneos e multilineares

Na teoria de PI-algebras, quando o corpo base F' é infinito, ha duas classes de
polindémios em F'(X) que desempenham um papel fundamental na descri¢ao do T-ideal
de identidades de uma &lgebra, a saber, polindmios homogéneos e polin6mios multi-
lineares. Em [36], Kemer provou que, sobre um corpo F' de caracteristica zero, todo
T-ideal I é gerado por um conjunto finito de polinémios multilineares, isto é, existem
fi, -+, fm € F(X) polindomios multilineares tais que I = (f1, -, fn)7. Veremos com

mais detalhes esse resultado adiante.

Definicao 2.29 Um polinomio f = f(x1,--- ,x,) € F(X) € multilinear se cada inde-

terminada x; aparece em todo mondmio de f exatamente uma vez. Em outras palavras,

f(mlv o 7xn) = Z UgTy(1) """ To(n),

O'ESn
onde a, € F e S, é o grupo simétrico agindo em {1,--- ,n}.

A seguir, apresentaremos dois exemplos de polindmios multilineares que serao

titeis no decorrer do trabalho e que, quando necessario, receberao seu devido destaque.
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Exemplo 2.30 O polinémio multilinear

Ca/pm(ml; oy Tmy Y1, 7ym+1) = Z (_1)0y1$o’(1)y2xg(2) e ymxg(m)ym+1

O'ESm

¢ chamado de polindmio de Capelli de posto m € N.

Exemplo 2.31 O polinomio multilinear

Stm(‘rh to 7xm) = Z (_1)01'0(1):130'(2) ©  To(m)

o€Sm

é chamado de polinémio Standard de grau m € N.

Definigao 2.32 Um polinomio f € F(X) é homogéneo na indeterminada x;, se x;
aparece com o mesmo grau em todos os monomios de f. Se f é homogéneo em todas

as suas indeterminadas, dizemos que f € um polindmio multi-homogéneo.

Defini¢ao 2.33 Seja m(xy, - ,x,) € F(X) um mondmio. Definimos o multigrau de
m como sendo a n-upla (dy,--- ,d,), onde d; = deg,,m para i =1,--- ,n. A soma de
todos os monomios de [ que possuem o mesmo multigrau é chamado de componente

multi-homogénea de f.

Exemplo 2.34 Seja f(x1, 72, 73) = x329 + 27973 + 37371 + Hr17971. A componente

multi-homogénea de multigrau (2, 1,0) é o polindmio x3xy + 512571 .

Exemplo 2.35 O polinémio Standard Ste(z1,x2) = z129 — X221 de grau 2 tem uma

tinica componente multi-homogénea de multigrau (1, 1).

O estudo de identidades polinomiais de uma dada algebra sobre um corpo infinito
pode ser reduzido ao estudo de polindémios homogéneos, mais especificamente, multi-

homogéneos.

Teorema 2.36 Seja F' um corpo infinito. Se f =0 é uma identidade polinomial para
a dlgebra A, entdao toda componente multi-homogénea de f € ainda uma identidade

polinomial para A.
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Demonstracao. Veja o Teorema 1.3.2, pagina 6 em [24]. O

A partir do Teorema 2.36, juntamente com o processo de multilineariza¢ao (que
pode ser visto em [24], Teorema 1.3.7), quando charF = 0, é suficiente estudar as

identidades polinomiais multilineares.

Teorema 2.37 Seja F' um corpo de caracteristica zero. Todo polindmio nao nulo

f € F(X) € equivalente a um conjunto finito de polindmios multilineares.

Demonstragao. Veja [24], Teorema 1.3.8, pagina 8. O

Corolario 2.38 Seja F' um corpo de caracteristica zero. Todo T-ideal é gerado, como

um T-ideal, pelos seus polindmios multilineares.

Demonstracao. Veja [24], Corolario 1.3.9, pagina 9. O

Para nosso estudo de identidades polinomiais multilineares, existe uma outra

classe importante de polinémios a considerar, a saber, os polinémios alternados.

Defini¢ao 2.39 Dizemos que um polinomio f(xq1, - ,Zn,y1, - ,y) € F(X) linear
nas indeterminadas xy,--- ,x, € alternado nessas varidveis se
f('rlf" yLgy 3 Lgy 3Ty Y1, 7yt) = _f<x1a"' s Ljy 3 Lgy 3 Ty Y1, 0 7yt)

para quaisquer 1 < i < j < n. Quando f € alternado em todas as suas varidveis,

dizemos apenas que f € alternado.
Exemplo 2.40 O polinémio [z, y]z? = zyz? — yxz? ¢ alternado nas variaveis z, y.

Exemplo 2.41 O polinémio de Capelli Cap,,(x1,--+ , Tm, Y1, ,Yms1) € alternado
no conjunto de variaveis x}s e o polinémio Standard St,,(z1,- -+ ,z;) é um polindmio

alternado.
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2.4 Codimensao e cocaracter

Assumimos aqui que o corpo base F possui caracteristica zero.

Com o intuito de compreender melhor o comportamento de identidades de uma
determinada algebra, é interessante considerar sua sequéncia de codimensoes. Para
tal finalidade, introduzimos essa secao apresentando uma acao a esquerda do grupo
simétrico .S, no espaco dos polindémios multilineares em n variéveis fixadas. Denotamos
esse espaco por P, = span{z,(1)- - Tom)| 0 € Sp}. O grupo S, age de maneira natural

a esquerda nos elementos de P, permutando suas variaveis. A acao é dada por

of(xr, -, 2n) = f(To), s Tom))s O € Sn, flar, -+ ,2,) € Py,

Note que essa acao torna P, um S,-mdédulo & esquerda.
Agora, sejam A uma PIl-algebra e Id(A) o seu T-ideal de identidades. Como
T-ideais sao invariantes sob permutacoes de variaveis, temos que P, N Id(A) é um

S,-modulo & esquerda de P,. Assim, o quociente

Py

Fald) = 55 1d(A)

herda, naturalmente, a estrutura de S,-modulo a esquerda.

Defini¢ao 2.42 Paran > 1, o S,-caracter de P,(A) € chamado de n-ésimo cocaracter

de A e é denotado por xn(A).

E conhecido que todo caracter é escrito como combinacao linear de caracteres

irredutiveis. Dessa forma, considere a decomposi¢ao n-ésimo cocaracter em

Xn(A) - Z mMAX X,

A-n

onde y) € o S,-caracter irredutivel associado & particao A - n e m) é a sua correspon-
dente multiplicidade. O préximo resultado relaciona identidades polinomiais de uma

determinada algebra A com as multiplicidades dos S, -caracteres irredutiveis.

Teorema 2.43 Seja A uma dlgebra com n-ésimo cocaracter x,(A). Se A é uma PI-

dlgebra, entao a multiplicidade m, € igual a zero, para wma particao = n, se, e
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somente se, para qualquer tabela T, da forma p e para qualquer polindmio multilinear

f=f(x1, -+ ,2n) € Py, a dlgebra A satisfaz a identidade er, f = 0.

Demonstragdo. Veja o Teorema 2.4.5, pagina 55 em [24].

O estudo da sequéncia de cocaracteres {x,(A)},>1 e das respectivas dimensoes
{dimp P, (A)},>1 pode nos fornecer informagoes sobre o comportamento e descri¢ao de

identidades polinomiais de uma dada algebra.

Defini¢ao 2.44 O inteiro nao negativo ¢, (A) = dimp P,(A) é chamado de n-ésima

codimensao da dlgebra A.

Uma vez que dim(P, N Id(A)) = n! — ¢,(A), A é uma PI-algebra se, e somente

se, n! — ¢, (A) > 0, ou seja, ¢,(A) < n! para algum n > 1.

Exemplo 2.45 Seja A uma algebra nilpotente de grau m € N. Entao, todo monémio
multilinear z;---z,, com n > m, é uma identidade polinomial de A. Assim, P, N

Id(A) = P,, para n > m e, portanto, ¢,(A) = 0.

Exemplo 2.46 (|40, Corolario do Teorema 3.1|) Krakowski e Regev mostraram que a
n-ésima codimensao da algebra de Grassmann FE é dada por ¢,(F) = 2" para todo

n > 1.

Exemplo 2.47 (|24, Teorema 4.15]) Seja A = UTy(F') a algebra de matrizes trian-
gulares superiores de ordem 2 sobre um corpo F de caracteristica zero. Temos que

cn(A) = 2" (n — 2) + 2, para todo n > 1.

A respeito da sequéncia de codimensdes de uma PI-algebra sobre um corpo F', o
seguinte teorema desempenha um papel fundamental na PI-teoria, por ser chave prin-
cipal em demonstracoes de resultados renomados na area. Ele foi provado inicialmente
por Regev no Teorema 4.6 do artigo [48]. Mais tarde, Giambruno e Zaicev, em [24],
apresentaram uma prova modificada da original além de conseguirem melhorar a cota

superior da sequéncia de codimensoes.

Teorema 2.48 ([2/, Teorema 4.2.4]) Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de grau
d> 1, entio c,(A) < (d —1)*.
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A seguir, apresentaremos o teorema do Gancho para o caso de algebras ordina-
rias, sendo ele um dos resultados chaves deste capitulo e inspiracao para o estudo do
resultado principal deste trabalho. A esséncia desse teorema é interessante porque ela
descreve, para qualquer PI-algebra sobre um corpo F' de caracteristica zero, a forma
dos diagramas de Young cujos correspondentes S,,-caracteres irredutiveis x, aparecem

com multiplicidade m, eventualmente nao nula na decomposicao do n-ésimo cocaracter

Xn(A).

Definicao 2.49 Dados interios d,l > 0,um gancho infinito H(d,l) é definido como

H(d,1) = [ J{A = (M, Ao, ) Bl A <13
n>1
Em outras palavras, um gancho infinito H(d,1) pode ser entendido como o con-
junto de todas as particoes de n cujos diagramas de Young se encontram na regiao

representada pela figura abaixo.

d

— 1l —

Figura 2.1: Gancho Infinito H(d, )

Dizemos que uma particdo A F n encontra-se em H(d,[) se o diagrama de Young
correspondente D) esta contido em H(d,l). Seja M um S,-mo6dulo com caracter x (M)

e considere sua decomposi¢do em caracteres irredutiveis x (M) = ZmAXA- Dizemos
AFn
que x(M) C H(d,l) se A € H(d,l) para todas as partigoes satisfazendo my # 0.

Como motivacao do Teorema do Gancho, apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.50 ([44]) Seja E a algebra de Grassmann sobre um corpo F' de caracte-
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ristica zero. Entao, a decomposi¢ao do n-cocaracter de E, x,(F), é dada por

XH(E) = Z X5

AFn
AEH(1,1)

ou seja, as multiplicidades ndo nulas sdo correspondentes a parti¢cdes no gancho H(1,1).

Os proximos lemas sao resultados técnicos a respeito da acao do grupo simétrico
S, no espaco dos polinémios multilineares P,. Sao lemas fundamentais para a prova
do Teorema do Gancho. O primeiro resultado se refere a uma limitacao inferior das
dimensoes dos espacos correspondentes a particoes quadradas, ou seja, particoes cujos

diagramas de Young sao quadrados.

Lema 2.51 (/24, Lema 4.5.2, p. 105]) Sejam q um nimero real positivo e n = m? >
elq?, onde e ¢ a base do logaritmo natural. Se A = (m™) = n é uma particio quadrada

de n, entao degy, > qm.

Lema 2.52 ([2/, Lema 4.5.3, p. 105]) Sejam A\t n e ut m, m < n e suponha que
A > p (D, € Dy). Considere uma tabela de Young T\ tal que os inteiros 1,2,--- ,m
sao arrajandos nos bozes da subtabela T,. FEntao, o elemento er, € F'S, pode ser
escrito na forma

er, = aer,b
para alguns elementos a,b € F'S,,.

Teorema 2.53 (Teorema do Gancho) Para qualquer PI-dlgebra A, existem inteiros

d,l > 0 tais que o n-ésimo cocaracter x,(A) encontra-se no gancho H(d,l), ou seja,

para todo n > 1.

Demonstracao. Veja o Teorema 4.5.1 em [24]. O

Uma aplicacao do Teorema do Gancho para o caso de algebras ordinarias ¢ dada
pelo famoso Teorema de Amitsur. A sua prova pode ser encontrada no Teorema 4.5.4

em [24].
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Teorema 2.54 (Teorema de Amitsur) Para qualquer PI-dlgebra A, ezistem inteiros

r em tais que A satisfaz a identidade St = 0.

Ressaltamos que o Teorema de Amitsur, claramente, é valido para toda algebra de
dimensao finita (veja o Teorema 1.5.8 em [24]). Por outro lado, quando a dimensao da
algebra ¢ infinita, isso nem sempre ¢ verdadeiro. Por exemplo, a &lgebra de Grassmann
E de dimensao infinita, sobre um corpo F' de caracteristica zero, nao satisfaz nenhum
polindémio Standard. Apesar disso, o Teorema de Amitsur garante que E satisfaz uma
poténcia de um polinémio Standard. Nao é dificil ver que essa poténcia é igual a 2,
visto que o quadrado do comutador é consequéncia do comutador triplo (identidade
ordinaria de F).

O proximo resultado é uma versao do Teorema do Gancho para o caso de PlI-
algebras que satisfazem identidades polinomiais ordinérias de Capelli, conhecido como
o Teorema da Faixa ( The Strip Theorem). Nele, também caracterizamos a sequéncia de
cocaracteres correspondentes cujos caracteres irredutiveis em sua decomposigao apare-
cem com multiplicidade eventualmente nao nula. Para mais detalhes, veja o Teorema

4.6.1 em [24].

Teorema 2.55 (Teorema da Faiza) Sejam A uma PI-dlgebra e x, = >, , maX» Seu
n-ésimo cocaracter. Entdo, A satisfaz a identidade de Capelli Cap, de posto k se, e

somente se, my = 0 sempre que a altura h(\) > k

No Capitulo 4, sao apresentadas as versoes dos Teoremas 2.53, 2.54 e 2.55 para
o caso de PIl-superadlgebras com uma superinvolucao e, no Capitulo 5, para PI-

superalgebras com uma involugao graduada.



Capitulo 3

Superalgebra com Superinvolucao # e

#-Superidentidades

Neste capitulo, definimos as identidades polinomiais Zs-graduadas com uma su-
perinvolucao # (superidentidades com superinvolucao), o objeto principal de nosso es-
tudo, e, sempre que possivel, vamos relaciona-las com as identidades ordinarias. Aqui,
todas as algebras serao associativas e consideradas sobre um corpo F' de caracteristica

Zero.

3.1 Algebra G-graduada

Dados uma algebra A e G um grupo arbitrario, daremos uma decomposicao de A
em uma soma direta de subespacos indexados pelos elementos de GG satisfazendo certas

condicoes.

Definigao 3.1 Sejam A uma dlgebra e G um grupo qualquer. Dizemos que A € uma
dlgebra G-graduada (ou dotada de uma G-graduacao) se, para cada g € G, existe um

subespagco Ay C A tal que A pode ser escrita como a soma direta de subespagos

A=A, e AjALC Ay Vg, heG.

geG

Os subespagos A, sao chamados de componentes homogéneas de A e seus ele-

mentos de elementos homogéneos de grau g.
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Exemplo 3.2 Toda algebra A admite uma G-graduacao trivial, basta definir A, = A
e A, = 0 para todo g € G\ {e}.

Exemplo 3.3 Seja G um grupo e considere a algebra de grupo F'G. Para cada g € G,
tomemos o subespago A, = spanp{g} de FG. Claramente a algebra F'G recebe uma

G-graduagao natural.

Exemplo 3.4 A Algebra livrte A = F(X) é uma é&lgebra Z-graduada definida por
A= ®,ezA, tal que A, =0sen <0e A, éo espago gerado por todos os monémios

de grau total n se n > 0.

Exemplo 3.5 Considere a algebra de matrizes A = M,,(F') sobre o corpo F. Para
cada t € Z,, defina o subespago A; = spany{E;;; j —i =1t (mod n)}, onde E;; denota
as matrizes elementares usuais. Nao é dificil mostrar que A pode ser decomposta em

A= D,y At e, dessa maneira, esta decomposigao define uma Z,-graduagao em A.

Quando G = Z,, as algebras Zs-graduadas, denominadas também de superalge-
bras, recebem destaque tanto na propria Pl-teoria quanto neste trabalho. Nesse caso,
a decomposicao de A é dada por A = Ay ® Ay, em que os subespacos Ag e A; sao
denominados de componentes par e impar, respectivamente. Os elementos de Ay sao
chamados de elementos homogéneos de grau 0 ou, simplesmente, elementos pares e os

elementos de A; de elementos homogéneos de grau 1 ou elementos impares.

Exemplo 3.6 Seja F a algebra de Grassmann de dimensao infinita. A decomposi¢ao
E = Ey® E1, onde Ej é o subespaco gerado pelos monémios de comprimento par e E
o subespago gerado pelos monomios de comprimemto impar, ¢ uma Z,-graduagao em

E, denominada de graduagao canonica.

Exemplo 3.7 Considerando n = 2 no Exemplo 3.5, obtemos a Z,-graduacao em
M,y (F) dada por My(F) = My(F)o @ Ma(F), em que
a 0 0

Cc
MQ(F)OZ ]a,bEF e MQ(F)lz |C,d€F
0 b d 0

Essa Zo-graduagao na algebra My(F') é conhecida como graduagio elementar, e a al-

gebra My (F') com essa Zs-graduagao ¢ denotada por M 1 (F).



Capitulo 3. Superalgebra com Superinvolugao e Superidentidades. 31

Definicao 3.8 Um subespaco B C A é graduado ou homogéneo se

B=EP(A4,nB).

geG

Em outras palavras, B é graduado se, para qualquer b € B, b =Y _~b,, by € A,

geG
implica que by € B para todo g € G. Definimos de maneira andloga o caso em que B €

uma subdlgebra graduada ou um ideal & esquerda, o direita ou bilateral graduado de A.

3.2 Superalgebra livre e superidentidades

Sejam F um corpo e G um grupo finito. Consideramos o conjunto X como

uma unifio disjunta X = |J, . X,, onde X, = {z{”, 27 ...}, e F(X) a algebra livre

gea
associativa (ndo comutativa) sobre F' gerada por X (élgebra livre de posto enumeravel).
As indeterminadas de X, possuem grau homogéneo g e o grau homogéneo de um
mondmio 935191) . -xz(ft) € F(X) & definido por g, - - - g;. Denote por F(X) o subespaco
de F(X) gerado por todos os monémios com grau homogéneo g. Visto que o produto
de dois monémios ¢ dado por justaposicdo, temos que F(X)WF(X)M C F(X)h
para todos g, h € G. Assim,

F(X) =P F(x)¥

geG
¢ uma G-graduagao definida na élgebra livre F'(X) e, neste caso, denotamos F'(X) por
F(X)9. A &lgebra F(X)9" é chamada algebra livre G-graduada de posto enumerével

sobre F' e seus elementos de polinémios G-graduados ou simplesmente graduados.

Definicao 3.9 Um ideal graduado I de F(X)9" € dito ser um Tg-ideal se (1)
I para todo endomorfismo G-graduado o € Endh (F(X)9), isto é, ¢(F(X)@) C

N

F(X)(g) para todo g € G. Em outras palavras, I € um ideal invariante sob todos os

endomorfismos ¢ de F(X)" que preservam a G-graduacao.

Dada uma algebra G-graduada A, dizemos que um polindmio graduado

@ 29y e P(X)9 6 uma identidade polinomial G-graduada de A, e escre-
vemos f = 0 em A, se f(aggl), e 7a%‘]")) = 0 para todos os elementos homogéneos
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a(lgl) €Ay, Lal¥) e Ag,. O conjunto de todas as identidades G-graduadas de uma

algebra forma um 7Tg-ideal.

Definicao 3.10 [d9"(A) = {f € F(X)¥| f = 0 em A} € chamado de Tg-ideal de
identidades G-graduadas de A.

Observamos que o conjunto [d9" (A) é um Tg-ideal da algebra F(X)?" e, em
geral, estamos interessados em determinar, para uma &lgebra A dada, um conjunto

S C F(X)9" de polinomios G-graduados que gera Id9" (A) como Tg-ideal.
Definicao 3.11 Fizado um conjunto S C F(X)9", temos:

1. O Tg-ideal gerado por S, denotado por (S)r,, € o conjunto
(S)r, = spang {wi1p(flwa; f € S, ¢ € Endy (F(X)7"), w1, we € F(X)9"},
sel € F(X)9 e, caso 1 ¢ F(X)9", definimos
(S)1, = spang {w1(f)wa; f € S, € Endy (F(X)9"),wy,wy € F(X)" U {1}}.

Além disso, se S = {fi,..., fr}, entdo escrevemos (fi,..., fy), para indicar

<S>TG;

2. Um polinomio f € F(X)9" é uma Tg-consequéncia de S (ou, simplesmente, seque

de S ) se f € (S)r.;

3. Dois conjuntos de polinomios Sy, Sy C F(X)9" sdo ditos Tg-equivalentes se (S1),, =

<52>TG'

Apresentadas essas definicoes e fazendo as devidas alteragoes para o caso de
algebras G-graduadas, é possivel obter resultados semelhantes da teoria de T-ideais
e de variedades de &lgebras com identidades ordinarias para o caso de identidades
polinomiais G-graduadas. O leitor pode consultar, para ver mais detalhes, a Secao 2.2

deste trabalho e o Capitulo 3 em [24].

Agora, escreva X = Y UZ como a uniao disjunta de dois conjuntos enumeraveis de

indeterminadas, onde Y = {y1, 99, - } ¢ Z = {21, 22, -- }. Adlgebra F(X) = F(YUZ)
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recebe uma Zo-graduagao natural dada por F(Y U Z) = Fy @ Fi, onde F; (respectiva-
mente, Fi) é o subespaco de F'(X) gerado por todos os mondémios nas indeterminadas
em X tendo um ntimero par (respectivamente, impar) de indeterminadas de Z. Os
elementos de Fy (respectivamente, de F;) sao ditos de grau homogéneo 0 (respectiva-

mente, 1), ou elementos pares (respectivamente, impares).

Como dito antes, dada uma superalgebra A sobre um corpo F, um polinémio
fyr, yks 21,7+, 2m) € F(YUZ) é uma identidade Zs-graduada ou superidentidade
de A se

f(CLl?"' 7@l€7b17"' 7bm) =0

para todos elementos homogéneos aq,--- ,a, € Ag e by, -+ ,b,, € A;. Temos que o
conjunto de superidentidades Id9"(A) é um T7,-ideal (ou, simplesmente, Ts-ideal), ou
seja, um ideal de F'(Y U Z) invariante sob todos os endomorfismos de F(Y U Z) que

preservam a Zs-graduacao.

Por outro lado, vamos mostrar que todo Th-ideal de F'(Y U Z) é da forma Id9"(A)

para alguma algebra Zs-graduada.

Proposigao 3.12 Se I ¢ um Ty-ideal de F(Y,Z), entao I = Id%(A) para alguma

superdlgebra A.

Demonstragao. Primeiro, provaremos que, se I é um Ty-ideal de F(Y,Z), entao
I é homogéneo, ou seja, I contém suas componentes homogéneas. De fato, dado
f=fo+fi €l comf; € F, i =01, considere o automorfismo Zy-graduado
o : F{Y,Z) — F(Y, Z) definido por ¢(y;) = y; e ¢(z;) = —z;. Como [ é invariante sob
todos os endomorfismos graduados de F(Y, Z) e charF = 0, segue que o(f) = fo—f1 €

I, o que implica que fy = f%@(f) clefi= f_TM € I, como queriamos provar.
Agora, considere a algebra quociente A = w com a Zs-graduacao induzida de

F(Y,Z), dada por A; = {f+1; fe F;},i =0,1. Entao, temos A;A; C A,,; e que
A=Ay+ A Se fo+ 1 = f1+ 1, com f; € F;, segue que fy — f1 € [ e, como [ é
homogéneo, obtemos que fy, fi € I e, portanto, Ag N A; = . Assim, A = Ay & A
define uma Zs-graduagdo em A. Nao é dificil mostrar que I = [d9"(A), provando que

todo Ty-ideal de F(Y, Z) é da forma Id9"(A) para alguma superalgebra A. O
FY UZ)

7 , para um Ty-ideal I = [d9"(A), é uma su-

Observamos que o quociente
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perélgebra relativamente livre na supervariedade definida pelo Ty-ideal I. A respectiva
supervariedade é a classe de todas as superalgebras que satisfazem as superidentidades
de I = Id9"(A) (supervariedade gerada pela superdlgebra A). Para mais detalhes, veja
[24].

Exemplo 3.13 Seja F a édlgebra de Grassmann de dimensao infinita e considere £ =

Ey @ E; a graduagao canonica de E. Os autores, em [17], mostraram que

[dgr<E) = <[y1,y2], [3/1, 21], Z129 + 2’221>T2-

Exemplo 3.14 Seja UT,(F') a &lgebra de matrizes triangulares superiores de ordem 2
sobre F' e considere a Z,-graduagao canonica em UT5(F), isto é, UT5(F) = (UT(F)),@
(UTy(F))y, em que (UTy(F)), = FEu + FEy, (UL(F)), = FE; e Ej;s sio as
matrizes elementares usuais. Valenti, em [55], provou que, a menos de isomorfismo, as

tnicas Zo-graduagbes de UTy(F') sao a trivial e a canonica. Além disso, mostrou que

Id"(UTs) = ([y1, y2), z122) 15 -

Como no caso de identidades ordinarias, desde que charF = 0, o conjunto de
identidades polinomiais Zs-graduadas [d9"(A) é gerado pelos seus polindomios multili-

neares para qualquer superalgebra A.

Definicao 3.15 Um polindmio Zsy-graduado f € linear na indeterminada u € Y U Z
se u aparece com grau 1 em cada mondémio de f. Um polindmio Zs-graduado que é

linear em cada uma de suas indeterminadas € dito multilinear Zo-graduado.

Teorema 3.16 Todo polindmio nao nulo f € F(X)9" € Ty-equivalente a um conjunto

finito de polindomios multilineares Zs-graduados.

Demonstracao. A demonstragao segue de maneira analoga ao Teorema 2.37 com as

devidas adequacoes para o caso de polindmios Zs-graduados. 0]

O Teorema 3.16 evidencia a importancia de considerar o conjunto

PI" = spanp{w,q) - - Wo(n)| 0 € Sp,w; = y; ou w; = z;, 1 <i <n},
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o espago vetorial dos polindomios multilineares Zjy-graduados de grau n nas indeter-
minadas y1,- -+, Yn, 21, , 2n € 0 subespaco P9 N [d9 (A) de identidades polinomiais
multilineares Zo-graduadas de uma superalgebra A do espaco PJ". Assim, podemos
por

= m, um espaco de elementos mul-

F{Y UZ)
1dr(A)

considerar o espago quociente P9"(A)

tilineares Zs-graduados de grau n da superalgebra relativamente livre

Denotamos por
gr
Pn

(A =dimp —g—r—
Cp ( ) 1meg Pgr N ]-dgr(A)
a n-ésima codimensao graduada de A (ou a n-ésima Zs-codimensao graduada de A).

Para cada decomposicao n = n; + no, tal que ny e ny sao inteiros nao negativos,

definindo o espago P, ,, como

P o = spanp{ws) - Wom)| 0 € Sp,w; =y sei=1,--- ,ny

ew;, =z, sei=n;+1,--+,n},
dos polinémios multilineares de grau n nas indeterminadas pares yy, - - - ,y,, € impares
Zni41, ", Zn, Vemos que P, ,, C PJ" é um subespago vetorial de PJ". Note que o es-

pago B, », ¢ homogéneo em relagao a Zy-graduacao de F'(YUZ). Mais especificamente,
se ny € par, entao P, ,, C Fy e, se ny é impar, entao P, ,, € Fi.

E bem conhecido que

n
P o Py 3.1
AN P .1

n n! . . . .
onde ( ) = — denota o coeficiente multinomial. Com efeito, observe que
ni, No AR

para cada escolha de n = ny + ny, existem exatamente ( > subespacos isomorfos

ny, Ng
a P,, n, (eles se diferem pela escolha dos nimeros exatos para as n; indeterminadas
y's e ny indeterminadas z’s). Agora, dado w € PY" um mondémio qualquer, sejam n; e
ny = n — ny a quantidade de indeterminadas pares e impares de w, respectivamente.

Segue que w pertence a um unico espago M, que é isomorfo a P,, ,,.

Diante do fato de que um T5-ideal é invariante em relacao a qualquer uma subs-

tituigdo de indeterminadas por indeterminadas do mesmo tipo (y's por y's e z’s por



Capitulo 3. Superalgebra com Superinvolugao e Superidentidades. 36

2's), que é um endomorfismo graduado da superalgebra livre, o estudo das identidades
polinomiais multilineares Z,-graduadas pode ser simplificado ao considerarmos as iden-

tidades multilineares Zy-graduadas pertencentes ao subespaco 1d9 (A)N Py, ny C Poyny-

P,
o ni,n A) =
By Lo () © (D)

dimp P, n,(A). Segue de (3.1) e do fato mencionado acima que

=X (" enma)

ni, N
n1-+ng=n 1,762

Com isso, faz sentido definir o quociente P, ,,(A) =

Observacao 3.17 Com o objetivo de simplificar as notacoes, a partir de agora, quando
escrevermos que um polinémio multilinear Zs-graduado f(yi, -, Yny, 21, > Zny) €

P, n,y, fica subentendido que as indeterminadas z; sGo iguais @ zp,+;, comi = 1,2, no.

Exemplo 3.18 Sejam F = Ey & FE; a graduacao canoénica da algebra de Grassmann
e My(F) a algebra das matrizes de ordem 2 com entradas em E. Considere a Zo-

graduagao canonica de My(E) = (My(FE))o ® (M3(E));, onde
a 0 0 c
MQ(E)(): | CL,bGEO e MQ(E)l = | C,dE E1
0 b

Di Vincenzo provou em [11] que

ser=mn

Crn—r (Ml,l(F)) = Crn—r (Ml,l(E)) = n—r
2" , se0<r<n-—1.

[%5"]

Agora, considerando o grupo S, X S,,, produto direto dos grupos simétricos S,
e Sy,, pode-se definir uma agao natural desse grupo no espaco de polinémios P,, ,, da
seguinte forma: dados (o1, 03) € Sy, X Sy, € um polindmio f(y1, -+, Yn,s 21, * » 2ny) €

Py, n,, defina

(017 UQ)f(yh 5y Yngy 21, 7Zn2> = f(y01(1)7 s Yo (n)y Roa(1)y 7 7Z02(n2))'

Com essa agao, B, », ¢ um 5, X.S,,-moédulo a esquerda. Como T5-ideais sao invariantes

por endomorfismos graduados em F(X|Zy), entao P,, ,, N I[d9(A) é um S,, X S,,-
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Pnl:nZ
Py, N IdIm(A)
¢ também um S,, X S,,-modulo & esquerda. Denotamos por xp,, .,(A4) o caracter

submodulo de P,, ,, e, consequentemente, o quociente P, ,,(A) =

correspondente a Py, ,,(A) (ou cocaracter de A) e ¢, pn,(A) = dimp Py, n, (A).

Observagao 3.19 Como a agao de S,, X S,, nos elementos do espaco P,, ,, age
permutando de forma independente as indeterminadas pares e impares e, conforme
mostramos na Proposi¢ao 3.12 que o Ty-ideal 1d97(A) € homogéneo, seque que o Sy, X
Sny-submddulo & esquerda P, n, N 1d9(A) de Py, n, € homogéneo com respeito & Zo-

graduagao de F(Y U Z).

3.3 Superalgebra com superinvolucao #
Seja A = Ay & A; uma superalgebra sobre um corpo F' de caracteristica zero.

Definicao 3.20 Uma superinvolugcao em A € uma aplicagao F-linear Zo-homogénea
#: A A (AT C Ay e AT C A)) tal que (¢F)* = ¢ para todo ¢ € A e (ab)# =
(—1)des(@)deg®p#a# para todos elementos homogéneos a,b € Ag U Ay, onde deg(d) € o
grau, homogéneo de d € Ay U Ay. Dizemos que A € uma #-superdlgebra ou ainda que

A ¢ uma superdlgebra com # superinvolucao.

Dada A uma #-superalgebra, denotamos por A* = {a € A | a® =a} e A~ =
{a € A | a* = —a} os subespacos de elementos simétricos e antissimétricos de A,
respectivamente. Como charF = 0, pode-se mostrar que A = AT @& A~. De fato, para
a—|—2a# + a—2a#7 em que ata? € At e oot € A e

a € At N A~ implica que a = a” = —a e, logo, a = 0. Dessa forma, a 4lgebra A pode

todo a € A, temos a =

ser decomposta como a soma direta de 4 subespacos, da forma
A=A @ Ay @ AT @ AT,

onde Af ={a€ A;|a¥ =a} e A; ={a€ A; | a¥ = —a}, parai = 0e 1, 50 os
subespacos dos elementos homogéneos simétricos e antissimétricos, respectivamente.

Escrevemos um conjunto enumeravel X = {z1,zs, -} como uma uniao disjunta

de quatro conjuntos enumeraveis X = YoUZoUY UZy, onde Yo = {yo1, Y02, - }, Zo =
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{z01,202," -}, Y1 = {vi1,v12, -}, Z1 = {211,212, -+ } s@o conjuntos de variaveis
pares simétricas, pares antissimétricas, impares simétricas e impares antissimétricas,
respectivamente. Consideramos F = F(X|Zy, #) a algebra associativa livre, nao co-
mutativa e nao unitaria, gerada pelo conjunto X sobre o corpo F' de caracteristica

zZero.

Veja que é possivel obter uma superestrutura em F. Exigindo que as variaveis
de Yo U Zy e Y] U Z; sejam homogéneas de grau 0 e grau 1, respectivamente, temos
que F = Fy @ Fi, onde Fy é o subespaco gerado por todos os mondémios que tém um
ntimero par de variaveis de grau 1 e F; ¢ o subespaco gerado por todos os monémios

que tém um namero impar de variaveis de grau 1.

Além dessa superestrutura, podemos definir uma superinvolucao na superalgebra

livre F. Para isso, seja # : F — F a aplicacao definida por yfj = Yi js ZZ#J = —Zj,
parat=0,1ej>1,¢e
#_ #_ Ll N #_ a(e=1) t
we = (xi1xi2 o zlk) - (_1) 2T, Ty, Ty = (_1) 2 (_1) LigLig_q * " Liys

onde w é um monomio nas indeterminadas z;, € YoU Zy UY; U Zy, s = degy,uz (w) (0
numero de indeterminadas impares do monomio w) e t = degz,uz, (w) é o nimero de
indeterminadas de ZyUZ; no mon6émio w. Agora, estenda a aplicacao # por linearidade

em toda algebra F. Afirmamos que # é, de fato, uma superinvolucao em F.

Com efeito, por definicao, # é F-linear e pela acao de # em um monoémio w,
temos que w? é um multiplo de um mondémio formado pelas mesmas indeterminadas
que formam w. Portanto, fica claro que # preserva o Zs-grau de monoémios, ou seja,

# ¢ uma aplicacao Zs-graduada. Também é claro que

(1) wi @y, -wy)* =

s(s—1)
2 <_1)t Ly = * xikﬂxik) = w,

para todos os monomios w € F. Logo, vale que (a#)# = a para todo a € F (pela

linearidade de #).

Agora, considere dois mondémios quaisquer w; = x;, - - FTjy, € Wy = Tjy Ty, da
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algebra F, onde z;,,x; € Yo U Zy UY; U Z;. Temos que

# )#:

(w - w2) (@i, - o iy gy o Gy,

(_1)txjk2xjk2—1 Ty Ty Lyt Ty = (_1 2 (_1)t w,

onde s = degy,uz, (W1-w2) = degy,uz, w1 +degy,uz, we = $1+52 €t = degz Lz, (W1-ws) =

degz,uz, w1 + degz,uz,we = t1 + to. Por outro lado,

(w2) - (w )# = (2, - 'xjkz)# (g, - '%1)# =
s1(s1—1)
< (_1)t2 Ly Ly """ Ijl) ’ <(_1) ? (_1)t1 Lig, Lig, 1 """ xi1> =
S2(82 1)) s1(s1=1)
( 1) ( 1)t2(_1) 2 (_1)t1 (xjk2$jk2—1 Ty Ly Ly 'Ii1> =
(=
(=

32(82 1)

S1(51 1) 52(52 1)
+ (titt2) (o oo e . e ) =
1) ( 1) <x]k2x]k271 Ly xlklxlklfl xh) -

—1)

D5 (=) (=),

uma vez que, analisando apenas os coeficientes, obtemos a seguinte igualdade:

s(s—1) s1(s1—=1)+s9(s3—1)+2s7 59
2 2

(_1)(t1+t2) _

(=1)

(-1 = (1)
s1(s1=1) s2(sp—1)

() () e,

pois

s(s—1) = (s1+82)-(514+52—1) =574 52— 5, — 59+ 2559 =

81(81 — 1) + 82(82 — 1) + 28182.
Observando que (—1)%152 = (—1)degwdegwz - a55im obtemos

(wiws)# = (—1)degwrdeauay, oyl

para todos os monomios wy,wy € F. Por linearidade, podemos estender essa regra
para todos os elementos homogéneos de F.
Com essa Zs-graduagdo e a superinvolugdo #, a algebra F = F(X|Zy, #) &

chamada de superélgebra livre com superinvolu¢do (#-superalgebra livre) com posto
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enumeravel. Chamamos os elementos de F de #-polindmios Zs-graduados. Para sim-

plificar a escrita, vamos denota-los apenas por #-superpolinomios.

Definicao 3.21 Dizemos que um ideal bilateral Zo-graduado I de F é um Tz#—z'deal
se I € invariante sob a superinvolugio # (17 C 1) e sob todos os endomorfismos de

F(X|Zo,#) que preservam a superestrutura e comutam com a superinvolu¢do #.

Seja
f= f(yo,h"' y Yoms 20,15 5 R20my Y115 s Ylps R0, 0 0 721,(]) € F<X|Zz,#>

um #-superpolinomio. Dizemos que f é uma #-superidentidade para A, e escrevemos

f=0em A, se

f = f(a(],l:"' 7a’0,m7b0,17"' abO,mal,la"' 7a1,p7b1,17"' 751,(1) =0

-+ — +
para todos ag1, -+ ,a0m € Ag, bo1, s bon € A, a1y, a1, € AT, big, e big €
A7 . Caso contrario, escrevemos f # 0 em A.

Definimos por
1d} (A) = {f € F(X|Zy, #) | f =0em A}

0 TQ# -ideal de #-superidentidades de A. Em alguns momentos, chamaremos tais iden-
tidades também de superidentidades com superinvolucao. Note que o Tz# -ideal de
#-superidentidades de A é homogéneo com respeito a Zs-graduagdo da algebra F =
F(X|Zsy,#). Para ver isso, basta considerar o automorfismo ¢ € Endp(F(X|Zs,#))
definido por @(yo,i) = Yo,is @(yl,z’) = —UY1,i; 90(20,1‘) = Z0,i © 90(21,1') = —21, € repetir a
primeira parte da prova da Proposicao 3.12. Também, estendemos a Definicao 3.11

para o caso de TZ#—ideais.

No Capitulo 4, daremos alguns exemplos de superdlgebras com uma superinvolu-

cao e exibiremos as suas #-superidentidades.

Defini¢ao 3.22 Um #-superpolinomio f € F(X|Za, #) € homogéneo na indetermi-

nada uw € Yo U Zyg U Y, U Zy se u aparece com o mesmo grau em todos 0os mondémios
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de f. Se f € homogéneo em todas as suas indeterminadas, dizemos que f € um #-

superpolinémio multi-homogéneo.

Deﬁnlgéo 3.23 Seja m = m(yo,l, s 7y0,m7 20,15 """ 5y R0,n) yLl, s e 7y1,p7 21,1, 721,q> €

F(X|Zy, #) um monoémio. Definimos o #-multigrau de m como sendo

(ilu"' 7im,7j1a"' 7jn7k1a"' 7kp7t17"' 7tq)7

onde i,, = degy,, m, jr, = deg.,, m, k., = deg,, . m et, = deg, m . A soma de
todos 0s mondémios de [ que possuem o mesmo multigrau € chamada de #-componente
multi-homogénea de f. Quando o multigrau de f é (1,---,1), chamamos f de #-

polindémio multilinear.

Teorema 3.24 Seja A uma #-superdlgebra sobre um corpo F infinito, ndo necessaria-
mente de caracteristica zero. Se f =0 é uma #-superidentidade para a #-superdlgebra
A, entao toda #-componente multi-homogénea de [ é também uma #-superidentidade

para A.

Demonstracgao. Segue de maneira semelhante & prova para o caso em que A é uma
algebra ordinéria, fazendo as devidas adequacoes para #-superidentidades. Veja a

demonstragao do Teorema 1.3.2 em [24]. O

Desde que charF = 0, o conjunto Id} (A)) é também determinado pelos seus

#-superpolinémios multilineares, o que mostra o seguinte resultado.

Teorema 3.25 Seja F' um corpo de caracteristica zero. Todo #-superpolindémio ndo
nulo f € F(X|Za,#) é Tf—equivalente a um conjunto finito de #-superpolinémios

multilineares.

Demonstragao. Como charF = 0, pelo Teorema 3.24, f é Tf—equivalente ao conjunto
de suas #-componentes multi-homogéneas. Sem perda de generalidade, vamos assumir
que f = f(Yo1, »Youms 2015 »20ms Y11, - s Ylps 2115 * - Z1,4) ¢ multi-homogéneo e
vamos aplicar o processo de multilinearizacao a f. Se todas as indeterminadas apare-

cem em todos os monomios de f com grau menor ou igual a 1, especificando algumas
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indeterminadas iguais a zero, obtemos um #-superpolinémio multilinear. Caso contra-
rio, existe alguma indeterminada, digamos v 1, que aparece com grau d > 1. Assim,

como estamos considerando f multi-homogéneo, podemos escrever

h = f(Yomt1 + Yomt2: Y25+ > Youms 5 21,q)

d
= E gi(y(),m—i-l; Yom+2,Y0,25 " sy Yom, """ 721,(1)7
=0

onde deg, . g =i, deg, . g =d—1eograude g; ¢ igual ao grau de f nas
demais variaveis. Como ¢; = ¢;(Yom+1:Yo.m+2, Y02, - s Yoms " - - , 21,4) € & componente
homogénea de h de grau ¢ em yg 5,41, comé = 1,---  d—1, entao todo #-superpolinémio
g; € uma consequéncia de f. Para vermos que f é uma consequéncia de cada #-
superpolinémio g;, com ¢ =1,--- ,d — 1, note que

d
gi(yO,m-‘rl? Yom+1,Y0,2," " s Yom, """ Zl,q) = (Z f(yofm-‘rl’ Yo2, s Yom, " - 721761)’

Sendo charF = 0, tem-se (CZZ) # 0 e, assim, f é uma consequéncia de cada g;, com
t=1,---,d— 1. Diante dessas consideracoes, tomando ¢ = 1, vemos que f é equiva-
lente ao #-superpolinémio g1 = g1(Yo.m+1, Yo,m+2: Yo,2: -+ »Yom,* =+ 5 21,¢) CUJO grau na
indeterminada yom,4+1 € igual a 1 e, na indeterminada ¥ ,,+2, igual a d — 1. Se neces-
sario, repetimos esse processo para as indeterminadas Yo m+2, Y02, s Yom, ", 21,4 de

g1, concluindo o resultado. 0

E, assim, definimos

P7 = spanp{we(1) - - - Wa(n)| 0 € Sp,wi =53 ow w; = zj4, j = 0,1}

o espaco dos #-superpolindomios multilineares de grau n nas primeiras n variaveis e

denotamos por

Pyrs
I3 (A) = dim n_
P& N I} (A)

a n-ésima #-codimensao graduada de A.
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3.4 S,-representagoes e S;,-acao em P,

Dado um inteiro n > 1 , escrevemos n como a soma de quatro inteiros nao
negativos, n = nj; + ng + ng + ng, onde cada n; > 0, e chamamos a 4-upla de
(n)y = (n1,n9,n3,n4). Uma multiparticdo (A) = (A(1),A(2),A(3),A(4)) de (n), que
serd denotada por () F (n), é tal que A\(¢) - n; é uma particao de n;, para 1 <i < 4.
Considere Ty = (T)\(l),TA(Q), T\3), Ta(sy) uma multitabela de Young associada a mul-
tiparticao (A), onde cada Ty ¢ uma tabela de Young correspondente a particao (7).

Como vimos no Capitulo 2, a teoria de representacoes do grupo simétrico S,
exerce um papel fundamental no estudo de identidades polinomiais multilineares or-
dindrias. No caso de superidentidades com superinvolucao multilineares, recorrere-
mos a teoria de representagoes do produto direto de quatro grupos simétricos S,y =
Spy X Spy X Spy X Sp,, visto que agora estamos lidando com polinémios envolvendo

quatro conjuntos de variaveis.

Enfatizamos também que utilizaremos de maneira natural a defini¢ao e algumas
propriedades bésicas de produto tensorial de algebras. Referenciamos [10| para uma

consulta detalhada sobre esse conceito.

Relembramos que os Sy,y-caracteres irredutiveis correspondentes a multiparticao
(\) sdo obtidos pelo produto tensorial dos caracteres irredutiveis de S,,,,--- ,S,, (para
mais detalhes veja [12]). Logo, denotamos por x(x = xaa) ® Xa2) © Xa@) @ Xa@) 0 Siny-
caracter irredutivel associado a uma multiparticao (\) e diy = dxay - dag) - da) - da)
o seu grau, onde dy;) ¢ o grau do caracter irredutivel x,), para i = 1,2, 3,4. E bem
conhecido que todo S,y-caracter x é escrito como combinagdo linear dos caracteres

irredutiveis da seguinte forma:

X = Z OV X ()5 (3.2)
(A (n)

onde myy ¢ a multiplicidade correspondente ao Syy-caracter irredutivel x ).

E um fato bem conhecido (veja [10], Capitulo II, §12C) que a algebra de grupo
FS € isomorfa ao produto tensorial de algebras de grupo F'S,, ® F'S,,, ® F'S,,, @ F'S,,,.
No que segue, identificaremos naturalmente 'S,y com F'S,, ® F'S,, ® I'S,, ® F'S,,.
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Dados A = n e Ty uma tabela de Young de forma A, considere ey, = Z (—=1)7oT 0

OERT)\
TGCTA

correspondente elemento idempotente minimal essencial de F'S,, onde Ry, e Cp, sao
os subgrupos de .5, estabilizando linhas e colunas de T), respectivamente. Para uma
multitabela de Young T}, de forma (\), uma multiparticdo de (n) = (ni,n2,ng, n4),

definimos o elemento er,y = €Ty, @ €1y, ® ey, ® er, e consideramos o ideal &

)
esquerda FS<n>eT<A> gerado por ele.

Para qualquer elemento (o) = (01,09,03,04) € Sin), denotamos por (o) ™! =

(o7t 05t 05t 01 € Sty seu inverso e (o)1 = (01Txa), 02T2), 73T a3), 04T\ (1))

Lema 3.26 Para qualquer multitabela de Young Ty, de forma () = (n), o elemento
er,, = er,, Qer,, ®er, Qer,, ¢ um idempotente minimal essencial de F'S(,y e F'S er,,,
¢ um ideal a esquerda minimal de F'Sy,y com caracter x .. Se T,y e T<’L> sao multita-

belas de Young de mesma forma, entdo er,,

w € €Ty, sao conjugados em F'Sy,y por algum

elemento (o) € FSy,y. Além disso, (0)er,, (o)™ = ()1, -

Demonstracao. Como e%ﬂi = ajer, , para algum inteiro nao nulo a;, onde ¢ = 1,2, 3, 4,

segue que

eT(u) - (GTM ® €Th, ® €Ths ® eTM) X (equ ® = ® CThg ® eTM)
_ 2 2 2 2

o eTul ® eTHQ ® eTus ® 6Tu4

= (magazas)er, ®er, er, ®er,

0 que mostra que er,,

€ um elemento idempotente essencial da algebra F'S,. Para

cada © = 1,2, 3,4, seja M; = F'Sy,er, o F'S,,-modulo & esquerda gerado pelo elemento
idempotente minimal essencial er, . Pela Proposicao 2.14, M; é irredutivel. Considere

M = FS<n>eT< = M, ® My ® Mz @ My o FSy)-modulo a esquerda gerado pelo

B

elemento idempotente essencial er,. Pelo Teorema 1.11.3 em [52], segue que M &
irredutivel. A segunda parte do lema segue também aplicando a Proposicao 2.14 e

utilizando novamente as propriedades do produto tensorial de algebras. O

Sobre os elementos idempotentes minimais, vale também o seguinte resultado,

que é uma adaptagio do Lema 2.4.1 de [24].
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Lema 3.27 Seja M um S,y-mddulo irredutivel & esquerda com caracter x(M) = X,
() = (n). Entdo, M pode ser gerado como um Sy,y-mddulo por um elemento da forma
er,,J para algum f € M e para alguma tabela de Young T;,,) de forma (uy. Além disso,
para toda tabela de Young T7,, de forma (u), existe f' € M tal que M = FS<n>eT<*u> 1.

Demonstragao. Pelo Teorema de Maschke, podemos escrever

FS<n> = @ FS<n>6T<“>.

(u)H(n)
T<H> standard

Desde que M = FSy,yM # {0}, existem uma multiparticao (u) de (n), Ty, uma
multitabela standard e um elemento f € M tais que 0 # FSyyer, f € M. Como
M ¢ irredutivel, segue que M = F'Siyer,, f. A segunda parte do lema segue também
aplicando o Lema 2.16 e utilizando novamente as propriedades do produto tensorial de

algebras. 0

Definimos P, o espaco dos #-polinomios multilineares nos quais as primeiras
ny variaveis sao pares simétricas de grau 0, as proximas no variaveis sao pares antis-
simétricas de grau 0, as proximas ng variaveis sao impares simétricas de grau 1 e as
proximas ny4 variaveis sao impares antissimétricas de grau 1. Note que o espago P, é
homogéneo em relagao a Zs-graduagao de F = F(X|Zy, #). Mais especificamente, se
n3 + ng € par, entao P,y C Fo e, se ng + ny é impar, entao P, C Fi.

Usando argumentos semelhantes dados na prova da Equacao 3.1, obtemos o iso-

morfismo

=@ ()P0 53

onde ( ” ) = ( " ) é o coeficiente multinomial.
(n) n1,Nn2,13,M4

Diante do fato de que um T. 2# -ideal é invariante em relagao a qualquer uma subs-
tituicdo de indeterminadas por indeterminadas do mesmo tipo (yjs por y;s, y;s por
Y1S, 208 por zys € 24 s por z;s), que ¢ um endomorfismo graduado da superalgebra livre
F(X|Zy,#), o estudo das #-superidentidades polinomiais multilineares pode ser sim-

plificado ao considerarmos as #-superidentidades multilineares pertencentes ao subes-
Pny

aco IdZ (A)) N Py C Pyy. Com isso, definimos o quociente P(A) = ——————
pago Id3 (A)) N Py C Py ) (A) By A 1dE ()
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e ¢y (A) = dimp Py (A). Segue de (3.3) e dessas consideragdes acima que

ESCEID S (RN ) (3.4

ni+-+ns=n

De acordo com o Teorema 2.48, Regev mostrou que, se A é uma PI-algebra ordi-
néria, entdo a sequéncia de codimensoes de A (¢, (A)),>1 é exponencialmente limitada,

ou seja, existe um nimero real d > 1 tal que, para todo n > 1,
cn(A) < d™. (3.5)
Lema 3.28 Seja A uma #-superdlgebra. Entdo, para qualquer n > 1, temos
cI(A) < 4%, (A).

Demonstracao. Seja { fi(z1, -+ ,x,), -, fe(z1, -, 2,)} uma base do espaco P, mo-
dulo P,NId(A), k = ¢,(A). Entao, para todo o € S,,, podemos escrever 0s monomios

do P,

k
To(1) " To(n) = Z a/i,afi<x1a T 71771)
i=1

modulo P, N1d(A). Agora, considere a seguinte nota¢do. Dada uma indeterminada z;,
i € {l,---,n}, vamos fazer a substituicao z; = w; por uma indeterminada no conjunto
Yo U ZyUY, U Zy, onde w; € {Yo,, 204, Y1.i; 21, para todos ¢ = 1,--- . n, de todas as

formas possiveis. Assim,
k
Wo(1) "+ Wo(n) = Z Qg fi(wy, - wy)
i=1
moédulo Idf (A), uma vez que Id(A) C Id¥ (A). Com isso, o conjunto
{filw, - swn); wi € {yoy, 205, Y14, 215}, 1 <i<k 1<j<n}
gera o espago P9 modulo Idf(A) e, portanto,

T (A) < 4, (A),
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como queriamos. [

Assim, do Lema 3.28 e de (3.5), o proximo corolario é imediato.

Corolario 3.29 Seja A uma #-superdlgebra. Se A é uma Pl-dlgebra, entio sua
sequéncia de #-codimensdes graduadas (¢97°(A))n>1 € exponencialmente limitada, isto

¢, existe um numero real d satisfazendo para todo n > 1

A

e (A) < (d)".

Demonstragao. Considere d > 1 dado em (3.5). Disso e do Lema 3.28, segue que

A

I (A) < 4"cy(A) < 4"d" = (4d)" = (d)",

n

onde d = 4d. O

Note que P,y possui uma estrutura natural de S,,)-modulo & esquerda, definindo

a seguinte acao de S,y em P,y: dados f € P,y e (o) = (01,02,03,04) € Siny, tem-se

<J>f = (017 02,03, 0-4)f<y0,17 5 Yongs 20,15 5 R0mes YLl 0t s Ylngs 21,1, 0 0 721,714)

= f(y070'1(1)7 e 7y0,0'1(n1)7 ZU,O’Q(I)7 e 72070'2(712)7 yl,a3(1)7 T Jyl,ag(ng)u Zl,o’4(1)7 Tty Zl,o’4(n4))'

Como TQ# -ideais de #-superidentidades sao invariantes sob a acao dada, temos
que P<n>m]d52¢ (A) é um Spy-modulo a esquerda de Pp,y. Podemos, assim, induzir no quo-
ciente Pp,y(A) uma estrutura de Sy,)-modulo & esquerda. Nao é dificil ver que P, (A)
também é um espaco homogéneo com respeito a Zs-graduagao da #-superalgebra re-
lativamente livre e que P,y (A) tem o mesmo grau homogéneo que P,,. Considere a
decomposicao do caracter x(n)(A) de Pyy(A) (o n-ésimo #-cocaracter graduado de A

ou, simplesmente, #-cocaracter)

onde my) é a correspondente multiplicidade associada ao S,-caracter irredutivel xy).
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Proposicao 3.30 Sejam F um corpo de caracteristica zero, A uma F#-superdlgebra
e Xm)(A) o seu n-ésimo #-cocaracter. Se A é uma PI-dlgebra, entao a multiplici-
dade my,y € igual a zero, para wma multiparticio () = (n), se, e somente se, para
qualquer multitabela T,y de forma (i) e para qualquer #-superpolindmio multilinear
f= f(yo,l, 5 Yongr 20,15 7 5 R0mes Y1,15 0y Ylngs A1,1 0 ,Zl,m) € P(n); a dlgebra A

satisfaz a #-superidentidade er,, f = 0.

Demonstragao. Pelo Teorema de Maschke, considere J um submoédulo de P, tal
que Pyy = (Ppy N Id¥(A)) @ J. Pelo 2° Teorema dos Isomorfismos, J é isomorfo a
Py (A) e, portanto, x; = X (A). Se m,y = 0, ndo existe nenhum submédulo de J
isomorfo a FS<n>eT<u>, para qualquer multitabela T}, de forma (u), uma vez que, pelo
Lema 3.26, o modulo & esquerda FSyyer,, € irredutivel. Supondo que er, - h #£0
para algum h € J, considere a aplicagao ¢ : FiSer,, — FSpyer,, - h dada por
¢(a) = a - h. Note que ¢ é um isomorfismo de S,)-modulos, o que é um absurdo,
pois F'Syyer,,, - h C J. Necessariamente, er,, - h = 0 para todo h € J. Lembrando
que Pyy = (Pyy N Id¥ (A)) & J, todo elemento f € P,y pode ser decomposto como

f=g+h,onde g € Py, ﬂ[df(A) e h € J, de tal modo que
ety f = er,, g+ eryyh = er,, g € Py N 1d} (A).

Portanto, er,, f € [df(A) para todo f € P,. Reciprocamente, suponha que m,, # 0.
Entdo, J possui um submoédulo minimal M satisfazendo x(M) = x(,. Pelo Lema
3.27, existe f € M tal que M = FSy,er,, f para alguma multitabela T, associada
a particao (u). Em vista de M # 0, segue que eTWf # 0 e, consequentemente,
et f & (Pmy N 1d¥(A)) N J = {0}. Como er,, f € J, segue que er, f ¢ Id¥(A), o
que conclui a demonstragao. U

Finalizamos este capitulo fazendo uma observagao importante que sera utilizada
na demonstracao do Teorema do Gancho para #-superélgebras. Seja m um inteiro
positivo. Considere uma particio quadrada v = (m™) F m? com T, sua respectiva
tabela Standard. Para fins de simplicidade, vamos adotar as seguintes notagoes para
a proxima observacao. Denotaremos S = F'S1® -+ ® F'S,2 ® --- ® F Sy, onde S é o
grupo trivial, e ey, = Id; ® -+ - Q e, ® --- ® Idy € F'S, onde Id; € F5.
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Observacgao 3.31 Considere M o S-modulo gerado pelo elemento ér,. FEntao, pelo
Teorema 1.11.3 de [52], M € um S-mddulo irredutivel. Além disso, se w € Pyy, onde
(t) = (t1,ta,t3,t4) com t = t; + ty + t3 + t4, com t;, > m? para algum iy € {1,2,3,4},
¢ um monomio tal que ér,w # 0 em A, entao o S-mddulo My, contido em Py, gerado
pelo elemento ér,w € irredutivel. Com efeito, note que My = Mw. Seja 0 # Ny C M,
um S-submddulo de My. Temos que Ny = Nw, com 0 # N C M um S-submddulo de
M. Como M ¢ irredutivel, temos que N = M, mostrando que Ny = M,.



Capitulo 4

Principais Resultados

Neste capitulo, demonstraremos os Teoremas do Gancho e da Faixa para su-
perédlgebras com superinvolu¢ao. Como uma consequéncia do Teorema do (Gancho,

provaremos o analogo do Teorema de Amitsur para superalgebras com superinvolugao.

Assumimos aqui que todas as &lgebras consideradas sao algebras associativas

sobre um corpo F' de caracteristica zero com uma superinvolucao #.

4.1 Teorema do Gancho para #-superalgebra

Destacamos dois pontos cruciais na demonstracao do Teorema do Gancho para
superalgebras com uma superinvolu¢ao quando a comparamos com a prova do teorema
classico, o caso ordinario. Primeiro ponto, talvez o mais importante, seja renomear
as indeterminadas de um monoémio especifico (veja (4.3)) e, quando avaliado na alge-
bra, saber em que componente cada palavra se encontra (veja (4.1)) para, apos isso,
controlar o grau em relagao ao nimero de indeterminadas, em um certo sentido, do
monomio obtido (veja (4.4)). No caso classico, nao ha essas dificuldades, uma vez
que todo reagrupamento de indeterminadas, quando avaliado na algebra, nao produz
a preocupacgao de saber em que componente homogénea se encontra. Segundo ponto,
determinar um F'S,,2-moédulo irredutivel associado a uma particio quadrada de m? e
obter, assim, uma relacao com o seu grau e com um termo da sequéncia de codimensoes
(veja (4.6)).

A seguir, formularemos uma proposicao que foi chave principal para contornar
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essas dificuldades. Antes, vamos fixar algumas notacdes. Dados os conjuntos Y, =
{y0,17y0,27 T }, Zy = {20,1, 20,2, " }7 Y, = {y1,1>y1,2, T }, Zy = {21,1721,2, e } de inde-
terminadas pares simétricas, pares antissimétricas, impares simétricas e impares antissi-
métricas, respectivamente, considere os conjuntos finitos: Yo, = {¥01,%0.2, - » Yo, } C
Yo, 201, = {201:202, " s 20t} C Zoy Yty = {y11,¥10: - Yty C Y1, 214y =
{z11,212, ", 21t} C Z1, para quaisquer inteiros ti,ts,t3,t4 > 0. Denotaremos um
polinémio

f(y(),la"' s Yottt R,y 7Z1,t4) € P<t>7

ondet = t1+t2+t3+t4 [§] <t> = (tl, tQ, t3, t4), simplesmente por f(y(),tl, Zo7t2, y17t3, Z17t4) €
Pyy. Além disso, escreveremos P<t>(R0,t1, Loty Rity, L1y,) para significar o espago ve-
torial dos #-polindémios gerado pelos #-monoémios multilineares nas indeterminadas
Ros € Yo, Log, € Zy, Ripy €Y1 e Ly, € Zy, onde Ryy, possui t; indeterminadas
pares simétricas, Lo, tem ¢y indeterminadas pares antissimétricas, 21+, possui t3 inde-
terminadas fmpares simétricas e Ly, tem t; indeterminadas fmpares antissimétricas.
Enfatizamos que os elementos desses conjuntos definidos nao sao necessariamente as
primeiras indeterminadas de cada componente homogénea. Por exemplo, o conjunto
R, 4, possui t3 indeterminadas impares simétricas, mas nao necessariamente as t3 pri-

meiras indeterminadas do conjunto Y.

Utilizaremos propriedades do produto tensorial de algebras e de espacos vetori-
ais nas demonstragoes dos resultados que seguem. O leitor pode consultar [10] para

relembré-las.

Proposicao 4.1 Sejam A uma #-superdlgebra, ni,ng, nz, ng, m inteiros positivos e
io € {1,2,3,4} com n;, > m?. Considere Q = {q1, 2, ,qm2} € {1,2,-++ ,n;, }, com
|Q| = m?. Seja

P=p® Ry ®@ QP EFSp ® - QFSg®---® FS,,

tal que p(f) # 0 em A, onde [ = [(Vonis Zons> Ving, Z1ms) € Py € um polindmio
multilinear, (n) = (n1,n2,n3,M4), pi, € F'Sq e p; € FS,; para todos j # ig. Entao,
existem inteiros ti,ta,t3,ts > 0 e um monomio w € Puy(Vos,,- - s Xtyys o  2Z14),

comt =t +ty+1t3+14 ¢ Xtio = {y%(hv e 7y%qm27g’y,m2+17 T 7?;'7,ti0} - Y“/ tal que
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{y’y,m2+17 T 7y%ti0} c y%tio \{y%m? T 7y%qm2} comy=0seig=1ey=1seip=3,
ou Xtio = {z%fn’ T Byge Fym2ls T 72%151'0} C Z, tal que {Z’Y,m%rl? T 72’7,ti0} c

Zotiy \ 2y 1 2yq,2 1 comy =0 seig=2 ey =1 seio=4, tais que
(Idy ® - ® pip @ -~ @ Idy)w # 0
em A com t;; > m? em? <t <2m?+ 1.
Demonstracao: Como
@ @ py @ @ Id) - (@ ® Iy ® - & pa)f = plf) £ 0
em A, necessariamente,
(Idi ® -+ @ pyy @+ ® Idy) [ # 0

em A, onde f = (p1®---®@Id;, @ --®py)f € um polinomio multilinear em Pry. Assim,

existe um monomio g de f tal que
(Idi @ ® piy® - @1dy)g £ 0

em A. Vamos renomear as variaveis de g adequadamente. Sem perda de generalidade,

podemos assumir ig = 1. Por hipotese, n; > m?. Escrevemos ¢ da seguinte forma:

g = WolYo,q W1Y0,q2 * * - Wk—1Y0,q;, Wk

onde k = m?, {qi, - ,q} € {1,--- ,n1} e wg,wy, -+ ,w;, sa30 mondmios multilinea-
res nas indeterminadas pertencentes aos conjuntos Zg,, ou Vi n, ou Z1,, ou Von, \
{Y0.015* »Yo.qr}- Como A=Ay d Ay e A;A; C Aiyj, parai,j € {0,1}, quando avali-
amos as indeterminadas de um monomio w, nos elementos de Al U Ay U AT U A7 e
analisamos o seu grau homogéneo, vamos obter uma avaliacao w, de w, tal que w, € Ay
ou w, € Ay, para todo p=0,1,---, k. Logo, definindo deg w, = ~,, com v, = 0 ou 1,
podemos decompor w0, em 1w, = d," + 0,", onde U’ € Ajp e by € AJ sdo as partes

simétrica e antissimétrica de w,, respectivamente. Substituindo em g os monémios nao
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: Vp Tp 0 1 Tp
vazios wy, por yp" + 2", onde y) € Von, \ {0,415 > Yo,y OU Yy € Viky1 € 2" € 2o ky1,

com 7, = 0 ou 1, obtemos um novo polinémio § da forma

9= (" + 20" o+ (s + 21 o (U2" + 2).- (4.1)
w, + wi w, — wi
Denotamos u,’ = % e vy = % os polinomios Zsy-homogéneos de grau 7,

que dependem das mesmas indeterminadas que w,. Temos que (u)”)* = u,”, (v,7)* =
—vp” e wy, = uy’ +v,". Fica claro que o mondmio g é obtido de § por substitui¢do y,” =
uy’ e 2z’ = vy em F(Y,Z). Destacamos que essa substituicao é um endomorfismo
graduado e #-invariante. Como ¢ é obtido de g por substituicoes adequadas das
indeterminadas que sao diferentes das pertencentes ao conjunto {yo,, - - - ,yo,qmz}, no

qual age p1, entdo o polindmio (p; ® Idy ® Ids ® Idy)g também ¢é obtido de (p; ® Idy ®
Ids ® Idy)g pelas mesmas substitui¢des. Desde que

(p1 @ Idy ® Ids ® Idy)g # 0
em A e, como observado, g é obtido de g por substituicoes adequadas, temos que
(p1 @ Idy @ Ids @ Idy)§ # 0

em A. Como g ¢ um polindmio multilinear que é soma de monoémios de grau no minimo
m? e no maximo 2m?+1, aplicando a distributividade, necessariamente, existem inteiros
tl, tg, tg, t4 Z 0 e um mondmio w = U}(th s ZO,t2> thS, Zl,t4) € P<t> (th s 207,52, yl’ts, Zl,t4>7
com t = tl + t2 + 7(53 + 2(:4 € Xt1 - {yo,qm e 7y0,qm27g)0,m2+17 Tt ag(),h} C }/E) tal que

{Qo,m2+1> e 7:&0,t1} g yO,tl \ {yO,q17 5 Y0,q 2}7 tais que m2 S t S 2m2 + le

m

em A, o que prova a proposi¢ao para este caso, bastando escolher um dos monoémios de
g com indeterminadas possivelmente renomeadas. Os casos ig = 2,3 e 4 sao provados

de maneira analoga. 0

Observacao 4.2 Na demonstragao anterior, o elemento p € FS,, ® -+ ® FSg ®
@ FS,,, onde Q ={q1,q2, ,qmz} C{1,2,-+- ;ny}, comig € {1,2,3,4}, age nas
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ni, -+ ,m2, - ny indeterminadas do polindmio f € Py com indices

{17 y s 541, 5, dm2s 717 7”4}7
respectivamente, e fixa as demais.

Exemplo 4.3 Sejam m? =22 n=13,ny =3, no=7,n3 =1, ng =2 e

[ = Y0,120,1Y0,220,220,3Y0,320,420,520,620,7Y1,1%1,1%1,2

—20,240,2Y0,120,4Y0,320,120,620,321,120,721,2Y1,120,5 € P(n)~

Vamos determinar quem é o monoémio dado na Proposi¢ao 4.1. Vamos considerar que
estamos no 2° caso, ou seja, quando iy =2eny =7 >22=m? m=2eQ = {2, 3,4,6}.

Seja, por exemplo, p € S5 ® Sg ® S1 ® S, 0 elemento
p=(123) ® (236) ® (1) ® (12).

Entdo, p;,, = p2 = (236) age nas indeterminadas {292, 203, 204, 206}. Suponha que
p(f) # 0 em A. Logo, (colocamos as indeterminadas {zo2, 203, 20,4, 20,6} €m negrito

apenas para destaque)

p(f) = (@ ((236)® (1)@ 1)]-[(123) @ (1) @ (1) © (12)|f

J/

<K &®

= (D ®(236)® (1)@ 1)]f
(

1 ®(1
= [(1) ®(236) ® (1) ® (1)] (y0,220,1%0,3%0,2Z0,3Y0,1Z0,4%0,520,620,7Y1,1%1,2%1,1

—202Y0,3Y0,220,4Y0,1%0,120,6%0,371,220,71,1Y1,170,5) 7 0
em A. Entao, para um dos monomios
U1 = Y0,220,1Y0,320,220,3Y0,1Z0,420,520,620,7Y1,121,271,1

ou

U2 = Z0,2Y0,3Y0,2Z0,4%0,120,120,6Z0,3%1,220,741,1Y1,120,5
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do polinémio £, temos que [(1) ® (236) ® (1) ® (1)]uy # 0 em A ou [(1) ® (236) @ (1) ®
(1)Jug # 0 em A. Suponhamos, por exemplo, que [(1) ® (236) ® (1) ® (1)]u; # 0 em
A. Logo, considerando a mesma notacao da Proposicao 4.1, temos que g = uy. Agora,

seja a seguinte renomeagao de g:
g = WoZp 2W120,3W2Z0 4 W3Z0 6 W4,

onde wy = Yo2201Y%3 € Fo, w1 = __(palavra vazia), we = yo1 € Fo, W3 = 2p5 €
Fo, wy = zozY11212211 € Fi (0s mondmios w,, com p = 0,1,2,3,4, tém os graus
respectivos na Zs-graduagao da #-superélgebra livre F = Fy & F7).

Decompondo cada palavra nao vazia w,, para 0 < p < 2?2, em sua parte simétrica

e antissimétrica e, em seguida, substituindo-as por novas indeterminadas, obtemos um
lin6mi Itili g f d omios d 8 ( inimo 22

polindmio multilinear g formado por monomios de grau 8 (o grau é no minimo 2° e no

maximo 9 = 2(22) + 1). Segue daf que
= (Yo + 20)202203(y3 + 22)20.4(Y5 + 23)Z06(ys + 21),
e do fato de
h=1[(1)®(236) @ (1)@ (1)]g #0

em A, que

h=1[(1) @ (236) ® (1) ® (1)]g # 0

em A também. Caso contrario (ﬁ = 0 em A), vamos obter que h = 0 em A, pois h é

obtido de h pela seguinte substituicao:

yo _ Y0,220,1Y0,3 1 Y0,3%0,1Y0,2 S0 Y0,220,1Y0,3 — Y0,320,1Y0,2

0 — 2 Y 0 — 2 Y
yl _ R07Y11%1271,1 T 21,1%21,2Y1,1%0,7 Jo - 20,7Y1,121,2%41,1 — #1,1%1,2Y1,120,7
4 — ’ 4 —

2

0 _ 0 __ 0 __ 0 __
Y = Yo,1, 25 =0, y3 =0, 23 = 20,5,

2 Y
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uma vez que

w# = (yo,zzo,lyo,s)# = _(y0,3)#<20,1>#(y0,2)# = —(yo,s)(—zo,l)(yo,Q) = Y0,3%0,1Y0,2,

# _ # _

wf = (?/0,1) = Yo,1, wzf = (20,5) —20,5

wf = (20,7y17121,221,1)#: —(2’1,1)#(21,2)#(91,1)#(2’0,7)#

= —(—21,1)(—21,2)(91,1)(—20,7) = Z21,1<1,2Y1,1%0,7-

Do fato de h = [(1) ® (236) ® (1) ® (1)]§ # 0 em A, segue que para um dos monémios
w de § também temos h = [(1) ® (236) ® (1) ® (1)]Jw # 0 em A. Vamos assumir, por

exemplo, que
_.0 0 0 1_ P Voo, X0, V1, 2
W = YyZ0,22Z0,3Y220,42320,6Y4 = Y0,120,2Z0,3Y0,2%0,420,1Z0,6Y1,1 € (2,5,1,0)( 0,2, %2, V1,1, 1,0)7

assumindo que ycl) = Yo,1, yS = Yo0,2, Z;g,) = 20,1 ¢ {Zo,z, Z0,3, 20,4, Z0,6} € yi = Yi1-
Aqui, nas notagoes da Proposicao 4.1, temos que Yoo = {¥o,1402}> Y11 = {11},
Xo = {202,203, 204, Z06, 201} (p2 = (236) age nas indeterminadas {z¢ 2, 2o 3, Zo 4, Zo6 }),
Z10 =0 (conjunto vazio), t1 = [Vo2| =2, ta = | Xo| =5, t3 = |W1a| =1lety =|Z10| =
O, t=t; +ty+tz3+t,=8(22=4<8<2(2)>+1, m=2,t=28). E, para 0 monémio

w, temos que
[(1) ®(236) ® (1) ® (1)]w # 0
em A, como afirma a Proposicao 4.1.

A seguir, apresentamos a prova do Teorema A, mencionado na introducao deste
trabalho. Antes, escreveremos A € H(d, 1) para alguns inteiros d,l > 0 se o diagrama

de Young D, correspondente esta contido em H(d,[), e denotaremos D, C H(d,1).

Teorema 4.4 (Teorema do Gancho para #-superdlgebras) Sejam F um corpo de ca-

racteristica zero e A wma superdlgebra sobre F com uma superinvolucao #. Se A €
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uma Pl-dlgebra, entao existem inteiros d;,l; > 1, com i = 1,2,3,4, tais que o n-
ésimo #-cocaracter graduado, Xy (A), estd contido em um gancho quddruplo Hy(n) =

(H(d1, ), H(d2,l2), H(d3,13), H(da, ls)), isto €,

Xy (A) = > muyxp-
(VF(n)
(N)€Ha(n)
Demonstracao. Sendo A uma PI-algebra, pelo Corolario 3.29, existe d>1 tal que
9rs(A) < (d) para todo n > 1. Considerando ¢ = (d)® e m um inteiro tal que
e?qg+1 < m < e2q+ 2, onde e denota a base do logaritmo natural, vamos provar que,
para qualquer n > 1, o n-ésimo #-cocaracter graduado de A estd contido no gancho
quadruplo quadrado (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)). Suponha, por absurdo,

que existe n > 1 tal que

X (A) = Z M) X () (4.2)
(MH(n)

e my, # 0 para alguma multiparticao (i) ¢ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)).
Pelo fato de (u) = (u1, po, 3, pa) ¢ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), pelo
menos um dos pjs nio pertence a H(m,m). Digamos D, & H(m,m), onde iy €
{1,2,3,4}. Desse modo, D,, contém o diagrama quadrado D,, , onde v;, = (m™) k=
m?. Temos que j;, > v;,. Sendo my,y # 0 e A uma PI-dlgebra, segue da Proposi¢io
3.30 que existe uma multitabela 77,), com (u) = (n), e um polinémio néo nulo f € Py,

tais que er,, [ & Id¥(A). Como
eT(mf = (eTul ® eTM2 ® 6TM3 & eTM4)f ¢ [déﬁ(A)v

existe um mondémio multilinear my = M1 (Vo 1y Z0mss Vings S1ms) € P,y tal que
er,,mi & Id} (A).

Agora, considere uma quadrupla de permutacoes (0);, = (Idy, -+ , 04, -+ ,1dy) €
Sy X+ X Sy, X+ =X S, (03, € Sy, ) tal que a tabela (0);, T}, tem as entradas de 1 a m?
nas posigoes do diagrama quadrado D,, . Entao, o elemento e, 7, = (0); e, (a>;01,
onde (o)t = (Idy,--- ,0;.', -+, Idy). Logo,

i )

(0)1»_016@%071(”) (o)1 = er,,, M1 ¢ [dQ#(A).
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Chamando m’ = (o);;m, temos que (0)1._01e<g>ionm’ ¢ Idf(A) e, portanto, tam-
bém ey, 7, m' ¢ Id¥(A). Denotamos por T,,, uma tabela standard do diagrama

D,, . Usando o fato de que D, 2 D,, e que, na multitabela T(u) = ()i Ty =
(TMU e 0T

p . 2
wigr " » Tya)y @ tabela 0T}, contém os nimeros 1,2,---,m* (as entra-

das da tabela Two)7 pelo Lema 2.52, existem a,b € F’SmO tais que
Coig Ty, = QT b.

Desse modo,

/ P— .« .. . .. /
eTOL)m - (eT,Uq ® ® eUiOTD,L'O ® eTlJ«4)m

:(Id1®“'®a®“'®fd4)(€nl®"'®€TVZ.O®“'®€TM4)([d1®‘"®b®--~®1d4)m’

ndo pertence a Id} (A) e, assim, (e, ® - ®er, @ ®er, )f1 ¢ Id¥(A), onde f, =
(Id,®---®@b®---@Ids)m' € Ppy. De fato, Idj (A) é um FS,, @ FS,, ® FS,, ® FS,,-
modulo a esquerda e f; = (er,, ® - ® er, ® - ® er,, ) f1 € Id¥ (A) implica que
m=Id® - @a®---@Idy)f, € IdF(A),

e
T

0 que nao ocorre. Segue que
u¢®m®@%®~®hmﬁ¢mﬁm, (4.3)

onde fo = (er, ®---®1d;,®---®er, )f1 € Pyy. Pela Proposi¢io 4.1, observando que
ni, > m?* e que o elemento er,, age nas indeterminadas com indices em {1, - - ,m?} do
tipo correspondente do polindémio f, (as entradas da tabela T,,Z,O), podemos encontrar
inteiros t1, s, t3,t4 > 0, com t;; > m?, t =t; +ty+tz3+tgem? <t <2m?+1, e um

monomio multilinear w = w(Voy,, Zoty, Vits, Z1,4,) € Py tais que

em A. Consideremos Py como um F'S1®- -+ ® Sp2 ®---® FS1-mddulo & esquerda, em

que S7 é o grupo trivial, exigindo que F'S1 ® --- ® S,,2 ® --- ® FS] aja nas primeiras
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ti,---,m?, -+  t4 indeterminadas correspondentes fixando as demais. Agora, seja M
0 FS1®: - ®Sp2® -+ ® FSi-submodulo de Py gerado pelo elemento (Id; ® - -+ ®
er, ®: - ® Idy)w. Como M + (Py N Id¥(A)) C Py, segue que

dim(P<t>) > dlm(M + P<t> N ]d;%(A))
= dim(M) + dim(Pyy N Id} (A))
— dim(M N (Pyy N Id} (A)).

Ora, o subespago M N (Pyy N Idj (A)) é um FS; ® -+ @ Sz ® - - ® FSj-submodulo
de M. Conforme Observacao 3.31, o modulo M é irredutivel e, por (4.4), temos que

M & (Py N I1d§(A)). Logo, M N (Py N Idi(A)) = {0}. Portanto,
dim(Py)) > dim(M) + dim(Pyy 1 Idf (A)),
o que produz
cwy(A) = dim(Py) —dim(Pyy N 1df (A)) > dim(M). (4.5)

Observamos também que M pode ser considerado como um F'S,,2 & esquerda natural-
mente, j& que a algebra F\S1®---®@FS,2®---® FS5] fixa todas as indeterminadas que
sao diferentes daquelas com indices {1,--- ,m?} do tipo correspondente. Assim, como
a dimensao de M é o produto dos graus dos caracteres irredutiveis correspondentes
(todos iguais a 1 com exce¢ao do associado a parti¢ao quadrada v;, = (m™) - m?) e

m? > (e*q +1)* > e*¢?, segue do Lema 2.51 que x,, (1) > ¢™, o que torna (4.5) em

2

C(t)<A) > dim M = Xwo(l) > qm : (46)

Desde que
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3
Em vista de 5(15 — 1) > t, pois t > m? > e* > 3, segue que
™ (A) > (d)f

e, assim, obtemos uma contradi¢do, visto que ¢¥°(A) < (CZ)" para todo n > 1.
Portanto, todas as multiplicidades m, em (4.2) devem ser iguais a zero se (u) ¢
(H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), e a prova do teorema esta concluida. O

Os exemplos apresentados a seguir explicitam tanto a decomposi¢ao do (n)-ésimo

cocaracter da algebra dada quanto a existéncia do gancho garantida pelo Teorema 4.4.

Exemplo 4.5 Considere G = (e1, ez | €;e; = —e;e;)p = spanp{e, ez, €1e2} a algebra
de Grassmann nao unitaria 2-gerada sobre um corpo F' de caracteristica zero (dim G =
3), com a Zy-graduacdo canodnica G = Gy @& Gy, em que Gy = spanp{ejea} é 0 espago
gerado pelos monomios de comprimento par e Gy = spang{ej,ea} € 0 espago gerado
pelos monomios de comprimento impar, e seja # a superinvolucao de G definida por
ef = —e;. Observamos que o ideal das relacoes que definem uma algebra de Grassmann

é invariante em relacao a superinvolucao # e, portanto, # esta bem definida. Como

charF = 0, G pode ser decomposta por
G=GieG, G ®Gy.

Neste caso, nao ¢ dificil ver que G§ = Go, G, = {0}, G = {0} e G] = Gy, pois, no

100 ¢aso, temos apenas um monomio de comprimento par eqes e (eex)? = —efe? =
—(—e2)(—e1) = —ege; = ejey e dois mondmios de comprimento impar, e; e es. Veja

ainda que G é uma PI-algebra, pois é uma algebra nilpotente de grau 3.

Agora, vamos identificar as superidentidades multilineares com superinvolucao da
algebra GG. Observe que, em G, temos apenas elementos homogéneos pares simétricos
e impares antissimétricos. Considere, entao, os espagos multilineares P,y com as se-
guintes decomposi¢oes do natural n dadas por n = ny + 04 0+ ny4, onde ny representa
a quantidade de vardveis pares simétricas e n, representa a quantidade de varidveis
impares antissimétricas. Note que, quando n > 3, para qualquer decomposicao de n,
temos

Py NIdY (G) = Py
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e, assim, a #-codimensao graduada correspondente serd c(,,(G) = 0. Entao, resta-nos

analisar os casos em que n =1en = 2.

Para n = 1, considere a seguinte decomposicao, n = 1+0+0+0, ou seja, quando
ny = 1 e as outras varidveis nao aparecem em P 0,). Nesse caso, nenhum polinémio
em P 0,0) ¢ identidade de G, pois P1,00,0) = spanp{%o1} € Y01 # 0 em G, uma vez

que ejes € G§ e ejes # 0. Logo, obtemos
P000)(G) N 1d} (G) = {0},

e, assim, a #-codimensao graduada correspondente sera c(;0,00) = 1 e 0 n-ésimo coca-

racter graduado correspondente é

X(17070,0)<G) - X(Dﬁ),@,@) € (H<17 0)7 H(07 0)7 H(O> 0)7 H<07 O))

O caso em que n = 0+ 0+ 0+ 1, ou seja, quando ny = 1, é feito de forma analoga,
observando que P 01) = spang{z11} e z11 # 0 em G, jA que e; € G| e e # 0.
Entao,

Puo00)(G) N 1d} (G) = {0},

e, assim, a co01)(G) =1e
X0,001)(G) = Xw00[ ) € (H(0,0), H(0,0), H(0,0), H(1,0)).

Agora, vejamos o caso em que n = 2. Temos as seguintes decomposi¢oes de n: n =
2404040,n=1404+0+1en =04+0+042. Nao é dificil mostrar que, nos casos n =
240404+0en =1+0+0+1, as correspondentes #-codimensoes graduadas sao nulas,
porque G satisfaz as #-superidentidades yo 1902 = 0 (uma vez que G¢ = spanp{ejes}
e (er1ea)(erea) = 0 em G) e yop1z11 = 0 e z11yo1 = 0 (pois G = spanp{e;, e}
e er(eren) = (ereg)e; = es(eren) = (ereg)es = 0 na édlgebra G). Vejamos, entdo,
um caso mais interessante nesse exemplo que é quando consideramos a decomposicao
n =040+ 0+ 2. Nossa afirmagao ¢ P ,0,2) N Idf(G) = spanp{z11212 + 212211},

onde 211,210 € Z1 = {211,212, - }, conjunto de variaveis impares antissimétricas na
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superalgebra livre com superinvoluc¢ao F(YUZ, #). De fato, observe que o #-polinomio
211212 T 212211

é uma #-superidentidade multilinear em G, em vista de G| = spany{ej,e2}. Seja Q os
espaco de dimensao 1 gerado por este polinomio, isto é, Q) = spanp{z1 1212 + 212211}
Temos que Q C Pog02) NId} (G) e Pooos NIdY(G) C Pooos. Como dimpQ = 1,
dimp P02 = 2! = 2 ¢, além disso, Po o020 d5 (G) # Poo.02), POis 211212 € Po.o02)
mas 211219 ¢ 1d} (G) (erea # 0 em G), segue que Q = P02 N Idj (G), o que prova
nossa afirmacao. Assim, dimpF0,0,2) N ]df(G) =1lecpoo(G)=2-1=1

Agora, considere o correspondente n-ésimo cocaracter graduado

X(0,002)(G) = > T Ao, 20) X (A Ao A M) - (4.7)
(A1,A2,A3,24)H(0,0,0,2)

Veja que em (4.7) aparecem apenas duas parcelas, aquelas correspondentes as seguintes

multiparticoes:

0,00 7)) e (0, @,@,H).

Vamos mostrar que a multiplicidade correspondente da multipartigao (\) = (0,0, 0, H)

é nao nula. Para isso, considere a multitabela Standard

Ty — (@,@,@,) |

Temos que Ry, = {(0,0,0,1dy)} e Cr,y = {(0,0,0,52)} e, portanto,

ery, =0@0@0®er,, =0elele Y (-)or=00cbe > (1)

UERT<171) TES2
TGCT(LI)

Entao,

f = f(21,17 Z1,2) =Ty, (21,121,2) = Z(_l)TT(zl,lzl,Q> = 21,1712 — 21,2”1,1-
TESY

Note que f avaliado em G nao é uma #-superidentidade, bastando escolher z;; = ¢; e
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observar que f(ej,e3) = 2e1eq # 0 em G. Logo, f ¢ [df(G) e, pela Proposicao 3.30,
temos que a multiplicidade correspondente ao modulo irredutivel gerado por f é nao

nula, ou seja, mpgg,,1) = 1. Como 0(0,070,2)(G) = 1, segue que m =1lea
(0,0,0,—)

multiplicidade correspondente da multiparticao m(@ﬂ’&m) é nula. E, assim, temos

que

X(0,0,0,2) (G) =X .
(@,@,@,H)

Observamos que
X(0002)(G) € (H(0,0), H(0,0), H(0,0), H(0,1)).

Em geral, temos que, para todo (n) = (ny,na, n3, ng),

= > mpx

(AN (n)
<>\>€H4(n)

onde Hy(n) = (H(1,0), H(0,0), H(0,0), H(0,1)). Concluimos esse exemplo observando
também que nao é dificil mostrar que todas as #-superidentidades da algebra G sao
consequéncias das #-superidentidades y11 = 0, 201 = 0, Yo1%,2 = 0, 211%,1 = 0,
Yo1211 =0 e 211212 + 212211 = 0, pois 211212 € ]:0+ modulo 21212 + 212211 = 0 em
G.

O exemplo a seguir é um pouco mais interessante que o anterior, pois, na decom-

posicao da superalgebra dada, todas as componentes homogéneas sao nao triviais.

a b

Exemplo 4.6 Seja A = My(F) = i a,b,c,d € F ) a algebra das ma-
c d

trizes 2 x 2 sobre o corpo F' e considere a Zs-graduacdo elementar em A, onde a

0 0
01

componente par Ay = spang

0

0
a
c

e a componente impar A; =

1
spanp ,
0

} Defina a aplicacao linear # : A — A dada por
) , a,b,c,d e F.
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Em [4], no Exemplo 2, é mostrado que a aplicagdo # é uma superinvolugao, e ela é

chamada de superinvolugao transposta. Entao, A pode ser decomposta da seguinte

maneira:
A=A ®A; @ AT @ A7,
~ -1 0
onde as componentes pares sao AJ = span , Ay =spanp
1 0 1
_ 0 0 01
e as componentes impares sao A = span e A] = spang
10 0 0

O nosso intuito agora é identificar as #-superidentidades multilineares de A. An-
tes disso, faremos algumas observagoes sobre os elementos homogéneos de A. Veja que
os elementos homogéneos de Al (matrizes escalares) comutam com todos os elementos
homogéneos de A, os elementos homogéneos em A; comutam entre si e anticomutam
com os elementos homogéneos de Af e A e os elementos em A e A] nao comutam

entre si. Essas informacoes sao importantes para descrever uma base para o quociente

Py (A) = P
P<n) N ]d;#(A)

. Note que os mondmios

Y1,iY1,5 € 21,i%1,5, (4~8)

quando avaliados em A, sdo nulos, uma vez que (aE12)(6E12) =0 e (aFy(fEy) =0,
para todos «, € F', onde E;; é a matriz elementar 2 x 2. Assim, qualquer mondmio em
P,y que contenha em sua composicao esses tipos de monomios se anula em A, ou seja,
pertence ao conjunto de identidades P,y N[/ d;* (A). Com isso, dado qualquer mondémio
w em P, uma vez que os elementos de A e Ay comutam ou anticomutam com os

demais elementos homogéneos simétricos ou antissimétricos, podemos escrever

w = (_1)9wy0,1 CYoni 20,10 2o W + G, (4.9)

onde ¢, € N, @ ¢ um monoémio nas varidveis zi 1, , Zims, Y1,1," " Y1y € § € Py N

I df(A). Observamos que as tnicas possibilidades de @ nao conter submonomios do
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tipo (4.8) sdo quando w apresenta uma das 5 formas a seguir.

L. w= Y1,i1 21,51 Y1,i2”1 5o * " Y1,i5 21,5 (aqul, ng=mng =82 1)%

2. W =Y 21, 13 Yi0 %1 s Y1is 215, YLie+1 (aqui, ny =s>0eng=s5+1=mny+1);

w
Y

= 21 Y 215 YL 215y, (aqul, ng = ng = s > 1); (4.10)
4. ?I) = zleyLilzl,jzyuz e Zl,jsyl,iszl,jerl (aqui, ng =S 2 O enygy =S + 1= ng + 1),

5. @ é um monoémio vazio (aqui, ng = ny = 0).

Essa observacao nos faz concluir que, se |ng — n4| > 1, entdo todo @ na decomposigao
de qualquer monémio w conterd um mondmio da forma (4.8) e, por conseguinte, P,y N
IdY(A) = Py e, assim, ¢y (A) = dimp Py (A) = 0. Vamos supor, entdo, que |[ng —
n4| < 1. Considere primeiramente ng = ny, ou seja, a quantidade de variaveis impares
simétricas é igual a quantidade de varidveis impares antissimétricas. Assim, a partir de
agora, vamos restringir nosso estudo de #-superidentidades polinomiais, codimensao e
cocaracter correspondentes, para uma decomposicao do natural n desse tipo, a saber,
(n)y = (n1,n9,n3,n3). Nesse caso, fazemos a seguinte afirmagdo: uma base para o
Loy

espaco quociente P, (A) = ——————— & o conjunto
< >( ) P(m ﬂ]df(A)

51 = {hl =01 """ Yo,n120,1 """ 20,n2Y1,121,1Y1,221,2 * * " Y1,n3%1,n3>

hy = Yo,1 - " Yoni20,1° " " 20ne”1,1Y1,1%21,2Y1,2 " Zl,n3y1,n3}

quando ng =ng > 1e

B = {wnl,ng =Yo1" " YoniR0,1""" Zo,ng}

quando ng = ny = 0 modulo P,y N Id} (A).

Este ultimo caso segue diretamente da comutatividade e anticomutatividade entre
os elementos homogéneos das componentes A e Ay e do fato de que o monoémio em
B nao é uma superidentidade de A (a avalia¢do do monémio W, n, por yo1 = -+ =
Yo, = Lo = Ei1 + Ey e 201 = -+ = 20, = oo — Eqy € igual a [y — identidade de
ordem 2 X 2 — se ny é par ou igual a Fyy — Ej; se ny é impar). Assim, nesse caso

(ng =mn4s = 0e (n) = (n1,n2,0,0)), temos ¢y (A) = 1. Usando o fato conhecido que
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er,,, (21 xy,) ¢ a linearizagdo completa do polinomio z", onde (n) k- n ¢ a partigao

que corresponde ao diagrama de Young D,y =| [ | .| |, mostra-se que

X(n) (A) = X((n1),(n2).0.0)-

Agora, vamos estudar o caso ng = ny > 1. Veja que as varidveis impares aparecem nos
mondmios do conjunto J; intercaladas. Note ainda que, dado qualquer monoémio w
em Py, apos a apresentacao (4.9), todo mondémio w, que possui as varidveis impares

intercaladas, pode ser escrito como

W = Y1,121,1Y1,271,2 * * * Y1,n3”1,n3

ou

W= 211Y1,17212Y1,2 " * * Z1,n3Y1,n3-

Isso pode ser visto pelo seguinte fato:

Y1, 21,11 Ui = Y1,in21,51 Y1in (4.11)

RLk1Y1,r1Rlky = 2Lk Y1,r1 R,k (4'12)

modulo P,y N Idy (A). Com efeito, qualquer avaliagio de (4.11) em A é da forma

(B )(BE1)(vEy) = afyEy = (YExn)(BE12)(aFy)

e qualquer avaliagdo de (4.12) em A é da forma

(aB12)(BEs ) (vE12) = afyEs = (VE12)(BEy)(aF).

Utilizando (4.11) e (4.12), podemos permutar modulo P,y N I1d} (A) as indeterminadas
do conjunto Y; entre si em suas respectivas posicoes sem alterar as indeterminadas z; ;
e as indeterminadas do conjunto Z; entre si em suas respectivas posi¢oes sem alterar as

indeterminadas y; , nos mondémios w dos tipos 1. e 3. de (4.10) e, assim, conseguimos
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ordené-las entre si e obter a forma hy; ou hy do conjunto .

Segue dessa observagdo e de (4.9) que o conjunto [5; gera o espago quociente

P,
Py(A) = S ) N— Agora, vamos mostrar que o conjunto 3; é linearmente

P<n) N Idf(A)
independente em P,y modulo Py, N Id#(A). De fato, sejam «, § € F tais que

ahl +Bh2 =4dq,

com q - P(n) N ]df(A) Avaliando yO,i = E11 + EQQ = ]2, Z(]’j = EQQ — E117 yl,t = E21 e
21, = F2, obtemos dai

—1)m 0 —1)m™ 0
« ( ) E22 + ﬁ ( ) Ell = 07

0 1 0 1

o que produz

concluindo que o = 3 = 0. Portanto, 3; ¢ linearmente independente em P,y mo6dulo
Py ﬂ[d#(A) e, consequentemente, é uma base para o espaco quociente P, (A). Segue
que
C<n>(A) = dimp P(n>(A) = dimp LZ# =2
P<n> N Id; (A)

Agora, considerando o n-ésimo #-cocaracter graduado de A dado por
Xy (A) = D mpxo,
(A(n)

vamos mostrar que a multiplicidade correspondente & multipartigdo (\) = ((n1), (n2),

(n3), (n3)) é nao nula. Com efeito, considere a seguinte multitabela Standard da forma

(\) dada por

Tigren = (112} faf[1]2] {5 {12} Jkb[1[2F-{1)
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em que ¢ = ny,J = N9,k =n3 el =nz e o elemento idempotente minimal essencial

€Tk = Z c® Z f® Z T® Z 5.

0€Sn, BESn, TESng YESng

Entao, definindo

J = €T k) (Y1 Yom1 20,1 "+ * 20ma¥1,1211Y1,2212 " * Y1 ing Z1img )

e escolhendo v, = Ids, 204 = Foo — Ei1, Y16 = Eo1 € 21, = Eia, onde os E{js sS40 as
matrizes elementares, obtemos
(=1)™ 0
f = n1!n2!n3!n4! EQQ # O,
0 1
pois F' é um corpo de caracteristica zero. Ou seja, o polinémio em questao nao é uma
#-superidentidade polinomial em A. Assim, pela Proposicao 3.30, a multiplicidade
correspondente ao Sy,)-moédulo M gerado por f é nao nula, como queriamos mostrar.

Agora, considere N o S,)-moédulo irredutivel gerado pelo polinémio

9= €T k0 (yo,l “YoniR0,1 7 R0mec1,1Y1,1°41,2Y1,2 7 Zl,ngyl,ng)-

Note que os modulos N e M sao isomorfos, pois estao associados & mesma multitabela
Standard de Young da forma (\) = ((n1), (n2), (n3), (n3)). Ainda, de maneira aniloga,
é possivel mostrar que o polinémio ¢ ndo é uma superidentidade em A. E facil ver
que M NN = {0}, pois F'S;,) age nas varidveis de mesmo tipo e ndo troca posigoes
de varidveis de tipos diferentes. Portanto, P, (A) = M @& N. Visto que c;,(A) = 2,
segue que a decomposicdo do #-cocaracter graduado associado ao S(,y-modulo Py, (A)

é dado por

Xiny (A) = 2X((n1),(n2),(n3) (1))

Observamos que, para este caso, o n-ésimo #-cocaracter graduado de A, x ;) (A), esta

contido em um gancho quadruplo da forma

(H(1,0), H(1,0), H(1,0), H(1,0)). (4.13)



Capitulo 4. Principais Resultados. 69

Para finalizar o exemplo, utilizaremos o mesmo raciocinio feito até aqui para analisar
os casos em que ng = ng + 1 e ng = n3 + 1. Quando n3 = ny + 1, observa-se que o

conjunto unitario

Ba = {h3 =Y0,1" " Yo,n1R0,1 " 20 Y1,121,1Y1,271,2 7 7 - y1,n42’1,n4y1,n4+1}

¢ uma base para o P,y modulo Py N IdY (A) e, assim, cmy(A) = 1. Portanto, o
cocaracter associado a P,y(A) é dado por xm)(A) = X((n1),(n),(nat1),(na))- O mesmo

ocorre quando n4 = ngz + 1, ou seja, C(n)<A) =1, X(n)(A) = X((n1),(n2),(n3),(ng+1)) €

53 = {h4 = Yo,1" ' Yo,n120,1 """ 20,n2”1,1Y1,1%1,2Y1,2 " " * Zl,ngyl,ngzl,nngl}

¢ uma base para o P,y modulo Py N Idj (A).
Concluimos que os #-cocaracteres graduados correspondentes a essas decompo-

si¢oes de n estao contidos no gancho quadruplo da forma (4.13).

Em suma, analisando todos os casos da decomposi¢ao de n, com (n) = (ny, ny, ng, ny),

para os quais ¢y, (A) # 0, vimos que

® X(n1,m2,0,0) (A) = X((n1),(n2),0,0)5

® X(n1,namzns) (A) = 2X((n1),(n2),(n3),(n3));

L4 X(nl,ng,ng,n3+1) (A) = X((nl),(ng),(ng),(nngl));

® X(n1monating)(A) = X((n1),(n2),(nat1),(na))-

Em geral, temos que, para todo (n) = (nq,ng, n3, ng),
Xy (A) = ) moyx,

)
(N)EH (n)

onde Hy(n) = (H(1,0), H(1,0), H(1,0), H(1,0)).

Para finalizar este exemplo, note que mostramos que A satisfaz todas as #-
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superidentidades f = 0, onde f € Q,

Q= {[y0,17y0,2]> [3/0,1, 20,1]7 [yo,l, 91,1], [yo,l, 21,1], [20,1, 20,2]>y1,1y1,2, Z1,1%1,2,

201Y1,1 + Y1,120,15 20,121,1 T 21,120,1, Y1,121,1Y1,2 — Y1,221,1Y1,1, Z1,1Y1,121,2 — 21,2y1,121,1}.

Provamos também que PJ™® = spanp{wn, n,, 1, b2, h3, ha} modulo Q e Wy, pn,, hi,
ha, hs, hy nao sao #-superidentidades de A. Isso prova que () é uma base de #-

superidentidades de A, ou seja, Id¥ (A) = <Q>T2#'

Exemplo 4.7 Seja E = (1,ey,€e9,---| €;e; = —eje;, Vi,5 > 1)p a algebra de Grass-
mann unitaria de dimensao infinita sobre um corpo F' de caracteristica zero com sua
graduacao canodnica F = Fy @ EFy, onde Fy é o espago gerado pelos monémios em €s
de comprimento par e E; o espago gerado pelos mondmios em e;s de comprimento

# — —e; (veja [1]). Como

impar. Considere # : F — FE a superinvolugao dada por e
charF = 0, E pode ser decomposta por £ = Ej & E; ® Ef & E;, onde E;" é o espago
formado por todos os elementos g; € E; tais que gl# =gicomi=0,1e E; formado pe-
los elementos g; € E; satisfazendo gf = —g; com j = 0,1. Entao, Ej = Ey, E; = {0},
Ef ={0} e E] = E;. Portanto, E satisfaz as #-superidentidades zy; =0 e y;; = 0 e,
além disso, com essa estrutura, pode-se proceder de maneira analoga a demonstracao
da Proposicao 2 em [17| para determinar o conjunto das demais #-superidentidades de

E e descrever a decomposicao do #-cocaracter. Especificamente, prova-se que, fixado

ny+n4 =n > 1, tem-se
Xt (B) = X((n1),00,074) = X(m) @ X(174)
que esta contido no gancho quadruplo
(H(1,0),H(0,0), H(0,0), H(0,1)),
Xy (E) =0 e ¢y (E) =0 para todo (n) = (n1,n,n3,n4) comny > loung >1, e
Id#<E) = <[?Jo,1, y0,2]> [yo,h 2’1,2], 21,1%1,2 T 21,2211, 20,15 y1,1>T2#.

Além do mais, ¢4,y (E) = 1 pela primeira parte da prova da Proposicao 3 em [17].
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4.2 Teorema da Faixa para #-superalgebras

Comecamos definindo o que seria uma identidade de Capelli dentro do nosso

contexto.

Definicao 4.8 Seja A uma superdlgebra com uma superinvolucao #. Dizemos que A
satisfaz a #-identidade de Capelli de posto (k) = (ki, ko, k3, ks), onde k = ki + ko +

ks + ky, se A satisfaz a sequinte série de #-superidentidades:

Capy, (?Jo,h Yok L1yttt 7$k1+1) = Z (—1)U$1y0,a(1)$2 o Yo,0(k1) Lhi4+1 = 0,

O'ESkl

. _ g _
Capr, (201, 5 20,ks3 T1y "+ 5 Thgt1) = g (—=1)72120,0(1)%2 * * * 20,0(ks) Tho+1 = 0,
O'ESk2

Capr, (Y11, s YLky ) T1o s Thgg1) = Z (=1)7T191,01)T2 " * * Y1,0(ky) Ths+1 = O

O'ESkS

Oapk4<21,17 Tt Rk L1yttt 7$k4+1) = Z (—1)090121,0(1)362 © 21,0 (k) Tha+1 = 0,
UESk4
onde as indeterminadas x}s podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto (YoU ZyU
YiUZ)\ (Vor, UZ0k UV ks UZ1k,) 0u sGo substituidas por palavras vazias iguais a 1
(com abuso de notagao quando a dlgebra nao é unitdria) de todas as formas possiveis.

Nesse caso, escrevemos apenas que A satisfaz C’ap?@ ou ainda Cap?f€> C Id#(A).

Proposicao 4.9 Se f € F(X|Zy, #) € um polinémio alternado nas indeterminadas

t1,- - ,tm, todas pertencentes a apenas um dos conjuntos Yy ou Zy ou Yy ou Zy, entdo

f = Z aw1,~--,wm+1capm(t17"' 7tm;w17"' awm+1>

W1, Wmt1

¢ uma combinagao linear de polinomios de Capelli, onde w1, -+ ,Wy11 SG0 MONOMIOS

adequados (possivelmente vazios) em F(X|Zo, #).

Demonstracao. Segue de maneira analoga a prova da Proposicao 1.5.5 encontrada
em [24]. O
O lema a seguir é uma adaptagao do Lema 2.5.1 em [24] para o caso de superal-

gebras com uma superinvolucao #. Segue aqui a demonstracdo completa. Antes disso,
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lembramos que n = n; + ny + ng + ny € a soma de quatro inteiros nao negativos e

<n> = (n17 ng, N3, TL4).

Lema 4.10 Sejam (A\) = (A(1),A(2),A(3),A(4)) F (n) uma multiparticao de n, H; um
subgrupo de C’Tw) para i = 1,2,3,4 ¢ M um Sy,y-mddulo. Se er,, U % 0 para algum

u € M, entao

( Z (=), Z (=1)™7, Z (=1)™7s, Z (—1>T4T4> ety u # 0.

T1EH To€Ho T3€H3 T4EHY

Demonstracao. Para ¢ = 1,2, 3,4, escreva CTW) =a;1H;Ua;2H;U---Ua;,,,H;, onde
a;;1 = 1 e os a;js sao representantes das classes laterais a esquerda de H; em C’Tw).

Defina

(r) = (11,79, 73,74) = <Z (D)7, Y (D)7, > (=17, Y (_1>T4T4>.

T1EH T2€H> T3€H3 T4E€EH,

Yoot o= D) (=DTm+ Y (CD)m e+ Y (-

TiECTA(i) T€H; Tieaingi TieaiymHi

= n:l:ai?gfr’i:l:-~~:l:ai,mri
== (1 + ;2 R ai,m>ri (414)

= Biria

onde 8; = (1 £a;2+ -+ a;,) € FS,,. Agora, da defini¢do do elemento er,,, temos

A)?

que

2 _
eTWu - (eT)\(l) ® €T\ (2) ® €Ty ® eT)\(4)>€T<)\)u

= Z (D)o | ®---® Z (=1)™ours | | er,u

UleRT)\<1> 046RT/\(4>
TLECTy (1) TAECT (4)
- > < [(=1)"o1m] @ [(=1)02m] ® [(—1)"0373] @ [(—1)7404740 €T3 Us
(o)ERT
gy

<T>€CT<A>
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onde (o) = (01,02,03,04) € R, = Rr, ;) X Ry o, X By oy X Ry € (T) = (71,70, T3, Ta) €
Cry = Ory ) X Cry o) X Oy ) X Cry . Assim, denotando (3) = (By, Ba, B3, B4) € lem-

brando da defini¢ao do elemento (r) = (11,79, 73,74) e da igualdade (4.14), segue que

6%{,\)“ = Z ( (=)Mo @ [(—1)P097] @ [(—1)Po313] ® [(—1)”0474]) eT U

(U)ERT</\>

<T>€CT(>\>
- Z [( (1@ @a)((-1)"n®- & (_1>T4T4)> 6T<A>u]
<47>€RT<>\>

<T>ECT<)\>

(]

(1@ ®oy) Z ()" @@ (=1)"m | | er,u
<O’>ERT<>\> <T>ECT<)\>

(]

[( (1@ ®ay)(fir ®- - ® 547”4)> €T<A>U}

<O’>€RT</\>

= Y | (@ ®0)(B) (rep,u| =0.
<U>€RT(A> :'O

Mas isso contradiz o fato de e%m

hipotese er, u # 0. 0J

= ver,,, para algum inteiro v # 0 junto com a

Definigao 4.11 Seja (\) = (A(1),A(2),A(3),A(4)) F (n), n = ny + ng + ng + ng, uma
multiparticao de n. Dado um inteiro nao negativo k = ki + ko + ks + ky, dizemos que a
altura h({\)) da multiparticio (\) é maior ou igual a (k), e escrevemos h({\)) > (k),
quando, para algum i € {1,2,3,4}, a altura h(\(i)) da particio \(i) = n; é maior ou

igual a k;. Caso contrdrio, escrevemos h({\)) < (k).
Agora, estamos aptos a demonstrar o Teorema B.

Teorema 4.12 (Teorema da Faiza para #-superdlgebras) Sejam F um corpo de ca-
racteristica zero, A uma superdlgebra sobre F' com uma superinvolucdo # e xum)(A) =

Z moyX(\y Seu n-ésimo #f-cocaracter. Se A é uma Pl-dlgebra, entdo A satisfaz
(MH(n)
Cap?;w k = ki + ko + ks + kq, a #-identidade de Capelli de posto (k), se, e somente

se, mqyy = 0 sempre que h({\)) > (k).
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Demonstragao. Suponha que Cap?,; C Id¥ (A) e seja (A\) = (A1), M(2),A(3),\(4)) F
(n) uma multiparticdo de n = ny + ny + ng + ng satisfazendo h((A\)) > (k). Pela
Proposic¢ao 3.30, a multiplicidade my = 0 se, e somente se, para qualquer multitabela
T de forma (A) e para qualquer polinomio multilinear f € P, a algebra A satisfaz
a superidentidade er,, f = 0. Considere uma multitabela T' = (Ty, Ty, T3,Ty) de forma
(A\) qualquer. Suponha, por contradi¢do, que erf # 0 em A para algum polinémio

multilinear f € FP,). Como o elemento idempotente er gera um FS,-modulo a

esquerda irredutivel, é suficiente mostrar que
(aYerf € Id¥ (A) (4.15)

para algum (a) € F'Sy, tal que (a)er f # 0. De fato, como M = F'Siyer f é um moédulo
irredutivel e N = FS,(a)erf é um submoédulo nao trivial de M, concluimos que
M = N. Portanto, erf = (b)(a)er f para algum (b) € F'Sy,y é uma #-superidentidade
de A em vista de (4.15), o que contradiz erf # 0 em A. Considere

T1€CT1 T2€CT2 T3€CT3 T4€CT4

onde Cp, é o subgrupo de S, que estabiliza as colunas de 7}, com ¢ = 1,2, 3,4. Pelo
Lema 4.10, o polinémio (a)erf # 0. Por outro lado, se h; = h(\(i)) > k;, para
algum ¢ € {1,2,3,4}, e ji,---,jp, sd0 as entradas da primeira coluna de T;, entao
(a)ep f € um polindmio alternado nas indeterminadas homogéneas ¢, , - - - sttt

h;

de um dos conjuntos Yy, Zy, Y1 € Z;. Portanto, (a)erf é alternado nas indeterminadas
homogéneas t;,, - - - s, Segue da Proposicao 4.9 que (a)er f é uma combinagao linear
de polindémios Capelli de posto k;. Como os polindémios Capelli sao multilineares,
obtemos (a)erf € Id¥ (A), visto que, por hipétese, C’ap% C Id¥ (A).
Reciprocamente, suponha que m = 0 sempre que h((\)) > (k). Para todo

1 =1,2,3,4, considere

f=Fftite, - b, 1, Tpq1) = Z (=1)721te1) - - toh) Thit1,

O'ESki

onde as indeterminadas t1,--- ,t;, pertencem ao mesmo conjunto de indeterminadas
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homogéneas Yy ou Zy ou Y; ou Zp, para todo ¢ = 1,2,3,4, respectivamente, e as
indeterminadas z}s podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto Yy U Zy, U Y; U
Zy. Aqui, f representa qualquer um dos polindmios dados na Definicao 4.8. Seja
Ay = (A1), ,A@), -+, AN4) F (p1y--+ ,pis- -+ ,pa), onde p; = k; + 74, com ; > 0
e 1 € {1,2,3,4}, representa o numero das indeterminadas homogéneas que aparecem
em [ e pertencem ao conjunto em que ty,--- %, estao, e, além disso, p; + -+ p; +
-+ py = 2k; + 1. Pela Proposicao 3.30, se h({)\)) > (k), isto é, h(\(i)) = h; > k;
para algum i € {1,2,3,4}, entdo er, f € [df(A) para toda multiparticio (\) =
(A(L), -, A@@), -+, A(4)) = (p1,--+ ,pi,- -+ ,pa) € para toda multitabela T,y da forma
(A\). Assim, obtemos que Ca]off€> C Id¥ (A).

Agora, suponha que h((\)) < (k), ou seja, h(A(i)) = h; < k; para todo i. Fixando

io € {1,2,3,4}, como f é alternado nas indeterminadas ti,--- ,tx, , entdo, para cada

ig 7

<T> — <7-1’... 7Ti07"' 77'4> e S<2ki0+1> :Spl X oo XSIHO X oeee XSP47 Ondep1+...+

Pig + -+ +pa = 2k;, + 1 e 7, € 5y, age nas varidveis homogéneas do mesmo tipo que

ty, -+, 1k, tem-se que
<T>f(tlvt2a T 7tki07x1’ T 7xki0+1) = f(tno(l)’ th‘O(Q)’ T ’tTiO(kiO)’ o )
¢ alternado nas indeterminadas t-, (1), 7 (k). Como h(A(ip)) = hiy =1 < ki, O

subgrupo RTwO) de Spio que estabiliza as linhas da tabela T);,) ¢ um produto direto
de r < k;, fatores

RT/\(iO) = Hyio X - X Hyy,

em que H,;, ¢ o subgrupo de Spi0 que permuta entre si os elementos da ¢-ésima linha

da tabela T, fixando os elementos das demais linhas. Assim, podemos escrever o

somatorio
E o= E op |- E oy
UERTM,L.O) o1€H1 4, or€H,
Como r < k;,, existem pelo menos dois inteiros entre 7;,(1),- - , 7, (k;,) pertencentes

a uma mesma linha da tabela T, digamos que seja a [-ésima linha. Afirmamos que

Y o] mf= (4.16)

UleHl,io
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é o polindomio nulo em F(X|Zy, #), onde estamos olhando essa a¢do apenas no conjunto
das indeterminadas homogéneas de f em que tq, - - - ; t,;, pertencem e fixando as demais.
Com efeito, sem perda de generalidade, sejam a’ = 7;,(1) e V = 7;,(2) os elementos
na [-ésima linha de T),). Considere A;;, € H;;, o subgrupo das permutacoes pares
contido em H,;, e escreva H;;, = A;;, U 1211,@'0, onde fll’io é o conjunto das permutacoes
impares contido em H;;,. Note que /L,io = A, (a V), ou seja, /L,Z-O é classe lateral
a esquerda de A;;, em H;;, cujo representante é a transposicao (a’ b’'). Com isso, o

somatorio em (4.16) pode ser escrito como

E o | .S = E o | Tiof + E o1 | Tio f
o1€H, i 01€A 4 GIEA 4,
Y
= E gy Tiof+ Z pl(a b) Tiof'
o1€AL, PIEAL g

Segue dai e do fato que 7;,f é alternado nas indeterminadas ¢, = try) € ty = tr (2),

ou seja, (a’ V)7, f = —7, f, que

Yool T = | D a|mfr| Y ald V)] s

o1€EH, o1€AL;, PLEAL,
= E o | Tiof — E o | Tio f
o1€AL;, PLEAL
= O’

o polinémio nulo, o que prova nossa afirmacao. Assim,

Y o|mf=0 (4.17)

TERT (i)
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o que implica que

erpy S = (e ®eng Qen, ®eny)f

= (eTAu)®"'®]d®"'®€Tx(4>)(ld®"'®eTA(io)®"'®]d)f

— (eTx(l)®"'®1d®”'®eTx<4)) d®- - ® Z (—1)”001‘071'0@"' f
UiOERT)\('LO)
TiOECTMio)

= (eT/\(l) Q- QId®---® eT,\(4)> Z (_1)Tioaio7—io f

Zio 6RT)\(%'O)
Tio €CTy (49

= (eT)\(l) R RIAR - ® eT)\(4)) Z (—1)T0 Z Tio | Tio f

7io SOy (i) 7i0 R (i)

= 0,

o polinémio nulo, onde usamos que (4.17). Ou seja, eTmf = 0 na #-superélgebra livre
no caso em que h((\)) < (k).

Concluimos que, para toda multiparticio (\) = (2k; + 1), vale que er, f €
]df(A). Agora, como a caracteristica de F' é zero, pelo Teorema de Maschke, podemos

escrever

FSprenyf= &  FSersner,,f C 1} (A)

(u)F(2k;+1)
T(H) standard

e, assim, [ € Idf(A). Para finalizar, basta substituir as indeterminadas x7s por
quaisquer indeterminadas do conjunto (Yo U ZoUY1 U Z1)\ (Vor, U 2ok, UV ks U Z1k,)
ou por palavras vazias iguais a 1 (com abuso de notacdo quando a &lgebra nao é

unitaria) de todas as formas possiveis. U
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4.3 Uma aplicacao do Teorema do Gancho

Como consequéncia do Teorema do Gancho 4.4, apresentaremos nesta secao um
analogo do Teorema de Amitsur para o caso de PI-superalgebras com uma superinvo-
lucao #, o qual garante que uma #-superalgebra satisfaz uma #-superidentidade que
é o produto de poténcias de polinémios Standard, definidos no Exemplo 2.31. Antes
de demonstréa-lo, expomos a seguir um lema auxiliar que relaciona tabelas de Young
retangulares Ty de forma A = (m") e polinomios da forma ez, f, onde f ¢ um polindomio

multilinear.

Lema 4.13 Seja A\ = (m*) = n uma particio de n = km e seja T a seguinte tabela

de Young Standard associada a A

1lk+1]--- | (m=—1k+1
2 k+2| - | (m—1)k+2
k| 2k |--- mk
Considere f(x1, @, , Trm) = en, (T122 -+ T ) € Prm. Entao,
W(xy, g, xp) = f(T1, Ty Ty, e Ty oo e S Ly, e, X)) = (m!)’“St;”(xl,--- L Tk).

Demonstracao. Consideramos

€T, = Z (_1>ualu“

(rERTA
uECTA

Da Definicao 2.12, temos que
Cr, = Sp(1,2,-- k) x -+ x Sp(m—1k+1,(m—1)k+2,--- ,mk).

Denotamos por S,gl) = Sp(1,2,-- k), - ,S,S”) =Sp((m—1)k+1,--- ,mk) os grupos

de permutacdes que agem na primeira, segunda, --- e m-ésima coluna da tabela T},
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respectivamente. Obtemos, entao,

S0 (@re ) = > Y (CDP (D) g (212 )

,u,GCTX

= > D> (=M.

M1€S](€1) um—leS,Em*l)

= > . D> (=M.

M1ES](€1) umfleS,gm*l)

pes  pumes™

(=)™ g oo g Z (=D)*" o, (2122 . . . )

(m)
MmESk

(=)™ g 1 ($1962 e T ()RSt ($(m—1)k+1, e

== Z (=D (g - 2p) Ste(Tprn, -+ k) - Ste(Tm—1)kr1, 5 Tk)

#165,21)

=Sty (1, .., ) - St (Tpy1, - -

Agora, da Definicao 2.11,

Ry

A

=Sn(L,E+1,-

. ,Z‘Qk) Lt Stk (I(m—l)k‘-i-la ce ,Imk) .

e m =Dk +1) % x Sp(k, 2k, -, mk).

Vamos denotar por S5 = S, (1, k+1,--+, (m—1)k+1),---, 5% = S, (k, 2k, - -- ,mk)

os grupos de permutagoes que agem na primeira, segunda, - - - e k-ésima linha da tabela

T, respectivamente. Segue que

f(xr,29,...,2,) = ep, (T122...2,) = Z o Z (—D*u(z122 ... 20)

O'ERT)\ MGCT)\

= Z O(Stk(ﬂfl,...,itk)'stk ($k+1,...,$2k)-...-stk (x(m,l)kJrl,...,xmk))

UERTA

=Y Y oo

01655,}) 0k€~7(,]f>

k (Stk ({L‘l, e ,(L‘k) . Stk (l'k-i-la Ce ,ZL’Qk) .

oo Sty <$(m71)k+1a e >$mk))

— Z .. Z Sty (1‘01(1), . ,xok(k)) - Sty (xcn(k—i-l)’ e 737%(%)) '

oS5 oresH

oo Sty ($gl(m—1)k+17 ce 7x0'k(mk)) :

)
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Sendo | Ry, | = (m!)*, concluimos que

w (21, Toy .y mp) = [(X1,Tay oo, Ty T, oy o Ty oo X1, T2y vy L)
m
= E Stk(l'l,...,l’k)
O’ERT)\
k
= (mh)" - St (1,22, ...,2k),
o que finaliza a demonstracao do lema. 0

Segue a demonstracao do Teorema C.

Teorema 4.14 (Teorema de Amitsur para #-superdlgebras) Sejam F um corpo de
caracteristica zero e A uma superdlgebra sobre F' com uma superinvolucio #. Se A é

uma Pl-dlgebra, existem inteiros k;,m;, 1 = 1,2,3,4, tais que A satisfaz a identidade
Stzl (yO,la T >?J0,k1)'5t222(20,17 U 720,k2)'5t213(y1,17 Y 7y1,k3)'St7kZ4(ZLl? T 721,k4) =0.

Demonstracao: Seja x)(A) = Z myX . Pelo Teorema 4.4, existem inteiros
(A)Fn

positivos d;, [; > 1,1 = 1,2, 3,4, tais que m, = 0 se

D<H> g H4(n) = (H(dl,ll),H(ngg),H(dg,l3),H(d4,l4)).

Tomando k; = d; +1, m; = l; +1 e p; = (mk

;') uma particdo de n; = k;m;, com

i = 1,2,3,4, temos que D,,  H(d;,l;) e, consequentemente, Dy € Hs(n), o que

implica em m,) = 0. Fixando os monomios wy = wi(¥o,1, - s Yokim1) = Y01 Yokim
W = w2(20,1, T ,Zo,kag) = 20,1 """ 20,komg, W3 = wS(yl,h T ,y1,k3m3) = Y11 Yl kzms
ews = Wa(211, " 2 kams) = 211 21 kamy- Considere T}, a tabela de Young Standart

dada pelo Lema 4.13 para cada ¢ = 1,2, 3,4. Como my, = 0, segue que

FQomrs Zongs Vimgs Zins) = €T, (w1 - wy - w3 - wy)
= er,, (w1) - er,, (wa) - er,, (w3) - er,, (ws)

e Idf(A)).
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Portanto, denotando as k;m;-uplas, para i = 1, 2, 3, 4,

yOkl (yﬂla Yokttt

repetindo as indeterminadas do conjunto Yo, = {vo1,- -

()[g2 (ZOD y R0,kay "

repetindo as indeterminadas do conjunto Zgx, = {201, -

y1k3 (Y11 s Yikgs " s Y11,
repetindo as indeterminadas do conjunto Yy g, = {y1.1,- -
e = (21070 2k 5 2105
repetindo as indeterminadas do conjunto 2, =

4.13, obtém-se

f(y0k17 0k27y1k3’ 1k;4)

St (Yo, 5 Yok ) - St (20,15 5 Zoks) - St (Y157
pertence a Id} (A), onde 1 = (mq)* (my!)*2 (ms!)*s (my!)*+.
que
St (Yo, Yok ) St (2015 20,k ) St (Y11, -

e o teorema esta provado.

»Yo,1,

720,15 " "

{21,17 )

7y1,k3>'5t7k24 (Zl,la T

) Z/o,kl),

. Yok, } M1 Vezes,
5 ZO,k’Q)a

. 20k} Mo VeZES,
) yl,kg)a

.Ul ks | T3 Vezes e
5 Zl,k4)7

21 gy b My vezes, pelo Lema

73-/1,163) : Stz:bf(zl,l; e azl,k4))7

Como a char F' = 0, segue

721,k4> S [d;#(A),

O



Capitulo 5

Teoremas do Gancho e da Faixa para

Superalgebra com Involucao Graduada

Nas demonstracoes dos Teoremas do Gancho (Teorema 4.4), de Amitsur (Teorema
4.14) e da Faixa (Teorema 4.12) para o caso de superéalgebras com uma superinvolugao,
percebemos que os argumentos empregados sao baseados, essencialmente, na decompo-
sicao de A em uma soma direta de quatro subespacos cujo produto de seus elementos
possui certas propriedades. E natural, portanto, pensar nesses resultados para o caso
em que a superalgebra A possui uma aplicacao diferente de superinvolugao mas que
nos forneca de igual modo tal decomposicao. Dessa forma, nosso principal objetivo
neste capitulo é estender os Teoremas do Gancho, da Faixa e de Amitsur para o caso

no qual a algebra A é uma superalgebra com uma involucao graduada.

5.1 Superalgebra com involugao graduada

Seja A = Ay @ A; uma superalgebra sobre um corpo F' de caracteristica zero.
Uma involugao graduada em A é uma aplicacdo F-linear * : A — A tal que (¢*)* = ¢
para todo ¢ € A, (ab)* = b*a* para todos os elementos a,b € Ae A5 C Ay e A} C A;.
Nesse caso, chamamos A de x-superalgebra. Observamos que toda superinvolucao #

restrita a componente Ay é uma involugao graduada.
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Temos novamente que, como charF # 2, entao
A=A ® Ay @ AT @ A7,

onde Af ={a € A |a* =a}e A ={a€ A |a" = —a}, parai = 0,1, sdo as
componentes homogéneas simétricas e antissimétricas de A, respectivamente.

Considere F = F(X|Zy, *) a algebra livre associativa, ndo comutativa e nao uni-
taria, gerada pelo conjunto X = {x1, s, -} sobre o corpo F' de caracteristica zero.
Escrevemos o conjunto X como uma uniao disjunta de quatro conjuntos enumeré-
veis X = YE) U ZQ U Yi U Zl7 onde Yb = {y0,1>y0,2; tee }, Z(] = {2071,20’2, s }, Yi =
{vi1,v12,--+}, Z1 = {z11, 212, - - } s@o conjuntos de varidveis pares simétricas, pares
antissimétricas, impares simétricas e impares antissimétricas, respectivamente.

Veja que é possivel obter uma superestrutura em F. Exigindo que as variaveis
de Yo U Zy e Y] U Z; sejam homogéneas de grau 0 e grau 1, respectivamente, temos
que F = Fy @ Fi, onde Fy é o subespaco gerado por todos os mondémios que tem um
ntimero par de variaveis de grau 1 e F; ¢ o subespago gerado por todos os monémios
que tem um nimero impar de variaveis de grau 1.

Além dessa superestrura, podemos definir uma involucao graduada na superalge-
bra livre F. Para isso, seja * : F — F a aplicagao definida por y;; = yi;, 27, = —zij,

parat=0,1ej>1,¢e

*

W= (T Ty T,) =

* *

* f— t . . “ .. .
ikxik_l e x’il - <_1) xlkxlkfl xll?

onde w é um monomio nas indeterminadas z;, € YoU ZyUY; U Zy, t = degzyuz, (w) (0
numero de indeterminadas de ZyUZ; no monomio w). Agora, estenda a aplicagao * por
linearidade em toda algebra F. Mostra-se que * é, de fato, uma involucao graduada
na superalgebra livre F = F(X|Zy, *).

Com essa Zgp-graduacio e a involu¢do graduada *, a algebra F = F(X|Zy, )
é chamada de superélgebra livre com involugao graduada (x-superélgebra livre) com
posto enumeravel. Chamamos os elementos de F de x-polinomios Zs-graduados. Para

simplificar a escrita, vamos denoté-los apenas por x-superpolinomios.

Definicao 5.1 Dizemos que um ideal bilateral Zo-graduado I de F é um T5-ideal se
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I ¢ invariante sob a involucdo graduada * (I* C 1) e sob todos os endomorfismos de

F(X|Zy,*) que preservam a superestrutura e comutam com a involucdo graduada .
Seja
f=TWor  Yom> 201, s Z0m, Y1+ 5 YLps 211, 7 5 21,q) € F(X|Zg, %)

um x-superpolinémio. Dizemos que f é uma #-superidentidade para A, e escrevemos

f=0em A, se

f = f(a/U,la"' )a07m7b0,17”' 7b0,n7a’1,17"' 7a1,p7b1,17"' 7b1,q) - 0

+ — +
para todos ao,1, " 5, Ao;m EAO: b0,17”' abo,n E"407 a1, " ,01p eAl) bl,la"' 7b1,q €
A7 . Caso contrario, escrevemos f # 0 em A.

Definimos por
Id5(A) :={f € F(X|Zy,*) | f=0em A}

o Ty-ideal de s-superidentidades de A. Em alguns momentos, chamaremos tais iden-
tidades também de superidentidades com involugao graduada. Note que o T5-ideal de
x-superidentidades de A é homogéneo com respeito & Zs-graduacao da algebra F =
F(X|Zy,*). Para ver isso, basta considerar o automorfismo ¢ € Endp(F(X|Zs,*))
definido por Sp(yo,i) = Yo,is Sp(yl,i) = —UY1,i; 90(20,1‘) = Z0,i © 90(21,1') = —21, € repetir a
primeira parte da prova da Proposicao 3.12. Também, estendemos a Definicao 3.11

para o caso de Tj-ideais.

Uma vez que o corpo F' é de caracteristica zero, restringiremos novamente o estudo

as superidentidades multilineares com involugao graduada e, por isso, consideramos
T __ — — S
P = spanp{wo(1) - Wo(n)| 0 € Sy, w; = y;; ou w; = 25, j = 0,1}

o espago dos *-polindomios multilineares de grau n nas primeiras n variaveis e denotamos
por

gri
Pn

A"(A) = dim —_———
PIm N Ids(A)
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a n-ésima *-codimensao graduada de A.

Definimos também Py, o espago dos *-polinomios multilineares nos quais as pri-
meiras n; varidveis sao pares simétricas de grau 0, as proximas no variaveis sao pares
antissimétricas de grau 0, as proximas ng varidveis sao impares simétricas de grau 1 e
as proximas ny variaveis sao impares antissimétricas de grau 1. Note que o espago Py,
é homogéneo em relagao a Zy-graduacao de F = F(X|Zs, *). Mais especificamente, se
n3 + ng € par, entao P,y C Fy e, se ng + ny ¢ impar, entao P,y € F;. Como feito na

Secao 3.4, mostra-se que

Tl A~ n
RS> (<n>)P<">’
(n)

onde ( <Z>) = (n1 m"m n4) ¢ o coeficiente multinomial. Entao,

= S (0 e, 5.1

ni+---+ng=n

P

de ¢ (A) = dim 5= 5y
onde C(n)( ) 1 P<n> N [d;(A)

Lema 5.2 Seja A uma *-superdlgebra. Entao, para qualquer n > 1, temos
AI"(A) < 47c, (A).

Demonstracao. Segue de maneira analoga a prova do Lema 3.28. U

Assim, do Lema 5.2 e de (3.5), o proximo corolario é imediato.

Corolario 5.3 Seja A uma x-superdlgebra. Se A é uma PI-dlgebra, entao sua sequén-
cia de *-codimensoes graduadas (3" (A)),>1 € exponencialmente limitada, isto é, existe

um nimero real d satisfazendo para todo n > 1

Seguem abaixo alguns exemplos interessantes de superalgebras com involucao
graduada *. No exemplo a seguir, vamos considerar a superalgebra dada no Exemplo
4.5, agora munindo-a com uma involucao graduada e destacando as diferengas entre as

componentes homogéneas da algebra e seu conjunto de superidentidades.
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Exemplo 5.4 Considere G = (ey, ez | e;e; = —eje;)p = spanp{ey, €2, €162} a algebra
de Grassmann nao unitaria 2-gerada sobre um corpo F' de caracteristica zero (dim G =
3), com a Zy-graduacao candnica G = Gy @ Gy, em que Gy = spanp{ejes} é 0 espago
gerado pelos monomios de comprimento par e Gy = spang{ei,ea} € 0 espago gerado
pelos mondmios de comprimento fmpar, e seja * a involugao graduada de G definida por

*

ef = —e;. Observamos que o ideal das relacoes que definem uma algebra de Grassmann
é invariante em relacao a involucao graduada * e, portanto, x estd bem definida. Como

charF = 0, G pode ser decomposta por
G=Gi oG, G Gy,

Neste caso, nao ¢ dificil ver que Gy = {0}, G, = Gy, G = {0} e G] = G4, pois, no
nosso caso, temos apenas um monoémio de comprimento par ejes e (ejez)* = eje; =
(—ez)(—e1) = ege; = —ejep e dois monoémios de comprimento impar, e; e es. Por
argumentos analogos aos do Exemplo 4.5, mostra-se que todas as x-superidentidades
da algebra G sao consequéncias das *-superidentidades yp;1 =0, 201 =0, y11¥12 =0,

Z1,1Y1,1 = 07 Y1,1211 =0e 21,1%71,2 + 21271,1 = 07 po1s 211212 € ‘FO_ modulo 21,171,2 +

21,2711 = 0em G.

Exemplo 5.5 ([28]) Seja A = F @ F a algebra comutativa munida com automo-
rismo ¢ de ordem 2 dado por ¢(a,b) = (b,a) para todo (a,b) € A. Primeira-
mente, vamos considerar em A a graduagio trivial (49 = A e A; = {0}) com a
involucao graduada * = ¢, que também é uma superinvolucao. Nesse caso, temos
que A = F(1,1), A; = F(1,-1), Af = A7 = {0}. Em [16], mostra-se que
qualquer *-identidade de A é consequéncia das identidades [x1, 22, y11 € 211, isto &,
Id5(A) = ([z1,22],v11, 211)1,, Onde xq1, T2 820 quaisquer indeterminadas homogéneas
simétricas ou antissimétricas. Agora, considere A graduada por ¢, isto é, Ay = F(1,1)
e Ay = F(1,—1), e com a involugdo graduada trivial *, ou seja, a* = a para todo a € A.
Nesse caso, Af = F(1,1), Af = F(1,—1) e A; = A7 = {0}. E possivel mostrar que
Id3(A) = ([x1, x2), 201, 21.1) T, -

Exemplo 5.6 ([28]) Na algebra das matrizes triangulares superiores UTy(F'), consi-
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dere a subalgebra
A= F (B + Ey) ®F (Ey + Es3) © FE1, @ FEsy,

munida com a involucao reflexao *, que reflete uma matriz ao longo de sua diagonal

secundaria, isto &, se a = « (E1q + Eyq) + 5 (Eag + Es3) + vE12 + 0 E34, entéo

a* = a(Ey + Ey) + B (Ey + Es3) + 0E12 + vEay,

/

onde os E] s denotam as matrizes elementares usuais. Se A é munida com a graduagao

J

trivial, entao * é involucao graduada e também uma superinvolucao. Nesse caso,
A ={a(Ey + Ewu) + B (Es + Es3) + vEi2 +vEs | o, 8,7 € F},

Ay ={vE12 —vEs | v € F}

e AT = A7 = {0}. Em [43], os autores mostraram que Id3(A) = (z071z0,2,y1,1,2171)T5.

Um caso mais interessante ¢ considerar uma graduacao nao trivial da seguinte forma.
Seja A com a graduacdo Ay = F (Ey1 + Ey) ® F (Ey + Es3) e Ay = FE\5 @& FEj3y.
Observe que a aplicagdo * em A é uma involucao graduada e uma superinvolucao,
desde que A? = 0. Nesse caso, Al = Ay, Ay = {0}, Af = {¥Eux+yEss |y € F}e
AT = {yE12 — vE34 | 7 € F}. Em [18], prova-se que Id; (A) = <Z(]71,UJ1’U)2>T2*7 onde

w1, we sao quaisquer indeterminadas impares simétricas ou antissimétricas.

Note que P,y possui uma estrutura natural de S(,)-modulo & esquerda, definindo

a seguinte acdo de Sy em Pp,y: dados f € Py e (0) = (01,02,03,04) € Siny, tem-se

<U>f = (017 02,03, U4>f(y0,17 Yoy 20,15 5 R0mes Y110t s Ylngs R1,1, 0 7 7Z1,n4)

= f(y(),ol(l)a 5 Y0,01(n1)r R0,02(1) 77T 5 R0,02(n2)s Y1,03(1)s 7 s Yl,o3(n3)s Rloa(1)s "7 s 21,04(n4))-

Como T5-ideais de *-superidentidades sao invariantes sob a acao dada, temos que
Py N 1d3(A) é um Si,y-moédulo & esquerda de Pp,y. Podemos, assim, induzir no quo-
ciente Py, (A) uma estrutura de S(,y-modulo & esquerda. Nao é dificil ver que P, (A)

também é um espaco homogéneo com respeito a Zs-graduacao da x-superalgebra re-
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lativamente livre e que Pp,y(A) tem o mesmo grau homogéneo que P,. Considere a
decomposicao do caracter x ) (A) de Py (A) (o n-ésimo *-cocaracter graduado de A

ou, simplesmente, x-cocaracter)

onde myy é a correspondente multiplicidade associada ao Sy,-caracter irredutivel xy).

Proposicao 5.7 Sejam F um corpo de caracteristica zero, A uma *-superdlgebra e
Xy (A) o seu n-ésimo x-cocaracter. Se A ¢ uma Pl-dlgebra, entdo a multiplici-
dade my,y € igual a zero, para wma multiparticio (u) = (n), se, e somente se, para
qualquer multitabela T,y de forma (i) e para qualquer x-superpolinomio multilinear
f = fWor  Yomis 2005 5 200> Y11 """ > Ylimgy 21,15 " 5 21ns) € Pwy, a dlgebra A

satisfaz a x-superidentidade eTWf =0.

Demonstracao. Segue de maneira aniloga a prova da Proposicao 3.30. U

5.2 Principais resultados para x-superalgebras

Enfatizamos que todas as demonstracoes dos resultados contidos nesta secao sao
semelhantes aquelas apresentadas no Capitulo 4 para os resultados correspondentes.
Decidimos apresentar tais demonstracoes de forma completa para que fique evidente
ao leitor que a mudanca na superestrutura da algebra considerada (da superinvolugao
# para a involugdo graduada %) nao altera os argumentos empregados nas provas

anteriores.

Agora, vamos exibir os resultados chaves para provarmos os teoremas centrais
deste capitulo. Antes, dados os conjuntos Yy = {vo1,%02, -}, Zo = {%01, %02, "},
Yi ={vi1, 012, -}, Z1 = {211,212, -+ } de varidveis pares simétricas, pares antis-
simétricas, fmpares simétricas e fmpares antissimétricas, respectivamente, considere
os conjuntos finitos: Yoy, = {Wo,1, %02, * Yo }» Lo = {20,1: 20,2, s 2ot }> Vigs =

{11, v12, s Ures}, Z14s = {211, 212, - -, 211, }, PAra quaisquer inteiros ¢y, to, t3, ¢4 > 0.



Capitulo 5. O caso para Superalgebras com Involucao Graduada. 89

Denotaremos um polinomio

f(yo,la"' s Yoty t R,y 7Z1,t4) S P<t>7

onde t =ty + ty + t3 + t4, simplesmente por f(Vos,, Zots, Vits: Z1,0s) € Py

Comecaremos com a seguinte proposicao.

Proposicao 5.8 Sejam A uma x-superdlgebra, ny, ng, ng, ng, m inteiros positivos e ig €
{1,2,3,4} com ny;, > m?  Considere Q = {q1,q2, -+ ,qm2} C {1,2,--- ,ni,}, com
|Q| = m?2. Seja

p:p1®®pzo®®p4€FSn1®®FSQ®®FSn4

tal que p(f) # 0 em A, onde [ = f(Vons Zonss Vg Z1ns) € Py € um polinomio
multilinear, (n) = (n1,n2,n3,14), pi, € FSq e p; € FS,, para todos j # iy. Entao,
existem inteiros ty,ta,t3,t4 > 0 e um monomio w € Puy(Vouy, > Xtipr 5 Z1ta);

comt =1t +iy+it3+1se Xtio = {y%m» Yy 273)7,m2+17 T vg’y,tio} - Y’Y tal que

m
{9y me g1, 7y77ti0} - y%tio \Yras 7yw,qm2} comy=0seig=1evy=1sei =3,
ou Xtio = {Z%qw T Ryge Fym2ls T vZ%tiO} C Z, tal que {Z%m2+17 T ’Z’Y:tio} -

Zotiy \Zvas 7 s 2yg,0 1 comy =0 seig=2 ey =1 seio=4, tais que

em A com t;; > m? em? <t <2m?+ 1.

Demonstracao: Como
(Idi @ @piy @ @1Idy) (P @ @1diy @--- @ pa)f =p(f) #0
em A, necessariamente,
(Idy® - @ pig @+~ @ Idy)f #0

em A, onde f = (M®- - ®1djy®@---@p4) f € um polindmio multilinear em P,y. Assim,
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existe um monomio g de f' tal que
(Idy @+ @ piy @ -+~ @ Idy)g #0

em A. Vamos renomear as variaveis de g adequadamente. Sem perda de generalidade,

podemos assumir ig = 1. Por hipotese, n; > m?. Escrevemos ¢ da seguinte forma:

g = WoYo,q1 W1Y0,q2 * * " Wk—1Y0,q;, Wk

onde k = m?, {q, - ,q} = {1,--- ,n1} e wg,wy, -+ ,w;, sa30 mondmios multilinea-
res nas indeterminadas pertencentes aos conjuntos Zy,, ou Vi, ou Zi,, ou Von, \
{Yo.qu> -+ Yo.q}- Como A=Ay Ay e A;A; C Ay, para i,j € {0,1}, quando avali-
amos as indeterminadas de um monomio w, nos elementos de Aj U Ay U AT U A7 e
analisamos o seu grau homogéneo, vamos obter uma avaliacao w, de w, tal que w, € A,
ou w, € Ay, para todo p=0,1,--- , k. Logo, definindo deg w, = ~,, com v, = 0 ou 1,
podemos decompor w, em 1, = d," + 0,", onde 1)’ € A;; e by’ € Al sao as partes
simétrica e antissimétrica de w,, respectivamente. Substituindo em g os monémios nao
vazios wy, por yp" + 2", onde ¥ € Vo, \{Yo,q1s** »Yoge} O0Yp € ik € 2" € 2o i1,

com v, = 0 ou 1, obtemos um novo polinémio g da forma

9=+ 2" o, - Wt + 2 o (U + 2. (5.2)
wy + w; wy — w;
2

Denotamos u,’ = e vy? = ———= 0s polindmios Zs-homogéneos de grau
v, que dependem das mesmas indeterminadas que w,. Temos que (u,")* = uy’,

2

(0p")* = —v” e w, = up’ + vy, Fica claro que o monomio g é obtido de § por
substituicao y,” = u,’ e 2" = vy’ em F(Y,Z). Destacamos que essa substituicao
é um endomorfismo graduado e x-invariante. Como ¢ é obtido de g por substitui-
coes adequadas das indeterminadas que sao diferentes das pertencentes ao conjunto

{Y0,01 " Yo, }> DO qual age py, entdo o polinomio (p; ® Idy @ Id3 ® Idy)g também é
obtido de (p; ® Idy ® Id3 ® 1dy)g pelas mesmas substitui¢oes. Desde que

(p1 @ Idy ® Ids @ Idy)g # 0
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em A e, como observado, g é obtido de ¢ por substituicoes adequadas, temos que
(p1 @ Idy @ Ids @ Idy)§ # 0

em A. Como g é um polindémio multilinear que é soma de monomios de grau no minimo
m? e no maximo 2m? + 1, necessariamente, existem inteiros ti,ts,t3,t4 > 0 e um
monomio w = w(Xy,, 2oty Vits: Z1,84) € Puy( Xy, Zotos Yty Z10s), cOM t =ty + 15 +
tsttse Xy = {Yogs " 1 Y0.q,25 Jom2+1, 7 > Pon b C Yo tal que {Jomz41, 5 Jou ) C
Yo, \ {W0.a1s " s Yo.q o) tais que m? <t <2m?+1e

m

em A, o que prova a proposi¢ao para este caso, bastando escolher um dos monémios de
g com indeterminadas possivelmente renomeadas. Os casos ig = 2,3 e 4 sao provados

de maneira analoga. 0

Tendo feito essas consideragoes, as provas dos Teoremas 4.4, 4.14 and 4.12 podem

ser adaptadas para demonstrar os proximos trés resultados.

Teorema 5.9 (Teorema do Gancho para x-superdlgebras) Sejam F um corpo de ca-
racteristica zero e A uma superdlgebra sobre F com uma involucao graduada *. Se
A € uma Pl-dlgebra, entdao existem inteiros d;,l; > 1, com i = 1,2,3,4, tais que o
n-€ésimo -cocaracter das x-identidades graduadas, x ) (A), estd contido em um gancho

quddruplo Hy(n) = (H(dy, ), H(da,ly), H(ds,l3), H(d4,ly)), isto é,

Xy (A) = > moyxe
(A= (n)

(A)€Ha(n)

Demonstracao. Sendo A uma PI-algebra, pelo Corolario 5.3, existe d>1 tal que
¢gi(A) < (d)" para todo n > 1. Considerando ¢ = (d)® e m um inteiro tal que
e?q+1 < m < e*q+ 2, onde e denota a base do logaritmo natural, vamos provar que,
para qualquer n > 1, o n-ésimo *-cocaracter graduado de A est& contido no gancho

quadruplo quadrado (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)). Suponha, por absurdo,
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que existe n > 1 tal que

X(ny(A) = Z M) X (A (5.3)

(A (n)
e my, # 0 para alguma multiparticao (i) ¢ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)).
Pelo fato de (u) = (u1, po, 3, pta) ¢ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), pelo
menos um dos pjs nao pertence a H(m,m). Digamos D, & H(m,m), onde iy €
{1,2,3,4}. Desse modo, D,, contém o diagrama quadrado D,, , onde v;, = (m™) k=
m?. Temos que j;, > v;,. Sendo my,y # 0 e A uma PI-dlgebra, segue da Proposi¢io
3.30 que existe uma multitabela T},, com (1) = (n), e um polinémio nao nulo f € Py,

tais que er,, f & Id;(A). Como

er,, | = (er, ®er, ®er, ®er, )f ¢ Id5(A),

existe um mondémio multilinear m; = M1 (Vo Zones Ving: Z1ns) € Py tal que
er,,,mi1 & Id5(A).

Agora, considere uma quadrupla de permutacoes (0);, = (Idy, -+ , 04, -+ ,1dy) €
Sy X+ ==X Sy, X+ S, (04, € Sy, ) tal que a tabela (), T}, tem as entradas de 1 a m?
nas posigoes do diagrama quadrado D,, . Entao, o elemento ey, 7, = (0); e, (a>;01,
onde (o)t = (Idy,--- ,0;.', -+, Idy). Logo,

<‘7>z‘_01@<cr>i0T<,A> (0);,m1 = er,,, M1 ¢ 1d5(A).

Chamando m' = (o);;my, temos que <U>_16<g>iOT#m’ ¢ Id;(A) e, portanto, tam-

0
bém ey, 7,m" ¢ Id;(A). Denotamos por T,, uma tabela standard do diagrama
D,, . Usando o fato de que D,, 2 D,, e que, na multitabela Ty = ()i Ty =
(T,

g1

2

03T, ; Tyy), a tabela 0,7}, contém os niimeros 1,2,---,m* (as entra-

i07.”

das da tabela Two)7 pelo Lema 2.52, existem a,b € FSm.O tais que
Coiy Ty, = Q€T b.
Desse modo,

eT(,u)m — <€TM1 ® e ® egioTlﬁ;O ® e eTML)m
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=([di®- ®a®---@Id)(er, @ Qep, ® e, )Ih® @0 @Id)m’

nao pertence a Idy(A) e, assim, (e, ® --- ® er,, ® - ©® er,, )f1 & Id3(A), onde
1 i I

fH=Udi® - -@b®---®Idy)m’ € Pyy. De fato, Id; ¢ um F'S, @ F'S,,FS,, @ F'S,,-

modulo & esquerda e f; = (er, ® - ® er,, ® - ® er,, ) f1 € Id3(A) implica que

ep,m =(Id @ - ®aw---®Id)fi € 1d5(A),
0 ue nao ocorre. Segue que
(Udi© - @er, © - ©Id)f ¢ 1d(A), (5.4)

onde fo = (er, ®- - -®1d;,®---®er, )f1 € Ppy. Pela Proposi¢io 5.8, observando que
ni, > m? e que o elemento er,, age nas indeterminadas com indices em {1,--- ,m?} do
tipo correspondente do polindémio fo (as entradas da tabela T,,io), podemos encontrar
inteiros t1,ty, 3,4 > 0, com t;; > m?, t =t; +ty+tz3+tysem? <t <2m?+1, e um

monoémio multilinear w = w(Voy,, Zo.ts, V144, Z1,4,) € Py tais que
(Id1®®€Tu70®®Id4)w7£O (55)

em A. Consideremos Py como um F'S1®- -+ ®Sp2 ®---® FS-mddulo & esquerda, em
que S é o grupo trivial, exigindo que F'S; ® -+ ® S,,2 ® --- ® F'S] aja nas primeiras
ti,---,m?, -+ t4 indeterminadas correspondentes fixando as demais. Agora, seja M
0FSi®: - ® S ® -+ ® FS;-submodulo de Py gerado pelo elemento (Id; ® - -+ ®
er, ®:-® Idy)w. Como M + (Pyy N 1d;(A)) C Py, segue que

dim(P<t>) > dln’l(M + P<t> N ]d;(A))
= dlm(M) + dim(P<t) N ]d;(A))
- dlm(M N (P<t> N [d;(A))

Ora, o subespaco M N (Py N Id3(A)) é um FIS; ® -+ ® Spe @ - - - ® FSi-submodulo

de M. Conforme Observacao 3.31, o modulo M é irredutivel e, por (5.5), temos que
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M & (Py N 1d3(A)). Logo, M N (Py NIds(A)) = {0}. Portanto,
dim(Py)) > dim(M) + dim (P N Id3(A)),
o que produz
cw(A) = dim(Py) — dim(Py N Idy(A)) > dim(M). (5.6)

Observamos também que M pode ser considerado como um F'S,,2 & esquerda natural-
mente, ji que a algebra F.S1®---® FS,,:®---® FS fixa todas as indeterminadas que
sao diferentes daquelas com indices {1,---,m?} do tipo correspondente. Assim, como
a dimensao de M é o produto dos graus dos caracteres irredutiveis correspondentes
(todos iguais a 1 com excegao do associado a partigao quadrada v;, = (m™) = m?) e
m? > (e*q 4+ 1)* > e*¢?, segue do Lema 2.51 que x,, (1) > ¢™, o que torna (5.6) em

2

cpy(A) > dim M = dim(FSmaeTuiOw) = Xuy, (1) > ¢™. (5.7)

Desde que

s t—1
em ZT,tem—se

" (A) > (d)20Y,
. 3 . 2 4
Em vista de 5(75 — 1) > t, pois t > m* > e* > 3, segue que

A

/" (A) > (d)f

A,

e, assim, obtemos uma contradi¢do, visto que ¢¥(A) < (d)" para todo n > 1.
Portanto, todas as multiplicidades m, em (5.3) devem ser iguais a zero se (u) ¢

(H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), e a prova do teorema esta concluida. O

Teorema 5.10 (Teorema de Amitsur para x-superdlgebras) Sejam F um corpo de ca-

racteristica zero e A uma superdlgebra sobre F' com uma involucdo graduada. Se A é
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uma PI-dlgebra, existem inteiros k;,m;, 1 = 1,2, 3,4, tais que A satisfaz a identidade
Stzl (yo,h T 7y0,1<:1)'5tz;2(20,1, T ,zo,k2)~5t’,;’§‘(y1,1, T >Z/1,k3)'5tﬁ4(21,1, e 721,k4) = 0.

Demonstracgao. Segue de maneira analoga a prova do Teorema 4.14. 0

Antes da demonstracao do Teorema da Faixa para x-superalgebras, vamos definir

o que seria uma x-identidade de Capelli de posto (k) para uma x-superalgebra.

Definicao 5.11 Seja A uma superdlgebra com uma involucio graduada x. Dizemos
que A satisfaz a *-identidade de Capelli de posto (k) = (ki, ks, ks, ky), onde k = ki +

ko + ks + k4, se A satisfaz a sequinte série de x-superidentidades:

Capy, (yo,h Yok L1yttt 7$k1+1) = Z (—1)U$1yo,a(1)$2 o Yo,0(k1) Lhi4+1 = 0,

O'ESkl

. _ g _
Capr, (20,1, 5 20,ks; T1y "+ 5 Thgt1) = g (—=1)72120,0(1)%2 * * * 20,0(ks) Tho+1 = 0,
O'ESkz

Capk:s (91,1, Yl ksy X1yt 7ﬂfk3+1) = Z (—1)0931%,0(1)%2 o Ylo(ks) Tha+1 = 0

O'ESk3

Capr, (211, 21k T1y 0 5 Thyt1) = Z (=1)72121,5(1)%2 " * 21,0(ks) That1 = 0,
UESk4
onde as indeterminadas x}s podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto (YoU ZyU
YiUZ)\ (Vor, UZ0k UV ks UZ1k,) 0u sdo substituidas por palavras vazias iguais a 1
(com abuso de notagao quando a dlgebra nao é unitdria) de todas as formas possiveis.

Nesse caso, escrevemos apenas que A satisfaz C’aqv’fk> ou ainda Cap’{k> C Id3(A).

Proposicao 5.12 Se f € F(X|Zs,*) é um polinémio alternado nas indeterminadas

ty,- - ,tn, todas pertencentes a apenas um dos conjuntos Yy ou Zy ou Yy ou Zy, entao

f = Z awl,---,wm+1capm<tla to 7tm; Wy, - - 7wm+1>

Wi, Wm+1

é uma combinacgao linear de polindomios de Capelli, onde wy, -+ , W11 SG0 mondmios

adequados (possivelmente vazios) em F(X|Za, ).
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Demonstracao. Segue de maneira analoga a prova da Proposicao 1.5.5 encontrada

em [24]. O

Teorema 5.13 (Teorema da Faiza para x-superdlgebras) Sejam F um corpo de carac-
teristica zero, A uma superdlgebra sobre F' com uma involug¢do graduada * e Xy (A) =

Z moyX oy 0 seu n-ésimo x-cocaracter. Se A é uma Pl-dlgebra, entdo A satisfaz
ME(n

( )
Cap%, k = ki + ko + ks + ky, a x-identidade de Capelli de posto (k), se, e somente se,

myy = 0 sempre que h((\)) > (k).

Demonstragao. Suponha que Capj, C Id3(A) e seja (A) = (A(1),A(2), A(3),A(4))
(n) uma multiparticdo de n = n; + ny + n3 + ny satisfazendo h((\)) > (k). Pela
Proposi¢ao 3.30, a multiplicidade my = 0 se, e somente se, para qualquer multitabela
Ty de forma (\) e para qualquer polinomio multilinear f € P, a algebra A satisfaz
a superidentidade er,, f = 0. Considere uma multitabela 7" = (Ty, Ty, T3,Ty) de forma
(A\) qualquer. Suponha, por contradi¢do, que erf # 0 em A para algum polindémio

multilinear f € P. Como o elemento idempotente er gera um FS;-moédulo a

esquerda irredutivel, é suficiente mostrar que
(aYerf € Idy(A) (5.8)

para algum (a) € F'Sy, tal que (a)er f # 0. De fato, como M = F'Syyerf é um modulo
irredutivel e N = FS,(a)erf é um submoddulo ndo trivial de M, concluimos que
M = N. Portanto, erf = (b){a)erf para algum (b) € F'Si,, ¢ uma *-superidentidade
de A em vista de (5.8), o que contradiz erf # 0 em A. Considere

T1€CT1 TQECTQ TgECTS 7’4€CT4

onde C7, é o subgrupo de S, que estabiliza as colunas de 7}, com ¢ = 1,2,3,4. Pelo
Lema 4.10, o polinémio (a)erf # 0. Por outro lado, se h; = h(\(i)) > k;, para
algum i € {1,2,3,4}, e ji, - ,jn, sd0 as entradas da primeira coluna de T;, entdo

(a)er f € um polinomio alternado nas indeterminadas homogéneas ¢;,,--- ,t;, .-+ ,t;,
7 K

de um dos conjuntos Yy, Zy, Y e Z;. Portanto, (a)erf é alternado nas indeterminadas

homogeneas t;,,--- ,t; . Segue da Proposi¢do 5.12 que (a)erf ¢ uma combinagio
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linear de polindémios Capelli de posto k;. Como os polindémios Capelli sao multilineares,
obtemos (a)erf € Id;(A), visto que, por hipétese, Capjy, C Id;(A).
Reciprocamente, suponha que m, = 0 sempre que h((\)) > (k). Para todo

1 =1,2,3,4, considere

f=ftite, - b, 21, Tpq1) = Z (=1)71toq) L) Thit1,

UESki
onde as indeterminadas t;,--- ,t;, pertencem ao mesmo conjunto de indeterminadas
homogéneas Yy ou Zy ou Y; ou Zy, para todo ¢ = 1,2,3,4, respectivamente, e as

indeterminadas zs podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto Yy U Zy U Y; U
Z1. Aqui, f representa qualquer um dos polindmios dados na Definicao 5.11. Seja
(A = (A1), N@), -, A@4) F (p1y- -+ iy -+, pa), onde p; = ki + y;, com 7y > 0
e 1 € {1,2,3,4}, representa o numero das indeterminadas homogéneas que aparecem
em f e pertencem ao conjunto em que ty,--- ,t;, estao, e, além disso, p; +--- + p; +
-+« 4+ py = 2k; + 1. Pela Proposicao 3.30, se h({)\)) > (k), isto é, h(\(i)) = h; > k;
para algum i € {1,2,3,4}, entdao er, f € Id3(A) para toda multiparticio () =
(M), - M@, -, A4) F (p1y -+, piy -+ s pa) e para toda multitabela Ty da forma
(A). Assim, obtemos que Capjy, C Id3(A).

Agora, suponha que h((\)) < (k), ou seja, h(A(i)) = h; < k; para todo i. Fixando
io € {1,2,3,4}, como f é alternado nas indeterminadas ti, - - sty entao, para cada
(T) = (71, s Tigy =+, Ta) € Seakyy 1y = Spy X =+ X Sp, X o+ X Sp,, onde p; + - +
Pig + -+ +pa = 2k;, + 1 e 7, €5), age nas varidveis homogéneas do mesmo tipo que

ty, -, tg,, tem-se que

<7—>f(tlat2a T 7tkioax17 e 7xki0+l) = f(tno(l)at‘rio@)a T 7t7'7;0(k¢0)7 T )

¢ alternado nas indeterminadas t,, (1), ", tr (k). Como h(X(ig)) = hiy =1 < ki, O
subgrupo RTWO) de Spio que estabiliza as linhas da tabela T);,) ¢ um produto direto
de r < k;, fatores

RTA(iO) = H17i0 X oo X Hr

120 9

em que H,;, é o subgrupo de S, que permuta entre si os elementos da ¢-ésima linha
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da tabela T}, fixando os elementos das demais linhas. Assim, podemos escrever o

somatorio
E o= E o |- E o,
UGRT)\(z’O) O'1€H171'0 O'TGHT,Z'O
Como r < k;,, existem pelo menos dois inteiros entre 7;,(1),--- , 7, (k;,) pertencentes

a uma mesma linha da tabela T);,), digamos que seja a [-ésima linha. Afirmamos que

Y o] T f=0 (5.9)
o1€Hy 4,

¢ o polindmio nulo em F(X|Zs, *), onde estamos olhando essa a¢ao apenas no conjunto
das indeterminadas homogéneas de f em que ¢y, - - - s t,, pertencem e fixando as demais.
Com efeito, sem perda de generalidade, sejam o' = 7;,(1) e b’ = 7;,(2) os elementos
na [-ésima linha de T)(;,). Considere A;;, C H;;, o subgrupo das permuta¢oes pares
contido em H,;, e escreva H;;, = A;;, U flmo, onde flmo é o conjunto das permutacoes
impares contido em H;;,. Note que /Nll,io = A, (a V), ou seja, /Nll,io é classe lateral
a esquerda de A;;, em H;;, cujo representante é a transposicao (a’ b'). Com isso, o

somatorio em (5.9) pode ser escrito como

E o] Tiof = E (o} Tiof + E d:l Tiof
o1€H 4, T1€AL, G1EA 4,
Y,
= | Y. a|nft| D ald )]
T1€AL PLEAL i

Segue dai e do fato que 7;, f ser alternado nas indeterminadas ¢, = tryy (1) € ty = try (2),

ou seja, (a' V)1, f = —7, f, que

dYooalmf = | D o+ D ald V)| s

o1€H, o1€ALig PLEAL,
= E o | T f — E pr | Tiof
UleAl,i() PlEAl,iO
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o polinémio nulo, o que prova nossa afirmacao. Assim,

Y o] mf=0 (5.10)

TEMT (i)

o que implica que

erpyf = (en, ® e, ®en, ®en,)f

= (eTAu)®"'®[d®"'®€T>\<4)>(Id®"'®eTA(io)®"'®[d)f

= (BTAO)®”'®1d®“'®€TA<4>) e - ® Z (=)0, @+ | f
7i0 STy (i)
TiOeCTA(io)

= (eTA(l) Q- Id @ eT/\(4)> § : (_1)Ti00-i07_i() f
7io ST (i)
TiOECT)\(iD)

= (eTA(l) Q- QId®---® eT,\(4)) Z (_1)Ti0 Z Tig Tiof

TiOGCT)\( 0'7;0€RT)\(1,0>

N J/

i0)

= 0,

o polinémio nulo, onde usamos (5.10). Ou seja, ey, f = 0 na *-superélgebra livre no

caso em que h({\)) < (k).

)

Concluimos que, para toda multipartigao (A) = (2k;+1), vale que er,,, f € Id;(A).

Agora, como a caracteristica de F' é zero, pelo Teorema de Maschke, podemos escrever

FS(2ki+1)f = @ FS(QkiH)eTmf C Id3(A)

(u)(2k;+1)
T<H> standard

e, assim, f € Id3(A). Para finalizar, basta substituir as indeterminadas ;s por quais-

quer indeterminadas do conjunto (YoU ZoUY; U Z1) \ (Vor, U Zosy UViks U Z14,) OU
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substituir por palavras vazias iguais a 1 (com abuso de notacio quando a algebra nao

é unitaria) de todas as formas possiveis. U
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