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Resumo

Seja A = A0 ⊕ A1 uma superálgebra com uma superinvolução ou uma involução

graduada sobre um corpo F de característica zero.

Dois importantes resultados da teoria de identidades polinomiais ordinárias são

os célebres Teoremas do Gancho e da Faixa, que foram provados por Amitsur e Re-

gev em [48] e por Regev em [49], respectivamente. Existem também versões desses

teoremas para o caso de identidades Z2-graduadas e identidades com involução que

foram provadas por Regev e Giambruno em [19]. Esses resultados estão relacionados

ao uso da teoria de representações de grupos para compreender o comportamento de

identidades e, além disso, eles possuem diversas aplicações na PI-teoria e em outras

áreas da Matemática.

Para uma superálgebra com uma superinvolução ou uma involução graduada so-

bre um corpo F de característica zero, o ideal de superidentidades com superinvolução

ou involução graduada é completamente de�nido por identidades multilineares que têm

uma estrutura de S⟨n⟩-módulo, onde ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4), n = n1 + n2 + n3 + n4, e

cada ni corresponde à quantidade de indeterminadas homogêneas simétricas ou antissi-

métricas. O comportamento dessas superidentidades com superinvolução ou involução

graduada pode ser descrito pelo correspondente cocaracter χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩,

onde ⟨λ⟩ = (λ1, λ2, λ3, λ4) é uma multipartição de ⟨n⟩ e λi ⊢ ni é uma partição de ni.

O objetivo principal desta tese é apresentar uma versão dos Teoremas do Gancho

e da Faixa para o caso de superidentidades com superinvolução ou involução graduada.

Como consequência do Teorema do Gancho, também apresentaremos uma versão do

Teorema de Amitsur.

Palavras-chave: Superálgebra com superinvolução, involução graduada, identidades

polinomiais, variedades, álgebra relativamente livre, Sn-representações.



Abstract

Let A = A0⊕A1 be a superalgebra with a superinvolution or a graded involution

over a �eld F of characteristic zero.

Two important results of the theory of polynomial identities are the celebrated

Hook and Strip Theorems, which were proven by Amitsur and Regev in [48] and by

Regev in [49], respectively. There exist also versions of these theorems for the case

of Z2-graded identities and identities with involution that were proved by Regev and

Giambruno in [19]. These results are related with the using of theory of group repre-

sentations for the understanding of a behavior of identities and, moreover, they have

various applications in PI-theory and in other areas of Mathematics.

For a superalgebra with a superinvolution or a graded involution over a �eld

F of characteristic zero, the ideal of superidentities with superinvolution or graded

involution is completely de�ned by multilinear identities that have a structure of S⟨n⟩-

modulo, where ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4), n = n1 + n2 + n3 + n4, and each ni corresponds

to the quantity of homogeneous symmetric or antisymmetric variables. The behavior

of these superidentities with superinvolution or graded involution may be described by

the corresponding cocharacter χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩, where ⟨λ⟩ = (λ1, λ2, λ3, λ4) is

a multipartition of ⟨n⟩ and λi ⊢ ni is a partition of ni.

The main goal of this thesis is to present a version of the Hook and Strip The-

orems for the case of superidentities with superinvolution or graded involution. As a

consequence of the Hook Theorem, we also present a version of the Amitsur Theorem.

Keywords: Superalgebra with superinvolution, graded involution, polynomial identi-

ties, varieties, relatively free algebra, Sn-representations.
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Introduction

In this thesis work, the main objects of study are the associative superalgebras

with a superinvolution # over a �eld F of characteristic zero and their polynomial

identities. We say that A is a superalgebra if A is a Z2-graded associative algebra. In

this case, A may be decomposed into a direct sum of two subspaces A = A0 ⊕A1 such

that AiAj ⊆ Ai+j, with i, j = 0, 1, satisfying A0A0+A1A1 ⊆ A0 and A0A1+A1A0 ⊆ A1.

The subspaces A0 and A1 are called homogeneous components of even and odd degree,

respectively, and their homogeneous element of elements of degree 0 and 1, or even and

odd elements, respectively.

A superinvolution in a superalgebra A is a F -graded linear map # : A → A,

that is, A#
0 ⊆ A0 and A#

1 ⊆ A1, such that (a#)# = a, for all a ∈ A, and (ab)# =

(−1)deg(a)deg(b)b#a#, for all a, b ∈ A0 ∪ A1, where deg(c) denotes the homogeneous

degree of c ∈ A0 ∪ A1, that is, deg(c) = 0 if c ∈ A0 and deg(c) = 1 if c ∈ A1.

When A is equipped with a superinvolution #, we say that A is a superalgebra with a

superinvolution, or simply that A is a #-superalgebra. Since charF = 0, we have the

following decomposition:

A = A+
0 ⊕ A−

0 ⊕ A+
1 ⊕ A−

1 , (1)

where A+
i = {a ∈ Ai | a# = a} and A−

i = {a ∈ Ai | a# = −a}, for i = 0, 1,

are called sets of homogeneous (even and odd) symmetric and skew elements of A,

respectively. As an example of a superalgebra with a superinvolution #, let the non-

unitary Grassmann algebra (also called exterior algebra) of in�nite dimension, over a

�eld F of characteristic zero, given by E = ⟨e1, e2, · · · | eiej = −ejei, ∀i, j = 1, 2, · · · ⟩F .

Consider the canonical Z2-grading E = E0 ⊕ E1, where E0 = ⟨ei1 · · · ei2k⟩F and E1 =

⟨ei1 · · · ei2k+1
⟩F . The graded F -linear map # : E → E de�ned by e#i = −ei is a

superinvolution on E. Thus, E is a #-superalgebra.
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Next, we will provide a historical overview of the PI-theory, highlighting the

main results for the elaboration of this work.

Let F ⟨X⟩ be the associative, non-commutative and non-unitary free algebra of

polynomials generated by an in�nite countable set X = {x1, x2, · · · }. Given an algebra

A, we say that a polynomial f(x1, · · · , xn) ∈ F ⟨X⟩ is a polynomial identity of A

if f(a1, · · · , an) = 0 for all a1, · · · , an ∈ A. We call A PI-algebra if A satis�es a

non-trivial polynomial identity. Nilpotent algebras, �nite dimensional algebras (see

Theorem 1.5.8 in [24]) and commutative algebras are some examples of PI-algebras.

The PI-theory reached notoriety in 1948 after Kaplansky's work [34], where the

author classi�es the primitive PI-algebras. In 1950, the area gained even more strength

with the work of Amitsur and Levitsky [2], where the authors showed the Standard

polynomial of degree 2k, given by St2k(x1, · · · , x2k) =
∑
σ∈S2k

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(2k),

is a polynomial identity, of the smallest possible degree (minimum degree), for the

algebra of matrices of order k × k. But it was only in the 1960s and 1970s that

most of the framework for this theory was developed. For more details, see literatures

[25, 31, 46, 51].

We denote by Id(A) the set of ordinary polynomial identities of A. The set

Id(A) is a T -ideal, that is, an ideal of F ⟨X⟩ invariant under all endomorphisms of

F ⟨X⟩. Thus, to describe the identities of A, it is enough to �nd the generators of

Id(A) as T -ideal. In 1950, Specht [53] conjectured that, over �elds of characteristic

zero, the T -ideal of identities for every associative algebra is �nitely generated as T -

ideal. But it was only in 1987 that Kemer, in a series of works (see [37, 38]), gave

a positive answer to Specht's conjecture. Despite the proven conjecture, Kemer has

not shown how to determine this base of identities. Thus, describing generators of the

T -ideal of identities for an algebra remains one of the main problems in the PI-theory.

There are some algebras whose generators of the T -ideal of identities have already been

described (see [13, 39, 40, 47]) and others that have this as an open problem, such as

the cases of the algebra Mk(F ) for k ≥ 3 and the algebra M2(E), where E is the

Grassmann algebra or exterior algebra.

The Z2-graded polynomial identities (also called superidentities) were an essen-

tial tool for the proof of the Specht conjecture, which naturally gave rise to interest
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in the PI-theory of studying other types of identities with additional structures, such

as identities graded by a group G (Idgr(A)), in particular, Z2-graded identities, iden-

tities with involution ∗ (Id∗(A)) and superidentities with superinvolution # (Id#2 (A)),

because they generalize, in a certain sense, the ordinary identities of A. So, as in the or-

dinary case, we can de�ne associative free algebra with G-grading (F ⟨X|G⟩), where G

is a �nite group, associative free algebra with involution ∗ (F ⟨X|∗⟩), free superalgebra

with superinvolution # (F ⟨X|Z2,#⟩).

Since the description of a base of identities of Id(A) is not always an easy task,

in order to overcome this di�culty, in 1972, Regev [48] introduced the sequence of

codimensions (ordinary case), which measures the growth of T -ideal of identities for

A. The n-th codimension of A, cn(A), is de�ned as the dimension of the quotient

space Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
, where Pn is the space of the multilinear polynomials

of degree n. The importance of considering the spaces Pn in the PI-theory lies in

the fact that, over a �eld of characteristic zero, every polynomial identity for A is

equivalent to a �nite set of multilinear polynomials. Still in [48], Regev showed that

the sequence of codimensions of a PI-algebra A, (cn(A))n≥1, is exponentially bounded

(while dimPn = n!).

Still in order to describe identities for a given algebra, there is an axis within

the PI-algebra that uses the theory of representations of the symmetric group Sn via

Young tables. This theory has established itself as a powerful tool for the study of

identities. The reader can consult the references [10], [33] and [54] for the general

theory of G-representations and, for the speci�c case G = Sn, the book [32].

Since T -ideals are invariant under endomorphisms of F ⟨X⟩, the permutation

action of variables of a multilinear polynomial gives us the structure of an Sn-module

of the symmetric group Sn, n ≥ 1, in the space of the multilinear polynomials Pn and

in the space Pn ∩ Id(A) of multilinear identities of a PI-algebra A and therefore the

already known theory of Sn-representations, over a �eld of characteristic zero, may be

applied to the study of PI-algebras. Denoting by χn(A) the n-th cocharacter of A

associated with the Sn-module Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
(χn(A) is character of Pn(A)),

it is possible to give restrictions on the form of Young diagrams corresponding to

irreducible Sn-characters that appear in the decomposition of χn(A), that is, the ones
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that have non-zero multiplicity, and show that these irreducible Sn-characters lies in

an in�nite hook H(d, l), d, l > 0, where H(d, l) is the union of all Young diagrams

whose lines below the d-th line are less than or equal to l in length. It is interesting to

study the irreducible Sn-modules of Pn whose multiplicities are zero (those o� the hook

H(d, l) satisfy this), for they are formed by identities of A. The famous Hook Theorem

(Theorem 2.53), proved in 1982 by Amitsur and Regev in [3] for the case of algebras

that satisfy ordinary identities, shows exactly this: it describes sets of identities from

irreducible Sn-modules that do not appear in the n-th cocharacter decomposition and

whose corresponding Young diagrams are o� the hook.

Years earlier, in 1979, Regev showed in [49] that if A is an algebra that satis�es

the Capelli polynomial identity of rank k, then the cocharacters sequence of A has

height bounded by k − 1 (see Theorem 2.55). In the theory of PI-algebras, this result

is known as the Strip Theorem.

Still in this scenario and in view of the growing interest in studying polynomial

identities with additional structures, in 1985, Giambruno and Regev proved in [19]

the version of the Hook Theorem, considering A a superalgebra or an algebra with

involution ∗ . The authors used the theory of representation of the group Ẑ2 = Z2 ≀Sn,

wreath product of the group Z2 by the symmetric group Sn, applied to the study of

Ẑ2-identities (superidentities) or ∗-identities (identities with involution ∗) of A, that

is, identities with Ẑ2 action, and proved that the corresponding n-th cocharacter

χn(A|Z2) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ (for superidentities)

or

χn(A|∗) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ (for ∗ -identities)

is contained in a double hook (H(d1, l1), H(d2, l2)), with d1, l1, d2, l2 positive integers.

Given the above, our primary inspiration to develop this thesis work came: is

there a version of the Hook Theorem for superalgebras with superinvolution? Further-

more, is it possible to extend the Strip Theorem to this context of ours? In this work,

we will give a positive answer to these questions, presenting the two main results of

this research, which are: the Hook Theorem (Theorem 4.4) and the Strip Theorem
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(Theorem 4.12) for the case of superalgebras with a superinvolution #. Moreover, as

a consequence of the Hook Theorem, we were also able to prove a version of Amitsur's

Theorem (Theorem 4.14).

This thesis contains four more chapters, arranged as follows.

In Chapter 2, we introduce the theory of Sn-representations via Young tableau,

highlighting the action of the symmetric group Sn in the space of the multilinear

polynomials Pn. In addition, we recall some results of the PI-theory and highlight

the concepts of codimension and cocharacter and their relationship in the description

of identities. We also present basic results that we will use throughout the work. As

general references of PI-theory, we cite [12, 24].

In Chapter 3, we present the theory of G-graded algebras and their respective

G-graded identities, emphasizing the superalgebras A (Z2-graded algebras).

We also de�ne a superinvolution # in a superalgebra and present the de�nition of

our main object of study which are superidentities with superinvolution, exposing the

most important facts about them. In view of the decomposition given in (1), we study

superidentities with superinvolution from the theory of representation of the direct pro-

duct of symmetric groups S⟨n⟩ := Sn1×Sn2×Sn3×Sn4 , where n = n1+n2+n3+n4, and

the action of S⟨n⟩ in the space P⟨n⟩ of the multilinear polynomials, where the �rst varia-

bles n1 (denoted by Y0 = {y0,1, · · · , y0,n1}) are even symmetric, the next n2 (denoted by

Z0 = {z0,1, · · · , z0,n2}) are even skew, the next n3 (denoted by Y1 = {y1,1, · · · , y1,n3})

are odd symmetric and the next n4 (denoted by Z1 = {z1,1, · · · , z1,n4}) are odd skew. To

extend the results from ordinary identities to superidentities with superinvolution, we

study the irreducible S⟨n⟩-characters of A, the n-th graded #-codimension (c⟨n⟩(A))n≥1

and the n-th graded #-cocharacter of A, χ⟨n⟩(A). In 2016, Giambruno, Ioppolo and

La Mattina showed in [14] that the sequence of #-codimensions of a PI-algebra A,

(c⟨n⟩(A))n≥1, is also exponentially bounded.

In Chapter 4, we present one of the main contributions of this thesis, which is

a proof of the Hook Theorem for the case of superalgebras with superinvolution. We

emphasize that, in all our results, we consider PI-algebras, that is, algebras that satisfy

an ordinary non-trivial polynomial identity.

Theorem A: [Theorem 4.4] (Hook Theorem for #-superalgebras) Let F be a �eld of
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characteristic zero and A a superalgebra over F with a superinvolution #. If A is

a PI-algebra, then there are non-negative integers di, li ≥ 1, with i = 1, 2, 3, 4, such

that the n-th graded #-character, χ⟨n⟩(A), is contained in a quadruple hook H4(n) =

(H(d1, l1), H(d2, l2), H(d3, l3), H(d4, l4)), that is,

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Next, we prove the Strip Theorem for PI-superalgebras with superinvolution that

satisfy a Capelli superidentity of rank ⟨k⟩, where k = k1 + k2 + k3 + k4.

Theorem B: [Theorem 4.12] (Strip Theorem for #-superalgebras) Let F be a �eld of

characteristic zero, A a superalgebra over F with a superinvolution # and χ⟨n⟩(A) =∑
⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ its n-th #-cocharacter. If A is a PI-algebra, then A satis�es Cap#⟨k⟩,

k = k1 + k2 + k3 + k4, the Capelli #-superidentity of rank ⟨k⟩, if, and only if, m⟨λ⟩ = 0

whenever h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩, that is, for the height hi = h(λ(i)) of the components λ(i)

of the multipartition ⟨λ⟩ = (λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)), we have that hi > ki for some

i ∈ {1, 2, 3, 4}.

We conclude the chapter with a consequence of Theorem A, demonstrating a

version of Amitsur's Theorem for #-superalgebras, which guarantees that any PI-

superalgebra with superinvolution satis�es an identity that is a product of powers of

the Standard polynomial.

Theorem C: [Theorem 4.14] (Amitsur's Theorem for #-superalgebras) Let F be a

�eld of characteristic zero and A a superalgebra over F with a superinvolution. If A is

a PI-algebra, there are integers ki,mi, i = 1, 2, 3, 4, such that A satis�es the identity

Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1)·Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2)·Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3)·Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4) = 0.

The importance of our results lies in several parts within the theory of PI-

algebras, and we will highlight some of them now.

One of the main applications of the Hook Theorem is the well-known Kemer's

Theorem which guarantees that any PI-algebra, over a �eld of characteristic zero,

has the same identities as the Grassmann envelope E(A) of a superalgebra A of �nite
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dimension. The relevance of this result is given by responding positively to Specht's

conjecture, proving that any T -ideal of identities of a PI-algebra is �nitely generated.

In 2016, Aljadev, Giambruno and Karasik showed in [1] that Kemer's Theorem is valid

for algebra with involution ∗ or superalgebra.

Another application of the Hook and Strip Theorems is to study the behavior of

the co-length sequence of a non-trivial variety. Berele, in [6], showed that if an algebra

A satis�es a Capelli identity, then the co-length sequence of A is polynomially bounded.

Then Berele and Regev, in [7], proved that this result is valid not only for algebras

that satisfy a Capelli identity, but also for any PI-algebra. Years later, Giambruno

and Zaicev, in [24], proved this same result in a di�erent way, using as their main

tool the Hook Theorem and Kemer's Theorem, mentioned above, that is, the authors

demonstrated that, given a non-trivial variety V , the co-length sequence (ln(V))n≥1 is

polynomially bounded, that is, there are constants C, k > 0 such that

ln(V) :=
∑
λ⊢n

mλ ≤ Cnk,

Where

χn(V) =
∑
λ⊢n

mλχλ

is the n-th cocharacter of V . This result is entirely related to the Hook Theorem and,

in certain cases, they are equivalent, as shown by Berele in [5] for algebras with Hopf

algebra action and for algebras with involution ∗ or superalgebras.

In recent years, many authors have extensively studied the asymptotic behavior

of the co-length sequence for di�erent algebras, in order to obtain a characterization

of certain varieties. Mishchenko, Regev and Zaicev considered the ordinary case in

the work [42], Cirrito and Giambruno studied the case of graded algebras in [9], Vieira

characterized �nitely generated algebras with involution in the article [56] and, recently,

Ioppolo and Martino considered the case of superalgebras with superinvolution in [29].

There are several other works in this direction, among which we cite [26, 41, 45].

We also highlight, as an application of our main results (Hook Theorem and Strip

Theorem), the study of the PI-exponent of a PI-algebra A over a �eld of characteristic
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zero, which is de�ned as the number

exp(A) := lim
n→∞

n
√
cn(A)

when the limit exists, where (cn(A))n≥1 is the sequence of codimensions of A. This

number makes it possible to measure, in a certain sense, the growth of a non-trivial

variety and, in addition, to characterize varieties. In the 1980s, Amitsur conjectured

that for any PI-algebra A over a �eld of characteristic zero, the PI-exponent of A exists

and is a non-negative integer. Giambruno and Zaicev, in [21, 22], gave a positive answer

to this conjecture. However, when the PI-algebra is non-associative, this conjecture

is not valid in general. In [20, 57], the authors showed that the PI-exponent exists

for �nite dimensional Lie and Jordan algebras, while in [23] the authors proved that

such a number exists for �nite dimensional simple algebras (in particular, for �nite

dimensional Lie superalgebras). Repovs and Zaicev, in [50], constructed a family of

non-associative algebras whose PI-exponent does not exist.

Also in this scenario, Giambruno, Polcino Milies and Valenti, in the work [15],

proved that, for any PI-algebra A with involution ∗, the exp∗(A) exists and is an

integer. Ioppolo, in turn, in the article [27], studied the exponential growth of �nitely

generated superalgebras with superinvolution #, showing that exp#(A) also exists and

is an integer.

Although Ioppolo in [27] has made an in-depth study of the exponent of a su-

peralgebra with superinvolution, as well as a characterization of these algebras, he

considered only those that are �nitely generated. This is probably due to the fact that,

for the other structures in algebras mentioned above, the key step to guarantee the

existence of their respective exponent is the celebrated Kemer's Theorem. We believe

that, in order to generalize Ioppolo's results to any superalgebras with superinvolu-

tion, a version of Kemer's Theorem on Grassmann envelopes for superalgebras with

superinvolution must be proved.

After these considerations, it is evident the importance of our results to gene-

ralize several others open on PI-superalgebras with superinvolution over a �eld of

characteristic zero, which use the Hook and Strip Theorems as their main tool in the

proof.
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We end the thesis with Chapter 5. It arose shortly after we realized that the

arguments employed in the proofs of Theorems A, B and C could be applied equally

to the case of superalgebras with a graded involution. The initial idea of demonstra-

ting these results for this class of superalgebras owes to Professor Ana Cristina Vieira

(UFMG), who asked us after my lecture at the XII Summer Workshop in Mathema-

tics, UnB, Brasilia, if Theorem A was valid for superalgebras with a graded involution.

Here, we would like to register our thanks to Professor Ana, not only for the question

that generated results, but also for submitting articles that provided support for us to

develop some examples contained here.

In short, Chapter 5 brings the following. Let A = A0 ⊕ A1 be a superalgebra

over a �eld F with characteristic zero. A graded involution on A is a F -linear map

∗ : A → A such that (c∗)∗ = c for all c ∈ A, (ab)∗ = b∗a∗ for all elements a, b ∈ A and

A∗
0 ⊆ A0 and A∗

1 ⊆ A1. In this case, we call A ∗-superalgebra. We have again that

since charF ̸= 2, then

A = A+
0 ⊕ A−

0 ⊕ A+
1 ⊕ A−

1 ,

where A+
i = {a ∈ Ai | a∗ = a} and A−

i = {a ∈ Ai | a∗ = −a}, for i = 0, 1, are

the symmetric and skew homogeneous components of A, respectively. Here again, in

view of this decomposition of the superalgebra A, we study superidentities with graded

involution from the theory of representation of the direct product of symmetric groups

S⟨n⟩ := Sn1 ×Sn2 ×Sn3 ×Sn4 , where n = n1+n2+n3+n4, and the action of S⟨n⟩ in the

space P⟨n⟩ of the multilinear polynomials, where the �rst variables n1 (denoted by Y0 =

{y0,1, · · · , y0,n1}) are even symmetric, the next n2 (denoted by Z0 = {z0,1, · · · , z0,n2})

are even skew, the next n3 (denoted by Y1 = {y1,1, · · · , y1,n3}) are odd symmetric and

the next n4 (denoted by Z1 = {z1,1, · · · , z1,n4}) are odd skew.

The theorems in this chapter follow.

Theorem D: [Theorem 5.9] (Hook Theorem for ∗-superalgebras) Let F be a �eld of

characteristic zero and A a superalgebra over F with a graded involution ∗. If A is

a PI-algebra, then there are integers di, li ≥ 1, with i = 1, 2, 3, 4, such that the n-

th ∗-cocharacter of the ∗-graded identities, χ⟨n⟩(A), is contained in a quadruple hook
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H4(n) = (H(d1, l1), H(d2, l2), H(d3, l3), H(d4, l4)), that is,

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Theorem E: [Theorem 5.10] (Amitsur's Theorem for ∗-superalgebras) Let F be a �eld

of characteristic zero and A a superalgebra over F with a graded involution. If A is a

PI-algebra, there are integers ki,mi, i = 1, 2, 3, 4, such that A satis�es the identity

Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1)·Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2)·Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3)·Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4) = 0.

Theorem F: [Theorem 5.13] (Strip Theorem for ∗-superalgebras) Let F be a �eld of

characteristic zero, A a superalgebra over F with a graded involution ∗ and χ⟨n⟩(A) =∑
⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ its n-th ∗-cocharacter. If A is a PI-algebra, then A satis�es Cap∗⟨k⟩,

k = k1 + k2 + k3 + k4, the Capelli ∗-superidentity of rank ⟨k⟩, if, and only if, m⟨λ⟩ = 0

whenever h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩.



Capítulo 1

Introdução

Neste trabalho de tese, os objetos principais de estudo são as superálgebras as-

sociativas com uma superinvolução # sobre um corpo F de característica zero e suas

identidades polinomiais. Dizemos que A é uma superálgebra se A é uma álgebra as-

sociativa Z2-graduada. Nesse caso, A pode ser decomposta em uma soma direta de

dois subespaços A = A0 ⊕ A1 tais que AiAj ⊆ Ai+j, com i, j = 0, 1, satisfazendo

A0A0 + A1A1 ⊆ A0 e A0A1 + A1A0 ⊆ A1. Os subespaços A0 e A1 são chamados de

componentes homogêneas de grau par e ímpar, respectivamente, e seus elementos de

elementos homogêneos de grau 0 e 1, ou elementos pares e ímpares, respectivamente.

Uma superinvolução em uma superálgebra A é uma aplicação F -linear graduada

# : A → A, isto é, A#
0 ⊆ A0 e A#

1 ⊆ A1, tais que (a#)# = a, para todo a ∈ A,

e (ab)# = (−1)deg(a)deg(b)b#a#, para todos a, b ∈ A0 ∪ A1, onde deg(c) denota o grau

homogêneo de c ∈ A0∪A1, isto é, deg(c) = 0 se c ∈ A0 e deg(c) = 1 se c ∈ A1. Quando

A está munida com uma superinvolução #, dizemos que A é uma superálgebra com

superinvolução ou, simplesmente, que A é uma #-superálgebra. Desde que charF = 0,

temos a seguinte decomposição:

A = A+
0 ⊕ A−

0 ⊕ A+
1 ⊕ A−

1 , (1.1)

onde A+
i = {a ∈ Ai | a# = a} e A−

i = {a ∈ Ai | a# = −a}, para i = 0, 1, são

chamados de conjuntos de elementos homogêneos (pares e ímpares) simétricos e an-

tissimétricos de A, respectivamente. Como exemplo de uma superálgebra com uma
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superinvolução #, seja a álgebra de Grassmann (também chamada de álgebra exte-

rior) não unitária de dimensão in�nita, sobre um corpo F de característica zero, dada

por E = ⟨e1, e2, · · · | eiej = −ejei, ∀i, j = 1, 2, · · · ⟩F . Considere a Z2-graduação canô-

nica E = E0⊕E1, onde E0 = ⟨ei1 · · · ei2k⟩F e E1 = ⟨ei1 · · · ei2k+1
⟩F . A aplicação F -linear

graduada # : E → E de�nida por e#i = −ei é uma superinvolução em E. Assim, E é

uma #-superálgebra.

A seguir, faremos um panorama histórico sobre a PI-teoria, destacando os prin-

cipais resultados para a elaboração deste trabalho.

Seja F ⟨X⟩ a álgebra livre associativa, não comutativa e não unitária, de polinô-

mios gerados por um conjuntoX = {x1, x2, · · · } in�nito enumerável. Dada uma álgebra

A, dizemos que um polinômio f(x1, · · · , xn) ∈ F ⟨X⟩ é uma identidade polinomial de

A se f(a1, · · · , an) = 0 para todos a1, · · · , an ∈ A. Chamamos A de PI-álgebra se A

satisfaz uma identidade polinomial não nula. As álgebras nilpotentes, álgebras de di-

mensão �nita (veja Teorema 1.5.8 em [24]) e álgebras comutativas são alguns exemplos

de PI-álgebras.

A PI-teoria ganhou notoriedade em 1948 após o trabalho de Kaplansky [34], onde

o autor classi�ca as PI-álgebras primitivas. Em 1950, a área ganhou ainda mais força

com o trabalho de Amitsur e Levitsky [2], onde os autores mostraram que o polinômio

Standard de grau 2k, dado por St2k(x1, · · · , x2k) =
∑
σ∈S2k

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(2k), é

uma identidade polinomial, do menor grau possível (grau mínimo), para a álgebra de

matrizes de ordem k×k. Mas foi apenas nos anos 60 e 70 que a maior parte da estrutura

dessa teoria foi desenvolvida. Para mais detalhes, veja as literaturas [25, 31, 46, 51].

Denotamos por Id(A) o conjunto de identidades polinomiais ordinárias de A. O

conjunto Id(A) é um T -ideal, isto é, um ideal de F ⟨X⟩ invariante sob todos endomor�s-

mos de F ⟨X⟩. Assim, para descrever as identidades de A basta encontrar os geradores

de Id(A) como T -ideal. Em 1950, Specht [53] conjecturou que, sobre corpos de caracte-

rística zero, o T -ideal de identidades para toda álgebra associativa é �nitamente gerado

como T -ideal. Mas foi somente em 1987 que Kemer, em uma série de trabalhos (veja

[37, 38]), deu uma resposta positiva para a conjectura de Specht. Apesar da conjec-

tura provada, Kemer não mostrou como determinar essa base de identidades. Assim,

descrever geradores de T -ideais de identidades para uma álgebra continua sendo um
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dos principais problemas na PI-teoria. Existem algumas álgebras cujos geradores do

T -ideal de identidades já foram descritos (veja [13, 39, 40, 47]) e outras que possuem

tal problema ainda em aberto, como são os casos da álgebra Mk(F ) para k ≥ 3 e da

álgebra M2(E), onde E é a álgebra de Grassmann ou álgebra exterior.

As identidades polinomiais Z2-graduadas (também chamadas de superidentida-

des) foram ferramenta essencial para a prova da conjectura Specht, o que fez surgir

naturalmente o interesse na PI-teoria de estudar outros tipos de identidades com es-

truturas adicionais, como, por exemplo, as identidades graduadas por um grupo G

(Idgr(A)), em particular, as identidades Z2-graduadas, identidades com involução ∗

(Id∗(A)) e superidentidades com superinvolução # (Id#2 (A)), pois generalizam, em um

certo sentido, as identidades ordinárias de A. Assim, como no caso ordinário, podemos

de�nir álgebra livre associativa com G-graduação (F ⟨X|G⟩), onde G é um grupo �nito,

álgebra livre associativa com involução ∗ (F ⟨X|∗⟩), superálgebra livre com superinvo-

lução # (F ⟨X|Z2,#⟩).

Como a descrição de uma base de identidades de Id(A) nem sempre é uma tarefa

fácil, com o intuito de contornar essa complexidade, em 1972, Regev [48] introduziu

a sequência de codimensões (caso ordinário), que mede o crescimento do T -ideal de

identidades de A. A n-ésima codimensão de A, cn(A), é de�nida como a dimensão do

espaço quociente Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
, onde Pn é o espaço dos polinômios multilineares

de grau n. A importância de se considerar os espaços Pn na PI-teoria recai no fato de

que, sobre um corpo de característica zero, toda identidade polinomial para A é equiva-

lente a um conjunto �nito de polinômios multilineares. Ainda em [48], Regev mostrou

que a sequência de codimensões de uma PI-álgebra A, (cn(A))n≥1, é exponencialmente

limitada (enquanto que dimPn = n!).

Ainda no intuito de descrever identidades para uma determinada álgebra, há um

eixo dentro da PI-álgebra que utiliza a teoria de representações do grupo simétrico Sn

via tabelas de Young. Tal teoria se consolidou como uma ferramenta poderosa para

o estudo de identidades. O leitor pode consultar as referências [10], [33] e [54] para a

teoria geral de G-representações e, para o caso especí�co G = Sn, o livro [32].

Desde que T -ideais são invariantes sob endomor�smos de F ⟨X⟩, a ação de per-

mutação de indeterminadas de um polinômio multilinear nos fornece a estrutura de um
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Sn-módulo do grupo simétrico Sn, n ≥ 1, no espaço dos polinômios multilineares Pn e

no espaço Pn ∩ Id(A) de identidades multilineares de uma PI-álgebra A e, portanto, a

teoria já conhecida de Sn-representações sob um corpo de característica zero pode ser

aplicada no estudo de PI-álgebras. Denotando por χn(A) o n-ésimo cocaracter de A

associado ao Sn-módulo Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
(χn(A) é caracter de Pn(A)), é possível

dar restrições na forma dos diagramas de Young correspondentes a Sn-caracteres irre-

dutíveis que aparecem na decomposição de χn(A), ou seja, que possuem multiplicidade

não nula, e mostrar que esses Sn-caracteres irredutíveis estão dentro de um gancho

in�nito H(d, l), d, l > 0, onde H(d, l) é a união de todos os diagramas de Young cujas

linhas abaixo da d-ésima linha têm comprimento menor ou igual a l. É interessante

estudar os Sn-módulos irredutíveis de Pn cujas multiplicidades são nulas (as que estão

fora do gancho H(d, l) satisfazem isso), pois eles são formados por identidades de A.

O famoso Teorema do gancho (The Hook Theorem, Teorema 2.53), provado em 1982

por Amitsur e Regev em [3] para o caso de álgebras que satisfazem identidades ordi-

nárias, evidencia exatamente isso: são descritos conjuntos de identidades a partir de

Sn-módulos irredutíveis que não aparecem na decomposição do n-ésimo cocaracter e

cujos diagramas de Young correspondentes estão fora do gancho.

Anos antes, em 1979, Regev mostrou em [49] que, se aA é uma álgebra que satisfaz

a identidade polinomial de Capelli de posto k, então a sequência de cocaracteres de

A tem altura limitada por k − 1 (veja Teorema 2.55). Na teoria de PI-álgebras, este

resultado é conhecido como o Teorema da Faixa (The Strip Theorem).

Ainda nesse cenário e diante do crescente interesse em estudar identidades poli-

nomiais com estruturas adicionais, em 1985, Giambruno e Regev provaram em [19] a

versão do Teorema do Gancho, considerando A uma superálgebra ou uma álgebra com

involução ∗. Os autores utilizaram a teoria de representação do grupo Ẑ2 = Z2 ≀ Sn,

produto entrelaçado do grupo Z2 pelo grupo simétrico Sn, aplicada ao estudo de Ẑ2-

identidades (superidentidades) ou ∗-identidades (identidades com involução ∗) de A,

ou seja, identidades com Ẑ2 ação, e provaram que o n-ésimo cocaracter correspondente

χn(A|Z2) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ (para superidentidades)
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ou

χn(A|∗) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ (para ∗ -identidades)

está contido em um gancho duplo (H(d1, l1), H(d2, l2)), com d1, l1, d2, l2 inteiros positi-

vos.

Diante do exposto, veio a nossa inspiração primordial para desenvolver este traba-

lho de tese: existe uma versão do Teorema do Gancho para superálgebras com superin-

volução? Além disso, é possível estender o Teorema da Faixa para esse nosso contexto?

Neste trabalho, daremos a resposta positiva para essas indagações, apresentando os

dois resultados principais desta pesquisa, que são: o Teorema do Gancho (Teorema

4.4) e o Teorema da Faixa (Teorema 4.12) para o caso de superálgebras com uma su-

perinvolução #. Ademais, como consequência do Teorema do Gancho, conseguimos

provar também uma versão do Teorema de Amitsur (Teorema 4.14).

Esta tese está composta por mais quatro capítulos, dispostos da seguinte maneira.

No Capítulo 2, introduzimos a teoria de Sn-representações via tabelas de Young,

destacando a ação do grupo simétrico Sn no espaço dos polinômios multilineareas Pn.

Além disso, relembramos alguns resultados da PI-teoria e destacamos os conceitos de

codimensão e de cocaracter e sua relação na descrição de identidades. Apresentamos

também resultados básicos que utilizaremos no decorrer do trabalho. Como referências

gerais da PI-teoria, citamos [12, 24].

No Capítulo 3, apresentamos a teoria de álgebras G-graduadas e de suas res-

pectivas identidades G-graduadas, dando ênfase nas superálgebras A (álgebras Z2-

graduadas).

De�nimos também uma superinvolução # em uma superálgebra e apresentamos

a de�nição do nosso objeto principal de estudo que são as superidentidades com supe-

rinvolução, expondo os fatos mais importantes sobre elas. Em vista da decomposição

dada em (1.1), estudamos superidentidades com superinvolução a partir da teoria de

representação do produto direto dos grupos simétricos S⟨n⟩ := Sn1 × Sn2 × Sn3 × Sn4 ,

onde n = n1+n2+n3+n4, e da ação de S⟨n⟩ no espaço P⟨n⟩ dos polinômios multilineares,

em que as n1 primeiras indeterminadas (denotadas por Y0 = {y0,1, · · · , y0,n1}) são pares

simétricas, as n2 seguintes (denotadas por Z0 = {z0,1, · · · , z0,n2}) são pares antissimé-

tricas, as próximas n3 (denotadas por Y1 = {y1,1, · · · , y1,n3}) são ímpares simétricas e as
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n4 seguintes (denotadas por Z1 = {z1,1, · · · , z1,n4}) são ímpares antissimétricas. A �m

de estendermos os resultados de identidades ordinárias para superidentidades com su-

perinvolução, estudamos os S⟨n⟩-caracteres irredutíveis de A, a n-ésima #-codimensão

graduada (c⟨n⟩(A))n≥1 e o n-ésimo #-cocaracter graduado de A, χ⟨n⟩(A). Em 2016, Gi-

ambruno, Ioppolo e La Mattina mostraram em [14] que a sequência de #-codimensões

de uma PI-álgebra A, (c⟨n⟩(A))n≥1, é também exponencialmente limitada.

No Capítulo 4, apresentamos uma das principais contribuições desta tese que é

uma demonstração do Teorema do Gancho para o caso de superálgebras com superin-

volução. Salientamos que, em todos os nossos resultados, consideramos PI-álgebras,

isto é, álgebras que satisfazem uma identidade polinomial não trivial ordinária.

Teorema A: [Teorema 4.4] (Teorema do Gancho para #-superálgebras) Sejam F um

corpo de característica zero e A uma superálgebra sobre F com uma superinvolução

#. Se A é uma PI-álgebra, então existem inteiros não negativos di, li ≥ 1, com

i = 1, 2, 3, 4, tais que o n-ésimo #-cocaracter graduado, χ⟨n⟩(A), está contido em um

gancho quádruplo H4(n) = (H(d1, l1), H(d2, l2), H(d3, l3), H(d4, l4)), isto é,

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Em seguida, provamos o Teorema da Faixa para PI-superálgebras com supe-

rinvolução que satisfazem uma superidentidade de Capelli de posto ⟨k⟩, onde k =

k1 + k2 + k3 + k4.

Teorema B: [Teorema 4.12] (Teorema do Faixa para #-superálgebras) Sejam F um

corpo de característica zero, A uma superálgebra sobre F com uma superinvolução # e

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ o seu n-ésimo #-cocaracter. Se A é uma PI-álgebra, então

A satisfaz Cap#⟨k⟩, k = k1 + k2 + k3 + k4, a #-superidentidade de Capelli de posto ⟨k⟩,

se, e somente se, m⟨λ⟩ = 0 sempre que h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩, isto é, para a altura hi = h(λ(i))

das componentes λ(i) da multipartição ⟨λ⟩ = (λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)), temos que hi > ki

para algum i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Concluímos o capítulo com uma consequência do Teorema A, demonstrando uma

versão do Teorema de Amitsur para #-superálgebras, o qual garante que qualquer PI-

superálgebra com superinvolução satisfaz uma identidade que é produto de potências
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do polinômio Standard.

Teorema C: [Teorema 4.14] (Teorema de Amitsur para #-superálgebras) Sejam F um

corpo de característica zero e A uma superálgebra sobre F com uma superinvolução.

Se A é uma PI-álgebra, existem inteiros ki,mi, i = 1, 2, 3, 4, tais que A satisfaz a

identidade

Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1)·Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2)·Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3)·Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4) = 0.

A importância dos nossos resultados recai em várias partes dentro da teoria de

PI-álgebras, e vamos destacar algumas delas agora.

Uma das principais aplicações do Teorema do Gancho é o conhecido Teorema de

Kemer que garante que qualquer PI-álgebra, sobre um corpo de característica zero,

tem as mesmas identidades que a envolvente de Grassmann E(A) de uma superálgebra

A de dimensão �nita. A relevância desse resultado se dá por responder positivamente a

conjectura de Specht, provando que qualquer T -ideal de identidades de uma PI-álgebra

é �nitamente gerado. Em 2016, Aljadev, Giambruno e Karasik mostraram em [1] que

o Teorema de Kemer é válido para álgebra com involução ∗ ou superálgebra.

Uma outra aplicação dos Teoremas do Gancho e da Faixa é estudar o comporta-

mento da sequência de cocomprimentos de uma variedade não trivial. Berele, em [6],

mostrou que, se uma álgebra A satisfaz uma identidade de Capelli, então a sequência

de cocomprimentos de A é polinomialmente limitada. Em seguida, Berele e Regev,

em [7], provaram que esse resultado é válido não apenas para álgebras que satisfazem

uma identidade de Capelli, como também vale para qualquer PI-álgebra. Anos depois,

Giambruno e Zaicev, em [24], provaram esse mesmo resultado de uma forma diferente,

utilizando como ferramenta principal o Teorema do Gancho e o Teorema de Kemer,

mencionado acima, ou seja, os autores demonstraram que, dada uma variedade não

trivial V , a sequência de cocomprimentos (ln(V))n≥1 é polinomialmente limitada, isto

é, existem constantes C, k > 0 tais que

ln(V) :=
∑
λ⊢n

mλ ≤ Cnk,
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onde

χn(V) =
∑
λ⊢n

mλχλ

é o n-ésimo cocaracter de V . Esse resultado está inteiramente relacionado ao Teorema

do Gancho e, em certos casos, eles são equivalentes, como mostra Berele em [5] para

álgebras com ação de álgebra de Hopf e para álgebras com involução ∗ ou superálgebras.

Nos últimos anos, muitos autores têm estudado extensivamente o comportamento

assintótico da sequência de cocomprimentos para diferentes álgebras, a �m de obter

uma caracterização de certas variedades. Mishchenko, Regev e Zaicev consideraram

o caso ordinário no trabalho [42], Cirrito e Giambruno estudaram o caso de álgebras

graduadas em [9], Vieira caracterizou álgebras �nitamente geradas com involução no

artigo [56] e, recentemente, Ioppolo e Martino consideraram o caso de superálgebras

com superinvolução em [29]. Existem outros diversos trabalhos nessa direção, dentre

os quais citamos [26, 41, 45].

Destacamos, também como aplicação dos nossos principais resultados (Teorema

do Gancho e Teorema da Faixa), o estudo do PI-expoente de uma PI-álgebra A sobre

um corpo de característica zero, que é de�nido como sendo o número

exp(A) := lim
n→∞

n
√
cn(A)

quando o limite existe, onde (cn(A))n≥1 é a sequência de codimensões de A. Esse

número permite medir, em um certo sentido, o crescimento de uma variedade não

trivial e, além disso, caracterizar variedades. Na década de 80, Amitsur conjecturou

que, para qualquer PI-álgebra A sobre um corpo de característica zero, o PI-expoente

de A existe e é um inteiro não negativo. Giambruno e Zaicev, em [21, 22], deram uma

resposta positiva a essa conjectura. Todavia, quando a PI-álgebra é não associativa,

essa conjectura não é válida em geral. Em [20, 57], os autores mostraram que o PI-

expoente existe para álgebras de Lie e Jordan de dimensão �nita, enquanto que em [23]

os autores provaram que tal número existe para álgebras simples de dimensão �nita (em

particular, para superálgebras de Lie de dimensão �nita). Repovs e Zaicev, em [50],

construíram uma família de álgebras não associativas cujo PI-expoente não existe.

Ainda nesse cenário, Giambruno, Polcino Milies e Valenti, no trabalho [15], prova-
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ram que, para qualquer PI-álgebra A com involução ∗, o exp∗(A) existe e é um inteiro.

Ioppolo, por sua vez, no artigo [27], estudou o crescimento exponencial de superál-

gebras �nitamente geradas com superinvolução #, mostrando que exp#(A) também

existe e é um inteiro.

Embora Ioppolo em [27] tenha feito um estudo aprofundado sobre o expoente de

uma superálgebra com superinvolução, além de uma caracterização dessas álgebras, ele

considerou apenas aquelas que são �nitamente geradas. Isso, provavelmente, é devido

ao fato de que, para as outras estruturas nas álgebras mencionadas antes, o passo

chave para garantir a existência do seu respectivo expoente é o celebrado Teorema de

Kemer. Acreditamos que, para generalizar os resultados de Ioppolo para quaisquer

superálgebras com superinvolução, deve-se provar uma versão do Teorema de Kemer

sobre envolventes de Grassmann para superálgebras com superinvolução.

Feitas essas considerações, �ca evidente a importância dos nossos resultados para

generalizar vários outros em aberto sobre PI-superálgebras com superinvolução sobre

um corpo de característica zero, que utilizam como ferramenta principal na demons-

tração os Teoremas do Gancho e da Faixa.

Finalizamos a tese com o Capítulo 5. Ele surgiu logo após percebermos que os

argumentos empregados nas demonstrações dos Teoremas A, B e C podiam ser aplica-

dos de igual modo para o caso de superálgebras com uma involução graduada. A ideia

inicial de demonstrarmos esses resultados para essa classe de superálgebras devemos à

professora Ana Cristina Vieira (UFMG), que nos questionou após minha palestra no

XII Summer Workshop in Mathematics, UnB, Brasília, se o Teorema A era válido para

superálgebras com uma involução graduada. Registramos, aqui, nossos agradecimentos

à professora Ana, não apenas pela pergunta que gerou resultados, mas também por

encaminhar artigos que deram suporte para desenvolvermos alguns exemplos contidos

aqui.

Em suma, o Capítulo 5 traz o seguinte. Seja A = A0⊕A1 uma superálgebra sobre

um corpo F de característica zero. Uma involução graduada em A é uma aplicação

F -linear ∗ : A → A tal que (c∗)∗ = c para todo c ∈ A, (ab)∗ = b∗a∗ para todos os

elementos a, b ∈ A e A∗
0 ⊆ A0 e A∗

1 ⊆ A1. Nesse caso, chamamos A de ∗-superálgebra.
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Temos novamente que, como charF ̸= 2, então

A = A+
0 ⊕ A−

0 ⊕ A+
1 ⊕ A−

1 ,

onde A+
i = {a ∈ Ai | a∗ = a} e A−

i = {a ∈ Ai | a∗ = −a}, para i = 0, 1, são as

componentes homogêneas simétricas e antissimétricas de A, respectivamente. Aqui,

novamente, em vista desta decomposição da superálgebra A, estudamos superidenti-

dades com involução graduada a partir da teoria de representação do produto direto

dos grupos simétricos S⟨n⟩ := Sn1 × Sn2 × Sn3 × Sn4 , onde n = n1 + n2 + n3 + n4, e da

ação de S⟨n⟩ no espaço P⟨n⟩ dos polinômios multilineares, em que as n1 primeiras inde-

terminadas (denotadas por Y0 = {y0,1, · · · , y0,n1}) são pares simétricas, as n2 seguintes

(denotadas por Z0 = {z0,1, · · · , z0,n2}) são pares antissimétricas, as próximas n3 (deno-

tadas por Y1 = {y1,1, · · · , y1,n3}) são ímpares simétricas e as n4 seguintes (denotadas

por Z1 = {z1,1, · · · , z1,n4}) são ímpares antissimétricas.

Seguem os teoremas desse capítulo.

Teorema D: [Teorema 5.9] (Teorema do Gancho para ∗-superálgebras) Sejam F um

corpo de característica zero e A uma superálgebra sobre F com uma involução graduada

∗. Se A é uma PI-álgebra, então existem inteiros di, li ≥ 1, com i = 1, 2, 3, 4, tais que o

n-ésimo ∗-cocaracter das ∗-identidades graduadas, χ⟨n⟩(A), está contido em um gancho

quádruplo H4(n) = (H(d1, l1), H(d2, l2), H(d3, l3), H(d4, l4)), isto é,

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Teorema E: [Teorema 5.10] (Teorema de Amitsur para ∗-superálgebras) Sejam F um

corpo de característica zero e A uma superálgebra sobre F com uma involução graduada.

Se A é uma PI-álgebra, existem inteiros ki,mi, i = 1, 2, 3, 4, tais que A satisfaz a

identidade

Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1)·Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2)·Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3)·Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4) = 0.

Teorema F: [Teorema 5.13] (Teorema da Faixa para ∗-superálgebras) Sejam F um

corpo de característica zero, A uma superálgebra sobre F com uma involução graduada
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∗ e χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ o seu n-ésimo ∗-cocaracter. Se A é uma PI-álgebra,

então A satisfaz Cap∗⟨k⟩, k = k1 + k2 + k3 + k4, a ∗-identidade de Capelli de posto ⟨k⟩,

se, e somente se, m⟨λ⟩ = 0 sempre que h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩.



Capítulo 2

Preliminares e Resultados Básicos

Neste capítulo, iremos relembrar noções e resultados relevantes a respeito de ál-

gebras livres, identidades polinomiais para uma álgebra A sobre um corpo F , e da

teoria de representações do grupo simétrico Sn via tabelas de Young. Como deixamos

claro na Introdução, o objetivo principal deste trabalho é estender alguns resultados

dessa teoria para o caso de superálgebras com superinvolução. Por questões de sim-

plicidade, apresentaremos vários resultados neste capítulo, apenas referenciando sua

demonstração ao leitor, para que possamos posteriormente utilizá-los na prova do caso

análogo para superálgebras. Vamos nos basear nas referências [33] e [54] para a Teoria

de Representações de Grupos Finitos, [32] para a Teoria de Representações do Grupo

Simétrico, e [12, 24, 31] para a Teoria de Identidades Polinomiais.

Vale mencionar que, nas Seções 2.1 e 2.4, F denotará um corpo de característica

zero; já nas Seções 2.2 e 2.3, não necessariamente.

2.1 Sn-representações via tabelas de Young

Nesta seção, consideramos representações de um grupo simétrico Sn sobre um

corpo F de característica zero.

De�nição 2.1 Seja n ≥ 1 um inteiro. Uma partição λ de n é uma sequência de

naturais λ = (λ1, · · · , λl) tal que λ1 ≥ · · · ≥ λl e
∑l

i=1 λi = n. Neste caso, escrevemos

λ ⊢ n ou |λ| = n.
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Quando l = 1, então λ1 = n e escrevemos λ = (n) e, quando λ1 = · · · = λn = 1,

denotamos por λ = (1n). No caso em que n = kd, escrevemos λ = (kd) para indicar a

partição λ = (k, · · · , k). Dadas as partições λ = (λ1, · · · , λr) e µ = (µ1, · · · ,ms) de n,

podemos obter uma relação de ordem no conjunto das partições. Dizemos que λ > µ

se λk > µk para k = min{i ∈ N| λi ̸= µi} (ordem lexicográ�ca). Denotamos por p(n)

o conjunto de todas as partições de n.

É conhecido que, dados φ : G → GL(M) uma representação do grupo �nito

G, onde M é um espaço vetorial de dimensão �nita sobre C, e seu caracter χφ(g) =

Tr(φ(g)), traço da representação φ(g), os caracteres são funções de classes, isto é,

são constantes nas classes de conjugação de G, e assim, χφ(g) = χφ(h) para g e h

pertencentes à mesma classe de conjugação. A partir desse fato, é provado que o

número de caracteres irredutíveis não equivalentes de um grupo �nito G sobre um

corpo algebricamente fechado é igual ao seu número de classes de conjugação (para

mais detalhes veja o Teorema 15.3 em [33]).

Dada uma partição λ ⊢ n, é possível estabelecer uma correspondência biunívoca

entre o conjunto de classes de conjugação do grupo simétrico Cl(Sn) e o conjunto das

partições de n (veja [30] páginas 74 e 75). Assim, os caracteres irredutíveis de Sn sobre

C estão em correspondência biunívoca com as partições de n. Desse modo, vamos

denotar por Mλ o Sn-módulo irredutível e χλ o Sn-caracter irredutível associados à

partição λ ⊢ n e por dλ = χλ(1) o seu grau.

Teorema 2.2 Existe uma correspondência biunívoca entre os Sn-caracteres irredutí-

veis e as partições de n, para n ≥ 1. Sejam {χλ| λ ⊢ n} o conjunto de todos os

caracteres irredutíveis não equivalentes de Sn e dλ = χλ(1) o grau de χλ, para λ ⊢ n.

Então,

FSn =
⊕
λ⊢n

Iλ ∼=
⊕
λ⊢n

Mdλ(F ),

onde Iλ = eλFSn e eλ =
∑

σ∈Sn
χλ(σ)σ é a unidade de Iλ.

Demonstração. Veja o Teorema 2.2.2, página 47 em [24]. □

De�nição 2.3 Dada uma partição λ = (λ1, · · · , λl) de n, um diagrama de Young da

forma λ é uma matriz ou série de n boxes arranjados em linhas tal que a i-ésima linha
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contém λi boxes. Os boxes são justi�cados à esquerda e, por convenção sobre partições,

o comprimento das linhas é não-crescente.

Podemos representar um diagrama de Young pelo conjunto

Dλ = {(i, j) ∈ Z× Z| i = 1, · · · , l; j = 1, · · · , λi}.

Por exemplo, o digrama D(5,3,2,1) é representado por

D(5,3,2,1,) =

Para uma partição λ ⊢ n, de�nimos a partição conjugada de λ dada por λ
′
=

(λ
′
1, · · · , λ

′
s), onde λ

′
1, · · · , λ

′
s são os comprimentos das colunas de Dλ. Por exemplo,

sendo λ = (5, 3, 2, 1) ⊢ 11, então λ
′
= (4, 3, 2, 1, 1).

De�nição 2.4 Uma tabela de Young da forma λ é uma atribuição dos inteiros {1, · · · , n}

nos n boxes do diagrama de Young bijetivamente. Denotamos uma tabela de Young da

forma λ por Tλ = Dλ(aij), onde aij é uma atribuição para o box que está na i-ésima

linha e j-ésima coluna.

Exemplo 2.5 Sejam a partição λ = (4, 3, 2, 1) ⊢ 10 e o diagrama de Young D(4,3,2,1)

associado

D(4,3,2,1) = .

Considere a tabela de Young

T(4,3,2,1) =

1 2 3 4
5 6 7
8 9
10

.

De�nição 2.6 Uma tabela de Young Tλ da forma λ é dita Standard se os inteiros

em cada linha e cada coluna crescem da esquerda para direita e de cima para baixo,

respectivamente.
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No exemplo seguinte, exibimos as tabelas Standard Tλ associadas à partição λ =

(3, 2) ⊢ 5.

Exemplo 2.7

1 2 3
4 5

, 1 2 4
3 5

, 1 2 5
3 4

, 1 3 4
2 5

, 1 3 5
2 4

.

As tabelas Standard desempenham um papel importante na teoria de represen-

tações de Sn, visto que, a partir delas, pode-se determinar o grau das representações

irredutíveis. Esse resultado pode ser visto em [24], Teorema 2.2.6. Dessa forma, no

Exemplo 2.7, o grau d(3,2) da S5-representação irredutível associada à partição λ = (3, 2)

é igual a 5. Uma maneira de se determinar o número de tabelas Standard associadas a

uma partição de n, e consequentemente, determinar o grau da representação irredutível

correspondente é através da famosa Fórmula do Gancho, apresentada no que segue.

De�nição 2.8 Seja v = (i, j) um box no diagrama de Young. Seu gancho é dado pelo

conjunto

Hv = Hi,j = {(i, j ′) : j ′ ≥ j} ∪ {(i′ , j) : i′ ≥ i}

com correnspodente comprimento hi,j = |Hi,j|.

O comprimento do gancho Hi,j é o número de boxes que ocorrem abaixo do box

(i, j) e à sua direita, contando ele mesmo.

Exemplo 2.9 Considere a partição λ = (3, 2, 1) ⊢ 6 e seu diagrama de Young D(3,2,1).

Os números atribuídos nos seus boxes correspondem aos comprimentos dos seus res-

pectivos ganchos:
5 3 1
3 1
1

.

Teorema 2.10 (Fómula do Gancho) Sejam n ≥ 1 e λ ⊢ n. Então,

dλ =
n!∏

(i,j)∈λ hi,j
.

Demonstração. Veja a página 124 em [52]. □
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A �m de compreender melhor as representações irredutíveis do grupo simétrico

Sn, vamos descrever uma lista completa de ideais minimais à esquerda de FSn. Para

isso, dada uma tabela de Young Tλ da forma λ, sejam RTλ
o subgrupo de Sn formado por

todas as permutações de Sn que preservam as linhas de Tλ, isto é, mantém os elementos

de cada linha nela mesma, e CTλ
o subgrupo formado por todas as permutações de Sn

que preservam as colunas de Tλ, ou seja, mantém os elementos de cada coluna nela

mesma. Mais especi�camente,

De�nição 2.11 Sejam λ = (λ1, · · · , λr) ⊢ n e Tλ = Dλ(aij) uma tabela de Young da

forma λ. De�nimos o Estabilizador de Linhas de Tλ como sendo

RTλ
= Sλ1(a11, a12, · · · , a1λ1)× · · · × Sλr(ar1, ar2, · · · , arλr),

onde Sλi
(ai1, ai2, · · · , aiλi

) denota o grupo simétrico agindo nos inteiros ai1, ai2, · · · , aiλi
.

De�nição 2.12 O estabilizador de Colunas de Tλ = Dλ(aij) é dado por

CTλ
= Sλ

′
1
(a11, a21, · · · , aλ′

11
)× · · · × Sλ′

s
(a1λ1 , a2λ1 , · · · , aλ′

sλ1
),

onde λ
′
= (λ

′
1, · · · , λ

′
s) é a partição conjugada de λ.

De�nição 2.13 Para uma dada tabela Tλ, de�nimos

eTλ
=
∑

σ∈RTλ
τ∈CTλ

(−1)τστ.

Veremos, a seguir, propriedades e resultados importantes do elemento eTλ
. Pro-

priedades essas que serão fundamentais para determinar as representações irredutíveis

do grupo simétrico Sn.

Pode-se mostrar que o elemento eTλ
é um elemento idempotente essencial de FSn,

isto é, existe a ∈ F satisfazendo e2Tλ
= aeTλ

. Mostra-se também que a = n!
dλ

=
∏

i,j hi,j

é um inteiro não nulo (veja [10], página 195). Note que, como a ∈ F , os elementos eTλ

e
eTλ
a

geram o mesmo ideal à esquerda de FSn, isto é, FSneTλ
= FSn

eTλ
a
.
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É possível de�nir uma ação do grupo simétrico Sn no espaço das tabelas de

Young da seguinte maneira: Sn age em Tλ agindo em cada entrada, isto é, se σ ∈ Sn e

Tλ = Dλ(aij), então σTλ = Dλ(σaij). Esta ação nos fornece as seguintes propriedades:

RσTλ
= σRTλ

σ−1 e CσTλ
= σCTλ

σ−1. E, assim, eσTλ
= σeTλ

σ−1.

Proposição 2.14 Para toda tabela de Young Tλ da forma λ ⊢ n, o elemento eTλ
é um

elemento minimal essencial de FSn e FSneTλ
é um Sn-módulo irredutível à esquerda de

FSn com caracter χλ. Se T1 e T2 são tabelas da mesma forma λ, então os elementos eT1

e eT2 são conjugados em FSn através de alguma σ ∈ Sn e, além disso, eσTλ
= σeTλ

σ−1.

Demonstração. Veja Proposição 2.2.13, página 49 em [24]. □

Esse resultado nos fornece uma lista completa dos Sn-módulos irredutíveis não

equivalentes à esquerda de FSn. Dada uma partição λ ⊢ n, então para quaisquer duas

tabelas de Young T1 e T2 associadas ao mesmo diagrama Dλ, temos FSneT1
∼= FSneT2 ,

como Sn-módulos, enquanto que FSneTλ
≇ FSneTµ para λ ̸= µ.

Fixada uma partição λ ⊢ n, vamos denotar MTλ
o Sn-módulo irredutível à es-

querda gerado pelo conjunto de vetores {eTλ
; Tλ é uma tabela de Young de forma

λ}.

Exemplo 2.15 Considere n ∈ N, com n ≥ 2, e as seguintes tabelas de Young

T1 = 1 2 · · · n e T2 =

1
2...
n

.

Temos que RT1 = Sn, CT1 = {Id}, RT2 = {Id} e CT2 = Sn, e assim

eT1 =
∑
σ∈Sn

σ e eT2 =
∑
τ∈Sn

(−1)ττ.

Dessa forma, não é difícil mostrar que os Sn-módulos irredutíveis à esquerda MT1 =

⟨eT1⟩F e MT2 = ⟨eT2⟩F correspondem às Sn-representações de grau 1 trivial e sinal,

respectivamente.

Dadas uma partição λ ⊢ n e uma tabela de Young Tλ da forma λ, veremos

mais adiante que os elementos idempotentes essenciais eTλ
caracterizam os Sn-módulos

irredutíveis.
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Lema 2.16 Sejam V um Sn-módulo irredutível com caracter χ(V ) = χ e λ ⊢ n.

Então, V pode ser gerado como um Sn-módulo por um elemento da forma eTλ
v para

algum v ∈ V e para Tλ tabela de Young da forma λ. Além disso, para qualquer tabela

de Young T ∗
λ da forma λ, existe v′ ∈ V tal que V = FSneT ∗

λ
v′

Demonstração. Veja o Lema 2.4.1, página 52 em [24]. □

Vale ressaltar que, em algumas demonstrações neste trabalho, vamos nos deparar

com situações nas quais o grupo simétrico age em um conjunto P não necessariamente

igual a {1, 2, · · · , n}. Por exemplo, pode acontecer que o grupo simétrico aja permu-

tando os elementos de algum subconjunto P = {p1, p2, · · · , pu} ⊆ {1, 2, · · · , n}. Neste

caso, vamos denotar por SP o grupo de permutações que permutam apenas o elementos

desse conjunto P .

2.2 Álgebras livres e identidades polinomiais

Sejam X = {x1, x2, · · · } um conjunto enumerável de indeterminadas de posto

in�nito, F um corpo qualquer (não necessariamente de característica zero) e F ⟨X⟩ a

álgebra associativa livre gerada por X sobre um corpo F . Os elementos de F ⟨X⟩ são

chamados de polinômios nas indeterminadas do conjunto X. Se A é uma F -álgebra,

dizemos que f(x1, · · · , xn) ∈ F ⟨X⟩ é uma identidade polinomial de A ou que A satisfaz

f ≡ 0 se f(a1, · · · , an) = 0 para quaisquer a1, · · · , an ∈ A. Chamamos A de PI-álgebra

quando A satisfaz uma identidade polinomial não nula.

Usaremos a notação de f ≡ 0 em A para dizer que f é uma identidade polinomial

de A. Caso contrário, escreveremos f ̸≡ 0 em A.

Exemplo 2.17 Seja A uma álgebra comutativa. O comutador de Lie, g(x, y) =

[x, y] = xy − yx é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 2.18 Dizemos que A é uma álgebra nilpotente de grau n quando An = 0

para algum n ≥ 1. O polinômio x1 · · ·xn é uma identidade polinomial em A.
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Exemplo 2.19 Seja A = UTn(F ) a álgebra das matrizes triangulares superiores de

ordem n sobre F . O polinômio

[x1, x2] · · · [x2n−1, x2n]

é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 2.20 Considere F um corpo de característica diferente de 2. Sejam I o

ideal bilateral de F ⟨X⟩ gerado pelo conjunto de polinômios {xixj + xjxi | i, j ≥ 1} e

E = F ⟨X⟩
I

. Se de�nirmos ei = xi + I para i = 1, 2, · · · , então E será representada por

E = ⟨1, e1, e2, · · · | eiej = −ejei, ∀ i, j ≥ 1⟩F .

A álgebra E é chamada de Álgebra de Grassmann (ou álgebra exterior) unitária de

dimensão in�nita. É possível mostrar que β = {1, ei1 · · · eik | 1 ≤ i1 < · · · < ik} forma

uma base para E (veja Exemplo 1.1.8 em [24]). De�nimos os subespaços

E0 = spanF{ei1 · · · ei2k | 1 ≤ i1 < · · · < i2k, k ≥ 0},

E1 = spanF{ei1 · · · ei2k+1
| 1 ≤ i1 < · · · < i2k+1, k ≥ 0}

gerados por monômios pares e ímpares, respectivamente. Dessa maneira, não é difícil

mostrar que E pode ser escrita como E = E0 ⊕ E1. Note ainda que, pela relação

eiej = −ejei, temos

(ei1 · · · eik)(ej1 · · · ejl) = (−1)kl(ej1 · · · ejl)(ei1 · · · eik)

para quaisquer k, l ∈ N, de onde conclui-se que ax = xa para todo x ∈ E e a ∈

E0 e, portanto, E0 está contido no centro de E, Z(E) (de fato, esses dois conjuntos

coincidem). Por isso, vale que [E,E] ⊆ E0 ⊆ Z(E) e, consequentemente, o comutador

triplo

[x1, x2, x3] := [[x1, x2], x3]

é uma identidade polinomial de E.
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De�nição 2.21 O conjunto de identidades de A é dado por

Id(A) = {f ∈ F ⟨X⟩ | f ≡ 0 em A}.

Tem-se que o conjunto Id(A) é um ideal de F ⟨X⟩ invariante sob todos endomor�smos

da álgebra livre F ⟨X⟩, isto é, φ(Id(A)) ⊆ Id(A) para todo φ ∈ EndF (F ⟨X⟩). Na

literatura, um ideal com essa característica é chamado de T -ideal. Além do mais, é

possível mostrar que todo T -ideal I de F ⟨X⟩ é da forma Id(B) para alguma álgebra

B (basta considerar a álgebra B = F ⟨X⟩
I

).

De�nição 2.22 Considere os conjuntos de polinômios S, S ′ ⊆ F ⟨X⟩ e f ∈ F ⟨X⟩.

(1) O T -ideal de F ⟨X⟩ gerado pelo conjunto S, que será denotado por ⟨S⟩T , é de�nido

pelo conjunto

⟨S⟩T =

{
n∑

i=1

wifi(ui1, · · · , uini
)vi | fi ∈ S, wi, uij, vi ∈ F ⟨X⟩

}
.

(2) Se f ∈ ⟨S⟩T , então dizemos que f é uma consequência dos polinômios de S.

(3) Dizemos que S e S ′ são equivalentes se eles geram o mesmo T -ideal, isto é,

⟨S⟩T = ⟨S ′⟩T .

Exemplo 2.23 ([24, Teorema 4.15]) Seja F um corpo in�nito. O T -ideal de identi-

dades da álgebra UT2(F ) é Id(UT2(F )) = ⟨[x1, x2][x3, x4]⟩T . Em geral, para UTn(F ),

temos que Id(UTn(F )) = ⟨[x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n]⟩T .

Exemplo 2.24 Seja F um corpo com charF ̸= 2. No artigo [40], Krakowski e Regev

mostraram que o T -ideal de identidades da álgebra de Grassmann E, de�nida no

Exemplo 2.20, é Id(E) = ⟨[x1, x2, x3]⟩F .

De�nição 2.25 Dado um conjunto não vazio S ⊆ F ⟨X⟩, a classe de todas as álgebras

A tais que f ≡ 0 em A para todo f ∈ S é chamada de variedade V = V(S) determinada

por S. Dizemos que a variedade V é não trivial se S ̸= 0 e V é própria se é não trivial

e contém uma álgebra não nula.
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Exemplo 2.26 A classe de todas as álgebras comutativas forma uma variedade própria

com S = {[x, y]}.

Exemplo 2.27 Se considerarmos S = {xn}, então V(S) é a classe de todas álgebras

nil de expoente limitado por n.

De�nição 2.28 Sejam V uma variedade, A ∈ V uma álgebra e Y ⊆ A um subconjunto

de A. Dizemos que A é relativamente livre em Y (com respeito a V) se, para qualquer

álgebra B ∈ V e para toda função α : Y → B, existe um único homomor�smo β : A→

B estendendo α. Quando V é a variedade de todas as álgebras, esta é exatamente a

de�nição de álgebra livre em Y . A cardinalidade de Y é chamada de posto de A.

Observe que o quociente
F ⟨X⟩
Id(A)

da álgebra livre F ⟨X⟩ pelo T -ideal de identidades

ordinárias Id(A) de uma álgebra A é uma álgebra relativamente livre na variedade

gerada por esse T -ideal de identidades.

2.3 Polinômios homogêneos e multilineares

Na teoria de PI-álgebras, quando o corpo base F é in�nito, há duas classes de

polinômios em F ⟨X⟩ que desempenham um papel fundamental na descrição do T -ideal

de identidades de uma álgebra, a saber, polinômios homogêneos e polinômios multi-

lineares. Em [36], Kemer provou que, sobre um corpo F de característica zero, todo

T -ideal I é gerado por um conjunto �nito de polinômios multilineares, isto é, existem

f1, · · · , fm ∈ F ⟨X⟩ polinômios multilineares tais que I = ⟨f1, · · · , fm⟩T . Veremos com

mais detalhes esse resultado adiante.

De�nição 2.29 Um polinômio f = f(x1, · · · , xn) ∈ F ⟨X⟩ é multilinear se cada inde-

terminada xi aparece em todo monômio de f exatamente uma vez. Em outras palavras,

f(x1, · · · , xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1) · · · xσ(n),

onde ασ ∈ F e Sn é o grupo simétrico agindo em {1, · · · , n}.

A seguir, apresentaremos dois exemplos de polinômios multilineares que serão

úteis no decorrer do trabalho e que, quando necessário, receberão seu devido destaque.
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Exemplo 2.30 O polinômio multilinear

Capm(x1, · · · , xm, y1, · · · , ym+1) =
∑
σ∈Sm

(−1)σy1xσ(1)y2xσ(2) · · · ymxσ(m)ym+1

é chamado de polinômio de Capelli de posto m ∈ N.

Exemplo 2.31 O polinômio multilinear

Stm(x1, · · · , xm) =
∑
σ∈Sm

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · · xσ(m)

é chamado de polinômio Standard de grau m ∈ N.

De�nição 2.32 Um polinômio f ∈ F ⟨X⟩ é homogêneo na indeterminada xi, se xi

aparece com o mesmo grau em todos os monômios de f . Se f é homogêneo em todas

as suas indeterminadas, dizemos que f é um polinômio multi-homogêneo.

De�nição 2.33 Seja m(x1, · · · , xn) ∈ F ⟨X⟩ um monômio. De�nimos o multigrau de

m como sendo a n-upla (d1, · · · , dn), onde di = degxi
m para i = 1, · · · , n. A soma de

todos os monômios de f que possuem o mesmo multigrau é chamado de componente

multi-homogênea de f .

Exemplo 2.34 Seja f(x1, x2, x3) = x21x2 + 2x2x3 + 3x23x1 + 5x1x2x1. A componente

multi-homogênea de multigrau (2, 1, 0) é o polinômio x21x2 + 5x1x2x1.

Exemplo 2.35 O polinômio Standard St2(x1, x2) = x1x2 − x2x1 de grau 2 tem uma

única componente multi-homogênea de multigrau (1, 1).

O estudo de identidades polinomiais de uma dada álgebra sobre um corpo in�nito

pode ser reduzido ao estudo de polinômios homogêneos, mais especi�camente, multi-

homogêneos.

Teorema 2.36 Seja F um corpo in�nito. Se f ≡ 0 é uma identidade polinomial para

a álgebra A, então toda componente multi-homogênea de f é ainda uma identidade

polinomial para A.
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Demonstração. Veja o Teorema 1.3.2, página 6 em [24]. □

A partir do Teorema 2.36, juntamente com o processo de multilinearização (que

pode ser visto em [24], Teorema 1.3.7), quando charF = 0, é su�ciente estudar as

identidades polinomiais multilineares.

Teorema 2.37 Seja F um corpo de característica zero. Todo polinômio não nulo

f ∈ F ⟨X⟩ é equivalente a um conjunto �nito de polinômios multilineares.

Demonstração. Veja [24], Teorema 1.3.8, página 8. □

Corolário 2.38 Seja F um corpo de característica zero. Todo T -ideal é gerado, como

um T -ideal, pelos seus polinômios multilineares.

Demonstração. Veja [24], Corolário 1.3.9, página 9. □

Para nosso estudo de identidades polinomiais multilineares, existe uma outra

classe importante de polinômios a considerar, a saber, os polinômios alternados.

De�nição 2.39 Dizemos que um polinômio f(x1, · · · , xn, y1, · · · , yt) ∈ F ⟨X⟩ linear

nas indeterminadas x1, · · · , xn é alternado nessas variáveis se

f(x1, · · · , xi, · · · , xj, · · · , xn, y1, · · · , yt) = −f(x1, · · · , xj, · · · , xi, · · · , xn, y1, · · · , yt)

para quaisquer 1 ≤ i < j ≤ n. Quando f é alternado em todas as suas variáveis,

dizemos apenas que f é alternado.

Exemplo 2.40 O polinômio [x, y]z2 = xyz2 − yxz2 é alternado nas variáveis x, y.

Exemplo 2.41 O polinômio de Capelli Capm(x1, · · · , xm, y1, · · · , ym+1) é alternado

no conjunto de variáveis x′is e o polinômio Standard Stm(x1, · · · , xm) é um polinômio

alternado.
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2.4 Codimensão e cocaracter

Assumimos aqui que o corpo base F possui característica zero.

Com o intuito de compreender melhor o comportamento de identidades de uma

determinada álgebra, é interessante considerar sua sequência de codimensões. Para

tal �nalidade, introduzimos essa seção apresentando uma ação à esquerda do grupo

simétrico Sn no espaço dos polinômios multilineares em n variáveis �xadas. Denotamos

esse espaço por Pn = span{xσ(1) · · · xσ(n)| σ ∈ Sn}. O grupo Sn age de maneira natural

à esquerda nos elementos de Pn permutando suas variáveis. A ação é dada por

σf(x1, · · · , xn) := f(xσ(1), · · · , xσ(n)), σ ∈ Sn, f(x1, · · · , xn) ∈ Pn.

Note que essa ação torna Pn um Sn-módulo à esquerda.

Agora, sejam A uma PI-álgebra e Id(A) o seu T -ideal de identidades. Como

T -ideais são invariantes sob permutações de variáveis, temos que Pn ∩ Id(A) é um

Sn-módulo à esquerda de Pn. Assim, o quociente

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)

herda, naturalmente, a estrutura de Sn-módulo à esquerda.

De�nição 2.42 Para n ≥ 1, o Sn-caracter de Pn(A) é chamado de n-ésimo cocaracter

de A e é denotado por χn(A).

É conhecido que todo caracter é escrito como combinação linear de caracteres

irredutíveis. Dessa forma, considere a decomposição n-ésimo cocaracter em

χn(A) =
∑
λ⊢n

mλχλ,

onde χλ é o Sn-caracter irredutível associado à partição λ ⊢ n e mλ é a sua correspon-

dente multiplicidade. O próximo resultado relaciona identidades polinomiais de uma

determinada álgebra A com as multiplicidades dos Sn-caracteres irredutíveis.

Teorema 2.43 Seja A uma álgebra com n-ésimo cocaracter χn(A). Se A é uma PI-

álgebra, então a multiplicidade mµ é igual a zero, para uma partição µ ⊢ n, se, e
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somente se, para qualquer tabela Tµ da forma µ e para qualquer polinômio multilinear

f = f(x1, · · · , xn) ∈ Pn, a álgebra A satisfaz a identidade eTµf ≡ 0.

Demonstração. Veja o Teorema 2.4.5, página 55 em [24].

O estudo da sequência de cocaracteres {χn(A)}n≥1 e das respectivas dimensões

{dimF Pn(A)}n≥1 pode nos fornecer informações sobre o comportamento e descrição de

identidades polinomiais de uma dada álgebra.

De�nição 2.44 O inteiro não negativo cn(A) = dimF Pn(A) é chamado de n-ésima

codimensão da álgebra A.

Uma vez que dim(Pn ∩ Id(A)) = n! − cn(A), A é uma PI-álgebra se, e somente

se, n!− cn(A) > 0, ou seja, cn(A) < n! para algum n ≥ 1.

Exemplo 2.45 Seja A uma álgebra nilpotente de grau m ∈ N. Então, todo monômio

multilinear x1 · · ·xn, com n ≥ m, é uma identidade polinomial de A. Assim, Pn ∩

Id(A) = Pn, para n ≥ m e, portanto, cn(A) = 0.

Exemplo 2.46 ([40, Corolário do Teorema 3.1]) Krakowski e Regev mostraram que a

n-ésima codimensão da álgebra de Grassmann E é dada por cn(E) = 2n−1 para todo

n ≥ 1.

Exemplo 2.47 ([24, Teorema 4.15]) Seja A = UT2(F ) a álgebra de matrizes trian-

gulares superiores de ordem 2 sobre um corpo F de característica zero. Temos que

cn(A) = 2n−1(n− 2) + 2, para todo n ≥ 1.

A respeito da sequência de codimensões de uma PI-álgebra sobre um corpo F , o

seguinte teorema desempenha um papel fundamental na PI-teoria, por ser chave prin-

cipal em demonstrações de resultados renomados na área. Ele foi provado inicialmente

por Regev no Teorema 4.6 do artigo [48]. Mais tarde, Giambruno e Zaicev, em [24],

apresentaram uma prova modi�cada da original além de conseguirem melhorar a cota

superior da sequência de codimensões.

Teorema 2.48 ([24, Teorema 4.2.4]) Se a álgebra A satisfaz uma identidade de grau

d ≥ 1, então cn(A) ≤ (d− 1)2n.
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A seguir, apresentaremos o teorema do Gancho para o caso de álgebras ordiná-

rias, sendo ele um dos resultados chaves deste capítulo e inspiração para o estudo do

resultado principal deste trabalho. A essência desse teorema é interessante porque ela

descreve, para qualquer PI-álgebra sobre um corpo F de característica zero, a forma

dos diagramas de Young cujos correspondentes Sn-caracteres irredutíveis χλ aparecem

com multiplicidademλ eventualmente não nula na decomposição do n-ésimo cocaracter

χn(A).

De�nição 2.49 Dados interios d, l ≥ 0,um gancho in�nito H(d, l) é de�nido como

H(d, l) =
⋃
n≥1

{λ = (λ1, λ2, · · · ) ⊢ n| λd+1 ≤ l}.

Em outras palavras, um gancho in�nito H(d, l) pode ser entendido como o con-

junto de todas as partições de n cujos diagramas de Young se encontram na região

representada pela �gura abaixo.

Figura 2.1: Gancho In�nito H(d, l)

Dizemos que uma partição λ ⊢ n encontra-se em H(d, l) se o diagrama de Young

correspondente Dλ está contido em H(d, l). SejaM um Sn-módulo com caracter χ(M)

e considere sua decomposição em caracteres irredutíveis χ(M) =
∑
λ⊢n

mλχλ. Dizemos

que χ(M) ⊆ H(d, l) se λ ∈ H(d, l) para todas as partições satisfazendo mλ ̸= 0.

Como motivação do Teorema do Gancho, apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.50 ([44]) Seja E a álgebra de Grassmann sobre um corpo F de caracte-
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rística zero. Então, a decomposição do n-cocaracter de E, χn(E), é dada por

χn(E) =
∑
λ⊢n

λ∈H(1,1)

χλ,

ou seja, as multiplicidades não nulas são correspondentes a partições no gancho H(1, 1).

Os próximos lemas são resultados técnicos a respeito da ação do grupo simétrico

Sn no espaço dos polinômios multilineares Pn. São lemas fundamentais para a prova

do Teorema do Gancho. O primeiro resultado se refere a uma limitação inferior das

dimensões dos espaços correspondentes a partições quadradas, ou seja, partições cujos

diagramas de Young são quadrados.

Lema 2.51 ([24, Lema 4.5.2, p. 105]) Sejam q um número real positivo e n = m2 >

e4q2, onde e é a base do logaritmo natural. Se λ = (mm) ⊢ n é uma partição quadrada

de n, então degχλ > qm
2
.

Lema 2.52 ([24, Lema 4.5.3, p. 105]) Sejam λ ⊢ n e µ ⊢ m, m ≤ n e suponha que

λ ≥ µ (Dµ ⊆ Dλ). Considere uma tabela de Young Tλ tal que os inteiros 1, 2, · · · ,m

são arrajandos nos boxes da subtabela Tµ. Então, o elemento eTλ
∈ FSn pode ser

escrito na forma

eTλ
= aeTµb

para alguns elementos a, b ∈ FSn.

Teorema 2.53 (Teorema do Gancho) Para qualquer PI-álgebra A, existem inteiros

d, l ≥ 0 tais que o n-ésimo cocaracter χn(A) encontra-se no gancho H(d, l), ou seja,

χn(A) =
∑
λ⊢n

λ∈H(d,l)

mλχλ

para todo n ≥ 1.

Demonstração. Veja o Teorema 4.5.1 em [24]. □

Uma aplicação do Teorema do Gancho para o caso de álgebras ordinárias é dada

pelo famoso Teorema de Amitsur. A sua prova pode ser encontrada no Teorema 4.5.4

em [24].
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Teorema 2.54 (Teorema de Amitsur) Para qualquer PI-álgebra A, existem inteiros

r e m tais que A satisfaz a identidade Stmr ≡ 0.

Ressaltamos que o Teorema de Amitsur, claramente, é válido para toda álgebra de

dimensão �nita (veja o Teorema 1.5.8 em [24]). Por outro lado, quando a dimensão da

álgebra é in�nita, isso nem sempre é verdadeiro. Por exemplo, a álgebra de Grassmann

E de dimensão in�nita, sobre um corpo F de característica zero, não satisfaz nenhum

polinômio Standard. Apesar disso, o Teorema de Amitsur garante que E satisfaz uma

potência de um polinômio Standard. Não é difícil ver que essa potência é igual a 2,

visto que o quadrado do comutador é consequência do comutador triplo (identidade

ordinária de E).

O próximo resultado é uma versão do Teorema do Gancho para o caso de PI-

álgebras que satisfazem identidades polinomiais ordinárias de Capelli, conhecido como

o Teorema da Faixa (The Strip Theorem). Nele, também caracterizamos a sequência de

cocaracteres correspondentes cujos caracteres irredutíveis em sua decomposição apare-

cem com multiplicidade eventualmente não nula. Para mais detalhes, veja o Teorema

4.6.1 em [24].

Teorema 2.55 (Teorema da Faixa) Sejam A uma PI-álgebra e χn =
∑

λ⊢nmλχλ seu

n-ésimo cocaracter. Então, A satisfaz a identidade de Capelli Capk de posto k se, e

somente se, mλ = 0 sempre que a altura h(λ) ≥ k

No Capítulo 4, são apresentadas as versões dos Teoremas 2.53, 2.54 e 2.55 para

o caso de PI-superálgebras com uma superinvolução e, no Capítulo 5, para PI-

superálgebras com uma involução graduada.



Capítulo 3

Superálgebra com Superinvolução # e

#-Superidentidades

Neste capítulo, de�nimos as identidades polinomiais Z2-graduadas com uma su-

perinvolução # (superidentidades com superinvolução), o objeto principal de nosso es-

tudo, e, sempre que possível, vamos relacioná-las com as identidades ordinárias. Aqui,

todas as álgebras serão associativas e consideradas sobre um corpo F de característica

zero.

3.1 Álgebra G-graduada

Dados uma álgebra A e G um grupo arbitrário, daremos uma decomposição de A

em uma soma direta de subespaços indexados pelos elementos de G satisfazendo certas

condições.

De�nição 3.1 Sejam A uma álgebra e G um grupo qualquer. Dizemos que A é uma

álgebra G-graduada (ou dotada de uma G-graduação) se, para cada g ∈ G, existe um

subespaço Ag ⊆ A tal que A pode ser escrita como a soma direta de subespaços

A =
⊕
g∈G

Ag e AgAh ⊆ Agh ∀g, h ∈ G.

Os subespaços Ag são chamados de componentes homogêneas de A e seus ele-

mentos de elementos homogêneos de grau g.
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Exemplo 3.2 Toda álgebra A admite uma G-graduação trivial, basta de�nir Ae = A

e Ag = 0 para todo g ∈ G \ {e}.

Exemplo 3.3 Seja G um grupo e considere a álgebra de grupo FG. Para cada g ∈ G,

tomemos o subespaço Ag = spanF{g} de FG. Claramente a álgebra FG recebe uma

G-graduação natural.

Exemplo 3.4 A álgebra livre A = F ⟨X⟩ é uma álgebra Z-graduada de�nida por

A = ⊕n∈ZAn tal que An = 0 se n ≤ 0 e An é o espaço gerado por todos os monômios

de grau total n se n > 0.

Exemplo 3.5 Considere a álgebra de matrizes A = Mn(F ) sobre o corpo F . Para

cada t ∈ Zn, de�na o subespaço At = spanF{Eij; j − i ≡ t (mod n)}, onde Eij denota

as matrizes elementares usuais. Não é difícil mostrar que A pode ser decomposta em

A =
⊕

t∈Zn
At e, dessa maneira, esta decomposição de�ne uma Zn-graduação em A.

Quando G = Z2, as álgebras Z2-graduadas, denominadas também de superálge-

bras, recebem destaque tanto na própria PI-teoria quanto neste trabalho. Nesse caso,

a decomposição de A é dada por A = A0 ⊕ A1, em que os subespaços A0 e A1 são

denominados de componentes par e ímpar, respectivamente. Os elementos de A0 são

chamados de elementos homogêneos de grau 0 ou, simplesmente, elementos pares e os

elementos de A1 de elementos homogêneos de grau 1 ou elementos ímpares.

Exemplo 3.6 Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão in�nita. A decomposição

E = E0⊕E1, onde E0 é o subespaço gerado pelos monômios de comprimento par e E1

o subespaço gerado pelos monômios de comprimemto ímpar, é uma Z2-graduação em

E, denominada de graduação canônica.

Exemplo 3.7 Considerando n = 2 no Exemplo 3.5, obtemos a Z2-graduação em

M2(F ) dada por M2(F ) =M2(F )0 ⊕M2(F )1, em que

M2(F )0 =


 a 0

0 b

 | a, b ∈ F

 e M2(F )1 =


 0 c

d 0

 | c, d ∈ F

 .

Essa Z2-graduação na álgebra M2(F ) é conhecida como graduação elementar, e a ál-

gebra M2(F ) com essa Z2-graduação é denotada por M1,1(F ).
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De�nição 3.8 Um subespaço B ⊆ A é graduado ou homogêneo se

B =
⊕
g∈G

(Ag ∩B) .

Em outras palavras, B é graduado se, para qualquer b ∈ B, b =
∑

g∈G bg, bg ∈ Ag,

implica que bg ∈ B para todo g ∈ G. De�nimos de maneira análoga o caso em que B é

uma subálgebra graduada ou um ideal à esquerda, à direita ou bilateral graduado de A.

3.2 Superálgebra livre e superidentidades

Sejam F um corpo e G um grupo �nito. Consideramos o conjunto X como

uma união disjunta X =
⋃

g∈GXg, onde Xg = {x(g)1 , x
(g)
2 , · · · }, e F ⟨X⟩ a álgebra livre

associativa (não comutativa) sobre F gerada porX (álgebra livre de posto enumerável).

As indeterminadas de Xg possuem grau homogêneo g e o grau homogêneo de um

monômio x(g1)i1
· · ·x(gt)it

∈ F ⟨X⟩ é de�nido por g1 · · · gt. Denote por F ⟨X⟩(g) o subespaço

de F ⟨X⟩ gerado por todos os monômios com grau homogêneo g. Visto que o produto

de dois monômios é dado por justaposição, temos que F ⟨X⟩(g)F ⟨X⟩(h) ⊆ F ⟨X⟩(gh)

para todos g, h ∈ G. Assim,

F ⟨X⟩ =
⊕
g∈G

F ⟨X⟩(g)

é uma G-graduação de�nida na álgebra livre F ⟨X⟩ e, neste caso, denotamos F ⟨X⟩ por

F ⟨X⟩gr. A álgebra F ⟨X⟩gr é chamada álgebra livre G-graduada de posto enumerável

sobre F e seus elementos de polinômios G-graduados ou simplesmente graduados.

De�nição 3.9 Um ideal graduado I de F ⟨X⟩gr é dito ser um TG-ideal se φ(I) ⊆

I para todo endomor�smo G-graduado φ ∈ EndgrF (F ⟨X⟩gr), isto é, φ(F ⟨X⟩(g)) ⊆

F ⟨X⟩(g) para todo g ∈ G. Em outras palavras, I é um ideal invariante sob todos os

endomor�smos φ de F ⟨X⟩gr que preservam a G-graduação.

Dada uma álgebra G-graduada A, dizemos que um polinômio graduado

f(x
(g1)
1 , · · · , x(gn)n ) ∈ F ⟨X⟩gr é uma identidade polinomial G-graduada de A, e escre-

vemos f ≡ 0 em A, se f(a(g1)1 , · · · , a(gn)n ) = 0 para todos os elementos homogêneos
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a
(g1)
1 ∈ Ag1 , · · · , a

(gn)
n ∈ Agn . O conjunto de todas as identidades G-graduadas de uma

álgebra forma um TG-ideal.

De�nição 3.10 Idgr(A) = {f ∈ F ⟨X⟩gr| f ≡ 0 em A} é chamado de TG-ideal de

identidades G-graduadas de A.

Observamos que o conjunto Idgr(A) é um TG-ideal da álgebra F ⟨X⟩gr e, em

geral, estamos interessados em determinar, para uma álgebra A dada, um conjunto

S ⊆ F ⟨X⟩gr de polinômios G-graduados que gera Idgr(A) como TG-ideal.

De�nição 3.11 Fixado um conjunto S ⊆ F ⟨X⟩gr, temos:

1. O TG-ideal gerado por S, denotado por ⟨S⟩TG
, é o conjunto

⟨S⟩TG
= spanF {w1ϕ(f)w2; f ∈ S, ϕ ∈ EndgrF (F ⟨X⟩gr), w1, w2 ∈ F ⟨X⟩gr} ,

se 1 ∈ F ⟨X⟩gr e, caso 1 /∈ F ⟨X⟩gr, de�nimos

⟨S⟩TG
= spanF {w1ψ(f)w2; f ∈ S, ψ ∈ EndgrF (F ⟨X⟩gr), w1, w2 ∈ F ⟨X⟩gr ∪ {1}} .

Além disso, se S = {f1, . . . , fk}, então escrevemos ⟨f1, . . . , fk⟩TG
para indicar

⟨S⟩TG
;

2. Um polinômio f ∈ F ⟨X⟩gr é uma TG-consequência de S (ou, simplesmente, segue

de S ) se f ∈ ⟨S⟩TG
;

3. Dois conjuntos de polinômios S1, S2 ⊆ F ⟨X⟩gr são ditos TG-equivalentes se ⟨S1⟩TG
=

⟨S2⟩TG
.

Apresentadas essas de�nições e fazendo as devidas alterações para o caso de

álgebras G-graduadas, é possível obter resultados semelhantes da teoria de T -ideais

e de variedades de álgebras com identidades ordinárias para o caso de identidades

polinomiais G-graduadas. O leitor pode consultar, para ver mais detalhes, a Seção 2.2

deste trabalho e o Capítulo 3 em [24].

Agora, escrevaX = Y ∪Z como a união disjunta de dois conjuntos enumeráveis de

indeterminadas, onde Y = {y1, y2, · · · } e Z = {z1, z2, · · · }. A álgebra F ⟨X⟩ = F ⟨Y ∪Z⟩
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recebe uma Z2-graduação natural dada por F ⟨Y ∪Z⟩ = F0 ⊕F1, onde F0 (respectiva-

mente, F1) é o subespaço de F ⟨X⟩ gerado por todos os monômios nas indeterminadas

em X tendo um número par (respectivamente, ímpar) de indeterminadas de Z. Os

elementos de F0 (respectivamente, de F1) são ditos de grau homogêneo 0 (respectiva-

mente, 1), ou elementos pares (respectivamente, ímpares).

Como dito antes, dada uma superálgebra A sobre um corpo F , um polinômio

f(y1, · · · , yk, z1, · · · , zm) ∈ F ⟨Y ∪Z⟩ é uma identidade Z2-graduada ou superidentidade

de A se

f(a1, · · · , ak, b1, · · · , bm) = 0

para todos elementos homogêneos a1, · · · , ak ∈ A0 e b1, · · · , bm ∈ A1. Temos que o

conjunto de superidentidades Idgr(A) é um TZ2-ideal (ou, simplesmente, T2-ideal), ou

seja, um ideal de F ⟨Y ∪ Z⟩ invariante sob todos os endomor�smos de F ⟨Y ∪ Z⟩ que

preservam a Z2-graduação.

Por outro lado, vamos mostrar que todo T2-ideal de F ⟨Y ∪Z⟩ é da forma Idgr(A)

para alguma álgebra Z2-graduada.

Proposição 3.12 Se I é um T2-ideal de F ⟨Y, Z⟩, então I = Idgr(A) para alguma

superálgebra A.

Demonstração. Primeiro, provaremos que, se I é um T2-ideal de F ⟨Y, Z⟩, então

I é homogêneo, ou seja, I contém suas componentes homogêneas. De fato, dado

f = f0 + f1 ∈ I, com fi ∈ Fi, i = 0, 1, considere o automor�smo Z2-graduado

φ : F ⟨Y, Z⟩ → F ⟨Y, Z⟩ de�nido por φ(yi) = yi e φ(zi) = −zi. Como I é invariante sob

todos os endomor�smos graduados de F ⟨Y, Z⟩ e charF = 0, segue que φ(f) = f0−f1 ∈

I, o que implica que f0 =
f + φ(f)

2
∈ I e f1 =

f − φ(f)

2
∈ I, como queríamos provar.

Agora, considere a álgebra quociente A = F ⟨Y,Z⟩
I

com a Z2-graduação induzida de

F ⟨Y, Z⟩, dada por Ai = {f + I; f ∈ Fi} , i = 0, 1. Então, temos AiAj ⊆ Ai+j e que

A = A0 + A1. Se f0 + I = f1 + I, com fi ∈ Fi, segue que f0 − f1 ∈ I e, como I é

homogêneo, obtemos que f0, f1 ∈ I e, portanto, A0 ∩ A1 = I. Assim, A = A0 ⊕ A1

de�ne uma Z2-graduação em A. Não é difícil mostrar que I = Idgr(A), provando que

todo T2-ideal de F ⟨Y, Z⟩ é da forma Idgr(A) para alguma superálgebra A. □

Observamos que o quociente
F ⟨Y ∪ Z⟩

I
, para um T2-ideal I = Idgr(A), é uma su-
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perálgebra relativamente livre na supervariedade de�nida pelo T2-ideal I. A respectiva

supervariedade é a classe de todas as superálgebras que satisfazem as superidentidades

de I = Idgr(A) (supervariedade gerada pela superálgebra A). Para mais detalhes, veja

[24].

Exemplo 3.13 Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão in�nita e considere E =

E0 ⊕ E1 a graduação canônica de E. Os autores, em [17], mostraram que

Idgr(E) = ⟨[y1, y2], [y1, z1], z1z2 + z2z1⟩T2 .

Exemplo 3.14 Seja UT2(F ) a álgebra de matrizes triangulares superiores de ordem 2

sobre F e considere a Z2-graduação canônica em UT2(F ), isto é, UT2(F ) = (UT2(F ))0⊕

(UT2(F ))1, em que (UT2(F ))0 = FE11 + FE22, (UT2(F ))1 = FE12 e E ′
ijs são as

matrizes elementares usuais. Valenti, em [55], provou que, a menos de isomor�smo, as

únicas Z2-graduações de UT2(F ) são a trivial e a canônica. Além disso, mostrou que

Idgr(UT2) = ⟨[y1, y2], z1z2⟩T2 .

Como no caso de identidades ordinárias, desde que charF = 0, o conjunto de

identidades polinomiais Z2-graduadas Idgr(A) é gerado pelos seus polinômios multili-

neares para qualquer superálgebra A.

De�nição 3.15 Um polinômio Z2-graduado f é linear na indeterminada u ∈ Y ∪ Z

se u aparece com grau 1 em cada monômio de f . Um polinômio Z2-graduado que é

linear em cada uma de suas indeterminadas é dito multilinear Z2-graduado.

Teorema 3.16 Todo polinômio não nulo f ∈ F ⟨X⟩gr é T2-equivalente a um conjunto

�nito de polinômios multilineares Z2-graduados.

Demonstração. A demonstração segue de maneira análoga ao Teorema 2.37 com as

devidas adequações para o caso de polinômios Z2-graduados. □

O Teorema 3.16 evidencia a importância de considerar o conjunto

P gr
n := spanF{wσ(1) · · ·wσ(n)| σ ∈ Sn, wi = yi ou wi = zi, 1 ≤ i ≤ n},
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o espaço vetorial dos polinômios multilineares Z2-graduados de grau n nas indeter-

minadas y1, · · · , yn, z1, · · · , zn e o subespaço P gr
n ∩ Idgr(A) de identidades polinomiais

multilineares Z2-graduadas de uma superálgebra A do espaço P gr
n . Assim, podemos

considerar o espaço quociente P gr
n (A) =

P gr
n

P gr
n ∩ Idgr(A)

, um espaço de elementos mul-

tilineares Z2-graduados de grau n da superálgebra relativamente livre
F ⟨Y ∪ Z⟩
Idgr(A)

.

Denotamos por

cgrn (A) := dimF
P gr
n

P gr
n ∩ Idgr(A)

a n-ésima codimensão graduada de A (ou a n-ésima Z2-codimensão graduada de A).

Para cada decomposição n = n1 + n2, tal que n1 e n2 são inteiros não negativos,

de�nindo o espaço Pn1,n2 como

Pn1,n2 := spanF{wσ(1) · · ·wσ(n)| σ ∈ Sn, wi = yi se i = 1, · · · , n1

e wi = zi, se i = n1 + 1, · · · , n},

dos polinômios multilineares de grau n nas indeterminadas pares y1, · · · , yn1 e ímpares

zn1+1, · · · , zn, vemos que Pn1,n2 ⊂ P gr
n é um subespaço vetorial de P gr

n . Note que o es-

paço Pn1,n2 é homogêneo em relação à Z2-graduação de F ⟨Y ∪Z⟩. Mais especi�camente,

se n2 é par, então Pn1,n2 ⊆ F0 e, se n2 é ímpar, então Pn1,n2 ⊆ F1.

É bem conhecido que

P gr
n

∼=
⊕

n1+n2=n

(
n

n1, n2

)
Pn1,n2 , (3.1)

onde

(
n

n1, n2

)
=

n!

n1!n2!
denota o coe�ciente multinomial. Com efeito, observe que

para cada escolha de n = n1 + n2, existem exatamente

(
n

n1, n2

)
subespaços isomorfos

a Pn1,n2 (eles se diferem pela escolha dos números exatos para as n1 indeterminadas

y′s e n2 indeterminadas z′s). Agora, dado w ∈ P gr
n um monômio qualquer, sejam n1 e

n2 = n − n1 a quantidade de indeterminadas pares e ímpares de w, respectivamente.

Segue que w pertence a um único espaço M , que é isomorfo a Pn1,n2 .

Diante do fato de que um T2-ideal é invariante em relação a qualquer uma subs-

tituição de indeterminadas por indeterminadas do mesmo tipo (y′s por y′s e z′s por
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z′s), que é um endomor�smo graduado da superálgebra livre, o estudo das identidades

polinomiais multilineares Z2-graduadas pode ser simpli�cado ao considerarmos as iden-

tidades multilineares Z2-graduadas pertencentes ao subespaço Idgr(A)∩Pn1,n2 ⊂ Pn1,n2 .

Com isso, faz sentido de�nir o quociente Pn1,n2(A) =
Pn1,n2

Pn1,n2 ∩ Idgr(A)
e cn1,n2(A) =

dimF Pn1,n2(A). Segue de (3.1) e do fato mencionado acima que

cgrn (A) =
∑

n1+n2=n

(
n

n1, n2

)
cn1,n2(A).

Observação 3.17 Com o objetivo de simpli�car as notações, a partir de agora, quando

escrevermos que um polinômio multilinear Z2-graduado f(y1, · · · , yn1 , z1, · · · , zn2) ∈

Pn1,n2, �ca subentendido que as indeterminadas zi são iguais a zn1+i, com i = 1, 2, · · · , n2.

Exemplo 3.18 Sejam E = E0 ⊕ E1 a graduação canônica da álgebra de Grassmann

e M2(E) a álgebra das matrizes de ordem 2 com entradas em E. Considere a Z2-

graduação canônica de M2(E) = (M2(E))0 ⊕ (M2(E))1, onde

M2(E)0 =


 a 0

0 b

 | a, b ∈ E0

 e M2(E)1 =


 0 c

d 0

 | c, d ∈ E1

 .

Di Vincenzo provou em [11] que

cr,n−r (M1,1(F )) = cr,n−r (M1,1(E)) =


1, se r = n

2r

 n− r[
n−r
2

]
 , se 0 ≤ r ≤ n− 1.

Agora, considerando o grupo Sn1 ×Sn2 , produto direto dos grupos simétricos Sn1

e Sn2 , pode-se de�nir uma ação natural desse grupo no espaço de polinômios Pn1,n2 da

seguinte forma: dados (σ1, σ2) ∈ Sn1 ×Sn2 e um polinômio f(y1, · · · , yn1 , z1, · · · , zn2) ∈

Pn1,n2 , de�na

(σ1, σ2)f(y1, · · · , yn1 , z1, · · · , zn2) := f(yσ1(1), · · · , yσ1(n1), zσ2(1), · · · , zσ2(n2)).

Com essa ação, Pn1,n2 é um Sn1×Sn2-módulo à esquerda. Como T2-ideais são invariantes

por endomor�smos graduados em F ⟨X|Z2⟩, então Pn1,n2 ∩ Idgr(A) é um Sn1 × Sn2-
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submódulo de Pn1,n2 e, consequentemente, o quociente Pn1,n2(A) =
Pn1,n2

Pn1,n2 ∩ Idgr(A)
é também um Sn1 × Sn2-módulo à esquerda. Denotamos por χn1,n2(A) o caracter

correspondente a Pn1,n2(A) (ou cocaracter de A) e cn1,n2(A) = dimF Pn1,n2(A).

Observação 3.19 Como a ação de Sn1 × Sn2 nos elementos do espaço Pn1,n2 age

permutando de forma independente as indeterminadas pares e ímpares e, conforme

mostramos na Proposição 3.12 que o T2-ideal Id
gr(A) é homogêneo, segue que o Sn1 ×

Sn2-submódulo à esquerda Pn1,n2 ∩ Idgr(A) de Pn1,n2 é homogêneo com respeito à Z2-

graduação de F ⟨Y ∪ Z⟩.

3.3 Superálgebra com superinvolução #

Seja A = A0 ⊕ A1 uma superálgebra sobre um corpo F de característica zero.

De�nição 3.20 Uma superinvolução em A é uma aplicação F -linear Z2-homogênea

# : A → A (A#
0 ⊆ A0 e A#

1 ⊆ A1) tal que (c#)# = c para todo c ∈ A e (ab)# =

(−1)deg(a)deg(b)b#a# para todos elementos homogêneos a, b ∈ A0 ∪ A1, onde deg(d) é o

grau homogêneo de d ∈ A0 ∪ A1. Dizemos que A é uma #-superálgebra ou ainda que

A é uma superálgebra com # superinvolução.

Dada A uma #-superálgebra, denotamos por A+ = {a ∈ A | a# = a} e A− =

{a ∈ A | a# = −a} os subespaços de elementos simétricos e antissimétricos de A,

respectivamente. Como charF = 0, pode-se mostrar que A = A+ ⊕A−. De fato, para

todo a ∈ A, temos a =
a+ a#

2
+
a− a#

2
, em que

a+ a#

2
∈ A+ e

a− a#

2
∈ A−, e

a ∈ A+ ∩ A− implica que a = a# = −a e, logo, a = 0. Dessa forma, a álgebra A pode

ser decomposta como a soma direta de 4 subespaços, da forma

A = A+
0 ⊕ A−

0 ⊕ A+
1 ⊕ A−

1 ,

onde A+
i = {a ∈ Ai | a# = a} e A−

i = {a ∈ Ai | a# = −a}, para i = 0 e 1, são os

subespaços dos elementos homogêneos simétricos e antissimétricos, respectivamente.

Escrevemos um conjunto enumerável X = {x1, x2, · · · } como uma união disjunta

de quatro conjuntos enumeráveis X = Y0∪Z0∪Y1∪Z1, onde Y0 = {y0,1, y0,2, · · · }, Z0 =
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{z0,1, z0,2, · · · }, Y1 = {y1,1, y1,2, · · · }, Z1 = {z1,1, z1,2, · · · } são conjuntos de variáveis

pares simétricas, pares antissimétricas, ímpares simétricas e ímpares antissimétricas,

respectivamente. Consideramos F = F ⟨X|Z2,#⟩ a álgebra associativa livre, não co-

mutativa e não unitária, gerada pelo conjunto X sobre o corpo F de característica

zero.

Veja que é possível obter uma superestrutura em F . Exigindo que as variáveis

de Y0 ∪ Z0 e Y1 ∪ Z1 sejam homogêneas de grau 0 e grau 1, respectivamente, temos

que F = F0 ⊕ F1, onde F0 é o subespaço gerado por todos os monômios que têm um

número par de variáveis de grau 1 e F1 é o subespaço gerado por todos os monômios

que têm um número ímpar de variáveis de grau 1.

Além dessa superestrutura, podemos de�nir uma superinvolução na superálgebra

livre F . Para isso, seja # : F → F a aplicação de�nida por y#i,j = yi,j, z
#
i,j = −zi,j,

para i = 0, 1 e j ≥ 1, e

w# = (xi1xi2 · · ·xik)# = (−1)
s(s−1)

2 x#ikx
#
ik−1

· · ·x#i1 = (−1)
s(s−1)

2 (−1)txikxik−1
· · ·xi1 ,

onde w é um monômio nas indeterminadas xil ∈ Y0 ∪Z0 ∪ Y1 ∪Z1, s = degY1∪Z1(w) (o

número de indeterminadas ímpares do monômio w) e t = degZ0∪Z1(w) é o número de

indeterminadas de Z0∪Z1 no monômio w. Agora, estenda a aplicação# por linearidade

em toda álgebra F . A�rmamos que # é, de fato, uma superinvolução em F .

Com efeito, por de�nição, # é F -linear e pela ação de # em um monômio w,

temos que w# é um múltiplo de um monômio formado pelas mesmas indeterminadas

que formam w. Portanto, �ca claro que # preserva o Z2-grau de monômios, ou seja,

# é uma aplicação Z2-graduada. Também é claro que

(w#)# = ((−1)
s(s−1)

2 (−1)t xikxik−1
· · ·xi1)# =

(−1)
s(s−1)

2 (−1)t ((−1)
s(s−1)

2 (−1)t xi1 · · ·xik−1
xik) = w,

para todos os monômios w ∈ F . Logo, vale que (a#)# = a para todo a ∈ F (pela

linearidade de #).

Agora, considere dois monômios quaisquer w1 = xi1 · · · xik1 e w2 = xj1 · · ·xjk2 da
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álgebra F , onde xil , xjl ∈ Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪ Z1. Temos que

(w1 · w2)
# = (xi1 · · ·xik1 · xj1 · · ·xjk2 )

# =

(−1)
s(s−1)

2 (−1)txjk2xjk2−1
· · ·xj1 · xik1xik1−1

· · ·xi1 = (−1)
s(s−1)

2 (−1)t w̃,

onde s = degY1∪Z1(w1 ·w2) = degY1∪Z1w1+degY1∪Z1w2 = s1+s2 e t = degZ0∪Z1(w1 ·w2) =

degZ0∪Z1w1 + degZ0∪Z1w2 = t1 + t2. Por outro lado,

(w2)
# · (w1)

# = (xj1 · · · xjk2 )
# · (xi1 · · ·xik1 )

# =(
(−1)

s2(s2−1)
2 (−1)t2 xjk2xjk2−1

· · · xj1
)
·
(
(−1)

s1(s1−1)
2 (−1)t1 xik1xik1−1

· · ·xi1
)
=

(−1)
s2(s2−1)

2 (−1)t2(−1)
s1(s1−1)

2 (−1)t1
(
xjk2xjk2−1

· · · xj1 · xik1xik1−1
· · ·xi1

)
=

(−1)
s1(s1−1)

2
+

s2(s2−1)
2 (−1)(t1+t2)

(
xjk2xjk2−1

· · · xj1 · xik1xik1−1
· · ·xi1

)
=

(−1)
s(s−1)

2 (−1)t(−1)s1s2 w̃,

uma vez que, analisando apenas os coe�cientes, obtemos a seguinte igualdade:

(−1)
s(s−1)

2 (−1)t = (−1)
s1(s1−1)+s2(s2−1)+2s1s2

2 (−1)(t1+t2) =

(−1)
s1(s1−1)

2 (−1)
s2(s2−1)

2 (−1)s1s2(−1)(t1+t2),

pois

s(s− 1) = (s1 + s2) · (s1 + s2 − 1) = s21 + s22 − s1 − s2 + 2s1s2 =

s1(s1 − 1) + s2(s2 − 1) + 2s1s2.

Observando que (−1)s1s2 = (−1)degw1·degw2 , assim obtemos

(w1w2)
# = (−1)degw1·degw2w#

2 w
#
1

para todos os monômios w1, w2 ∈ F . Por linearidade, podemos estender essa regra

para todos os elementos homogêneos de F .

Com essa Z2-graduação e a superinvolução #, a álgebra F = F ⟨X|Z2,#⟩ é

chamada de superálgebra livre com superinvolução (#-superálgebra livre) com posto
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enumerável. Chamamos os elementos de F de #-polinômios Z2-graduados. Para sim-

pli�car a escrita, vamos denotá-los apenas por #-superpolinômios.

De�nição 3.21 Dizemos que um ideal bilateral Z2-graduado I de F é um T#
2 -ideal

se I é invariante sob a superinvolução # (I# ⊆ I) e sob todos os endomor�smos de

F ⟨X|Z2,#⟩ que preservam a superestrutura e comutam com a superinvolução #.

Seja

f = f(y0,1, · · · , y0,m, z0,1, · · · , z0,n, y1,1, · · · , y1,p, z1,1, · · · , z1,q) ∈ F ⟨X|Z2,#⟩

um #-superpolinômio. Dizemos que f é uma #-superidentidade para A, e escrevemos

f ≡ 0 em A, se

f = f(a0,1, · · · , a0,m, b0,1, · · · , b0,n, a1,1, · · · , a1,p, b1,1, · · · , b1,q) = 0

para todos a0,1, · · · , a0,m ∈ A+
0 , b0,1, · · · , b0,n ∈ A−

0 , a1,1, · · · , a1,p ∈ A+
1 , b1,1, · · · , b1,q ∈

A−
1 . Caso contrário, escrevemos f ̸≡ 0 em A.

De�nimos por

Id#2 (A) := {f ∈ F ⟨X|Z2,#⟩ | f ≡ 0 em A}

o T#
2 -ideal de #-superidentidades de A. Em alguns momentos, chamaremos tais iden-

tidades também de superidentidades com superinvolução. Note que o T#
2 -ideal de

#-superidentidades de A é homogêneo com respeito à Z2-graduação da álgebra F =

F ⟨X|Z2,#⟩. Para ver isso, basta considerar o automor�smo φ ∈ EndF (F ⟨X|Z2,#⟩)

de�nido por φ(y0,i) = y0,i, φ(y1,i) = −y1,i, φ(z0,i) = z0,i e φ(z1,i) = −z1,i e repetir a

primeira parte da prova da Proposição 3.12. Também, estendemos a De�nição 3.11

para o caso de T#
2 -ideais.

No Capítulo 4, daremos alguns exemplos de superálgebras com uma superinvolu-

ção e exibiremos as suas #-superidentidades.

De�nição 3.22 Um #-superpolinômio f ∈ F ⟨X|Z2,#⟩ é homogêneo na indetermi-

nada u ∈ Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪ Z1 se u aparece com o mesmo grau em todos os monômios
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de f . Se f é homogêneo em todas as suas indeterminadas, dizemos que f é um #-

superpolinômio multi-homogêneo.

De�nição 3.23 Seja m = m(y0,1, · · · , y0,m, z0,1, · · · , z0,n, y1,1, · · · , y1,p, z1,1, · · · , z1,q) ∈

F ⟨X|Z2,#⟩ um monômio. De�nimos o #-multigrau de m como sendo

(i1, · · · , im, j1, · · · , jn, k1, · · · , kp, t1, · · · , tq),

onde ir1 = degy0,r1m, jr2 = degz0,r2m, kr3 = degy1,r3m e tr4 = degz1,r4m . A soma de

todos os monômios de f que possuem o mesmo multigrau é chamada de #-componente

multi-homogênea de f . Quando o multigrau de f é (1, · · · , 1), chamamos f de #-

polinômio multilinear.

Teorema 3.24 Seja A uma #-superálgebra sobre um corpo F in�nito, não necessaria-

mente de característica zero. Se f ≡ 0 é uma #-superidentidade para a #-superálgebra

A, então toda #-componente multi-homogênea de f é também uma #-superidentidade

para A.

Demonstração. Segue de maneira semelhante à prova para o caso em que A é uma

álgebra ordinária, fazendo as devidas adequações para #-superidentidades. Veja a

demonstração do Teorema 1.3.2 em [24]. □

Desde que charF = 0, o conjunto Id#2 (A)) é também determinado pelos seus

#-superpolinômios multilineares, o que mostra o seguinte resultado.

Teorema 3.25 Seja F um corpo de característica zero. Todo #-superpolinômio não

nulo f ∈ F ⟨X|Z2,#⟩ é T#
2 -equivalente a um conjunto �nito de #-superpolinômios

multilineares.

Demonstração. Como charF = 0, pelo Teorema 3.24, f é T#
2 -equivalente ao conjunto

de suas #-componentes multi-homogêneas. Sem perda de generalidade, vamos assumir

que f = f(y0,1, · · · , y0,m, z0,1, · · · , z0,n, y1,1, · · · , y1,p, z1,1, · · · , z1,q) é multi-homogêneo e

vamos aplicar o processo de multilinearização a f . Se todas as indeterminadas apare-

cem em todos os monômios de f com grau menor ou igual a 1, especi�cando algumas
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indeterminadas iguais a zero, obtemos um #-superpolinômio multilinear. Caso contrá-

rio, existe alguma indeterminada, digamos y0,1, que aparece com grau d > 1. Assim,

como estamos considerando f multi-homogêneo, podemos escrever

h := f(y0,m+1 + y0,m+2, y0,2, · · · , y0,m, · · · , z1,q)

=
d∑

i=0

gi(y0,m+1, y0,m+2, y0,2, · · · , y0,m, · · · , z1,q),

onde degy0,m+1
gi = i, degy0,m+2

gi = d − i e o grau de gi é igual ao grau de f nas

demais variáveis. Como gi = gi(y0,m+1, y0,m+2, y0,2, · · · , y0,m, · · · , z1,q) é a componente

homogênea de h de grau i em y0,m+1, com i = 1, · · · , d−1, então todo#-superpolinômio

gi é uma consequência de f . Para vermos que f é uma consequência de cada #-

superpolinômio gi, com i = 1, · · · , d− 1, note que

gi(y0,m+1, y0,m+1, y0,2, · · · , y0,m, · · · , z1,q) =
(
d

i

)
f(y0,m+1, y0,2, · · · , y0,m, · · · , z1,q).

Sendo charF = 0, tem-se

(
d

i

)
̸= 0 e, assim, f é uma consequência de cada gi, com

i = 1, · · · , d − 1. Diante dessas considerações, tomando i = 1, vemos que f é equiva-

lente ao #-superpolinômio g1 = g1(y0,m+1, y0,m+2, y0,2, · · · , y0,m, · · · , z1,q) cujo grau na

indeterminada y0,m+1 é igual a 1 e, na indeterminada y0,m+2, igual a d − 1. Se neces-

sário, repetimos esse processo para as indeterminadas y0,m+2, y0,2, · · · , y0,m, · · · , z1,q de

g1, concluindo o resultado. □

E, assim, de�nimos

P grs
n := spanF{wσ(1) · · ·wσ(n)| σ ∈ Sn, wi = yj,i ou wi = zj,i, j = 0, 1}

o espaço dos #-superpolinômios multilineares de grau n nas primeiras n variáveis e

denotamos por

cgrsn (A) = dim
P grs
n

P grs
n ∩ Id#2 (A)

a n-ésima #-codimensão graduada de A.
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3.4 S⟨n⟩-representações e S⟨n⟩-ação em P⟨n⟩

Dado um inteiro n ≥ 1 , escrevemos n como a soma de quatro inteiros não

negativos, n = n1 + n2 + n3 + n4, onde cada ni ≥ 0, e chamamos a 4-upla de

⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4). Uma multipartição ⟨λ⟩ = (λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)) de ⟨n⟩, que

será denotada por ⟨λ⟩ ⊢ ⟨n⟩, é tal que λ(i) ⊢ ni é uma partição de ni, para 1 ≤ i ≤ 4.

Considere T⟨λ⟩ = (Tλ(1), Tλ(2), Tλ(3), Tλ(4)) uma multitabela de Young associada à mul-

tipartição ⟨λ⟩, onde cada Tλ(i) é uma tabela de Young correspondente à partição λ(i).

Como vimos no Capítulo 2, a teoria de representações do grupo simétrico Sn

exerce um papel fundamental no estudo de identidades polinomiais multilineares or-

dinárias. No caso de superidentidades com superinvolução multilineares, recorrere-

mos à teoria de representações do produto direto de quatro grupos simétricos S⟨n⟩ :=

Sn1 × Sn2 × Sn3 × Sn4 , visto que agora estamos lidando com polinômios envolvendo

quatro conjuntos de variáveis.

Enfatizamos também que utilizaremos de maneira natural a de�nição e algumas

propriedades básicas de produto tensorial de álgebras. Referenciamos [10] para uma

consulta detalhada sobre esse conceito.

Relembramos que os S⟨n⟩-caracteres irredutíveis correspondentes à multipartição

⟨λ⟩ são obtidos pelo produto tensorial dos caracteres irredutíveis de Sn1 , · · · , Sn4 (para

mais detalhes veja [12]). Logo, denotamos por χ⟨λ⟩ = χλ(1)⊗χλ(2)⊗χλ(3)⊗χλ(4) o S⟨λ⟩-

caracter irredutível associado a uma multipartição ⟨λ⟩ e d⟨λ⟩ = dλ(1) · dλ(2) · dλ(3) · dλ(4)
o seu grau, onde dλ(i) é o grau do caracter irredutível χλ(i), para i = 1, 2, 3, 4. É bem

conhecido que todo S⟨n⟩-caracter χ é escrito como combinação linear dos caracteres

irredutíveis da seguinte forma:

χ =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩, (3.2)

onde m⟨λ⟩ é a multiplicidade correspondente ao S⟨λ⟩-caracter irredutível χ⟨λ⟩.

É um fato bem conhecido (veja [10], Capítulo II, �12C) que a álgebra de grupo

FS⟨n⟩ é isomorfa ao produto tensorial de álgebras de grupo FSn1⊗FSn2⊗FSn3⊗FSn4 .

No que segue, identi�caremos naturalmente FS⟨n⟩ com FSn1 ⊗ FSn2 ⊗ FSn3 ⊗ FSn4 .
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Dados λ ⊢ n e Tλ uma tabela de Young de forma λ, considere eTλ
=
∑

σ∈RTλ
τ∈CTλ

(−1)τστ o

correspondente elemento idempotente minimal essencial de FSn, onde RTλ
e CTλ

são

os subgrupos de Sn estabilizando linhas e colunas de Tλ, respectivamente. Para uma

multitabela de Young T⟨λ⟩ de forma ⟨λ⟩, uma multipartição de ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4),

de�nimos o elemento eT⟨λ⟩ = eTλ(1)
⊗ eTλ(2)

⊗ eTλ(3)
⊗ eTλ(4)

e consideramos o ideal à

esquerda FS⟨n⟩eT⟨λ⟩ gerado por ele.

Para qualquer elemento ⟨σ⟩ = (σ1, σ2, σ3, σ4) ∈ S⟨n⟩, denotamos por ⟨σ⟩−1 =

(σ−1
1 , σ−1

2 , σ−1
3 , σ−1

4 ) ∈ S⟨n⟩ seu inverso e ⟨σ⟩T⟨λ⟩ = (σ1Tλ(1), σ2Tλ(2), σ3Tλ(3), σ4Tλ(4)).

Lema 3.26 Para qualquer multitabela de Young T⟨µ⟩ de forma ⟨µ⟩ ⊢ ⟨n⟩, o elemento

eT⟨µ⟩ = eTµ1
⊗eTµ2

⊗eTµ3
⊗eTµ4

é um idempotente minimal essencial de FS⟨n⟩ e FS⟨n⟩eT⟨µ⟩

é um ideal à esquerda minimal de FS⟨n⟩ com caracter χ⟨µ⟩. Se T⟨µ⟩ e T
∗
⟨µ⟩ são multita-

belas de Young de mesma forma, então eT⟨µ⟩ e eT ∗
⟨µ⟩

são conjugados em FS⟨n⟩ por algum

elemento ⟨σ⟩ ∈ FS⟨n⟩. Além disso, ⟨σ⟩eT⟨µ⟩⟨σ⟩−1 = e⟨σ⟩T⟨µ⟩.

Demonstração. Como e2Tµi
= aieTµi

, para algum inteiro não nulo ai, onde i = 1, 2, 3, 4,

segue que

e2T⟨µ⟩
= (eTµ1

⊗ eTµ2
⊗ eTµ3

⊗ eTµ4
)× (eTµ1

⊗ eTµ2
⊗ eTµ3

⊗ eTµ4
)

= e2Tµ1
⊗ e2Tµ2

⊗ e2Tµ3
⊗ e2Tµ4

= (a1a2a3a4)eTµ1
⊗ eTµ2

⊗ eTµ3
⊗ eTµ4

,

o que mostra que eT⟨µ⟩ é um elemento idempotente essencial da álgebra FS⟨n⟩. Para

cada i = 1, 2, 3, 4, seja Mi = FSni
eTµi

o FSni
-módulo à esquerda gerado pelo elemento

idempotente minimal essencial eTµi
. Pela Proposição 2.14, Mi é irredutível. Considere

M = FS⟨n⟩eT⟨µ⟩ = M1 ⊗ M2 ⊗ M3 ⊗ M4 o FS⟨n⟩-módulo à esquerda gerado pelo

elemento idempotente essencial eT⟨µ⟩ . Pelo Teorema 1.11.3 em [52], segue que M é

irredutível. A segunda parte do lema segue também aplicando a Proposição 2.14 e

utilizando novamente as propriedades do produto tensorial de álgebras. □

Sobre os elementos idempotentes minimais, vale também o seguinte resultado,

que é uma adaptação do Lema 2.4.1 de [24].
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Lema 3.27 Seja M um S⟨n⟩-módulo irredutível à esquerda com caracter χ(M) = χ⟨µ⟩,

⟨µ⟩ ⊢ ⟨n⟩. Então, M pode ser gerado como um S⟨n⟩-módulo por um elemento da forma

eT⟨µ⟩f para algum f ∈M e para alguma tabela de Young T⟨µ⟩ de forma ⟨µ⟩. Além disso,

para toda tabela de Young T ∗
⟨µ⟩ de forma ⟨µ⟩, existe f ′ ∈M tal que M = FS⟨n⟩eT ∗

⟨µ⟩
f ′.

Demonstração. Pelo Teorema de Maschke, podemos escrever

FS⟨n⟩ =
⊕

⟨µ⟩⊢⟨n⟩
T⟨µ⟩ standard

FS⟨n⟩eT⟨µ⟩ .

Desde que M = FS⟨n⟩M ̸= {0}, existem uma multipartição ⟨µ⟩ de ⟨n⟩, T⟨µ⟩ uma

multitabela standard e um elemento f ∈ M tais que 0 ̸= FS⟨n⟩eT⟨µ⟩f ⊆ M . Como

M é irredutível, segue que M = FS⟨n⟩eT⟨µ⟩f . A segunda parte do lema segue também

aplicando o Lema 2.16 e utilizando novamente as propriedades do produto tensorial de

álgebras. □

De�nimos P⟨n⟩ o espaço dos #-polinômios multilineares nos quais as primeiras

n1 variáveis são pares simétricas de grau 0, as próximas n2 variáveis são pares antis-

simétricas de grau 0, as próximas n3 variáveis são ímpares simétricas de grau 1 e as

próximas n4 variáveis são ímpares antissimétricas de grau 1. Note que o espaço P⟨n⟩ é

homogêneo em relação à Z2-graduação de F = F ⟨X|Z2,#⟩. Mais especi�camente, se

n3 + n4 é par, então P⟨n⟩ ⊆ F0 e, se n3 + n4 é ímpar, então P⟨n⟩ ⊆ F1.

Usando argumentos semelhantes dados na prova da Equação 3.1, obtemos o iso-

mor�smo

P grs
n

∼=
⊕
⟨n⟩

(
n

⟨n⟩

)
P⟨n⟩, (3.3)

onde
(

n
⟨n⟩

)
=
(

n
n1,n2,n3,n4

)
é o coe�ciente multinomial.

Diante do fato de que um T#
2 -ideal é invariante em relação a qualquer uma subs-

tituição de indeterminadas por indeterminadas do mesmo tipo (y′0s por y′0s, y
′
1s por

y′1s, z
′
0s por z

′
0s e z

′
1s por z

′
1s), que é um endomor�smo graduado da superálgebra livre

F ⟨X|Z2,#⟩, o estudo das #-superidentidades polinomiais multilineares pode ser sim-

pli�cado ao considerarmos as #-superidentidades multilineares pertencentes ao subes-

paço Id#2 (A))∩ P⟨n⟩ ⊂ P⟨n⟩. Com isso, de�nimos o quociente P⟨n⟩(A) =
P⟨n⟩

P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)



Capítulo 3. Superálgebra com Superinvolução e Superidentidades. 46

e c⟨n⟩(A) = dimF P⟨n⟩(A). Segue de (3.3) e dessas considerações acima que

cgrsn (A) =
∑

n1+···+n4=n

(
n

n1, n2, n3, n4

)
c⟨n⟩(A). (3.4)

De acordo com o Teorema 2.48, Regev mostrou que, se A é uma PI-álgebra ordi-

nária, então a sequência de codimensões de A (cn(A))n≥1 é exponencialmente limitada,

ou seja, existe um número real d ≥ 1 tal que, para todo n ≥ 1,

cn(A) ≤ dn. (3.5)

Lema 3.28 Seja A uma #-superálgebra. Então, para qualquer n ≥ 1, temos

cgrsn (A) ≤ 4ncn(A).

Demonstração. Seja {f1(x1, · · · , xn), · · · , fk(x1, · · · , xn)} uma base do espaço Pn mó-

dulo Pn ∩ Id(A), k = cn(A). Então, para todo σ ∈ Sn, podemos escrever os monômios

do Pn

xσ(1) · · ·xσ(n) ≡
k∑

i=1

αi,σfi(x1, · · · , xn)

módulo Pn∩Id(A). Agora, considere a seguinte notação. Dada uma indeterminada xi,

i ∈ {1, · · · , n}, vamos fazer a substituição xi = wi por uma indeterminada no conjunto

Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪ Z1, onde wi ∈ {y0,i, z0,i, y1,i, z1,i} para todos i = 1, · · · , n, de todas as

formas possíveis. Assim,

wσ(1) · · ·wσ(n) ≡
k∑

i=1

αi,σfi(w1, · · · , wn)

módulo Id#2 (A), uma vez que Id(A) ⊆ Id#2 (A). Com isso, o conjunto

{fi(w1, · · · , wn); wj ∈ {y0,j, z0,j, y1,j, z1,j}, 1 ≤ i ≤ k 1 ≤ j ≤ n}

gera o espaço P grs
n módulo Id#2 (A) e, portanto,

cgrsn (A) ≤ 4ncn(A),



Capítulo 3. Superálgebra com Superinvolução e Superidentidades. 47

como queríamos. □

Assim, do Lema 3.28 e de (3.5), o próximo corolário é imediato.

Corolário 3.29 Seja A uma #-superálgebra. Se A é uma PI-álgebra, então sua

sequência de #-codimensões graduadas (cgrsn (A))n≥1 é exponencialmente limitada, isto

é, existe um número real d̂ satisfazendo para todo n ≥ 1

cgrsn (A) ≤ (d̂)n.

Demonstração. Considere d ≥ 1 dado em (3.5). Disso e do Lema 3.28, segue que

cgrsn (A) ≤ 4ncn(A) ≤ 4ndn = (4d)n = (d̂)n,

onde d̂ = 4d. □

Note que P⟨n⟩ possui uma estrutura natural de S⟨n⟩-módulo à esquerda, de�nindo

a seguinte ação de S⟨n⟩ em P⟨n⟩: dados f ∈ P⟨n⟩ e ⟨σ⟩ = (σ1, σ2, σ3, σ4) ∈ S⟨n⟩, tem-se

⟨σ⟩f = (σ1, σ2, σ3, σ4)f(y0,1, · · · , y0,n1 , z0,1, · · · , z0,n2 , y1,1, · · · , y1,n3 , z1,1, · · · , z1,n4)

= f(y0,σ1(1), · · · , y0,σ1(n1), z0,σ2(1), · · · , z0,σ2(n2), y1,σ3(1), · · · , y1,σ3(n3), z1,σ4(1), · · · , z1,σ4(n4)).

Como T#
2 -ideais de #-superidentidades são invariantes sob a ação dada, temos

que P⟨n⟩∩Id#2 (A) é um S⟨n⟩-módulo à esquerda de P⟨n⟩. Podemos, assim, induzir no quo-

ciente P⟨n⟩(A) uma estrutura de S⟨n⟩-módulo à esquerda. Não é difícil ver que P⟨n⟩(A)

também é um espaço homogêneo com respeito a Z2-graduação da #-superálgebra re-

lativamente livre e que P⟨n⟩(A) tem o mesmo grau homogêneo que P⟨n⟩. Considere a

decomposição do caracter χ⟨n⟩(A) de P⟨n⟩(A) (o n-ésimo #-cocaracter graduado de A

ou, simplesmente, #-cocaracter)

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩,

onde m⟨λ⟩ é a correspondente multiplicidade associada ao S⟨n⟩-caracter irredutível χ⟨λ⟩.
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Proposição 3.30 Sejam F um corpo de característica zero, A uma #-superálgebra

e χ⟨n⟩(A) o seu n-ésimo #-cocaracter. Se A é uma PI-álgebra, então a multiplici-

dade m⟨µ⟩ é igual a zero, para uma multipartição ⟨µ⟩ ⊢ ⟨n⟩, se, e somente se, para

qualquer multitabela T⟨µ⟩ de forma ⟨µ⟩ e para qualquer #-superpolinômio multilinear

f = f(y0,1, · · · , y0,n1 , z0,1, · · · , z0,n2 , y1,1, · · · , y1,n3 , z1,1, · · · , z1,n4) ∈ P⟨n⟩, a álgebra A

satisfaz a #-superidentidade eT⟨µ⟩f ≡ 0.

Demonstração. Pelo Teorema de Maschke, considere J um submódulo de P⟨n⟩ tal

que P⟨n⟩ = (P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)) ⊕ J . Pelo 2◦ Teorema dos Isomor�smos, J é isomorfo a

P⟨n⟩(A) e, portanto, χJ = χ⟨n⟩(A). Se m⟨µ⟩ = 0, não existe nenhum submódulo de J

isomorfo a FS⟨n⟩eT⟨µ⟩ , para qualquer multitabela T⟨µ⟩ de forma ⟨µ⟩, uma vez que, pelo

Lema 3.26, o módulo à esquerda FS⟨n⟩eT⟨µ⟩ é irredutível. Supondo que eT⟨µ⟩ · h ̸= 0

para algum h ∈ J , considere a aplicação φ : FS⟨n⟩eT⟨µ⟩ → FS⟨n⟩eT⟨µ⟩ · h dada por

φ(α) = α · h. Note que φ é um isomor�smo de S⟨n⟩-módulos, o que é um absurdo,

pois FS⟨n⟩eT⟨µ⟩ · h ⊂ J . Necessariamente, eT⟨µ⟩ · h = 0 para todo h ∈ J . Lembrando

que P⟨n⟩ = (P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)) ⊕ J , todo elemento f ∈ P⟨n⟩ pode ser decomposto como

f = g + h, onde g ∈ P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A) e h ∈ J , de tal modo que

eT⟨µ⟩f = eT⟨µ⟩g + eT⟨µ⟩h = eT⟨µ⟩g ∈ P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A).

Portanto, eT⟨µ⟩f ∈ Id#2 (A) para todo f ∈ P⟨n⟩. Reciprocamente, suponha que m⟨µ⟩ ̸= 0.

Então, J possui um submódulo minimal M satisfazendo χ(M) = χ⟨µ⟩. Pelo Lema

3.27, existe f ∈ M tal que M = FS⟨n⟩eT⟨µ⟩f para alguma multitabela T⟨µ⟩ associada

à partição ⟨µ⟩. Em vista de M ̸= 0, segue que eT⟨µ⟩f ̸= 0 e, consequentemente,

eT⟨µ⟩f /∈ (P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)) ∩ J = {0}. Como eT⟨µ⟩f ∈ J , segue que eT⟨µ⟩f /∈ Id#2 (A), o

que conclui a demonstração. □

Finalizamos este capítulo fazendo uma observação importante que será utilizada

na demonstração do Teorema do Gancho para #-superálgebras. Seja m um inteiro

positivo. Considere uma partição quadrada ν = (mm) ⊢ m2 com Tν sua respectiva

tabela Standard. Para �ns de simplicidade, vamos adotar as seguintes notações para

a próxima observação. Denotaremos S = FS1 ⊗ · · · ⊗ FSm2 ⊗ · · · ⊗ FS1, onde S1 é o

grupo trivial, e ẽTν = Id1 ⊗ · · · ⊗ eTν ⊗ · · · ⊗ Id4 ∈ FS, onde Idi ∈ FS1.
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Observação 3.31 Considere M o S-módulo gerado pelo elemento ẽTν . Então, pelo

Teorema 1.11.3 de [52], M é um S-módulo irredutível. Além disso, se w ∈ P⟨t⟩, onde

⟨t⟩ = (t1, t2, t3, t4) com t = t1 + t2 + t3 + t4, com ti0 ≥ m2 para algum i0 ∈ {1, 2, 3, 4},

é um monômio tal que ẽTνw ̸≡ 0 em A, então o S-módulo M0, contido em P⟨t⟩, gerado

pelo elemento ẽTνw é irredutível. Com efeito, note que M0 = Mw. Seja 0 ̸= N0 ⊆ M0

um S-submódulo de M0. Temos que N0 = Nw, com 0 ̸= N ⊆ M um S-submódulo de

M . Como M é irredutível, temos que N =M , mostrando que N0 =M0.



Capítulo 4

Principais Resultados

Neste capítulo, demonstraremos os Teoremas do Gancho e da Faixa para su-

perálgebras com superinvolução. Como uma consequência do Teorema do Gancho,

provaremos o análogo do Teorema de Amitsur para superálgebras com superinvolução.

Assumimos aqui que todas as álgebras consideradas são álgebras associativas

sobre um corpo F de característica zero com uma superinvolução #.

4.1 Teorema do Gancho para #-superálgebra

Destacamos dois pontos cruciais na demonstração do Teorema do Gancho para

superálgebras com uma superinvolução quando a comparamos com a prova do teorema

clássico, o caso ordinário. Primeiro ponto, talvez o mais importante, seja renomear

as indeterminadas de um monômio especí�co (veja (4.3)) e, quando avaliado na álge-

bra, saber em que componente cada palavra se encontra (veja (4.1)) para, após isso,

controlar o grau em relação ao número de indeterminadas, em um certo sentido, do

monômio obtido (veja (4.4)). No caso clássico, não há essas di�culdades, uma vez

que todo reagrupamento de indeterminadas, quando avaliado na álgebra, não produz

a preocupação de saber em que componente homogênea se encontra. Segundo ponto,

determinar um FSm2-módulo irredutível associado a uma partição quadrada de m2 e

obter, assim, uma relação com o seu grau e com um termo da sequência de codimensões

(veja (4.6)).

A seguir, formularemos uma proposição que foi chave principal para contornar
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essas di�culdades. Antes, vamos �xar algumas notações. Dados os conjuntos Y0 =

{y0,1, y0,2, · · · }, Z0 = {z0,1, z0,2, · · · }, Y1 = {y1,1, y1,2, · · · }, Z1 = {z1,1, z1,2, · · · } de inde-

terminadas pares simétricas, pares antissimétricas, ímpares simétricas e ímpares antissi-

métricas, respectivamente, considere os conjuntos �nitos: Y0,t1 = {y0,1, y0,2, · · · , y0,t1} ⊂

Y0, Z0,t2 = {z0,1, z0,2, · · · , z0,t2} ⊂ Z0, Y1,t3 = {y1,1, y1,2, · · · , y1,t3} ⊂ Y1, Z1,t4 =

{z1,1, z1,2, · · · , z1,t4} ⊂ Z1, para quaisquer inteiros t1, t2, t3, t4 > 0. Denotaremos um

polinômio

f(y0,1, · · · , y0,t1 , · · · , z1,1, · · · , z1,t4) ∈ P⟨t⟩,

onde t = t1+t2+t3+t4 e ⟨t⟩ = (t1, t2, t3, t4), simplesmente por f(Y0,t1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4) ∈

P⟨t⟩. Além disso, escreveremos P⟨t⟩(R0,t1 , L0,t2 , R1,t3 , L1,t4) para signi�car o espaço ve-

torial dos #-polinômios gerado pelos #-monômios multilineares nas indeterminadas

R0,t1 ⊆ Y0, L0,t2 ⊆ Z0, R1,t3 ⊆ Y1 e L1,t4 ⊆ Z1, onde R0,t1 possui t1 indeterminadas

pares simétricas, L0,t2 tem t2 indeterminadas pares antissimétricas, R1,t3 possui t3 inde-

terminadas ímpares simétricas e L1,t4 tem t4 indeterminadas ímpares antissimétricas.

Enfatizamos que os elementos desses conjuntos de�nidos não são necessariamente as

primeiras indeterminadas de cada componente homogênea. Por exemplo, o conjunto

R1,t3 possui t3 indeterminadas ímpares simétricas, mas não necessariamente as t3 pri-

meiras indeterminadas do conjunto Y1.

Utilizaremos propriedades do produto tensorial de álgebras e de espaços vetori-

ais nas demonstrações dos resultados que seguem. O leitor pode consultar [10] para

relembrá-las.

Proposição 4.1 Sejam A uma #-superálgebra, n1, n2, n3, n4,m inteiros positivos e

i0 ∈ {1, 2, 3, 4} com ni0 ≥ m2. Considere Q = {q1, q2, · · · , qm2} ⊆ {1, 2, · · · , ni0}, com

|Q| = m2. Seja

ρ = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ ρ4 ∈ FSn1 ⊗ · · · ⊗ FSQ ⊗ · · · ⊗ FSn4

tal que ρ(f) ̸≡ 0 em A, onde f = f(Y0,n1 ,Z0,n2 ,Y1,n3 ,Z1,n4) ∈ P⟨n⟩ é um polinômio

multilinear, ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4), ρi0 ∈ FSQ e ρj ∈ FSnj
para todos j ̸= i0. Então,

existem inteiros t1, t2, t3, t4 ≥ 0 e um monômio w ∈ P⟨t⟩(Y0,t1 , · · · , Xti0
, · · · ,Z1,t4),

com t = t1 + t2 + t3 + t4 e Xti0
= {yγ,q1 , · · · , yγ,qm2 , ŷγ,m2+1, · · · , ŷγ,ti0} ⊂ Yγ tal que
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{ŷγ,m2+1, · · · , ŷγ,ti0} ⊆ Yγ,ti0
\ {yγ,q1 , · · · , yγ,qm2} com γ = 0 se i0 = 1 e γ = 1 se i0 = 3,

ou Xti0
= {zγ,q1 , · · · , zγ,qm2 , ẑγ,m2+1, · · · , ẑγ,ti0} ⊂ Zγ tal que {ẑγ,m2+1, · · · , ẑγ,ti0} ⊆

Zγ,ti0
\ {zγ,q1 , · · · , zγ,qm2} com γ = 0 se i0 = 2 e γ = 1 se i0 = 4, tais que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4)w ̸≡ 0

em A com ti0 ≥ m2 e m2 ≤ t ≤ 2m2 + 1.

Demonstração: Como

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4) · (ρ1 ⊗ · · · ⊗ Idi0 ⊗ · · · ⊗ ρ4)f = ρ(f) ̸≡ 0

em A, necessariamente,

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4)f̃ ̸≡ 0

em A, onde f̃ = (ρ1⊗· · ·⊗Idi0⊗· · ·⊗ρ4)f é um polinômio multilinear em P⟨n⟩. Assim,

existe um monômio g de f̃ tal que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4)g ̸≡ 0

em A. Vamos renomear as variáveis de g adequadamente. Sem perda de generalidade,

podemos assumir i0 = 1. Por hipótese, n1 ≥ m2. Escrevemos g da seguinte forma:

g = w0y0,q1w1y0,q2 · · ·wk−1y0,qkwk,

onde k = m2, {q1, · · · , qk} ⊆ {1, · · · , n1} e w0, w1, · · · , wk são monômios multilinea-

res nas indeterminadas pertencentes aos conjuntos Z0,n2 ou Y1,n3 ou Z1,n4 ou Y0,n1 \

{y0,q1 , · · · , y0,qk}. Como A = A0 ⊕ A1 e AiAj ⊂ Ai+j, para i, j ∈ {0, 1}, quando avali-

amos as indeterminadas de um monômio wp nos elementos de A+
0 ∪ A−

0 ∪ A+
1 ∪ A−

1 e

analisamos o seu grau homogêneo, vamos obter uma avaliação ŵp de wp tal que ŵp ∈ A0

ou ŵp ∈ A1, para todo p = 0, 1, · · · , k. Logo, de�nindo deg ŵp = γp, com γp = 0 ou 1,

podemos decompor ŵp em ŵp = û
γp
p + v̂

γp
p , onde ûγpp ∈ A+

γp e v̂γpp ∈ A−
γp são as partes

simétrica e antissimétrica de ŵp, respectivamente. Substituindo em g os monômios não



Capítulo 4. Principais Resultados. 53

vazios wp por y
γp
p +z

γp
p , onde y0p ∈ Y0,n1 \{y0,q1 , · · · , y0,qk} ou y1p ∈ Y1,k+1 e z

γp
p ∈ Zγp,k+1,

com γp = 0 ou 1, obtemos um novo polinômio g̃ da forma

g̃ = (yγ00 + zγ00 )y0,q1 · · · (y
γk−1

k−1 + z
γk−1

k−1 )y0,qk(y
γk
k + zγkk ). (4.1)

Denotamos uγpp =
wp + w#

p

2
e vγpp =

wp − w#
p

2
os polinômios Z2-homogêneos de grau γp

que dependem das mesmas indeterminadas que wp. Temos que (uγpp )# = u
γp
p , (vγpp )# =

−vγpp e wp = u
γp
p +v

γp
p . Fica claro que o monômio g é obtido de g̃ por substituição yγpp =

u
γp
p e zγpp = v

γp
p em F ⟨Y, Z⟩. Destacamos que essa substituição é um endomor�smo

graduado e #-invariante. Como g é obtido de g̃ por substituições adequadas das

indeterminadas que são diferentes das pertencentes ao conjunto {y0,q1 · · · , y0,qm2}, no

qual age ρ1, então o polinômio (ρ1⊗ Id2⊗ Id3⊗ Id4)g também é obtido de (ρ1⊗ Id2⊗

Id3 ⊗ Id4)g̃ pelas mesmas substituições. Desde que

(ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)g ̸= 0

em A e, como observado, g é obtido de g̃ por substituições adequadas, temos que

(ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)g̃ ̸= 0

em A. Como g̃ é um polinômio multilinear que é soma de monômios de grau no mínimo

m2 e no máximo 2m2+1, aplicando a distributividade, necessariamente, existem inteiros

t1, t2, t3, t4 ≥ 0 e ummonômio w = w(Xt1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4) ∈ P⟨t⟩(Xt1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4),

com t = t1 + t2 + t3 + t4 e Xt1 = {y0,q1 , · · · , y0,qm2 , ŷ0,m2+1, · · · , ŷ0,t1} ⊂ Y0 tal que

{ŷ0,m2+1, · · · , ŷ0,t1} ⊆ Y0,t1 \ {y0,q1 , · · · , y0,qm2}, tais que m2 ≤ t ≤ 2m2 + 1 e

(ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)w ̸= 0

em A, o que prova a proposição para este caso, bastando escolher um dos monômios de

g̃ com indeterminadas possivelmente renomeadas. Os casos i0 = 2, 3 e 4 são provados

de maneira análoga. □

Observação 4.2 Na demonstração anterior, o elemento ρ ∈ FSn1 ⊗ · · · ⊗ FSQ ⊗

· · · ⊗ FSn4, onde Q = {q1, q2, · · · , qm2} ⊆ {1, 2, · · · , ni0}, com i0 ∈ {1, 2, 3, 4}, age nas
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n1, · · · ,m2, · · · , n4 indeterminadas do polinômio f ∈ P⟨n⟩ com índices

{1, · · · , n1; · · · ; q1, · · · , qm2 ; · · · ; 1, · · · , n4},

respectivamente, e �xa as demais.

Exemplo 4.3 Sejam m2 = 22, n = 13, n1 = 3, n2 = 7, n3 = 1, n4 = 2 e

f = y0,1z0,1y0,2z0,2z0,3y0,3z0,4z0,5z0,6z0,7y1,1z1,1z1,2

−z0,2y0,2y0,1z0,4y0,3z0,1z0,6z0,3z1,1z0,7z1,2y1,1z0,5 ∈ P⟨n⟩.

Vamos determinar quem é o monômio dado na Proposição 4.1. Vamos considerar que

estamos no 2º caso, ou seja, quando i0 = 2 e n2 = 7 ≥ 22 = m2,m = 2 eQ = {2, 3, 4, 6}.

Seja, por exemplo, ρ ∈ S3 ⊗ SQ ⊗ S1 ⊗ S2 o elemento

ρ = (123)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (12).

Então, ρi0 = ρ2 = (236) age nas indeterminadas {z0,2, z0,3, z0,4, z0,6}. Suponha que

ρ(f) ̸= 0 em A. Logo, (colocamos as indeterminadas {z0,2, z0,3, z0,4, z0,6} em negrito

apenas para destaque)

ρ(f) = [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)] · [(123)⊗ (1)⊗ (1)⊗ (12)]f︸ ︷︷ ︸
f̃

= [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)]f̃

= [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)] (y0,2z0,1y0,3z0,2z0,3y0,1z0,4z0,5z0,6z0,7y1,1z1,2z1,1

−z0,2y0,3y0,2z0,4y0,1z0,1z0,6z0,3z1,2z0,7z1,1y1,1z0,5) ̸= 0

em A. Então, para um dos monômios

u1 = y0,2z0,1y0,3z0,2z0,3y0,1z0,4z0,5z0,6z0,7y1,1z1,2z1,1

ou

u2 = z0,2y0,3y0,2z0,4y0,1z0,1z0,6z0,3z1,2z0,7z1,1y1,1z0,5
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do polinômio f̃ , temos que [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)]u1 ̸= 0 em A ou [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗

(1)]u2 ̸= 0 em A. Suponhamos, por exemplo, que [(1) ⊗ (236) ⊗ (1) ⊗ (1)]u1 ̸= 0 em

A. Logo, considerando a mesma notação da Proposição 4.1, temos que g = u1. Agora,

seja a seguinte renomeação de g:

g = w0z0,2w1z0,3w2z0,4w3z0,6w4,

onde w0 = y0,2z0,1y0,3 ∈ F0, w1 = (palavra vazia), w2 = y0,1 ∈ F0, w3 = z0,5 ∈

F0, w4 = z0,7y1,1z1,2z1,1 ∈ F1 (os monômios wp, com p = 0, 1, 2, 3, 4, têm os graus

respectivos na Z2-graduação da #-superálgebra livre F = F0 ⊕F1).

Decompondo cada palavra não vazia wp, para 0 ≤ p ≤ 22, em sua parte simétrica

e antissimétrica e, em seguida, substituindo-as por novas indeterminadas, obtemos um

polinômio multilinear g̃ formado por monômios de grau 8 (o grau é no mínimo 22 e no

máximo 9 = 2(22) + 1). Segue daí que

g̃ = (y00 + z00)z0,2z0,3(y
0
2 + z02)z0,4(y

0
3 + z03)z0,6(y

1
4 + z14),

e do fato de

h = [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)]g ̸= 0

em A, que

h̃ = [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)]g̃ ̸= 0

em A também. Caso contrário (h̃ = 0 em A), vamos obter que h = 0 em A, pois h é

obtido de h̃ pela seguinte substituição:

y00 =
y0,2z0,1y0,3 + y0,3z0,1y0,2

2
, z00 =

y0,2z0,1y0,3 − y0,3z0,1y0,2
2

,

y14 =
z0,7y1,1z1,2z1,1 + z1,1z1,2y1,1z0,7

2
, z14 =

z0,7y1,1z1,2z1,1 − z1,1z1,2y1,1z0,7
2

,

y02 = y0,1, z
0
2 = 0, y03 = 0, z03 = z0,5,
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uma vez que

w#
0 = (y0,2z0,1y0,3)

# = −(y0,3)
#(z0,1)

#(y0,2)
# = −(y0,3)(−z0,1)(y0,2) = y0,3z0,1y0,2,

w#
2 = (y0,1)

# = y0,1, w#
3 = (z0,5)

# = −z0,5

e

w#
4 = (z0,7y1,1z1,2z1,1)

# = −(z1,1)
#(z1,2)

#(y1,1)
#(z0,7)

#

= −(−z1,1)(−z1,2)(y1,1)(−z0,7) = z1,1z1,2y1,1z0,7.

Do fato de h̃ = [(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)]g̃ ̸= 0 em A, segue que para um dos monômios

w de g̃ também temos h̃ = [(1) ⊗ (236) ⊗ (1) ⊗ (1)]w ̸= 0 em A. Vamos assumir, por

exemplo, que

w = y00z0,2z0,3y
0
2z0,4z

0
3z0,6y

1
4 = y0,1z0,2z0,3y0,2z0,4z0,1z0,6y1,1 ∈ P(2,5,1,0)(Y0,2, X2,Y1,1,Z1,0),

assumindo que y10 = y0,1, y02 = y0,2, z03 = z0,1 /∈ {z0,2, z0,3, z0,4, z0,6} e y14 = y1,1.

Aqui, nas notações da Proposição 4.1, temos que Y0,2 = {y0,1,y0,2}, Y1,1 = {y1,1},

X2 = {z0,2, z0,3, z0,4, z0,6, z0,1} (ρ2 = (236) age nas indeterminadas {z0,2, z0,3, z0,4, z0,6}),

Z1,0 = ∅ (conjunto vazio), t1 = |Y0,2| = 2, t2 = |X2| = 5, t3 = |Y1,1| = 1 e t4 = |Z1,0| =

0, t = t1 + t2 + t3 + t4 = 8 (22 = 4 ≤ 8 ≤ 2(2)2 + 1, m = 2, t = 8). E, para o monômio

w, temos que

[(1)⊗ (236)⊗ (1)⊗ (1)]w ̸= 0

em A, como a�rma a Proposição 4.1.

A seguir, apresentamos a prova do Teorema A, mencionado na introdução deste

trabalho. Antes, escreveremos λ ∈ H(d, l) para alguns inteiros d, l ≥ 0 se o diagrama

de Young Dλ correspondente está contido em H(d, l), e denotaremos Dλ ⊆ H(d, l).

Teorema 4.4 (Teorema do Gancho para #-superálgebras) Sejam F um corpo de ca-

racterística zero e A uma superálgebra sobre F com uma superinvolução #. Se A é
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uma PI-álgebra, então existem inteiros di, li ≥ 1, com i = 1, 2, 3, 4, tais que o n-

ésimo #-cocaracter graduado, χ⟨n⟩(A), está contido em um gancho quádruplo H4(n) =

(H(d1, l1), H(d2, l2), H(d3, l3), H(d4, l4)), isto é,

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Demonstração. Sendo A uma PI-álgebra, pelo Corolário 3.29, existe d̂ ≥ 1 tal que

cgrsn (A) ≤ (d̂)n para todo n ≥ 1. Considerando q = (d̂)3 e m um inteiro tal que

e2q + 1 ≤ m ≤ e2q + 2, onde e denota a base do logaritmo natural, vamos provar que,

para qualquer n ≥ 1, o n-ésimo #-cocaracter graduado de A está contido no gancho

quádruplo quadrado (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)). Suponha, por absurdo,

que existe n ≥ 1 tal que

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ (4.2)

e m⟨µ⟩ ̸= 0 para alguma multipartição ⟨µ⟩ /∈ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)).

Pelo fato de ⟨µ⟩ = (µ1, µ2, µ3, µ4) /∈ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), pelo

menos um dos µ′
is não pertence a H(m,m). Digamos Dµi0

⊈ H(m,m), onde i0 ∈

{1, 2, 3, 4}. Desse modo, Dµi0
contém o diagrama quadrado Dνi0

, onde νi0 = (mm) ⊢

m2. Temos que µi0 ≥ νi0 . Sendo m⟨µ⟩ ̸= 0 e A uma PI-álgebra, segue da Proposição

3.30 que existe uma multitabela T⟨µ⟩, com ⟨µ⟩ ⊢ ⟨n⟩, e um polinômio não nulo f ∈ P⟨n⟩

tais que eT⟨µ⟩f /∈ Id#2 (A). Como

eT⟨µ⟩f = (eTµ1
⊗ eTµ2

⊗ eTµ3
⊗ eTµ4

)f /∈ Id#2 (A),

existe um monômio multilinear m1 = m1(Y0,n1 ,Z0,n2 ,Y1,n3 ,Z1,n4) ∈ P⟨n⟩ tal que

eT⟨µ⟩m1 /∈ Id#2 (A).

Agora, considere uma quádrupla de permutações ⟨σ⟩i0 = (Id1, · · · , σi0 , · · · , Id4) ∈

Sn1×· · ·×Sni0
×· · ·×Sn4 (σi0 ∈ Sni0

) tal que a tabela ⟨σ⟩i0T⟨µ⟩ tem as entradas de 1 am2

nas posições do diagrama quadrado Dνi0
. Então, o elemento e⟨σ⟩i0T⟨µ⟩ = ⟨σ⟩i0eT⟨µ⟩⟨σ⟩

−1
i0
,

onde ⟨σ⟩−1
i0

= (Id1, · · · , σ−1
i0
, · · · , Id4). Logo,

⟨σ⟩−1
i0
e⟨σ⟩i0T⟨µ⟩⟨σ⟩i0m1 = eT⟨µ⟩m1 /∈ Id#2 (A).
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Chamando m′ = ⟨σ⟩i0m1, temos que ⟨σ⟩−1
i0
e⟨σ⟩i0T⟨µ⟩m

′ /∈ Id#2 (A) e, portanto, tam-

bém e⟨σ⟩i0T⟨µ⟩m
′ /∈ Id#2 (A). Denotamos por Tνi0 uma tabela standard do diagrama

Dνi0
. Usando o fato de que Dµi0

⊇ Dνi0
e que, na multitabela T̃⟨µ⟩ = ⟨σ⟩i0T⟨µ⟩ =

(Tµ1 , · · · , σi0Tµi0
, · · · , Tµ4), a tabela σi0Tµi0

contém os números 1, 2, · · · ,m2 (as entra-

das da tabela Tνi0 ), pelo Lema 2.52, existem a, b ∈ FSni0
tais que

eσi0
Tµi0

= aeTνi0
b.

Desse modo,

eT̃⟨µ⟩
m′ = (eTµ1

⊗ · · · ⊗ eσi0
Tνi0

⊗ · · · eTµ4
)m′

= (Id1 ⊗ · · · ⊗ a⊗ · · · ⊗ Id4)(eTµ1
⊗ · · · ⊗ eTνi0

⊗ · · · ⊗ eTµ4
)(Id1 ⊗ · · · ⊗ b⊗ · · · ⊗ Id4)m

′

não pertence a Id#2 (A) e, assim, (eTµ1
⊗ · · · ⊗ eTνi0

⊗ · · · ⊗ eTµ4
)f1 /∈ Id#2 (A), onde f1 =

(Id1⊗· · ·⊗ b⊗· · ·⊗Id4)m′ ∈ P⟨n⟩. De fato, Id
#
2 (A) é um FSn1 ⊗FSn2 ⊗FSn3 ⊗FSn4-

módulo à esquerda e f̃1 = (eTµ1
⊗ · · · ⊗ eTνi0

⊗ · · · ⊗ eTµ4
)f1 ∈ Id#2 (A) implica que

eT̃⟨µ⟩
m′ = (Id1 ⊗ · · · ⊗ a⊗ · · · ⊗ Id4)f̃1 ∈ Id#2 (A),

o que não ocorre. Segue que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ eTνi0
⊗ · · · ⊗ Id4)f2 /∈ Id#2 (A), (4.3)

onde f2 = (eTµ1
⊗· · ·⊗ Idi0 ⊗· · ·⊗ eTµ4

)f1 ∈ P⟨n⟩. Pela Proposição 4.1, observando que

ni0 ≥ m2 e que o elemento eTνi0
age nas indeterminadas com índices em {1, · · · ,m2} do

tipo correspondente do polinômio f2 (as entradas da tabela Tνi0 ), podemos encontrar

inteiros t1, t2, t3, t4 > 0, com ti0 ≥ m2, t = t1 + t2 + t3 + t4 e m2 ≤ t ≤ 2m2 + 1, e um

monômio multilinear w = w(Y0,t1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4) ∈ P⟨t⟩ tais que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ eTνi0
⊗ · · · ⊗ Id4)w ̸≡ 0 (4.4)

em A. Consideremos P⟨t⟩ como um FS1⊗· · ·⊗Sm2 ⊗· · ·⊗FS1-módulo à esquerda, em

que S1 é o grupo trivial, exigindo que FS1 ⊗ · · · ⊗ Sm2 ⊗ · · · ⊗ FS1 aja nas primeiras
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t1, · · · ,m2, · · · , t4 indeterminadas correspondentes �xando as demais. Agora, seja M

o FS1 ⊗ · · · ⊗ Sm2 ⊗ · · · ⊗ FS1-submódulo de P⟨t⟩ gerado pelo elemento (Id1 ⊗ · · · ⊗

eTνi0
⊗ · · · ⊗ Id4)w. Como M + (P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A)) ⊆ P⟨t⟩, segue que

dim(P⟨t⟩) ≥ dim(M + P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A))

= dim(M) + dim(P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A))

− dim(M ∩ (P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A)).

Ora, o subespaço M ∩ (P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A)) é um FS1 ⊗ · · · ⊗ Sm2 ⊗ · · · ⊗ FS1-submódulo

de M . Conforme Observação 3.31, o módulo M é irredutível e, por (4.4), temos que

M ̸⊆ (P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A)). Logo, M ∩ (P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A)) = {0}. Portanto,

dim(P⟨t⟩) ≥ dim(M) + dim(P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A)),

o que produz

c⟨t⟩(A) = dim(P⟨t⟩)− dim(P⟨t⟩ ∩ Id#2 (A)) ≥ dim(M). (4.5)

Observamos também que M pode ser considerado como um FSm2 à esquerda natural-

mente, já que a álgebra FS1⊗· · ·⊗FSm2 ⊗· · ·⊗FS1 �xa todas as indeterminadas que

são diferentes daquelas com índices {1, · · · ,m2} do tipo correspondente. Assim, como

a dimensão de M é o produto dos graus dos caracteres irredutíveis correspondentes

(todos iguais a 1 com exceção do associado à partição quadrada νi0 = (mm) ⊢ m2) e

m2 ≥ (e2q + 1)2 ≥ e4q2, segue do Lema 2.51 que χνi0
(1) > qm

2
, o que torna (4.5) em

c⟨t⟩(A) ≥ dimM = χνi0
(1) > qm

2

. (4.6)

Desde que

cgrst (A) =
∑
⟨t̃⟩

 t

⟨t̃⟩

 c⟨t̃⟩(A) ≥ c⟨t⟩(A) > qm
2

= (d̂)3m
2

,

e m2 ≥ t− 1

2
, tem-se

cgrst (A) > (d̂)
3
2
(t−1).
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Em vista de
3

2
(t− 1) ≥ t, pois t ≥ m2 ≥ e4 ≥ 3, segue que

cgrst (A) > (d̂)t

e, assim, obtemos uma contradição, visto que cgrsn (A) ≤ (d̂)n para todo n ≥ 1.

Portanto, todas as multiplicidades m⟨µ⟩ em (4.2) devem ser iguais a zero se ⟨µ⟩ /∈

(H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), e a prova do teorema está concluída. □

Os exemplos apresentados a seguir explicitam tanto a decomposição do ⟨n⟩-ésimo

cocaracter da álgebra dada quanto a existência do gancho garantida pelo Teorema 4.4.

Exemplo 4.5 Considere G = ⟨e1, e2 | eiej = −eiej⟩F = spanF{e1, e2, e1e2} a álgebra

de Grassmann não unitária 2-gerada sobre um corpo F de característica zero (dimG =

3), com a Z2-graduação canônica G = G0 ⊕G1, em que G0 = spanF{e1e2} é o espaço

gerado pelos monômios de comprimento par e G1 = spanF{e1, e2} é o espaço gerado

pelos monômios de comprimento ímpar, e seja # a superinvolução de G de�nida por

e#i = −ei. Observamos que o ideal das relações que de�nem uma álgebra de Grassmann

é invariante em relação à superinvolução # e, portanto, # está bem de�nida. Como

charF = 0, G pode ser decomposta por

G = G+
0 ⊕G−

0 ⊕G+
1 ⊕G−

1 .

Neste caso, não é difícil ver que G+
0 = G0, G

−
0 = {0}, G+

1 = {0} e G−
1 = G1, pois, no

nosso caso, temos apenas um monômio de comprimento par e1e2 e (e1e2)# = −e#2 e
#
1 =

−(−e2)(−e1) = −e2e1 = e1e2 e dois monômios de comprimento ímpar, e1 e e2. Veja

ainda que G é uma PI-álgebra, pois é uma álgebra nilpotente de grau 3.

Agora, vamos identi�car as superidentidades multilineares com superinvolução da

álgebra G. Observe que, em G, temos apenas elementos homogêneos pares simétricos

e ímpares antissimétricos. Considere, então, os espaços multilineares P⟨n⟩ com as se-

guintes decomposições do natural n dadas por n = n1 +0+ 0+ n4, onde n1 representa

a quantidade de varáveis pares simétricas e n4 representa a quantidade de variáveis

ímpares antissimétricas. Note que, quando n ≥ 3, para qualquer decomposição de n,

temos

P⟨n⟩ ∩ Id#2 (G) = P⟨n⟩
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e, assim, a #-codimensão graduada correspondente será c⟨n⟩(G) = 0. Então, resta-nos

analisar os casos em que n = 1 e n = 2.

Para n = 1, considere a seguinte decomposição, n = 1+0+0+0, ou seja, quando

n1 = 1 e as outras variáveis não aparecem em P(1,0,0,0). Nesse caso, nenhum polinômio

em P(1,0,0,0) é identidade de G, pois P(1,0,0,0) = spanF{y0,1} e y0,1 ̸= 0 em G, uma vez

que e1e2 ∈ G+
0 e e1e2 ̸= 0. Logo, obtemos

P(1,0,0,0)(G) ∩ Id#2 (G) = {0},

e, assim, a #-codimensão graduada correspondente será c(1,0,0,0) = 1 e o n-ésimo coca-

racter graduado correspondente é

χ(1,0,0,0)(G) = χ
( ,∅,∅,∅) ∈ (H(1, 0), H(0, 0), H(0, 0), H(0, 0)).

O caso em que n = 0 + 0 + 0 + 1, ou seja, quando n4 = 1, é feito de forma análoga,

observando que P(0,0,0,1) = spanF{z1,1} e z1,1 ̸= 0 em G, já que e1 ∈ G−
1 e e1 ̸= 0.

Então,

P(1,0,0,0)(G) ∩ Id#2 (G) = {0},

e, assim, a c(0,0,0,1)(G) = 1 e

χ(0,0,0,1)(G) = χ
(∅,∅,∅, )

∈ (H(0, 0), H(0, 0), H(0, 0), H(1, 0)).

Agora, vejamos o caso em que n = 2. Temos as seguintes decomposições de n: n =

2+0+0+0, n = 1+0+0+1 e n = 0+0+0+2. Não é difícil mostrar que, nos casos n =

2+0+0+0 e n = 1+0+0+1, as correspondentes #-codimensões graduadas são nulas,

porque G satisfaz as #-superidentidades y0,1y0,2 = 0 (uma vez que G+
0 = spanF{e1e2}

e (e1e2)(e1e2) = 0 em G) e y0,1z1,1 = 0 e z1,1y0,1 = 0 (pois G−
1 = spanF{e1, e2}

e e1(e1e2) = (e1e2)e1 = e2(e1e2) = (e1e2)e2 = 0 na álgebra G). Vejamos, então,

um caso mais interessante nesse exemplo que é quando consideramos a decomposição

n = 0 + 0 + 0 + 2. Nossa a�rmação é P(0,0,0,2) ∩ Id#2 (G) = spanF{z1,1z1,2 + z1,2z1,1},

onde z1,1, z1,2 ∈ Z1 = {z1,1, z1,2, · · · }, conjunto de variáveis ímpares antissimétricas na
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superálgebra livre com superinvolução F ⟨Y ∪Z,#⟩. De fato, observe que o#-polinômio

z1,1z1,2 + z1,2z1,1

é uma #-superidentidade multilinear em G, em vista de G−
1 = spanF{e1, e2}. Seja Q os

espaço de dimensão 1 gerado por este polinômio, isto é, Q = spanF{z1,1z1,2 + z1,2z1,1}.

Temos que Q ⊆ P(0,0,0,2) ∩ Id#2 (G) e P(0,0,0,2) ∩ Id#2 (G) ⊆ P(0,0,0,2). Como dimFQ = 1,

dimFP(0,0,0,2) = 2! = 2 e, além disso, P(0,0,0,2)∩Id#2 (G) ̸= P(0,0,0,2), pois z1,1z1,2 ∈ P(0,0,0,2)

mas z1,1z1,2 /∈ Id#2 (G) (e1e2 ̸= 0 em G), segue que Q = P(0,0,0,2) ∩ Id#2 (G), o que prova

nossa a�rmação. Assim, dimFP(0,0,0,2) ∩ Id#2 (G) = 1 e c(0,0,0,2)(G) = 2− 1 = 1.

Agora, considere o correspondente n-ésimo cocaracter graduado

χ(0,0,0,2)(G) =
∑

(λ1,λ2,λ3,λ4)⊢(0,0,0,2)

m(λ1,λ2,λ3,λ4)χ(λ1,λ2,λ3,λ4). (4.7)

Veja que em (4.7) aparecem apenas duas parcelas, aquelas correspondentes às seguintes

multipartições:

(∅, ∅, ∅, ) e (∅, ∅, ∅, ).

Vamos mostrar que a multiplicidade correspondente da multipartição ⟨λ⟩ = (∅, ∅, ∅, )

é não nula. Para isso, considere a multitabela Standard

T⟨λ⟩ =

(
∅, ∅, ∅, 1

2

)
.

Temos que RT⟨λ⟩ = {(∅, ∅, ∅, Id2)} e CT⟨λ⟩ = {(∅, ∅, ∅, S2)} e, portanto,

eT⟨λ⟩ = ∅ ⊗ ∅ ⊗ ∅ ⊗ eT(1,1)
= ∅ ⊗ ∅ ⊗ ∅ ⊗

∑
σ∈RT(1,1)

τ∈CT(1,1)

(−1)τστ = ∅ ⊗ ∅ ⊗ ∅ ⊗
∑
τ∈S2

(−1)ττ.

Então,

f = f(z1,1, z1,2) := eT⟨λ⟩(z1,1z1,2) =
∑
τ∈S2

(−1)ττ(z1,1z1,2) = z1,1z1,2 − z1,2z1,1.

Note que f avaliado em G não é uma #-superidentidade, bastando escolher z1,i = ei e
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observar que f(e1, e2) = 2e1e2 ̸= 0 em G. Logo, f /∈ Id#2 (G) e, pela Proposição 3.30,

temos que a multiplicidade correspondente ao módulo irredutível gerado por f é não

nula, ou seja, m(∅,∅,∅,(1,1)) ≥ 1. Como c(0,0,0,2)(G) = 1, segue que m
(∅,∅,∅, )

= 1 e a

multiplicidade correspondente da multipartição m
(∅,∅,∅, )

é nula. E, assim, temos

que

χ(0,0,0,2)(G) = χ
(∅,∅,∅, )

.

Observamos que

χ(0,0,0,2)(G) ⊆ (H(0, 0), H(0, 0), H(0, 0), H(0, 1)).

Em geral, temos que, para todo ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4),

χ⟨n⟩(G) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩,

ondeH4(n) = (H(1, 0), H(0, 0), H(0, 0), H(0, 1)). Concluímos esse exemplo observando

também que não é difícil mostrar que todas as #-superidentidades da álgebra G são

consequências das #-superidentidades y1,1 ≡ 0, z0,1 ≡ 0, y0,1y0,2 ≡ 0, z1,1y0,1 ≡ 0,

y0,1z1,1 ≡ 0 e z1,1z1,2 + z1,2z1,1 ≡ 0, pois z1,1z1,2 ∈ F+
0 módulo z1,1z1,2 + z1,2z1,1 ≡ 0 em

G.

O exemplo a seguir é um pouco mais interessante que o anterior, pois, na decom-

posição da superálgebra dada, todas as componentes homogêneas são não triviais.

Exemplo 4.6 Seja A = M2(F ) =


 a b

c d

 ; a, b, c, d ∈ F

 a álgebra das ma-

trizes 2 × 2 sobre o corpo F e considere a Z2-graduação elementar em A, onde a

componente par A0 = spanF


 1 0

0 0

 ,

 0 0

0 1

 e a componente ímpar A1 =

spanF


 0 0

1 0

 ,

 0 1

0 0

. De�na a aplicação linear # : A→ A dada por

 a b

c d

#

=

 d −b

c a

 , a, b, c, d ∈ F.
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Em [4], no Exemplo 2, é mostrado que a aplicação # é uma superinvolução, e ela é

chamada de superinvolução transposta. Então, A pode ser decomposta da seguinte

maneira:

A = A+
0 ⊕ A−

0 ⊕ A+
1 ⊕ A−

1 ,

onde as componentes pares sãoA+
0 = spanF


 1 0

0 1

 , A−
0 = spanF


 −1 0

0 1

 ,

e as componentes ímpares sãoA+
1 = spanF


 0 0

1 0

 eA−
1 = spanF


 0 1

0 0

 .

O nosso intuito agora é identi�car as #-superidentidades multilineares de A. An-

tes disso, faremos algumas observações sobre os elementos homogêneos de A. Veja que

os elementos homogêneos de A+
0 (matrizes escalares) comutam com todos os elementos

homogêneos de A, os elementos homogêneos em A−
0 comutam entre si e anticomutam

com os elementos homogêneos de A+
1 e A−

1 e os elementos em A+
1 e A−

1 não comutam

entre si. Essas informações são importantes para descrever uma base para o quociente

P⟨n⟩(A) =
P⟨n⟩

P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)
. Note que os monômios

y1,iy1,j e z1,iz1,j, (4.8)

quando avaliados em A, são nulos, uma vez que (αE12)(βE12) = 0 e (αE21(βE21) = 0,

para todos α, β ∈ F , onde Eij é a matriz elementar 2×2. Assim, qualquer monômio em

P⟨n⟩ que contenha em sua composição esses tipos de monômios se anula em A, ou seja,

pertence ao conjunto de identidades P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A). Com isso, dado qualquer monômio

w em P⟨n⟩, uma vez que os elementos de A+
0 e A−

0 comutam ou anticomutam com os

demais elementos homogêneos simétricos ou antissimétricos, podemos escrever

w = (−1)θwy0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2w̃ + g, (4.9)

onde θw ∈ N, w̃ é um monômio nas variáveis z1,1, · · · , z1,n3 , y1,1, · · · , y1,n4 e g ∈ P⟨n⟩ ∩

Id#2 (A). Observamos que as únicas possibilidades de w̃ não conter submonômios do
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tipo (4.8) são quando w̃ apresenta uma das 5 formas a seguir.

1. w̃ = y1,i1z1,j1y1,i2z1,j2 · · · y1,isz1,js (aqui, n3 = n4 = s ≥ 1);

2. w̃ = y1,i1z1,j1y1,i2z1,j2 · · · y1,isz1,jsy1,is+1 (aqui, n4 = s ≥ 0 e n3 = s+ 1 = n4 + 1);

3. w̃ = z1,j1y1,i1z1,j2y1,i2 · · · z1,jsy1,is (aqui, n3 = n4 = s ≥ 1); (4.10)

4. w̃ = z1,j1y1,i1z1,j2y1,i2 · · · z1,jsy1,isz1,js+1 (aqui, n3 = s ≥ 0 e n4 = s+ 1 = n3 + 1);

5. w̃ é um monômio vazio (aqui, n3 = n4 = 0).

Essa observação nos faz concluir que, se |n3 − n4| > 1, então todo w̃ na decomposição

de qualquer monômio w conterá um monômio da forma (4.8) e, por conseguinte, P⟨n⟩∩

Id#2 (A) = P⟨n⟩ e, assim, c⟨n⟩(A) = dimF P⟨n⟩(A) = 0. Vamos supor, então, que |n3 −

n4| ≤ 1. Considere primeiramente n3 = n4, ou seja, a quantidade de variáveis ímpares

simétricas é igual a quantidade de variáveis ímpares antissimétricas. Assim, a partir de

agora, vamos restringir nosso estudo de #-superidentidades polinomiais, codimensão e

cocaracter correspondentes, para uma decomposição do natural n desse tipo, a saber,

⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n3). Nesse caso, fazemos a seguinte a�rmação: uma base para o

espaço quociente P⟨n⟩(A) =
P⟨n⟩

P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)
é o conjunto

β1 = {h1 = y0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2y1,1z1,1y1,2z1,2 · · · y1,n3z1,n3 ,

h2 = y0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2z1,1y1,1z1,2y1,2 · · · z1,n3y1,n3}

quando n3 = n4 ≥ 1 e

B = {ŵn1,n2 = y0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2}

quando n3 = n4 = 0 módulo P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A).

Este último caso segue diretamente da comutatividade e anticomutatividade entre

os elementos homogêneos das componentes A+
0 e A−

0 e do fato de que o monômio em

B não é uma superidentidade de A (a avaliação do monômio ŵn1,n2 por y0,1 = · · · =

y0,n1 = I2 = E11 + E22 e z0,1 = · · · = z0,n2 = E22 − E11 é igual a I2 − identidade de

ordem 2 × 2 − se n2 é par ou igual a E22 − E11 se n2 é ímpar). Assim, nesse caso

(n3 = n4 = 0 e ⟨n⟩ = (n1, n2, 0, 0)), temos c⟨n⟩(A) = 1. Usando o fato conhecido que
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eT(n)
(x1 · · ·xn) é a linearização completa do polinômio xn, onde (n) ⊢ n é a partição

que corresponde ao diagrama de Young D(n) = · · · 5 , mostra-se que

χ⟨n⟩(A) = χ((n1),(n2),∅,∅).

Agora, vamos estudar o caso n3 = n4 ≥ 1. Veja que as variáveis ímpares aparecem nos

monômios do conjunto β1 intercaladas. Note ainda que, dado qualquer monômio w

em P⟨n⟩, após a apresentação (4.9), todo monômio w̃, que possui as variáveis ímpares

intercaladas, pode ser escrito como

w̃ = y1,1z1,1y1,2z1,2 · · · y1,n3z1,n3

ou

w̃ = z1,1y1,1z1,2y1,2 · · · z1,n3y1,n3 .

Isso pode ser visto pelo seguinte fato:

y1,i1z1,j1y1,i2 = y1,i2z1,j1y1,i1 (4.11)

e

z1,k1y1,r1z1,k2 = z1,k2y1,r1z1,k1 (4.12)

módulo P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A). Com efeito, qualquer avaliação de (4.11) em A é da forma

(αE21)(βE12)(γE21) = αβγE21 = (γE21)(βE12)(αE21)

e qualquer avaliação de (4.12) em A é da forma

(αE12)(βE21)(γE12) = αβγE12 = (γE12)(βE21)(αE12).

Utilizando (4.11) e (4.12), podemos permutar módulo P⟨n⟩∩ Id#2 (A) as indeterminadas

do conjunto Y1 entre si em suas respectivas posições sem alterar as indeterminadas z1,j

e as indeterminadas do conjunto Z1 entre si em suas respectivas posições sem alterar as

indeterminadas y1,k nos monômios w̃ dos tipos 1. e 3. de (4.10) e, assim, conseguimos
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ordená-las entre si e obter a forma h1 ou h2 do conjunto β1.

Segue dessa observação e de (4.9) que o conjunto β1 gera o espaço quociente

P⟨n⟩(A) =
P⟨n⟩

P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)
. Agora, vamos mostrar que o conjunto β1 é linearmente

independente em P⟨n⟩ módulo P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A). De fato, sejam α, β ∈ F tais que

αh1 + βh2 = q,

com q ∈ P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A). Avaliando y0,i = E11 + E22 = I2, z0,j = E22 − E11, y1,t = E21 e

z1,k = E12, obtemos daí

α

 (−1)n2 0

0 1

E22 + β

 (−1)n2 0

0 1

E11 = 0,

o que produz  β(−1)n2 0

0 α

 = 0,

concluindo que α = β = 0. Portanto, β1 é linearmente independente em P⟨n⟩ módulo

P⟨n⟩∩Id#2 (A) e, consequentemente, é uma base para o espaço quociente P⟨n⟩(A). Segue

que

c⟨n⟩(A) = dimF P⟨n⟩(A) = dimF

P⟨n⟩

P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A)
= 2.

Agora, considerando o n-ésimo #-cocaracter graduado de A dado por

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩,

vamos mostrar que a multiplicidade correspondente à multipartição ⟨λ⟩ = ((n1), (n2),

(n3), (n3)) é não nula. Com efeito, considere a seguinte multitabela Standard da forma

⟨λ⟩ dada por

T(i,j,k,l) = ( 1 2 · · · i , 1 2 · · · j , 1 2 · · · k , 1 2 · · · l ),
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em que i = n1, j = n2, k = n3 e l = n3 e o elemento idempotente minimal essencial

eT(i,j,k,l)
=
∑
σ∈Sn1

σ ⊗
∑
β∈Sn2

β ⊗
∑
τ∈Sn3

τ ⊗
∑
γ∈Sn3

γ.

Então, de�nindo

f := eT(i,j,k,l)
(y0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2y1,1z1,1y1,2z1,2 · · · y1,n3z1,n3),

e escolhendo y0,p = Id2, z0,q = E22 − E11, y1,k = E21 e z1,r = E12, onde os E ′
ijs são as

matrizes elementares, obtemos

f = n1!n2!n3!n4!

 (−1)n2 0

0 1

E22 ̸= 0,

pois F é um corpo de característica zero. Ou seja, o polinômio em questão não é uma

#-superidentidade polinomial em A. Assim, pela Proposição 3.30, a multiplicidade

correspondente ao S⟨n⟩-módulo M gerado por f é não nula, como queríamos mostrar.

Agora, considere N o S⟨n⟩-módulo irredutível gerado pelo polinômio

g := eT(i,j,k,l)
(y0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2z1,1y1,1z1,2y1,2 · · · z1,n3y1,n3).

Note que os módulos N e M são isomorfos, pois estão associados à mesma multitabela

Standard de Young da forma ⟨λ⟩ = ((n1), (n2), (n3), (n3)). Ainda, de maneira análoga,

é possível mostrar que o polinômio g não é uma superidentidade em A. É fácil ver

que M ∩ N = {0}, pois FS⟨n⟩ age nas variáveis de mesmo tipo e não troca posições

de variáveis de tipos diferentes. Portanto, P⟨n⟩(A) = M ⊕ N . Visto que c⟨n⟩(A) = 2,

segue que a decomposição do #-cocaracter graduado associado ao S⟨n⟩-módulo P⟨n⟩(A)

é dado por

χ⟨n⟩(A) = 2χ((n1),(n2),(n3),(n3)).

Observamos que, para este caso, o n-ésimo #-cocaracter graduado de A, χ⟨n⟩(A), está

contido em um gancho quádruplo da forma

(H(1, 0), H(1, 0), H(1, 0), H(1, 0)). (4.13)



Capítulo 4. Principais Resultados. 69

Para �nalizar o exemplo, utilizaremos o mesmo raciocínio feito até aqui para analisar

os casos em que n3 = n4 + 1 e n4 = n3 + 1. Quando n3 = n4 + 1, observa-se que o

conjunto unitário

β2 = {h3 = y0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2y1,1z1,1y1,2z1,2 · · · y1,n4z1,n4y1,n4+1}

é uma base para o P⟨n⟩ módulo P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A) e, assim, c⟨n⟩(A) = 1. Portanto, o

cocaracter associado a P⟨n⟩(A) é dado por χ⟨n⟩(A) = χ⟨(n1),(n2),(n4+1),(n4)⟩. O mesmo

ocorre quando n4 = n3 + 1, ou seja, c⟨n⟩(A) = 1, χ⟨n⟩(A) = χ((n1),(n2),(n3),(n3+1)) e

β3 = {h4 = y0,1 · · · y0,n1z0,1 · · · z0,n2z1,1y1,1z1,2y1,2 · · · z1,n3y1,n3z1,n3+1}

é uma base para o P⟨n⟩ módulo P⟨n⟩ ∩ Id#2 (A).

Concluímos que os #-cocaracteres graduados correspondentes a essas decompo-

sições de n estão contidos no gancho quádruplo da forma (4.13).

Em suma, analisando todos os casos da decomposição de n, com ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4),

para os quais c⟨n⟩(A) ̸= 0, vimos que

� χ(n1,n2,0,0)(A) = χ((n1),(n2),∅,∅);

� χ(n1,n2,n3,n3)(A) = 2χ((n1),(n2),(n3),(n3));

� χ(n1,n2,n3,n3+1)(A) = χ((n1),(n2),(n3),(n3+1));

� χ(n1,n2,n4+1,n4)(A) = χ((n1),(n2),(n4+1),(n4)).

Em geral, temos que, para todo ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4),

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩,

onde H4(n) = (H(1, 0), H(1, 0), H(1, 0), H(1, 0)).

Para �nalizar este exemplo, note que mostramos que A satisfaz todas as #-
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superidentidades f = 0, onde f ∈ Q,

Q = {[y0,1, y0,2], [y0,1, z0,1], [y0,1, y1,1], [y0,1, z1,1], [z0,1, z0,2], y1,1y1,2, z1,1z1,2,

z0,1y1,1 + y1,1z0,1, z0,1z1,1 + z1,1z0,1, y1,1z1,1y1,2 − y1,2z1,1y1,1, z1,1y1,1z1,2 − z1,2y1,1z1,1}.

Provamos também que P grs
n = spanF{ŵn1,n2 , h1, h2, h3, h4} módulo Q e ŵn1,n2 , h1,

h2, h3, h4 não são #-superidentidades de A. Isso prova que Q é uma base de #-

superidentidades de A, ou seja, Id#2 (A) = ⟨Q⟩T#
2
.

Exemplo 4.7 Seja E = ⟨1, e1, e2, · · · | eiej = −ejei, ∀ i, j ≥ 1⟩F a álgebra de Grass-

mann unitária de dimensão in�nita sobre um corpo F de característica zero com sua

graduação canônica E = E0 ⊕ E1, onde E0 é o espaço gerado pelos monômios em e′is

de comprimento par e E1 o espaço gerado pelos monômios em e′is de comprimento

ímpar. Considere # : E → E a superinvolução dada por e#i = −ei (veja [1]). Como

charF = 0, E pode ser decomposta por E = E+
0 ⊕E−

0 ⊕E+
1 ⊕E−

1 , onde E
+
i é o espaço

formado por todos os elementos gi ∈ Ei tais que g
#
i = gi com i = 0, 1 e E−

j formado pe-

los elementos gj ∈ Ej satisfazendo g
#
j = −gj com j = 0, 1. Então, E+

0 = E0, E
−
0 = {0},

E+
1 = {0} e E−

1 = E1. Portanto, E satisfaz as #-superidentidades z0,1 = 0 e y1,1 = 0 e,

além disso, com essa estrutura, pode-se proceder de maneira análoga à demonstração

da Proposição 2 em [17] para determinar o conjunto das demais #-superidentidades de

E e descrever a decomposição do #-cocaracter. Especi�camente, prova-se que, �xado

n1 + n4 = n ≥ 1, tem-se

χ⟨n⟩(E) = χ((n1),∅,∅,(1n4 )) = χ(n1) ⊗ χ(1n4 )

que está contido no gancho quádruplo

(H(1, 0), H(0, 0), H(0, 0), H(0, 1)),

χ⟨n⟩(E) = 0 e c⟨n⟩(E) = 0 para todo ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4) com n2 ≥ 1 ou n3 ≥ 1, e

Id#2 (E) = ⟨[y0,1, y0,2], [y0,1, z1,2], z1,1z1,2 + z1,2z1,1, z0,1, y1,1⟩T#
2
.

Além do mais, c⟨n⟩(E) = 1 pela primeira parte da prova da Proposição 3 em [17].
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4.2 Teorema da Faixa para #-superálgebras

Começamos de�nindo o que seria uma identidade de Capelli dentro do nosso

contexto.

De�nição 4.8 Seja A uma superálgebra com uma superinvolução #. Dizemos que A

satisfaz a #-identidade de Capelli de posto ⟨k⟩ = (k1, k2, k3, k4), onde k = k1 + k2 +

k3 + k4, se A satisfaz a seguinte série de #-superidentidades:

Capk1(y0,1, · · · , y0,k1 ;x1, · · · , xk1+1) =
∑
σ∈Sk1

(−1)σx1y0,σ(1)x2 · · · y0,σ(k1)xk1+1 = 0,

Capk2(z0,1, · · · , z0,k2 ;x1, · · · , xk2+1) =
∑
σ∈Sk2

(−1)σx1z0,σ(1)x2 · · · z0,σ(k2)xk2+1 = 0,

Capk3(y1,1, · · · , y1,k3 ;x1, · · · , xk3+1) =
∑
σ∈Sk3

(−1)σx1y1,σ(1)x2 · · · y1,σ(k3)xk3+1 = 0

e
Capk4(z1,1, · · · , z1,k4 ;x1, · · · , xk4+1) =

∑
σ∈Sk4

(−1)σx1z1,σ(1)x2 · · · z1,σ(k4)xk4+1 = 0,

onde as indeterminadas x′is podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto (Y0∪Z0∪

Y1∪Z1)\ (Y0,k1 ∪Z0,k2 ∪Y1,k3 ∪Z1,k4) ou são substituídas por palavras vazias iguais a 1

(com abuso de notação quando a álgebra não é unitária) de todas as formas possíveis.

Nesse caso, escrevemos apenas que A satisfaz Cap#⟨k⟩ ou ainda Cap#⟨k⟩ ⊆ Id#2 (A).

Proposição 4.9 Se f ∈ F ⟨X|Z2,#⟩ é um polinômio alternado nas indeterminadas

t1, · · · , tm, todas pertencentes a apenas um dos conjuntos Y0 ou Z0 ou Y1 ou Z1, então

f =
∑

w1,··· ,wm+1

αw1,··· ,wm+1Capm(t1, · · · , tm;w1, · · · , wm+1)

é uma combinação linear de polinômios de Capelli, onde w1, · · · , wm+1 são monômios

adequados (possivelmente vazios) em F ⟨X|Z2,#⟩.

Demonstração. Segue de maneira análoga à prova da Proposição 1.5.5 encontrada

em [24]. □

O lema a seguir é uma adaptação do Lema 2.5.1 em [24] para o caso de superál-

gebras com uma superinvolução #. Segue aqui a demonstração completa. Antes disso,
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lembramos que n = n1 + n2 + n3 + n4 é a soma de quatro inteiros não negativos e

⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4).

Lema 4.10 Sejam ⟨λ⟩ = (λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)) ⊢ ⟨n⟩ uma multipartição de n, Hi um

subgrupo de CTλ(i)
para i = 1, 2, 3, 4 e M um S⟨n⟩-módulo. Se eT⟨λ⟩u ̸= 0 para algum

u ∈M , então(∑
τ1∈H1

(−1)τ1τ1,
∑
τ2∈H2

(−1)τ2τ2,
∑
τ3∈H3

(−1)τ3τ3,
∑
τ4∈H4

(−1)τ4τ4

)
eT⟨λ⟩u ̸= 0.

Demonstração. Para i = 1, 2, 3, 4, escreva CTλ(i)
= ai,1Hi ∪ ai,2Hi ∪ · · · ∪ ai,mHi, onde

ai,1 = 1 e os a′i,js são representantes das classes laterais à esquerda de Hi em CTλ(i)
.

De�na

⟨r⟩ = (r1, r2, r3, r4) =

(∑
τ1∈H1

(−1)τ1τ1,
∑
τ2∈H2

(−1)τ2τ2,
∑
τ3∈H3

(−1)τ3τ3,
∑
τ4∈H4

(−1)τ4τ4

)
.

Suponha, por contradição, que ⟨r⟩eT ⟨λ⟩u = 0. Note que, para cada i = 1, 2, 3, 4, tem-se

∑
τi∈CTλ(i)

(−1)τiτi =
∑
τi∈Hi

(−1)τiτi +
∑

τi∈ai,2Hi

(−1)τiτi + · · ·+
∑

τi∈ai,mHi

(−1)τiτi

= ri ± ai,2ri ± · · · ± ai,mri

= (1± ai,2 ± · · · ± ai,m)ri (4.14)

:= βiri,

onde βi = (1± ai,2 ± · · · ± ai,m) ∈ FSni
. Agora, da de�nição do elemento eT⟨λ⟩ , temos

que

e2T⟨λ⟩
u = (eTλ(1)

⊗ eTλ(2)
⊗ eTλ(3)

⊗ eTλ(4)
)eT⟨λ⟩u

=


 ∑

σ1∈RTλ(1)
τ1∈CTλ(1)

(−1)τ1σ1τ1

⊗ · · · ⊗

 ∑
σ4∈RTλ(4)
τ4∈CTλ(4)

(−1)τ4σ4τ4


 eT⟨λ⟩u

=
∑

⟨σ⟩∈RT⟨λ⟩
⟨τ⟩∈CT⟨λ⟩

(
[(−1)τ1σ1τ1]⊗ [(−1)τ2σ2τ2]⊗ [(−1)τ3σ3τ3]⊗ [(−1)τ4σ4τ4]

)
eT⟨λ⟩u,
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onde ⟨σ⟩ = (σ1, σ2, σ3, σ4) ∈ RT⟨λ⟩ = RTλ(1)
×RTλ(2)

×RTλ(3)
×RTλ(4)

e ⟨τ⟩ = (τ1, τ2, τ3, τ4) ∈

CT⟨λ⟩ = CTλ(1)
× CTλ(2)

× CTλ(3)
× CTλ(4)

. Assim, denotando ⟨β⟩ = (β1, β2, β3, β4) e lem-

brando da de�nição do elemento ⟨r⟩ = (r1, r2, r3, r4) e da igualdade (4.14), segue que

e2T⟨λ⟩
u =

∑
⟨σ⟩∈RT⟨λ⟩
⟨τ⟩∈CT⟨λ⟩

(
[(−1)τ1σ1τ1]⊗ [(−1)τ2σ2τ2]⊗ [(−1)τ3σ3τ3]⊗ [(−1)τ4σ4τ4]

)
eT⟨λ⟩u

=
∑

⟨σ⟩∈RT⟨λ⟩
⟨τ⟩∈CT⟨λ⟩

[(
(σ1 ⊗ · · · ⊗ σ4)((−1)τ1τ1 ⊗ · · · ⊗ (−1)τ4τ4)

)
eT⟨λ⟩u

]

=
∑

⟨σ⟩∈RT⟨λ⟩


 (σ1 ⊗ · · · ⊗ σ4)

 ∑
⟨τ⟩∈CT⟨λ⟩

(−1)τ1τ1 ⊗ · · · ⊗ (−1)τ4τ4


 eT⟨λ⟩u


=

∑
⟨σ⟩∈RT⟨λ⟩

[(
(σ1 ⊗ · · · ⊗ σ4)(β1r1 ⊗ · · · ⊗ β4r4)

)
eT⟨λ⟩u

]

=
∑

⟨σ⟩∈RT⟨λ⟩

 (σ1 ⊗ · · · ⊗ σ4)⟨β⟩ ⟨r⟩eT⟨λ⟩u︸ ︷︷ ︸
=0

 = 0.

Mas isso contradiz o fato de e2T⟨λ⟩
= γeT⟨λ⟩ para algum inteiro γ ̸= 0 junto com a

hipótese eT⟨λ⟩u ̸= 0. □

De�nição 4.11 Seja ⟨λ⟩ = (λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)) ⊢ ⟨n⟩, n = n1 + n2 + n3 + n4, uma

multipartição de n. Dado um inteiro não negativo k = k1+ k2+ k3+ k4, dizemos que a

altura h(⟨λ⟩) da multipartição ⟨λ⟩ é maior ou igual a ⟨k⟩, e escrevemos h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩,

quando, para algum i ∈ {1, 2, 3, 4}, a altura h(λ(i)) da partição λ(i) ⊢ ni é maior ou

igual a ki. Caso contrário, escrevemos h(⟨λ⟩) < ⟨k⟩.

Agora, estamos aptos a demonstrar o Teorema B.

Teorema 4.12 (Teorema da Faixa para #-superálgebras) Sejam F um corpo de ca-

racterística zero, A uma superálgebra sobre F com uma superinvolução # e χ⟨n⟩(A) =∑
⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ seu n-ésimo #-cocaracter. Se A é uma PI-álgebra, então A satisfaz

Cap#⟨k⟩, k = k1 + k2 + k3 + k4, a #-identidade de Capelli de posto ⟨k⟩, se, e somente

se, m⟨λ⟩ = 0 sempre que h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩.
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Demonstração. Suponha que Cap#⟨k⟩ ⊆ Id#2 (A) e seja ⟨λ⟩ = (λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)) ⊢

⟨n⟩ uma multipartição de n = n1 + n2 + n3 + n4 satisfazendo h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩. Pela

Proposição 3.30, a multiplicidade m⟨λ⟩ = 0 se, e somente se, para qualquer multitabela

T⟨λ⟩ de forma ⟨λ⟩ e para qualquer polinômio multilinear f ∈ P⟨n⟩, a álgebra A satisfaz

a superidentidade eT⟨λ⟩f ≡ 0. Considere uma multitabela T = (T1, T2, T3, T4) de forma

⟨λ⟩ qualquer. Suponha, por contradição, que eTf ̸≡ 0 em A para algum polinômio

multilinear f ∈ P⟨n⟩. Como o elemento idempotente eT gera um FS⟨n⟩-módulo à

esquerda irredutível, é su�ciente mostrar que

⟨a⟩eTf ∈ Id#2 (A) (4.15)

para algum ⟨a⟩ ∈ FS⟨n⟩ tal que ⟨a⟩eTf ̸≡ 0. De fato, comoM = FS⟨n⟩eTf é um módulo

irredutível e N = FS⟨n⟩⟨a⟩eTf é um submódulo não trivial de M , concluímos que

M = N . Portanto, eTf = ⟨b⟩⟨a⟩eTf para algum ⟨b⟩ ∈ FS⟨n⟩ é uma #-superidentidade

de A em vista de (4.15), o que contradiz eTf ̸= 0 em A. Considere

⟨a⟩ =

 ∑
τ1∈CT1

(−1)τ1τ1,
∑

τ2∈CT2

(−1)τ2τ2,
∑

τ3∈CT3

(−1)τ3τ3,
∑

τ4∈CT4

(−1)τ4τ4

 ,

onde CTi
é o subgrupo de Sni

que estabiliza as colunas de Ti, com i = 1, 2, 3, 4. Pelo

Lema 4.10, o polinômio ⟨a⟩eTf ̸≡ 0. Por outro lado, se hi = h(λ(i)) ≥ ki, para

algum i ∈ {1, 2, 3, 4}, e j1, · · · , jhi
são as entradas da primeira coluna de Ti, então

⟨a⟩eTf é um polinômio alternado nas indeterminadas homogêneas tj1 , · · · , tjki , · · · , tjhi
de um dos conjuntos Y0, Z0, Y1 e Z1. Portanto, ⟨a⟩eTf é alternado nas indeterminadas

homogêneas tj1 , · · · , tjki . Segue da Proposição 4.9 que ⟨a⟩eTf é uma combinação linear

de polinômios Capelli de posto ki. Como os polinômios Capelli são multilineares,

obtemos ⟨a⟩eTf ∈ Id#2 (A), visto que, por hipótese, Cap#⟨k⟩ ⊆ Id#2 (A).

Reciprocamente, suponha que m⟨λ⟩ = 0 sempre que h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩. Para todo

i = 1, 2, 3, 4, considere

f = f(t1, t2, · · · , tki , x1, · · · , xki+1) =
∑
σ∈Ski

(−1)σx1tσ(1) · · · tσ(ki)xki+1,

onde as indeterminadas t1, · · · , tki pertencem ao mesmo conjunto de indeterminadas
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homogêneas Y0 ou Z0 ou Y1 ou Z1, para todo i = 1, 2, 3, 4, respectivamente, e as

indeterminadas x′is podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪

Z1. Aqui, f representa qualquer um dos polinômios dados na De�nição 4.8. Seja

⟨λ⟩ = (λ(1), · · · , λ(i), · · · , λ(4)) ⊢ (p1, · · · , pi, · · · , p4), onde pi = ki + γi, com γi ≥ 0

e i ∈ {1, 2, 3, 4}, representa o número das indeterminadas homogêneas que aparecem

em f e pertencem ao conjunto em que t1, · · · , tki estão, e, além disso, p1 + · · · + pi +

· · · + p4 = 2ki + 1. Pela Proposição 3.30, se h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩, isto é, h(λ(i)) = hi ≥ ki

para algum i ∈ {1, 2, 3, 4}, então eT⟨λ⟩f ∈ Id#2 (A) para toda multipartição ⟨λ⟩ =

(λ(1), · · · , λ(i), · · · , λ(4)) ⊢ (p1, · · · , pi, · · · , p4) e para toda multitabela T⟨λ⟩ da forma

⟨λ⟩. Assim, obtemos que Cap#⟨k⟩ ⊆ Id#2 (A).

Agora, suponha que h(⟨λ⟩) < ⟨k⟩, ou seja, h(λ(i)) = hi < ki para todo i. Fixando

i0 ∈ {1, 2, 3, 4}, como f é alternado nas indeterminadas t1, · · · , tki0 , então, para cada

⟨τ⟩ = ⟨τ1, · · · , τi0 , · · · , τ4⟩ ∈ S⟨2ki0+1⟩ = Sp1 × · · · × Spi0
× · · · × Sp4 , onde p1 + · · · +

pi0 + · · ·+ p4 = 2ki0 + 1 e τi0 ∈ Spi0
age nas variáveis homogêneas do mesmo tipo que

t1, · · · , tki0 , tem-se que

⟨τ⟩f(t1, t2, · · · , tki0 , x1, · · · , xki0+1) = f(tτi0 (1), tτi0 (2), · · · , tτi0 (ki0 ), · · · )

é alternado nas indeterminadas tτi0 (1), · · · , tτi0 (ki0 ). Como h(λ(i0)) = hi0 = r < ki0 , o

subgrupo RTλ(i0)
de Spi0

que estabiliza as linhas da tabela Tλ(i0) é um produto direto

de r < ki0 fatores

RTλ(i0)
= H1,i0 × · · · ×Hr,i0 ,

em que Hq,i0 é o subgrupo de Spi0
que permuta entre si os elementos da q-ésima linha

da tabela Tλ(i0), �xando os elementos das demais linhas. Assim, podemos escrever o

somatório ∑
σ∈RTλ(i0)

σ =

 ∑
σ1∈H1,i0

σ1

 · · ·

 ∑
σr∈Hr,i0

σr

 .

Como r < ki0 , existem pelo menos dois inteiros entre τi0(1), · · · , τi0(ki0) pertencentes

a uma mesma linha da tabela Tλ(i0), digamos que seja a l-ésima linha. A�rmamos que

 ∑
σl∈Hl,i0

σl

 τi0f = 0 (4.16)



Capítulo 4. Principais Resultados. 76

é o polinômio nulo em F ⟨X|Z2,#⟩, onde estamos olhando essa ação apenas no conjunto

das indeterminadas homogêneas de f em que t1, · · · , tki0 pertencem e �xando as demais.

Com efeito, sem perda de generalidade, sejam a′ = τi0(1) e b′ = τi0(2) os elementos

na l-ésima linha de Tλ(i0). Considere Al,i0 ⊆ Hl,i0 o subgrupo das permutações pares

contido em Hl,i0 e escreva Hl,i0 = Al,i0 ∪ Ãl,i0 , onde Ãl,i0 é o conjunto das permutações

ímpares contido em Hl,i0 . Note que Ãl,i0 = Al,i0(a
′ b′), ou seja, Ãl,i0 é classe lateral

à esquerda de Al,i0 em Hl,i0 cujo representante é a transposição (a′ b′). Com isso, o

somatório em (4.16) pode ser escrito como

 ∑
σl∈Hl,i0

σl

 τi0f =

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f +

 ∑
σ̃l∈Ãl,i0

σ̃l

 τi0f

=

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f +

 ∑
ρl∈Al,i0

ρl(a
′ b′)

 τi0f.

Segue daí e do fato que τi0f é alternado nas indeterminadas ta′ = tτi0 (1) e tb′ = tτi0 (2),

ou seja, (a′ b′)τi0f = −τi0f , que ∑
σl∈Hl,i0

σl

 τi0f =

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f +

 ∑
ρl∈Al,i0

ρl(a
′ b′)

 τi0f

=

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f −

 ∑
ρl∈Al,i0

ρl

 τi0f

= 0,

o polinômio nulo, o que prova nossa a�rmação. Assim, ∑
σ∈RTλ(i0)

σ

 τi0f = 0, (4.17)
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o que implica que

eT⟨λ⟩f = (eTλ(1)
⊗ eTλ(2)

⊗ eTλ(3)
⊗ eTλ(4)

)f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)(Id⊗ · · · ⊗ eTλ(i0)
⊗ · · · ⊗ Id)f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)

Id⊗ · · · ⊗
∑

σi0
∈RTλ(i0)

τi0∈CTλ(i0)

(−1)τi0σi0τi0 ⊗ · · ·

 f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)


∑

σi0
∈RTλ(i0)

τi0∈CTλ(i0)

(−1)τi0σi0τi0

 f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)


∑

τi0∈CTλ(i0)

(−1)τi0

 ∑
σi0

∈RTλ(i0)

σi0

 τi0f︸ ︷︷ ︸
=0


= 0,

o polinômio nulo, onde usamos que (4.17). Ou seja, eT⟨λ⟩f = 0 na #-superálgebra livre

no caso em que h(⟨λ⟩) < ⟨k⟩.

Concluímos que, para toda multipartição ⟨λ⟩ ⊢ ⟨2ki + 1⟩, vale que eT⟨λ⟩f ∈

Id#2 (A). Agora, como a característica de F é zero, pelo Teorema de Maschke, podemos

escrever

FS⟨2ki+1⟩f =
⊕

⟨µ⟩⊢⟨2ki+1⟩
T⟨µ⟩ standard

FS⟨2ki+1⟩eT⟨µ⟩f ⊆ Id#2 (A)

e, assim, f ∈ Id#2 (A). Para �nalizar, basta substituir as indeterminadas x′qs por

quaisquer indeterminadas do conjunto (Y0∪Z0∪Y1∪Z1) \ (Y0,k1 ∪Z0,k1 ∪Y1,k3 ∪Z1,k4)

ou por palavras vazias iguais a 1 (com abuso de notação quando a álgebra não é

unitária) de todas as formas possíveis. □
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4.3 Uma aplicação do Teorema do Gancho

Como consequência do Teorema do Gancho 4.4, apresentaremos nesta seção um

análogo do Teorema de Amitsur para o caso de PI-superálgebras com uma superinvo-

lução #, o qual garante que uma #-superálgebra satisfaz uma #-superidentidade que

é o produto de potências de polinômios Standard, de�nidos no Exemplo 2.31. Antes

de demonstrá-lo, expomos a seguir um lema auxiliar que relaciona tabelas de Young

retangulares Tλ de forma λ = (mk) e polinômios da forma eTλ
f , onde f é um polinômio

multilinear.

Lema 4.13 Seja λ = (mk) ⊢ n uma partição de n = km e seja Tλ a seguinte tabela

de Young Standard associada a λ

1 k + 1 · · · (m− 1)k + 1

2 k + 2 · · · (m− 1)k + 2
...

...
...

...

k 2k · · · mk

.

Considere f(x1, x2, · · · , xkm) = eTλ
(x1x2 · · ·xkm) ∈ Pkm. Então,

w(x1, x2, · · · , xk) = f(x1, · · · , xk, x1, · · · , xk, · · · , x1, · · · , xk) = (m!)kStmk (x1, · · · , xk).

Demonstração. Consideramos

eTλ
=
∑

σ∈RTλ
µ∈CTλ

(−1)µσµ.

Da De�nição 2.12, temos que

CTλ
= Sk(1, 2, · · · , k)× · · · × Sk((m− 1)k + 1, (m− 1)k + 2, · · · ,mk).

Denotamos por S(1)
k = Sk(1, 2, · · · , k), · · · , S(m)

k = Sk((m− 1)k+1, · · · ,mk) os grupos

de permutações que agem na primeira, segunda, · · · e m-ésima coluna da tabela Tλ,
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respectivamente. Obtemos, então, ∑
µ∈CTλ

(−1)µµ

 (x1x2 . . . xn) =
∑

µ1∈S(1)
k

. . .
∑

µm∈S(m)
k

(−1)µ1 . . . (−1)µmµ1 . . . µm (x1x2 . . . xn)

=
∑

µ1∈S(1)
k

. . .
∑

µm−1∈S(m−1)
k

(−1)µ1 . . . (−1)µm−1µ1 . . . µm−1

 ∑
µm∈S(m)

k

(−1)µmµm (x1x2 . . . xn)


=
∑

µ1∈S(1)
k

. . .
∑

µm−1∈S(m−1)
k

(−1)µ1 . . . (−1)µm−1µ1 . . . µm−1

(
x1x2 . . . x(m−1)kStk

(
x(m−1)k+1, . . . , xn

))
= · · · =

∑
µ1∈S(1)

k

(−1)µ1µ1(x1 · · ·xk)Stk(xk+1, · · · , x2k) · · ·Stk(x(m−1)k+1, · · · , xmk)

=Stk (x1, . . . , xk) · Stk (xk+1, . . . , x2k) · . . . · Stk
(
x(m−1)k+1, . . . , xmk

)
.

Agora, da De�nição 2.11,

RTλ
= Sm(1, k + 1, · · · , (m− 1)k + 1)× · · · × Sm(k, 2k, · · · ,mk).

Vamos denotar por S̃(1)
m = Sm(1, k+1, · · · , (m−1)k+1), · · · , S̃(k)

m = Sm(k, 2k, · · · ,mk)

os grupos de permutações que agem na primeira, segunda, · · · e k-ésima linha da tabela

Tλ, respectivamente. Segue que

f (x1, x2, . . . , xn) = eTλ
(x1x2 . . . xn) =

∑
σ∈RTλ

σ

 ∑
µ∈CTλ

(−1)µµ (x1x2 . . . xn)


=
∑

σ∈RTλ

σ
(
Stk (x1, . . . , xk) · Stk (xk+1, . . . , x2k) · . . . · Stk

(
x(m−1)k+1, . . . , xmk

))
=
∑

σ1∈S̃(1)
m

· · ·
∑

σk∈S̃
(k)
m

σ1 · · ·σk (Stk (x1, . . . , xk) · Stk (xk+1, . . . , x2k) ·

. . . · Stk
(
x(m−1)k+1, . . . , xmk

))
=
∑

σ1∈S̃(1)
m

· · ·
∑

σk∈S̃
(k)
m

Stk
(
xσ1(1), . . . , xσk(k)

)
· Stk

(
xσ1(k+1), . . . , xσk(2k)

)
·

. . . · Stk
(
xσ1(m−1)k+1, . . . , xσk(mk)

)
.
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Sendo |RTλ
| = (m!)k, concluímos que

w (x1, x2, . . . , xk) = f (x1, x2, . . . , xk, x1, x2, . . . , xk, . . . , x1, x2, . . . , xk)

=
∑

σ∈RTλ

Stk (x1, . . . , xk)
m

= (m!)k · Stmk (x1, x2, . . . , xk) ,

o que �naliza a demonstração do lema. □

Segue a demonstração do Teorema C.

Teorema 4.14 (Teorema de Amitsur para #-superálgebras) Sejam F um corpo de

característica zero e A uma superálgebra sobre F com uma superinvolução #. Se A é

uma PI-álgebra, existem inteiros ki,mi, i = 1, 2, 3, 4, tais que A satisfaz a identidade

Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1)·Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2)·Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3)·Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4) ≡ 0.

Demonstração: Seja χ⟨n⟩(A) =
∑
⟨λ⟩⊢n

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩. Pelo Teorema 4.4, existem inteiros

positivos di, li ≥ 1, i = 1, 2, 3, 4, tais que m⟨µ⟩ = 0 se

D⟨µ⟩ ̸⊆ H4(n) = (H(d1, l1), H(d2, l2), H(d3, l3), H(d4, l4)).

Tomando ki = di + 1, mi = li + 1 e µi = (mki
i ) uma partição de ni = kimi, com

i = 1, 2, 3, 4, temos que Dµi
̸⊆ H(di, li) e, consequentemente, D⟨µ⟩ ̸⊆ H4(n), o que

implica emm⟨µ⟩ = 0. Fixando os monômios w1 = w1(y0,1, · · · , y0,k1m1) = y0,1 · · · y0,k1m1 ,

w2 = w2(z0,1, · · · , z0,k2m2) = z0,1 · · · z0,k2m2 , w3 = w3(y1,1, · · · , y1,k3m3) = y1,1 · · · y1,k3m3

e w4 = w4(z1,1, · · · , z1,k4m4) = z1,1 · · · z1,k4m4 . Considere Tµi
a tabela de Young Standart

dada pelo Lema 4.13 para cada i = 1, 2, 3, 4. Como m⟨µ⟩ = 0, segue que

f(Y0,n1 ,Z0,n2 ,Y1,n3 ,Z1,n4) = eT⟨µ⟩(w1 · w2 · w3 · w4)

= eTµ1
(w1) · eTµ2

(w2) · eTµ3
(w3) · eTµ4

(w4)

∈ Id#2 (A)).
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Portanto, denotando as kimi-uplas, para i = 1, 2, 3, 4,

Ym1
0,k1

= (y0,1, · · · , y0,k1 , · · · , y0,1, · · · , y0,k1),

repetindo as indeterminadas do conjunto Y0,k1 = {y0,1, · · · , y0,k1} m1 vezes,

Zm2
0,k2

= (z0,1, · · · , z0,k2 , · · · , z0,1, · · · , z0,k2),

repetindo as indeterminadas do conjunto Z0,k2 = {z0,1, · · · , z0,k2} m2 vezes,

Ym3
1,k3

= (y1,1, · · · , y1,k3 , · · · , y1,1, · · · , y1,k3),

repetindo as indeterminadas do conjunto Y1,k3 = {y1,1, · · · , y1,k3} m3 vezes e

Zm4
1,k4

= (z1,1, · · · , z1,k4 , · · · , z1,1, · · · , z1,k4),

repetindo as indeterminadas do conjunto Z1,k4 = {z1,1, · · · , z1,k4} m4 vezes, pelo Lema

4.13, obtém-se

f(Ym1
0,k1

,Zm2
0,k2

,Ym3
1,k3

,Zm4
1,k4

) =

m̂Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1) · Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2) · Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3) · Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4)),

pertence a Id#2 (A), onde m̂ = (m1!)
k1(m2!)

k2(m3!)
k3(m4!)

k4 . Como a char F = 0, segue

que

Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1)·Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2)·Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3)·Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4) ∈ Id#2 (A),

e o teorema está provado. □



Capítulo 5

Teoremas do Gancho e da Faixa para

Superálgebra com Involução Graduada

Nas demonstrações dos Teoremas do Gancho (Teorema 4.4), de Amitsur (Teorema

4.14) e da Faixa (Teorema 4.12) para o caso de superálgebras com uma superinvolução,

percebemos que os argumentos empregados são baseados, essencialmente, na decompo-

sição de A em uma soma direta de quatro subespaços cujo produto de seus elementos

possui certas propriedades. É natural, portanto, pensar nesses resultados para o caso

em que a superálgebra A possui uma aplicação diferente de superinvolução mas que

nos forneça de igual modo tal decomposição. Dessa forma, nosso principal objetivo

neste capítulo é estender os Teoremas do Gancho, da Faixa e de Amitsur para o caso

no qual a álgebra A é uma superálgebra com uma involução graduada.

5.1 Superálgebra com involução graduada

Seja A = A0 ⊕ A1 uma superálgebra sobre um corpo F de característica zero.

Uma involução graduada em A é uma aplicação F -linear ∗ : A → A tal que (c∗)∗ = c

para todo c ∈ A, (ab)∗ = b∗a∗ para todos os elementos a, b ∈ A e A∗
0 ⊆ A0 e A∗

1 ⊆ A1.

Nesse caso, chamamos A de ∗-superálgebra. Observamos que toda superinvolução #

restrita a componente A0 é uma involução graduada.
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Temos novamente que, como charF ̸= 2, então

A = A+
0 ⊕ A−

0 ⊕ A+
1 ⊕ A−

1 ,

onde A+
i = {a ∈ Ai | a∗ = a} e A−

i = {a ∈ Ai | a∗ = −a}, para i = 0, 1, são as

componentes homogêneas simétricas e antissimétricas de A, respectivamente.

Considere F = F ⟨X|Z2, ∗⟩ a álgebra livre associativa, não comutativa e não uni-

tária, gerada pelo conjunto X = {x1, x2, · · · } sobre o corpo F de característica zero.

Escrevemos o conjunto X como uma união disjunta de quatro conjuntos enumerá-

veis X = Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪ Z1, onde Y0 = {y0,1, y0,2, · · · }, Z0 = {z0,1, z0,2, · · · }, Y1 =

{y1,1, y1,2, · · · }, Z1 = {z1,1, z1,2, · · · } são conjuntos de variáveis pares simétricas, pares

antissimétricas, ímpares simétricas e ímpares antissimétricas, respectivamente.

Veja que é possível obter uma superestrutura em F . Exigindo que as variáveis

de Y0 ∪ Z0 e Y1 ∪ Z1 sejam homogêneas de grau 0 e grau 1, respectivamente, temos

que F = F0 ⊕ F1, onde F0 é o subespaço gerado por todos os monômios que tem um

número par de variáveis de grau 1 e F1 é o subespaço gerado por todos os monômios

que tem um número ímpar de variáveis de grau 1.

Além dessa superestrura, podemos de�nir uma involução graduada na superálge-

bra livre F . Para isso, seja ∗ : F → F a aplicação de�nida por y∗i,j = yi,j, z∗i,j = −zi,j,

para i = 0, 1 e j ≥ 1, e

w∗ = (xi1xi2 · · ·xik)∗ = x∗ikx
∗
ik−1

· · ·x∗i1 = (−1)txikxik−1
· · ·xi1 ,

onde w é um monômio nas indeterminadas xil ∈ Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪ Z1, t = degZ0∪Z1(w) (o

número de indeterminadas de Z0∪Z1 no monômio w). Agora, estenda a aplicação ∗ por

linearidade em toda álgebra F . Mostra-se que ∗ é, de fato, uma involução graduada

na superálgebra livre F = F ⟨X|Z2, ∗⟩.

Com essa Z2-graduação e a involução graduada ∗, a álgebra F = F ⟨X|Z2, ∗⟩

é chamada de superálgebra livre com involução graduada (∗-superálgebra livre) com

posto enumerável. Chamamos os elementos de F de ∗-polinômios Z2-graduados. Para

simpli�car a escrita, vamos denotá-los apenas por ∗-superpolinômios.

De�nição 5.1 Dizemos que um ideal bilateral Z2-graduado I de F é um T ∗
2 -ideal se
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I é invariante sob a involução graduada ∗ (I∗ ⊆ I) e sob todos os endomor�smos de

F ⟨X|Z2, ∗⟩ que preservam a superestrutura e comutam com a involução graduada ∗.

Seja

f = f(y0,1, · · · , y0,m, z0,1, · · · , z0,n, y1,1, · · · , y1,p, z1,1, · · · , z1,q) ∈ F ⟨X|Z2, ∗⟩

um ∗-superpolinômio. Dizemos que f é uma #-superidentidade para A, e escrevemos

f = 0 em A, se

f = f(a0,1, · · · , a0,m, b0,1, · · · , b0,n, a1,1, · · · , a1,p, b1,1, · · · , b1,q) = 0

para todos a0,1, · · · , a0,m ∈ A+
0 , b0,1, · · · , b0,n ∈ A−

0 , a1,1, · · · , a1,p ∈ A+
1 , b1,1, · · · , b1,q ∈

A−
1 . Caso contrário, escrevemos f ̸= 0 em A.

De�nimos por

Id∗2(A) := {f ∈ F ⟨X|Z2, ∗⟩ | f ≡ 0 em A}

o T ∗
2 -ideal de ∗-superidentidades de A. Em alguns momentos, chamaremos tais iden-

tidades também de superidentidades com involução graduada. Note que o T ∗
2 -ideal de

∗-superidentidades de A é homogêneo com respeito à Z2-graduação da álgebra F =

F ⟨X|Z2, ∗⟩. Para ver isso, basta considerar o automor�smo φ ∈ EndF (F ⟨X|Z2, ∗⟩)

de�nido por φ(y0,i) = y0,i, φ(y1,i) = −y1,i, φ(z0,i) = z0,i e φ(z1,i) = −z1,i e repetir a

primeira parte da prova da Proposição 3.12. Também, estendemos a De�nição 3.11

para o caso de T ∗
2 -ideais.

Uma vez que o corpo F é de característica zero, restringiremos novamente o estudo

às superidentidades multilineares com involução graduada e, por isso, consideramos

P gri
n := spanF{wσ(1) · · ·wσ(n)| σ ∈ Sn, wi = yj,i ou wi = zj,i, j = 0, 1}

o espaço dos ∗-polinômios multilineares de grau n nas primeiras n variáveis e denotamos

por

cgrin (A) = dim
P gri
n

P gri
n ∩ Id∗2(A)
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a n-ésima ∗-codimensão graduada de A.

De�nimos também P⟨n⟩ o espaço dos ∗-polinômios multilineares nos quais as pri-

meiras n1 variáveis são pares simétricas de grau 0, as próximas n2 variáveis são pares

antissimétricas de grau 0, as próximas n3 variáveis são ímpares simétricas de grau 1 e

as próximas n4 variáveis são ímpares antissimétricas de grau 1. Note que o espaço P⟨n⟩

é homogêneo em relação à Z2-graduação de F = F ⟨X|Z2, ∗⟩. Mais especi�camente, se

n3 + n4 é par, então P⟨n⟩ ⊆ F0 e, se n3 + n4 é ímpar, então P⟨n⟩ ⊆ F1. Como feito na

Seção 3.4, mostra-se que

P gri
n

∼=
⊕
⟨n⟩

(
n

⟨n⟩

)
P⟨n⟩,

onde
(

n
⟨n⟩

)
=
(

n
n1,n2,n3,n4

)
é o coe�ciente multinomial. Então,

cgrin (A) =
∑

n1+···+n4=n

(
n

n1, n2, n3, n4

)
c⟨n⟩(A), (5.1)

onde c⟨n⟩(A) := dim
P⟨n⟩

P⟨n⟩ ∩ Id∗2(A)
.

Lema 5.2 Seja A uma ∗-superálgebra. Então, para qualquer n ≥ 1, temos

cgrin (A) ≤ 4ncn(A).

Demonstração. Segue de maneira análoga à prova do Lema 3.28. □

Assim, do Lema 5.2 e de (3.5), o próximo corolário é imediato.

Corolário 5.3 Seja A uma ∗-superálgebra. Se A é uma PI-álgebra, então sua sequên-

cia de ∗-codimensões graduadas (cgrin (A))n≥1 é exponencialmente limitada, isto é, existe

um número real d̂ satisfazendo para todo n ≥ 1

cgrin (A) ≤ (d̂)n.

Seguem abaixo alguns exemplos interessantes de superálgebras com involução

graduada ∗. No exemplo a seguir, vamos considerar a superálgebra dada no Exemplo

4.5, agora munindo-a com uma involução graduada e destacando as diferenças entre as

componentes homogêneas da álgebra e seu conjunto de superidentidades.
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Exemplo 5.4 Considere G = ⟨e1, e2 | eiej = −eiej⟩F = spanF{e1, e2, e1e2} a álgebra

de Grassmann não unitária 2-gerada sobre um corpo F de característica zero (dimG =

3), com a Z2-graduação canônica G = G0 ⊕G1, em que G0 = spanF{e1e2} é o espaço

gerado pelos monômios de comprimento par e G1 = spanF{e1, e2} é o espaço gerado

pelos monômios de comprimento ímpar, e seja ∗ a involução graduada de G de�nida por

e∗i = −ei. Observamos que o ideal das relações que de�nem uma álgebra de Grassmann

é invariante em relação à involução graduada ∗ e, portanto, ∗ está bem de�nida. Como

charF = 0, G pode ser decomposta por

G = G+
0 ⊕G−

0 ⊕G+
1 ⊕G−

1 .

Neste caso, não é difícil ver que G+
0 = {0}, G−

0 = G0, G
+
1 = {0} e G−

1 = G1, pois, no

nosso caso, temos apenas um monômio de comprimento par e1e2 e (e1e2)
∗ = e∗2e

∗
1 =

(−e2)(−e1) = e2e1 = −e1e2 e dois monômios de comprimento ímpar, e1 e e2. Por

argumentos análogos aos do Exemplo 4.5, mostra-se que todas as ∗-superidentidades

da álgebra G são consequências das ∗-superidentidades y0,1 ≡ 0, z0,1 ≡ 0, y1,1y1,2 ≡ 0,

z1,1y1,1 ≡ 0, y1,1z1,1 ≡ 0 e z1,1z1,2 + z1,2z1,1 ≡ 0, pois z1,1z1,2 ∈ F−
0 módulo z1,1z1,2 +

z1,2z1,1 ≡ 0 em G.

Exemplo 5.5 ([28]) Seja A = F ⊕ F a álgebra comutativa munida com automo-

rismo φ de ordem 2 dado por φ(a, b) = (b, a) para todo (a, b) ∈ A. Primeira-

mente, vamos considerar em A a graduação trivial (A0 = A e A1 = {0}) com a

involução graduada ∗ = φ, que também é uma superinvolução. Nesse caso, temos

que A+
0 = F (1, 1), A−

0 = F (1,−1), A+
1 = A−

1 = {0}. Em [16], mostra-se que

qualquer ∗-identidade de A é consequência das identidades [x1, x2], y1,1 e z1,1, isto é,

Id∗2(A) = ⟨[x1, x2], y1,1, z1,1⟩T2 , onde x1, x2 são quaisquer indeterminadas homogêneas

simétricas ou antissimétricas. Agora, considere A graduada por φ, isto é, A0 = F (1, 1)

e A1 = F (1,−1), e com a involução graduada trivial ∗, ou seja, a∗ = a para todo a ∈ A.

Nesse caso, A+
0 = F (1, 1), A+

1 = F (1,−1) e A−
0 = A−

1 = {0}. É possível mostrar que

Id∗2(A) = ⟨[x1, x2], z0,1, z1,1⟩T2 .

Exemplo 5.6 ([28]) Na álgebra das matrizes triangulares superiores UT4(F ), consi-
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dere a subálgebra

A = F (E11 + E44)⊕ F (E22 + E33)⊕ FE12 ⊕ FE34,

munida com a involução re�exão ∗, que re�ete uma matriz ao longo de sua diagonal

secundária, isto é, se a = α (E11 + E44) + β (E22 + E33)+ γE12 + δE34, então

a∗ = α (E11 + E44) + β (E22 + E33) + δE12 + γE34,

onde os E ′
ijs denotam as matrizes elementares usuais. Se A é munida com a graduação

trivial, então ∗ é involução graduada e também uma superinvolução. Nesse caso,

A+
0 = {α (E11 + E44) + β (E22 + E33) + γE12 + γE34 | α, β, γ ∈ F},

A−
0 = {γE12 − γE34 | γ ∈ F}

e A+
1 = A−

1 = {0}. Em [43], os autores mostraram que Id∗2(A) = ⟨z0,1z0,2, y1,1, z1,1⟩T ∗
2
.

Um caso mais interessante é considerar uma graduação não trivial da seguinte forma.

Seja A com a graduação A0 = F (E11 + E44) ⊕ F (E22 + E33) e A1 = FE12 ⊕ FE34.

Observe que a aplicação ∗ em A é uma involução graduada e uma superinvolução,

desde que A2
1 = 0. Nesse caso, A+

0 = A0, A
−
0 = {0}, A+

1 = {γE12 + γE34 | γ ∈ F} e

A−
1 = {γE12 − γE34 | γ ∈ F}. Em [18], prova-se que Id∗2 (A) = ⟨z0,1, w1w2⟩T ∗

2
, onde

w1, w2 são quaisquer indeterminadas ímpares simétricas ou antissimétricas.

Note que P⟨n⟩ possui uma estrutura natural de S⟨n⟩-módulo à esquerda, de�nindo

a seguinte ação de S⟨n⟩ em P⟨n⟩: dados f ∈ P⟨n⟩ e ⟨σ⟩ = (σ1, σ2, σ3, σ4) ∈ S⟨n⟩, tem-se

⟨σ⟩f = (σ1, σ2, σ3, σ4)f(y0,1, · · · , y0,n1 , z0,1, · · · , z0,n2 , y1,1, · · · , y1,n3 , z1,1, · · · , z1,n4)

= f(y0,σ1(1), · · · , y0,σ1(n1), z0,σ2(1), · · · , z0,σ2(n2), y1,σ3(1), · · · , y1,σ3(n3), z1,σ4(1), · · · , z1,σ4(n4)).

Como T ∗
2 -ideais de ∗-superidentidades são invariantes sob a ação dada, temos que

P⟨n⟩ ∩ Id∗2(A) é um S⟨n⟩-módulo à esquerda de P⟨n⟩. Podemos, assim, induzir no quo-

ciente P⟨n⟩(A) uma estrutura de S⟨n⟩-módulo à esquerda. Não é difícil ver que P⟨n⟩(A)

também é um espaço homogêneo com respeito a Z2-graduação da ∗-superálgebra re-
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lativamente livre e que P⟨n⟩(A) tem o mesmo grau homogêneo que P⟨n⟩. Considere a

decomposição do caracter χ⟨n⟩(A) de P⟨n⟩(A) (o n-ésimo ∗-cocaracter graduado de A

ou, simplesmente, ∗-cocaracter)

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩,

onde m⟨λ⟩ é a correspondente multiplicidade associada ao S⟨n⟩-caracter irredutível χ⟨λ⟩.

Proposição 5.7 Sejam F um corpo de característica zero, A uma ∗-superálgebra e

χ⟨n⟩(A) o seu n-ésimo ∗-cocaracter. Se A é uma PI-álgebra, então a multiplici-

dade m⟨µ⟩ é igual a zero, para uma multipartição ⟨µ⟩ ⊢ ⟨n⟩, se, e somente se, para

qualquer multitabela T⟨µ⟩ de forma ⟨µ⟩ e para qualquer ∗-superpolinômio multilinear

f = f(y0,1, · · · , y0,n1 , z0,1, · · · , z0,n2 , y1,1, · · · , y1,n3 , z1,1, · · · , z1,n4) ∈ P⟨n⟩, a álgebra A

satisfaz a ∗-superidentidade eT⟨µ⟩f ≡ 0.

Demonstração. Segue de maneira análoga à prova da Proposição 3.30. □

5.2 Principais resultados para ∗-superálgebras

Enfatizamos que todas as demonstrações dos resultados contidos nesta seção são

semelhantes àquelas apresentadas no Capítulo 4 para os resultados correspondentes.

Decidimos apresentar tais demonstrações de forma completa para que �que evidente

ao leitor que a mudança na superestrutura da álgebra considerada (da superinvolução

# para a involução graduada ∗) não altera os argumentos empregados nas provas

anteriores.

Agora, vamos exibir os resultados chaves para provarmos os teoremas centrais

deste capítulo. Antes, dados os conjuntos Y0 = {y0,1, y0,2, · · · }, Z0 = {z0,1, z0,2, · · · },

Y1 = {y1,1, y1,2, · · · }, Z1 = {z1,1, z1,2, · · · } de variáveis pares simétricas, pares antis-

simétricas, ímpares simétricas e ímpares antissimétricas, respectivamente, considere

os conjuntos �nitos: Y0,t1 = {y0,1, y0,2, · · · , y0,t1}, Z0,t2 = {z0,1, z0,2, · · · , z0,t2}, Y1,t3 =

{y1,1, y1,2, · · · , y1,t3}, Z1,t4 = {z11, z12, · · · , z1t4}, para quaisquer inteiros t1, t2, t3, t4 > 0.
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Denotaremos um polinômio

f(y0,1, · · · , y0,t1 , · · · , z1,1, · · · , z1,t4) ∈ P⟨t⟩,

onde t = t1 + t2 + t3 + t4, simplesmente por f(Y0,t1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4) ∈ P⟨t⟩.

Começaremos com a seguinte proposição.

Proposição 5.8 Sejam A uma ∗-superálgebra, n1, n2, n3, n4,m inteiros positivos e i0 ∈

{1, 2, 3, 4} com ni0 ≥ m2. Considere Q = {q1, q2, · · · , qm2} ⊆ {1, 2, · · · , ni0}, com

|Q| = m2. Seja

ρ = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ ρ4 ∈ FSn1 ⊗ · · · ⊗ FSQ ⊗ · · · ⊗ FSn4

tal que ρ(f) ̸= 0 em A, onde f = f(Y0,n1 ,Z0,n2 ,Y1,n3 ,Z1,n4) ∈ P⟨n⟩ é um polinômio

multilinear, ⟨n⟩ = (n1, n2, n3, n4), ρi0 ∈ FSQ e ρj ∈ FSnj
para todos j ̸= i0. Então,

existem inteiros t1, t2, t3, t4 ≥ 0 e um monômio w ∈ P⟨t⟩(Y0,t1 , · · · , Xti0
, · · · ,Z1,t4),

com t = t1 + t2 + t3 + t4 e Xti0
= {yγ,q1 , · · · , yγ,qm2 , ŷγ,m2+1, · · · , ŷγ,ti0} ⊂ Yγ tal que

{ŷγ,m2+1, · · · , ŷγ,ti0} ⊆ Yγ,ti0
\ {yγ,q1 , · · · , yγ,qm2} com γ = 0 se i0 = 1 e γ = 1 se i0 = 3,

ou Xti0
= {zγ,q1 , · · · , zγ,qm2 , ẑγ,m2+1, · · · , ẑγ,ti0} ⊂ Zγ tal que {ẑγ,m2+1, · · · , ẑγ,ti0} ⊆

Zγ,ti0
\ {zγ,q1 , · · · , zγ,qm2} com γ = 0 se i0 = 2 e γ = 1 se i0 = 4, tais que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4)w ̸= 0

em A com ti0 ≥ m2 e m2 ≤ t ≤ 2m2 + 1.

Demonstração: Como

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4) · (ρ1 ⊗ · · · ⊗ Idi0 ⊗ · · · ⊗ ρ4)f = ρ(f) ̸= 0

em A, necessariamente,

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4)f̃ ̸= 0

em A, onde f̃ = (ρ1⊗· · ·⊗Idi0⊗· · ·⊗ρ4)f é um polinômio multilinear em P⟨n⟩. Assim,



Capítulo 5. O caso para Superálgebras com Involução Graduada. 90

existe um monômio g de f̃ tal que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ ρi0 ⊗ · · · ⊗ Id4)g ̸= 0

em A. Vamos renomear as variáveis de g adequadamente. Sem perda de generalidade,

podemos assumir i0 = 1. Por hipótese, n1 ≥ m2. Escrevemos g da seguinte forma:

g = w0y0,q1w1y0,q2 · · ·wk−1y0,qkwk,

onde k = m2, {q1, · · · , qk} = {1, · · · , n1} e w0, w1, · · · , wk são monômios multilinea-

res nas indeterminadas pertencentes aos conjuntos Z0,n2 ou Y1,n3 ou Z1,n4 ou Y0,n1 \

{y0,q1 , · · · , y0,qk}. Como A = A0 ⊕ A1 e AiAj ⊂ Ai+j, para i, j ∈ {0, 1}, quando avali-

amos as indeterminadas de um monômio wp nos elementos de A+
0 ∪ A−

0 ∪ A+
1 ∪ A−

1 e

analisamos o seu grau homogêneo, vamos obter uma avaliação ŵp de wp tal que ŵp ∈ A0

ou ŵp ∈ A1, para todo p = 0, 1, · · · , k. Logo, de�nindo deg ŵp = γp, com γp = 0 ou 1,

podemos decompor ŵp em ŵp = û
γp
p + v̂

γp
p , onde ûγpp ∈ A+

γp e v̂γpp ∈ A−
γp são as partes

simétrica e antissimétrica de ŵp, respectivamente. Substituindo em g os monômios não

vazios wp por y
γp
p +z

γp
p , onde y0p ∈ Y0,n1 \{y0,q1 , · · · , y0,qk} ou y1p ∈ Y1,k+1 e z

γp
p ∈ Zγp,k+1,

com γp = 0 ou 1, obtemos um novo polinômio g̃ da forma

g̃ = (yγ00 + zγ00 )y0,q1 · · · (y
γk−1

k−1 + z
γk−1

k−1 )y0,qk(y
γk
k + zγkk ). (5.2)

Denotamos uγpp =
wp + w∗

p

2
e vγpp =

wp − w∗
p

2
os polinômios Z2-homogêneos de grau

γp que dependem das mesmas indeterminadas que wp. Temos que (u
γp
p )∗ = u

γp
p ,

(v
γp
p )∗ = −vγpp e wp = u

γp
p + v

γp
p . Fica claro que o monômio g é obtido de g̃ por

substituição y
γp
p = u

γp
p e zγpp = v

γp
p em F ⟨Y, Z⟩. Destacamos que essa substituição

é um endomor�smo graduado e ∗-invariante. Como g é obtido de g̃ por substitui-

ções adequadas das indeterminadas que são diferentes das pertencentes ao conjunto

{y0,q1 · · · , y0,qm2}, no qual age ρ1, então o polinômio (ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)g também é

obtido de (ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)g̃ pelas mesmas substituições. Desde que

(ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)g ̸= 0
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em A e, como observado, g é obtido de g̃ por substituições adequadas, temos que

(ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)g̃ ̸= 0

em A. Como g̃ é um polinômio multilinear que é soma de monômios de grau no mínimo

m2 e no máximo 2m2 + 1, necessariamente, existem inteiros t1, t2, t3, t4 ≥ 0 e um

monômio w = w(Xt1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4) ∈ P⟨t⟩(Xt1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4), com t = t1 + t2 +

t3 + t4 e Xt1 = {y0,q1 , · · · , y0,qm2 , ŷ0,m2+1, · · · , ŷ0,t1} ⊂ Y0 tal que {ŷ0,m2+1, · · · , ŷ0,t1} ⊆

Y0,t1 \ {y0,q1 , · · · , y0,qm2}, tais que m2 ≤ t ≤ 2m2 + 1 e

(ρ1 ⊗ Id2 ⊗ Id3 ⊗ Id4)w ̸= 0

em A, o que prova a proposição para este caso, bastando escolher um dos monômios de

g̃ com indeterminadas possivelmente renomeadas. Os casos i0 = 2, 3 e 4 são provados

de maneira análoga. □

Tendo feito essas considerações, as provas dos Teoremas 4.4, 4.14 and 4.12 podem

ser adaptadas para demonstrar os próximos três resultados.

Teorema 5.9 (Teorema do Gancho para ∗-superálgebras) Sejam F um corpo de ca-

racterística zero e A uma superálgebra sobre F com uma involução graduada ∗. Se

A é uma PI-álgebra, então existem inteiros di, li ≥ 1, com i = 1, 2, 3, 4, tais que o

n-ésimo -cocaracter das ∗-identidades graduadas, χ⟨n⟩(A), está contido em um gancho

quádruplo H4(n) = (H(d1, l1), H(d2, l2), H(d3, l3), H(d4, l4)), isto é,

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩
⟨λ⟩∈H4(n)

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Demonstração. Sendo A uma PI-álgebra, pelo Corolário 5.3, existe d̂ ≥ 1 tal que

cgrin (A) ≤ (d̂)n para todo n ≥ 1. Considerando q = (d̂)3 e m um inteiro tal que

e2q + 1 ≤ m ≤ e2q + 2, onde e denota a base do logaritmo natural, vamos provar que,

para qualquer n ≥ 1, o n-ésimo ∗-cocaracter graduado de A está contido no gancho

quádruplo quadrado (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)). Suponha, por absurdo,



Capítulo 5. O caso para Superálgebras com Involução Graduada. 92

que existe n ≥ 1 tal que

χ⟨n⟩(A) =
∑

⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ (5.3)

e m⟨µ⟩ ̸= 0 para alguma multipartição ⟨µ⟩ /∈ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)).

Pelo fato de ⟨µ⟩ = (µ1, µ2, µ3, µ4) /∈ (H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), pelo

menos um dos µ′
is não pertence a H(m,m). Digamos Dµi0

⊈ H(m,m), onde i0 ∈

{1, 2, 3, 4}. Desse modo, Dµi0
contém o diagrama quadrado Dνi0

, onde νi0 = (mm) ⊢

m2. Temos que µi0 ≥ νi0 . Sendo m⟨µ⟩ ̸= 0 e A uma PI-álgebra, segue da Proposição

3.30 que existe uma multitabela T⟨µ⟩, com ⟨µ⟩ ⊢ ⟨n⟩, e um polinômio não nulo f ∈ P⟨n⟩

tais que eT⟨µ⟩f /∈ Id∗2(A). Como

eT⟨µ⟩f = (eTµ1
⊗ eTµ2

⊗ eTµ3
⊗ eTµ4

)f /∈ Id∗2(A),

existe um monômio multilinear m1 = m1(Y0,n1 ,Z0,n2 ,Y1,n3 ,Z1,n4) ∈ P⟨n⟩ tal que

eT⟨µ⟩m1 /∈ Id∗2(A).

Agora, considere uma quádrupla de permutações ⟨σ⟩i0 = (Id1, · · · , σi0 , · · · , Id4) ∈

Sn1×· · ·×Sni0
×· · ·Sn4 (σi0 ∈ Sni0

) tal que a tabela ⟨σ⟩i0T⟨µ⟩ tem as entradas de 1 a m2

nas posições do diagrama quadrado Dνi0
. Então, o elemento e⟨σ⟩i0T⟨µ⟩ = ⟨σ⟩i0eT⟨µ⟩⟨σ⟩

−1
i0
,

onde ⟨σ⟩−1
i0

= (Id1, · · · , σ−1
i0
, · · · , Id4). Logo,

⟨σ⟩−1
i0
e⟨σ⟩i0T⟨µ⟩⟨σ⟩i0m1 = eT⟨µ⟩m1 /∈ Id∗2(A).

Chamando m′ = ⟨σ⟩i0m1, temos que ⟨σ⟩−1
i0
e⟨σ⟩i0Tµm

′ /∈ Id∗2(A) e, portanto, tam-

bém e⟨σ⟩i0Tµm
′ /∈ Id∗2(A). Denotamos por Tνi0 uma tabela standard do diagrama

Dνi0
. Usando o fato de que Dµi0

⊇ Dνi0
e que, na multitabela T̃⟨µ⟩ = ⟨σ⟩i0T⟨µ⟩ =

(Tµ1 , · · · , σi0Tµi0
, · · · , Tµ4), a tabela σi0Tµi0

contém os números 1, 2, · · · ,m2 (as entra-

das da tabela Tνi0 ), pelo Lema 2.52, existem a, b ∈ FSni0
tais que

eσi0
Tµi0

= aeTνi0
b.

Desse modo,

eT̃⟨µ⟩
m′ = (eTµ1

⊗ · · · ⊗ eσi0
Tνi0

⊗ · · · eTµ4
)m′
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= (Id1 ⊗ · · · ⊗ a⊗ · · · ⊗ Id4)(eTµ1
⊗ · · · ⊗ eTνi0

⊗ · · · ⊗ eTµ4
)(Id1 ⊗ · · · ⊗ b⊗ · · · ⊗ Id4)m

′

não pertence a Id∗2(A) e, assim, (eTµ1
⊗ · · · ⊗ eTνi0

⊗ · · · ⊗ eTµ4
)f1 /∈ Id∗2(A), onde

f1 = (Id1⊗· · ·⊗b⊗· · ·⊗Id4)m′ ∈ P⟨n⟩. De fato, Id∗2 é um FSn1⊗FSn2⊗FSn3⊗FSn4-

módulo à esquerda e f̃1 = (eTµ1
⊗ · · · ⊗ eTνi0

⊗ · · · ⊗ eTµ4
)f1 ∈ Id∗2(A) implica que

eT̃⟨µ⟩
m′ = (Id1 ⊗ · · · ⊗ a⊗ · · · ⊗ Id4)f̃1 ∈ Id∗2(A),

o que não ocorre. Segue que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ eTνi0
⊗ · · · ⊗ Id4)f2 /∈ Id∗2(A), (5.4)

onde f2 = (eTµ1
⊗· · ·⊗ Idi0 ⊗· · ·⊗ eTµ4

)f1 ∈ P⟨n⟩. Pela Proposição 5.8, observando que

ni0 ≥ m2 e que o elemento eTνi0
age nas indeterminadas com índices em {1, · · · ,m2} do

tipo correspondente do polinômio f2 (as entradas da tabela Tνi0 ), podemos encontrar

inteiros t1, t2, t3, t4 > 0, com ti0 ≥ m2, t = t1 + t2 + t3 + t4 e m2 ≤ t ≤ 2m2 + 1, e um

monômio multilinear w = w(Y0,t1 ,Z0,t2 ,Y1,t3 ,Z1,t4) ∈ P⟨t⟩ tais que

(Id1 ⊗ · · · ⊗ eTνi0
⊗ · · · ⊗ Id4)w ̸= 0 (5.5)

em A. Consideremos P⟨t⟩ como um FS1⊗· · ·⊗Sm2 ⊗· · ·⊗FS1-módulo à esquerda, em

que S1 é o grupo trivial, exigindo que FS1 ⊗ · · · ⊗ Sm2 ⊗ · · · ⊗ FS1 aja nas primeiras

t1, · · · ,m2, · · · , t4 indeterminadas correspondentes �xando as demais. Agora, seja M

o FS1 ⊗ · · · ⊗ Sm2 ⊗ · · · ⊗ FS1-submódulo de P⟨t⟩ gerado pelo elemento (Id1 ⊗ · · · ⊗

eTνi0
⊗ · · · ⊗ Id4)w. Como M + (P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A)) ⊆ P⟨t⟩, segue que

dim(P⟨t⟩) ≥ dim(M + P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A))

= dim(M) + dim(P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A))

− dim(M ∩ (P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A)).

Ora, o subespaço M ∩ (P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A)) é um FS1 ⊗ · · · ⊗ Sm2 ⊗ · · · ⊗ FS1-submódulo

de M . Conforme Observação 3.31, o módulo M é irredutível e, por (5.5), temos que
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M ̸⊆ (P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A)). Logo, M ∩ (P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A)) = {0}. Portanto,

dim(P⟨t⟩) ≥ dim(M) + dim(P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A)),

o que produz

c⟨t⟩(A) = dim(P⟨t⟩)− dim(P⟨t⟩ ∩ Id∗2(A)) ≥ dim(M). (5.6)

Observamos também que M pode ser considerado como um FSm2 à esquerda natural-

mente, já que a álgebra FS1⊗· · ·⊗FSm2 ⊗· · ·⊗FS1 �xa todas as indeterminadas que

são diferentes daquelas com índices {1, · · · ,m2} do tipo correspondente. Assim, como

a dimensão de M é o produto dos graus dos caracteres irredutíveis correspondentes

(todos iguais a 1 com exceção do associado à partição quadrada νi0 = (mm) ⊢ m2) e

m2 ≥ (e2q + 1)2 ≥ e4q2, segue do Lema 2.51 que χνi0
(1) > qm

2
, o que torna (5.6) em

c⟨t⟩(A) ≥ dimM = dim(FSm2eTνi0
w) = χνi0

(1) > qm
2

. (5.7)

Desde que

cgrit (A) =
∑
⟨t̃⟩

 t

⟨t̃⟩

 c⟨t̃⟩(A) ≥ c⟨t⟩(A) > qm
2

= (d̂)3m
2

,

e m2 ≥ t− 1

2
, tem-se

cgrit (A) > (d̂)
3
2
(t−1).

Em vista de
3

2
(t− 1) ≥ t, pois t ≥ m2 ≥ e4 ≥ 3, segue que

cgrit (A) > (d̂)t

e, assim, obtemos uma contradição, visto que cgrin (A) ≤ (d̂)n para todo n ≥ 1.

Portanto, todas as multiplicidades m⟨µ⟩ em (5.3) devem ser iguais a zero se ⟨µ⟩ /∈

(H(m,m), H(m,m), H(m,m), H(m,m)), e a prova do teorema está concluída. □

Teorema 5.10 (Teorema de Amitsur para ∗-superálgebras) Sejam F um corpo de ca-

racterística zero e A uma superálgebra sobre F com uma involução graduada. Se A é
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uma PI-álgebra, existem inteiros ki,mi, i = 1, 2, 3, 4, tais que A satisfaz a identidade

Stm1
k1

(y0,1, · · · , y0,k1)·Stm2
k2

(z0,1, · · · , z0,k2)·Stm3
k3

(y1,1, · · · , y1,k3)·Stm4
k4

(z1,1, · · · , z1,k4) = 0.

Demonstração. Segue de maneira análoga à prova do Teorema 4.14. □

Antes da demonstração do Teorema da Faixa para ∗-superálgebras, vamos de�nir

o que seria uma ∗-identidade de Capelli de posto ⟨k⟩ para uma ∗-superálgebra.

De�nição 5.11 Seja A uma superálgebra com uma involução graduada ∗. Dizemos

que A satisfaz a ∗-identidade de Capelli de posto ⟨k⟩ = (k1, k2, k3, k4), onde k = k1 +

k2 + k3 + k4, se A satisfaz a seguinte série de ∗-superidentidades:

Capk1(y0,1, · · · , y0,k1 ;x1, · · · , xk1+1) =
∑
σ∈Sk1

(−1)σx1y0,σ(1)x2 · · · y0,σ(k1)xk1+1 = 0,

Capk2(z0,1, · · · , z0,k2 ;x1, · · · , xk2+1) =
∑
σ∈Sk2

(−1)σx1z0,σ(1)x2 · · · z0,σ(k2)xk2+1 = 0,

Capk3(y1,1, · · · , y1,k3 ;x1, · · · , xk3+1) =
∑
σ∈Sk3

(−1)σx1y1,σ(1)x2 · · · y1,σ(k3)xk3+1 = 0

e

Capk4(z1,1, · · · , z1,k4 ;x1, · · · , xk4+1) =
∑
σ∈Sk4

(−1)σx1z1,σ(1)x2 · · · z1,σ(k4)xk4+1 = 0,

onde as indeterminadas x′is podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto (Y0∪Z0∪

Y1∪Z1)\ (Y0,k1 ∪Z0,k2 ∪Y1,k3 ∪Z1,k4) ou são substituídas por palavras vazias iguais a 1

(com abuso de notação quando a álgebra não é unitária) de todas as formas possíveis.

Nesse caso, escrevemos apenas que A satisfaz Cap∗⟨k⟩ ou ainda Cap∗⟨k⟩ ⊆ Id∗2(A).

Proposição 5.12 Se f ∈ F ⟨X|Z2, ∗⟩ é um polinômio alternado nas indeterminadas

t1, · · · , tm, todas pertencentes a apenas um dos conjuntos Y0 ou Z0 ou Y1 ou Z1, então

f =
∑

w1,··· ,wm+1

αw1,··· ,wm+1Capm(t1, · · · , tm;w1, · · · , wm+1)

é uma combinação linear de polinômios de Capelli, onde w1, · · · , wm+1 são monômios

adequados (possivelmente vazios) em F ⟨X|Z2, ∗⟩.
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Demonstração. Segue de maneira análoga à prova da Proposição 1.5.5 encontrada

em [24]. □

Teorema 5.13 (Teorema da Faixa para ∗-superálgebras) Sejam F um corpo de carac-

terística zero, A uma superálgebra sobre F com uma involução graduada ∗ e χ⟨n⟩(A) =∑
⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩ o seu n-ésimo ∗-cocaracter. Se A é uma PI-álgebra, então A satisfaz

Cap∗⟨k⟩, k = k1 + k2 + k3 + k4, a ∗-identidade de Capelli de posto ⟨k⟩, se, e somente se,

m⟨λ⟩ = 0 sempre que h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩.

Demonstração. Suponha que Cap∗⟨k⟩ ⊆ Id∗2(A) e seja ⟨λ⟩ = (λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)) ⊢

⟨n⟩ uma multipartição de n = n1 + n2 + n3 + n4 satisfazendo h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩. Pela

Proposição 3.30, a multiplicidade m⟨λ⟩ = 0 se, e somente se, para qualquer multitabela

T⟨λ⟩ de forma ⟨λ⟩ e para qualquer polinômio multilinear f ∈ P⟨n⟩, a álgebra A satisfaz

a superidentidade eT⟨λ⟩f ≡ 0. Considere uma multitabela T = (T1, T2, T3, T4) de forma

⟨λ⟩ qualquer. Suponha, por contradição, que eTf ̸= 0 em A para algum polinômio

multilinear f ∈ P⟨n⟩. Como o elemento idempotente eT gera um FS⟨n⟩-módulo à

esquerda irredutível, é su�ciente mostrar que

⟨a⟩eTf ∈ Id∗2(A) (5.8)

para algum ⟨a⟩ ∈ FS⟨n⟩ tal que ⟨a⟩eTf ̸= 0. De fato, comoM = FS⟨n⟩eTf é um módulo

irredutível e N = FS⟨n⟩⟨a⟩eTf é um submódulo não trivial de M , concluímos que

M = N . Portanto, eTf = ⟨b⟩⟨a⟩eTf para algum ⟨b⟩ ∈ FS⟨n⟩ é uma ∗-superidentidade

de A em vista de (5.8), o que contradiz eTf ̸= 0 em A. Considere

⟨a⟩ =

 ∑
τ1∈CT1

(−1)τ1τ1,
∑

τ2∈CT2

(−1)τ2τ2,
∑

τ3∈CT3

(−1)τ3τ3,
∑

τ4∈CT4

(−1)τ4τ4

 ,

onde CTi
é o subgrupo de Sni

que estabiliza as colunas de Ti, com i = 1, 2, 3, 4. Pelo

Lema 4.10, o polinômio ⟨a⟩eTf ̸= 0. Por outro lado, se hi = h(λ(i)) ≥ ki, para

algum i ∈ {1, 2, 3, 4}, e j1, · · · , jhi
são as entradas da primeira coluna de Ti, então

⟨a⟩eTf é um polinômio alternado nas indeterminadas homogêneas tj1 , · · · , tjki , · · · , tjhi
de um dos conjuntos Y0, Z0, Y1 e Z1. Portanto, ⟨a⟩eTf é alternado nas indeterminadas

homogêneas tj1 , · · · , tjki . Segue da Proposição 5.12 que ⟨a⟩eTf é uma combinação
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linear de polinômios Capelli de posto ki. Como os polinômios Capelli são multilineares,

obtemos ⟨a⟩eTf ∈ Id∗2(A), visto que, por hipótese, Cap∗⟨k⟩ ⊆ Id∗2(A).

Reciprocamente, suponha que m⟨λ⟩ = 0 sempre que h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩. Para todo

i = 1, 2, 3, 4, considere

f = f(t1, t2, · · · , tki , x1, · · · , xki+1) =
∑
σ∈Ski

(−1)σx1tσ(1) · · · tσ(ki)xki+1,

onde as indeterminadas t1, · · · , tki pertencem ao mesmo conjunto de indeterminadas

homogêneas Y0 ou Z0 ou Y1 ou Z1, para todo i = 1, 2, 3, 4, respectivamente, e as

indeterminadas x′is podem ser quaisquer indeterminadas do conjunto Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪

Z1. Aqui, f representa qualquer um dos polinômios dados na De�nição 5.11. Seja

⟨λ⟩ = (λ(1), · · · , λ(i), · · · , λ(4)) ⊢ (p1, · · · , pi, · · · , p4), onde pi = ki + γi, com γi ≥ 0

e i ∈ {1, 2, 3, 4}, representa o número das indeterminadas homogêneas que aparecem

em f e pertencem ao conjunto em que t1, · · · , tki estão, e, além disso, p1 + · · · + pi +

· · · + p4 = 2ki + 1. Pela Proposição 3.30, se h(⟨λ⟩) ≥ ⟨k⟩, isto é, h(λ(i)) = hi ≥ ki

para algum i ∈ {1, 2, 3, 4}, então eT⟨λ⟩f ∈ Id∗2(A) para toda multipartição ⟨λ⟩ =

(λ(1), · · · , λ(i), · · · , λ(4)) ⊢ (p1, · · · , pi, · · · , p4) e para toda multitabela T⟨λ⟩ da forma

⟨λ⟩. Assim, obtemos que Cap∗⟨k⟩ ⊆ Id∗2(A).

Agora, suponha que h(⟨λ⟩) < ⟨k⟩, ou seja, h(λ(i)) = hi < ki para todo i. Fixando

i0 ∈ {1, 2, 3, 4}, como f é alternado nas indeterminadas t1, · · · , tki0 , então, para cada

⟨τ⟩ = ⟨τ1, · · · , τi0 , · · · , τ4⟩ ∈ S⟨2ki0+1⟩ = Sp1 × · · · × Spi0
× · · · × Sp4 , onde p1 + · · · +

pi0 + · · ·+ p4 = 2ki0 + 1 e τi0 ∈ Spi0
age nas variáveis homogêneas do mesmo tipo que

t1, · · · , tki0 , tem-se que

⟨τ⟩f(t1, t2, · · · , tki0 , x1, · · · , xki0+1) = f(tτi0 (1), tτi0 (2), · · · , tτi0 (ki0 ), · · · )

é alternado nas indeterminadas tτi0 (1), · · · , tτi0 (ki0 ). Como h(λ(i0)) = hi0 = r < ki0 , o

subgrupo RTλ(i0)
de Spi0

que estabiliza as linhas da tabela Tλ(i0) é um produto direto

de r < ki0 fatores

RTλ(i0)
= H1,i0 × · · · ×Hr,i0 ,

em que Hq,i0 é o subgrupo de Spi0
que permuta entre si os elementos da q-ésima linha
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da tabela Tλ(i0), �xando os elementos das demais linhas. Assim, podemos escrever o

somatório ∑
σ∈RTλ(i0)

σ =

 ∑
σ1∈H1,i0

σ1

 · · ·

 ∑
σr∈Hr,i0

σr

 .

Como r < ki0 , existem pelo menos dois inteiros entre τi0(1), · · · , τi0(ki0) pertencentes

a uma mesma linha da tabela Tλ(i0), digamos que seja a l-ésima linha. A�rmamos que

 ∑
σl∈Hl,i0

σl

 τi0f = 0 (5.9)

é o polinômio nulo em F ⟨X|Z2, ∗⟩, onde estamos olhando essa ação apenas no conjunto

das indeterminadas homogêneas de f em que t1, · · · , tki0 pertencem e �xando as demais.

Com efeito, sem perda de generalidade, sejam a′ = τi0(1) e b′ = τi0(2) os elementos

na l-ésima linha de Tλ(i0). Considere Al,i0 ⊆ Hl,i0 o subgrupo das permutações pares

contido em Hl,i0 e escreva Hl,i0 = Al,i0 ∪ Ãl,i0 , onde Ãl,i0 é o conjunto das permutações

ímpares contido em Hl,i0 . Note que Ãl,i0 = Al,i0(a
′ b′), ou seja, Ãl,i0 é classe lateral

à esquerda de Al,i0 em Hl,i0 cujo representante é a transposição (a′ b′). Com isso, o

somatório em (5.9) pode ser escrito como

 ∑
σl∈Hl,i0

σl

 τi0f =

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f +

 ∑
σ̃l∈Ãl,i0

σ̃l

 τi0f

=

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f +

 ∑
ρl∈Al,i0

ρl(a
′ b′)

 τi0f.

Segue daí e do fato que τi0f ser alternado nas indeterminadas ta′ = tτi0 (1) e tb′ = tτi0 (2),

ou seja, (a′ b′)τi0f = −τi0f , que ∑
σl∈Hl,i0

σl

 τi0f =

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f +

 ∑
ρl∈Al,i0

ρl(a
′ b′)

 τi0f

=

 ∑
σl∈Al,i0

σl

 τi0f −

 ∑
ρl∈Al,i0

ρl

 τi0f

= 0,
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o polinômio nulo, o que prova nossa a�rmação. Assim, ∑
σ∈RTλ(i0)

σ

 τi0f = 0, (5.10)

o que implica que

eT⟨λ⟩f = (eTλ(1)
⊗ eTλ(2)

⊗ eTλ(3)
⊗ eTλ(4)

)f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)(Id⊗ · · · ⊗ eTλ(i0)
⊗ · · · ⊗ Id)f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)

Id⊗ · · · ⊗
∑

σi0
∈RTλ(i0)

τi0∈CTλ(i0)

(−1)τi0σi0τi0 ⊗ · · ·

 f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)


∑

σi0
∈RTλ(i0)

τi0∈CTλ(i0)

(−1)τi0σi0τi0

 f

= (eTλ(1)
⊗ · · · ⊗ Id⊗ · · · ⊗ eTλ(4)

)


∑

τi0∈CTλ(i0)

(−1)τi0

 ∑
σi0

∈RTλ(i0)

σi0

 τi0f︸ ︷︷ ︸
=0


= 0,

o polinômio nulo, onde usamos (5.10). Ou seja, eT⟨λ⟩f = 0 na ∗-superálgebra livre no

caso em que h(⟨λ⟩) < ⟨k⟩.

Concluímos que, para toda multipartição ⟨λ⟩ ⊢ ⟨2ki+1⟩, vale que eT⟨λ⟩f ∈ Id∗2(A).

Agora, como a característica de F é zero, pelo Teorema de Maschke, podemos escrever

FS⟨2ki+1⟩f =
⊕

⟨µ⟩⊢⟨2ki+1⟩
T⟨µ⟩ standard

FS⟨2ki+1⟩eT⟨µ⟩f ⊆ Id∗2(A)

e, assim, f ∈ Id∗2(A). Para �nalizar, basta substituir as indeterminadas x′qs por quais-

quer indeterminadas do conjunto (Y0 ∪ Z0 ∪ Y1 ∪ Z1) \ (Y0,k1 ∪Z0,k1 ∪ Y1,k3 ∪Z1,k4) ou
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substituir por palavras vazias iguais a 1 (com abuso de notação quando a álgebra não

é unitária) de todas as formas possíveis. □
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