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Resumo

Neste trabalho serao apresentadas algumas das principais caracteristicas da Geometria
Euclidiana e da Geometria Projetiva. Além do historico de desenvolvimento de ambas,
serao expostos os modelos axioméaticos, assim como alguns teoremas classicos e demons-
tragdes. A partir de cada conjunto de axiomas, serdao exploradas as similaridades e as
diferencas entre cada um dos dois modelos de Geometria. A teoria apresentada sera uti-
lizada como subsidio para a proposicao de aplicagoes em exercicios destinados a alunos
da educagao basica. Sabendo que a Geometria Projetiva é menos conhecida, buscamos
apresenta-la da maneira mais simples possivel, com a utilizagdo de ferramentas de dese-
nho e de fotografias, além de explora-la sob duas oOticas distintas: através dos axiomas e
dos modelos de representacao da realidade desenvolvido pelos artistas renascentistas. Por
fim, finalizamos este trabalho elencando consideragoes sobre a importancia da teméatica
da Geometria Projetiva para a comunidade académica e finalizamos, fazendo uma analise

sucinta dos resultados brasileiros no PISA de 2018.

Palavras-chaves: Geometria Euclidiana. Geometria Projetiva. Axiomas. Perspectivi-
dade. Projetividade.



Abstract

In this work, some of the main characteristics of Euclidean Geometry and Projective
Geometry will be presented. In addition to the development history of both, axiomatic
models will be exposed, as well as some classical theorems and demonstrations. From each
set of axioms, the similarities and differences between each of the two models of Geometry
will be explored. The theory presented will be used as a basis for proposing applications
in exercises for students in basic education. Knowing that Projective Geometry is less
known, we seek to present it in the simplest possible way, using drawing and photography
tools, in addition to exploring it from two different perspectives: through axioms and
models of reality representation developed by Renaissance artists. Finally, we finish this
work by listing considerations about the importance of the Projective Geometry theme
for the academic community and we conclude, making a succinct analysis of the Brazilian
results in PISA 2018.

Key-words: Euclidean Geometry. Projective Geometry. Axioms. Perspective. Projectiv-

ity.
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Justificativa

A Geometria é, sem duvida, uma das dreas da Matematica que mais se aproxima da
vivéncia cotidiana. Desde muito cedo, nos acostumamos com as formas geométricas, sejam
elas sélidas ou planas. Antes mesmo de comegar a escrever, somos levados a desenhar, a
pintar e a contornar figuras. Antes mesmo de aprender calculos formais, tais como de areas
e de volumes, a nossa vivéncia nos mostra, por exemplo, se uma determinada quantidade
de tinta ¢ suficiente para terminar uma pintura. Deste modo, podemos afirmar que a

Geometria é, talvez, a Matematica mais palpéavel e visivel.

Esta ciéncia estd em todos os lugares, na arquitetura, nas artes e na natureza e isso,
ao longo da histéria, motivou o estudo de diversas geometrias. A Geometria Euclidiana,
a qual estamos mais acostumados, nos mostra uma figura do mundo tal como ele é, ao
contrario da Geometria Projetiva que busca estudar o mundo tal como o vemos. Deste
modo, é importante estudar estas duas geometrias paralelamente, de modo a observar as

similaridades e as diferencas que existem entre elas.

Os axiomas da Geometria Euclidiana, assim como seus principios, teoremas e de-
monstragoes sao bastante difundidos, entretanto, o mesmo nao acontece no que se refere
a Geometria Projetiva. Sendo assim, pesquisar e estudar sobre as relagoes entre estes dois
modelos geométricos é importante, pois pode aliar teoria e pratica, visto que estes temas
possuem relevancia tanto dentro quanto fora da Matemética pura. E importante ressaltar
que os conceitos projetivos sao, muitas vezes, desconhecidos até entre aqueles que possuem
formacao superior em Matematica ao passo de que sao amplamente utilizados e difundi-
dos entre profissionais das artes plasticas e da arquitetura. Isso mostra que estudar tais
conceitos é, antes de tudo, uma maneira de evidenciar que a Matematica esta proxima a

realidade humana.

Sao muitas as pessoas que observam na Matematica apenas regras rigidas, calcu-
los complexos e dificeis de se compreender. Neste sentido, a Geometria se mostra como
fator motivador, sobretudo para aqueles que tem dificuldades em compreender as ideias
Matematicas, pois evidencia que até na ideia de profundidade de uma pintura existem

conceitos matemaéaticos escondidos.

Deste modo, pesquisar e escrever sobre as relagoes entre estes modelos de Geome-
tria se mostra importante, sobretudo quando se busca apresentar tais conceitos de forma
simples, através de imagens e de analogias, possibilitando a compreensao até mesmo de

quem nao ¢é estudioso do assunto.
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Objetivos gerais

Este trabalho busca apresentar o modelo axiomatico e outras caracteristicas da
Geometria Euclidiana e da Geometria Projetiva, caracterizando as suas similaridades e
as suas diferencas e quando possivel, exemplificar a teoria com imagens da arquitetura de

Brasilia.
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Objetivos especificos

Apresentar o contexto histérico que levou ao desenvolvimento da Geometria Eucli-

diana e da Geometria Projetiva;

Exemplificar, quando possivel, a teoria de forma clara e precisa através de imagens

da arquitetura de Brasilia;

Apresentar exercicios praticos ao leitor para que possa ter uma melhor compreensao

dos assuntos tratados;

Propor atividades praticas para que professores da educacao basica possam traba-

lhar os conceitos geométricos apresentados;
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Introducao

Todos os dias, ao olhar o Sol e a Lua cheia vé-se um circulo. Os prédios geralmente
sao semelhantes a paralelepipedos. A tela do celular tem forma retangular. Alguns dos
monumentos mais famosos e embleméaticos do mundo sao piramides. As abelhas constroem
colmeias com cavidades em formato de hexdgono. Certamente todos os dias nas relagoes
de compra sao utilizadas moedas, que sao semelhantes a pequenos cilindros e em algum
lugar, provavelmente neste momento, pessoas jogam algum jogo que utiliza dados, que sao
cubos. Muitos outros exemplos poderiam ser citados, mas nao ha necessidade pois estes
j& permitem chegar a uma conclusao bastante interessante: a Geometria esta em todos os

lugares.

Como sera apresentado nesta obra, o desenvolvimento do ser humano, por vezes,
se confunde com desenvolvimento do pensamento geométrico. Pensar geometricamente
possibilitou ao ser humano desenvolver a agricultura, a pecuaria, a engenharia, a arqui-
tetura, as artes etc, sendo um fator crucial para que a humanidade chegasse aos niveis
de desenvolvimento atuais. Esta area da Mateméatica é tao préxima da realidade que, em

certo sentido, pode-se dizer que todo ser humano ¢ também um gedmetra.

Na educagao basica todos os alunos sdo apresentados a conceitos fundamentais,
tais como os postulados de Euclides, o Teorema de Pitagoras, o Teorema de Tales dentre
outros, acabando por acreditar que existe apenas um tipo de geometria, pois quase todos os
problemas cotidianos podem ser explicados por estes conceitos. Mas algumas observacoes

simples podem ser feitas de modo a perturbar esse senso comum.

Figura 1 — Biblioteca Nacional de Brasilia

i
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¢
«
a.

' ‘..’#4 ‘mﬂ”,,

Fonte: Elaborada pelo autor

Ao observar um edificio de posi¢oes diferentes a percepcao visual é alterada, tal
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como mostra a Figura 1. E verdade que a forma real do edificio ndo se altera, o que é

alterado é a percepcao que se tem da forma deste edificio.

A Figura 2 apresenta um fato semelhante, onde duas pistas retilineas e paralelas
parecem se aproximar num ponto distante do observador. Sendo assim, parece existir uma
dualidade entre as formas reais dos objetos e a percepcao visual que se tem deles e este é
um dos fatos que deram origem ao estudo de um novo modelo geométrico: a Geometria
Projetiva. De maneira bastante simples Barros e Andrade (2004, p. 87) afirma que a
Geometria Euclidiana é um modelo da realidade nao tao préximo das nossas sensagoes

quanto estamos acostumados a imaginar.

Figura 2 — Esplanada dos Ministérios

Fonte: Disponivel em https://brasiliadefato.com.br/grandebrasilia/2019/01 /esplanada-dos-ministerios-e-
totalmente-liberada-para-transito-apos-4-dias-de-interdicoes/ Acesso em 15 de agosto de 2019

O primeiro capitulo deste trabalho, intitulado Convite ao Estudo da Geometria,
busca despertar o interesse do leitor para o estudo desta ciéncia, evidenciando o contexto
histérico de sua formacao e a proximidade entre ciéncia e cotidiano. Ao apresentar os
fatos historicos que levaram ao desenvolvimento do estudo geométrico tem-se o objetivo
de mostrar uma ciéncia préxima, acessivel e dindmica. E verdade que cada leitor tem
suas proprias impressoes de um determinado texto, entretanto, este capitulo busca levar
o leitor a ver a geometria, assim como toda a Matematica, como um motor que deu forcas

ao desenvolvimento da humanidade.

O segundo capitulo contempla a obra de Euclides e seu posterior desenvolvimento.
Nesse capitulo o leitor é apresentado as grandes contribuigdes que os antigos gregos fize-
ram para a Matematica, sobretudo na geometria, através do desenvolvimento do método
axiomdtico, presente em Os FElementos. As se¢bes que seguem apresentam um modelo

axiomatico completo para a Geometria Euclidiana Plana, além de defini¢Ges, de teoremas
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e de outros resultados importantes referentes ao plano euclidiano. E importante ressaltar
que as construgoes geométricas apresentadas neste capitulo foram construidas através do

software Geogebra, cuja utilizacao ¢é livre e gratuita.

O terceiro capitulo apresenta um breve modelo axiomatico para a Geometria Pro-
jetiva e algumas de suas caracteristicas, sobretudo no que se refere aos seus aspectos
visuais. Como os conceitos deste modelo geométrico sdo menos conhecidos, buscaremos
exemplificd-los através de fotografias, de obras de arte e de modelos criados através das
versoes 2D e 3D da aplicacao Geogebra. Neste capitulo também apresentaremos uma
breve comparacao entre os dois modelos axiomaticos, evidenciando as similaridades e as

diferencas entre os dois modelos de geometria.

O quarto capitulo é reservado para apresentar algumas aplica¢oes destes modelos
geométricos, que possam ser replicadas por professores, tanto da educacgao basica quanto
do ensino superior, de maneira simples e com poucos recursos, com o objetivo de tornar a
aprendizagem mais efetiva. Por fim, concluiremos este trabalho apresentando os resultados
mais importantes e interessantes da pesquisa bibliografica aplicada, relatando sucessos,

insucessos e inquietagoes geradas por este estudo.
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1 Um convite ao estudo da Geometria

1.1 Para que estudar Geometria?

Muitos alunos, observando todas as férmulas, os teoremas e as demonstracoes,
questionam a seus professores com uma pergunta que, mesmo sendo quase sempre igno-
rada, tem bastante relevancia: onde se usa isso? Muitos professores consideram este tipo
de questionamento como algo sem importancia e até mesmo ofensivo, quando deveriam
considerar este tipo de pergunta como um indicativo de que é necessario rever conceitos,
pois apresentar uma Matematica visivel e palpavel pode ser um fator motivador para que
os alunos nao se preocupem apenas em decorar formulas e demonstragoes, mas também

criem gosto por esta ciéncia.

Pensando nisso, pode-se ter na Geometria a resposta para o questionamento ci-
tado anteriormente. Pode ser que um aluno chegue até seu professor e pergunte: onde se
usa a Geometria? E, tomando este questionamento como ponto de partida, o professor
pode mostrar uma infinidade de coisas, e desta infinidade de coisas simples chegar até
estudos mais complexos. A Geometria estd na agricultura, na pecudria, na arquitetura,

na engenharia, nas artes, na industria, nos alimentos, ou seja, em todos os lugares.

A Geometria, sobretudo em suas formas mais simples, pode ser observada como
uma porta aberta para uma Matematica mais profunda, e cabe ao professor buscar mostrar
isso a cada aluno. Dentro de uma sala de aula, mesmo numa escola sem muitos recursos,
os alunos vao ver paredes, vigas, teto, portas, janelas e destas coisas simples e monotonas
podem-se criar diversas atividades ltidicas, e assim iniciar o ensino e discussoes de uma

Geometria mais profunda.

1.2 Breve histérico da evolucao da Geometria Euclidiana e da Ge-

ometria Projetiva

1.2.1 Origens primitivas, Egito, Mesopotamia e ndia

A historia da Geometria é belissima e se entrelaga de maneira muito proxima com
a histéria do desenvolvimento do ser humano. E dificil fazer afirmacdes concretas sobre
as origens desta ciéncia, mas se sabe que muito antes do inicio da escrita o ser humano ja
fazia uso de formas rudimentares de Geometria. Achados histéricos do periodo neolitico
mostram que aqueles homens ja tinham alguma preocupacao com relagoes espaciais. “Seus

potes, seus tecidos e suas cestas mostram exemplos de congruéncia e simetria, que em
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esséncia sao partes da Geometria elementar” (BOYER, 1996, p. 4).

Ao propor sobre as raizes da Geometria, o historiador Grego Herédoto (+485 a.C. -
+ 425 a.C.) e o fildsofo Aristételes (£384 a.C. - £322 a.C.) foram bastante conservadores,
nao querendo se arriscar sugerindo periodos mais antigos. Ambos propuseram que a Geo-
metria teria se originado no Egito, entretanto, cada um propds uma motivacao diferente
para seu estudo. Her6doto acreditava que a motivagao para o estudo desta ciéncia estava
ligada a necessidade de se fazerem medigoes de terras. Aristoteles, entretanto, acreditava
que a motivacao para o inicio da Geometria estava ligada as questoes sacerdotais e ritu-
ais. As duas teorias podem até parecer antagonicas, entretanto, podemos imaginar que as
medicgoes feitas pelos “estiradores de corda”, como eram conhecidos os gedmetras egipcios,
eram necessarias tanto para demarcar terras quanto para se erguer templos. Deste modo
podemos afirmar que, quanto & motivagao dos egipcios, ambos podem estar corretos, tal

como pode ser observado na Figura 3.

Fonte: Disponivel em https://www.egito.com/abu-simbel Acesso em: 12/08/2019

H4 relatos historicos, tais como os problemas encontrados nos Papiros de Rhind
datado de aproximadamente 1650 a.C. e de Moscou, datado de cerca de 1890 a.C., que
mostram que os egipcios faziam estudos sobre a resolucao de problemas envolvendo areas,
volumes e problemas trigonométricos, porém, nao deixavam claro em seus escritos se seus
calculos eram exatos ou aproximados. O Papiro de Rhind é o mais extenso documento
matematico do antigo Egito, medindo 5,5m x 0,32m e contendo 85 problemas. O papiro

de Moscou possui 25 problemas, medindo aproximadamente 5,5m x 0,8m.

Os povos mesopotamicos e indianos tratavam a Geometria de forma similar aos
antigos egipcios, utilizando-a para a resolucao de problemas praticos e rudimentares, sem
muita atencao a exatidao dos calculos. Pode-se afirmar que em seus primeiros passos a

Geometria esteve essencialmente ligada as necessidades mais bésicas das pessoas, tais
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como a alimentagdo através da agricultura e as construgoes, fossem elas casas, templos

religiosos ou monumentos para outros usos.

1.2.2 A grande revolucdo — a Geometria grega

Devemos aos gregos a transformacao da Geometria de um conhecimento rudimen-
tar e pratico num dos ramos da Matematica pura (BARROS; ANDRADE, 2004, p. 2).
Foram estes que comegaram a pensar nesta ciéncia com maior formalidade, saindo de um
contexto meramente fisico para um contexto mental e tedrico. Durante o século VIII a.C.
a Grécia passava por uma grande efervescéncia cultural, sobretudo na literatura, onde se
pode destacar as obras de Homero e Hesiodo, entretanto, pouco se sabe da Matemaética
desenvolvida neste periodo. Dois séculos depois, isto é, no século VI a.C. viveram Pita-
goras de Samos (£569 a.C. — £475 a.C) e Tales de Mileto (£624 a.C. — £547 a.C.) “que
tiveram na Matematica o papel de Homero e Hesiodo na literatura (BOYER, 1996, p.

33).

Figura 4 — Mapa Egito, Grécia e Mesopotamia
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N Reino de Cassandro
N Reino de Lisimaco
I Reino de Ptolomeu
N Reino de Seleuco
N Epiro

Outros
I império Cartaginés
I Repblica Romana
B Coldnias gregas

N .
0 km 500

Fonte: Disponivel em https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/69/Diadochi  PT.svg Acesso
em: 12/08,/2019

Por estar relativamente préximo a alguns centros antigos de conhecimento, tal
como observado na Figura 4, acredita-se que Tales tenha adquirido parte de seu conhe-
cimento geométrico com os povos do Egito e da Mesopotamia, além do conhecimento da
astronomia da Babilonia. Pouco se sabe a respeito de sua vida e obra, visto que nao sao

conhecidos escritos deixados por ele. Tudo o que se sabe a respeito baseia-se na tradi¢ao


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/69/Diadochi_ PT.svg
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e em escritos de outros autores, que sao unanimes em creditar a Tales uma inteligéncia
formidavel, além de o considerar como primeiro filosofo, cientista e matematico grego
(BARROS; ANDRADE, 2004, p. 3). A Tales sao creditadas as demonstragoes dos seguin-

tes resultados:

1. Um circulo é bissectado por um diametro.
2. Os angulos da base de um triangulo isosceles sao iguais.
3. Os pares de angulos opostos formados por duas retas que se cortam sao iguais.

4. Se dois tridngulos sao tais que dois angulos e um lado de um sao iguais respectiva-

mente a dois angulos e um lado de outro, entdo os tridngulos sdo congruentes.

Pitdgoras, tal como Tales, viajou ao Egito e a Babilonia - possivelmente foi até a
India. Em suas viagens, além de Matemadtica e astronomia ele buscou aprender as ideias
religiosas dos povos o que contribuiu para que, ao retornar ao mundo grego, ele se estabele-
cesse em Crotona e fundasse uma sociedade que unia religiao, Filosofia e Matematica, que
muito contribuiu para a formalizacao da Geometria. Os avangos seguintes foram estabe-
lecidos por Hipécrates de Chios (£ 470 a.C - 410 a.C.) e Platao (+427a.C. - £347a.C.).
Hipocrates de Chios contribuiu com teoremas sobre circunferéncias e escreveu Elementos
de Geometria, onde apresentava uma estrutura formal de teoremas provados com base
em teoremas anteriores. Platdo fundou a Academia, uma instituicdo que congregava os
maiores sabios de sua época, onde a Matematica passou a ser vista como uma Ciéncia

Pura através de um método axiomatico.

Muitos foram os matematicos gregos que se destacaram no estudo da Geometria
deste periodo, entretanto, um destes se destacou por uma facanha memoravel. Euclides de
Alexandria (£ 330a.C — 270 a.C.) registrou em uma obra, intitulada Os Elementos, grande
parte do conhecimento matematico grego da época. Esta obra é subdividida em treze livros
(ou capitulos), onde sdo demonstradas 465 proposigoes através de um sistema axiomatico
de forma bastante didatica. Além desta, quatro outras obras de Euclides sobreviveram

até hoje: Os Dados, Divisio de Figuras, Os Fendémenos e Optica.

Euclides comega o primeiro livro de Os Elementos de forma bastante abrupta, com
vinte e trés defini¢oes, cinco postulados e cinco nog¢oes comuns. Os demais livros seguem
um padrao parecido, contendo defini¢oes prévias que serao utilizadas para a demonstracao
das proposi¢oes. Do livro I ao livro VI, Euclides trata de Geometria Plana. Dos livros
VII ao IX sao expostos resultados da Teoria dos Numeros. O livro X trata de nimeros

irracionais e os livros restantes tratam de geometria sélida e espacial.

Boyer (1996, p. 87) destaca que “Os elementos de Euclides ndo sé constituem

a mais antiga obra Matematica grega importante a chegar até nds, mas o texto mais



Capitulo 1. Um convite ao estudo da Geometria 26

influente de todos os tempos”. Sabe-se que Euclides nao criou toda a Matematica presente
em Os Elementos, entretanto, sua habilidade em elencar e formalizar tais conhecimentos
¢ que torna esta obra tao especial a ponto da geometria obtida através dela levar o
nome de seu autor. Trata-se da Geometria Fuclidiana. A Figura 5 retrata um papiro
datado do século IX contendo fragmentos do segundo livro de Os FElementos que foi
encontrado em 1897, na cidade de Oxirrinco, atual El-Bahnasa, a cerca de 160 quilometros
do Cairo. Posteriormente uma secao sera dedicada a tratar de outras caracteristicas deste

importante escrito histérico.

Figura 5 — Papiro de Oxirrinco contendo fragmentos de Os Elementos

Fonte: Disponivel em https://nationalgeographic.sapo.pt/historia/grandes-reportagens/1191-ed-especial-
euclides-mar2017 Acesso em: 12/08/2019

1.2.3 O Renascimento e o inicio da Geometria Projetiva

Durante o Renascimento, os artistas passaram a buscar um maior realismo as suas
obras, introduzindo conceitos tais como ponto de fuga e perspectiva. Boyer (1996, p. 215)
observa que um ponto que diferia a arte renascentista da arte medieval era o uso da
perspectiva na representacao plana de objetos do espago tridimensional, o que pode ser
evidenciado nas diferencas entre a Figura 6, datada do século XIII, e a Figura 7, datada
do século XV. Neste contexto, no inicio do século XV o arquiteto Brunelleschi (1377 —
1446) iniciou estudos a respeito da teoria geométrica da perspectiva, o que foi consoli-
dado tempos depois por Leon Battista Alberti (1404-1472). E importante destacar que
Leonardo da Vinci (1452 - 1519) também teve interesse no estudo da teoria perspectiva,

num contexto de aproximacgao entre Matematica e arte.

Cerca de dois séculos mais tarde o arquiteto e engenheiro militar Girard Desar-
gues (1591-1661) demonstrou interesse nos conceitos de ponto de fuga e perspectividade,

formalizando matematicamente estes conceitos em uma obra intitulada Brouillon Projet


https://nationalgeographic.sapo.pt/historia/grandes-reportagens/1191-ed-especial-euclides-mar2017
https://nationalgeographic.sapo.pt/historia/grandes-reportagens/1191-ed-especial-euclides-mar2017
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d’une atteinte aux événements des rencontres du Céone avec un Plan, de 1636 que, se-
gundo Boyer (1996, p. 262) pode ser traduzido como “Esbogo tosco de uma tentativa de
tratar o resultado de um encontro entre um cone e um plano”. Este livro, assim como
as ideias de Desargues nao foram bem aceitos em sua época. Do trabalho de Desargues
destaca-se o teorema que leva seu nome, que estabelece algumas rela¢oes entre tridngulos

em perspectiva.

Figura 6 — Santa Ceia da Taula de Sao Miguel

Fonte: Disponivel em http://www.ricardocosta.com /sites/default/files/imagens/taula/taula2.jpg. Acesso
em: 27 de julho de 2019

Figura 7 — A Ultima Ceia de Leonardo Da Vinci

Fonte: Disponivel em https://www.todamateria.com.br/a-ultima-ceia-de-leonardo-da-vinci/ Acesso em:
27 de julho de 2019

O século XIX foi bastante fecundo para a Geometria. Neste periodo foram estu-
dados diversos tipos de transformacoes geométricas, no qual se destaca aquela que mais
tarde viria a ser conhecida como Geometria Projetiva. Neste periodo destaca-se Jean
Victor Poncelet (1788-1867), que resgatou e sistematizou a obra de Desargues e Pascal
dando origem a celebre obra Traité des propriétés projectives des figures, publicada em
1822, que em traducao livre significa Tratado das Propriedades Projetivas das Figuras.
Além de Desargues e Poncelet destacam-se no estudo da Geometria Projetiva: Michel
Chasles (1798-1867), Jacob Steiner (1796-1863), Karl Christian Von Staudt (1798-1867).

No fim do século XIX a Geometria Projetiva estava solidificada.


http://www.ricardocosta.com/sites/default/files/imagens/taula/taula2.jpg.
https://www.todamateria.com.br/a-ultima-ceia-de-leonardo-da-vinci/.
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1.2.4 A fixacdo dos sistemas de axiomas das Geometrias Euclidiana e Proje-
tiva

No fim do século XIX o matemdtico David Hilbert (1862 — 1943) apresenta um dos

sistemas axiomaticos mais marcantes da histéria. Hilbert sistematiza os resultados escritos

por Euclides em Os Elementos, dando origem a um sistema de axiomas completo para a

Geometria Euclidiana plana e espacial. Apos o feito de Hilbert, os matematicos Oswald

Veblen (1880 — 1960) e John Wesley Young (1879 — 1932) estabeleceram os axiomas da

Geometria Projetiva em sua obra Projective Geometry, de 1910.
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2 A Geometria Euclidiana

A Geometria Euclidiana é extremamente rica. Durante mais de dois milénios este
modelo de Geometria foi amplamente estudado, o que gerou uma grande quantidade
de teoremas e de aplicacbes importantes, rompendo as fronteiras da Matematica e se
espalhando por diversas areas do conhecimento humano. De forma simples, pode-se dizer

que a Geometria Euclidiana é a mais conhecida dentre todas as Geometrias.

Neste capitulo buscaremos explorar as caracteristicas e peculiaridades desta Geo-
metria, apresentando diversas informacoes importantes a respeito de seu desenvolvimento,
destacando a contribui¢ao de Euclides e seu modelo de pensamento, que deu base ao que

viria a ser conhecido como modelo azxiomdtico.

Além das defini¢oes e dos axiomas que dao base a Geometria Euclidiana, apre-
sentaremos proposicoes e teoremas. E importante ressaltar que algumas demonstragoes
foram omitidas nesta obra, por serem muito simples ou muito longas, entretanto tais

demonstragoes podem ser encontradas nas referéncias apresentadas.

2.1 Os Elementos de Euclides

Os Elementos sdo compostos por treze livros (ou capitulos) onde Euclides incor-
pora, salvo algumas excec¢oes, todo o conhecimento mateméatico acumulado de sua época.
Sabe-se que Euclides nao criou toda a Matematica contida em sua obra, entretanto, tal
como destaca Aaboe (1984, p. 57) "seu grande feito é a apresentacdo do material sob
uma bela forma sistematica e seu tratamento dele como de um todo organico". Em outras
palavras, uma das grandes contribuic¢oes dele foi formalizar o conhecimento de uma forma

mais técnica e menos empirica, tal como faziam os egipcios e os babilonios.

Frequentemente Os Elementos sao associados apenas a Geometria, entretanto,

Euclides aborda diversos assuntos nesta obra

e Livros I a IV - Geometria Elementar e Algebra Geométrica.
e Livros VII A IX - Teoria dos Nimeros.
e Livro X - Caracterizacao de alguns incomensuraveis (nimeros irracionais).

e Livro XI A XIII - Geometria Espacial.

Cada um dos treze livros apresenta uma série de defini¢coes que dao base as proposi-

¢oes e suas devidas demonstragoes, sendo que no primeiro livro também sao apresentados



Capitulo 2. A Geometria Euclidiana 30

postulados e nogdes comuns, que serdo apresentados nas secoes seguintes. E verdade que
criticas podem (e devem) ser feitas quanto a formalidade e a organizagao de Os Elemen-
tos, entretanto, ha de se destacar que esta publicacao constitui uma das bases para a
evolucao do pensamento matematico, de modo que nos dias de hoje os livros e tratados
matematicos geralmente seguem um modelo parecido com o adotado por Euclides, isto
é, sao apresentadas definicoes e axiomas e sobre esta base os teoremas sao enunciados e
demonstrados. Deste modo, mesmo apos mais de dois mil anos esta publicagao ainda é

vista como uma das mais importantes de todos os tempos.

No inicio do Livro I sdo apresentadas 23 defini¢oes que, por vezes, sao alvo de
controvérsias tal como aponta Boyer (1996, p. 77): "a deficiéncia, aqui, é que algumas
defini¢oes nao definem, pois nao ha um conjunto prévio de elementos nao definidos em
termos dos quais os outros sejam definidos". Para a melhor compreensao desta controvérsia

apresentamos algumas das defini¢bes dadas por Euclides:

e Ponto é aquilo de que nada é parte.
e E linha é o comprimento sem largura.

e E superficie é aquilo que tem apenas comprimento e largura.

Afirmar tais coisas, de fato, ndo é definir estes termos, pois uma definicao deve
ser expressa em termos de coisas precedentes que sao melhor conhecidas que as coisas
definidas (BOYER, 1996, p. 77). Além do Livro I todos os outros que compde a publicagao

apresentam uma lista de defini¢oes antes das proposigoes.

Apés as definiges, Euclides apresenta cinco postulados e cinco nogoes comuns (ou
axiomas). Boyer (1996, p. 77) destaca que Aristételes tratava axiomas (ou nogoes comuns)
e postulados como sendo fortemente distintos: Nog¢des comuns devem ser convincentes
por elas mesmas, isto é, verdades comuns a todos os estudos enquanto os postulados sao
menos 6bvios e dizem respeito somente ao assunto em discussao. Entretanto, como destaca
Aaboe (1984, p. 58) hoje a maioria dos mateméaticos ndo mais veem a necessidade de tal
distingao mas chamam ambos os tipos de hipdteses de axiomas ou postulados. A seguir

apresentamos os postulados e as nogoes comuns enunciadas por Euclides:
Postulados:
1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
3. E, com todo centro e toda distancia, descrever um circulo.

4. B serem iguais entre si todos os angulos retos.
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5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,

encontrarem-se no lado no qual estao menores do que dois retos.
Nog6es comuns (ou axiomas)

1. As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.

2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sao iguais.
3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, os restantes sao iguais.

4. E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.

5. E o todo é maior do que a parte.

Ao observar os postulados e as noc¢oes comuns de Euclides percebe-se claramente
que o quinto postulado tem a redacao mais extensa e complexa que os demais, o que levou
a que muitos matematicos acreditassem que, na verdade, este postulado seria consequéncia
dos outros, sendo assim um teorema. Diversas tentativas de demonstrar o quinto postulado

foram feitas ao longo da histéria, entretanto nenhuma obteve sucesso.

O quinto postulado, conhecido como postulado das retas paralelas, implica direta-
mente que dada uma reta r e um ponto P que nao pertence a esta reta, existe apenas uma
reta s que contém P e é paralela a r. E simples entender o quinto postulado observando
a Figura 8. Observamos na imagem que se a + 3 < 2 x 90°, entdo r e s se intersectam
no lado no qual a soma dos angulos é menor do que a soma de dois angulos retos. Deste
modo, existe apenas uma reta s’ que passa por A e é paralela a r. Euclides (2009, p. 119)

enuncia e demonstra um resultado semelhante na 28° proposicao do Livro I.

Figura 8 — Ilustracao do 5° postulado

Fonte: Elaborado pelo autor



Capitulo 2. A Geometria Euclidiana 32

2.2 O método axiomatico

Como exposto anteriormente os gregos foram os responsaveis por formalizar a
Matemaética através de um modelo axiomatico. Mas o que isso significa? Coutinho (2001)
explica que uma teoria ¢ dita axiomatizada, isto €, segue o método axiomatico, quando é
construida a partir de axiomas, que sdo afirmativas aceitas sem comprovacio. E de comum
conhecimento que os teoremas matematicos sao demonstrados tomando por base outros
teoremas, deste modo, fazendo um caminho inverso encontra-se sempre um "primeiro
teorema'que nao pode ser demonstrado devido a auséncia de teoremas precedentes. Deste
modo, como afirma Aaboe (1984, p. 59) os teoremas indemonstraveis que iniciam uma

teoria sao chamados de axiomas.

Um bom modelo axiomatico deve ser compacto e possuir as seguintes propriedades:

e Completude: Um conjunto axiomatico é dito suficiente ou completo quando uma
determinada teoria pode ser totalmente construida sobre eles, sem a necessidade de

outros axiomas.

e Consisténcia: Um conjunto de axiomas é dito consistente quando nao conduz a re-
sultados contraditorios, por exemplo, um conjunto de axiomas nao pode demonstrar

que um determinado teorema ¢é verdadeiro e ao mesmo tempo negar sua veracidade.

7

e Independéncia: Um conjunto de axiomas ¢é dito independente se cada axioma inde-

pende dos outros, isto é, nenhum axioma é resultado dos demais.

Ressalta-se que se um sistema de axiomas é completo e consistente mas nao inde-
pendente, isso nao causara nenhum problema sério, significa simplesmente que um ou mais
dos axiomas estao erroneamente designados, e deveriam em vez disso serem chamados de
teoremas (AABOE, 1984, p. 59).

2.3  Um modelo axiomatico para a Geometria Euclidiana Plana

Apés apresentar uma breve explicacao sobre o que sao modelos axioméaticos, apre-
sentaremos um modelo para a Geometria Euclidiana Plana. Existem diversos modelos
semelhantes e escolhemos o modelo utilizado na obra Geometria Euclidiana Plana (BAR-
BOSA, 2012) , que é semelhante ao modelo de Hilbert, porém possui linguagem mais
simples e didatica. Para a construcao deste modelo apresentaremos os termos indefinidos,
defini¢oes, axiomas e teoremas, além de ilustragoes para uma melhor compreensao dos

conceitos tedricos.

Seguindo a literatura tradicional, os termos ponto, reta, plano, pertence, estar entre

e congruéncia serao considerados como termos indefinidos. Utilizaremos letras latinas
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maitsculas para designar pontos e mintsculas para designar retas, tal como apresenta a

Figura 9.

Figura 9 — Ilustracao de retas e pontos

Fonte: Elaborada pelo autor

O modelo axiomatico que sera apresentado divide-se em: axiomas de incidéncia, de
ordem, de medicao de segmentos, de medicao de angulo, de congruéncia, de retas paralelas

e de medicao de areas de regioes poligonais.
1 - Axiomas de incidéncia

Os dois primeiros sao conhecidos como axiomas de incidéncia e tem a redacao

simples e autoexplicativa. A Figura 10 ilustra os dois primeiros axiomas apresentados.

Figura 10 — Ilustracdo dos axiomas I e Io

Fonte: Elaborada pelo autor

e Axioma I;: qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem e pontos que

nao pertencem a reta.

e Axioma I,: dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta que os contém.

2 - Axiomas de ordem

A Figura 11 apresenta uma reta contendo os pontos A, B, C e D. Observamos

que o ponto C encontra-se entre os pontos A e B e que o ponto B encontra-se entre os
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pontos A e D. Esta nocgao de estar entre é uma relacao entre pontos que pertencem a

uma mesma reta e satisfaz os axiomas que seguem, chamados aziomas de ordem.

e Axioma I3: dados trés pontos distintos de uma reta, s6 um deles localiza-se entre

os outros dois.

e Axioma I: dados dois pontos distintos A e B, sempre existem: um ponto C entre

A e B e um ponto D, tal que B esta entre A e D.

Figura 11 — Ilustracao dos axiomas I3 e I

Fonte: Elaborada pelo autor

Como resultado direto dos axiomas I3 e I4 temos os conceitos de segmento de reta
e semirreta. Utilizando uma linguagem padrao denotaremos um segmento de reta entre os
pontos A e B como AB e uma semirreta partindo de A e contendo o ponto B como Syp
ou @ . Para a compreensao do Axioma [I5 é necessario que o leitor conheca o conceito de
semiplano. As definigoes de semirreta e semiplano podem ser encontradas em Neto (2013,

p. 3¢e9). A Figura 12 exemplifica o axioma [

Figura 12 — Tlustracao do axioma I5

Semiplano 2

r Semiplano 1

Fonte: Elaborada pelo autor

e Axioma I5: Uma reta r determina exatamente dois semiplanos distintos cuja inter-

secao é a reta r.

3 - Axiomas de medicao de segmentos

Muitos sdo os problemas geométricos que envolvem a medi¢ao de segmentos e
a possibilidade de fazer estas medigoes é consequéncia dos proximos trés axiomas. A

Figura 13 representa uma régua graduada, objeto utilizado para se medir distancias entre
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pontos, através da associagao entre os pontos e as graduagoes da régua. A medida de um
segmento de reta AB sempre sera calculada subtraindo o ntimero relacionado ao ponto
A do nimero relacionado ao ponto B, deste modo a distancia entre A e B, denotada por

AB sempre serd maior ou igual a 0 (AB > 0).

Figura 13 — Régua graduada

Fonte: Elaborada pelo autor

e Axioma I4: todo par de pontos do plano corresponde a um nimero maior ou igual

a zero. Este ntimero é zero se, e somente se, os pontos sao coincidentes.

e Axioma I;: os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em correspondéncia
biunivoca com os niimeros reais, de modo que a diferenga entre os nimeros meca a

distancia entre dois pontos correspondentes.

e Axioma Ig: se o ponto C encontra-se entre A e B, entao AC' + CB = AB.

4 - Axiomas de medicao de angulos

Chamamos de angulo a figura formada por duas semirretas com a mesma origem.
As semirretas sao chamadas lados do angulo e a origem comum de vértice do angulo
(BARBOSA, 2012, p. 22), conforme observa-se na Figura 14. Existem diversas notagoes
possiveis para se representar angulos, entretanto as mais comuns sao AOB, onde os pontos
A e B estao sobre as semirretas que formam o angulo que tem como origem o ponto O, e

as letras gregas mintusculas, por exemplo, «, 3, v etc.

O objeto mais comum para se medir os angulos é o transferidor, onde cada gradu-
acao é associada a posicao das semirretas, de modo que a medida do angulo é obtida pela
subtragao dessas marcagoes. A possibilidade de se fazer medi¢oes de angulo é consequéncia

dos préximos axiomas:

e Axioma [y: todo angulo tem uma medida maior ou igual a zero. A medida de um

angulo ¢é zero se, e somente se, ele é constituido por duas semirretas coincidentes.

e Axioma I[;): é possivel colocar, em correspondéncia biunivoca, os ntmeros reais

entre zero e 180 e as semirretas da mesma origem que dividem um dado semiplano,
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Figura 14 — Angulo AOB

O

Fonte: Elaborada pelo autor

de modo que a diferenca entre estes niimeros seja a medida do angulo formado pelas

semirretas correspondentes.

e Axioma I;;: se uma semirreta O? divide um angulo AOB , entao:

AOB = AOC + COB.

5 - Axioma de congruéncia

Dizemos que dois segmentos AB e A’ B’ sao congruentes quando a medida de AB
éigual & de A’B’, isto ¢ AB = A’B’. Da mesma forma, dizemos que dois angulos « e 3 sao
congruentes quando apresentam a mesma medida. A relacdo de congruéncia geralmente
é apresentada através de trés simbolos principais: =, = e =. Para os fins deste trabalho
utilizaremos o simbolo =, sendo assim diremos que AB = A’ B’ significa AB é congruente
a AB.

A definicao de congruéncia apresentada permite que algumas propriedades numé-
ricas também passem a ser validas para a congruéncia de angulos e segmentos, sendo

assim, é imediato observar que:

Qualquer segmento AB é congruente a si mesmo.

e Sce AB=CDe(CD = FEF, entao AB = EF.

Qualquer angulo « é congruente a si mesmo.

Se o dngulo a = f e f =7, entdo a = .

A relacao de congruéncia se estende além de angulos e segmentos, sendo muito
importante para se comparar outras figuras. Sendo o tridngulo a figura plana mais simples,
apresentamos a seguir a definicdo de tridngulos congruentes, que pode ser facilmente
estendida para outras figuras geométricas. Para se tratar de tridngulos definidos pelos
pontos A, B e C utilizaremos a notagao AABC ou ABC'. Couceiro (2016) afirma que dois
triangulos sao congruentes quando ¢é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca

entre seus vértices, de modo que seus angulos e seus lados sejam congruentes.
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Sendo assim, os tridngulos ABC e A’B'C’ sao congruentes se, e somente se, é
possivel estabelecer uma bijecao:

¥ {A,B,C} < {A,B.C".

Com a correspondéncia

A A
B+ B
C+ .
De modo que:
AB=A'B A=A
AC = A'CY B=H
BC = B'C' C=C.

Os vértices Ae A', Be B’ C e C' sao chamados correspondentes. Os angulos cujos
vértices sao correspondentes sao ditos angulos correspondentes. Os lados descritos por

vértices correspondentes sdo chamados lados correspondentes. A Figura 15 exemplifica
esta definicao.

Figura 15 — Triangulos congruentes

Fonte: Elaborada pelo autor

O préoximo axioma ¢é conhecido como primeiro caso de congruéncia entre triangulos,

e apresenta uma maneira mais simples de se definir esta congruéncia.

e Axioma Ii5: dados dois triangulos AABC e AA'B'C' se AB=A'B', B'C'= B'C'
e ABC = A'B'C’, entio AABC = ANA'B'C.

6 - Axioma das retas paralelas
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A 1ltima definicdo do primeiro livro que compoe Os Elementos apresenta o conceito
de retas paralelas: Paralelas sao retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas
ilimitadamente em cada um dos lados, em nenhum ponto se encontram (EUCLIDES,

2009, p. 98). Este conceito é importante para a compreensao do seguinte axioma:

e Axioma [;3: Por um ponto nao pertencente a uma reta r, é possivel tragar uma

Unica reta paralela a reta r.

7 - Axiomas de areas de regides poligonais

Antes de apresentar os axiomas que dao base a nocao e aos calculos de areas de

poligonos é importante apresentar o conceito de regiao triangular e regiao poligonal.

Definigao 2.1. Sejam A, B e C trés pontos ndo colineares. Chamamos de regido tri-
angular a regidgo delimitada pelos segmentos AB, AC e BC, que formam um triangulo.
Os segmentos AB, AC e BC sao denominados de fronteira da regiao triangular, e o con-

junto de pontos da regido que nao pertencem a fronteira é chamado de interior da regido

triangular.
Definicao 2.2. Sejam os pontos Ay, As, As, ..., Ay, trés a trés nao colineares, chama-
mos de regidGo poligonal da regiao delimitada pelos segmentos A1As, AsAs, ..., A, A;.

Também pode-se definir uma regiao poligonal como a uniao de um numero finito de re-
gioes triangulares, de modo que dois a dois os triangulos nao possuam pontos internos em
comum. Assim como nas regioes triangulares, os segmentos A1As, AxAs, ..., A, Ay sao
chamados de fronteira, enquanto que o conjunto pontos da regido que ndo pertencem d

fronteira é chamado de interior da regido poligonal.

e Axioma [y4: a toda regiao poligonal corresponde um niimero maior do que zero.

e Axioma [i5: se uma regiao poligonal é a uniao de duas ou mais regioes poligonais
que duas a duas nao tenham pontos interiores em comum, entao sua area € a soma

das areas daquelas regides.

e Axioma [4: regioes triangulares limitadas por tridangulos congruentes tem &areas

iguais.

e Axioma [;7: se ABCD é um retangulo, entdo sua area é dada pelo produto:

AB x BC.



Capitulo 2. A Geometria Euclidiana 39

2.4 O plano euclidiano: definicGes, teoremas e aplicacGes impor-

tantes

O modelo axiomatico apresentado caracteriza o plano euclidiano e as rela¢oes entre
os elementos que fazem parte deste plano, tais como as relacdes métricas e de posicao.
Seguindo a literatura padrao, utilizaremos letras gregas maitisculas, por exemplo 2,0, T
etc, para denominar um plano. Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes
a respeito dos seguintes temas: paralelismo, colinearidade, concorréncia, congruéncia e

semelhanca entre tridngulos.

2.4.1 Retas: posicoes relativas, paralelismo e concorréncia

Dizemos que uma reta r estda contida em um plano 2 e denotamos por r C {2,
quando todos os pontos que pertencem a r também pertencem a (2. Duas retas r e s

contidas em um plano assumem as seguintes posicoes relativas:
e Retas Paralelas: duas retas sio chamadas paralelas se nao possuirem nenhum
ponto em comum.

e Retas Concorrentes: duas retas sao ditas concorrentes se possuirem um, e somente

um, ponto em comum.

e Retas Coincidentes: duas retas sao chamadas coincidentes se possuirem todos os

pontos em comum.

Figura 16 — Posicoes relativas entre retas

Retas Paralelas

74
Retas Concorrentes

Retas Coincidentes

Fonte: Elaborada pelo autor
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As posigoes relativas entre retas contidas em um plano sao consequéncia direta dos
axiomas apresentados, sobretudo o axioma [;3. Como consequéncia direta deste axioma

temos as seguintes proposigoes:

Proposicao 2.1. Dadas as retas r, s e q. Se q € paralela ar e s, entao r e s sao paralelas
entre si ou coincidentes (BARBOSA, 2012, p. 72).

Proposicao 2.2. Dadas as retas paralelas r e s. Se uma reta q corta wma das retas, entao

também corta a outra (BARBOSA, 2012, p. 73).

Proposicao 2.3. Os angulos opostos pelo vértice, formados a partir de duas retas con-
correntes sao iguais (BARBOSA, 2012, p. 14).

Dadas duas retas paralelas r e s e uma transversal ¢, as proposi¢oes anteriores
garantem que se ¢ corta r, entao corta s, formando oito angulos de modo que quatro deles

sao correspondentes aos outros quatro, conforme Figura 17, da seguinte forma:

0« 0 vy

Observe que, como sao opostos pelo vértice, é verdade que a = vy=0 o' =" e

Figura 17 — Retas paralelas - dngulos correspondentes

Fonte: Elaborada pelo autor

A relacao de correspondéncia observada na Figura 17, além das proposicoes ante-

riores, permitem apresentar a seguinte proposicao:

Teorema 2.1. (Adaptado de Barbosa (2012, p. 73 e 75)). Sejam duas retasr e s cortadas
por uma transversal. Os dngulos correspondentes sao congruentes se, e somente se, 1 e s

sao paralelas.
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Demonstracao. Primeiramente iremos demonstrar que se os angulos correspondentes sao
congruentes, entao r e s sdo paralelas. Suponha, por contradigdo, que a e o’ sdo congru-
entes e que r e s sao concorrentes em P, tal como na Figura 18. Deste modo « e o séo,
respectivamente, um angulo interno e um angulo externo de um triangulo referentes a
vértices distintos. Pela Proposicao 2.5, que enunciaremos na préxima segao, ¢ verdade
que o > a o que contradiz a congruéncia entre estes dois dngulos. Sendo assim, se 0s

angulos correspondentes sao congruentes as retas r e s sao paralelas.

Figura 18 — [lustragdo da demonstracao do teorema 2.1 - primeira parte

Fonte: Elaborada pelo autor

Reciprocamente, iremos provar que se r e s sao paralelas, entdo os angulos corres-
pondentes sao congruentes. Sejam r e s retas cortadas por uma transversal ¢ de modo que
os angulos correspondentes sejam congruentes e sendo P o ponto de intersecao entre s e t.
Como visto anteriormente, estas condi¢oes garantem que r e s sejam paralelas. Suponha
que pelo ponto P passe a reta s’ paralela a r de modo que o dngulo correspondente a «
seja 3, conforme observado na Figura 19, sendo assim s e s’ sdo duas retas e paralelas a
r contendo o ponto P. Pelo axioma das retas paralelas pelo ponto P s6 pode passar uma
reta paralela a r, sendo assim, s e s’ sdo coincidentes e os dngulos correspondentes entre

r e s’ sdo congruentes. ]

Figura 19 — Ilustracao da demonstracao do teorema 2.1 - segunda parte

Fonte: Elaborada pelo autor
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2.4.2 Triangulos: classificacdo e congruéncia

Os triangulos sao alguns dos poligonos mais simples. O estudo de suas propriedades
constitui a base do estudo de formas mais complexas, visto que todos os poligonos podem
ser seccionados em triangulos a partir de seus vértices. Estas formas sao classificadas

quanto a medida de seus lados de trés maneiras diferentes:

e Triangulo equilatero: possui os trés lados com a mesma medida.
e Tridngulo is6sceles: possui dois lados com a mesma medida.

e Triangulo escaleno: possui os trés lados com medidas distintas.

Figura 20 — Tridngulos: classificacao quanto aos lados

Triangulo
Isésceles

Triangulo
Escaleno

Triangulo Equilatero

Fonte: Elaborada pelo autor

Quanto a medida dos seus angulos internos os triangulos podem ser classificados

COIMo:

e Tridngulo retangulo: possui um angulo reto, isto é, com medida de 90°.

e Triangulo acutangulo: possui os trés angulos agudos, ou seja, com medida menor do

que 90°.

e Triangulo obtusangulo: possui um angulo obtuso, isto ¢, com medida maior do que
90°.

A definicao de congruéncia de tridngulos apresentada anteriormente pode ser sim-
plificada, de modo a afirmar que dois triangulos sao congruentes se possuem lados corres-
pondentes com a mesma medida, o que se conhece como caso lado-lado-lado (LLL). O
axioma [ apresenta o primeiro caso de congruéncia entre triangulos, excluida a definicao,
conhecido como caso lado-dngulo-lado (LAL). Da defini¢ao de congruéncia e do axioma
citado anteriormente surge o teorema abaixo, que se trata do caso de congruéncia entre

tridngulos conhecido como angulo-lado-dngulo (ALA).
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Figura 21 — Tridangulos: classificacdo quanto aos angulos

60°

60° 60°
K

Triangulo Triangulo Triangulo

Retangulo Acutangulo Obtusangulo

Fonte: Elaborada pelo autor

Teorema 2.2. (Congruéncia de triangulos: Caso Angulo-Lado-Angulo ) Dados
dois triangulos ABC e A'B'C', se AB=A'B', A=A ¢ B= B, entio, ABC = A'B'C'
(BARBOSA, 2012, p. 36).

Os casos anteriores sdao interessantes pois permitem atestar a congruéncia entre
triangulos mesmo sem que se conhegam todas as informagoes sobre os mesmos, entretanto
h& outros casos menos conhecidos. Antes de apresentar tais casos é importante conhecer

algumas relagoes entre os angulos internos e externos dos triangulos:

Proposicao 2.4. A soma dos dngulos internos de um triangulo é igual a 180°. (BAR-
BOSA, 2012, p. 75).

Demonstragio. Seja ABC um triangulo e XY um segmento paralelo a AB passando por
A. Observando a Proposicao 2.3 e o Teorema 2.1 temos que o dngulo ABC = BAX
e BCA = CAY. Sendo assim ABC + BCA+ BAC = BAX + CAY + BAC = 180°. [J

Figura 22 — Soma dos angulos internos do triangulo

X A Y

4/V\B

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicao 2.5. Em todo triangulo, a medida de cada angulo externo é maior que as
medidas dos angulos internos nao adjacentes a ele (BARBOSA, 2012, p. 49).

Teorema 2.3. Teorema do Angulo Externo: Em todo tridngulo, a medida de cada

angulo externo € igual a soma das medidas dos angulos ndo adjacentes a ele (NETO,

2013, p. 40).
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2.4.3 Proporcionalidade de segmentos e semelhanca de triangulos

Nesta secao iremos apresentar algumas informagoes importantes a respeito de dois
temas intimamente ligados: proporcionalidade de segmentos e semelhanca de tridngulos.
Os teoremas que seguem buscam auxiliar na solu¢ao de problemas que partem da com-
paracao da razao de comprimento de segmentos. Como primeiro resultado importante

apresentaremos o Teorema de Tales, cujo enunciado e demonstragao podem ser encontra-
dos em Neto (2013, p. 123).

Teorema 2.4. Teorema de Tales: Sejam r, s, t retas paralelas. Escolhemos os pontos
AA er, BB €5, C,C" €t demodo que A,B,C e A’,B’,C" sejam dois ternos de pontos

colineares. Entao,
AB B A'B’
BC - B/C/‘

Figura 23 — Teorema de Tales

./ |
s ]
/1

Fonte: Elaborada pelo autor

O Teorema de Tales, tal como apresentado na Figura 23, possui diversas aplicagoes
sobretudo no que diz respeito a construcao de segmentos com alguma proporcao pré-
definida. Algumas aplicagoes bastante interessantes deste teorema estao relacionadas a

ideia de semelhanca de triangulos, conforme veremos a seguir.

Definicao 2.3. Dizemos que dois triangulos ABC e A'B'C" sdo semelhantes se for possi-
vel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e de outro, de modo
que os angulos de vértices correspondentes sejam iguais e que a Tazao entre 0s compri-
mentos de lados correspondentes seja sempre a mesma. Escrevemos ABC ~ A'B'C’ para

denotar a semelhanca entre os triangulos.
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Sendo assim, os tridngulos ABC e A'B'C’ sdo semelhantes se, e somente se, é

possivel estabelecer a bije¢ao:
v:{A,B,C} « {A", B, C'}.

Com a correspondéncia

A A
B& B
C .

De modo que:

AB AC BC

5 a0 mo "

A=A B=D c=C.
Em que k£ é um nimero real positivo denominado razdao de semelhanca.

Neto (2013, p. 129) destaca que "fisicamente, dois tridngulos sdo semelhantes se
pudermos dilatar e/ou girar e/ou refletir e¢/ou transladar um deles, obtendo o outro ao

final de tais operacoes". A Figura 24 apresenta dois tridngulos semelhantes.

Figura 24 — Triangulos semelhantes - ABC' ~ A’B'C’

A

) AANG

m
O
k)
(]

Fonte: Elaborada pelo autor

Como saber se dois tridngulos sao semelhantes? Em alguns problemas nem sempre
sao conhecidas todas as caracteristicas de um par de triangulos, de modo que é dificil saber
se os dois sdo semelhantes apenas pela definicdo anterior. Pensando nisso, apresentare-
mos as trés proposicoes a seguir, que estabelecem as condigoes suficientes para atestar a

semelhanga entre tridngulos. O primeiro caso, conhecido como caso lado-lado-lado (LLL)
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de semelhancga de triangulos, permite atestar a semelhanca entre triangulos quando as
medidas dos trés lados de cada um sao conhecidas. O enunciado e a demonstragao da

seguinte proposigao podem ser encontrados em Neto (2013, p.130).

Proposicao 2.6. Sejam ABC E A’B’C" triangulos no plano, tais que

AB AC BC

A'B’ - A'CY - B/C/'
Entao, ABC ~ A'B'C’', com a correspondéncia de vértices A <+ A', B <+ B', C « (".
Em particular, A= Z’, B=BeC=C".

O segundo caso é conhecido como lado-angulo-lado (LAL) de semelhanga. O se-

guinte enunciado e a respectiva demonstra¢ao encontram-se em Neto (2013, p. 131).
Proposigao 2.7. Sejam ABC E A’B’C" triangulos no plano, tais que
AB  AC
A'B AT
Entao, ABC ~ A'B'C’, com a correspondéncia de vértices A <» A', B <+ B', C « (',

Em particular, A=A, C =" e E/ =k

—k e B=D

O terceiro caso é conhecido lado-lado (LL) de congruéncia. Seu enunciado e de-

monstra¢ao podem ser encontrados em Neto (2013, p. 131).

Proposicao 2.8. Sejam ABC e A’B’C" triangulos no plano, tais que

Entao, ABC ~ A'B'C', com a correspondéncia de vértices A <+ A", B <+ B', C + (".

Em particular,

AB AC BC
AB ~ AC ~ BC"

2.4.4 Colinearidade e concorréncia

Nesta se¢ao iremos explorar os conceitos de colinearidade e concorréncia. Dizemos
que um conjunto de pontos A, B,C sao colineares se os trés pontos pertencem a uma

mesma reta. Adotaremos também as seguintes convencgoes:

Convencao 1: Dados pontos distintos X e Y no plano, XY denota o segmento
ordinario que une X e Y, orientado de X para Y. Convencionamos também que XY =

—Y X, dado que os segmentos XY e YX tem orientagoes distintas.

Convencgao 2: Dados pontos colineares X, Y e Z, denotamos:

XY _ XY

* Yz = Yo

se XY e YZ tém orientacoes iguais.
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Xy _ XY

*Yz< vz

se XY e YZ tém orientagoes distintas.

Adotando as notagoes acima pode-se apresentar o seguinte teorema, conhecido
como Teorema de Menelaus. O enunciado e a demonstracao deste teorema podem ser
encontrados em Neto (2013, p. 152).

Teorema 2.5. Teorema de Menelaus: Seja ABC um triangulo e A’, B’ e C’ pontos
sobre as retas suportes dos lados BC, CA e AB, respectivamente, todos distintos dos
vértices de ABC. Entao,

BA" CB" AC

AC BA OB (2.1)

se, e somente se, os pontos A’, B’ e C’ forem colineares.

Figura 25 — Teorema de Menelaus ilustrado

A

Fonte: Elaborada pelo autor

Como aplicagao do teorema de Menelaus apresentamos o Teorema de Desargues.
Para os fins deste trabalho adaptamos o enunciado e a demonstragao encontrados em
Neto (2013, p. 154), esté presente tanto na Geometria Euclidiana quanto na Geometria

Projetiva.

Teorema 2.6. Teorema de Desargues: Sejam ABC e A’B’C’ dois triangulos tais que:

ABNAB - {2)
BEnBC = (X}
AN ac = vy
_ (0}

\ <
7,

AA NBB NnCC

Vv

Entao X,Y e Z sao colineares.
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Figura 26 — Teorema de Desargues ilustrado

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstraciao. A demonstracao sera baseada no Teorema de Menelaus, apresentado ante-
riormente. Com relacao ao tridngulo OAB, sabendo que os pontos Z, B’ e A’ sdo colineares,

através da equagao (2.1) obtemos:

AZ BB OA
ZB BO AA - - (2.2)

Com relagao ao tridangulo OAC, sabendo que os pontos X, A’ e C sdo colineares obtemos:

CX AN OC
XA AO CC

Com relagao ao tridngulo OCB, sabendo que os pontos Y,C’ e A’ sdo colineares obtemos:

~1. (2.3)

BY CC" OB
YC C'O B'B
Pela convencgao 2 obtemos as seguintes relagoes:

~1. (2.4)

BB' B'O 0OA A0 CC' CO
B'O BB A0 OA C'O CC'

=1. (2.5)

Multiplicando (2.2), (2.3) e (2.4) termo a termo e levando em consideragao (2.5)

obtemos:

AZ BY CX
ZB YO XA

~1. (2.6)

Sendo assim, X, Y e Z sao colineares, como queriamos provar.
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3 A Geometria Projetiva

Como visto anteriormente, a Geometria Projetiva surge com base na ideia de pro-
jetar imagens em um plano, sendo inicialmente uma preocupacao apenas dos artistas
(STILLWELL, 2010, p. 127), o que mudou apenas séculos depois, quando grandes mate-
maticos se debrucaram sobre este conhecimento e o formalizaram. Deste modo, pode-se
apresentar e estudar este modelo de Geometria partindo de dois pontos: das observacoes
e das técnicas dos artistas renascentistas ou das observagoes e formalizacoes dos matema-

ticos.

A principio apresentaremos esta Geometria a partir de uma visdao Matematica,
apresentando seus axiomas e defini¢bes formais. Posteriormente apresentaremos os con-
ceitos de projetividade e de perspectividade sobre um ponto de vista artistico, tal como

observado pelos artistas renascentistas.

3.1 Nocoes gerais

Antes de apresentar um modelo axiomatico para a Geometria Projetiva é impor-
tante estabelecer as notacoes que serao utilizadas ao longo deste trabalho. Utilizaremos
letras maitsculas para pontos, letras mintsculas para retas e letras gregas mintsculas
para os planos e estudaremos as relacoes existentes entre estes elementos, sobretudo a
relacdo de incidéncia. De forma bastante simples, dizemos que uma reta e um ponto sao
incidentes quando o primeiro estd sobre o segundo, ou vice-versa. De forma semelhante
podemos relacionar também retas com planos e pontos com planos. Adotaremos também

a seguinte simbologia:
e Quando duas retas [ e m passarem pelo ponto @), isto é, quando [ e m forem inci-
dentes ao ponto Q, utilizamos a simbologia () = [ - m.

e Quando os pontos ) e R estiverem sobre a reta n, isto é, quando a reta n ligar os

pontos ) e R, adotaremos a simbologia n = QR .

e Quando o plano « estiver sobre as retas [ e m e sobre o ponto P de modo que tais

retas nao sejam incidentes ao ponto P, escrevemos:

a=Im=ml=I[P=Pl=mP = Pm.
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Figura 27 — Retas, pontos e plano projetivo

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2 Projetividade e perspectividade

Os conceitos de perspectividade e de projetividade sdo intimamente ligados aos

conceitos de feixe de retas e fileira de pontos, que definiremos a seguir.

Definigao 3.1. Considere um ponto P e uma reta l ndo incidentes. Chamamos de fileira
de pontos a todos os pontos incidentes al e de feixe de retas a todas as retas incidentes
a P.

Observamos que a intersecao entre o feixe de retas passando por P e a reta l é a
fileira de pontos de [ e que é possivel estabelecer uma relagdo biunivoca entre este feixe
de retas e a fileira de pontos. Sendo assim, como destaca Coxeter (1974, p. 8), a fileira de
pontos é uma secao do feixe de retas e o feixe de retas projeta a fileira de pontos. Seguindo a

literatura tradicional utilizaremos a seguinte notagao para esta correspondéncia elementar:

XAz,
onde X é um ponto da fileira de pontos e x é a reta correspondente do feixe. Também

utilizamos a seguinte notagao:

ABC ---ANabc---

onde A, B,C,... sao pontos do da fileira e a,b,c, ... sdo as retas correspondentes. A Fi-
gura 28 exemplifica esta correspondéncia elementar entre pontos da reta o e o feixe de retas
que passam por O. Observa-se que esta simbologia nao apresenta uma ordem definida,
entretanto deve-se atentar para que que simbolos correspondentes sejam posicionados em

posicoes correspondentes. Assim as seguintes simbologias sdo equivalentes:

ABC'--- R abc- - BCA---Rbca--- BAC---Rbac--- .
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Figura 28 — Correspondéncia elementar: ABC'--- Aabc--- e X A x

—

\f’\x

N

Fonte: Elaborada pelo autor

Ainda a respeito da notacao, é importante ressaltar que a notacao X A x indica
que X e z sdo incidentes, desta forma a correspondéncia x A X é equivalente, de modo
que pode-se dizer que X Az transforma X em x enquanto que a correspondéncia inversa,
isto é, x A X transforma xr em X. Estas observagoes a respeito da notacao utilizada
é importante, visto que esta simbologia nao é comum na Geometria Euclidiana, mais

comumente estudada.

Além das transformagoes apresentadas pelas correspondéncias elementares presen-
tes na Figura 28 pode-se estabelecer transformagoes mais sofisticadas, tal como é apre-

sentado na Figura 29:

Figura 29 — Sequéncia de correspondéncias elementares

n-1

Fonte: Elaborada pelo autor

Que pode ser representada pelas seguintes notacoes:

XKxKXlxxlﬁXQKxQKXgﬁXn

ou de maneira mais simples,

X Az, T ATy, A X,, X AKX,

Os conceitos de feixe de retas, fileira de pontos e correspondéncia elementar sao

importantes para a compreensao do conceito de perspectividade, definido por Coxeter
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(1974, p.10) como sendo o produto de duas correspondéncias elementares, isto é, uma
perspectividade associa duas fileiras de pontos ou dois feixes de retas. Seguindo a literatura
tradicional, indicaremos uma perspectiva através do simbolo A. Deste modo podemos dizer
que, duas fileiras de pontos estao relacionadas por uma perspectividade de centro O se
elas sao segoes de um feixe (com todas as retas incidentes em O) por duas distintas retas

0 e 0, (COXETER, 1974, p.10).

Seguindo a literatura tradicional utilizaremos a seguinte simbologia:

XAX, ou X%Xl.

A Figura 30 apresenta duas perspectividades que relacionam os pontos A, B e C
aos pontos Ay, By e C, em simbolos: ABC' % A1 B;1C;. Observa-se que as retas AA;, BB,

e C'C'} de pontos correspondentes passam pelo ponto O.

Figura 30 — Perspectiva ABC% A, BC

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim como podemos relacionar duas fileiras de pontos, também pode-se relacionar
dois feixes de retas por uma perspectividade. Dois feixes de retas sao relacionados por
uma perspectividade com eixo 07 se eles projetam uma fileira de pontos (com todos os
pontos incidentes a 0;1) por dois pontos distintos O e O;.(COXETER, 1974, p.10).

Em simbolos:

TAT ou TP T

A Figura 31 apresenta duas perspectividades que relacionam as retas a, b e ¢ as

retas ay, by e ci, em simbolos: abc 2 abicy.

Por fim, cabe apresentar o conceito de projetividade, definida por Auffinger e
Valentim (2003, p. 5) como sendo uma combinagao finita de correspondéncias elemen-

tares. Também pode-se definir a projetividade como sendo o produto de duas ou mais
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Figura 31 — Perspectiva abc 2" a;1bicy

0‘ A
y\/\c\

Fonte: Elaborada pelo autor

perspectividades. Seguindo a simbologia padrao, designaremos uma projetividade através
do simbolo A. A Figura 32 exemplifica a definicao de projetividade. Na figura observa-se
que a fileira de pontos ABC' e a fileira A;B;C] sao perspectivas, assim como as fileiras
A1B1Cy e A3B5Cy. Pela definicdo de projetividade a fileira de pontos A;BsCy é uma
projecao da fileira ABC'. Em simbolos ABC %AlBlC'l %1A2BQC’2, logo, ABC' A A3 ByCs.

Figura 32 — Projetividade ABC' A Ay ByCy

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3 Modelo axiomatico para a Geometria Projetiva

As notagdes apresentadas sao importantes para a compreensao do modelo axio-
matico da Geometria Projetiva que iremos apresentar. Tal como acontece na Geometria
Euclidiana nem todos os termos podem ser definidos. Sendo assim, os termos ponto,

reta e incidéncia sao considerados como termos indefinidos ou primitivos, tal como
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apresenta Coxeter (1974, p.15). De maneira diferente do que foi apresentado no modelo
axiomatico para a Geometria Euclidiana, na Geometria Projetiva o plano nao é conside-

rado um termo indefinido, sendo definido da seguinte forma:

Definicao 3.2. Sejam P um ponto e | nao incidentes. Definimos o plano Pl como sendo
o conjunto de todos os pontos que estao sobre retas que unem P a pontos de | e todas as

retas que sdo unido de pares de pontos assim construidos.

Seguindo a literatura tradicional apresentaremos agora os axiomas que dao base a

Geometria Projetiva, tal como apresenta Coxeter (1974, p.15):

e Axioma [I;: existem uma reta e um ponto que nao sao incidentes.
e Axioma [I5: qualquer reta ¢é incidente com pelo menos trés pontos distintos.
e Axioma [II3: quaisquer dois pontos sao incidentes com apenas uma reta.

e Axioma I14: se A, B, C' e D sao quatro pontos tais que a reta AB cruza a reta C'D,

entao AC também cruza a reta BD. A Figura 33 exemplifica este axioma.

e Axioma [I5: se ABC' é um plano, entao existe ao menos um ponto que nao pertence
ao plano ABC.

e Axioma [Ilg: quaisquer dois planos tem ao menos dois pontos em comum.
e Axioma II;: as trés diagonais de um quadrangulo completo nunca sao colineares.

e Axioma [Ig: se uma projetividade deixa invariante cada um de trés pontos distintos

de uma reta, entao ela deixa invariantes todos os pontos da reta.

Por serem semelhantes aos conceitos encontrados na Geometria Fuclidiana os trés
primeiros axiomas sao de facil compreensao e aceitacao. O quarto axioma foi obra de
Oswald Veblen e (1880-1960) e apresenta uma das diferengas marcantes entre os dois

modelos de Geometria apresentados nesta obra. A Figura 33 ilustra o quarto axioma.

O quinto e o sexto axiomas sdo a base da Geometria Projetiva tridimensional e
nao permitem a existéncia de geometrias com mais de trés dimensoes. O sétimo axioma
nao sera explorado neste trabalho, visto que exige conceitos que fogem ao objetivo desta

obra.

O oitavo axioma diz que caso uma projetividade ABC A A; B1C} deixe invariantes
cada um de trés pontos distintos de uma reta, ou seja A = Ay, B = By e C' = (', entao
deixara invariantes todos os pontos desta reta. A Figura 34 apresenta uma projecao que
deixa invariantes trés pontos de uma reta e a Figura 35 exemplifica que esta projecao,
conforme exposto no oitavo axioma, também deixa invariantes os outros pontos da reta,

exemplificado pelo ponto D.
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Figura 33 — Axioma Iy

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 34 — Projetividade ABC A ABC

7 7 /1T \ X

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3.1 O Principio da dualidade

Ao analisar as defini¢oes de perspectividade entre feixes de retas ou fileiras de
pontos percebe-se que ambas sao semelhantes, de modo que a tnica diferenca entre elas ¢ a
posicao das palavras pontos e retas. Este fato deve-se ao Principio da Dualidade, muito
importante dentro da Geometria Projetiva, que afirma que retas e pontos tem exatamente
o mesmo comportamento em relagao a incidéncia. Este principio é tao importante que
autores como Coxeter (1974, p. 10) apresentam as defini¢goes de perspectividade entre

pontos e retas lado-a-lado, a fim de evidenciar tal principio.

Deste modo, defini¢oes, proposicoes e teoremas relacionados a incidéncia perma-
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Figura 35 — Projetividade ADBC A ADBC'

57/ G v w

Fonte: Elaborada pelo autor

7

necem validos quando as palavras ponto e reta sdo intercambiadas (COXETER, 1974,
p. 25). Deste modo, o leitor é convidado a identificar este principio nas proposicoes e

teoremas que serao apresentados ao longo das proximas secoes.

3.4 Proposicoes e teoremas importantes

3.4.1 Consequéncias diretas dos axiomas

Apos apresentar os axiomas que sao a base da Geometria Projetiva pode-se enun-
ciar e demonstrar algumas proposicoes e teoremas importantes. As demonstragoes dos

seguintes resultados foram adaptadas com o objetivo de facilitar a sua compreensao.

Proposicao 3.1. Quaisquer duas retas distintas tem no mdximo um ponto em comum

(COXETER, 1974, p.17).

Demonstracao. Suponha, se possivel, que as duas retas dadas tem dois pontos em comum
Ae B. O Axioma [ I3 nos diz que dois pontos determinam uma tnica reta. Sendo assim,

estas duas retas sao coincidentes, contradizendo nossa suposicao de que elas eram distintas.
O

Proposicao 3.2. Se duas retas tem um ponto em comum, elas sio coplanares (COXE-
TER, 1974, p.17).

Demonstracao. Se duas retas tem um ponto o ponto C em comum, nés podemos nomea-
las AC e BC, onde A, B e (' sdao pontos distintos e A e B pertencem a retas distintas, e

concluir que tais retas encontram-se no plano ABC. ]
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Proposicao 3.3. Existem quatro pontos coplanares de modo que quaisquer trés deles nao
sao colineares (COXETER, 1974, p.17).

Demonstracao. Com base nos trés primeiros axiomas, existem duas retas distintas com
um ponto em comum e contendo outros dois pontos cada uma, por exemplo, as retas F'A
e EC contendo também B e D, respectivamente, tal como na Figura 33. Os quatro pontos
distintos A, B, C, D tém a desejada propriedade de nao colinearidade. Por exemplo, se os
pontos A, B e C' fossem colineares, FF também seria colinear com todos estes pontos, visto
que E € AB, e EA seria coincidente a EC', contradizendo nossa suposicao de que estas

duas retas sao distintas. O

As proposicoes e as demonstracoes apresentadas até agora nesta se¢ao sao de facil
compreensao, visto que sao consequéncias diretas dos trés primeiros axiomas, que sao
mais simples. Observa-se ainda que estes resultados sao semelhantes aos encontrados na
Geometria Euclidiana, cujo estudo é mais comum, o que facilita a compreensao dos mes-
mos. O mesmo nao acontece com o teorema que apresentaremos a seguir. Neste teorema
apresenta-se uma ruptura da Geometria Projetiva em relacdo a um dos conceitos mais

conhecidos encontrados na Geometria Euclidiana: o quinto postulado de Euclides.

Teorema 3.1. Quaisquer duas retas tem ao menos um ponto em comum (COXETER,
1974, p.17).

Demonstracio. Seja E um ponto coplanar com duas retas de modo que E nao pertenga
a elas. Seja AC' uma destas retas. Uma vez que o plano AC'E é determinado pelo feixe de
retas contendo E e que cortam AC, a outra reta dada pode ser cortada em dois pontos
distintos por retas deste feixe, por exemplo, B em FA e D em EB, conforme a Figura 33.

De acordo com o Axioma [I14, as duas retas AC' e BD tem um ponto em comum. O]

3.4.2 O teorema de Desargues

Nas secOes anteriores foram apresentados os conceitos de projetividade e de pers-
pectividade em relagao a feixes de retas e fileiras de pontos. De agora em diante iremos

expandir estes conceitos para figuras envolvendo mais de um ponto e mais de uma reta.

Duas figuras sao ditas perspectivas se seus pontos podem ser colocados em cor-
respondéncia biunivoca de modo que pares de pontos correspondentes definam retas con-
correntes, ou se as suas retas podem ser colocadas em uma correspondéncia biunivoca
de modo que pares de retas correspondentes se encontrem em pontos colineares (COXE-
TER, 1974, p.18). A primeira correspondéncia é chamada perspectividade por um ponto,

enquanto que a segunda é dita perspectividade por uma reta.
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Figura 36 — Tridngulos ABC e A’B'C" em perspectiva

Fonte: Elaborada pelo autor

A Figura 36 apresenta os triangulos ABC e A'B'C" em perspectiva. A figura a
esquerda evidencia que os dois triangulos ABC e A'B'C’ sdo perspectivos pelo ponto,
visto que AA’, BB' e CC" concorrem no ponto O. Cabe ressaltar que este ponto é chamado
centro da perspectividade. A figura a direita mostra que os dois tridngulos ABC e A’B'C’
sao perspectivos pela reta o, chamada de eixo da perspectividade, visto que X,Y e Z sao

colineares e que:

X =AB-A'B
Y = AC - A'C'
Z =BC-B'C".

A Figura 36 apresenta dois tridngulos que sao, ao mesmo tempo, perspectivos por
uma reta e por um ponto. Assim surgem dois questionamentos importantes: sempre que
dois triangulos forem perspectivos por um ponto, também serao perspectivos por uma
reta? Sempre que dois triangulos forem perspectivos por uma reta, serdo perspectivos por
um ponto? Estes dois questionamentos sao respondidos pelos dois teoremas que seguem.

Os enunciados e as respectivas demonstragoes dos seguintes teoremas encontram-se em
Coxeter (1974, p. 19).

Teorema 3.2. Se dois triangulos sdo perspectivos por uma reta, entao sao perspectivos

por um ponto.

Teorema 3.3. Teorema de Desargues: se dois triangulos sao perspectivos por um

ponto, entao sao perspectivos por uma reta.

Demonstracao. teorema de Desargues:

Para a devida compreensao da demonstragao deve-se observar a Figura 36. Sejam

dois triangulos ABC e A’B’'C’em perspectiva pelo ponto O. Pelo axioma [1; temos que
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os trés pares de retas correspondentes concorrem em X, Y e Z e devemos demonstrar que
estes trés pontos sdo colineares. Consideramos dois tridngulos BB'X e CC'Y. Como o0s
pares de retas correspondentes concorrem nos pontos colineares O, A e A" estes tridngulos
sao perspectivos por uma reta. Logo, pelo teorema 3.2, sao perspectivos por um ponto,
nomeado de F' = AC - A'/C’. Sendo assim, X,Y e Z sdo colineares. a

3.4.3 O teorema fundamental da Geometria Projetiva

O Axioma [y afirma se uma projetividade deixa invariantes trés pontos em uma
reta, entao deixa invariantes todos os pontos desta reta. Em outras palavras, este axioma
nos diz que é possivel conhecer a imagem de todos os pontos de uma projetividade sobre
uma reta a partir de um conjunto finito de pontos, desde que esta projetividade deixe in-
variantes trés pontos, em simbolos, ABC A ABC'. Entao, surge uma pergunta interessante:
¢é possivel determinar uma projetividade como um todo conhecendo apenas a imagem de
um conjunto finito de pontos? A resposta para este questionamento encontra-se em um

importante teorema, conhecido como o Teorema Fundamental da Geometria Projetiva.

Antes de apresentar este teorema e sua demonstracao, é importante conhecer a

seguinte proposi¢cao que ira auxiliar na sua compreensao.

Figura 37 — ABC A AQBQCQ

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicao 3.4. (AUFFINGER; VALENTIM, 2003, p. 6). Dados trés pontos distintos
A, B e C em uma reta e trés pontos distintos Ay, By , Cy em outra reta, podemos

estabelecer duas perspectividades cujo produto satisfaz: ABC N AyByChs.

Demonstragdo. Sejam

Bl - ABQ . AQB
Cy = AC;y - AC
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Al - AA2 . Blcl,

conforme a Figura 37, entao temos:

ABC 22 A|B,Cy 2 AyByCs
O

Teorema 3.4. (COXETER, 1974, p.33 - 34). Teorema Fundamental da Geometria
Projetiva: uma projetividade é determinada quando trés pontos colineares e seus trés

pontos colineares correspondentes sao dados.

Demonstracao. Dados trés pontos distintos A, B,C' e X em uma reta, e trés pontos dis-
tintos Ai, By, C7 na mesma ou em outra reta, ha muitas formas possiveis em que nos

podemos construir um ponto X; sobre a reta A;B;, em simbolos:

ABCX AN A1B1C1 X,

Caso os pontos estejam em retas distintas, a Figura 38 apresenta uma maneira
possivel de se construir ABCX A A; B1C1X:. Em simbolos:

ABCX &' GNMK 2 4, B,C; X;.

Figura 38 - ABCX 2 GNMK 2 A, B,C1 X,

Fonte: Elaborada pelo autor

Caso todos os pontos estejam em uma mesma reta, pode-se utilizar uma perspec-

tiva arbitraria ABCX A AyB>Cy X, para obter quatro pontos em outra reta, e apds isso
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relacionar A, ByCs X5 aos pontos Ay B1C1.Xq, tal como na Figura 39 em simbolos:

ABCX 9 AyByCyX5 2 GNMK 22 A1 B,C1 X,

Figura 39 ~ ABCX 9 AyByCy X5 21 GNMK 22 A1 BiC1 X4

Fonte: Elaborada pelo autor

Para provar que este ponto X; é inico, suponha que existam dois pontos distintos

X e Xjs, isto é, X # X3, e duas cadeias de perspectividades tais que:

ABCX A AlBIC’le € ABCX A AlBlchg.

Procedendo com uma composi¢ao da inversa da primeira cadeia de perspectivida-

des com a segunda obtemos
A1B1C1 Xy A AL B CL X,

o que contradiz o axioma 1. O

3.5 O desenho em perspectiva: a Arte encontra a Matematica

3.5.1 A camara escura e a visao humana

Nas segOes anteriores foram apresentados alguns dos fundamentos matemaéaticos
da Geometria Projetiva, tais como defini¢bes, axiomas, proposicoes e teoremas. Estas
informagoes constituem uma base sélida para este estudo, entretanto, é importante que
também sejam apresentados os modelos de desenho e as descobertas feitas pelos artistas
da Renascenca, visto que estes foram os fatos motivadores para o desenvolvimento deste
ramo da Geometria. De maneira bastante simples, podemos dizer que esta Geometria

relaciona-se com a percepcao visual que se tem do mundo.
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Assim surge um questionamento natural: como enxergamos? Nao é um dos obje-
tivos deste trabalho fazer uma grande exposicio a respeito da Fisica Optica, entretanto,
é interessante apresentar de maneira superficial o funcionamento de um objeto conhecido
como camara escura, que funciona de maneira semelhante ao olho humano e a uma ca-
mera fotografica. Compreender o funcionamento da camara escura, e analogamente da
prépria visao humana, é importante pois esta intimamente relacionado aos conceitos de

perspectiva e projetividade.

Figura 40 — Camara escura
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Fonte: Disponivel ~— em  https://vamosestudarfisica.com/camara-escura-de-orificio-e-o-olho-humano/
Acesso em: 19/03/2020

Uma camara escura é uma caixa composta por paredes opacas, que possui um
orificio em um dos lados, e na parede paralela e este orificio, uma superficie fotossensivel
para a captacdo da imagem (PORTO, 2006). Baseando-se no principio da propagacao
retilinea da luz, os raios de luz que partem do objeto observado adentra a cAmara escura
pelo orificio e produzem uma imagem na superficie fotossensivel, tal como apresentado

na Figura 40. Ressalta-se que a imagem é projetada de forma invertida.

De maneira semelhante, a Figura 41 apresenta a estrutura basica de funcionamento
do olho humano. Observa-se que o a imagem ¢é projetada no fundo do olho, tal como como

acontece numa camara escura.

Figura 41 — Esquema de funcionamento do olho humano

Musculo ciliar

Fonte: Disponivel em https://www.todamateria.com.br/olhos/ Acesso em: 05/03/2020


https://vamosestudarfisica.com/camara-escura-de-orificio-e-o-olho-humano/
https://www.todamateria.com.br/olhos/
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3.5.2 A perspectiva cbnica

A palavra perspectiva vem do termo latino perspicere, cujo significado é "ver através
de" (PACHECO et al., 2017, p. 155). Stillwell (2010, p.128) afirma que a perspectiva
pode ser descrita como sendo uma representacao realistica de cenas espaciais em um
plano. Uma obra de arte que faz uso destes conceitos consegue ser bastante realista,
apresentando proporc¢oes harmonicas e a ideia de profundidade, tal como apresentam os

objetos tridimensionais, tal como observado na Figura 7.

A descoberta de um método eficaz para uma perspectiva correta é atribuida ao
pintor e arquiteto Brunelleschi (STILLWELL, 2010, p.128). Este método foi desenvolvido
e publicado por Alberti no tratado On Painting (1436) e é conhecido como Véu de Alberti
(STILLWELL, 2010, p. 128), Método da Tela de Vidro (KLINE, 1967, p. 216) ou sim-
plesmente por Perspectiva Conica, que pode ser definida como uma representacao sobre

a superficie plana da forma aparente de corpos bi ou tridimensionais.

O método consiste em olhar para a cena a ser retratada com apenas um dos olhos a
partir de um ponto fixo. Imagine que retas liguem os pontos da figura ao olho do observa-
dor. Este conjunto de retas é chamado de projecao, e cada uma destas retas é denominada
de linha de projegio. Colocando uma tela de vidro (ou um tecido transparente) entre o olho
e a cena a ser retratada, as retas de projecao intersectam esta tela em pontos, de modo
que a figura formada por estes pontos, também conhecida como se¢do, causa a mesma
impressao ao olho que a cena original (KLINE, 1967, p. 216). A Figura 42 exemplifica

este método.
Figura 42 — Perspectiva conica

Plano de
Desenho

Linha do E
Horizonte PF Ponto de
Vista

Fonte: Elaborada pelo autor
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Alguns dos elementos que compoem a perspectiva conica sao:

e Ponto de vista ou ponto de observacao: ponto do espago ocupado pela vista do

observador.

e Plano base ou plano da terra: plano horizontal que abriga os objetos representados

na perspectiva.

e Plano de desenho ou quadro: superficie plana na qual se representa o objeto visto

pelo observador.
e Linha de terra: intersecdo do plano da terra com o plano de desenho.

e Linha do horizonte: interse¢do entre o plano de desenho e o plano horizontal que

passa pelo Ponto de Vista.
e Linha de projecdo: reta que vai o ponto de vista até o objeto a ser representado.

e Pontos de fuga: pontos para os quais convergem as linhas que se dirigem ao horizonte.

A Figura 43 apresenta uma fotografia da Esplanada dos Ministérios, onde foram

marcados o ponto de fuga e a linha do horizonte.

Figura 43 — Esplanada dos Ministérios 2

Linha dopHorizo

'

nte

Fonte: Disponivel em https://agenciabrasilia.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/12/esplanada-acesso-
posse-tony-winston-24-02-2016.jpg Acesso em: 27/03/2020

A Figura 43 evidencia este fato. Deve-se observar que os prédios dos ministérios
mais distantes do observador tem tamanhos menores na fotografia do que aqueles que

estao mais proximos, ainda que todos tenham as mesmas dimensoes.

E importante ressaltar que neste tipo de perspectiva os objetos vao diminuindo
de tamanho (no plano de desenho) & medida que se afastam do ponto de observagao, tal

como observado na Figura 44.


https://agenciabrasilia.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/12/esplanada-acesso-posse-tony-winston-24-02-2016.jpg
https://agenciabrasilia.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/12/esplanada-acesso-posse-tony-winston-24-02-2016.jpg
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Figura 44 — Paralelepipedos em perspectiva

Fonte: Elaborada pelo autor
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4 Aplicacoes propostas

Antes de apresentar algumas aplicagoes da Geometria Euclidiana e da Geometria
Projetiva é interessante apresentar alguns dados a respeito do atual momento da educacao
brasileira, sobretudo em relacao ao ensino da Matematica, e sobre a organizacao dos
conteudos dentro da proposta nacional de educacdo. As atividades serdo divididas em
relagao ao conteiudo abordado, sendo apresentados o publico alvo, os conhecimentos e o

material necessarios para bem realiza-las.

4.1 Breve diagndstico da educacao brasileira - PISA 2018

O Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes, cuja sigla em inglés é PISA,
é uma pesquisa trienal de estudantes na faixa etaria de 15 anos que avalia até que ponto
eles adquiriram os principais conhecimentos e habilidades essenciais para a plena partici-
pacao na sociedade (OCDE, 2018, p. 1). No ano de 2018, o relatério do PISA referente
ao Brasil, divulgado pela Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Econémico

(OCDE), trouxe resultados alarmantes a respeito da educagao brasileira.

O documento é longo, e por isso apenas alguns dados serao expostos nesta obra,
sendo recomendada a leitura do texto em sua integralidade para os profissionais da edu-

cacao. Do documento destacamos os seguintes pontos:

e No PISA 2018, os estudantes no Brasil pontuaram abaixo da média da OCDE em
leitura, Matematica e ciéncias (OCDE, 2018, p. 1).

e Apenas 2% dos alunos tiveram os niveis mais altos de proficiéncia em pelo menos
uma disciplina (média da OCDE: 16%) e 43% dos alunos obtiveram pontuagao

abaixo do nivel minimo de proficiéncia nas trés disciplinas (OCDE, 2018, p. 1).

e Depois de 2009, em Matematica, como em leitura e ciéncias, o desempenho médio

nao mudou significativamente (OCDE, 2018, p. 1).

O relatorio da Organizacao para a Cooperagdao e Desenvolvimento Econdémico
(OCDE), assim como o resultado de véarios testes nacionais, mostra uma realidade triste,
porém, conhecida: o processo educacional brasileiro tem problemas graves. Nao é objetivo
deste trabalho ter a audacia de falar a respeito dos motivos ou das soluc¢oes destes pro-
blemas, entretanto, é importante que estes resultados sejam apresentados, reconhecidos e

debatidos com seriedade que os fatos exigem.
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Apresentar e debater tais problemas é importante sobretudo no ambito do Pro-
grama de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), que
tem como um de seus objetivos proporcionar formacao Matematica aprofundada e rele-
vante ao exercicio da docéncia na Educagao Bésica, visando dar ao egresso a qualificacao

certificada para o exercicio da profissao de professor de Matematica (SBM, 2016).

Como citado anteriormente, aqui ndo se quer encontrar um caminho perfeito para
a melhoria do processo educacional brasileiro, visto que num pais com dimensoes conti-
nentais e com tantas diferencas regionais este caminho, provavelmente, nao serd tnico e
nem de curto prazo. Entretanto, melhorar o processo educacional, sobretudo no que diz
respeito ao aprendizado da Matematica, passa principalmente pela relacao entre professor
e aluno e depende da criatividade do docente em levar os alunos a ter uma maior mo-
tivagdo para o seu estudo. Sendo assim, neste capitulo apresentamos algumas atividades
que podem ser facilmente aplicadas em sala de aula, utilizando materiais e tecnologias

acessiveis.

4.2 A Base Nacional Comum Curricular e a Educacao Matematica

O artigo 26 da lei 9.394 de 1996, conhecida como Lei de Diretrizes e Bases da
Educagao Nacional (LDB), afirma que os curriculos da educacao infantil, do ensino fun-
damental e do ensino médio devem ter base nacional comum, a ser complementada, em
cada sistema de ensino e em cada estabelecimento escolar, por uma parte diversificada,
exigida pelas caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura, da economia e dos
educandos (BRASIL, 1996). Em atendimento & esta lei, apds amplo processo de discussoes
técnicas e audiéncias publicas, em 2017 foi homologada a Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC) para a Educagao Infantil e Ensino Fundamental e em 2018 foi homologada
a BNCC para o Ensino Médio.

Em resumo, a BNCC é um documento que visa orientar os sistemas educacionais
a respeito dos contetidos minimos a serem trabalhados em cada componente curricular,
etapa e série. B importante ressaltar que a BNCC, além de contetdos, apresenta orienta-
coes gerais e também habilidades e competéncias a serem desenvolvidas pelos alunos. E
recomendado que os professores conhecam o documento e sigam as diretrizes que nele se

encontram.

Cabe destacar que a BNCC busca uma integragao entre o conhecimento e pratica,
além de prezar pela interdisciplinaridade entre as ciéncias. E uma das competéncias es-
pecificas para o ensino fundamental reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana,
fruto das necessidades e preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos his-
téricos e é uma ciéncia viva (BRASIL, 2017, p. 265). Deste modo, algumas das atividades

propostas leva em consideracao a realidade histérica do conhecimento, a aplicabilidade
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pratica da teoria e interdisciplinaridade.

4.3 Atividades relacionadas a Geometria Euclidiana

Atividade 1
Publico Alvo: alunos do 8° ano do ensino fundamental.

Objeto de Conhecimento: congruéncia de triangulos e demonstragoes de pro-
priedades de quadrilateros (BRASIL, 2017, p. 312).

Habilidades: (EFO8MA14) demonstrar propriedades de quadrildteros por meio
da identificagao da congruéncia de triangulos (BRASIL, 2017, p. 313).

Descricao da Atividade: o professor apresentarda ao aluno uma estrutura para
suporte de peso formada por triangulos, tal como apresentado na Figura 45. Uma dica para
a atividade é questionar os alunos sobre o motivo de serem utilizadas formas triangulares,

e nao quadrangulares.

Para complementéa-la o professor pode construir tridngulos e quadrilateros utili-
zando materiais simples, tais como palitos de sorvete, e mostrar aos alunos que outras

formas geométricas se deformam, enquanto o tridangulo permanece firme.

Figura 45 — Estrutura de sustentacao do teto - Estadio Al Janoub

Fonte: https://epocanegocios.globo.com/Mundo/noticia/2019/05/projetado-por-nobel-da-arquitetura-
estadio-com-ar-condicionado-recebera-jogos-na-copa-no-gatar.html Acesso em: 19/03/2020

Objetivo Esperado: espera-se que o aluno perceba que o triangulo nao se de-
forma em outro pois mantém os lados com a mesma medida. Este fato deve-se ao caso

LLL de congruéncia.


https://epocanegocios.globo.com/Mundo/noticia/2019/05/projetado-por-nobel-da-arquitetura-estadio-com-ar-condicionado-recebera-jogos-na-copa-no-qatar.html
https://epocanegocios.globo.com/Mundo/noticia/2019/05/projetado-por-nobel-da-arquitetura-estadio-com-ar-condicionado-recebera-jogos-na-copa-no-qatar.html
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Atividade 2
Publico Alvo: alunos do 7° ano do ensino fundamental.

Objeto de Conhecimento: calculo de volume de blocos retangulares, utilizando
unidades de medida convencionais mais usuais. Equivaléncia da area de figuras planas.
Calculo de areas de figuras que podem ser decompostas por outras, cujas areas podem ser

facilmente determinadas como tridngulos e quadrilateros (BRASIL, 2017, p. 306).

Habilidades: (EFO07TMA21) reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias
de translagao, rotagao e reflexao, usando instrumentos de desenho ou softwares de geome-
tria dinamica e vincular esse estudo a representacoes planas de obras de arte, elementos
arquitetonicos, entre outros (BRASIL, 2017, p. 307).

Descricao da Atividade: sabe-se que um dos grandes problemas enfrentados,
sobretudo na rede publica de ensino, deve-se a depredacao e mau uso do patrimoénio.
Muitas escolas sao alvo de vandalismo, sobretudo sobre a forma de pichagoes, que deixam a
estrutura menos agradavel ao estudo. Pensando nisso, esta atividade busca levar os alunos
a conhecer o custo destas acoes que prejudicam a escola, objetivando diminuir o ntimero
de ocorréncias de mal uso do patrimonio. Nesta atividade os alunos serao convidados a

conhecer o valor monetario do patrimonio escolar.

Com o uso de fita métrica, ou outro instrumento de medicao, os alunos irao calcular
os volumes e areas de alguma estrutura da escola (uma parede, uma sala de aula etc). A
partir deste conhecimento, serao estimados os precos dos materiais necessarios para a sua
reconstrugao ou reparacao (tijolos, ceramicas, tintas etc). Com as informagoes das dreas
e volumes os alunos irdo calcular o quanto custaria reparar ou reconstruir tais estruturas.
Esta atividade pode envolver a pesquisa de precos por parte dos estudantes, assim como

ser integrada com aulas de ética.

Objetivo Esperado: espera-se que o aluno consiga decompor as estruturas em
figuras simples, conseguindo calcular corretamente as areas e os volumes, chegando assim
aos valores monetarios corretos de reparacao ou reconstrucao do patrimonio. Também é
esperado que esta atividade seja 1til para que se perceba que estes calculos sao necessarios

no dia-a-dia.
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Atividade 3
Publico Alvo: alunos do ensino médio.
Objeto de Conhecimento: semelhanca de triangulos.

Habilidades: (EM13MAT105) utilizar as nogoes de transformacgoes isométricas
(translagao, reflexdo, rotagao e composicoes destas) e transformagoes homotéticas para

analisar diferentes produgdes humanas como construgoes civis, obras de arte, entre outras
(BRASIL, 2018, p. 525).

(EM13MAT308) Resolver e elaborar problemas em variados contextos, envolvendo

triangulos nos quais se aplicam as relacoes métricas ou as nogoes de congruéncia e seme-

lhanca (BRASIL, 2018, p. 529).

Descricao da Atividade: esta atividade assemelha-se ao experimento realizado
por Tales de Mileto. Em seus estudos, Tales observou que os raios solares que chegavam a
Terra estavam na posicao inclinada e eram paralelos, dessa forma, ele concluiu que havia
uma proporcionalidade entre as medidas da sombra e da altura dos objetos. (SILVA,
c2020).

Com esta observagao Tales foi capaz de medir a altura de uma piramide, a partir do
comprimento de sua sombra. Para este Céalculo, Tales fincou uma haste na areia e mediu
as sombras da piramide e da haste, conforme a Figura 46. Partindo do experimento de
Tales, o professor devera convidar os alunos a desenvolver uma maneira de estimar a

altura de um prédio, ou até mesmo da escola, com base na medicao feita por Tales.

Figura 46 — Medicao da altura da piramide

Fonte: Disponivel em http://matematicaferafacitec.blogspot.com/2011/08/tales-de-mileto-piramide-e-o-
teorema.html Acesso em: 19/03/2020

Objetivo Esperado: espera-se que os alunos sejam capazes de reconhecer as
relagdes de semelhanca entre triangulos, presentes na atividade. E interessante que o
professor apresente a histéria deste experimento, levando a que os alunos reconhecam a

genialidade e a simplicidade da medicao realizada por Tales.


http://matematicaferafacitec.blogspot.com/2011/08/tales-de-mileto-piramide-e-o-teorema.html
http://matematicaferafacitec.blogspot.com/2011/08/tales-de-mileto-piramide-e-o-teorema.html

Capitulo 4. Aplicagées propostas 71

4.4 Atividades relacionadas a Geometria Projetiva

A teoria deste ramo da Geometria nao esta presente na BNCC de maneira explicita,
entretanto, pode ser articulada em diversos periodos da educacao basica, visto que o
rol de objetos de conhecimento e habilidades presentes no documento nao é taxativo. E
importante ressaltar que a aprendizagem desta Geometria pode ser um fator de integracao
entre as disciplinas de Matematica, Artes e Historia, o que esta em profundo acordo com
as disposi¢oes do documento, que afirma que deve-se construir uma visdo mais integrada
da Matemadtica com outras areas do conhecimento (BRASIL, 2017, p. 471).

Deste modo, propomos que as seguintes atividades, quando possivel, sejam inte-

gradas entre as disciplinas de Matematica, Histéria e Artes.
Atividade 1
Publico Alvo: alunos do 7° ano do ensino fundamental.

Objeto de Conhecimento: renascimentos artisticos e culturais (BRASIL, 2017,
p. 422).

Habilidades: (EF07HIO4) identificar as principais caracteristicas dos Humanis-
mos e dos Renascimentos e analisar seus significados (BRASIL, 2017, p. 423).

Descricao da Atividade: o professor apresentard aos alunos as Figura 7 e Fi-
gura 6 e os alunos serao convidados a escrever e comentar as principais diferencas entre

as pinturas, observando os seguintes questionamentos:

e Em qual periodo histérico foram pintadas cada uma das obras analisadas?
e Qual das obras transmite um maior realismo?

e (Quais os motivos que levam uma pintura a ser mais realista que a outra?

E importante que o professor leve ao conhecimento dos alunos as caracteristicas
histoéricas do renascimento, sobretudo no que diz respeito as técnicas de representacao da
realidade tridimensional através da pintura. E interessante que o professor discuta com
os alunos a respeito dos elementos da perspectiva, levando-os a perceber a presenca ou

auséncia destes elementos nas pinturas.

Objetivo Esperado: espera-se que os alunos reconhecam que a Figura 7 apresenta
maior realismo, devido a sensacao de profundidade expressa por Leonardo Da Vinci em
sua obra. Também é esperado que os alunos se questionem sobre os motivos que levam

uma das obras a ser mais realista que a outra.
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Atividade 2
Publico Alvo: alunos do 7° ano do ensino fundamental.

Descricao da Atividade: o professor apresentara aos alunos os principais ele-
mentos da perspectiva, tais como ponto de fuga e linha do horizonte. Para cada aluno, ou

grupos de alunos, serdo entregues as figuras abaixo:

Figura 47 — Rodoviaria de Brasilia

Fonte: http://gl.globo.com/distrito-federal /fotos/2011/12/eixo-monumental-reune-principais-obras-de-
niemeyer-em-brasilia. html#F319862 Acesso em: 19/03,/2020

Figura 48 — Palacio do Planalto

Fonte: https://www.expedia.com.br/Palacio-Do-Planalto-Monumental- Axis.d6098038. Guia-de- Viagem
Acesso em: 19/03/2020

Em cada uma das figuras os alunos deverao marcar, com o auxilio de régua, os

seguintes itens:

e Ponto de fuga.

e Linha do horizonte.


http://g1.globo.com/distrito-federal/fotos/2011/12/eixo-monumental-reune-principais-obras-de-niemeyer-em-brasilia.html#F319862
http://g1.globo.com/distrito-federal/fotos/2011/12/eixo-monumental-reune-principais-obras-de-niemeyer-em-brasilia.html#F319862
https://www.expedia.com.br/Palacio-Do-Planalto-Monumental-Axis.d6098038.Guia-de-Viagem
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Objetivo Esperado: espera-se que os alunos sejam capazes de encontrar os pon-
tos de fuga e a relagao entre estes pontos e a linha do horizonte. Para facilitar e dar mais
dinamica a esta atividade pode ser utilizada a ferramenta grafica Geogebra. A Figura 49

apresenta os passos para a realizagao desta atividade com a utilizagdo do Geogebra.
Figura 49 — Passos para a solucao da atividade
Passos:

12: Colar a imagem na area de
trabalho do GEOGEBRA.

29: Marcar pontos e construir
retas sobre as estruturas
paralelas que se direcionam
para o horizonte. Utilizar os

comandos: o2 i
Bantn Reta

32: Tracar as intersecoes entre
as retas do passo anterior. Os
pontos de Intersecao
correspondem aos pontos de
fuga (PF1). Utilizar: >

ntersacdo de

Dois Objetos

49: Tracar a reta gque contém dos dois pontos de fuga. Trata-se

da linha do horizonte.

Fonte: Elaborada pelo autor

Apos seguir os passos citados anteriormente encontramos dois pontos de fuga e a

linha do horizonte. A Figura 50 apresenta a atividade solucionada.
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Figura 50 — Solugao - Atividade 2

o)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Atividade 3
Publico Alvo: alunos do ensino médio.

Descricao da Atividade: em conjunto com os alunos o professor constroi uma
camara escura de orificio. Os passos para a construcao deste objeto podem ser encontrados
em (CAVALCANTE, ¢2020). Apés a construcao, o professor deve expor aos alunos os
conceitos de perspectividade. Por fim, o professor deve propor aos alunos os seguintes

questionamentos:

Qual a relacao entre o funcionamento de uma camara escura e o conceito de pers-

pectividade? Qual a relagdo que existe entre este objeto e o olho humano?

A Figura 51 apresenta um esquema plano de uma cadmara escura. Esta imagem
deve ser apresentada aos alunos para que estes estabelecam as relagoes entre este objeto

e o conceito de perspectividade.

Figura 51 — Camara escura

Fonte: Elaborado pelo autor

Objetivo Esperado: espera-se que o aluno seja capaz de compreender que a
camara escura apresenta uma representagao plana de um objeto tridimensional. E inte-
ressante que os alunos percebam que o olho humano funciona de maneira semelhante a

este objeto.
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5 Consideracoes finais

5.1 Geometria Euclidiana e Geometria Projetiva: principais simila-

ridades e diferencas

Ponto é aquilo de que nada é parte (EUCLIDES, 2009, p. 97). Com esta definigao
Euclides inicia uma das obras cientificas mais importantes da historia humana. Apds as
defini¢oes ele apresenta também postulados e nogdes comuns, e sobre estas bases enuncia
e prova diversas proposicoes. Como visto anteriormente, Euclides nao criou toda a teoria
presente nesta obra, de modo que sua genialidade ficou expressa em sua forma de orga-
nizar e escrever a Matematica. Este modo de organizar e escrever a Matematica ¢ tao
importante que, mesmo apoés tantos séculos, pode ser encontrado em qualquer livro ou

trabalho matematico, inclusive nesta obra.

O titulo desta obra busca evidenciar a importancia que o método axiomatico tem
dentro da Matematica. Desde a educacao basica a palavra axioma é presente, o que se
reforca no curriculo da graduacgdo em Matematica. Ouve-se falar nos axiomas de Euclides,
de Hilbert, de Peano e assim por diante, entretanto, o significado da palavra axioma e os
principios de um modelo axiomatico nao sao tao explorados e expostos aos estudantes.
Explorar os modelos axiomaticos e o préprio significado deste modelo pode aproximar a
Matematica da filosofia e da histéria, o que pode ser importante, sobretudo para aqueles

alunos que nao encontram motivacao para o seu estudo.

Nesta obra foram expostos dois modelos axiomaticos distintos. Um relacionado
a Geometria classica, a Euclidiana. O outro relaciona-se a uma Geometria nao tao ex-
plorada, a Projetiva. Nas proximas secoes estes modelos de Geometria serdao postos em
paralelo, de modo a evidenciar as similaridades e diferencgas entre elas e suas respectivas

consequeéncias.

5.1.1 Similaridades

A primeira similaridade importante entre as geometrias apresentadas surge antes
mesmo de sua formalizacao em axiomas e teoremas. Em palavras simples, pode-se dizer
que ambos os modelos caracterizam-se por surgirem devido a necessidade humana de

conhecimento sobre o espaco, ainda que com focos diferentes.

Euclides organizou em suas obras um modelo tedrico de Geometria, caracterizado
por sistematizar o conhecimento de diversos povos a respeito desta ciéncia, formado e

desenvolvido por séculos. A Geometria Euclidiana, sobretudo a mais elementar, apresenta
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questionamentos e respostas a respeito do plano e do espaco, aplicaveis em diversas ati-
vidades humanas desde os tempos mais antigos da histéria da humanidade. A Geometria
de Euclides foi pensada e organizada principalmente por ser necessaria na engenharia, na
religiao, na obtencao de alimentos, ou seja, em quase todas as atividades desempenhadas

pelo ser humano ao longo da historia.

A Geometria Projetiva, também desenvolveu-se por ser importante para o ser hu-
mano. Se a Geometria elementar apresentava o mundo palpavel, a projetiva era importante
por apresentar uma identidade visual do mundo. Sendo assim, as duas sao similares pe-
los motivos que levaram ao seu desenvolvimento, ainda que este desenvolvimento tenha
se dado em épocas diferentes e por motivos diferentes. Em resumo, ambas se tratam da

experiéncia humana de mundo.

Antes de tratar dos axiomas, é importante que se saiba que, com excecao do plano,
ambos os modelos compartilham os mesmos termos indefinidos. Quanto aos modelos axi-
omaticos, podemos destacar que os axiomas de incidéncia sao validos nos dois modelos.
Os Axiomas I, e I, sao analogos aos axiomas [, e I3, respectivamente. O Axioma [,
¢é bastante semelhante ao axioma I4 no contexto euclidiano, visto que I, também garante
que na a reta possui ao menos trés pontos distintos. Nesta obra nao exploramos os axiomas
a que dao base a Geometria Euclidiana Espacial, entretanto, é de conhecimento comum

que o axioma [[5 também é valido nos dois modelos.

Quanto as proposicoes e teoremas apresentados cabe ressaltar que alguns destes
sao validos em ambas as Geometrias, ainda que por razoes diferentes. O Teorema de
Desargues, por exemplo, é valido tanto no contexto euclidiano quanto no projetivo, como

visto anteriormente.

Figura 52 — Triangulos em perspectiva por O com AB//A'B’

AR E \
Fonte: Elaborada pelo autor
Dentro da Geometria Euclidiana é necessario evidenciar as interse¢des entre as re-

tas que passam por lados correspondentes dos triangulos, o que nao é necessario quando se

trata do modelo projetivo, visto que estas intersecoes sempre existem como consequéncia
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do axioma [II,. No primeiro caso, como apresentado na secao 2.4.4, se estas intersecoes
nao sejam fixadas, os dois triangulos podem ter lados paralelos e o teorema perde seu

sentido, tal como observado na Figura 52, onde AB e A’B’ sao paralelos.

5.1.2 Diferencas

Nas atividades relacionadas a Geometria Euclidiana, quase sempre sao utilizados
régua e compasso. Com estes dois objetos pode-se transportar angulos, construir retas
paralelas, tridngulos semelhantes e assim por diante. Entretanto, tal como Coxeter (1974,
p. 2), uma pergunta pode ser interessante: pode se desenvolver uma Geometria sem circu-
los, sem distancias, sem angulos ou sem paralelismo? Neste trabalho observamos que sim,
trata-se da Geometria Projetiva. Nesta secdo faremos um apanhado das principais dife-
rencas entre estes dois modelos geométricos, comecando por sua diferenga mais marcante:

a auséncia de paralelismo.

Figura 53 — Via S1

Fonte: Disponivel em http://doc.brazilia.jor.br/Centro/ CCR~via-S1.shtml Acesso em: 27/03/2020

A principal diferencga presente entre os modelos estudados é consequéncia do axi-
oma [, que nega a existéncia de retas paralelas na Geometria Projetiva, em contraposicao
ao quinto postulado de Euclides. Observa-se também que o axioma Il também exclui a
possibilidade de planos paralelos no contexto desta Geometria. A principio, é complicado
compreender esta auséncia de paralelismo, entretanto, todos os dias esta auséncia de pa-
ralelismo se faz presente. A Figura 53 apresenta a via S1 em Brasilia. Sabemos que as
bordas desta via sao paralelas, entretanto, a visao nos d4 uma impressao de que em algum
ponto distante estas bordas se cruzam. Eis uma das principais diferencas entre estas duas

formas de se fazer Geometria.

Deste modo, grande parte dos axiomas e definigbes apresentadas no Capitulo 2
desta obra nao sao alvo de estudo da Geometria Projetiva, e este foi o principal motivo

de apresentar estes conceitos nesta obra. E importante destacar que, em geral, as proje-


http://doc.brazilia.jor.br/Centro/CCR-via-S1.shtml

Capitulo 5. Consideragoes Finais 79

tividades nao preservam angulos e nem distancias e, sendo assim, estas informacoes nao

estao presentes nos seus axiomas.

Outra diferenca importante trata-se do Principio da Dualidade, presente na secao
3.3.1. Este principio é bastante tutil pois, de certa forma, diz que uma proposicao rela-
cionada a incidéncia entre pontos e retas permanece valida quando as palavras retas e
pontos sao intercambiadas. E assim surge um questionamento importante: este principio é
valido na Geometria Euclidiana? Para responder a este questionamento deve-se observar
o axioma [,. Caso as palavras reta e pontos sejam intercambiadas e sejam feitas algumas
corregoes para preservar o sentido, o texto afirmaria que dadas duas retas distintas, existe
um unico ponto que estd contido em ambas o que claramente nao é uma realidade abso-
luta, visto que o quinto postulado admite retas paralelas. Este principio também pode ser

observado nos Teoremas 3.2 e 3.3.

5.2  Um olhar para o futuro

Este trabalho, ainda que introdutério, apresentou ao leitor uma visao bastante
abrangente a respeito da Geometria. Ao apresentar a histéria do desenvolvimento desta
ciéncia, o leitor foi convidado a enxergar que a Matemaética é, acima de tudo, uma ciéncia

ligada ao desenvolvimento do ser humano.

Buscamos também apresentar diversos teoremas, com diversos niveis de complexi-
dade. Alguns bastante simples de se compreender e demonstrar, e isso teve um propésito:
atingir pessoas com diversos niveis de conhecimento e experiéncia no estudo da Mateméa-
tica. Algumas demonstragdes foram apenas referenciadas, e com isso esperou-se levar o

leitor a conhecer as obras utilizadas para se extrair tais proposicoes e teoremas.

Falar sobre uma Geometria tao ligada a arte foi importante para apresentar a
todos, principalmente para aqueles que tém pouca habilidade com a Matematica, que esta

ciéncia nao ¢é estatica e distante, mas sim dinamica e integrada as necessidades humanas.

E ai surge uma pergunta: O que fazer a partir de agora? Acreditamos que este
trabalho tem potencial para ser desenvolvido e submetido a peridédicos e revistas especi-
alizadas, possibilitando assim uma possivel publicacdo no futuro. Acreditamos também
que seria interessante fazer trabalhos semelhantes relacionados as outras geometrias nao-
euclidianas. Sao muitas as possibilidades para o futuro. Agora é a hora de olhar para

ele.
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