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Resumo

Todo investimento financeiro tem riscos. E quanto maior for a taxa de retorno do inves-
timento, em geral, maiores sao os riscos que o investimento embute. Qualquer tipo de
investidor que deseja buscar resultados consistentes precisa lancar mao de ferramentas
que possibilitem quantificar as influéncias e realizar projecoes ou estimativas quanto
a rentabilidade de seus ativos no futuro. O que poucos sabem é que a Estatistica é
muito utilizada como instrumento de auxilio ao investidor. Este estudo tem como ob-
jetivo geral mostrar a importancia da Estatistica na decisao de investimento, por meio
da aplicacao do modelo proposto por Markowitz, apresentando-o como uma opcao de
ferramenta de apoio, ao investidor iniciante, na selecdo de uma carteira de ativos.
Para este objetivo foi realizada uma pesquisa bibliografica, onde foram apresentados
os conceitos tedricos acerca do modelo e os principais conceitos estatisticos envolvidos.
Posteriormente se fez uma aplicagao préatica do modelo, utilizando-se de dados de fun-
dos de investimento de um banco brasileiro. Ao final do trabalho, discorreu-se sobre
o ensino da Estatistica na Educagao Bésica, de como ele deve ser feito de uma forma

mais pratica e conectada com a realidade.

Palavras-chave: Estatistica. Ensino. Markowitz. Teoria do Portfdélio. Fronteira

Eficiente. Diversificacao.



Abstract

Every financial investment has risks. And the higher the rate of return on the in-
vestment, in general, the greater the risks that the investment entails. Any type of
investor who wants to seek consistent results needs to use tools that make it possible
to quantify influences and make projections or estimates regarding the profitability
of their assets in the future. What few know is that Statistics is widely used as an
aid to investors. This study has the general objective of showing the importance of
Statistics in the investment decision, through the application of the model proposed
by Markowitz, presenting it as an option of support tool, for the beginning investor,
in the selection of an asset portfolio. For this purpose, a bibliographic research was
carried out, where the theoretical concepts about the model and the main statistical
concepts involved were presented. Subsequently, a practical application of the model
was made, using investment fund data from a Brazilian bank. At the end of the work,
the teaching of Statistics in Basic Education was discussed, how it should be done in

a more practical way and connected with reality.

Keywords: Statistic. Teaching. Markowitz. Portfolio Theory. Efficient Frontier.

Diversification.
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INTRODUCAO

Todo investimento financeiro tem riscos. Em geral, quanto maior a taxa de retorno
de um investimento, maiores sao os riscos a ele relacionados. Para qualquer investidor
¢ normal nao querer correr o risco de perder tudo por causa de uma decisao errada
na hora de investir. Porém, a grande maioria dos clientes dos bancos é composta de
pequenos investidores, os quais nem sempre possuem conhecimentos ou recursos para
analisar com profundidade os ativos em que pretendem investir.

Qualquer tipo de investidor que deseja buscar resultados consistentes nesse mercado
precisa lancar mao de ferramentas que possibilitem quantificar as influéncias e realizar
projecoes ou estimativas quanto a rentabilidade de seus ativos no futuro.

O que poucos sabem é que a Matematica, mais especificamente a Estatistica, é
muito utilizada como instrumento de auxilio ao investidor. O uso da estatistica é de
suma importancia no mercado de capitais, propiciando bases sélidas para o desenvolvi-
mento de técnicas financeiras (VIRGILLITO, 2017). Os investidores utilizam medidas
e modelos estatisticos na busca pela minimizacao dos riscos em seus portfélios ou car-
teiras de investimentos.

Harry M. Markowitz ganhou o prémio Nobel de Economia em 1990 pelo desenvol-
vimento da teoria de escolha de portfélio, como um reconhecimento do trabalho de-
senvolvido em 1952, publicado no artigo “Portfolio Selection” (MARKOWITZ, 1952)
e posteriormente, de forma mais extensa, no livro “Portfolio Selection: eficiente Di-
versification”. Este artigo publicado foi o primeiro passo para a moderna teoria de
portfélio e analise de investimentos como é chamado atualmente, o conjunto de alguma
das mais utilizadas técnicas que permeiam as decisoes de investimentos (SCHIROKY,
2006). Pinheiro (2006) afirma que:

“Desde que Harry Markowitz foi laureado com o Nobel em funcao da sua
teoria do portfélio, no inicio dos anos 50, a construcao de portfélios com
base na média-variancia tem sido popular no mundo académico, auxiliando

os agentes econdémicos no mercado. ”

A Teoria Moderna do Portfélio (TMP) é um modelo matemético, apoiado em grande
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parte na Estatistica, de construcao de carteiras de investimento que otimiza a alocacao
dos ativos para obter o melhor retorno possivel para um dado nivel de risco. A ideia
presente nesta teoria é modelar como um investidor racional diversificaria seus inves-
timentos para otimizar seu portfélio, também chamado de carteira. E também como
precificar um investimento de alto risco.

A metodologia proposta por Markowitz para selegao de portfélio apresenta-se como
uma boa alternativa na obtencao de uma distribuicao de ativos com o objetivo de
reduzir riscos e aumentar retornos, podendo ser uma opcao ao investidor iniciante
como ferramenta para a otimizacao da sua carteira de investimentos.

Dessa forma, este estudo tem como objetivo geral mostrar a importancia da Es-
tatistica na decisao de investimento, por meio da aplicagao do modelo proposto por
Markowitz, apresentando-o como uma opc¢ao de ferramenta de apoio, ao investidor

iniciante, na selecao de uma carteira de ativos. Como objetivos especificos, temos:

e Apresentar os tépicos de Estatistica que permeiam a teoria de Markowitz;

e Apresentar os conceitos e o processo envolvidos no calculo do risco-retorno e na

selecao das carteiras;

e Mostrar a aplicacao dos conceitos apresentados, relativos ao modelo de Mar-
kowitz, com base em dados historicos reais de fundos de investimento de um

banco brasileiro, com o auxilio do software MS Fxcel.

Para este objetivo, o presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: inicial-
mente sao apresentados os principais conceitos estatisticos que permeiam a teoria de
Markowitz, bem como sao apresentadas as defini¢oes, termos em finangas e os métodos
matematicos utilizados na otimizacao das carteiras para entendé-la; depois, é apre-
sentada a metodologia proposta por Markowitz, mostrando como esta se utiliza da
Estatistica na selecao de carteiras de ativos; e, por fim, é apresentada a aplicacao dos
conceitos apresentados, por meio deste modelo, utilizando-se de dados reais de fundos
de investimento de um banco brasileiro.

Ainda, ao final do presente trabalho, discorre-se acerca do ensino de Estatistica na

Educagao Basica, discutindo a sua importancia e utilizacao no mercado de trabalho.
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Capitulo 1

REFERENCIAL TEORICO

1.1 O risco e a decisao de investir

Para Bodie, Kane e Marcus (2014), investimento é o comprometimento de dinheiro
ou de outros recursos no presente na expectativa de colher beneficios futuros. Por
exemplo, uma pessoa pode adquirir uma cota de acoes prevendo que os futuros resul-
tados monetarios dessas agoes justificarao tanto o tempo durante o qual o seu dinheiro
ficou retido quanto o risco de investimento.

Assim sendo, investe-se para obter um retorno, ou seja, uma boa taxa de retorno.
Em linguagem corrente, fala-se em lucro. Investir consiste, entao, em deixar de gastar
dinheiro agora em um artigo de consumo para gasta-lo em algo que se espera que ira
produzir um bom retorno (rentabilidade) no futuro. O fato do futuro ser incerto torna
a tomada de decisao bem mais complexa, pois as pessoas parecem, no minimo, temer
a incerteza. A incerteza pode causar nervosismo, medo e até panico. E as decises
tomadas nestas circunstancias estao longe de serem ldgicas ou racionais, conforme
citado por Casarotto e Kopittke (2010).

Tradicionalmente, as situacoes sao consideradas de incerteza ou de risco que, num
primeiro momento, podem parecer sinonimos. No entanto, o economista inglés Knight

(1972), citado por Bruni (2013), faz uma diferenciacao de ambas:

e Risco: quando as varidveis se encontram sujeitas a uma distribui¢ao de probabi-
lidades conhecida (ou que pode ser calculada com algum grau de precisao). Em

outras palavras: representa uma incerteza que pode ser medida.

e Incerteza: quando esta distribuicao de probabilidades nao pode ser avaliada (en-
volve situagoes de ocorréncia ndo repetitiva). Em outras palavras: consiste em

um risco que nao pode ser avaliado.

Note que a conversao de uma situagao sob incerteza em uma situacao sob risco de-

manda a existéncia de informagoes adicionais e que facam referéncia as probabilidades
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associadas a cada resultado.

Segundo Bruni (2013), em situagoes de risco, parametros associados aos resultados
podem ser calculados, como o valor esperado ou a dispersao possivel para os resultados,
representada por meio de Estatisticas como a variancia ou o desvio-padrao, o que, em
funcao da auséncia de probabilidades, nao é possivel em situacoes de incerteza.

Dai vemos onde a Estatistica se encaixa, tornando-se uma ferramenta 1til na tomada
de decisao do investidor.

Para S4 (1999), de acordo com a moderna teoria de finangas, o investidor no processo

de selecao das alternativas de investimento leva em consideragao trés parametros:
e Retorno esperado do investimento (rentabilidade no perfodo)
e Risco do investimento
e Liquidez do investimento (facilidade de ser convertido em dinheiro)

Em funcao desses trés parametros o investidor procura maximizar o retorno para
um dado nivel de risco e minimizar o risco para um dado nivel de retorno.

Conforme dito anteriormente, investidor nao quer correr riscos. E a nocao de risco
esta sempre associada a possibilidade de perda de alguma coisa.

A fim de minimizar os riscos e maximizar os retornos, na decisao de investir, o
investidor precisa lancar mao de ferramentas que o ajudem nessa tarefa. Nisso, a
Estatistica surge como uma importante ferramenta de apoio a tomada de decisao, pois
propicia bases sélidas para o desenvolvimento de técnicas financeiras.

Segundo Elton, Gruber e Brown (2012), a existéncia de risco significa que o investi-
dor nao pode mais associar um tinico niamero ou resultado ao investimento em qualquer
ativo. O resultado precisa ser descrito por um conjunto de valores e suas probabilidades
de ocorréncia, ou seja, por uma distribuicao de frequéncias ou de retornos. Conforme
citado, os dois atributos mais frequentemente empregados de tal distribuicao sao uma
medida de tendéncia central, chamada de retorno esperado, e uma medida de risco ou
dispersao em torno da média, chamada desvio-padrao. Os investidores em geral nao
aplicam em um tnico ativo; eles investem em grupos ou carteiras de ativos. Isso serd
tratado mais adiante. Antes de aprofundarmos nesse assunto, nos proximos topicos,
apresentaremos os conceitos estatisticos que servirao de base para mostrarmos a sua
aplicabilidade como ferramenta de apoio a decisao de investir, mais especificamente, o

seu uso na Teoria Moderna do Portfélio.

1.2 Tobpicos de Estatistica

Para Virgillito (2017), a Estatistica pode ser considerada como a ciéncia que se

preocupa com a organizacao, analise e a interpretagao de dados experimentais, podendo
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ser dividida em duas partes: a Estatistica Descritiva e a Indutiva. A primeira, se
preocupa com a organizacao e a descricao dos dados coletados. Ja a segunda, cuida da
analise e da interpretacao desses dados.

Segundo Salsburg (2009), citado por Inacio (2010), durante o século XX, a Es-
tatistica revolucionou a ciéncia por meio do fornecimento de modelos tteis que sofis-
ticaram o processo de pesquisa na direcao de melhores parametros de investigacao,
permitindo orientar a tomada de decistes nas politicas socioeconémicas. Assim, o ob-
jetivo da Estatistica, segundo Salsburg (2009), é analisar os dados disponiveis e que
estao sujeitos a certo grau de incerteza no planejamento e obtencao de resultados.

Nesse sentido, para Indcio (2010), a Estatistica na atualidade tem contribuido de
forma significativa para o processo de tomada de decisao, pois grande parte do que se
faz se baseia em métodos quantitativos, e a Estatistica é uma dessas areas.

A Estatistica tem grande aplicacao em todos os ramos do conhecimento humano,
como Economia, Biologia, Ciéncias Sociais, dentre outras. Nessa Secao vamos apre-
sentar alguns topicos de estatistica, muito utilizados na economia e em outros ramos

do conhecimento, e cuja aplicagao sera exemplificada neste trabalho.

1.2.1 Variaveis aleatorias

Segundo Martins (2019), conforme é visto no estudo de probabilidades, o conjunto
de todos os possiveis resultados de um experimento aleatorio é o espago amostral.
Os elementos desse conjunto podem ser numéricos ou nao. Como em muitas situagoes
experimentais em que precisamos atribuir um nimero real w a todo elemento do espaco

amostral, vamos definir o conceito de varidvel aleatoria.

Defini¢ao 1.1 (Varidvel aleatéria) Seja € um experimento aleatdrio e Q0 o espago
amostral associado ao experimento. Uma funcao X que associe a cada elemento w € 2

um numero real X (w) é denominada varidvel aleatoria (v.a.).

Observar que, apesar do nome, variavel aleatéria é uma funcao cujo dominio é o
conjunto €2, e o contradominio o conjunto de todos os valores possiveis de X, os X (w).
A luz da definicao de variavel aleatdria, apresentamos os conceitos de variavel

aleatdria discreta e continua, apresentados por por Morettin e Bussab (2017).

Definicao 1.2 (Variavel aleatéria discreta) Uma funcdo X, definida no espago amos-
tral Q2 e com wvalores num conjunto enumerdvel de pontos da reta € dita uma varidvel
aleatoria discreta.

Defini¢ao 1.3 (Fungao de probabilidade de uma v.a. discreta) Chama-se fung¢ao

de probabilidade da v.a. discreta X, que assume os valores x1, To, ..., Ty, ..., @ fun¢ao
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{(zs, p(x)), 1 = 1,2, ...}, que a cada valor de x; associa a sua probabilidade de
ocorréncia, 1sto €,

Defini¢ao 1.4 (Varidvel aleatdria continua) Uma fun¢ao X, definida sobre o espago
amostral ) e assumindo valores num intervalo de nimeros reais, € dita uma varidvel

aleatoria continua.

Defini¢ao 1.5 (Fungao de probabilidade de uma v.a. continua) Qualquer fung¢do
f(r), nao negativa, tal que

—+o00

fx)de =1,

define uma v.a. continua X, ou seja, cria um modelo tedrico para as frequéncias rela-
tivas de uma v.a. continua. A drea compreendida entre dois valores, a e b, da abscissa
x, sob a curva representativa de f(x), dd a propriedade (propor¢ao teorica) da varidvel
pertencer a um intervalo limitado pelos dois valores. Usando o conceito da integral,

podemos escrever

P(angb):/bf(x)dx.

A seguir apresentaremos alguns tépicos de Estatistica que serao essenciais na abor-

dagem da Teoria Moderna do Portfdlio.

1.2.2 Valor Esperado ou Esperanca Matematica

Comecemos a defini¢cdo dada por Morettin e Bussab (2017):

Defini¢ao 1.6 (Valor Esperado) Dada a v.a. X discreta, assumindo os valores

L1y ey Ty, ..., chamamos valor esperado ou esperanca matemdtica de X ao valor
i=1 i=1

sendo que a soma “infinita” dessa formula deve ser “convergente”. Para o caso de
uma v.a. continua, como a func¢ao f(x) € sempre ndo negativa, podemos escrever a
esperanca como

E(X) = /jooq:f(q:)dx.

o0

Em outras palavras, conforme Carvalho e Morgado (2015), o valor esperado de um

resultado aleatorio numérico é definido como sendo a média ponderada de seus possiveis
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valores em que os pesos sao as respectivas probabilidades. Isto é, se os possiveis va-
lores para o resultado sao z1, 9, ..., x,, com probabilidades py, po, ..., p,, seu valor
esperado é x1p; + Tapy + ... + z,p, (note que a soma de todos os pesos é igual a 1).
Ainda, se todos os valores possiveis x1, To, ..., x, forem equiprovaveis, ou seja, tenham
a mesma probabilidade de ocorrer, E(X) = %Z?:l x; representa a média aritmética

simples dos n possiveis valores.

Exemplo 1.1 Suponha que determinado investidor opte por investir em trés opcoes
de investimento: investimento A, com probabilidade de 0,2 de um retorno de 8%;
investimento B, com probabilidade de 0,3 para um retorno de 6%; e investimento C,
com probabilidade de 0,5 para um retorno de 2%. Neste caso, o valor esperado de

retorno desse investimento seria
E(x)=0,2x8+40,3x6+40,5x2=4,4%.

Em um modelo probabilistico adequado, a probabilidade de cada resultado deve
aproximar a frequéncia (apés um grande nimero de realizagoes do experimento aleatério)
com que cada resultado é observado. Deste modo, o valor esperado representa a média
ponderada, a longo prazo, dos resultados observados.

Citamos abaixo algumas propriedades do valor esperado que serao usadas adiante.

Propriedade 1.1 Se X = ¢ com ¢ uma constante real, entio E(X) = c

Demonstragao. ZCP(X =c) = CZ P(X=c¢)=c-1=c O
i=1 i=1

Propriedade 1.2 Seja ¢ uma constante real e X uma varidvel aleatoria. Entao,
E(cX) =cE(X)

Demonstracao. De fato, no caso discreto temos que
(o] (o]
Zc:ciP(X =x;) = chiP(X =ux;) = cE(X).
i=1 i=1

De modo anélogo, temos no caso continuo que

/+OO cx f(x)dr = c/+oo af(z)dz = cB(X).

[e.o] —00

Propriedade 1.3 Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias. Entdo,
E(X+Y)=EX)+E®Y).
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Demonstracao. A demonstracao deste caso pode ser conferida em Morettin e Bussab
(2017), na Secao 8.3. O

Propriedade 1.4 Sejam n varidveis aleatorias Xy, ..., X,. Entado,
EXi+Xo+...+ X)) =EX1)+ E(Xe) +...+ E(X,).

Demonstracao. A demonstracao deste caso decorre da propriedade anterior, sendo

analoga a ela, usando o principio da indugao sobre n. 0

1.2.3 Variancia e Covariancia

Definigao 1.7 Seja X uma v.a.. A variancia de X, Var(X), ou o* é dada por
Var(X) = E[X — E(X))%.

A Var(X) fornece uma medida de variabilidade ao redor da esperanga, ou seja, o
quanto a variavel se desvia em relacao a média. Assim, intuitivamente, a variancia é a
média do quadrado dos desvios em relacao a média e, portanto, expressa em unidade
quadrada de X . Para evitar unidades ao quadrado tem-se uma medida de dispersao

que utiliza a unidade de X e é chamada de desvio padrao, o, sendo definida como

o=/ Var(X).

O desvio-padrao, assim como a variancia, é uma medida de dispersao. Quando
avaliamos o desvio padrao, podemos afirmar que quanto maior for o desvio-padrao,
maior sera a dispersao em relagao a média, quanto menor o desvio-padrao, menor o
desvio em relagao a média.

Muitas vezes precisamos verificar como duas variaveis aleatdrias variam em conjunto

e medir a correlacao entre elas. Dai, veremos as defini¢oes a seguir.
Definicao 1.8 Se X e Y sao duas v.a., a covariancia entre elas é definida por
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))],

ou seja, o valor médio do produto dos desvios de X eY em relacao as duas respectivas

meédias.

Defini¢ao 1.9 Quando Cov(X,Y)=0, dizemos que as varidveis aleatorias X e Y sdo

nao correlacionadas.
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A covariancia é uma medida da forga da correlacao linear entre duas varidveis
aleatorias, sendo um parametro de grande importancia na determinagao do valor da
intensidade da correlacao. E uma medida que reflete o comportamento da intensidade
da relacao entre as varidveis. Uma covariancia nula reflete a nao existéncia de relagao
linear entre as duas variaveis avaliadas e quanto maior o valor da covariancia, maior
sera o grau de relacao linear entre as duas variaveis.

Segue abaixo uma propriedade apresentada por Morettin e Bussab (2017):

Propriedade 1.5 Se X e Y sao duas varidveis aleatorias independentes, entdao
Cov(X,Y) =0.

Em outras palavras, se X e Y forem independentes (ou seja, quando a ocorréncia
de qualquer valor de uma delas nao altera a probabilidade de ocorréncia de valores da
outra), entdo elas sdo nao correlacionadas.

Com base nas propriedades e defini¢oes anteriores, veremos agora uma propriedade
importantissima da variancia que sera usada na Teoria Moderna do Portfolio. Nessa
propriedade veremos que a variancia da soma nao necessarimente é a soma da variancia.

n

Propriedade 1.6 Seja Y = Z a; X; uma combinacio de v.a.. A variancia o3 dessa

K3
combinacao linear serd dada por

n

0}2, = ZO&?V&T(XZ') + 2 Z OéiajCOU<Xi7XJ')
=1

1<i<j<n

Demonstracao. Com base nas propriedades e defini¢goes anteriores, vamos mostrar o
calculo da variancia para o caso particular Y = a3 X7 + as X5, sendo que para o caso

geral isso pode ser feito aplicando inducao em n. Assim temos:

=E{[Y - BE(YV)]"}

=F {[a1X1 + a2X2 E(a1 X7 + ongg)]Q}

= E{[a1 X1 + a2 X — E(a1 X1) — E(X5)]?}

= E{[a1 X1 + e Xo — 1 E(X1) — ;e E(X5)]?}
[

|
S
—~—

a1 (X1 — E(X1)) + as(Xs — B(X2)]*}

= E{a}(X; — E(X1))? + 20102(X1 — E(X1)) (X2 — E(X2)) + a3(Xa — E(X5))*}
= ?EB(X, — E(X1))* + a2E(Xy — E(Xy))? + 20100 E(X, — E(X)))(Xy — E(Xy))
= aiVar(X,) + a3Var(Xsy) + 20qa,Cov( X1, X5)
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Como podemos ver, se a Cov(X;, X;) = 0, ou seja, nao correlacionadas, a variancia
da soma é a prépria soma das variancias. Isto significa que quando as varidveis
aleatdrias sao independentes, implica na covariancia nula, mas nao o contrario. Quando
existe dependéncia ou quando a covariancia nao for nula, uma nova variavel aleatoria
contribui com o dobro da covariancia podendo aumentar ou diminuir a variabilidade

do sistema.

1.2.4 Coeficiente de Correlacao

Quando o interesse estda em se estudar o grau de relacionamento entre as variaveis X
e Y, isto é, uma medida de covariabilidade entre elas, a principio, poderia ser tomada a
covariancia entre X e Y como uma medida para essa relagao. No entanto, pela propria
defini¢do de covariancia vista acima (Definigdo 1.8) nota-se que esta pode assumir
qualquer valor real. Desse modo, torna-se dificil interpretar seus valores: o que é uma
relacao fraca ou forte? Uma medida alternativa para isso é o coeficiente de correlacao

de Pearson, cuja definicdo dada por Morettin e Bussab (2017) estd a seguir.

Definicao 1.10 O coeficiente de correlagao entre duas varidveis X e Y € definido por

pxy = Corr(X,Y) = CouX,Y) :
0x 'Oy
O coeficiente de correlagao é uma medida da relagao linear entre X e Y.Quando
Corr(X,Y) = 1 ou Corr(X,Y) = —1, existe uma correlagao perfeita entre X e Y,
pois Y = aX +b. Se Corr(X,Y) =1,a >0, ese Corr(X,Y) = —1,a < 0. O grau
de associagao linear entre X e Y varia a medida que Corr(X,Y) varia entre —1 e +1.
Vide Figura 1.1.

1.2.5 Coeficiente de Variagao

Segundo Morettin e Bussab (2017), o desvio padrao é bastante afetado pela mag-
nitude dos dados. Se quisermos comparar a variabilidade de dois conjuntos de dados

podemos usar o coeficiente de variacao, cuja definicao é apresentada abaixo:

Definicao 1.11 O Coeficiente de Variagcao € definido como a razao entre o desvio

padrao (o) e a média (1) e usualmente é expresso em porcentagem:

cv = 2100% .
1

Segundo Gtiman (2004), o coeficiente de variagdo é uma medida relativamente ttil

na comparacao dos riscos de ativos com retornos esperados diferentes. QQuanto maior o
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Figura 1.1: Exemplos de coeficientes de correlagao diferentes

v v h
Py
- .', o'
&1
oy A
o :
o
- W i
9]
X X
7= 10up= 100%: Correlagao Perfeita Positiva = 0: Correlacao Imperfeita Positiva
¥ A v A
O8Ny \\
~Q O
. & ) -
= e
S
) ~
X X
P=-10uf=- 100%: Correlagio Perfeita Negativa < O: Correlagao Imperfeita Negativa
s

X

= 0: Auséncia de Correlagdo Linear

Fonte: Adaptado de Martins (2019)

coeficiente de variacao, maior o risco. O seu uso é mais eficaz para comparar riscos de
ativos, porque também considerada a magnitude relativa, ou seja, o retorno esperado

dos ativos. Sua aplicacao serd melhor demonstrada no capitulo 3 deste trabalho.

1.2.6 A distribuicao normal e suas implicagoes para o desvio

padrao

Em uma distribuicao de dados, a média e o desvio padrao podem se relacionar por
meio de uma distribui¢do normal de probabilidades. Segundo Morettin e Bussab (2017),
o Modelo Normal é um modelo fundamental em probabilidades e inferéncia. Suas
origens remontam a Gauss em seus trabalhos sobre erros de observacoes astronomicas,
dai o nome de distribuicao gaussiana para tal modelo. Segue a definicao dada também
por Morettin e Bussab (2017):

Definicao 1.12 Dizemos que a v.a. X tem distribuicao normal com parametros

(média) e o2 (variancia), —o0o < p < 400 e 0 < 0% < 0o se a sua densidade é dada
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por
1

—(z—p)?/20°
e , —00 < < 400,
oV 2 s

flasp,0%) =

com ™ = 3,14159 e o numero neperiano e = 2, 7178 aproximadamente.

Segundo Ross et al. (2015), uma amostra grande obtida de uma distribui¢ao tem a
aparéncia da curva em forma de sino, desenhada na Figura 1.2, simétrica ao redor da
média. Ela possui a caracteristica de ser assintotica em relagao ao eixo das abcissas
e sua area total, limitada pelo eixo horizontal e pela curva, é igual a 1. O grafico
da curva normal indica as areas entre —1o e +10, —20 e +20 e entre —30 e +30,
equivalentes a 0,6826, 0,9544 e 0,9974, respectivamente. Na Estatistica cléssica, a
distribuicao normal desempenha um papel central, e o desvio padrao é a forma usual
de representar a dispersao de uma distribuicao normal. Para a distribuicao normal, a
probabilidade de se obter um retorno que esteja acima ou abaixo da média por certo

valor depende apenas do desvio padrao.

Figura 1.2: Ilustragao de uma distribuicao normal de probabilidades

-30 -20 -1o M +1o - +20 +30

Fonte: Adaptado de Bodie, Kane e Marcus (2014)

1.3 A Teoria Moderna do Portfolio - o modelo de

Markowitz

Inicialmente vamos definir o que é ativo. Podemos definir ativos reais como aqueles
que sao utilizados para produzir bens e servigos, por exemplo: os terrenos, prédios, os
equipamentos, etc. Em contraposicao aos ativos reais, temos os ativos financeiros, que
sao reinvindicagoes sobre ativos reais ou a renda gerada por eles, como, por exemplo:
agoes, titulos publicos e os fundos de investimento, conforme Bodie, Kane e Marcus
(2014).
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Enquanto os ativos reais geram renda liquida para a economia, os ativos financei-
ros simplesmente definem a alocacao de renda ou riqueza entre os investidores. As
pessoas podem escolher entre consumir a sua riqueza ou investir para o futuro. Se
optarem por investir, poderao aplicar sua riqueza em ativos financeiros, comprando di-
versos titulos. Quando os investidores compram esses titulos das empresas, elas usam
o dinheiro levantado para pagar pelos ativos reais, como equipamentos, por exemplo.

Qualquer investimento envolve riscos sobre os retornos futuros do periodo de ma-
nutencao do investimento e, em varios casos, esse risco é consideravel. Dessa forma,
antes mesmo de realizar qualquer investimento, é importante que o investidor tenha
informagoes e conhecimentos minimos sobre como investir.

Nesse sentido, a CVM (Comissao de Assuntos Imobilidrios), que é uma entidade
autarquica, em regime especial, vinculada ao Ministério da Fazenda, disponibiliza um
site exclusivamente voltado a educacao financeira, com informacgoes tteis e em lin-
guagem acessivel sobre o mundo dos investimentos (CVM, 2020). Além de textos e
informagoes sobre o mercado, é possivel ler e baixar todas as publicacoes da CVM,
como cadernos, livros, guias e informativos.

De acordo com CVM (2020), o retorno de um investimento costuma estar associado
ao seu grau de risco. Expectativa de retornos melhores normalmente estao associados
a um maior grau de risco. As aplicagoes mais conservadoras costumam apresentar uma
menor rentabilidade.

Podemos considerar o risco como sendo a possibilidade de nao se atingir o retorno
esperado do investimento. E diversos fatores podem concorrer para isso, incluindo
mudancas na politica, na economia, nas regras de tributacao etc. Tendo isso em mente,

podemos definir os perfis de investidor que melhor reflete & propensao a riscos:

e Conservador - privilegia a seguranca e faz todo o possivel para diminuir o risco

de perdas, para isso aceitando até uma rentabilidade menor.

e Moderado - procura um equilibrio entre seguranca e rentabilidade e esta disposto
a correr um certo risco para que o seu dinheiro renda um pouco mais do que as

aplicagoes mais seguras.

e Arrojado - privilegia a rentabilidade e é capaz de correr grandes riscos para que

seu investimento renda o maximo possivel.

Falando em investimentos, nao podemos deixar de falar em Fundo de Investimento.
Podemos dizer que Fundo de Investimento é uma modalidade de investimento coletivo.
E uma estrutura formal que reune recursos financeiros de diversos investidores, para
investimento conjunto. O fundo é aberto para aplicacoes. Isso é feito com o apoio de

instituigoes financeiras, como os bancos, distribuidoras e corretoras, ligadas ou nao ao
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administrador, que oferecem o investimento aos seus clientes. E a partir desse momento
que os investidores interessados aplicam seu dinheiro. Algumas classes de fundos sao
(CVM, 2020):

e Fundos de curto prazo: Sao considerados bastante conservadores quanto ao risco,
sendo compativeis com objetivos de investimento de curto prazo, pois suas cotas
sao menos sensiveis as oscilagoes das taxas de juros, devido ao curto prazo de

seus titulos. Sao mais compativeis com investidores perfil conservador.

e Fundos de renda fixa: Os fundos de renda fixa devem aplicar pelo menos 80%
de seus recursos em ativos de renda fixa. Portanto, tém como principal fator de

risco a variacao da taxa de juros ou de indice de precos.

e Fundos Multimercado: Possuem politica de investimento que envolve varios fa-
tores de risco, sem o compromisso de concentracao em nenhum fator em especial.
Sao mais compativeis com objetivos de investimento que, além de procurar di-
versificagao, tolerem uma grande exposicao a riscos na expectativa de obter uma
rentabilidade mais elevada. Apesar desse tipo de fundo de investimento ser uma
6tima opgao para quem quer ter um bom rendimento e correr riscos moderados,
os Fundos Multimercado sao exemplos de investimento mais compativeis com in-
vestidores de perfil arrojado, uma vez que ha muita liberdade na composicao de

suas carteiras e mais exposi¢ao ao risco em busca de maior rentabilidade.

e Fundos de agoes: Os fundos de agoes devem investir no minimo 67% do seu pa-
trimonio em acoes que sejam admitidas a negociacao em mercado de bolsa ou
balcao organizado ou em ativos relacionados. Seu principal fator de risco, por-
tanto, é a variacao do prego das agoes que compoem a sua carteira. Os fundos
de acoes sao mais compativeis com objetivos de investimento de longo prazo,
que suportem uma maior exposicao a riscos em troca de uma expectativa de
rentabilidade mais elevada. Os Fundos de Renda Fixa e Agoes poderao ser consi-
derados moderados ou arrojados dependendo, entre outros fatores, da politica de

investimento constante do Regulamento do fundo e do risco do emissor do titulo.

A carteira de um investidor nada mais é que um conjunto de ativos de investimento.
A alocacao de ativos abrange a decisao sobre a porcentagem da carteira alocada a
ativos seguros em contraposi¢ao a ativos de risco. Os investidores podem investir suas
economias em ativos seguros, ativos de risco ou em ambos, conforme Bodie, Kane e
Marcus (2014).

Na década de 50, mais precisamente em 1952, o professor Harry Markowitz (Figura
1.3) publicou o trabalho “Portfolio Selection” que revolucionou os meios académicos em

relacao aos estudos acerca do processo de andlise de investimentos (SA, 1999). Este
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trabalho fundamentou-se em algumas premissas racionais e estabeleceu um modelo

matematico para determinacao das denominadas carteiras eficientes.

Figura 1.3: Harry M. Markowitz

s

Fonte: Disponivel em <https://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/1990/
markowitz/biographical /> consultado em 09.04.2020

Markowitz comeca com a premissa de que o investidor necessita de informagcoes
sobre cada titulo em particular a fim de estimar o retorno esperado e o risco associado
a distribuicao dos retornos esperados, informagoes estas extraidas de dados histéricos e
de hipéteses formuladas para o futuro. A partir dai constroi-se a fronteira eficiente das
carteiras e, entre estas, seleciona-se aquela que satisfaz melhor o investidor em termos
de retorno esperado e risco (SA, 1999).

Detalharemos melhor nos proximos tépicos deste capitulo os conceitos envolvidos

no modelo de Markowitz, na selecao de carterias de investimentos.

1.3.1 Premissas

Para Markowitz (1952), todo investimento apresenta um retorno (rentabilidade)
esperado e variancia de possiveis resultados em torno deste retorno esperado. Ele
considerou o retorno (positivo) como desejavel e a variancia como indesejavel. Assim,
ele desenvolveu um modelo de programacao quadratica capaz de maximizar os retornos
e minimizar a variancia dado um nivel de retorno. Para montar o seu modelo de
programagao, Markowitz precisou adotar algumas premissas. Dentre as premissas que
fundamentam todo o processo (SA, 1999 e MACEDO JR, 2003), podemos citar:

e Os investidores associam risco a variabilidade das taxas de retorno dos ativos
em analise. Quanto mais varidveis (volateis) essas taxas de retorno ao longo do

tempo maior o risco de investimento;

e Os investidores avaliam o seu portfélio (carteira) apenas com base no valor espe-

rado e na variancia (ou desvio padrao) das taxas de retorno sobre o horizonte de
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um periodo;

e Os investidores nunca estao satisfeitos. Quando postos a escolher entre dois

portfélios de mesmo risco, sempre escolherao o de maior retorno;

e Os investidores sao avessos ao risco. Quando postos a escolher entre dois portfélios

de mesmo retorno, sempre escolherao o de menor risco;

e Os custos de transacao e impostos sao irrelevantes.

A teoria de carteiras de Markowitz objetiva determinar o conjunto de carteiras que
irao compor a chamada fronteira eficiente, conjunto este onde, para determinado nivel
de risco, se obtém o retorno maximo. Para isso é preciso estudar como se comporta o
retorno esperado e o risco de uma combinacao de ativos. Assim, Markowitz utilizou-se
da Estatistica para desenvolver boa parte do seu modelo, onde desenvolveu uma forma
de gerar estimativas para o valor esperado (retorno) das carteiras.

O risco e o retorno da carteira dependem da média e das variancias dos ativos
componentes, bem como da covariancia entre seus retornos. Uma das maneiras de
obter esses dados ¢ utilizar uma analise de cendrio. Uma alternativa usual para gera-
los ¢ utilizar dados histéricos. A ideia é que a variabilidade e a covariabilidade mudam
lentamente ao longo do tempo. Portanto, se fizermos uma estimativa dessas Estatisticas
com base em dados recentes, ela nos oferecera previsoes uteis para um futuro préximo,

conforme Bodie, Kane e Marcus (2014).

1.3.2 Retorno e risco para carteiras

Suponhamos que um investidor possua estimativas dos retornos esperados e dos
desvios padrao de ativos individuais e as correlagoes entre retornos desses ativos. Como
o investidor consegue escolher a melhor combinacao ou a melhor carteira de ativos para
manter? Certamente o investidor prefere uma carteira com um retorno esperado alto

e um desvio padrao de retornos baixo. Portanto, é valido considerar, conforme Ross et
al. (2015):

e A relagao entre os retornos esperados de ativos individuais e o retorno esperado

de uma carteira formada por esses ativos;

e A relacao entre os desvios padrao de ativos individuais, as correlagoes entre esses

ativos e o desvio padrao de uma carteira formada por esses ativos.

O retorno esperado de uma carteira é uma média ponderada dos retorno esperados
dos ativos individuais. Assim, a expressao do retorno esperado de uma carteira p que

combine os ativos 1 a n é dada por:
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E(R,) = Z o E(R;),

onde «; é a propor¢ao aplicada no ativo i, com a1 + as + ... +a, = 1, e E(R;) é o
retorno esperado do ativo 1.

Mas como obter o retorno esperado de um ativo? Conforme citado anteriormente,
uma das maneiras de obter os dados do retorno esperado de um ativo é utilizar uma
analise de cenario. A andlise de cenario postula uma distribuicao de probabilidades
de retornos futuros. Mas, de onde vém as probabilidades e taxas de retorno? Elas
provém, em grande parte, da observagao de uma amostra de retornos histéricos. Su-
ponhamos que observemos uma série de dez anos de retornos mensais em uma carteira
diversificada de acoes. Podemos interpretar cada uma das 120 observacoes de cada
ativo como um “cendario” possivel oferecido pelo histérico. Avaliando esse histérico,
podemos desenvolver uma andlise de cenario de retornos futuros. Primeiramente fa-
zemos uma estimativa do retorno esperado e do desvio padrao da amostra historica.
Presumimos que cada um dos 120 retornos representa um desenho independente da
distribuicao de probabilidades historica. Por isso, a cada retorno é atribuida uma pro-
babilidade idéntica de 1/120=0,0083. Quando vocé utiliza uma probabilidade fixa na
equagao citada na Definicao 1.6, obtém a média simples de observagoes, com frequéncia
empregada para prever o retorno médio (BODIE, KANE e MARCUS, 2014). Dessa

forma, nesse contexto, o retorno esperado do ativo i, F(R;), pode ser escrito como:

E(R;)) = R;,

onde R; é a média dos retornos historicos do ativo ¢, ou seja, a rentabilidade média do
ativo no periodo historico considerado. Reescrevendo a expressao do retorno esperado

de uma carteira, temos:

1=1

Conforme dito anteriormente, a volatilidade do retorno de um ativo pode ser as-
sociada ao risco no investimento. Para medirmos essa volatilidade nos utilizamos da
variancia e do desvio padrao. No entanto, estamos interessados em medir a volatili-
dade, ou variancia, de uma carteira de ativos. Segundo Elton, Gruber e Brown (2012),
o retorno de uma carteira de ativos é simplesmente uma média ponderada dos retornos
dos ativos individuais. O peso aplicado a cada retorno corresponde a fragao do valor
da carteira aplicada naquele ativo. Sendo R,; 0 ¢-ésimo retorno da carteira p, o; a
fracao dos fundos do investidor aplicada no i-ésimo ativo, e n o nimero de ativos na

carteira, entao:
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n
qu: E OZiRiq,
i=1

onde R;, representa o g-ésimo resultado possivel em termos do retorno do ativo ¢.
Como estamos interessados em encontrar a variancia dos ¢ retornos da carteira dado
por R,,, que nada mais é do que uma combinacao linear, para calcularmos a variancia

da carteira p, com base na Propriedade 1.5, temos:

n

n
o) = Z a?Var(R;) + 2 Z a;a;Cov(R;, Rj),
i=1 1<i<j<n
onde Var(R;) e a; sdo, respectivamente, a variancia dos retornos e a proporgao aplica-
das no ativo i, com a; +as + ...+ a, = 1, e Cov(R;, R;) é a covariancia dos retornos
historicos dos ativos ¢ e j, com i # j. Considerando ainda a Definicao 1.10, esta

expressao pode ser reeescrita como:

n n
ag = Z a?Var(R;) + 2 Z aa;Var(R;)Var(R;)Corr(R;, R;) .
i=1 1<i<j<n
Com base nestas expressoes, vemos que a variancia de uma carteira é a soma das
contribuicoes das variancias dos ativos componentes mais um termo que envolve a co-
variancia (e, consequentemente, a correlagdo) entre os retornos dos ativos componentes.
Quando a correlagao entre os ativos componentes for pequena ou mesmo negativa, a
tendéncia dos retornos dos ativos se compensarem sera maior. Isso diminuira o risco da
carteira. Podemos observar que a variancia da carteira é menor quando o coeficiente

de correlagao é menor.

1.3.3 Fronteira Eficiente

A natureza do problema de selecao de carteiras é encontrar aquelas carteiras cor-

respondentes as combinacoes dos ativos existentes no mercado que:

e Para um dado nivel de retorno tenham um risco minimo; ou

e Para um dado nivel de risco tenham retorno maximo.

Essas carteiras compoem no espaco retorno esperado x risco a denominada fronteira
eficiente. Neste ponto devemos considerar que o problema comporta solugoes distintas

conforme as seguintes situagoes:

e Determinacao da fronteira eficiente considerando-se a possibilidade de se investir

somente em ativos com risco;
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e Determinacao da fronteira eficiente considerando-se a possibilidade de, além de
se investir em ativos com risco, poder-se também investir num ativo de renda fixa
sem risco e, ainda, tomar recursos emprestados para se alavancar o investimento

nos ativos com risco.

O problema geral se apresenta da seguinte forma:

“Determinar os percentuais tnvestidos nos varios ativos que irao compor as car-
teiras de tal forma que para cada nivel de retorno esperado E(R,) da carteira o risco
. s .. \ . A n . .
seja minimo, sujeito a condi¢do de Y ., oy = 1, ou seja, que todos os recursos sejam

investidos nos ativos da carteira” (SA, 1999).

Para melhor ilustrarmos como funciona a determinagao da fronteira eficiente, vamos
exemplificar com uma carteira constituida somente por dois ativos, A e B, e determinar
a expressao do retorno esperado e do risco dessa carteira. Com relagao ao retorno
esperado da carteira a féormula que permite o seu cédlculo é simplesmente a média

ponderada do retorno esperado de cada ativo:

E(Rp) = OéAEA + OZBEB s

onde a4 € ag representam a proporcao dos recursos investidos em cada um dos ativos
A e B que compdem a carteira, com ay +ag = 1, e R4 e Rp sao os retornos médios

dos ativos A e B respectivamente. Ja a variancia da carteira é dada por:

o) = aiVar(Ra) + afVar(Rp) + 20aapCov(Ra, Rp)

onde Var(R4) e Var(Rp) sdo as variancias dos retornos dos ativos A e B respectiva-
mente e Cov(Ra, Rp) é a covariancia dos retornos dos ativos A e B.

Suponha que se queira aplicar a totalidade dos recursos financeiros existentes nos
dois ativos, A e B, cujas rentabilidades histéricas estao listadas na Tabela 1.1.

Foram efetuados os calculos da média e da variancia do rendimento de cada ativo,
como indicado na referida Tabela. Estes cdlculos podem ser realizados facilmente com
o auxilio do software MS Fxcel. Apesar de nao haver grande diferenca entre a média
historica entre os dois ativos, vemos que a variancia e, por consequéncia, o desvio
padrao, do ativo A é maior do que o ativo B, caracterizando-o como mais arriscado. O

valor esperado dessa carteira é dado por:

E(R,) = 1,66a4 + 1,42a5 .

Ja a variancia dessa carteira ¢ dada por:
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Tabela 1.1: Média e variancia das rentabilidades de dois ativos

Ativo A Ativo B

JAN 4,68 2,06
FEV -7,82 -2,04
MAR 0,58 10,25
ABR 5,7 2,08
MAI 6,01 -0,46
JUN 541 0,64
JUL -6,72 0,41
AGO 3,78 3,68
SET 1,21 0,45
out 591 -1
NOV 2,58 3,21
DEZ -1,44 1,96
Média 1,66 1,42
Varidncia 22,99 11,20
Covariéncia 0,30

Fonte: autor

o2 = 22,9907 + 11,2a% + 2 X 0, 3aap

Com base nestas duas ultimas expressoes, podemos esbocar um grafico do Retorno
x Risco (Desvio Padrao), calculados com base nas combinagdes possiveis dos valores
de a4 e ap, mostrado na Figura 1.4.

Todas as carteiras que ficam na fronteira de variancia minima em relagao a carteira
de variancia minima global e acima oferecem as melhores combinagoes de risco-retorno
e, portanto, sao candidatas a carteira 6tima. Desse modo, a parte da fronteira que
fica acima da carteira de variancia minima global é chamada de fronteira eficiente
de ativos de risco. Para qualquer carteira na parte inferior da fronteira de variancia
minima (linha pontilhada), existe uma carteira com o mesmo desvio-padrao e um
retorno esperado mais alto posicionada imediatamente acima dela. Portanto, a parte
inferior da fronteira de variancia minima é ineficiente (BODIE, KANE e MARCUS,
2014).

Conforme mostrado na Figura 1.4, no nosso exemplo com dois ativos, a carteira
de variancia minima global é representada por aquela em que 32,5% dos recursos sao
aplicados no ativo A e 67, 5% no ativo B. Fazendo esta aplicacao, obterfamos um valor
esperado para a carteira de 1, 5%, com uma variancia minima de 7,66% (desvio padrao
de 2,76%). Mas, como obter estes valores? Para o caso em questao, olhando para a
férmula usada no calculo da carteira, o problema estaria em encontrar os valores de a4

e ap de tal forma a obter uma variancia 012, minima. Para encontramos estes valores,
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podemos aplicar o método da Programacao Quadratica que consiste na minimizacao
de uma funcao f(z) quadratica sujeita a restrigoes lineares, sendo uma extensao da
Programagao Linear (SIERVO, 2017). A Programagao Linear é uma técnica que pres-
supoe a relagao linear entre as caracteristicas de um problema estudado, buscando para
ele uma solucao o6tima. Essas caracteristicas do problema sao representadas e relacio-
nadas por meio de uma série de equacoes lineares. A funcao que esta sendo otimizada
¢ chamada de “fungao objetivo” e as limitagoes sao chamadas de “restrigoes”. Ja a
Programacao Quadratica difere do problema de Programacao Linear somente pelo fato
da funcao objetivo envolver o quadrado de uma varavel basica ou o produto de duas
variaveis (HILLIER e LIEBERMAN;, 2006).

Em outras palavras, matematicamente, no nosso exemplo, o problema aqui consiste
em encontrar os valores de a4 e ap de tal forma a minimizar 012, = 22,990% 411, 2a% +
2 x 0,3a40ap, sujeito as restrigoes: ay,ap > 0 e asy + ag = 1. Este calculo pode
ser facilmente obtido com o apoio do software MS Excel, por meio do seu suplemento
Solver, cujo uso sera melhor detalhado no Capitulo 3. Nao é escopo deste trabalho
detalhar a utilizacao da programacao quadratica e linear na selegao das carteiras de
investimento, especificamente na selecao das carteiras eficientes. Para o maior detalha-
mento e aprofundamento neste assunto, sugerimos a leitura do trabalho desenvolvido
por Siervo (SIERVO, 2017).

Figura 1.4: Grafico da fronteira eficiente dos ativos de risco A e B
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Fonte: autor
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1.3.4 O Efeito da Diversificacao

A transferéncia de fundo de uma carteira de risco para um ativo isento de risco é
a alternativa mais simples para diminuir o risco. Outro método é a diversificacao da
carteira de risco. Existe uma frase das financas que diz que nao se deve colocar todos
0s ovos na mesma cesta. Esta frase muito se aplica a formacao de uma carteira, quando

tratamos de investimentos.

Figura 1.5: Gerenciamento de riscos: evite ter todos os seus ovos em uma cesta

Fonte:  Disponivel em <https://www.thisismoney.co.uk/money/guides/article-2289600/
Asset-allocation-Make-sure-investing-eggs-arent-basket.html> consultado em 25.02.2020

A diversificacdo é uma forma que temos para se proteger contra eventual desva-
lorizacao de um determinado ativo. Ou seja, diminuir os riscos, distribuindo o valor
investido colocando um percentual dos investimentos em acoes, outro em renda fixa,
outro em cotas de fundos de investimento, etc.

Para ser ter uma ideia do quanto uma quantidade maior de ativos de risco pode
melhorar as oportunidades de investimento, vamos examinar a Figura 1.6. Os pontos A,
B e C representam os retorno esperados e os desvios padrao de trés ativos. A curva que
passa por A e B mostra as combinacoes de risco e retorno das carteiras formadas com
esses dois ativos. De modo semelhante, a curva que passa por B e C mostra carteiras
formadas com esses dois ativos. Observe agora o ponto E na curva AB e o ponto F na
curva BC. Por sua vez, a curva que passa por E e F representa carteiras construidas
das carteiras E e F. Como E e F sao na verdade construidas de A, B e C, essa curva
mostra algumas das carteiras formadas com esses trés ativos. Observe que a curva EF
amplia o conjunto de oportunidades de investimento para noroeste, que é a direcao
desejada, pois é onde obtemos menor risco e maior retorno. Agora, podemos continuar
a extrair novos pontos (cada um representa uma carteira) dessas trés curvas e realizar
outras combinagoes para gerar novas carteiras, movendo o conjunto de oportunidades
cada vez mais para a direcao noroeste. Vocé pode ver que esse processo funcionaria
ainda melhor com mais agoes. Além disso, o limite ou “contorno” de todas as curvas
desenvolvidas ficard bem distante dos ativos individuais na dire¢ao noroeste (BODIE,
KANE e MARCUS, 2014).

36



Figura 1.6: Efeito da Diversificagao
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Fonte: Bodie, Kane e Marcus (2014)

Dessa forma, dado um conjunto de ativos é possivel combina-los formando infinitas
diferentes carteiras. A partir dessa combinacao, podemos encontrar a fronteira eficiente
dos ativos, conforme ilustrado na Figura 1.7, formada pelas carteiras eficientes, que sao
aquelas onde é impossivel encontrar outra com o mesmo desvio padrao e com maior
retorno esperado.

O desvio padrao da carteira diminui & medida que o nimero de ativos aumenta, mas
nao ¢é reduzido a zero. O risco remanescente apds a diversificagao é chamado de risco
de mercado, que é atribuivel a fontes de risco do mercado geral, ou risco sistematico ou

risco nao diversificavel. Este risco esta relacionado com as condi¢oes economicas gerais,

Figura 1.7: Fronteira eficiente dos ativos de risco

Retorno esperado
da carteira

E(r,)
Fronteira eficiente
dos ativos de risco

Carteira de ;

S Ativos
e individuais
minima

Desvio padrao da carteira

Fonte: Bodie, Kane e Marcus (2014)
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como ciclos economicos, inflagao, taxas de juros, taxas de cambio etc. Nenhum desses
fatores macroeconomicos podem ser previstos com certeza. Ja o risco que pode ser
eliminado pela diversificacao é chamado de risco exclusivo, risco especifico a empresa,
risco nao sistematico ou risco diversificavel.

Essa ideia € ilustrada na Figura 1.8. O grafico, que relaciona o desvio padrao de uma
carteira ao numero de ativos n dessa carteira, mostra o risco total, ou simplesmente o
risco, da carteira. A inclusao de um segundo ativo reduz o desvio padrao, ou o risco,
assim como a inclusao de um terceiro ativo, e assim por diante. O risco total da carteira

cai constantemente com a diversificagao.

Figura 1.8: Risco da carteira em funcao do numero de ativos na carteira - Risco
exclusivo (diversificavel) e o risco de mercado (nao diversificavel)

g

Risco exclusivo

Risco de mercado

n

Fonte: Adaptado de Bodie, Kane e Marcus (2014)

No entanto, observe que a diversificacao nao possibilita que o risco total seja zero.
A vantagem da diversificagao tem um limite, pois apenas o risco nao sistematico esta
sendo diversificado. O risco sistematico permanece inalterado. Portanto, ao mesmo
tempo em que a diversificacao é fator positivo, ela nao é tao vantajosa quanto podemos
ter esperado. O risco sistematico simplesmente nao cai por meio da diversificacao
(ROSS et al., 2015).

Ainda sobre a diversificacao de ativos, cabe aqui analisarmos o papel da correlacao
entre os ativos na diminuicao do risco da carteira. Na Secao 1.3.2 vimos que expressao
do céalculo da variancia de uma carteira de ativos pode ser escrita em termos da cor-
relacao entre os pares dos ativos envolvidos. Podemos obter maiores beneficios com a
diversificagado dependendo do valor do coeficiente de correlacao.

Como vimos anteriormente, o coeficiente de correlagao é uma medida Estatistica
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que indica o grau de dependéncia linear entre duas varidaveis, no caso o retorno dos
ativos. Uma reducao no risco de uma carteira de dois ativos é tanto maior quanto
menor do que +1 for o coeficiente de correlacao entre os retornos dos dois ativos, o que

¢ apresentado pela Figura 1.9.

Figura 1.9: O coeficiente de correlagao e a redugao do risco

Retorno esperado (%)

A

Y

Desvio-padrao (%)

Fonte: autor

Estes dois ativos podem ter diferentes valores de correlagao, variando entre +1 e
—1. No entanto, nessa figura, sao exemplificados os conjuntos de oportunidades de
carteiras formadas por estes dois ativos, para trés casos especificos de valores do coe-
ficiente de correlagao entre eles: p = +1, p = —1 e p = 0. As linhas que unem esses
dois ativos, uma reta quando p = +1, uma curva quando p = 0 e duas retas quando
p = —1, representam carteiras construidas com diferentes proporgoes dos ativos D e E.
Exemplificando, quando o retorno esperado dos dois ativos esta perfeitamente correla-
cionado de forma direta (p = +1), carteiras constituidas com diferentes combinagoes
de ativos D e E se situam sobre a reta que une os dois pontos. Nas Figuras desenhadas
pode-se constatar a possibilidade da crescente reducao do risco da carteira quando se
combinam numa carteira de ativos com correlacao de retornos cada vez menores do que
+1. Se na pratica existir no mercado dois ativos com p = —1 é possivel combinar esses
dois ativos em determinada proporcao de tal forma que a carteira assim constituida
tenha risco zero (SA, 1999). Portanto, a diversificacao oferecerd beneficios sempre que

os retornos dos ativos nao apresentarem uma correlagao positiva perfeita.
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1.3.5 A distribuicao normal na pratica de investimentos

A importancia do desvio padrao do retorno esperado para decidir qual ativo ira
compor a carteira, se deve ao fato de que um investimento pode ter infinitos valores de
retorno e seguir uma distribuigdo normal de probabilidades (SOARES, 2011).

A distribuicao normal é fundamental para a teoria e a pratica de investimentos
(BODIE, KANE e MARCUS, 2014). Além disso, segundo McClave, Benson e Sincich
(2009), muitos fenémenos de negécios geram variaveis aleatérias com distribuigoes de
probabilidade que sao bem aproximadas por uma distribuicao normal. Por exemplo, a
taxa mensal de retorno para uma acao em particular é aproximadamente uma variavel
aleatéria normal, e a distribuicao de probabilidades para as vendas semanais de uma
empresa pode ser aproximada por uma distribuicao normal.

Para Bodie, Kane e Marcus (2014), duas propriedades especiais da distribuigao
normal sao responsaveis por simplificagoes fundamentais na gestao de investimentos

quando os retornos sao distribuidos normalmente:

1. O retorno sobre uma carteira composta de um ou mais ativos cujos retornos sao

distribuidos normalmente também serd distribuido normalmente.

2. A distribuicao normal é descrita completamente por sua média e seu desvio
padrao. Nenhuma outra Estatistica é necessaria para conhecer o comportamento

dos retornos distribuidos normalmente.

Por sua vez, é possivel deduzir dessas duas propriedades a seguinte conclusao

abrangente:

3. O desvio padrao é a medida de risco apropriada para uma carteira de ativos com
retornos distribuidos normalmente. Nesse caso, nenhuma outra Estatistica pode

melhorar a avaliagao de risco indicada pelo desvio padrao de uma carteira.

Como exemplo de aplicacao deste importante topico da Estatistica, suponhamos que
determinado ativo seja distribuido de uma maneira aproximadamente normal com uma
média de 1% de retorno ao més e desvio-padrao de 6%. Qual a probabilidade de o re-
torno sobre o indice em qualquer meés ser negativo? Podemos utilizar fungoes integradas
do Software MS FExcel para responder rapidamente essa pergunta. A probabilidade de
observarmos um resultado inferior a algum corte de acordo com a funcao de distribuicao
normal é dada como DIST.NORMAL(corte, média, desvio-padrao, VERDADEIRO).
Nesse caso, queremos conhecer a probabilidade de um resultado abaixo de zero, quando
a média é 1% e o desvio-padrao é 6%. Portanto, calculamos DIST.NORMAL(O0, 1, 6,
VERDADEIRO) = 0,4338, ou seja, 43%.
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Capitulo 2

METODOLOGIA

Neste capitulo serao apresentadas as metodologias que foram utilizadas neste tra-
balho, desde a revisao bibliografica, coleta de dados, selecao dos ativos até a aplicacao

do modelo de Markowitz.

2.1 Metodologia de pesquisa

Este trabalho foi realizado por meio de pesquisa bibliogréfica. Segundo Gil (2002),
a pesquisa bibliografica é desenvolvida com base em material ja elaborado, constituido
principalmente de livros e artigos cientificos. Para Cervo e Bervian (1983), a pes-
quisa bibliografica explica um problema a partir dos referenciais teéricos publicados
em documentos.

Foi realizado um apanhado geral nos diversos trabalhos, como artigos, dissertagoes
e teses, bem como nos livros relacionados ao assunto. Houve uma preocupacgao em rea-
lizar uma interpretacgao e revisao dos conteidos pesquisados e estruturar o trabalho de
forma que nao fosse de dificil compreensao para o publico em geral. Ainda, em termos
metodoldgicos, podemos dizer que se trata de uma pesquisa descritiva, de natureza
aplicada e quantitativa.

Para alcancar o objetivo geral e os objetivos especificos deste trabalho, no capitulo
anterior procurou-se levantar e estruturar os tépicos da estatistica utilizados no modelo
de Markowitz. O foco foi apresenta-los de uma forma estruturada e sequencial como
base para o entendimento do modelo. Depois, no mesmo capitulo, foi apresentado
o estudo da Teoria do Portfélio, com o foco no modelo de Markowitz, mostrando
como este se utiliza da estatistica na selecao de carteiras de ativos, na avaliacao do
risco-retorno. Por fim, no préximo capitulo, com o auxilio do software MS Fxcel,
sera apresentada a aplicagao do modelo, utilizando-se de dados reais de fundos de
investimento de um banco brasileiro.

Nas préximas secoes deste capitulo é detalhado o método utilizado na aplicacao do
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modelo de Markowitz.

2.2 Coleta de dados

Os dados foram coletados em 20,/01/2020, no site de um banco brasileiro (< http :
/Jwww. fundos.caixa.gov.br/sipii/pages/public/listar — fundos — internet.jsf >).
As informagoes gerais a respeito de cada fundo escolhido neste estudo, obtidas no
mesmo site, encontram-se no Apéndice A.

Conforme ja citado neste trabalho, a grande maioria dos clientes dos bancos é
composta de pequenos investidores, os quais nem sempre possuem conhecimentos ou
recursos para analisar com profundidade os ativos em que pretendem investir. Dai a
escolha por buscar os dados no site, que sao publicos e pode ser feita de forma simples
por qualquer investidor, como o cliente do préoprio banco.

Foram coletados os dados de rendimento mensais de fundos dos tltimos trés anos,
no periodo entre jan/2017 a dez/2019 (36 meses). Conforme ja citado na Segao 1.3.1,
a ideia é que a variabilidade e a covariabilidade mudam lentamente ao longo do tempo.
Portanto, se fizermos uma estimativa com base em dados recentes, ela nos oferecera
previsdes uteis para um futuro préximo (BODIE, KANE e MARCUS, 2014). Dai,
a escolha pelo periodo de 36 meses foi a de obter um histérico que pudesse refletir
melhor as tendéncias para uma aplicacao em um igual periodo subsequente ao historico
extraido.

Para obtermos uma estimativa mensal de rendimento dos fundos, pesquisou-se o
ultimo dia 1util de cada mes, obtendo-se o acumulado mensal.

Para a analise, utilizou-se preferencialmente os fundos Multimercado, que é uma
6tima opcao para quem quer ter um bom rendimento e correr risco moderados, e de
Agobes, que oferece maiores retornos, mas com risco mais elevado. Estes dois tipos
de fundos ofereceram uma quantidade de alternativas maior, tanto na quantidade de
fundos como na variabilidade dos resultados para aplicacao do modelo.

Escolhidos os tipos de fundos, dentre eles foram selecionados aqueles cujo valor ini-
cial de aplicacao nao fosse superior a R$ 20.000,00, considerando que estamos partindo

da perspectiva de um investidor iniciante, que pode ser o cliente do proprio banco.

2.3 Aplicacao do modelo

Conforme citado por Gongalves Junior, Pamplona e Montevechi (2002), os peque-
nos investidores muitas vezes tomam decisoes sem a aplicacao de nenhum conceito
sobre mercado de capitais. Dessa forma, conforme objetivo geral deste trabalho, sera

mostrado como a estatistica pode ser usada como ferramenta de apoio, por meio do
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modelo de Markowitz, na selecao de carteiras de investimento.

Para a aplicacao da selecao das carteiras, utilizou-se do modelo de Markowitz e da
metodologia apresentada por Gongalves Juinior, Pamplona e Montevechi (2002), com o
auxilio do Software MS Excel da Microsoft, possibilitando que mesmo os investidores
que pouco conhecem sobre essas teorias possam aplica-las sem grandes dificuldades.
Assim, o Excel surge como uma importante ferramenta de apoio, para o calculo do
valor esperado, da variancia da carteira, da otimizacao, entre outros, de acordo com
as formulas do modelo de Markowitz apresentadas na Segao 1.3.2. O aspecto geral da
planilha Excel montada para o auxilio dos célculos é apresentado no Apéndice B deste
trabalho.

Apresentamos abaixo as principais funcoes do Excel utilizadas para a execugao dos

calculos:

e MEDIA: Por meio dessa funcao foram calculados o retorno médio (média histérica)

de cada ativo, possibilitando o calculo do valor esperado da carteira.

e COVARIACAO.S: Utilizada para o célculo da covariancia entre os ativos. Apds
a coleta dos dados, foram calculadas as matrizes de covariancia, por meio do
histérico de retorno de todos os ativos que compoem as carteiras. A matriz de
covariancia é uma matriz quadrada que sumariza as variancias e covariancias
associadas entre N ativos escolhidos. O seu calculo foi uma das bases para o

cdlculo da variancia das carteiras.

e CORREL: Esta funcao foi utilizada para o célculo da correlagao entre os pares

de ativos.

e DIST.NORM.N: A nocao do risco esta sempre associada a possibilidade de perda.
O objetivo da diversificacao é a reducao do risco de perdas. Conforme ja demons-
trado na Secao 1.3.5, esta funcao foi utilizada para uma anélise adicional quanto
aos riscos da carteira escolhida, avaliando a probabilidade de perdas no seu in-
vestimento, considerando que os dados possuem uma distribuicao normal. Em

algumas versoes do MS Excel esta fungao aparece como DIST.NORMAL.

e SOMARPRODUTO: Esta funcao multiplica cada termo de uma coluna especi-
ficada pelos termos correspondentes numa segunda coluna especificada e, em
seguida, soma esses produtos. Ela foi utilizada para somar os produtos da
média historica de cada ativo com a sua correspondente proporgao na carteira,
fornecendo o valor do retorno esperado em cada um dos cenarios. Foi utili-
zada ainda para o calculo de variancia da carteira, somando os produtos das
variancias/covariancias dos ativos com as correspondentes propor¢oes de cada

ativo.
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e RAIZ: Utilizada para o calculo da raiz quadrada de determinado valor, no caso,

da raiz da variancia, gerando assim o valor do desvio padrao da carteira.

Além das fungoes apresentadas, utilizou-se do SOLVER, que é uma ferramenta do
Excel que possui recurso de otimizacao a partir da aplicagao da programagao linear
para encontrar a participagao de cada ativo, a fim de otimizar a carteira representativa.
Ele tem como objetivo aplicar férmulas para calcular o resultado maximo ou minimo
de uma célula a partir de féormulas e parametros estabelecidos em outras células na
planilha. Na pratica, em outras palavras, o Solver é usado para determinar o valor
maximo ou minimo de uma célula alterando outras células.

Dessa forma, com o auxilio do MS Excel, foi realizada a aplicacao do modelo, com 2
ativos e com 4 ativos, mostrando ainda como a diversificagao e a correlacao impactam
na reducao do risco das carteiras e de como os conceitos estatisticos apresentados se

correlacionam entre si e podem ser aplicados na avaliacao das carteiras.
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Capitulo 3

RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Aplicagcao do modelo em carteiras de 2 e de 4
ativos e o impacto da diversificacao na reducao

do risco

Apresentaremos aqui como o modelo de Markowitz pode ser aplicado com 2 ativos
e, em seguida, com 4 ativos, aproveitando esta aplicagao para demonstrar o poder
da diversificacao na reducao do risco ao acrescentarmos mais ativos a uma carteira.
Aproveitaremos ainda a aplicacao da carteira com 4 ativos para mostrar o impacto da

correlagao entre os ativos no mesmo risco.

3.1.1 Aplicacao do modelo em carteiras de 2 ativos

Mostraremos inicialmente a aplicacao do modelo de Markowitz com 2 ativos. Com
base nas férmulas da Secao 1.3.2, temos que o valor esperado e a variancia para dois

ativos sao dados, respectivamente, por:

E(Rp) = a R4+ agRp
e
az = o4 Var(Ry) + a%Var(Rg) + 204a5Cov(Ra, Rp),

onde oy e ap, Rae Rp, Var(R,) e Var(Rp), e Cov(R4, Rp) representam a proporcao
dos recursos investidos, os retornos médios, as variancias dos retornos e a covariancia
dos retornos investidos nos ativos A e B respectivamente. Chamaremos de p esta
carteira com dois ativos.

Inicialmente procurou-se os ativos cujo percentual médio mensal fosse superior a 1%,

ou seja, superior ao rendimento mensal da poupanca, e cuja correlagao fosse fraca, de
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preferéncia negativa, de forma que a covariancia entre os ativos seja minima e diminua
o risco da carteira. Com base nisso, foram escolhidos os ativos FI ACOES ISE e FI
ACOES VALE DO RIO DOCE relacionados a fundos de acdes, que aqui chamaremos
de ativos A e B respectivamente. Na Figura 3.1 sao apresentados o gréafico da série de
retornos mensais dos ativos com os valores da correlagao, bem como a média historica
dos retornos dos ativos e a matriz de covariancia. Os valores histéricos de retorno dos

ativos desta carteira estao no Apéndice C deste trabalho.

Figura 3.1: Correlacao, Médias histéricas e Covariancias dos dois ativos da carteira p

Acummabade Mis (%)

Série de retornos mensais de cada ativo

T - NOME DO FUNDD L,

COES VALE DO MO DOCE

CORRELACAQ ENTRE OS PARES DE ATIVOS

ACOES - FI ACDES 1SE & AQDES-FI ACOES

WALE DO RIC DOCE 012

MEDIA HISTORICA

ACOEs -Fl AgOES ISE 1,42

ACOES- FI1 ACOES VALE DO RIO DOCE 2,48

Matriz de covarincia

ACOES - FI ACDES ISE ACDES - FI ACOES VALE DO RIO DOCE
AGOES - FI AGOES ISE 17,92 -4,20
AgEs -FI AGOES 420 66,28

VALE DO RIO DOCE

Fonte: autor

Graficamente ja podemos notar que a correlacao entre os ativos de fato nao é forte.
Em alguns periodos quando um dos ativos teve aumento do seu retorno em um mes
em comparac¢ao ao anterior, o retorno do outro ativo se manteve estagnado ou teve
decréscimo.

Na matriz de covariancias vemos as covariancias entre os ativos. Os valores desta-
cados em negrito (diagonal principal da matriz) representam a variancia do ativo, ja
que a covariancia de um ativo com ele mesmo é a prépria variancia. No caso do ativo

A (FI ACOES ISE) o valor da variancia é de 17,92 e do ativo B (FI ACOES VALE DO
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RIO DOCE) é de 66,28. Com base na férmula da covariancia (Defini¢ao 1.9), podemos
notar que o fato da correlacao entre os ativos ser negativa fez com que a covariancia
também fosse negativa.

Com base nesses valores, podemos reescrever a formula para o calculo do retorno e

da variancia dessa carteira da seguinte forma:

E(R,) = 1,42a4 + 2,483,

o2 = 17,92a% + 66,2807 — 2 x 4, 2405 .

Agora precisamos encontrar os valores de a4 e ap que minimizam o valor do risco

ag com base nas seguintes restricoes:

as+ag=1.

Para este cédlculo utilizou-se o Solver. A Figura 3.2 mostra a janela do Solver no

Excel, onde realizamos o seguinte procedimento:

e Selecionamos a célula na planilha Excel que representa a somatoria da Variancia,

no campo “Definir Objetivo”;
e O problema ¢é de minimizagao;

e Definimos como células varidveis os percentuais de investimento. Aqui, neste

caso, elas representam os valores de a4 e ap;

e Selecionamos as células que representam as restricoes e colocamos suas condicoes,

em “Sujeito as Restrigoes”;

e Como o problema é de Programacao Quadratica, selecionamos GRG Nao Linear,

em “Método de Solugao”;
e Clicamos em Resolver.

Com isso o Solver altera as células da planilha Excel, por ela chamadas de “Células
Variaveis”, fornecendo os valores de a4 e ap que minimizam a variancia af,. Os valores
da variancia, percentuais de alocagao e retorno da carteira encontrados apds utilizarmos
o Solver sao apresentados na Figura 3.3.

Apés a otimizacao foi encontrada uma carteira cujo retorno esperado é de 1,68%,
com variancia de 12,64, se aplicarmos 76% dos recursos no ativo A (FI ACOES ISE)
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Figura 3.2: Solve aplicado para minimizacao do risco da carteira p

Pardmetros do Solver X

Definir Objetivo: SF5148 7]

=

Para: O Méx. (®) Min. () valor de:

Alterando Células Varigveis:

SFS25:5F526 55

Sujeito as Restrigdes:

§FS25>=10
5F526 >=10
§F327 =1

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Nio Negativas

Selecionar um Método de GRG Ndo Linear bl Opcdes
Método de Solugio
Selecione o mecanismo GRG Nao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,

Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Selecione o mecanismao
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Fonte: autor

e 24% mno ativo B (FI ACOES VALE DO RIO DOCE). Este valor de varidncia é
menor que as variancias individuais dos ativos (17,92 e 66, 28), mostrando que, com
dois ativos, ja conseguimos diminuir o risco em comparacao a hipétese de aplicarmos
somente no ativo A ou B.

Podemos fazer ainda algumas andlises adicionais com o apoio de outros topicos
de Estatistica apresentados. Vimos na Secao 1.3.1 que uma das premissas do modelo
de Markowitz era a de que os investidores avaliam o seu portfélio (carteira) apenas
com base no valor esperado e na variancia (ou desvio padrao) das taxas de retorno.

Se quisermos realizar uma avaliacao adicional quanto a relagao Risco x Retorno da

Figura 3.3: Variancia da carteira p minimizada e seus respectivos valores de alocagao
em cada ativo

Alocagdo otima da carteira e
! ; Variancia da 12.64
AGOES - F1 ACOES 15E 0,76 Carteira: g
weooriovoc: [
Retorno da
Carteira: 182
Total: 1,00 sfalin

Fonte: autor
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carteira frente aos ativos individuais, como estamos lidando com diferentes valores de
desvio padrao e retornos, o coeficiente de variacao (CV), apresentado na Sec¢ao 1.2.5,
pode ser bem util. Tanto nesta Secao como na proxima, o aplicaremos considerando
o fato que as médias histéricas dos ativos e o retorno da carteira sao positivos. Os

valores calculados com o apoio do Excel estao na Figura 3.4.

Figura 3.4: Coeficientes de variacao da carteira p e dos dois ativos

Coeficiente de Variacdo da

i 2,12
Carteira:

Coeficiente de Variacdo de cada ativo
ACOES - FI ACOES ISE 2,97

ACOES - FI ACOES VALE DO RIO

DOCE R

Fonte: autor

O CV da carteira foi calculado dividindo-se o valor do desvio padrao da carteira
(raiz quadrada da sua variancia) pelo seu respectivo valor esperado. J& os valores do CV
dos ativos individuais foram calculados dividindo-se o valor do desvio padrao de cada
ativo pela sua respectiva média historica. Nao foram multiplicados por 100 os valores
das razoes, pois a intengao aqui é apenas fazer um comparativo. Como podemos notar,
o valor do CV da carteira é menor que a dos ativos individualmente, mostrando que
realmente ¢ mais vantajoso aplicar os recursos na carteira, considerando a proporcao
apresentada, em detrimento de aplicar todos os recursos em um dos ativos.

Uma andlise adicional que pode ser realizada, com base nos valores dos retornos e
dos desvios padrao da carteira e dos ativos individuais, é o da probabilidade de perdas,
ou seja, da probabilidade de ter um retorno negativo aplicando os recursos na carteira
ou em algum dos ativos individualmente.

Conforme apresentado nas se¢oes 1.2.6 e 1.3.5, podemos utilizar a fungao DIST.NORM
do Excel para calcularmos a probabilidade de se obter um retorno negativo em um de-
terminado més, se considerarmos que os retornos sao distribuidos normalmente (tanto
nesta Secao como na préxima consideraremos esta possibilidade ao aplicarmos este
célculo). Com o uso dessa funcao, obtemos os valores da Figura 3.5. De acordo com
os célculos, obtemos uma probabilidade de 32% de obter algum valor negativo de re-
torno se aplicarmos os recursos na carteira p e de 37% e 38% se aplicamos o valor total
dos recursos nos ativos A (FI ACOES ISE) e B (FI ACOES VALE DO RIO DOCE)
respectivamente. Sob esta ética, também vemos que é mais vantajoso distribuir os

recursos investindo na carteira, ja que esta possui uma menor probabilidade de perda.
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Figura 3.5: Probabilidade de perdas para a carteira p e dos dois ativos

Probabilidade de obter um retorno negativo

CARTEIRA 0,32
ACOES - FI ACOES ISE 0,37

ACOES - Fi ACOES

WALE DO RIO DOCE 0

Fonte: autor

3.1.2 Aplicacao do modelo em carteiras de 4 ativos

Mostraremos agora como podemos aplicar o modelo de Markowitz com 4 ativos.
Tomaremos como base a carteira anterior (p), onde acrescentaremos a ela outros dois
ativos e, com isso, analisaremos o impacto da diversificacao numa carteira com o au-
mento no nimero de ativos.

Com base nas férmulas da Secao 1.3.2, temos que o valor esperado e a variancia

para uma carteira com 4 ativos sao dados, respectivamente, por:

E(R,) = asRs+apRp+acRe + apRp

021 = a4 Var(Ry) + axVar(Rp) + azVar(Re) + o3 Var(Rp)
+ 2a4a5C0o0(Ra, Rp) + 2a4acCov(Ra, Re) + 2aaapCov(Ra, Rp)
+ 2apacCov(Rp, Rc) + 2agapCov(Rp, Rp) + 2acapCov(Re, Rp) ,

onde: ay, ap, ac e ap representam a proporciao dos recursos investidos; R, Rp,

R e Rp representam os retornos médios dos ativos; Var(R4), Var(Rg), Var(Re) e
Var(Rp) representam as variancias dos ativos; e Cov(Ra, Rp), Cov(Ra, R¢), Cov(Ra, Rp),
Cov(Rp, Rc), Cov(Rp, Rp) e Cov(Rec, Rp) representam as covariancias entre os ati-
VOS.

Para compor esta carteira com 4 ativos, que chamaremos de ¢;, procurou-se outros
dois ativos com caracteristicas semelhantes aos dois primeiros, ou seja, cujo percentual
médio mensal fosse superior a 1% e cuja correlacao fosse fraca, de preferéncia negativa,
de forma que a covariancia entre os ativos fosse minima e reduzisse o risco da car-
teira. Com base nisso, com estas caracteristicas, foram escolhidos a acdo FI ACOES
PETROBRAS e o fundo multimercado FI OUTRO MULTIMERCADO LP, que aqui
chamaremos de ativos C' e D respectivamente. Na Figura 3.6 sao apresentados o grafico

da série de retornos mensais dos ativos com os valores da correlacao, bem como a média
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historica dos retornos dos ativos e a matriz de covariancia. Os valores histéricos de

retorno dos ativos desta carteira estao no Apéndice D deste trabalho.

Figura 3.6: Correlacao, Médias historicas e Covariancias dos quatro ativos da carteira
q1

Acumulade Mes %)

Série de retornos mensais de cada ativo
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Fonte: autor

Com base nesses valores, podemos reescrever a formula para o calculo do retorno e

da variancia dessa carteira da seguinte forma:

E(R,) =1,4204 + 2,480 + 2, 11ac + ap

o1



oo, = 17,9207 + 66,2803 + 82,9507, + 8, 28a7,

—2 x4, 2apap +2 X 19,690 000 + 2 X 4,350 40ap

4+ 2 x 1,5agac + 2 x 0,32agap + 2 x 0,09acap .

Da mesma forma que na carteira anterior com dois ativos, agora precisamos encon-

trar os valores de a4, ap, ac e ap que minimizam o valor do risco o

seguintes restricoes:

OZDZO

ar+ap+ac+ap=1.

2
q1

com base nas

Aqui também utilizamos o Solver, de forma semelhante a aplicada na carteira p,

incluindo as restrigoes, selecionando as células da planilha com o valor da variancia que

pretendemos minimizar e as células com os percentuais de investimento que queremos

que a ferramenta nos fornega. Aplicando o Solver, sao fornecidos os valores de a4,

ap, Q¢ € ap que minimizaram a variancia 021. Os valores da variancia, percentuais de

alocacao e retorno da carteira encontrados apds a aplicacao do Solver sao mostrados

na Figura 3.7. Observamos que o valor de variancia da carteira ¢; (6,46) é menor

que as variancias individuais dos ativos (17,92; 82,95; 66,28 e 8,25), mostrando que,

com quatro ativos, também conseguimos diminuir o risco em comparacao a hipdtese

de aplicarmos todos os recursos somente em um dos ativos.

Figura 3.7: Variancia da carteira ¢; minimizada e seus respectivos valores de alocacao

em cada ativo

ACOES - FI ACOES ISE

ACOES - FI ACOES
PETROBRAS

ACOES - FI ACOES VALE DO
RIC DOCE

MULTIMERCADO - FI OURO
MULTIMERCADOQ LP

Total:

Alocacdo otima da carteira

0,19

0,03

0,11

0,68

100

Variancia da Carteira:

6,46

Retorno da Carteira:

1,27

Fonte: autor
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De forma semelhante a carteira anterior (p), podemos realizar mais alguns célculos
de forma a subsidiar algumas analises adicionais acerca dessa carteira ¢; com 4 ativos,
como o coeficiente de variacao (CV) e a probabilidade de perda (obter um percentual
negativo em determinado més), cujos valores sdo apresentados na Figura 3.8. No
caso do CV, nao foram multiplicados por 100 os valores das razoes, pois a intencao
aqui é apenas fazer um comparativo. Aqui também observamos que tanto o valor
do CV como da probabilidade da carteira encontrados sao menores que as dos ativos

individualmente.

Figura 3.8: Coeficiente de Variacao e a Probabilidade de perdas para a carteira ¢; e
dos quatro ativos

Coeficiente de Variagdo Probabilidade de obter um retorno negativo
: 2,00
da Carteira: !
CARTEIRA 0,31
Coeficiente de Variagdo de cada ativo RCOES SEIRCOESIISE 0,37
2 i ACOES - FI ACOES
ACOES - FI ACOES 15E 2,97 e 0,41
ACOES - FI ACOES i
PETROBRAS ¥ ACOES - FI ACOES VALE DO -
ACOES - FI ACOES VALE DO e RIO DOCE
RIO DOCE ;
MULTIMERCADO - FI OURO i
MULTIMERCADQ - FI 287 S i it s k

OURD MULTIMERCADO LP

Fonte: autor

Até o momento fizemos a aplicagao do modelo de Markowitz em carteiras com 2
e com 4 ativos considerados fracamente correlacionados. Segundo Martins (2019), o
coeficiente de correlacao (Corr) se trata de uma medida de associacao que independe
das unidades de medidas das variaveis. Varia entre —1 e +1 e quanto maior a qualidade
do ajuste (ou associagao linear), mais proximo de —1 ou +1 estara o valor do coeficiente
de correlagao. Na pratica, se Corr > 0,7 ou Corr < —0,7 e o tamanho da amostra for
maior que 30, diremos que ha forte correlagao linear entre as variaveis.

A fim de verificamos o impacto da correlagdo entre os ativos na redugao do risco
da carteira, mostraremos agora uma aplicacao do modelo com 4 ativos cujos valores de
retorno sao fortemente correlacionados, de forma que possamos comparar os resultados
com a carteira anterior que possuia 4 ativos fracamente correlacionados.

Inicialmente foi selecionada uma carteira cujos os ativos tivessem uma média historica
de retorno maior que 1% e uma correlacao mais alta positivamente, de preferéncia
acima de 0,7. Para compor esta carteira, que chamaremos de ¢, foram selecionados
quatro fundos de acoes: FI ACOES DIVIDENDOS, FI ACOES IBOVESA ATIVO,
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FI ACOES PETROBRAS e FI ACOES E-FUNDOS IBOVESPA, que na aplicacio da
formula adiante os chamaremos de ativos E, F', G e H respectivamente. Os valores das
correlagoes entre os ativos, da média historica e a matriz de covariancia formada sao
apresentados na Figura 3.9. Os valores histéricos de retorno dos ativos desta carteira

estao no Apéndice E deste trabalho.

Figura 3.9: Correlagao, Médias histéricas e Covariancias dos quatro ativos fortemente
correlacionados da carteira ¢
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AQOES - FI ACOES PETROBRAS 2,11
AGOES- FI ACOES IBOVESPAATIVD e ACOES - FIC ACDES EFUNDOS

AGOES - FI ACOES PETROBRAS 0.74 IBOVESPA 1,80

ACOES - FI ACDES |BOVESPAATIVD &
ACOES - FIC ACOES E-FUNDOS 0,99
IBOVESPA

ACOES - FI ACDES PETROBRAS &
ACOES - FIC ACOES E-FUNDOS 0,73
IBOVESPA

Matriz de covaridncia
o A L ACOES - FI AGOES IBOVESPA Achies-Fl acbes ACOES - FIC ACBES E-
ATIVO PETROBRAS FUNDOS IBOVESPA
ACOES - FI ACOES DIVIDENDOS 23,73 21,00 21,76 19,68
AGOES - FI ACOES IBOVESPA
e 21,00 24,69 33,38 23,24
AGOES - FI ACOES PETROBRAS 21,76 33,38 82,95 31,26
AGOES - FIC ACOES E-FUNDOS
AR 19,68 23,24 31,26 22,09

Fonte: autor

Notamos que os valores histéricos médios de retorno sao préximos de 2% ao més.
Além disso, o fato de nao termos nenhuma correlacao negativa fez com que todas
as covariancias entre os ativos fossem positivas. De forma similar ao apresentado no
calculo da carteira q;, podemos encontrar as formulas do retorno esperado e da variancia

para esta carteira, que sao:
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E(R;) =1,93ap + 1,65aF + 2, 11ag + 1,80ay

of = 23,7303, + 24,6903 + 82,9502, + 22,0903
4+ 2 X 2lagar + 2 X 21, 7T6apag + 2 X 19,68apay
4+ 2 x 33, 38arpag + 2 X 23, 24arag + 2 x 31, 26qay .

Da mesma forma que na carteira anterior, agora precisamos encontrar os valores de

ag, aF, ag e ay que minimizam o valor do risco 02 com base nas seguintes restrigoes:

OZE>O

CKF>O

Oég>0

OAHZO
ag+ap+agt+ag=1.

Com base nesses dados, foi utilizado o Solver de forma a obter os valores de ag,
ap, ag € oy, que minimizam o risco da carteira t. Os valores dos percentuais de
alocacao, do retorno esperado e da variancia minimizada sao apresentados na Figura
3.10. Percebe-se que a carteira de minima variancia é formada por 37% dos recursos
aplicados nos ativos FI ACOES DIVIDENDOS, 63% aplicados no ativo FIC ACOES
E-FUNDOS IBOVESPA e nenhum recurso aplicado nos outros ativos. Mesmo assim,
neste caso, se conseguiu uma combinacao de ativos na carteira em que a variancia é

menor que a de qualquer ativo individualmente.

Figura 3.10: Variancia da carteira ¢ minimizada e seus respectivos valores de alocacao
em cada ativo

Alocagdo 6tima da carteira

ACOES - FI ACOES

DIVIDENDOS Wy

Varidncia da Carteira: 21,19
AQDES - FI ACOES IBOVESPA

ATIVO 0:00

ACDES - FI ACOES
PETROBRAS

0,00

" i Retorno da Carteira: 1,85
AQOES - FIC ACOES E-

0,63
FUNDOS IBOVESPA

Total: Loo

Fonte: autor
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Assim como na Secao anterior, podemos realizar mais alguns céalculos de forma a
subsidiar algumas andlises adicionais acerca dessa carteira ¢q; com 4 ativos, como o
coeficiente de variagao (CV) e a probabilidade de perda (obter um percentual negativo

em determinado meés), cujos valores sdo apresentados na Figura 3.11.

Figura 3.11: Coeficiente de Variagao e a Probabilidade de perdas para a carteira t e
dos quatro ativos

Coeficiente de Variacdo Probabilidade de obter um retorno negativo
da Carteira: =
CARTEIRA 0,34
Coeficiente de Variacdo de cada ativo AOES SR ADES 0,35
DIVIDENDOS
ACOES - FI ACOES 353 ACHES - FI ACBES IBOVESPA -
DIVIDENDOS ATIVO r
ACOES - FI ACOES £ ] =
|BOVESPA ATIVO i ALDES S ALDES 0,41
i § PETROBRAS
ACOES - FI ACOES
PETROBRAS a2 : o
ACOES - FIC ACOES E- i
ACﬁES- FlCACEIES E- FUNDOS IBOVESPA >
FUNDOS IBOVESPA e

Fonte: autor

A titulo de comparagao, vamos retomar a carteira formada pelos 4 ativos A, B,
C e D, cujos ativos sao fracamente correlacionados. Vamos calcular novamente a sua
variancia minima mas, agora, acrescentando a ela mais uma restricao: a de que o
retorno esperado seja maior ou igual 1,85%), valor este alcangado com a carteira t de
variancia minima. Chamaremos esta nova carteira de ¢». A intencao aqui é comparar
estas duas carteiras de 4 ativos, ¢» e t, quanto ao risco, considerando o mesmo valor de
retorno. Dessa forma, aplicaremos o Solver na carteira formada pelos 4 ativos A, B,

C e D com o objetivo de encontrar os valores de ay, ag, a¢ e ap que minimizam o

2

valor do risco o

com base nas seguintes restrigoes:

OéAZO
CYB>O

ac Z 0
ap Z 0
E(R,,) > 1,85

ar+agp+ac+ap=1.
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Os valores da variancia, percentuais de alocagao e retorno da carteira encontrados
apos a aplicacao do Solver sao mostrados na Figura 3.12. Observamos que o valor
de variancia da carteira g, (14,41) é menor que a variancia da carteira t (21,19) para
o mesmo valor de retorno (1,85%), mostrando que a baixa correlagao dos ativos na
primeira carteira fez com que ela se tornasse mais vantajosa, por ter de menor risco

(variancia).

Figura 3.12: Carteira ¢, com variancia minimizada para um retorno minimo de 1,85%
e seus respectivos valores de alocacao em cada ativo

Alocagdo otima da carteira

ACOES - FI ACOES ISE 0,42 i 1
Variancia da Carteira: 14,41

ACOES - FI AGOES
PETROBRAS

0,11

AGOES - FI ACDES VALE DO
RIO DOCE

0,37

Retorno da Carteira: 1,85
MULTIMERCADO - FI DURO

0,10
MULTIMERCADO LP

Total: Loo

Fonte: autor

3.2 Discussao e Analise geral dos Resultados

Na Secao anterior, foi mostrada a aplicacao do modelo de Markowitz em trés con-

juntos de carteiras diferentes:

e Inicialmente selecionamos os ativos FI ACOES ISE e FI ACOES VALE DO RIO
DOCE, que intitulamos de ativos A e B respectivamente, e geramos a carteira p

de variancia minima global;

e Depois, aproveitamos os dois ativos da primeira carteira e acrescentamos a ela
os ativos FI ACOES PETROBRAS e FI OURO MULTIMERCADO LP, que
intitulamos de C' e D respectivamente, onde geramos as carteiras ¢; (de variancia
minima global para o conjunto de carteiras) e a carteira ¢y (de variancia minima

para o retorno de 1,85% a. m.);

e Ainda, com a escolha dos ativos FI ACOES DIVIDENDOS, FI ACOES IBO-
VESPA ATIVO, FI ACOES PETROBRAS e FIC ACOES E-FUNDOS IBO-
VESPA, fortemente correlacionados, intitulados respectivamente de ativos F, F,
G e H, foi gerada a carteira t, de variancia minima global para o conjunto de

carteiras.
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Tabela 3.1: Quadro resumo dos resultados das carteiras

Desvio
Ret Ret
€O\ \Varigncia| Probabilidade Correlagdo €*O™MO v arigneia | Padrio Probabilidade
Nome . dos da CV da
3 Ativos E dos de perdas dos| entre os 1 da da . | de perdas da
Carteira Ativos = A : Carteira : . |Carteira 5
Ativos Ativos ativos Carteira |Carteira Carteira
(%) (8)
(%)
A FI ACOES ISE 1,42 17,92 0,37
P m ¢ - : ; Fraca 1,68 12,64 3,56 2,12 0,32
B FI ACOES VALE DO RIO DOCE 2,48 66,28 0,38
A FI ACOES ISE 1,42 17,92 0,37
B FI ACGES VALE DO RIO DOCE 2,48 66,28 0,38
q1 = m = ; - - Fraca 1,27 6,46 2,54 2,00 0,31
C FI ACOES PETROBRAS 2,11 82,95 0,41
D FI OURO MULTIMERCADO LP 1,00 8,28 0,36
A FI ACOES ISE 1,42 17,92 0,37
B FI ACOES VALE DO RIO DOCE
q:z o = = 2 66,28 0,38 Fraca 1,85 14,41 3.8 2,05 0,31
C FI ACOES PETROBRAS 2,11 82,95 0,41
D FI OURO MULTIMERCADO LP 1,00 8,28 0,36
E Fl AC(’:UJES DIVIDENDOS 1,83 23,73 0,36
F| FIACOES IBOVESPA ATIVO 1,65 24,69 0,37
(4 ¢ o = Forte 1,85 21,19 4,6 2,49 0,34
G FI ACOES PETROBRAS 2,11 82,95 0,41
H | FIC ACOES E-FUNDOS IBOVESPA | 1,8 22,09 0,35

Fonte: autor

Um quadro resumo das carteiras e dos resultados dos calculos é apresentado na
Tabela 3.1.

As carteiras p e ¢; foram geradas com ativos fracamente correlacionados e servirao
a titulo de comparacao para avaliarmos o impacto do aumento do nimero de ativos
na reducao do risco. Jéa as carteiras ¢o e t foram geradas com os ativos fracamente e
fortemente correlacionados respectivamente, para avaliarmos o impacto da correlagao
na reducao do risco.

Na Figura 3.13 é apresentado o grafico do conjunto de carteiras gerados pelos ativos
A e B, e o conjunto de carteiras formados pelos ativos A, B, C' e D. Podemos observar
que ao aumentarmos o nimero de ativos obtivemos um conjunto maior de opcoes de
carteiras, com variancias menores que das carteiras formadas somente pelos dois ativos.
Isso aumentou as oportunidades de investimento. Este resultado estd de acordo com
Bodie, Kane e Marcus (2014) e ilustrado na Figura 1.6, mostrados na Segao 1.3.4.
Além disso, vemos graficamente que a variancia minima para o conjunto de carteiras
formado por A, B, C' e D (6,46 - desvio padrao de 2,54%, da carteira ¢;) foi menor que
a do conjunto formado apenas pelas carteiras A e B (12,64 - desvio padrao de 3,56%,
da carteira p).

Ao calcularmos o CV para estas carteiras, para avaliarmos o risco considerando
também o valor esperado, vemos também que a carteira ¢; (CV = 2,00) oferece menor
risco que a carteira p (CV = 2,12).

Conforme vimos nas segoes anteriores, a férmula da variancia de uma carteira é
composta pela soma das variancias e das covariancias entre os ativos. Vimos na Segao
anterior que para desenvolver a formula, aplicamos uma matriz que reine as variancias e

covariancias entre os ativos (Figuras 3.6 e 3.9). Supondo que haja N ativos, escrevemos
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Figura 3.13: Graficos dos conjuntos de carteiras formados pelos ativos A e B e pelos
ativos A, B, C e D

Conjunto de Carteiras formadas pelos 2 ativos (A e B)

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50 5,00 5,50 6,00 6,50

Desvio Padrdo

Conjunto de Carteiras formadas pelos 4 ativos (A, B, Ce D)

1,00

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50 5,00 5,50 6,00 6,50 7,00

Desvio Padréo

Fonte: autor

ativos de 1 a N no eixo horizontal e 1 a N no eixo vertical. Isso cria uma matriz
N x N = N? caixas. A variancia da carteira é a soma dos termos de todas as caixas,
multiplicados pelos respectivos valores das proporcoes entre os ativos. Os termos da
diagonal principal da matriz contém as variancias dos diferentes ativos. Os termos
fora da diagonal contém as covariancias. O numero de termos da diagonal (nimero
de termos de variancia) é sempre igual ao nimero de ativos da carteira. Assim, numa
matriz N x N, teremos N variancias e N> — N covariancias.

Dessa forma, vemos que ntimero de termos fora da diagonal (nimero de termos de
covariancias) sobe muito mais rapido que o nimero de termos da diagonal. Na nossa
aplicacao, com 2 ativos temos 2 variancias e 2 covariancias, ja com 4 ativos temos 4
variancias e 12 covariancias. Com 100 ativos, terfamos 100 variancias e 9900 termos de
covariancias. No caso das carteiras p e ¢; observamos que, ao dobrarmos o niimero de
ativos, acabamos por triplicar a quantidade de covariancias. Com isso, obtivemos uma

carteira ¢; de variancia minima menor com 4 ativos (6,46 - desvio padrao de 2,54%) em
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comparagao com a de 2 ativos (12,64 - desvio padrao de 3,56%). Assim, este resultado
estd de acordo com Ross et al. (2015), que afirma que a variancia dos retornos de uma
carteira com varios titulos depende mais das covariancias entre os ativos individuais
do que das variancias dos titulos individuais.

O fato da correlacao entre os ativos ser baixa também influenciou na redugao do
risco da carteira ¢; em comparacao a p. O efeito da correlacao na reducao do risco
ficou ainda mais evidente quando comparamos as carteiras ¢ e t. No caso da carteira
t, formada por ativos fortemente correlacionados (E, F, G e H), encontramos uma
carteira de variancia minima global do conjunto de 21,19 (desvio padrao de 4,6%),
bem superior & carteira ¢, que foi de 6,46 (desvio padrao de 2,54%), também de
variancia minima para o conjunto de ativos fracamente correlacionados (A, B, C' e
D). Quando, para o mesmo conjunto de ativos E, F', G e H, calculamos a carteira
de minima variancia ¢o para um retorno de 1,85%, vemos também que a variancia é
menor (14,41 - desvio padrao de 3,8%).

Dessa forma, para o investidor, a escolha da carteira ¢ em relagdo a carteira t se
justifica (Segao 1.3.1), conforme a premissa de Markowitz (SA, 1999 e MACEDO JR.,
2003) de que os investidores postos a escolher entre dois portfélios (carteiras) de mesmo
retorno, sempre escolherao o de menor risco. Dessa forma, se o investidor tiver que
escolher entre as carteiras g e t, escolhera a ¢».

Na Figura 3.14 podemos ver graficamente o conjunto de carteiras possiveis de serem
formadas pelos ativos das carteiras ¢; e g2 (A, B, C'e D) e da carteirat (E, F, G e H).
Observamos que o conjunto de oportunidades de investimento é maior com os ativos A,
B, C' e D, onde observamos um conjunto de carteiras mais espalhado. Neste conjunto,
inclusive, vemos graficamente que conseguimos uma variedade maior de carteiras com
retorno esperado maior que 2% a.m. do que no conjunto de carteiras dos ativos E, F,
G e H, para um mesmo valor de risco.

Para melhor analisarmos o impacto da correlacao em ativos fortemente correlaci-
onados no risco das carteiras por eles formadas, tomemos como base a féormula da
variancia para os quatro ativos, em funcao das correlagoes, variancias e desvios padrao,

dada por:

of = apVar(Rg) + a3Var(Rp) + a&Var(Rg) + o3 Var(Ry)
+ 2apapopopCorr(REg, Rp) + 2apagopogCorr(Re, Rg)
+ 2apagopoyCorr(Re, Ry) + 2arpagopocCorr(Rr, Rg)

+ 2apagopogCorr(Rr, Ry) + 2agagoconCorr(Ra, Ry) .

Vamos supor que a correlacao entre os ativos é a mais alta possivel, ou seja, igual
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Figura 3.14: Graficos dos conjuntos de carteiras formados pelos ativos A, B, C'e D e
pelos ativos F, F', Ge H

Conjunto de Carteiras formadas pelos 4 ativos (A, B, Ce D)

Retorno
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Fonte: autor

a +1. Neste caso temos que a variancia da carteira é dada por:

o = azpVar(Rg) + azVar(Rg) + a&Var(Rg) + o3 Var(Ry)
+ 20 pO0ROF + 2000 RO + 20RO RO H

—+ ZOzFaGm:JG —+ 20[FOZHO'FO'H + 2aGaHJGaH .

Sabemos ainda que a férmula do quadrado da soma de 4 termos é dada por:

(a+b+c+d)?=a®+ b+ &+ d* + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc 4 2bd + 2cd .

Comparando as duas férmulas anteriores e fazendo: a = ap/Var(Rg);

b =an/Var(Rrp); ¢ = aa/Var(Rg) e d = am/Var(Ry); e sabendo que o desvio

padrao o é dado por o; =+/Var(R;), para cada ativo ¢, temos que o risco da carteira

(desvio padrao), para a correlagdo dos ativos igual a +1, serd dado por:
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O't:OéEO'E—i-OéFO'F—i-OéGag—FOéHUH,

onde, o; e 0; sao a proporcao e o desvio padrao de cada ativo i respectivamente.

Observamos com este resultado que, quando o coeficiente de correlacao é maximo
(igual a +1), o risco (desvio padréo) e o retorno da carteira sdo simplesmente com-
binagoes lineares do risco (desvio padrao) e do retorno de cada ativo. Neste caso, ndo
hé redugao de risco com a compra dos ativos, conforme Elton, Gruber e Brown (2012).
Isso mostra que, para obtermos uma maior reducao no risco da carteira, devemos pro-
curar ativos cuja correlagao seja a mais baixa e distante possivel de +1. No entanto,
mesmo em ativos fortemente correlacionados, jamais o risco da carteira serda maior que
o ativo de maior risco.

Percebemos assim que, quanto menor (mais préximo de —1) for o coeficiente de
correlacao entre os ativos, mantidos os outros atributos constantes, maior serd o be-
neficio proporcionado pela diversificacao. Isso mostra porque o conjunto de carteiras
formados pelos ativos fracamente correlacionados (A, B, C' e D) apresentou uma va-
riedade maior de carteiras com riscos menores, se comparado ao conjunto de carteiras
formados pelos ativos fortemente correlacionados (E, F, G e H), estando o primeiro
conjunto mais a noroeste que este ultimo. Este resultado esta conforme apresentado
por Bodie, Kane e Marcus (2014) e ilustrado na Figura 1.9 (Segao 1.3.4). Além do
mais, conforme citado anteriormente, a variancia dos retornos de uma carteira com
varios titulos depende mais das covariancias entre os ativos individuais do que das
variancias dos titulos individuais. Como a covariancia e a correlagao sao diretamente
proporcionais, quanto menor a correlagao, menor a covariancia e, por consequéncia,
menor o risco da carteira.

Assim, conforme visto nos casos estudados neste trabalho, o aumento do ntimero
de ativos e o coeficiente de correlacao impactaram na reducao do valor do risco da
carteira e deve ser levado em consideragao pelo investidor para a selecao dos ativos.

Para finalizar, complementamos com algumas analises adicionais:

e Pode ser percebida uma relagao proxima entre os retornos dos investimentos e
as variancias (desvios padrao). Variancias dos ativos maiores estao associados
a riscos mais altos e a retornos maiores. No mercado, os participantes exigem

retornos mais altos para compensar riscos maiores, conforme Gitman (2004);

e O risco das carteiras de minima variancia global p, ¢; e t obtiveram um menor
valor de risco que dos seus ativos individuais, mostrando que mesmo em ativos

fortemente correlacionados, como na carteira ¢, houve reducao do risco;

e O coeficiente de variagao (CV) serviu como uma andlise adicional da carteira, no

sentido em que possibilitou comparar o risco-retorno da carteira frente aos ativos
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indivualmente, que tinham diferentes retornos e riscos;

O calculo da probabilidade para o risco de se obter um valor negativo aplicando
na carteira, serviu também como uma andlise adicional, que deve ser feita em
conjunto com a analise do risco e do retorno da carteira. No caso das carteiras
¢1 € q2, por exemplo, vemos que a probabilidade é a mesma (0,31), no entanto a
variancia de ¢ é bem maior (14,41) se comparada com a ¢; (6,46). Logo, caso o
investidor opte pela carteira ¢o, se ele obter um valor negativo de retorno, este

tende a ser maior (em valor absoluto) que o da carteira ¢;.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES ACERCA DO
ENSINO DE ESTATISTICA E
SUGESTOES DE ATIVIDADES

Neste capitulo, discorreremos acerca do ensino de Estatistica, na Educacao Basica, e
das habilidades esperadas conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), dada
a sua importancia e utilizagao no mercado de trabalho. Ao final serao apresentadas
algumas sugestoes de atividades, no formato de dois planos de aula, que podem ser
desenvolvidas em sala de aula levando em consideracao as habilidades inerentes ao

ensino da estatistica que aqui serao discutidas.

4.1 O Ensino de Estatistica

Conforme ja citado no primeiro capitulo deste trabalho, a estatistica tem grande
aplicacao em todos os ramos do conhecimento humano, como Economia, Biologia,
Ciéncias Sociais, entre outras. No entanto, muitas vezes, os alunos estudam a estatistica
de forma separada da realidade, sem entender a sua aplicabilidade.

Segundo Lopes (1998), o ensino, tanto da Matemética como da Estatistica, nao
deve ser baseado em aulas que tratem apenas dos conceitos sem atrela-los a questoes
do cotidiano, pois a simples repeticao de um conceito nao é suficiente para levar a
aprendizagem de forma efetiva.

Segundo Virgillito (2017), mesmo em cursos académicos, a Estatistica é apresentada
de forma excessivamente tedrica, contendo ainda uma dose elevada de demonstracoes
dessa natureza em detrimento de exemplos de aplicagao pratica. Segundo ele, nas
literaturas existentes alguns topicos sao apresentados com aprofundamento excessivo,
enquanto em outros nao; e mais, nao ha clareza quanto as ferramentas estatisticas a

serem aplicadas nas mais diversas situagoes e em que sequéncia, o que impossibilita
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uma visao global do processo estatistico. E comum encontrar em sala de aula alunos
que ficam ansiosos por saber a aplicabilidade das técnicas estatisticas, seja porque
ainda nao adquiriram a experiéncia necessaria para sua aplicacao no dia a dia, porque
nao perceberam ainda tal necessidade nas funcoes que exercem nas empresas em que
trabalham, ou ainda por pensarem que a Estatistica deva ser aplicada sempre por
empresas especializadas para tal.

Segundo Crespo (2009), a diregdo de uma empresa, de qualquer tipo, incluindo as
estatais e governamentais, exige de seu administrador a importante tarefa de tomar
decisoes, e o conhecimento e o uso da Estatistica facilitarao seu triplice trabalho de
organizar, dirigir e controlar a empresa. Seu uso vem a melhorar o conhecimento em
varias areas de forma a alcancar os objetivos e metas de curto, médios e longos prazos,
selecionando, organizando, verificando e avaliando estratégias que possibilitem saber a
qualidade e quantidade do produto, bem como, os possiveis lucros ou perdas.

Uma empresa, por sua vez, também necessita acompanhar varias rotinas do dia a
dia. Para tal finalidade existem sistemas de grande porte, que ajudam a gerenciar desde
estoques, lancamentos contdbeis, emissao de notas, fluxo de caixa e compras até centrais
de atendimento e relacionamento com o cliente etc. Nesses sistemas existe, de forma
quase imperceptivel, a Estatistica. As ferramentas estatisticas indicam tendéncias e
propiciam bases para a tomada de decisao em varios momentos da vida empresarial.

Apesar de grande aplicabilidade da Estatistica em varios ramos do conhecimento,
no entanto ela é utilizada em sala de aula, na maioria das vezes, somente como uma
forma de organizagao de dados, através de graficos e tabelas e muitas das atividades
propostas sao repeticoes previamente estabelecidas.

De forma a nortear a formulacao dos curriculos dos sistemas e das redes escolares
de todo o Brasil, indicando as competéncias e habilidades que se espera que todos
os estudantes desenvolvam ao longo da escolaridade, em 2017 foi publicada a Base
Nacional Comum Curricular - BNCC (BNCC, 2020). Ele é um documento de caréter
normativo, que define o conjunto de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem
desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Bésica.

Neste documento estao descritas as Habilidades relativas a diversos objetos de co-
nhecimento (conteddos, conceitos e processos) que os alunos devem desenvolver em
cada etapa da Educacao Basica, da Educacao Infantil ao Ensino Médio.

Na BNCC de Matemaética do Ensino Fundamental, as habilidades estao organizadas
segundo unidades de conhecimento da prépria drea (Numeros, Algebra, Geometria,
Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica).

Para o desenvolvimento de habilidades relativas a Estatistica, os estudantes tém
oportunidades nao apenas de interpretar Estatisticas divulgadas pela midia, mas, sobre-
tudo, de planejar e executar pesquisa amostral, interpretando as medidas de tendéncia

central, e de comunicar os resultados obtidos por meio de relatérios, incluindo repre-
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sentacoes graficas adequadas. Além disso, a BNCC propoe que os estudantes utilizem
tecnologias, como calculadoras e planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental. Tal valorizacao possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles possam
ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretacao
e da elaboracao de algoritmos, incluindo aqueles que podem ser representados por
fluxogramas.

Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a construcao
de uma visao integrada da Matematica, aplicada a realidade, em diferentes contex-
tos. Consequentemente, quando a realidade é a referéncia, é preciso levar em conta as
vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio, impactados de diferentes manei-
ras pelos avangos tecnoldgicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos projetos
de bem viver dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre outros. Nesse
contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso a tecnologias digitais e aplicativos
tanto para a investigacao matematica como para dar continuidade ao desenvolvimento
do pensamento computacional, iniciado na etapa anterior.

Abaixo selecionamos as habilidades voltadas a Estatistica, na BNCC, para o ensino

médio, que sao:

e (EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas Estatisticas
apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicacao, iden-
tificando, quando for o caso, inadequacoes que possam induzir a erros de inter-

pretacao, como escalas e amostras nao apropriadas;

e (EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevan-
tes, usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar os
resultados por meio de relatério contendo graficos e interpretagao das medidas
de tendéncia central e das medidas de dispersdo (amplitude e desvio padrao),

utilizando ou nao recursos tecnoldgicos;

e (EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que
envolvem célculo e interpretagao das medidas de tendéncia central (média, moda,

mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padrao);

e (EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com
base em dados obtidos em pesquisas por amostras Estatisticas, incluindo ou nao

o uso de softwares que inter-relacionem Estatistica, geometria e algebra;

e (EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio
de diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot), de ramos e

folhas, entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua andlise.
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E importante que a BNCC norteie o professor da Educacao Basica na melhor forma
possivel para que ele desenvolva nos alunos as habilidades necessarias que os tornem
preparados para o mercado de trabalho, tendo uma compreensao da matemaética e da

Estatistica e que possam aplica-las também no seu dia a dia.

4.2 Sugestoes de atividades

Nesta Secao serao apresentadas algumas sugestoes de atividades, no formato de dois
planos de aula, que podem ser desenvolvidas em sala de aula levando em consideracao
as habilidades inerentes ao ensino da Estatistica que aqui foram discutidas.

Sabemos que as realidades das escolas de ensino médio no Brasil sao bem distin-
tas entre si. H& escolas com muitos recursos materiais e informaticos e outras nao.
Nesse sentido, no primeiro plano de aula foram sugeridas atividades que podem ser
desenvolvidas com recursos materiais simples. No segundo plano de aula sao sugeridas
atividades que demandam recursos de informatica. No entanto, tanto um plano como

o outro pode ser adaptado pelo professor conforme a realidade da sua escola.

4.2.1 Plano de Aula 1

TEMA:

Anélise e interpretacao de tabelas e graficos em meios de comunicacao.
SERIE:

3° ano do ensino médio.

DURACAO:

As atividades tém duracao total de 4h30min, sendo realizadas em trés partes.

CONTEUDO

e Tratamento da informacao;

e Representacao e analise de dados em tabelas e gréficos.
OBJETIVOS:

e Geral: Promover a leitura e a interpretagao de gréficos e tabelas como textos de

divulgacao de informagcao presentes nas midias impressas, de modo que os alunos
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tenham subsidios para a sua anélise, tornando-se criticos, e tenham condigoes de

escolher a melhor forma para comunicar suas conclusoes.
Especificos:

— Compreender as diversas formas de representacao de graficos e tabelas;

— Ler e interpretar dados expressos em graficos de barras, de colunas e de

setores;

— Observar a aplicacao de dados estatisticos no mundo em que vivemos, reco-

nhecendo assim a importancia da Estatistica.

DESENVOLVIMENTO - SEQUENCIA DIDATICA:

A sequencia de atividades vai desde uma aula expositiva, incentivando a parti-

cipacao ativa dos alunos, além de momentos onde ocorrerao a interacao proporcionada

pela atividade em grupo e socializagao dos resultados.

Na primeira parte (1h30min) haverd uma aula expositiva, onde o professor deve:

Recordar conceitos que podem ser utilizados na resolucao das atividades, tais

como: porcentagem, tabelas e variados tipos de gréficos;

Apresentar o conceito de Tabela e falar dos elementos que compoem este tipo
de representacao, como: titulo, subtitulo, texto explicativo, cabecalho e colunas

indicadoras, corpo e fonte;

Apresentar o conceito de Grafico e falar dos seus principais requisitos fundamen-
tais, como: simplicidade, clareza e veracidade. Falar também dos seus elementos:
titulo, subtitulo ou texto explicativo, fonte, eixos verticais e horizontais, legendas,

etc;

Mostrar como estes elementos estatisticos podem ser encontradas com facilidade
nas midias impressas. Aqui o professor deve ir além das propostas dos textos
didaticos onde, em geral, por exemplo, aparecem tabelas de dupla entrada com
apenas duas variaveis. Deve mostrar como na midia as tabelas assumem formas

mais complexas e sua leitura muda em funcao da informacao que buscamos;

Solicitar aos alunos, para a proxima atividade, que tragam a sala de aula materiais
como jornais, revistas e anuncios publicitarios que contenham informacgoes em

graficos de barras, de setor, linhas e tabelas.

Na segunda parte (1h30min), o professor:

Ir4 dividir a turma em grupos de 5 ou 6 alunos;
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e Realizard a distribuicao de material adicional relativo a jornais diarios e revistas

semanais de noticias;

e Solicitard aos participantes que manuseiem as publicagoes recebidas e recortem

todas as noticias que com elementos de Estatistica;

e Conduzira as atividades de maneira a contemplar esta sequéncia e procurando
interferir o minimo no desenvolvimento dos procedimentos, de forma que a apro-
priagao dos elementos em estudo, em cada grupo, ocorrerd pela interacao entre

os participantes;

e Oferecera aos grupos suporte bibliografico por meio de livros diddticos de ma-
tematica de Ensino Fundamental e Médio, para que o grupo possa manusear os
livros e procurar sanar suas diuvidas com a finalidade de classificar os elementos

de Estatistica presentes no material recortado;

e Apds a classificacao por eles elaborada, sera entregue uma folha de papel pardo ou
cartolina a cada grupo para a confeccao de um cartaz com o objetivo de organizar
uma apresentacao dos elementos coletados e selecionados. O cartaz devera conter
um titulo e cada uma das reportagens utilizadas deverd citar a fonte, isto é,
o nome e a data do periédico da qual foi retirada. Também na composicao
dos cartazes devera constar a andlise dos elementos estatisticos, presentes nas

reportagens e sua relevancia ao entendimento das noticias veiculadas;

e Fomentard, ao longo do trabalho, a parceria entre os grupos de forma que eles
possam se ajudar. O professor deve sempre apoiar os alunos em suas dificuldades,

mas sempre procurando nao interferir diretamente na realizacao da atividade;

A terceira parte (1h30min) deve consistir, por parte de cada grupo, numa apre-
sentagao oral dos cartazes (de 10 a 15 min cada) e do que foi vivenciado nas etapas
anteriores, com a participacao de todos os componentes de cada grupo. Os grupos
que apresentarem, devem ressaltar os elementos estatisticos contidos em cada recorte,
falando da importancia dos graficos e das tabelas para um melhor entendimento das

noticias.

RECURSOS:

e Quadro, pincel para quadro branco (ou giz se for o caso) e apagador;
e Um computador e um projetor;

e Jornais e revistas;
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e Papel pardo ou cartolina, cola, fita adesiva e pincéis para escrita dos cartazes.

AVALIACAO:

e Avaliar durante as atividades: estimulando, orientando e desafiando os alunos;

e Avaliar a participagao e o envolvimento de cada participante dentro do seu res-

pectivo grupo;

e Avaliar, durante a apresentacao oral dos cartazes, a assimilacao dos conceitos

aprendidos.

BIBLIOGRAFTA:

e DANTE, L. R. 3° volume da Colecao Contextos e Aplicagoes. 4% edi¢ao, 2016.

Editora atica;

e IEZZI, G.; DEGENSZAJN, D. N. A.; DOLCE, O.; PERIGO, R. Colecao Ma-

tematica: Ciéncias e Aplicacoes. Sao Paulo: Saraiva, 2016. 9* edicao;

e LIMA, E. L., CARVALHO, P. C., MORGADO, A. e WAGNER, E. Temas e
Problemas Elementares. Rio de Janeiro: SBM, 2013 (Colegao PROFMAT).

4.2.2 Plano de Aula 2

TEMA:

A aplicacao da Estatistica na analise de investimento.
SERIE:

3° ano do ensino médio.

DURACAO:

A atividade tem duracao total de 1h30min.

CONTEUDO:

e Medidas de tendéncia central e dispersao;

e Aplicagao pratica dos conceitos revisados com o uso do MS Excel.
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OBJETIVOS:

e Geral: Aplicar os conceitos relativas as medidas de tendéncia central e de dis-

persao numa situacao problema, numa analise inicial de investimento.
e Especificos:
— Revisar os conceitos de medidas de tendéncia central (média, moda e medi-

ana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padrao);

— Compreender os conceitos basicos de investimento e ativos financeiros (agoes
e fundos de investimento), entendendo como o risco e o retorno influencia

na escolha dos investimentos;

— Aplicar os conceitos estatisticos revisados numa situacao problema relacio-

nada a uma analise inicial de alguns investimentos.

DESENVOLVIMENTO - SEQUENCIA DIDATICA:

Inicialmente o professor fard uma aula expositiva (45 minutos), onde o professor

deve:

e Revisar os conceitos de medidas de tendéncia central (média, moda e mediana)
e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padrao). Considera-se

aqui que os alunos ja tenham estudados estes conceitos em aulas anteriores;

e Apresentar os conceitos basicos de investimento, ativos financeiros (agoes e fun-
dos de investimento), risco e retorno, entendendo como estes dois dltimos influ-
enciam na escolha dos investimentos e estao associados aos conceitos de média e

variancia/desvio padrao;

e Mostrar exemplos de sites onde aluno pode obter dados de fundos de investimento

e/ou agoes.

Depois da aula expositiva o professor procederd a atividade pratica (45 minutos)
com o uso do MS Excel (caso nao haja computadores suficientes para todos os alunos,

o professor podera dividir a turma em grupos de 2 ou 3 alunos). Nela o professor ira:

e Apresentar os dados de retornos mensais de ao menos 10 agoes, nos ultimos 12

meses;

e Fornecer um arquivo pré-formatado, em Excel, onde estara disponivel uma tabela
em que os alunos irao escolher 3 das agoes apresentadas e incluirao os dados de
retorno nela. Neste arquivo também terd um grafico pré-formatado onde, ao
incluir os dados, aparecera o gréafico da série dos retornos mensais, semelhante a

apresentada na Figura 3.1 deste trabalho;
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e Com base no grafico, pedir aos alunos que calculem a amplitude;

e Pedir para os alunos utilizarem as funcdes MEDIA, MED, VAR.A e RAIZ para
calcular a média aritmética, a mediana, a variancia e o desvio padrao de cada
acao. O professor deve demostrar aqui como fazer e sempre auxilid-los em even-

tuais dificuldades;

e Questionar os alunos com base nos célculos apresentados (outros questionamentos

podem ser feitos):

— Qual acao ofereceu maior média (retorno)?
— Qual acao ofereceu maior risco?

— Em quais casos tivemos a média maior que a mediana? E o inverso? Qual
a razao de um ou outro ocorrer? (Importante aqui o professor conduzir os
alunos para que verifiquem e descubram que para que a média seja maior do
que a mediana, os retornos acima da mediana devem, em média, se afastar

mais dela do que as situadas abaixo da mediana).

— Se voce tivesse R$ 1.000,00 e quisesse investir em uma das acoes, qual esco-

lheria? Por que?

Ao final da atividade, ressaltar aos alunos que rentabilidade passada dos fundos
nao é garantia de rentabilidade futura e que ha outros fatores a serem considerados.
No entanto, aqui nesta atividade pratica, o objetivo foi o de mostrar, mesmo que numa

forma mais superficial, como a Estatistica é usada em analises financeiras.

RECURSOS:

e Quadro, pincel para quadro branco (ou giz se for o caso) e apagador;
e Um computador e um projetor;

e Computadores com o MS Excel instalado.

AVALIACAO:

e Avaliar durante as atividades: estimulando, orientando e desafiando os alunos;

e Registrar os avancos da turma de uma forma geral e de cada aluno individual-

mente, acompanhando, dessa forma, o desenvolvimento dos estudantes.

BIBLIOGRAFTA:
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e DANTE, L. R. 3° volume da Colecao Contextos e Aplicacoes. 4* edicao, 2016.

Editora atica;

e IEZZI, G.; DEGENSZAJN, D. N. A.: DOLCE, O.; PERICGO, R. Colecio Ma-

tematica: Ciéncias e Aplicagoes. Sao Paulo: Saraiva, 2016. 9* edicao;

e LIMA, E. L., CARVALHO, P. C., MORGADO, A. e WAGNER, E. Temas e
Problemas Elementares. Rio de Janeiro: SBM, 2013 (Colegago PROFMAT).
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

Recorda-se que o presente trabalho teve como objetivo mostrar a importancia da
Estatistica na decisao de investimento, por meio da aplicacao do modelo proposto por
Markowitz, apresentando-o como uma opcao de ferramenta de apoio, ao investidor
iniciante, na selecao de carteiras de investimento. Além disso, esta andlise motivou as
sugestoes de atividades em sala de aula, no Ensino Basico, apresentadas no capitulo
anterior.

Para o alcance deste objetivo, foram apresentados os conceitos tedricos acerca do
modelo e os conceitos estatisticos envolvidos. Posteriormente se fez uma aplicagao
pratica do modelo e, com isso, realizou-se uma abordagem que une a teoria a pratica a
partir do momento que busca operacionalizar os conceitos tedricos. Ressaltamos ainda
a importancia do ensino da Estatistica e de como esta deve ser ensinada de uma forma
mais aplicada e conectada com a realidade, de forma que, no futuro, tendo os alunos
entendido a aplicabilidade dos conceitos, estejam preparados para aplicar a Estatistica
no seu dia a dia e no mercado de trabalho. E este trabalho é um exemplo de como
a Estatistica pode ser aplicada num contexto real, onde foi possivel mostrar a sua
utilizagao como um importante instrumento de auxilio ao investidor.

A literatura fala constantemente sobre as vantagens da diversificagao de um investi-
mento para a reducao do risco e a aplicacao neste trabalho foi mostrada num exemplo
pratico. Procurou-se mostrar que a diversificacao de ativos melhora o desempenho
de um investimento, ao contrario do que ocorre com o investidor que aplica todo o
seu capital em um tnico ativo. Os resultados apresentados neste trabalho mostram a
eficiencia da diversificacao de ativos partindo-se do pressuposto de que o objetivo do
investidor é maximizar o seu retorno minimizando o seu risco.

Muitos trabalhos ao longo do tempo atestaram a eficacia do modelo e ha uma vasta
literatura a respeito, como a ja citada ao longo deste trabalho. Trabalhos como os de
Gongalves Junior, Pamplona e Montevechi (2002), Soares (2011), Guimaraes (2018),

dentre outros, ratificaram os seus beneficios. A importancia do modelo foi tamanha
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que rendeu ao préprio Markowitz o prémio Nobel em Economia no ano de 1990, em
reconhecimento a sua relevancia a analise de investimentos.

O uso do MS Excel, que é uma ferramenta bem conhecida e acessada pelos usuéarios,
facilitou o trabalho na realizacao dos calculos das carteiras, possibilitando que mesmo
os investidores com poucos conhecimentos do mercado possam selecionar carteiras que
atendam suas exigéncias.

Dessa forma, esta teoria e pratica mostrou que o modelo de Markowitz, com o apoio
de um software como o Excel, pode sim ser usada como uma ferramenta de apoio, ao
investidor iniciante na decisao dos investimentos.

No entanto, é importante ressaltar que nao foi pretensao deste trabalho sugerir a
utilizacao do modelo de Markowitz como a tinica ferramenta ao investidor iniciante para
a selecao de carteiras de investimento. O mercado financeiro é muito mais complexo
que o apresentado nas andlises deste trabalho.

No que se refere a decisao de investimento, é importante que o investidor esteja
ciente de que nao ha garantia quanto a rentabilidade. Ressalta-se que a rentabilidade
passada nao é garantia de rentabilidade futura. Os investimentos realizados no mercado
envolvem riscos, podendo haver perda do capital investido. Assim, é necessdria uma
avaliacao ponderada e refletida acerca da adequacgao da aplicacao escolhida em relagao
aos objetivos pretendidos (de curto ou longo prazo) e ao perfil do investidor (mais ou
Menos avesso ao Trisco).

Por isso é recomendado ao investidor iniciante procurar conhecer melhor o mercado
financeiro e sobre as técnicas de investimento. O Portal do Investidor (CVM, 2020)
pode ser um 6timo ponto de partida e uma opcao, ao investidor iniciante, para comecar
a adquirir este conhecimento antes de realizar os seus investimentos.

Como sugestao de trabalhos futuros, pode-se comparar o desempenho previsto de
uma carteira étima de agoes ou fundos de investimento com o desempenho real obtido
por esta carteira, com o objetivo de verificar se os seus resultados estao de acordo
com o que aconteceu na realidade, usando como base os dados histéricos. Podem-
se fazer comparacoes também em outros periodos onde houve situagoes externas que
influenciaram o mercado de agoes, como num periodo de crise economica. Sobre o
Ensino de Estatistica, estudos podem ser realizados no sentido de oferecer ao professor
sugestoes de outras aplicages praticas (seja na area de investimentos ou mesmo em
outras areas) e contextualizadas desta disciplina em sala de aula, utilizando outros

softwares (além do Excel) acessiveis aos alunos.
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Apéendice A

Informacoes Gerais dos Fundos

Fundos

Visdo Geral

Aplicagdo
Inicial (R$)

Taxa de
Administracdo
(% a.a)

FI ACGES ISE

O CAIXA Fl AcSes
prioritariamente por agdes de empresas que se destaquem em sustentabilidade
empresarial e responsabilidade social, a fim de obter rentabilidade compativel &
variacdo do ISE - indice de Sustentabilidade Empresarial. O ISE € indicador do
desempenho médio das cotagdes dos de empresas
comprometimentc com & sustentabilidade empresarial,

ISE tem o objetivo de alocar recursos em carteira composta

ativos com reconhecido
baseada em eficiéncia

econdmica, equilibric ambiental, justica social & governanga corporativa.

300,00

1,50

FI ACOES VALE DO
RIO DOCE

O CAIXA Fl Acdes Vale do Rio Doce tem o objetivo de alocar recursos em carteira
composta preponderantemente por acdes de emissdo da Companhia Vale do Rio Doce
S.A. (VALE). A vale € umcompanhia de destaque mundial na produgdo mundial de
minérios como o ferro, pelotas e niquel.

1000,00

2,00

=

FI ACOES PETROBRAS

O CAIXA FI Agdes Petrobras tem o ohjetivo de alocar recursos em carteira composta
preponderantemente por agdes de emissdo da Petroleo Brasileiro 5.A. -Petrobras. O
Fundo tem como indicador de desempenho a variagdo das acdes ordinarias, Petro ON
Fechamento (PETR3). A Petrohrés € uma empresa com destaque mundial no setor
energético, com a exploracdo de dleo e gas.

1000,00

FI OURO
MULTIMERCADO LP

Indicado para quem busca no metal ouro uma reserva de wvalor e protecdo do
patriménio, o CAIXA Fl Ouro Multimercado Longo Prazo tem como objetivo alocar
recursos em carteira diversificada de ativos financeiros € demais modalidades
operacionais disponiveis no ambito do mercado financeiro e de capitais, nacional e
internacional, investindo preferencialmente em ativos que tenham como principal
fator de risco a variacdo do preco do indice Gold London PM Fixing (“GOLDLNPM
Index"), buscando assim retornos atrelados & variac@o do preco do ouro na Bolsa de
Londres.

5000,00

1,50

FI ACOES
DIVIDENDOS

O CAIXA FI Agdes Dividendos tem o objetivo de investir em carteira composta
prioritariamente de agtes de companhias com historico e/ou potencial de distribuicdo
de resultados por meio do pagamento de dividendos, juros sobre o capital e outros
direitos. A distribuic8o destes resultados s8o incorporados ao patriménio do Fundo.

1.000,00

1,50

F1 ACOES IBOVESPA
ATIVO

O ohjetivo do fundo € alocar recursos em ativos financeiros, pioritariamente agdes, a
fim de obter rentabilidade superior a variac3o do indice Bovespa. O lbovespa & o
indicador de desempenho médio das cotacdes de acdes de companhias listadas na B3
de maior negociabilidade e representatividade do mercado de acdes brasileiro.

1.000,00

3,00

@

FI AGOES PETROBRAS

O CAIXA Fl Agdes Petrobras tem o objetive de alocar recursos em carteira composta
preponderantemente por agdes de emissdo da Petroleo Brasileiro 5.A. -Petrobras. O
Fundo tem como indicador de desempenho a variagdo das agdes ordinarias, Petro ON
Fechamento (PETR3). A Petrobras € uma empresa com destaque mundial no setor
energético, com a exploracdo de dleoc e gés.

1.000,00

1,50

FIC ACOES E-FUNDOS
IBOVESPA

O FIC em Fundos de Investimentos em Agdes Caixa E-Fundo lbovespa € um fundo de
acdes comercializado exclusivamente via Internet Banking Caixa, que oferece ao
cliente a praticidade e comodidade de aplicar de qualquer lugar, sem a necessidade de
deslocamento até uma das agéncias da Caixa.

O objetivo do Fundo € alocar recursos em cotas de fundos de investimentos cujos
ativos financeiros sejam, prioritariamente acgdes, a fim de obter rentabilidade
compativel a variagdo do Ibovespa. O Ibovespa € o indicador de desempenho médio
das cotacdes de acdes de companhias listadas na B3 de maior negociabilidade e
representatividade do mercado de agdes brasileiro.

200,00

1,60
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Apéendice B

Aspecto geral da planilha Excel

TORNRELACAD ENTRE 05 PARES DE ATIVOS
de retornos mensais de cada ativo WGHES - FIAGEES GE o AghEs

1 4GOS VaLE DO RI0 DOCE

MEDIA HISTORICA
AGUIES - FI AGOES 1SE 142
AGOES - FI AGHES VALE DO RID
E 4 oce 248
4 o Matriz de covaridncia
g 2k ke “ack AGOES - FI AQOES VALE DO RID
‘ﬂ E L&, ACOES - FI ACOES ISE NOCE
AgOES - FI AGOES 1SE 17,92 420
~ k4 AGOES - FI AGOES YALE DO RID
e 420 56,28
Média de Acumulado Més (4TIPO - HOMEDO FUNDD T
ACOES - F1 ACDES YALE DO RIO
Rétulos de Linha Y| AGOES - FIAGOESISE | iy
jan-17 2,05] 25,08
fowd? 273 154 Varisncia da Carteir 12.64 Desvio PadrSo da Carteira 3.56
mar- 17 077 X
abr-17 133 487
. Retorno da Carteira: 1.68 Cosliclente de Yarachn.da 212
mai-i7 -2 124 arteira:
jun-17 151 555
17 35| 774 T = = E -
P 1) a7 Alocagido otima da carteira Coeficiente de Yariag3o de cada ativo
set 17 x| -9.28] ACOES - FIACOESISE 076 ACOES -Fl AGOES ISE 2597
ACUES -FlagOES VALE DO RIO 024 ACUES - FI aCOES vALE DORIO 328
oun17 002 056 i 5
now A7 T 3,26 Total: 1,00
de1? 71 15,57
janei 273
few-it 344
mar- 5 5,33
br-1G 51
mai-1e 384
jun-is -2,22]
jultE 10,36,
29018 03
sertd A hikis
out15 294 5,34
no-18 (| 7|
dea-18 03 -3.55
jan-18 283 2
few-1d -354 335
mar-13 338 7.94
abr-1d 479
mai-i9 234
jun-s 557
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Apeéendice C

Série historica de retornos mensais

dos ativos A e B da carteira p

A M&s (%) TIPO - NOME DO FUNDO |7
ACOES - FI ACDES ISE ACOES - FI ACOES VALE DO RID DOCE
Rétulos de Linha | ¢ ¢ ¢ M

jan-17 2,05 25,06
few-17 2,73 1,54
mar-17 077 -3,1

abr-17 1,98 -4,87
mai-17 2,1 1,24
jun-17 -1,51 6,55

jul-17 35 7,74
ago-17 5,15 11,87
set-17 449 -5,28
out-17 0,02 0,56
nov-17 7,02 9,28
dez-17 471 15,57
jan-18 7.67 2,73

fev-18 2,92 844
mar-18 0,56 -5,33
abr-18 0,31 15,1

mai-18 -8 3,84
jun-18 -1,81 2,22
jul-18 31 10,36
ago-18 -2,05 03

set-18 -1,93 11,05
out-18 9,94 -5,34
nov-18 4,02 -7

dez-18 03 -3,55
jan-19 8,83 -11,12
fev-19 -3,58 3,35

mar-19 -3,98 7,94
abr-19 -0,33 -1,79
mai-19 2,28 -2,34
jun-19 2,65 5,57
jul-19 3,55 -4.04
ago-19 2.0 -8,63
set-19 1,87 458
out-19 -0,58 131
nov-19 4183 57

dez-19 10,22 9,27
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Apeéendice D

Série historica de retornos mensais

dos ativos A, B, C e D das carteiras

q1 € 42

o TIPO - NOME DO
Acumulade Mes (%)
FUNDO 1T
= & ACOES - FI ACOES ACOES - FI ACDES VALE [MULTIMERCADO - FI OURQ
i . ACOES - FI ACOES ISE :

Rotulosde Linna | -T| "~ v PETROBRAS DO RID DOCE MULTIMERCADO LP
jan-17 2,05 -4,55 25,06 5,63
fev-17 273 -152 154 3,96
mar-17 0,77 -5,19 -9,1 0,02
abr-17 1,98 -5,3 -4,87 21
mai-17 -2,1 -5,27 -1,24 042
jun-17 -1,51 3,2 6,55 -1,5
jul-17 35 441 774 2,67
ago-17 6,15 1,00 11,87 452
set-17 449 13,01 -5,28 -2,83
out-17 0,02 10,03 0,56 -0,56
nov-17 -7,02 -8,54 9,28 0,67
dez-17 471 5,88 15,57 2,36
jan-18 7,67 25,76 2,73 3,20
few-18 -2,92 8,56 844 -18
mar-18 0,56 0,77 -5,33 0,77
abr-18 0,31 5,29 151 -0,98
mai-18 -8 -8,75 3,84 -0,94
jun-18 -1,81 -12,57 -2,22 -0,94
jul-18 3,1 12,79 10,36 2,79
2g0-18 -2,05 0,73 0,3 -1,95
set-18 -1,93 3,59 11,05 -0,61
out-18 9,94 24,89 -5,34 2,18
nov-18 4,02 -6,37 7 0,45
dez-18 0,3 -9,61 -3,55 5,33
jan-19 8,83 16,1 -11,12 2,86
fev-19 -3,58 0,93 3,35 -0,52
mar-19 -3,08 4,18 7,94 1,7
abr-19 -0,33 -3,91 -1,79 -0,98
mai-19 2,28 -5,53 -2,34 1,93
jun-18 2,65 517 5,57 82
jul-19 3,55 -4,22 -4.04 -0,02
ago-19 2,01 -1,22 -8,63 7,28
set-19 187 6,46 458 -28
out-19 -0,58 8,33 -1,31 24
nov-19 493 -4,09 57 -2,95
dez-19 10,22 2,39 9,27 2,93
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Apéendice E

Série historica de retornos mensais
dos ativos E, F, (G e H da carteira ¢

Més (%) [TIPO - NOMEDO 1T
ACOES - FI ACOES ACOES - FI AGOES ACOES - FI AGOES ACOES - FIC ACOES E-
Rétulos de Linha | -¥ | DIVIDENDOS IBOVESPA ATIVO PETROBRAS FUNDOS IBOVESPA
jan-17 445 6,53 -4,55 7.13
tev-17 4,05 3,14 -1,52 2,98
mar-17 0,96 29 5,19 2,65
abr-17 0,79 0,33 53 0,55
mai-17 5,49 -4,65 5,27 -4,22
jun-17 0,6 -0,25 3,2 0,15
jul-17 5,92 451 441 463
ago-17 5,97 7,35 1,09 7,26
set-17 2,04 5,84 13,01 47
out-17 4,31 0,32 10,03 0,12
now-17 1,26 -3,04 -8,54 3,04
dez-17 7.74 5,95 5,88 6,08
jan-18 481 11,33 25,76 10,88
few-18 0,56 0,76 8,56 0,45
mar-18 181 0,88 0,77 0,00
abr-18 27 0,31 5,28 0,74
mai-18 7,21 11,37 8,75 -10,91
jun-18 6,27 6,1 -12,57 5,27
jul-18 6,52 8,98 12,79 8,62
ago-18 2,29 3,92 0,73 3,21
set-18 047 244 9,59 3,33
out-18 12,27 9,58 24,89 9,32
nov-18 5,44 14 -6,97 2,22
dez-18 161 2,32 8,61 184
jan-13 13,35 11,12 16,1 1051
fev-19 3,11 2,81 0,93 19
mar-12 277 0,71 4,18 0,28
abr-13 111 0,07 -3,91 0,86
mai-13 12 0,63 -5,53 0,59
jun-13 3,44 4,01 6,17 3,85
jui-13 3,51 1,05 422 0,67
ago-19 0,72 0,29 1,22 078
set-19 14 18 6,45 3,38
out-13 1,48 221 8,33 217
nov-19 3,62 1,15 -4,00 0,287
dez-19 1221 7,78 239 6,67
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