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Resumo

Construcdes dadas por N. Gupta e S.N. Sidki em [6] mostram que um grupo de tor¢do residual-
mente finito ndo necessariamente € localmente finito. Um questionamento natural, portanto, é
o seguinte: Sob quais condi¢des pode-se concluir que um grupo de tor¢ao residualmente finito
€ localmente finito?

Os trabalhos de V.P. Shunkov [32] e B. Hartley [8, 9] evidenciam que uma ferramenta
prospera no estudo de grupos de tor¢do € impor condi¢des sobre centralizadores. Shunkov
prova, por exemplo, que se G é um grupo de tor¢do possuindo uma involugdo g tal que Cg(g) é
finito, entdo G é localmente finito.

Utilizando Métodos de Lie, A. Shalev prova no artigo Centralizers in residually finite torsion
groups [28], referéncia principal deste trabalho, que se G € um grupo de tor¢ao residualmente
finito, sem 2—elementos, que é agido por um 2—grupo finito Q de modo que Cg(Q) € solivel ou
tém expoente finito, entdo G é localmente finito. Na classe dos grupos residualmente—(finito
nilpotente), A. Shalev obtém em [28] o seguinte resultado mais forte: se G € um grupo de
tor¢ao residualmente—(finito nilpotente), sem 2—elementos, que € agido por um 2—grupo finito
Q de modo que C(Q) satisfaz uma identidade néo trivial de grupo, entdo G é localmente finito.
A. Shalev ainda generaliza em [28] o resultado de Shunkov provando que se G € um grupo de
tor¢do residualmente finito possuindo um 2—subgrupo finito Q tal que C(Q) é finito, entdo G
¢ localmente finito.

Palavras-chave: Centralizadores, Grupos de Tor¢ao, Métodos de Lie.






Abstract

Examples given by N. Gupta and S.N. Sidki in [6] show that a residually finite torsion group is
not necessarily locally finite. A natural question, therefore, is: Under which conditions is it
possible to conclude that a residually finite torsion group is locally finite?

The works of V.P. Shunkov [32] and B. Hartley [8, 9] show that a thriving tool in the study
of torsion groups is to impose conditions on the centralizers. Shunkov proves, for instance,
that if G is a torsion group admitting an involution g such that C(g) is finite, then G is locally
finite.

Using Lie Methods, A. Shalev proves in the article Centralizers in residually finite torsion
groups [28], main reference of this dissertation, that if G is a residually finite torsion group, with
no 2—elements, acted by a finite 2—group Q such that C;(Q) is soluble or has finite exponent,
then G is locally finite. For the class of residually—(finite nilpotent) groups, A. Shalev obtains
in [28] the next stronger result: if G is a residually—(finite nilpotent) group, with no 2—elements,
acted by a finite 2—group Q such that Cs(Q) satisfies a non trivial group identity, then G is
locally finite. A. Shalev further generalizes in [28] Shunkov’s result, proving that if G is a
residually finite torsion group that has a finite 2—subgroup Q such that Cg(Q) is finite, then G
is locally finite.

Keywords: Centralizers, Torsion Groups, Lie Methods.
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Introducao

Um grupo G é€ dito de tor¢ao se todo elemento de G tem ordem finita. E G € dito ser localmente
finito se todo subgrupo finitamente gerado de G € finito. O Problema Geral de Burnside é o
seguinte questionamento: E verdade que todo grupo de tor¢io é localmente finito? Dizemos
que G tem expoente finito se os elementos de G tém ordens finitas limitadas por um nidmero
inteiro positivo n. Assim, uma versdo mais restrita do problema anterior é a seguinte: E verdade
que todo grupo de expoente finito é localmente finito? Tal problema ficou conhecido como
Problema de Burnside. O Problema Geral de Burnside recebeu resposta negativa em 1964 dada
por E.S. Golod em [3]. J4 o Problema de Burnside recebeu resposta negativa em 1968 dadas
por P.S. Novikov e S.I. Adian em [21-23].

Permita-nos denotar por C uma classe de grupos finitos fechadas para subgrupos, imagens
epimorficas e produtos diretos finitos. Um grupo G € chamado residualmente—C se todo
elemento ndo trivial de G possui uma imagem ndo trivial em um grupo na classe C. Nosso
interesse particular neste trabalho é quando C denota a classe dos grupos finitos, neste caso
um grupo residualmente—C é chamado residualmente finito. Uma outra resposta negativa
ao Problema Geral de Burnside foi dada por N. Gupta e S.N. Sidki em [6], onde os autores
construiram, para cada primo impar p, um p—grupo infinito 2—gerado e residualmente finito.
Portanto, um questionamento natural é o seguinte: Sob quais condi¢des pode-se concluir que
um grupo de tor¢do residualmente finito é localmente finito?

Sejam G e Q dois grupos e suponha que Q age em G. Virios resultados foram obtidos
entre os anos 60 e 80 do século passado que mostram como impor condi¢cdes sobre o subgrupo
dos pontos fixos C;(Q) nos retorna informagdes sobre o grupo G. Por exemplo, se G e Q sdo
soluveis de ordens finitas e coprimas, J.G. Thompson prova em [33] que a altura de Fitting de G
¢ limitada superiormente por uma fung¢fo da altura de Fitting de C(Q) e do nimero de primos
dividindo a ordem de Q. Posteriormente, em [32], V.P. Shunkov mostra que se G € grupo de
tor¢do e G possui uma involugdo g cujo centralizador Cg(g) € finito, entdo G é localmente
finito. Tal resultado foi estendido por N.R. Rocco e P. Shumyatsky em [24], onde provam que
se G é um grupo de tor¢do residualmente finito que possui um 2—elemento g tal que Cg(g) é

finito, entdo G € localmente finito. Ainda neste contexto, B. Hartley prova em [8] que se G



2 Introdugao

é grupo de tor¢do e possui um automorfismo involutivo ¢ tal que |Cg(¢)| = n < oo, entdo G
possui um subgrupo normal H tal que H' < Cg(¢) e [G : H] é limitado superiormente por uma
funcdo de n.

Os trabalhos de V.P. Shunkov e B. Hartley evidenciam que um caminho préspero no estudo
de grupos de tor¢cdo € o de impor condi¢des sobre centralizadores. Neste sentido, no artigo
Centralizers in residually finite torsion groups [28], principal referéncia deste trabalho, A.
Shalev prova o seguinte resultado.

Teorema A. Seja G um grupo de torcdo residualmente finito e sem 2—elementos. Suponha que
Q seja um 2—grupo finito agindo em G de modo que C(Q) seja soliivel ou possua expoente

finito. Nestas condicoes, G é localmente finito.

A ideia principal para provar o Teorema A € notar que podemos assumir que G € finitamente
gerado e, neste Ultimo caso, mostrar que todo fator finito de G € solivel de altura de Fitting
limitada por um inteiro positivo fixo m. Para fazer isto, iremos utilizar um resultado de A.
Turull, melhorando o resultado de J.G. Thompson anteriormente citado e um resultado devido
a A. Shalev, também provado em [28], limitando a altura de Fitting de um grupo finito soluvel
em funcdo de seu expoente.

Seja G um grupo arbitrario. Dizemos que G satisfaz uma identidade nao trivial de grupo se
existe um elemento ndo trivial w = w(xy,...,x,) no grupo livremente gerado por xi,...,x, de
modo que para todos g1, ...,8, € G vale w(gy,...,g,) = 1. Naclasse dos grupos residualmente—
(finito nilpotente), A. Shalev obtém uma versao mais forte do Teorema A.

Teorema B. Seja G um grupo de tor¢do residualmente—(finito nilpotente) e sem 2—elementos.
Suponha que Q seja um 2—grupo finito agindo em G de modo que Cg(Q) satisfaca uma

identidade ndo trivial de grupo. Nestas condicoes, G é localmente finito.

Nas condi¢des do Teorema B, assumindo que G ¢ finitamente gerado, mostra-se que G é
produto direto de p—subgrupos maximais e residualmente um p—grupo finito, p # 2, o que
reduz a prova ao caso em que G € residualmente—p, p % 2. Neste caso particular, quando
G € residualmente—p, uma das técnicas essenciais utilizadas na demonstracao € a técnica de
Meétodos de Lie, que consiste em traduzir a linguagem de algebras de Lie um problema sobre
o grupo G, demonstrar resultados sobre dlgebras de Lie, e entdo retornar estes resultados a
linguagem de Teoria de Grupos e deduzir consequéncias sobre a estrutura do grupo G.

Ainda motivado pelos resultados de V.P. Shunkov, N.R. Rocco e P. Shumyatsky, A. Shalev

também prova em [28] o seguinte resultado, como um coroldrio imediato do Teorema A.

Corolario A. Seja G um grupo de tor¢do residualmente finito. Se G possui um 2—subgrupo
finito Q tal que C;(Q) € finito, entdo G é localmente finito.
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Finalizamos estas notas iniciais observando que este trabalho estéd divido em 4 capitulos. No
primeiro capitulo nos dispomos a expor as ferramentas fundamentais sobre Teoria de Grupos a
serem utilizadas ao longo do trabalho. Iremos neste capitulo, essencialmente, obter resultados
fundamentais sobre acdes de grupos, grupos nilpotentes e grupos soluveis.

No capitulo seguinte, iremos construir as no¢des essenciais sobre dlgebras de Lie que
serdo comumente utilizadas nos capitulos posteriores. No¢des como N,—séries € o anel de
Lie associado serdo construidas neste capitulo, além do conceito de identidades em dlgebras e
PI-élgebras.

No terceiro capitulo deste trabalho, nos devotamos a provar dois resultados essenciais para a
utilizacdo de Métodos de Lie na demonstracao do Teorema B. O primeiro deles, provado em [37]
por E.I. Zelmanov, afirma que se G é um grupo de tor¢ao finitamente gerado e residualmente—p
e o anel de Lie associado a G construido no Capitulo 2 satisfaz uma identidade polinomial,
entdo G € finito. Para a prova deste resultado iremos utilizar um resultado obtido por E.I.
Zelmanov em [36], onde Zelmanov prova que se L € uma dlgebra de Lie sobre um corpo F', de
caracteristica positiva p, satisfazendo uma identidade polinomial, sob convenientes suposi¢des
adicionais, pode-se concluir que L € nilpotente. Observamos que este tltimo resultado € o
principal teorema provado por Zelmanov em [36], resultado este que foi essencial para dar uma
solugdo positiva ao Problema Restrito de Burnside. Posteriormente, iremos provar um resultado
estabelecido em [1] por Y.A. Bahturin e M.V. Zaicev sobre édlgebras de Lie graduadas.

No capitulo final deste trabalho, iremos inicialmente expor os resultados bdsicos sobre
grupos localmente finitos que serdo utilizados na demonstracdo do Teorema A. Posteriormente,
iremos demonstrar o Teorema B. A sec@o seguinte se devota a estabelecer um resultado A.
Shalev, limitando a altura de Fitting de um grupo soluvel G em funcdo de seu expoente.

Concluimos o trabalho dando a demonstragdo do Teorema A e Corolério A.






Capitulo 1

Nocoes preliminares

Neste capitulo expomos noc¢des bésicas e resultados preliminares que necessitaremos ao longo
deste trabalho. Resultados como Teoremas de Isomorfismo, Teoremas de Sylow e Teorema da
Correspondéncia sdo assumidos conhecidos. As principais referéncias bibliograficas utilizadas
neste capitulo sdo os livros de H.E. Rose [26], .M. Isaacs [13] e H. Kurzweiel e B. Stellmacher
[19]. Quando X,Y forem conjuntos e f : X — Y uma funcao utilizaremos a notagdo expo-
nencial x/ para denotar a imagem do elemento x € X pela fun¢do f. Ainda, quando G for um

grupo finito e g € G, |G| denota a ordem de G e pomos |g| = |(g)|.

1.1 Acoes de grupos

1.1.1 Nocoes gerais de acoes de grupos
Em toda esta subsecdo, G denota um grupo arbitrario.

Definicao 1.1. Dizemos que G age no conjunto nio vazio X se paracada g € G e x € X existe
um elemento bem definido x* € X de modo que para cada g,h € G e x € X valem

(1) Xl =x;
(i) x%" = (x8)".
Da defini¢ao acima, se G age no conjunto ndo vazio X, a aplicacdo que associa o elemento

x € X ao elemento x* € uma bije¢ao de X. Mais do que isto, a aplicacao

p:G—Sym(X)
g— g’ X —X

x+—x8
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¢ um homomorfismo de grupos, onde Sym(X) denota o grupo das permuta¢des do conjunto
X. O conjunto K = {g € G; x* =x V x € X} é chamado o nicleo da agcdo. Usamos esta
nomenclatura pois K coincide com o nicleo de p.

Reciprocamente, se p : G — Sym(X) é um homomorfismo, x¥ := x%” define uma acdo de G
em X. Vemos, pois, que uma acio de G em X determina e é determinada por um homomorfismo
de G em Sym(X).

Lema 1.2. Suponha que G age no conjunto ndo vazio X e seja N I G um subgrupo contido no

niicleo da a¢do. Entdo, a a¢do de G em X induz uma a¢do de G/N em X.

Demonstracdo. Sejam x € X e g,h € G. Se Ng = Nh, entdo gh~! € N. Por hipétese, N
estd contido no nucleo da acdo e portanto xgh_1 = x, isso é, x8 = P Finalmente, dados
Ng,Nh € G/N e x € X fica bem definido o elemento x™ := x8 e vale x"! = x! = x e xV6N =

xVEh — 8l — (x8)1 = (xNNE Tss0 6, G/N age em X. O

Suponha que G age no conjunto ndo vazio X. Definimos uma relagdo ~ em X do seguinte
modo: dados x,y € X, x ~ y se existe g € G tal que x* = y. Observe que a relagdo ~ é relagdo
de equivaléncia em X. A classe de equivaléncia de x € X é chamada a 6rbita de x e € denotada
por Og(x). Ainda, se x € X, definimos o estabilizador de x em G como sendo o subgrupo
stabg(x) = {g € G;x® = x}. O seguinte teorema relaciona estes dois dltimos conjuntos, sua

prova pode ser encontrada em [26, pag. 95, Teorema 5.7].

Teorema 1.3 (da Orbita-Estabilizador). Para todo x € X existe uma bijecdo entre os conjuntos

Oc(x) e o conjunto das classes laterais a direita de stabg(x).

Seja p um primo. Um elemento g € G é chamado um p—elemento se |g| é alguma poténcia
de p. Assim, G é chamado um p—grupo se todo elemento em G € um p—elemento. Em particular,
pelo Teorema de Cauchy, G é um p—grupo finito se, e somente se, |G| é uma poténcia de p.

Lembramos que para cada x,g € G o conjugado de x por g é o elemento x* = g lxg.
Lema 1.4. ([26, pdg.105, Lema 5.21]) Se G é um p-grupo finito, p um primo, entdo Z(P) # 1.

Seja G um grupo arbitrdrio e S(G) o conjunto formado por todos os subgrupos de G.
Para todo g € G, a fungdo I, : G — G definida por x — x® = ¢ 'xg é automorfismo de
G. Dado H € S(G), definindo H® = g 'Hg = I,(H), vemos que G age por conjuga¢do em
S(G). O estabilizador stabg(H) do elemento H € S(G) é chamado o normalizador de H em
G e é denotado por Ng(H). Este subgrupo é o menor subgrupo de G no qual H é normal.
Agora, a 6rbita de H € o conjunto formado pelos seus conjugados. Entdo, se G € finito, pelo
Teorema 1.3 o nimero de conjugados de H em G é igual a [G : Ng(H)|. Finalmente, definindo
Co(H) ={g € G;gh=hgV h € H}, o centralizador de H em G, temos que C;(H) INg(H).



1.1 A¢des de grupos 7

Dizemos que o grupo G age transitivamente no conjunto X se para todos x,y € X existe
g € G de modo que x* =y. Um dos principais resultados sobre agdes transitivas é demonstrado

a seguir.

Teorema 1.5 (Argumento de Frattini). Suponha que G age no conjunto ndo vazio X e G possui
um subgrupo normal N agindo transitivamente em X. Nestas condicoes, para todo x € X,
G = stabg(x)N.

Demonstragdo. Seja x € X um elemento arbitrario e g € G. Como N age transitivamente em
X, existe n € N de modo que x8 = x". Segue que gn™ ! € stabg(x), isso é, g € stabg(x)N. A
arbitrariedade da escolha de g € G mostra que G < stabg(x)N e o resultado estd demonstrado.

[]

Corolario 1.6. ([19, pdg. 66, Teorema 3.2.7]) Suponha que G ¢ finito e seja N < G. Sejam p
um primo e P um p—subgrupo de Sylow de N. Entdo, G = Ng(P)N.

1.1.2  Acoes via automorfismos

Sejam A um grupo e suponha que A age no conjunto subjacente ao grupo G. Entdo sabemos
que esta agdo determina e é determinada por um homomorfismo p : A — Sym(G). Como
G é grupo, Aut(G) < Sym(G). Dizemos, entdo, que A age via automorfismos no grupo G se
Im(p) < Aut(G). Isso é, A age via automorfismos no grupo G se A age no conjunto G e a
aplicagdo a” : G — G definida por g — g“ é um homomorfismo de G.

Durante esta subsecao, assuma que A € um grupo agindo no grupo G, B< A, H<Ge
p :A — Aut(G) é o homomorfismo determinado pela agdo de A no grupo G. Nestas condigdes,
para qualquer subconjunto X de G e a € A, X denota a imagem de X pelo automorfismo a” de

G. A seguir fixamos algumas notagdes.
Definicao 1.7. Pomos por defini¢do as seguintes:
(i) Ng(H) ={b e B:H" =H}:
(i) Cg(H)={b e B;h* =h,Vhe H};
(iii) Cy(b) = {h € H;h" = h} paratodo b € B;

(iv) Cu(B) = () Cu(b);
beB

(v) g %= (g ") paratodos g € Gea€A;

(vi) [g,a] =g 'g%e[a,g] ;== g g, paratodos g € Gea € A.
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Note que Ng(H),Cg(H) < B, Ch(a),Cu(B) < H e C4(G) é o niicleo da a¢do de A no grupo
G. O subgrupo Cg(A) = {g € G;g" = g, Va € A} é chamado o centralizador de A em G e é
de particular interesse neste trabalho. Ainda, H é chamado A—invariante se Ny (H) = A o que
ocorre se, e somente se, paratodoh€ Hea € A, h* € H.

Lema 1.8. Seja N um subgrupo normal A—invariante de G. Entdo, a acdo de A em G induz a

uma agdo de G em G/N.

Demonstragdo. Sejam g,h € G e suponha que gN = hN. Temos que g~ '/ € N e, portanto,
para todo a € A, temos que (g~ 1h)* = g 9h® € N, isso é, h°N = g°N. Segue que (gN)* := g°N
define uma ag¢do de A em G/N. O

Suponhaque N <G, G=HN e NNH = 1. Neste caso, dizemos que G é produto semi-direto
interno de N por H, H é chamado um complemento para N em G e escrevemos G =N x H.
Neste caso, todo elemento de g € G pode ser escrito de modo unico na forma Ainonde h € H e

h ¢ um automorfismo de N

n € N. Ainda, desde que N <G, para todo h € H, a aplicacdo n — n
e, portanto, H age em N por conjugacdo. Note ainda que dados hy,h, € H e g1,82 € N, vale
hig1haga = hihohy ' g1hogs = h1h28}1’282~

Por sua vez, considere o conjunto A x G = {(a,g);a € A,g € G}. Lembramos que A age
em G via automorfismos e a a¢do é determinada pelo homomorfismo p : A — Aut(G). Defina
(a,g) - (b,h) == (ab,g"h), para cada (a,g), (b,h) € A x G. E possivel conferir que A x G com a
multiplica¢@o assim definida € um grupo, o qual denotamos por G X A, chamado o produto
semi-direto externo de G por A com relagdo ao homomorfismo p. Se a € A e g € G, note que
(a,1)71(1,8)(a,1) = (a1, 1)(1,8)(a,1) = (a',8)(a,1) = (1,g%), 0 que mostra que a acio de
A em G € por conjugagdo. Em tempo, A X 1 € 1 X G sdo subgrupos de G %, A isomorfos a A e
G, respectivamente, e | x GIG xpA. Como (Ax 1)N(1xG)=1,(Ax1)(1 xG)=GxpAe
I X GG xpA, o0 grupo G xp A € produto semidireto interno de 1 x G por A x 1. Identificando
AXx1comAelxGcom G, podemos observar G xp A como um produto semidireto interno
de G por A.

Dizemos que A age coprimamente em G se A e G sdo grupos finitos de ordens relativamente
primas. Nosso interesse particular em agdes coprimas € no estudo de centralizadores, mas, antes
de expormos alguns resultados nesse sentido, enunciamos um importante resultado conhecido
como Teorema de Schur—Zassenhaus. Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [13,

pag. 79, Teorema 3.8]

Teorema 1.9 (de Schur—Zassenhaus). Suponha que G é um grupo finito e N <G é tal que |N| e
[G : N| sdo relativamente primos. Entdo existe um subgrupo H de G tal que G = N x H. Mais

do que isto, quaisquer dois complementos para N em G sdo conjugados em G.
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Lema 1.10. Suponha que a acdo de A em G é coprima e seja H um subgrupo A—invariante de
G. Seja g € G um elemento tal que (Hg)" = Hg para todo a € A. Entdo, existe ¢ € Cg(A) tal
que Hg = Hc.

Demonstragdo. Para cada a € A temos que g%g¢~ ! € H. Trabalhando no produto semidireto
G A, temos que [a, ¢ '] € H paratodo a € A. Isso mostra que A% < AH. Dado que H<<AH
e |H| e [AH : H] sdo relativamente primos, pelo Teorema 1.9, A e A% sdo conjugados em AH
e existe a € A e h € H de modo que A8 = A9 = Al Logo, A8 — 4 e, portanto, hg €
NGx,4(A). Pondo ¢ = hg, ¢ € Ngx,a(A)NHg e ([a,c]; a€A) = (c“c; a€A) <ANG =1,
isso é, c € Cg(A). O

No que segue, expomos o principal resultado no nosso estudo de agdes coprimas.

Teorema 1.11. Seja A um grupo finito agindo no grupo finito G e suponha que A e G possuem

ordens coprimas. Seja N um subgrupo normal A—invariante de G. Nessas condi¢oes
Cg/n(A) = CG(A)N/N.

Demonstragdo. Claramente temos que Cg(A)N/N < Cg/y(A). Reciprocamente, se Ng €
Cg/n(A), para todo a € A vale que (Ng)“ = Ng. Pelo Lema 1.10, existe ¢ € Cg(A) tal que
Ng=Nc € CG(A)N/N. Logo Cg/n(A) < CG(A)N/N e o resultado estd demonstrado. O

O grupo G € chamado de tor¢do, ou periddico, se todo elemento em G tem ordem finita.
Note que subgrupos, grupos quocientes e produtos diretos finitos de grupos de torcdo sdo,
também, de tor¢do. A seguinte versdo do Teorema 1.11 foi provada em [24] por N.R. Rocco e
P. Shumyatsky.

Teorema 1.12. Suponha que A é um 2—grupo finito agindo num grupo de tor¢do G. Suponha
que G ndo possui 2—elementos. Entdo, para qualquer subgrupo normal A—invariante N de G,

temos que
Cg/n(A) =Cg(A)N/N.

Demonstragdo. Inicialmente, todo elemento em G tem ordem impar. Logo, para todo x € G

. L. . 1 . _1
existe um dnico elemento y € (x) tal que y2 = x. Permita-nos escrever y = x2 e, definindox™ 2 =

y~!, note que Xt = (x_])%. Como x? € (x), para todo @ € Aur(G) vale que (x%)"’ € (x?).
. NP 11 1 1 .
Ainda, (x2)?(x2)? = (x2x2)? = x?. Segue-se que (x2)? = (x?)2. Analogamente verifica-se
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1 1
que (x~2)? = (x~?)2. Assumindo adicionalmente que ¢ tem ordem 2, temos que

x?(x%x) 2 x?(x~%x) 2 (x~%x) > (x~%x) -3

=x(x %x)”

I—

(P02 = X((x %))

= x®x Px(x"%x)” 1,

|

Isso &, x(x~%x) "2 € Cg(9).

A prova é por indugio em |A|. Note antes que nosso trabalho se resume a verificar que
Cg/n(A) < CG(A)N/N pois claramente Cg(A)N/N < Cg/n(A). Suponha inicialmente que
|A| =2 e seja A = (@). Seja xN € Cg/n(A) um elemento fixado. Temos que x~ ®x € N.
Portanto, desde que ¢ tem ordem 2 e x = x(x_q’x)_%(x_"’x)%, temos das consideragdes do
dltimo pardgrafo que xN = x(x~®x) 2 (x_®x)2N = x(x ®x) "IN € Cg(@)N/N = CG(A)N/N.

Podemos, entdo, supor que |A| > 4 e o resultado vale para 2—grupos finitos com ordem
estritamente menor que |A|. Pelo Lema 1.4, podemos escolher um elemento ¢ € Z(A) de ordem
2. Seja H = Cg(@). Paracadah € H e a € A, note que (h*)? = h*? = h?% = (h?)* = h“, isso
é, H é subgrupo A—invariante de G. Do fato que N € A—invariante, concluimos que H NN ¢é
A-invariante e, portanto, A age em H/(H NN). Em tempo, se K € o nicleo da a¢do de A em H,
¢ € Ke |A/K| < |A|. Por hipétese de indugdo, temos que

Ch /() (A/K) = Cua(A/K)(HNN)/(HNN).
Desde que Cyy/(nn)(A/K) = Charwy(A) € Cu(A/K) = Cu(A) = CG(A), temos que
Ch /(v (A) = Cc(A)(HNN)/(HNN).

Seja por sua vez xN € Cg/y(A). Entdo temos que x Px € Nex = x(x*‘Px)*% (x~%x) 1

N

. Desde

1
que ¢ tem ordem 2, x(x~ ®x) "2 € H e entdo para todo a € A concluimos que

(x(xfwx)*%)*ax(x*"’x)*% €H.

—_

Para todo a € A ainda obtemos que x*N = (x(x ®x)72)N = xN = x(x*‘Px)*%N, isso é,
(x(x*‘Px)*%)*"x(x*‘Px)*% € N. Vemos, pois, que x(x*‘Px)*%(HﬂN) € Cy/(Hnn)(A). Entdo
existem ¢ € Cg(A) ed € HNN tais que x(x_"’x)_% = cd e entdo xN = x(x_‘px)_% (x_‘Px)%N =
cdN = cN € CG(A)N/N. A arbitrariedade da escolha de xN € C/y(A) estabelece que
Cg/n(A) < CG(A)N/N e o resultado estd demonstrado. O

Terminamos esta secdo com o préximo resultado, também obtido em [24] por Rocco e
Shumyatsky. Este € um primeiro resultado que mostra como impor condi¢des em centralizado-

res de grupos de tor¢do nos retornam informagdes sobre o grupo.
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Teorema 1.13. Suponha que A é um 2—grupo finito agindo no grupo de tor¢do G. Se Cg(A)

ndo possui 2—elementos, entdo G ndo possui 2—elementos.

Demonstragdo. Argumentamos por indugdo em |A|. Se |A| = 2, seja A = (@). Se G possui
um 2—elemento, podemos tomar uma involu¢io g € G. Note que (gg?)? = g%g = (gg?) .
Desde que G é grupo de tor¢o, |gg?| < o. Se |gg?| =2n, n > 1, temos que |(gg?)"| =2 ¢
((2g®)")? = ((gg®)?)" = ((eg?) )" = ((g¢®)") " = (gg?)". Assim, (gg®)" & uma involugao
em Cg(@) = Ci(A). Podemos entdo supor que |gg®| = 2n+ 1, n > 0. Entdo, (g%g)" g é uma
involugdo e ((g%2)""'2)? = ((g%¢)""") '¢? = (¢%(¢%)™") " = (s(e%2)") ' = (¢2)"" s
Isso &, (g%g)" g é uma involucio em Cg(A).

Podemos entdo supor que |A| > 4 e que o resultado vale para 2—grupos finitos com ordens
estritamente menores a |A|. Pelo Lema 1.4 podemos tomar ¢ um elemento de ordem 2 em
Z(A). Se G possui um 2—elemento, o pardgrafo anterior mostra que H = Cg(¢@) possui um
2—elemento. Como ¢ estd no niicleo K da agido de A em H, temos que A/K é um 2-grupo finito
agindo em H e tal que |A/K| < |A|. Por indugido, temos que Cy(A/K) possui um 2—elemento.
Finalmente o resultado segue pois Cy(A/K) = Cg(A). O

1.2 Grupos nilpotentes

Nesta secdo temos por objetivo expor as no¢des essenciais que precisaremos sobre grupos
nilpotentes.

Lembramos que para todo grupo G e elementos x,y € G, o comutador de x e y € definido
como sendo o elemento [x,y] = x! y_lxy. Assim, para todos subconjuntos X e Y de G fica
definido o conjunto [X,Y] = ([x,y];x € X,y € Y). O subgrupo G’ := [G,G] é chamado o
subgrupo derivado de G. Pode-se verificar que para todo subgrupo normal N de G, G/N ¢
abeliano se, e somente se, G’ < N.

Seja X um conjunto ndo vazio. Definimos comutadores no conjunto X (como expressoes
formais) indutivamente pelo seu peso. Se x € X, entdo x € um comutador de peso 1. Se ¢y, >
sao comutadores em X de pesos ry,r, > 1, respectivamente, entdo [c, cz| € comutador de peso
r1 + r2. Indutivamente, temos definido comutador de qualquer peso em X. Os comutadores
simples de peso n > 1 em X sdo definidos indutivamente pelas regras [x;| = x| e, para todo
n>=2, [xy,. %0 =[x, Xn—1], X0

O seguinte resultado € uma colecdo de varias propriedades de comutadores vélidas em
qualquer grupo. Propriedades estas que podem ser verificadas manualmente. Lembramos que
um subgrupo H de um grupo G € dito ser caracteristico em G, o que denotamos por H char G,
se para todo automorfismo ¢ de G, H? C H.
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Teorema 1.14. Sejam G um grupo e x,y,z € G.
(i) [ey] = DAl
(it) [x,y] =[x, y][x, 3, 2];
(iii) [xy,z] = [x,2)[y,2] e [x,y2] = [x,2] [x, y]%

—1

e,y =[] s

-1

(iv) [ty =l
W) w2 Dzt [exylt | =1 (Identidade de Hall-Witt);

(vi) Se H,K <G, entdo [H,K|<(H,K) e [H,K| = [K,H|;

(vii) Se H,K,L sdo subgrupos normais de G, entdo [HK,L]=[H,L]J[K,L];

(ix) Para todo grupo G| e homomorfismo @ : G — Gy, vale ([x,y])? = [x?,y?]. Em particu-
lar, G'charG.

Sejam G um grupo e X,...,X, C G. Definimos indutivamente [X;] = X e
X1 Xt X] = (X1 Xt ] X,

O seguinte resultado € conhecido como Lema dos Trés Subgrupos, sua prova pode ser encon-

trada em [4, pag. 19, Teorema 2.3].

Lema 1.15. Sejam H,K, L subgrupos de um grupo G e N 1G. Entdo se [H,K,L|,[K,L,H| <N,
temos que [L,H,K] < N.

Por uma série de um grupo G entendemos uma cadeia de subgrupos
=Ko <K <---<K,=0.

A série € chamada normal se K; < G para todo i = 0,...,n. Neste ultimo caso, cada grupo
K;11/K; é chamado um fator da série.

Uma série de subgrupos normais 1 = Ky < Kj < --- < K, = G de um grupo G é chamada
central se K;y1/K; < Z(G/K;) paratodoi=0,...,n— 1.

Lema 1.16. Sejam G um grupo e H,K <G com H < K. Entdo K/H < Z(G/H) se, e somente
se, |[G,K] < H.
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Lembramos que um grupo G é chamado nilpotente se possui uma série central. Note que,
por definicdo, todo grupo abeliano € nilpotente, nesse sentido, nilpoténcia pode ser observada
como uma generalizacio de abelianidade.

O seguinte resultado determina algumas propriedades basicas de grupos nilpotentes, sua

prova pode ser encontrada em [26, pag. 213, Teorema 10.6].

Teorema 1.17. Se G é um grupo nilpotente, entdo todos subgrupos e grupos quocientes de G
sdo nilpotentes. Se G e Q sdo grupos nilpotentes, entdo G x Q é grupo nilpotente. Finalmente,

para cada primo p e p—grupo finito G, G é nilpotente.

Definicdo 1.18. Seja G um grupo. Defina ¥, (G) = G e para todo n > 1, defina indutivamente
12(G) = [¥1—1(G), G]. Ainda, defina Zy(G) = 1 e para todo n > 0 defina indutivamente Z, 1 | (G)
pela regra Z,.1(G)/Z,(G) = Z(G/Z,(G)). As cadeias de subgrupos G = y1(G) > »(G) >
- 2>Wm(G) > e 1 =2Zp(G) < Z;(G) < --- sdo chamadas, respectivamente, de série central

inferior e série central superior do grupo G.

Lema 1.19. Sejam G um grupo e G =K; > Ky > --- > K, > --- uma cadeia de subgrupos
normais de G com a propriedade de que [K,,G| < K, para todo i > 1. Entdo, ¥,(G) < K,
para todo n > 1.

Demonstracdo. Argumentamos por indugdo em n, com resultado clarosen=1. Sen > 1e
Ya—1(G) < K1, entdo temos que ¥,(G) = [%4-1(G), G| < [Ky—1,G] < K. O

O Lema 1.19 mostra que se G é um grupo nilpotente, a série central inferior de G € uma
série central de G de menor comprimento. Neste caso, o menor 7 tal que ¥,11(G) =1 é

chamado a classe de nilpoténcia de G.

Teorema 1.20. Sejam G um grupo e ¥,(G) o n—ésimo termo da série central inferior de G.

Vale as seguintes:
(i) Para todos inteiros positivos n,m temos que [Y,(G), Yn(G)] < Yntm(G);
(ii) ¥(G) contém todos os comutadores em G de peso > n;

(iii) ’J/VZ(G) - <[g17'~'7gn]; 81,---,8n € G>

Demonstra¢do. Argumentamos por indug¢do em m para provar o item (i). Se m = 1, veja que
1(G), 71 (G)] = [%(G),G] = %+1(G). Podemos, portanto, supor m > 1 e que o resultado
vale para m — 1. Assim, temos que [G, % (G), Ym—1(G)] = [1h+1(G), Yn-1(G)] < Yntm(G) e
[14(G), Yn-1(G), Gl < [Yam-1(G), Gl = Yasm(G).
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Pelo Lema 1.15 temos que

[’}/n(G)a Ym(G)] = h/n(G)7 [Ym—l(G)7G]] = [['Ym—l(G)aG]a YH(G)] < Yn—O—m(G)

e o item (i) estd verificado.

Para provar o item (ii), argumentamos por indu¢do em n. Se n = 1 o resultado é imediato.
Se n > 1 e ¢ é comutador em G de peso maior ou igual a n, podemos escrever ¢ = [c1,c3] onde
c1 € ¢ sdo comutadores de peso ry, rp, respectivamente, e r; + 1 > n. Por indugao, temos que
c1 €%, (G) eca € %, (G). Peloitem (i), temos que ¢ = [c1,¢2] € [11,(G), ¥, (G)] < Y41, (G) <
Y:(G). Isto prova o item (ii).

Para todo inteiro positivo n , defina K,, = ([g1,...,8n];8 € G). Dado que para todos
g1s---,8n,8 € G vale que [g1,...,8n)° = [g],-.-,85), Kun <G e, pelo item (i), K, < %(G).
Provamos a inclusio contrdria por indug¢do em n. O caso n = 1 é 6bvio. Se n > 1, por hipétese
de indugdo, temos que ¥,—1(G) < K,,_;. Para cada g1,...,g, € G, note que [g1,...,8u—1]gn =
gnl81y-- > &n—1][[81,-- > &n—1],8nl, is50 &, [g1, ..., 8n—1]8nKn = &n[81:---,&n—1]Kp. Isso mos-
tra que K,—1/K, < Z(G/K,). Lema 1.16 estabelece que [G,K,_1] < K, e entdo %,(G) =
[1h-1(G), G| < [Ky—1,G] < K,,. O item (iii) esta verificado. O

O seguinte resultado verifica que no caso de grupos nilpotentes, as séries centrais inferior e
superior tém o mesmo comprimento. Sua prova pode ser encontrada em [26, pag. 211, Teorema
10.4]

Teorema 1.21. Seja G um grupo arbitrdrio. Se Z,(G) = G, entdo ¥,1+1(G) =1 e
Yr+1 (G) < Zsfr(G)

para todo r =0,... ,n. Reciprocamente, se ¥,+1(G) = 1, entdo Z,(G) = G e a igualdade acima

ainda vale.

O resultado anterior mostra que se um grupo G ¢é nilpotente, ento existe n tal que Z,(G) = G.
Portanto, se um grupo G € ndo trivial e Z(G) é trivial, entdo G ndo € nilpotente. Em particular,

3

o grupo D3 = (r,s; r’ = s> =1, sr= r2s> € ndo nilpotente, dado que possui centro trivial.

O seguinte resultado estabelece condi¢Oes equivalentes para que um grupo finito G seja

nilpotente, sua prova pode ser encontrada em [26, pag. 216, Teorema 10.9].
Teorema 1.22. Para todo grupo finito G, sdo equivalentes:
(i) G possui uma série central;

(ii) Existe n > 0 de modo que ¥,+1(G) = 1;
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(iii) Existe n > 0 de modo que Z,(G) = G;
(iv) Se H < G, entdo H < Ng(H);
(v) Todo subgrupo maximal de G é normal em G;
(vi) Todos os subgrupos de Sylow de G sdo normais em G;
(vii) G é produto direto de seus subgrupos de Sylow;
(viii) Se g,h € G sdo quaisquer elementos de ordens coprimas, entdo g e h comutam.

Dado um grupo G, a interseccdo de todos os subgrupos maximais de G é chamado o
subgrupo de Frattini de G, denotado por ®(G). No caso em que G ndo possui subgrupos
maximais, definimos ®(G) = G. De qualquer modo, vemos que ®(G) é subgrupo caracteristico
de G.

Teorema 1.23. Seja G um grupo finito. Entdo ®(G) ¢ nilpotente.

Demonstragcdo. Seja H um subgrupo arbitrario de G. Se H < G, entdo existe K um subgrupo
maximal de G contendo H. Por defini¢do, ®(G) < K e dai H®(G) < K < G. Em outras
palavras, se H é subgrupo de G tal que G = H®(G), entdao H = G. Seja P um subgrupo de
Sylow de ®(G). Pelo Corolario 1.6 do Argumento de Frattini, temos que G = Ng(P)®(G) e
portanto Ng(P) = G, isso é, P < G. Em particular P <®(G) e o resultado segue do Teorema
1.22. ]

O seguinte teorema mostra que ®(G) é muito dtil para concluir nilpoténcia em G quando G
¢ grupo finito. Sua prova pode ser encontrada em [26, pag. 219, Teoremas 10.16 e 10.17].

Teorema 1.24. Seja G um grupo finito. Entdo G é nilpotente se, e somente se, G/P(G) é

nilpotente. Ainda, G é nilpotente se, e somente se, G < ®(G).

Teorema 1.25. Seja G um grupo finito e ¢ € Aut(G) um automorfismo de ordem coprima com
|G|. Se o automorfismo induzido por ¢ em G/P(G) é trivial, entdo ¢ = 1.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.11, temos que G/®(G) = Cg0(6)(¢) = Cc(9)P(G)/P(G).
Isso é, G = C;(9)P(G). Pela prova do Teorema 1.23, vemos que Cg(9) =G, logop =1. [

Um p-grupo G é chamado abeliano elementar se G € abeliano e |g| = p para todo elemento
nio trivial g € G. Seja G um p—grupo abeliano elementar. Definindo g +h := ghe og == g%,
onde g,h € Ge o € IF,, vemos que G pode ser observado como espaco vetorial sobre o corpo
finito com p elementos [,
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O seguinte resultado é conhecido como Teorema de Bases de Burnside. Uma prova pode
ser encontrada em [25, pag. 140, 5.3.2]. A seguir G” é o subgrupo gerado pelas p—ésimas

poténcias do grupo G, ou seja, G = (g”; g € G).

Teorema 1.26 (de Bases de Burnside). Seja G um p—grupo finito. Entdo ®(G) = G'G” ¢ ®(G)
€ o menor subgrupo normal de G cujo quociente é um p—grupo abeliano elementar. Ainda, se
(G : ®(G)] = p', todo conjunto de geradores de G possui um subconjunto de r elementos que

também gera G.

Se G € um grupo arbitrario e H, K < G sao subgrupos nilpotentes, € natural se perguntar se

HK ¢é nilpotente. Isto € estabelecido no préximo resultado.

Teorema 1.27 (H. Fitting). Sejam G um grupo arbitrdrio e H,K dois subgrupos normais
nilpotentes de G, de classes r e s, respectivamente. Entdo HK é nilpotente de classe no mdximo
r—+s.

Demonstracdo. Basta-nos mostrar que %-5+1(HK) = 1. Pelo Teorema 1.14, temos que
v (HK) = [HK,HK| = [H,H][H,K]|[K,H|[K,K]. Indutivamente, vemos que },(HK) é pro-
duto de subgrupos da forma [Hy,...,H,| onde H; € {H,K} para todo i = 1,...,n. Tomando
n=r+s+ 1, em todo subgrupo da forma [Hy,...,H,|, onde H; € {H,K}, H ocorre pelo menos
r+ 1 vezes ou K ocorre pelo menos s+ 1 vezes. Logo, ¥4s+1(HK) < Y41 (H)Ys+1(K)=1. O

O Teorema 1.27 mostra que em todo grupo finito G o produto de todos os subgrupos normais
nilpotentes €, ainda, um subgrupo normal nilpotente de G, denotado por F(G), chamado
o subgrupo de Fitting de G, em homenagem a H. Fitting. Claramente, F(G) é subgrupo
caracteristico de G.

Sejam G um grupo finito € p um primo. Se P, ..., P, sdo todos os p—subgrupos de Sylow de
G, definimos O,(G) = Ni_; P.. O subgrupo O, (G) é um subgrupo caracteristico de G, chamado
o p—radical de G. Observamos que O,(G) ¢ um p—subgrupo normal de G e contém todos os

p—subgrupos normais de G.

Teorema 1.28. Sejam G um grupo finito e py,...,p, todos os primos distintos dividindo a
ordem de G. Entdo

n
Demonstracdo. Seja N = HOP,.(G). Entdo pelos Teoremas 1.17 e 1.27 temos que N é sub-
i=1
grupo normal nilpotente de G. Portanto, N < F(G). Reciprocamente, como F(G) é nilpotente,
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pelo Teorema 1.22 temos que F(G) é produto direto de seus subgrupos de Sylow os quais,
sendo caracteristicos em F(G), sdo caracteristicos em G. Em particular, se P é um p—subgrupo
de Sylow de F(G), entdo PG e P < 0,(G). Isto mostra que F(G) < N. O

1.3 Grupos solaveis

Um grupo G € chamado soluvel se possui uma série normal 1 =Ny < N; <--- <N, =G da
qual todo fator € um grupo abeliano. Uma tal série ¢ chamada uma série solivel para G. Note
que imediatamente da defini¢do concluimos que todos os grupos nilpotentes sio soltiveis. Neste
sentido, solubilidade pode ser entendida como uma generalizacao de nilpoténcia.

Decorre da defini¢do que se G € um grupo soluvel, entdo todo subgrupo e grupo quociente
de G €, também, solivel. Um fato ainda trivial é que se um grupo G possui um subgrupo
normal K tal que ambos K e G/K sdo soliveis, entdo G é solivel. Isto estabelece uma
diferenca entre a classe dos grupos nilpotentes e a classe dos grupos soliveis. Considere
D3 = (n,s; P=s*=1esr=r ). Entdo, 1 < (r) < D3 € série solivel de D3, isso é, D3 é

grupo soldvel ndo-nilpotente.

Lema 1.29. Seja G um grupo finito soliivel ndo trivial. Existe um subgrupo normal K de G tal

que [G : K] € um niimero primo.

O seguinte resultado, obtido por W. Feit e J.G. Thompson em [2], é possivelmente um dos

maiores resultados da Teoria de Grupos Finitos Soluveis.
Teorema 1.30. Seja G um grupo finito de ordem impar. Entdo G é soliivel.

Lema 1.31. (/26, pdg. 235, Teorema 11.1]) Seja G um grupo finito soliivel e K um subgrupo

normal minimal de G. Entdo, K é um p—grupo abeliano elementar para algum primo p.

Seja G um grupo arbitrdrio. Definimos os subgrupos G" de G indutivamente pelas regras
G =Geparatodon > 1, G" = [G(”*l),G("*l)]. Note que GV = G’ = 7>(G) é o subgrupo
derivado de G. Por isto, para todo n > 0, G ¢ chamado o n—ésimo subgrupo derivado de G.

Se G ¢é qualquer grupo e N < G, sabemos que G/N € abeliano se, e somente se, G’ < N.
Inducdo em n mostra que para toda cadeia G = Ky > K; > --- > K,, > --- da qual cada grupo
K, /K1 € abeliano, vale que G < K,, para todo n > 0. Em particular, G € solivel se, e
somente se, G =1 para algum n > 0. Assim, se G € solivel, podemos definir o comprimento

derivado d(G) como sendo o menor inteiro ndo negativo n tal que G =1,

Definicao 1.32. Seja G um grupo arbitrario. Uma série 1 = Ky < --- < K,, = G de subgrupos
normais de G é chamada uma série de Fitting se, para todoi=0,...,n— 1, K;;1 /K; é um grupo

nilpotente.
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Note que, desde que grupos abelianos sdo nilpotentes, grupos soltveis possuem séries de
Fitting.

Definicao 1.33. Seja G um grupo solivel. O menor inteiro ndo negativo n tal que G possui
uma série de Fitting 1 = Ky < --- < K, = G é chamado a altura de Fitting de G e € denotado
por h(G).

Lema 1.34. Sejam G um grupo soliivel, H < G e K < G. Entdo, h(H),h(G/K) < h(G).

Demonstracdo. Seja 1 =Ky < --- < K, = G uma série de Fitting de G. Entdo 1 = (KoNH) <
- <(KyNH)=Hel=K)K/K <---<K,K/K = G/K sao séries de Fitting de H e G/K. De
fato, para todo i =0,...,n— 1 vale que (K;y1 NH)/(KiNH) = (Kix1 NH)/(Kir1 NH)NK; =
(Ki+1 NH)K;/K; < K;11/K; é nilpotente. Ainda, paracadai=0,...,n—1,seja ¢;: Kiy; —
Ki+1K /KK definida por g — gK;K para todo g € K;; 1. Entdo, ¢; ¢ homomorfismo sobrejetor
de nicleo K;(K;+1 NK). Logo, Ki+1/Ki(Ki+1 NK) = K; 11 K/K;K. Segue-se que

(Kip 1 K/K)/(KK/K) = Ki1K/KiK 2 Kip1 /Ki(Kip1 NK)
(Kiy1/K:)/(Ki(Kiy1 NK)/K;)

1%

¢ nilpotente, para todo i =0,...,n—1. ]
Lema 1.35. Sejam G e H dois grupos soliiveis. Entdo h(G x H) = max{h(G),h(H)}.

Demonstra¢do. Sejam r = h(G) e s = h(H). Entdo, sejam 1 = Ky <K} <--- <K, =G e
1=Hy < H; <--- < H;=H séries de Fitting de G e H, respectivamente. Suponha sem perda

de generalidade que r > s. Temos que
1= (KoxHy) <K xHy<- <K, xHy<K, g1 xH <---<K,xHy=GxH

€ série de Fitting de G X H desde que para quaisquer grupos A, B e subgrupos normais C <A e
D<Bvale que (CxD)<(AxB)e(AxB)/(CxD)=(A/C) x (B/D). Deste modo, temos
que h(G x H) < r = max{h(G),h(H)}. Por outro lado, G = G x 1 < G x H e, portanto, pelo
Lema 1.34, temos que r = h(G) < h(G x H). O resultado estd demonstrado. O

Seja G um grupo finito solivel. Definimos o n—€simo subgrupo de Fitting de G indutiva-
mente pelas regras Fy(G) = 1 e para todo n > 0, F,+1(G)/F,(G) = F(G/F,(G)). A cadeia
1=F(G) <F(G)=F(G)<--- <F/(G) <--- é formada por subgrupos caracteristicos em

G da qual todo fator é um grupo finito nilpotente, chamada a série de Fitting superior de G.

Lema 1.36. Seja G um grupo finito solivel. Entdo h(G) é o menor n tal que F,(G) = G. Se
G # 1, entdo h(G) = h(G/F(G)) + 1.



1.3 Grupos soluveis 19

Demonstragdo. Seja 1 = Ky < Kj < --- < K,, = G uma série de Fitting de G. Afirmamos
que K; < Fi(G) para todo i = 0,...,n. De fato, o resultado é claro para i =0. Se i > 1
suponha que nossa afirmacéo estd demonstrada para i — 1. Entdo, K;_| < F;_1(G) e, portanto,
temos que (K;/Ki—1)/(KiNFi—1(G)/Ki—1) = K;/(K; N Fi_1(G)). Desde que K;/K;_ € grupo
nilpotente, temos que K;F;_;(G)/F,—_1(G) = K;/(KiNF;—1(G)) é subgrupo normal nilpotente
de G/F,_1(G). Logo, temos que K;F;_1(G)/Fi—1(G) < F(G/F;—1(G)), isso é, K; < F;(G).
Nossa afirmag@o estd verificada. Finalmente, se #(G) = n, as considera¢des anteriores mostram
que F,(G) = G. Como F(G) = G para k < n contraria a minimalidade da escolha de n, temos
que h(G) é o menor n tal que F,(G) = G.

Supondo que G # 1, entdo h(G) > 1. Seja n = h(G/F(G)). Se h(G) < n, tomemos
uma série de Fitting | = Ky < K| <--- <K, =G de G. Entéo, desde que K| < F(G), 1 <
K>)F(G)/F(G) <--- < K,F(G)/F(G) = G/F(G) é uma série de Fitting de G/F(G). Logo,
h(G/F(G)) < n— 1, uma contradigdo. O

No que segue, terminaremos nossa secao de grupos soliveis generalizando-se a prépria
no¢do de solubilidade e considerando alguns resultados obtidos por P. Hall e G. Higman em
[7]. A partir de agora, nesta secdo, seja 7 C [P onde P denota o conjunto dos niimeros primos.
Definimos 7’ = P\ 7.

Um grupo finito G é chamado 7m—grupo se 7 contém o conjunto dos primos dividindo
a ordem de G (note que esta definicdo é equivalente a de p—grupos finitos no caso em que
7w ={p}, pum primo). Definimos 7(G) := {p € P; p divide |G|} e w(g) = m((g)) para todo
geaq.

Definicao 1.37. Um grupo G é chamado m—separavel se G possui uma série de subgrupos
normais 1 = Ky < K; < --- < K,, = G da qual todo fator é 7—grupo ou 7'—grupo. No caso em

que cada m—fator € soluvel, dizemos que G € mT—soluvel.

Note que subgrupos, grupos quocientes e produtos diretos finitos de grupos finitos 71—
separdveis sdo, ainda, T—separdveis. Um caso de particular interesse é quando & = {p} onde p
¢ um ndmero primo. Neste caso, um grupo m—separavel é chamado p—separdvel e um grupo
nm—solivel é chamado p—solivel. Contudo, desde que p—grupos finitos sao nilpotentes, logo
soliveis, temos que as no¢des de p—separabilidade e p—solubilidade sao equivalentes.

Seja G um grupo finito solivel. Entdo, podemos tomar 1 = Fy(G) < F(G) < --- < F,(G) =
G a série de Fitting superior de G. Todo fator desta série € nilpotente, logo produto direto
de seus subgrupos de Sylow. Portanto, utilizando o Teorema da Correspondéncia, podemos
refinar a série de Fitting superior de G a forma 1 =Ky < K; <--- < K, =G onde K;;/K; é

p—grupo para algum primo p, para todoi =0,...,n— 1. Em resumo, grupos finitos soluveis
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sdo m—soluveis. A reciproca € também valida: Um grupo G finito € soluvel se for 7—soluvel
para qualquer conjunto de primos 7.

Sejam G um grupo finito e H e K dois 7—subgrupos normais do grupo G. Entdo, dado que
|HK| divide |H||K|, HK é m—subgrupo normal de G. Consequentemente, o produto de todos os
m—subgrupos normais de G, denotado por O (G), é o maior T—subgrupo normal de G e, por
isso, O (G)charG. Analogamente obtém-se O/ (G), o maior 7'—subgrupo normal de G.

Sendo m,...,m,,... uma sequéncia de conjuntos de primos, definimos indutivamente
Ogn,...x,(G) pelaregra Oy, . 7. (G)/Oxn, . .z, (G)=O0z,(G/Ox,. . x ,(G)),paratodon >2.
No caso particular em que 7,1 = 7 em,=m, para todo n > 1, chegamos a série 1 <
07/ (G) <Oy z(G) < Op 7 v(G) < ---, chamada a m—série superior de G. No caso ainda
mais particular em que 7 = {p}, p um primo, obtemos a série 1 < 0,(G) < 0, ,(G) <

0] (G) < --- chamada a p—série superior de G.

28574

Seja G um grupo finito m—separavel. Entdo, G possui uma série de subgrupos normais
1=Ky <K <...<K,= G daqual todo fator é T—grupo ou 7'—grupo. Suponha sem perda de
generalidade que K; é 7'—grupo e que K;/K; 1 é '-grupo se, e somente se, K; 1 /K; é m—grupo
para todo i > 1. Por simplicidade, permita-nos escrever H, para denotar o n—ésimo termo da
n—série superior de G. Afirmamos que Ky, 1 < Hy,,—1 e K>, < Hy, paratodo n > 1. Provamos
isto por indug@o. Desde que K| é m'—subgrupo normal de G, temos que K| < H; = O»(G).
Suponha, entdo, que n > 1 e Ky, 1 < Hp,—1. Temos que K5, /K>,_1 é m—grupo e portanto,
KonHop—1 /Hop—1 = Kpp /(Ko NHpy,—1) é m—subgrupo normal de G/H,,—. Isso mostra que
(KonHop—1)/Han—1 < Ox(G/Hau—1) = Hpp/Hap—1, isso é K, < Hy,. Analogamente, como
Koy+1/Kon é T'—grupo, temos que Koyt 1Hon/Hon = Kont1/(Kont1 N Hay) € T'—subgrupo nor-
mal de G/H>,. Segue-se que Ky, 11 < Hs, 1. Nossa afirmagio estd verificada. Um resultado
andlogo pode ser obtido supondo que K; € T—grupo.

O dltimo parégrafo estabelece que a T—série superior do grupo finito 71—separdvel G sempre
alcanca o grupo G e € a série com menor nimero de m—fatores, este nimero é chamado o
m—comprimento de G, denotado por Iz(G). No caso em que @ = {p}, p um primo, denotamos
Iz(G) =1,(G) e o chamamos de p—comprimento de G. Andlogo aos resultados considerados an-
teriormente sobre altura de Fitting, expomos a seguir resultados bdsicos sobre o p—comprimento
de grupos finitos p—soldveis. A prova pode ser encontrada em [11, pdg. 689, Lema 6.4].

Lema 1.38. Sejam G e Q dois grupos finitos p—soliiveis, p um niimero primo. Sejam H < G e

K < G. Valem as seguintes:
(i) lp(G/K)alp(H) < lp(G);

(ii) 1p(G x Q) = max{l,(G),l,(Q)}.
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No que segue, estabelecemos alguns dos principais resultados que serdo utilizados nesta

dissertacdo para estabelecer limite no p—comprimento de grupos finitos p—soluveis.

Teorema 1.39. Seja G um grupo finito t—separdvel. Entdo

CG/On/(G)(OE’,ﬂ(G)/Oﬂ’(G)) < On’,n(G)/On’(G)-

Demonstracdo. Suponha inicialmente que O, (G) = 1. Seja C = C5(05(G)) e assim defina
B =CNO0z(G). Desde que O (G) é caracteristico em G, também o sdo ambos B e C. Deseja-
mos mostrar que B = C. Suponha por absurdo que B < C. Entdo C/B é grupo finito m—separdvel
ndo trivial e podemos tomar subgrupo caracteristico K /B ndo trivial que é 7—grupo ou 7'—grupo.
Por um lado, temos que B < Oz(G) e portanto B é m—subgrupo de G. Por outro lado, temos que
K /B é caracteristico em C/B, que por sua vez é normal em G/B. Segue-se que K/B<G/B,
isso é, K < G. Ora, se K/B é n—grupo, temos que K é m—grupo. Como K é normal em G,
temos que K < Oz(G) e, entdo, K < CNOx(G) = B, uma contradi¢do. Podemos, entdo, supor
que K/B é n'—grupo. Pelo Teorema 1.9, existe H < K tal que K = H x B. Ora, desde que
B < 04(G), temos que H < K < C < Cg(B), isso é, H < K. Finalmente, H sendo 7t'—subgrupo
normal de K, H é caracteristico em K e normal em G. Isso mostra que H < O (G) =1e
K = B, uma nova contradi¢cdo. Estas consideracdes estabelecem o caso particular em que
O (G)=1.

Podemos, entdo, supor que G é qualquer grupo finito 7—separdvel. Entdo, G/O(G) é
n—separavel e O, (G/O,(G)) = 1. O dltimo pardgrafo estabelece o resultado desejado. [

Sejam p um primo e G um grupo finito. Sabemos que 0,/(G) e O, ,(G) sdo subgrupos
caracteristicos de G. Portanto, definindo A < G pelaregraA/0,(G) = ®(0,y ,(G)/0y(G)),
temos que A €, também, um subgrupo caracteristico de G. Concluimos entdo que G age no
grupo O, ,(G)/A e podemos considerar C;(O,y ,(G)/A), o niicleo desta acdo.

Teorema 1.40. Sejam p um primo e G um grupo finito p—soliivel. Seja A < G definido por
A/0,(G)=®(0, ,(G)/0,(G)). Entdo,

CG(Oplyp(G)/A) = Opgp(G).

Demonstragdo. Suponha inicialmente que O,/(G) = 1. Assim, A = ®(0,(G)). Pelo Teorema
1.26, 0,(G)/A é um p—grupo abeliano elementar, logo, O,(G) < C;(0,(G)/A). Suponha que
0,(G) <C=Cs(0,(G)/A). Dado que C JG, temos que C nio é p—subgrupo de G e podemos
tomar elemento ¢ € C\ O,(G) de ordem coprima com p. O automorfismo & : 0,(G) — O,(G)
dado por x — x = ¢ 'xc tem ordem coprima com p e induz um automorfismo trivial em
0,(G)/A. Pelo Teorema 1.25 temos que o = 1 e portanto ¢ € C(O,(G)). Mas, pelo Teorema



22 Nocodes preliminares

1.39, C5(0,(G)) < 0,(G) desde que G é p—soliivel e O,y(G) = 1. Segue-se que ¢ = 1, uma
contradicdo.

Podemos assumir finalmente que G € qualquer grupo finito p—soliivel. Entdo G/0,(G)
é grupo finito p—solivel tal que 0,/ (G/0,(G)) = 1. SejaA/0,(G) = P(0,(G/0,(G)) =
®(0y ,(G)/0,/(G)). Pelas consideragdes anteriores temos que

CG/OP/(G)(OP’,p(G)/A) = Op’,p(G)/Op’(G)
o que, por sua vez, resultaem Cg(Opy ,(G)/A) = O, ,(G). O

Seja G um grupo finito p—soliivel, p um primo. Pelo Teorema 1.40, temos que O,y ,(G) é o
nicleo da agdo de G em O,y ,(G)/A. Pelo Teorema 1.26 podemos observar V = 0,y ,(G)/A
como espaco vetorial sobre IF,. Portanto, G/O,, ,(G) é isomorfo a um grupo de automorfismos

lineares de V.

Teorema 1.41. Sejam G um grupo finito, A,B<G e B < A. Suponha que A/B é um p—grupo
abeliano elementar, o qual observamos como espaco vetorial sobre ), e seja p : G —

Auty,(A/B) 0 homomorfismo determinado pela agdo de G em A/B.

(i) SeacAexy,...,x, €G, entdo
(@B)(P(x1) — 1)+ (p () — 1) = [a 31, 1]
(ii) Para cadaa € A, x € Gen € N¥, vale
x"(xa)"B = (aB)(1+p(x)+---+p(x)"").
Demonstragcdo. Nas condi¢des do item (i), temos que
(aB)(p(x1) —1) =a""B—aB = —aB+a""B=a 'a" B = [a,x]B.

Utilizando raciocinio anélogo, o resultado segue por indu¢do em n. Com respeito ao item (if),

temos que

(aB)(14+p(x)+---+px)" ) = aB+aB+--+a" B=a" B+ +aB+aB

= (x "xaxa---xa)B=x""(xa)"B.

n



Capitulo 2

Algebras de Lie

Neste capitulo, temos por objetivo estabelecer as no¢des principais sobre dlgebras e dlgebras de
Lie satisfazendo identidades polinomiais que serdo de maior utilidade nesta dissertagdo, bem

como expor a constru¢do de um anel de Lie associado a um grupo G.

2.1 Moddulos e algebras

Nesta sec@o nos dispomos a estabelecer as principais nogdes sobre dlgebras e dlgebras de Lie
que serdo utilizadas neste trabalho.
Por um anel entendemos um conjunto R munido de duas operacdes + e -, chamadas

respectivamente de adi¢ao e multiplicagdo, de modo que
(i) (R,+) é grupo abeliano;
(ii) Paratodos x,y,z € R valem x(y+2z) =xy+xze (x+y)z = xz+yz.

Se a multiplicagdo no anel R é associativa (respec., comutativa) dizemos que R € anel
associativo (respec., comutativo). Ainda, se o anel R possui elemento neutro com relagao a
multiplicacdo, dizemos que R € anel unitdrio. Vamos assumir conhecidas as no¢des bdsicas
da Teoria de Anéis, a saber, defini¢des de subanéis, ideiais, Teoremas de Homomorfismo e

Correspondéncia, etc.

Exemplo 2.1. Os conjuntos numéricos Z,Q, R e C sdo exemplos cldssicos de anéis associativos,
comutativos e unitdrios. Se R € qualquer anel associativo e n € um inteiro positivo, o conjunto
M« (R) das matrizes n X n sobre R é um anel associativo com adi¢éo e multiplicagio usuais

de matrizes.
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Exemplo 2.2. Considere R = {(x1,x2,x3);x1,%2,x3 € R}. Defina “+” em R? componente-a-
componente e defina - : R? x R* — R? como segue:

(x1,22,x3) - (¥1,¥2,¥3) = (02y3 — y2X3, —X1Y3 + Y1X3,X1y2 — Y1 X2).

Entdo, (R3, +,-) é um anel satisfazendo as seguintes condigdes;
. u-uzOparat0d0u€R3;
o (u-v)-w+-w)-u+(w-u)-v=0 para todos u,v,w € R>.
Definicao 2.3. Um anel R é chamado anel de Lie se satisfaz as seguintes condigdes:

(i) Lei anticomutativa: xx = 0 para todo x € R;

(ii) Identidade de Jacobi: (xy)z+ (yz)x+ (zx)y = 0 para todos x,y,z € R.

O primeiro item na defini¢do acima recebe este nome pois para cada x,y em um anel de
Lie R vale (x+y)(x+y) = xx+xy+yx+yy =xy+yx =0, isso é, xy = —yx. O segundo item
recebe esse nome em homenagem ao matematico alemao C.J.J. Jacobi.

Definicao 2.4. Seja R um anel associativo comutativo e com unidade. Um grupo abeliano
aditivo (M, +) é chamado um R-mddulo a esquerda se para cada & € R e m € M existe um

elemento bem definido am € M de modo que para todos &, ¢, € R e m,my,my € M valem:
() (oq+a)m=aym+ apm;
(i) a(my+my) = am + omy;
(iii) (ay)m = a(opm);
@iv) Im=m.

Note-se que a definicdo acima de mddulos € uma generalizacao da definicdo de espacos
vetoriais sobre corpos. Assim, por exemplo, um submédulo do R—mdédulo a esquerda M é um
subgrupo de M fechado com relagcdo a multiplicag@o por escalar, o R—submddulo gerado por um
subconjunto S de M é o menor dos R—submédulos de M contendo S e uma fungdo ¢ : M —s M’
entre os R—médulos a esquerda M e M’ é chamada um homomorfismo de R—médulos se
(amy +my)? = am;p —I—mg’ para todos & € Re my,my € M.

Definicao 2.5. Seja R um anel associativo comutativo e com unidade. Um R—-médulo M €
chamado livremente gerado pelo conjunto X se M é gerado por X e para todo médulo M’
e fungio f : X — M’ existe um tnico homomorfismo de R—-médulos ¢ : M — M’ tal que

olx =f.
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Note que @ gera livremente o R—mddulo trivial. Dado um conjunto ndo vazio X, podemos
considerar o conjunto M das R—combinagdes lineares finitas formais de elementos em X.

Definindo adicdo em M de modo natural, temos que M € R—mddulo livremente gerado por X.

Definicao 2.6. Seja R um anel associativo comutativo e com unidade. Sejam A, B dois R—
moédulos e M o R—mddulo livremente gerado pelo conjunto A X B. Em M, nés consideramos N,

0 R—submédulo gerado por todas as expressoes da forma
* a(a,b)—(aa,b), (Ota,b)—(a,ocb);
® (a’bl +b2) - (a7b1> - (a7b2)9 (al +a27b) - (alvb) - <027b>5

onde a,ay,ap € A, b,b1,b € Be a € R. O R—médulo quociente A ® B := M /N é chamado o
produto tensorial de A e B. Para cada a € A, b € B identificando a ® b = (a,b) + N, temos que
os elementos de A ® B sdo da forma Zai ®bj, pois os elementos a @ b geram A @ B € neste
i,J

R-médulo vale o(a®b) = (ota) @b = a® (ab).

Definicao 2.7. Sejam R um anel associativo comutativo com unidade e A, B,C trés R—mddulos.
Uma funcdo f : A x B— C é chamada bilinear se para todos a,a’ € A,b,b' € Be a € R vale
flaa+d ,b)=af(a,b)+f(d,b)e fla,ab+b) = af(ab)+f(ab).

Lema 2.8. Sejam R,A,B,C como na definicdo anterior. Entdo, para toda funcdo bilinear
f:Ax B — C existe um tinico homomorfismo de R-mddulos f* : A @B — C tal que
ffo=fonde®:AxB— ARB ¢ a funcdo que leva (a,b) em a®b.

Demonstragdo. Nas condi¢Oes acima, sejam M e N como na Definicao 2.6. Entdo, existe um
unico homomorfismo ¥ : M — C que estende a funcdo f. A saber, ¥ leva Z op(a,b) em
Zocab f(a,b). Desde f ¢ bilinear, temos que N C Ker(y) e entdo

V:M/N=A®B—C
Y oaw(a,b) +N— Y oy f(a,b)

¢ um homomorfismo bem definido de R—mddulos. Entao note que para cada (a,b) € A x B vale
que f(a,b) =y(a®b) =y(p(a,b)) = (Yo)(a,b). O resultado segue tomando ¥ = f*. [

Definicdo 2.9. Seja R um anel associativo comutativo e unitdrio. Um anel (L,+,-) que é ao
mesmo tempo um R—-mddulo a esquerda é chamado uma R-élgebra, ou uma algebra sobre R,
se paratodos @ € Re ly,l, € Lvale a(l1l) = (al))l, =1 (aly).

Se (L,+,-) é anel associativo, dizemos que a R—dlgebra L € associativa e caso (L,+,-) seja
anel de Lie, dizemos que a dlgebra € uma R—algebra de Lie.
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Exemplo 2.10. Para cada anel associativo comutativo e com unidade R e inteiro positivo n, o
anel associativo M,,»,(R) é uma dlgebra associativa e unitdria sobre o anel R com multiplica¢do
escalar usual. Ainda, o anel no Exemplo 2.2 € uma élgebra de Lie sobre o corpo dos nimeros

reais com multiplicacdo escalar usual.

Na Teoria de Algebras de Lie é bastante comum o uso de colchetes para denotar a operagio
de multiplicacdo. A partir de entdao, adotamos esta convengao. O seguinte exemplo fornece

uma vasta classe de dlgebras de Lie.

Exemplo 2.11. Sejam R um anel associativo comutativo e com unidade e A uma R—4lgebra
associativa. Defina [, | : A X A — A por [a,b] = ab — ba para todo a,b € A. Entdo, para todos
a,b,c € A vale

* [la,b],c] = [ab— ba,c| = abc — bac — cab + cba;

* [[b,c],a] = [bc — cb,a] = bca — cba — abc + acb;

* [[c,a],b] = [ca— ac,b] = cab— acb — bca + bac.
Por isso segue que

[[a,b],c] +[[b,cl],a] +[[c,a],b] = (abc—bac — cab+ cba)+ (bca — cba — abc + ach)
+ (cab—ach —bca+ bac) = 0.

Como [a,a] = 0 para todo a € A e as demais propriedades da definicdo de R—dlgebra de
Lie seguem do fato que (A, +,-) é uma R-dlgebra associativa, temos que (A,+,[, |) é uma

R-élgebra de Lie, chamada a dlgebra de Lie associada a dlgebra associativa (A, 4+, -).

Definicao 2.12. Sejam R um anel associativo comutativo e unitdrio e L;,L; duas R—élgebras.

Uma aplicacdo ¢ : L} — L, é chamada um homomorfismo de R—élgebras se
(i) ¢ € homomorfismo de R—mdédulos;
(i) Paratodos I,m € L vale (Im)? = [m?.

Definicao 2.13. Sejam R um anel associativo comutativo e com unidade e L uma R—4lgebra.
Para cada U,V C L, defina

UV =, (usuclU,veV).

Assim, um R—submédulo U de L é chamado uma R—subdlgebra de L se UU C U. Ainda, U é
chamado um ideal de L se UL+ LU C U. No caso particular em que L € uma R—dlgebra de Lie,
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a anticomutatividade de L mostra que [U,L] = [L,U] e por isso U é ideal de L se, e somente
se, [U,L] C L. Mais do que isto, se U e V sdo ideais de L, segue da identidade de Jacobi que
[U,V] éideal de L.

A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em [12, pag. 324, Teorema 8.13]

Lema 2.14. Sejam R um anel associativo comutativo unitdrio e L uma R—dlgebra de Lie. Seja
R* um anel associativo comutativo unitdrio contendo R e tal que 1z = 1g+. Nestas condigoes,

R* pode ser observado como R-mddulo e entdo podemos considerar L* = L Qg R*. Defina
(@ [,]:L*xL"—L* [Y o) ;0B =) [liz]®(0h)):
(b) - R*xL* — L*, a(Zli®oq> =Y i®aa.

Assim, valem as seguintes:
(i) L* com a multiplicagdo escalar e colchete acima definidos é uma R*—dlgebra de Lie;

(ii) Se @ é um automorfismo de L, a aplicagdo ¢* : L* — L* definida por ¢* (Zli ® Oc,~> =

le-(p ® a; € um automorfismo de L*;

(iii) Se R* é um R—mddulo livre, para todos U e V submédulos de L, U @ R* é R*—submddulo
de L*, [U,VI®QR" = [URR",VQR"] e sel é ideal de L, entdo I @ R* é ideal de L*;

(iv) Dado um automorfismo @ de L, seja ¢ como definido no item (ii). Entdo, para todo
R—submddulo U de L contendo todos os elementos invariantes por @, U ® R* contém

todos os elementos de L* invariantes por Q™.

Dado um subconjunto X de uma R-dlgebra de Lie L, podemos falar sobre o R—submoddulo
gerado por X, da R—subdlgebra (X) de L gerada por X e do ideal id(X) de L gerado por X, este

ultimo sendo o menor ideal de L contendo X.
Lema 2.15. Seja 0 # X um subconjunto da R—dlgebra de Lie L. Entdo
(i) (X)=+(l,....,0.n; n>0,11,....0I, €X);

(ii) Assuma L = (Y). Entdo,

id(X) = ([I,l,....L;l€X,n>0,11,.... I, €Y).

Demonstragdo. Fagamos a prova de (i), a prova do item (ii) é andloga. Permita-nos definir
T=_,([lh,...,ln); n>0, 1,...,l, € X). Por defini¢do, (X) = NS onde X C S e S é subdlgebra
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de L. Se S é uma subdlgebra de L contendo X, entdo, para todos /i,...,l, € X vale que
[l1,...,1y] € S,logo T C S. Por outro lado, pela identidade de Jacobi, vale que

[X, [)’;ZH = —[)’aZ,x] = [xayvz] =+ [Z;X7Y]-
Vemos, portanto, que para todos n,m > 1 e elementos /,...,0,,y1,...,ym € X, 0 comutador
(L1, 1n],[V1,- - -, ym]] pode ser escrito como combinagéo linear de comutadores simples de

peso m +n com entradas em X. Entdo, T € uma subdlgebra de L. Dado que X C T', temos que
(X) C T. Portanto, T é a menor subdlgebra de L contendo X. O

Definicao 2.16. Seja L uma dlgebra de Lie sobre R. Defina ¥ (L) = L e para todo n > 1 defina
indutivamente ¥,(L) = [¥,—1(L),L].

Note que por indugdo sobre n, é possivel verque L=y (L) D2 (L) D - D% (L) D --- é

uma série de ideais da R—algebra de Lie L, chamada a série central inferior de L.

Teorema 2.17. Sejam R um anel associativo comutativo e unitdrio e L uma dlgebra de Lie

sobre R. Entdo valem as seguintes:

(l) [YH(L)7 '}/m(L>] g '}/n—i-m(L) para tOdOS n,m > O;
(ii) Y,(L) contém todos os comutadores de peso maior ou igual a n;
(iii) y,(L) é gerado pelos comutadores simples de peso n.

Demonstragdo. Note que se U,V,W C L, entédo [[U,V],W] C [[V,W],U]+[[W,U,V]], o que
decorre imediatamente de identidade de Jacobi. Provamos o item (i) por indugéo em m, com

caso 6bvio se m = 1. Se m > 1 e o resultado vale para m — 1, temos que

(L), (L)) = [Wa(L), Y1 (L), LI] = [[Ym—1(L), L], Ya(L)]
C L] (D] + [ (L) Yt (L] L] S Ypm(L)-

O item (i) estd, portanto, verificado. O item (ii) decorre imediatamente do item (i), utilizando
raciocinio igual a prova do item (ii) do Teorema 1.20. Finalmente, o item (iii) decorre de uma

inducdo em n. 0

Definicao 2.18. Seja L uma 4dlgebra de Lie sobre R. L é chamada nilpotente se existe inteiro
ndo negativo n tal que ¥,11(L) = 0. Neste caso, 0 menor nimero n tal que %,.1(L) =0 é
chamado a classe de nilpoténcia de L. O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do
Teorema 2.17.
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Teorema 2.19. Seja L uma R—dlgebra de Lie. Sdo equivalentes:

(i) Ye+1(L) =0y
(ii) L possui uma série de ideais L=1Ly DLy D --- D L. D L.y =0 tal que [L;,L] C L1
paratodoi=1,...,c;

(iii) Paratodosly,...,l.11 € Lvale [ly,...,l.11] =0.

Se L é uma R—élgebra de Lie, para todo ideal I de L o R—mdédulo quociente L/I se torna

uma dlgebra de Lie com o colchete definido por [x+1,y+ 1] = [x,y] + I, para todos x,y € L.
Teorema 2.20. Seja L uma R—dlgebra de Lie. Entdo para todo ideal I de L valem:

(i) L/I é nilpotente de classe no mdximo c se, e somente se, ¥.+1(L) C I;

(ii) L/I é nilpotente de classe no mdximo c se L € nilpotente de classe no mdximo c.

Demonstragdo. As duas afirmagdes decorrem imediatamente do fato, por exemplo obtido por
indugdo em n, que Y, (L/I) = (y,(L) +1)/I. O

2.2 N,-séries e o anel de Lie associado

Durante toda esta se¢do, p denota um primo fixado.

Definicao 2.21. Uma filtracdo de um grupo G é uma cadeia de subgrupos G = K| > K >
-+« > K; > --- tal que para todos i, j > 1 vale que [K,-,Kj] < Kjj. Assim, uma N,—série de G €
definida como sendo uma filtracdo G =K; > K> > --- > K; > --- tal que para todo i > 1 vale
KP <K,

Seja, entdo, G um grupo e seja G =K| > Kp > --- > K; > --- uma N,—série de G. Por
defini¢do de N,—série, para cada i > 1 vale que o grupo K;/K;;; é um p-grupo abeliano
elementar e, portanto, pelo Teorema 1.26, pode ser observado como espaco vetorial sobre o
corpo F,. Vamos definir estrutura de dlgebra de Lie no espago soma L(G) = @Ki /K.

i>1
Definimos um colchete de Lie [, ] em L(G) do seguinte modo: Sendo i, j > 1, para cada

gKit1 €Ki/Kit e hK;y € Kj/Kj+1 defina

[8Kiv1,hK 1] = [g,h|Kiyji1 € Kiyj/Kiyji1.
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SegKi 1 =g¢'Kiy1ehKjy 1 =h'Kj,existemd; €K; 1 ed; € K tais que g = g'die h="H'd};.
Disto, segue-se que

[gKiv1,hKj+1] = [g.hKitjr1 = [§di, W dj|Kitjo1 = ¢/ W% [di, A} Kis js1.
Por um lado temos que
di,h'd}] € [Kiy1,Kj] < Kigj1.

Por outro lado, [g/,dj] S [Ki,Kj_H] < Ki—i—j—i-l’ [g/,h/,dj] S [Ki,Kj,Kj_H] < Ki+j+1 e
l¢',id;,d]] € [Ki,K;,K;] < Ki+ j+1. Portanto, vemos que

1§ Hd)Kis i1 = (g Wd))lg . Wdj di)Kis i1
= [gladj][glah/][gl,hladj][gl>h/dj7di]Kl'+j+1
= (¢, W]Kitji1-

Segue-se que
[8Kis1,hKj1] = (¢ W dj) % [di, ' d|Kiy j1 = (g W) Kiv js1 = [§' Kiv1, WK i)

Estas consideragdes verificam que o colchete [, ] ndo depende da escolha de representantes.
Estendendo-o por linearidade em L(G), vamos mostrar que (L(G),+, [, |) é uma dlgebra de Lie
sobre IF,. Por defini¢do de L(G), ja sabemos que L(G) é um espago vetorial sobre F,,. Vamos
mostrar aqui que o colchete acima definido satisfaz a identidade de Jacobi. As propriedades de
bilinearidade e anticomutatividade podem ser verificadas manualmente mas suas provas serao
omitidas.

Sejam x € K;, y € K; e z € K;. Pela identidade de Hall-Witt, Teorema 1.14, temos que

—1 —1 —1

ey, zf o]t [zxyt =1

Segue-se que em L(G) vale

—1 —1 —1
[x7y7z]y [y,Z,X]Z [Z;x>)’]x Ki+j+s+1:

[x,y,z] [X,y,z,yfl][y,Z,X] [y,Z,X,ZiIHZ,X,y] [Z7x7y;x71]Ki+j+S+l -

[X,y,Z] [yazux] [Z7-x7y]Ki+j+s+l =0.
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Isso é, em L(G) vale

XK1, YKjy1, 2Ksp1]) + VK1, 2Ksq1, xKig 1] + [2Kop 1, xKig 1, yKj1] = 0.

Desde que [, | foi estendido por linearidade em L(G), temos que [ , | satisfaz a identidade de
Jacobi em L. Pelas nossas consideragdes iniciais (L(G),+, [, |) é uma dlgebra de Lie sobre o
corpo F.

As consideracdes anteriores mostram como a partir de um grupo G podemos construir uma
algebra de Lie sobre o corpo F,. O anel L(G) construido a partir de uma N),—série de G ¢

chamado o anel de Lie de G associado a N,—série de G.

Definicao 2.22. Sejam R um anel associativo, comutativo e com unidade e L uma R—4lgebra
de Lie. Para cada [ € L, definimos ad; : L — L por ad;(z) = z,1] para todos [ € L. Assim, um
elemento / € L é chamado ad—nilpotente se existe n > 1 tal que ad}' = 0. Isto é, se [z,1,...,]] =0
——
para todo z € L. !
O seguinte resultado é provado em [20, pdg. 131, Corolério 6.8] por M.P. Lazard.

Teorema 2.23. Seja G um grupo e G = K| > --- > K,, > --- uma Ny—série de G. Dado
x € K;\ Kiy1, seja x* = xK; 1. Entdo, adf; = ad(xp)*. Em particular, se x tem ordem finita,

entdo x* é ad-nilpotente.

No que segue, iremos construir uma N,—série para qualquer grupo G, chamada a série de
Jennings—Lazard—Zassenhaus de G. Esta série serd utilizada nos proximos capitulos e nas
provas de alguns dos principais resultados deste trabalho.

Sejam G um grupo e m um inteiro positivo. Definimos G™ = (g"; g € G). Note que G" é
subgrupo caracteristico de G e para todo N < G vale (G/N)™ = G™N/N. Finalmente notamos
que para todos inteiros positivos n,m vale G™" < (G™)".

Lembramos que nesta se¢do estamos assumindo que p é um primo fixado.

Definicao 2.24. Para cada grupo G e n > 1 defina

D.(G) = [] n(6)".

jpk=n

Note que para cada grupo G vale D|(G) = G e D>(G) = G”|G,G]|. Em particular, se G é
p—grupo finito, entdo D;(G) = ®(G) onde ®(G) denota o subgrupo de Frattini de G. Note
ainda que para cada n > 1, D, (G) é um subgrupo caracteristico de G, logo, G = D{(G) >
D>(G) > --- > Dy(G) > --- é uma cadeia de subgrupos caracteristicos de G, chamada a série
de Jennings—Lazard—Zassenhaus de G associada ao primo fixado p.
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Lema 2.25. Seja G um grupo e N < G. Entdo D,,(G/N) = D, (G)N/N para todo inteiro

positivo m.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.20, para todo inteiro positivo j vale

Analogamente, verifica-se que para todo inteiro positivo i vale ¥;(G/N)' = v;(G)'N/N. O
resultado segue da defini¢do de D,,(G/N). O

Para cada inteiro positivo n, seja n* o menor inteiro positivo k tal que kp > n. Nossa
intenc¢do € provar o seguinte resultado.

Teorema 2.26. Se G é um grupo arbitrdrio, entdo a série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de

G associada ao primo p é uma N,—série de G. Mais do que isto, valem as seguintes:
(i) Dy(G) = [Dy—1(G),G|Dy(G)?, Yn>=2;

(ii) Se G possui um N,—série G=K| > K, > --- > K; > -+, entdo para cada n > 1 vale
D, (G) < K,.

Para a prova deste teorema precisamos de alguns resultados iniciais, os quais serdo
provados a seguir. A prova do préximo resultado, contudo, pode ser encontrada em [11,
cap. III, pag. 317].

Teorema 2.27 (Identidade de Hall-Petrescu). Seja G um grupo e x,y € G. Para cada n > 2,
existem c; € ¥;((x,y)), i =2,...,n, tais que

(3).(5)

X'yt = (xy)'cy ey e
Lema 2.28. Para todo grupo G e x,y € G valem:
n
(i) xP"yP" = (xy)”" (mod}/z(G)p" H ypr(G)p”7r>, paratodon > 1;
r=I1

(ii) Para todo H < G tal que x,[x,y| € H e n > 1 vale
7 71 7 n n—r
3] = [ey]?” (modva (B T T ()" ).
r=1

n
Demonstragdo. Para a prova do item (i), defina N = % (G)”" H ¥,-(G)P" . Pelo Teorema
r=1
7 pn
o

2.27, temos que x y?" = (xy)P ...cpnonde, paracada j =2,...,p", ¢; € ¥j({x,y)). Seja
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j=2,...,p" fixado e permita-nos escrever v, (/) para denotar o expoente da maior poténcia de
p dividindo o inteiro positivo /. Note que para todos os inteiros positivos a,b vale v,(ab) =

vp(a)+v,(b). Escrevendo j = p't onde t é coprimo com p, temos que

(5)-50-) -5 05
J J\Jj—1 r \Jj—1
n n_ 1
(5)=r(7-))
j—1

Portanto, temos que v, <( ) >n—r. Isto é, se j é coprimo com p, temos que p” divide

Isto mostra que

n Vl
(p ) Logo, obtemos que c] () € }/z(G)p < N. Por outro lado, se r > 1, vemos que p"~
J
divide (p (7)
J
Portanto, temos que

n

) ecomo j= p't obtemos ¢’ € 7;(G)? "<N.

~.

n n n Pn n
xPyP = (xy)? 052)...cpn = (xy)?” (modN).

Isto prova o item (i) do lema. Para a prova do item (ii), note que x” [x*",y] = (x"" )’ = (¥*)?" =
(x[x,y])?”". Pelo item (i), para cada n > 1, sendo H = (x, [x,]), temos que

1

= (x[x,y])? <m0d)/2 H}’p )

" x, )P

O resultado segue. [

Lema 2.29. Para todo i, j > 1, k > 0 e G um grupo arbitrdrio, vale

[7;(G) 771 ] < H%ﬂp

k
. k—r -
Demonstrag¢do. Seja N = I I Yitjpr(G)’" . Entdo, N <G e obtemos o resultado mostrando
r=0

que [xpk,y] € N para todos x € ¥;(G) e y € %(G). Sejam, portanto, x € ¥;(G) e y € %i(G)
elementos fixados. Se k = 0 o resultado vale pelo Teorema 1.20, por isso supomos k > 1.
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Definindo H = (x, [x,y]), o Lema 2.28 mostra que

=~

3] = el (moda () T e (B,

r=1

Por outro lado, temos que [x y)? 7 e Yi+i(G)? ‘ < N. Pela equacdo anterior, obtemos o resultado
verificando que 9> (H H Yor (H)P o <N.

Sabemos que % (H ) <[Z1, cZsly 8§ > 2,21,...,25 € {x, [x,¥]}). Assim, como x € ¥;(G)
¢y € 1(G). temos que 1a(H) < 725(G) < 1(G). Segue que B(H)” < 1 (GY < N.
Ainda, dado que H = (x, [x,y]) < ¥;(G) e 2(H) < %+2(G), temos por indu¢do em r que para
todo r > 2 vale ,(H) < %+ j+(G). Em particular, paratodo r =1,... ,k vale ¥, (H) < ¥4 jpr (G)
e, portanto, ¥, (H)” < Vit jp’(G)p]H < N. Nossas consideragdes iniciais estabelecem o
resultado. U

k
Lema 2.30. Suponha quei,j>1ek > 0. Sejam G um grupo arbitrdrio e R = H Yit jpr (G)F
r=0
Para todo x € (G) e n > 2 vale que

k—r

k
({6 R)) < ]J)%nﬂpr(G)p

Demonstragdo. Provamos o resultado por inducdo em n > 2.

Note que p»((x,R)) = [R, (x,R)]. De fato, se x1,xz € (x) e ri,r, € R, temos que [x|r,X277]
= [x1,x0m2]" [r1,x2r2] = [x1,72]" [r1,x2r2]. Desde que R <G, temos que R < (x,R) = (x)R.
Segue-se que R, (x,R)] < (x,R) e [x1,r2]" [r1,x2r2] € [R, (x,R)]. Logo, y2((x,R)) < [R, (x,R)].
Ora, x € %(G) e R < %(G) e portanto

k k—r k k—r
B((xR) < [R%(G) = [Hnﬂ-pr(w (G)| = [Tt (G H(O)
r=0 r=0
k bt k r—m k kBt pkf(rer)
< HH% +(i+jp")p _HH%l+p +Jpr+’"(G)
r=0m= r=0m=
pk (r+m) pkfz
< JI %G <H7’21+1p G)

0<r+m<k
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Finalmente, suponha n > 2 e que o resultado vale para todo s < n— 1.

k k—r
Yn(<x7R>) = h’n—l((va))a <x,R>] < [Yn—l(<x7R>)7’)/i(G)] < [I:!)'Yi(n—l)—i-jp’(G)p 7%(G)

k k k—r
k— k—r—m

= H[Yi(nfl)qup’(G P 7% < H H Yit(i(n—1)+jp") (G)p

r=0 r=0m=

k—(r-+m) k—(r+m)

= H H ’)/l 14+(n—1)pm +]pr+m(G)p S H ’yin—l—jphL’"(G)

r=0m= 0<r+m<k

fo—

< H’}/in+jpf(G)

t=0

Vemos pois que o resultado vale também para n. O resultado estd provado. ]

Lema 2.31. Sei,j > 1e h,k > 0, entdo

(G %(G)'] <D,y i ().

Demonstragdo. Pelo Lema 2.29 podemos supor k > 0. Sejam x € %(G) e y € ¥j(G) e considere
H = (x, [x,yph]>. Pelo Lema 2.28 item (if), temos que

k h k
"] = [y )P (mode H ) 2.1)

Para cadan = 1,...,pk defina

h—r

h
H, = H Yni—i—jp’(G)p
r=0
Entdo, H = [ | Yi+jp’(G)ph_r. Pelo Lema 2.29, temos que [x,yph] € H; e por isso temos que

H = (x,[x,y""]) < (x, Hy). (2.2)

Segue pelo Lema 2.30 que para todo n > 2

h
H) < H Yni+jp’(G)p = H,. (2.3)
r=0
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Temos, pois, que Y (H) < H, < Hj e por isso

k k k
k k—m k k—m k—m
n(H)" ] |1 Yo (H)? " <H{ [TH =] |0H5m : (2.4)
m= m=

m=1
k
Por outro lado, como [x,yph] € Hj, temos que [x,yph]pk € H . Segue de (2.1) e (2.4) que

k k—m
") e [145 (2.5)

m=0
Sejam m € {0,...,k} e r € {0,...,h}. Entdo, m+h—r > k se, e somente se, m+h—k >r,
isso €, se e somente se m+h—k+ 1 > r. Por outro lado, se m+ h —r > k, temos por defini¢cio
de D;(G),t > 1, que y,-pmﬂpr(G)”H < Dl-karjph(G). Logo, sendo s = max(m+h—k+1,0),
temos que

h h
h—r r
Hpym = H %p’”ﬂp’(G)p < Dz‘pk+jph (G) H ?’ip”’+jp’(G)p < Dipk+jph (G)?’ip'“rjps (G)
r=0 r=s

Segue que

k—m _

k—m
Hlw <Dy i (G)Yipmsjps (G)P 7 < Dypicy i (G) (2.6)

s+k—m

pois ip* + jp > ip* + jp". Finalmente, segue de (2.5) e (2.6) que

k -

' ' e [T 1" <D,

! ik (G)- 2.7)

m=0

. k h .
Vemos pois que x” D, i, ;,»(G) comuta com y” D, i, :n(G) em G/D; i, :,n(G). Isto €, cada

elemento de )/,-(G)ka (G) comuta com cada elemento de }/j(G)”hD (G). Portanto,

ipk+jph ip+jp"

k h
[%<G>P ’ %(G)p ] < Dipk—l—jph (G)
O resultado estd, portanto, demonstrado. O

A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em [25, pag. 159, Teorema 6.1.1] e [25,
pag. 164, Teorema 6.1.8].

Lema 2.32 (Lema de Schreier). Seja G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo de G

de indice finito. Entdo H é finitamente gerado.
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Para expormos a prova do Teorema 2.26, necessitamos ainda um resultado sobre grupos

nilpotentes.

Teorema 2.33. Seja G um grupo finitamente gerado e suponha que g° = 1 para todo g € G. Se

G é nilpotente, entdo G é finito.

Demonstragdo. Argumentamos por indugdo na classe de nilpoténcia de G. Se ¢I(G) = 1 nada
temos que fazer. Suponha que c/(G) >2 e G = (gy,...,gn). Entdo, dado que G/ (G) é
abeliano, todo elemento em G/ (G) é da forma g|'... g7 (G) onde 0 < ry,..., 7y < 5. Isto
mostra que |G/7(G)| < s™. Em particular, pelo Lema 2.32, temos que % (G) € finitamente
gerado. Por indugdo, temos que % (G) é finito e entdo G é finito. O

Estamos, pois, em condicdes de verificar que a série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de

um grupo G ¢, de fato, uma N,—série.

Demonstracdo do Teorema 2.26. Seja G um grupo e D;(G) o i—ésimo termo da série de
Jennings—Lazard—Zassenhaus de G associada ao primo p. Vamos verificar que dados n,m > 1

vale
[Dn(G)me(G)] S Dn+m(G)7 Dn(G)p S D n<G> (2-8)
p
Sejam fixados n,m > 1. Pelo Lema 2.31, temos que

Du(G),0n(@)] = | TT %@/, T1 %" | =TT TI @) (61"

ipk>n jpth ipk>n jph>m

< T I Puessp(G) < Dain(G).

ipk2n jphzm

Isto mostra a primeira relagdo em (2.8).

Para provar a segunda relagdo em (2.8), vamos reduzir a prova ao caso em que G é um
p—grupo finito. Inicialmente, dados x € D,(G) e y € D,,(G), podemos tomar um subgrupo H
de G finitamente gerado e tal que x € D,(H) e y € D,,(H). Logo, podemos assumir que G é
finitamente gerado. Se o resultado vale para p—grupos finitos, considere G/D,,(G). Note que
para cada g € G vale que gpk € D,,(G) para algum inteiro fixo k. Logo, todo elemento em
G/Dpn(G) tem ordem dividindo p*. Ainda, G/D,,(G) é finitamente gerado e nilpotente pois
Ypn(G) < Dpu(G). Pelo Teorema 2.33, vemos que G/D,,(G) é um p—grupo finito. Como o

resultado vale para p—grupos finitos, vemos pelo Lema 2.25 que

(Dn(G/Dpn(G))p = (Dn(G)/Dpn(G))p = Dn(G)prn(G)/Dpn(G) < Dpn(G)/Dpn(G)v
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isto &, D,,(G)” < D,u(G).

Finalmente, assumindo que G ¢ um p—grupo finito, temos que ¥,(D,(G ) / Dpn(G)) =1lo
que mostra que Dy, (G) /D, (G) é regular. Mais do que isto, se g € ¥;(G) e jp* > n, temos que
gpk+1 € ’}/j(G)pk+1 < Dpn(G). Isto é, D,(G)/Dpn(G) € gerado por elementos de ordem p. Isto
mostra que (D, (G)/Dpn(G))? =1e D,(G)” < D,,(G). Portanto, concluimos que a série de
Jennings—Lazard—Zassenhaus de um grupo G € uma N,—série de G. Resta-nos demonstrar os
itens (i) e (if) do Teorema 2.26.

Seja G um grupo e D;(G) o i—ésimo termo da série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de G
associada ao primo p. Dado n > 2, desde que a série G=D(G) > --- > D (G)>--- éumaN,—
série de G, temos que [D,_1(G),G]D,+(G)? < D,(G). Suponha que ip* >n. Se k=0, i >
temos que %(G)pk =%(G) < (G) = [1-1(G),G] < [Dy—1(G),G]. Ainda, se k > 0, temos que
ip*~! > n* e, portanto, %(G)pk < (%(G)pkfl)p < D;i-1(G)? < Dy (G)P. Em qualquer caso
vemos que }/,-(G)pk < [Dy-1(G),G]|Dy+(G)P. Portanto, D,,(G) < [Dy—1(G),G|Dy+(G)? e 0 item
(i) estd verificado. Finalmente, suponha que G = K; > --- > K; > - -- é qualquer N,—série de G.
Sen>2e Dy 1(G) <Ky_1, temos que D, (G) = [Dy—1(G),G|Dy (G)? < [K,—1,G]K?. <K,
O item (ii), portanto, segue por indugéo em n. O

Seja G um grupo arbitrario. Pelo Teorema 2.26, a série de Jennings—Lazard—Zassenhaus
de G associada ao primo p € uma N,—série de G. Pelas consideracdes iniciais desta se¢do,

sabemos que L(G @D )/Dy+1(G) possui uma estrutura de IF,—algebra de Lie. Nosso
n=1
interesse particular com a dlgebra L(G) é mais especifico na subdlgebra de L(G) gerada por

D (G)/D,(G). Tal subdlgebra serd denotada por L,(G) e serd utilizada na demonstragdo de

alguns dos principais resultados deste trabalho.

2.3 Identidades polinomiais

Nesta se¢c@o temos como objetivo principal a expor as nocdes essenciais da teoria de dlgebras
satisfazendo identidades polinomiais.

Seja X um conjunto ndo vazio. Definimos um mondmio ndo associativo de grau 1 em X
como sendo um elemento de X. Supondo definidos os mondmios ndo associativos de grau k
em X paratodok=1,...,n—1,n > 1, definimos os mondmios ndo associativos de grau n em
X como sendo uma expressdo da forma (u)(v) onde u ¢ mondmio ndo associativo de grau i < n
e v € mondmio ndo associativo de grau n — i em X. Indutivamente, definimos os mondémios nio

associativos de grau n para todo inteiro positivo 7.
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Exemplo 2.34. Se X é um conjunto arbitrario, os mondmios ndo associativos de graus 3
e 4, por exemplo sdo da forma (xy)z,x(yz) e ((xy)z)w, (x(yz))w, (xy) (zw),x((yz)w), x(y(zw)),
respectivamente, onde x,y,z,w € X.

Dado X um conjunto ndo vazio, podemos considerar o conjunto I'(X) dos mondmios ndo
associativos sobre X munido com a operagdo de justa-posi¢do. Se w € I'(X), escrevemos
w =w(xy,...,x,) para descrever o fato que x, ..., x, sdo os Unicos elementos de X ocorrendo

cm w.

Definicao 2.35. Seja R um anel associativo comutativo e com unidade e C uma classe de R—
dlgebras. Uma R—dlgebra L da classe C é chamada livre nesta classe, liviemente gerada (como
algebra) por um conjunto X C L, se L = (X) e para toda R—dlgebra L; e fungdo f: X — L,

existe um tnico homomorfismo ¢ : L —» L tal que ¢@|x = f.

Teorema 2.36. Se R é um anel associativo comutativo e com unidade, para todo conjunto X,

existe uma R—dlgebra livre na classe de todas as R—dlgebras e livremente gerada por X.

Demonstragdo. Se X = (), a R—algebra trivial € livre na classe de todas as R—élgebras e é por
defini¢@o livremente gerada pelo X. Entéo suponha X # 0 e seja R(X) o R—médulo livremente
gerado por I'(X). Um elemento em R(X) é chamado um polindmio ndo associativo em X.

Assim, um elemento em R(X) é da forma Z oy, u onde , # 0 somente para um nimero
uel'(X)
finito de u € I'(X). Em R(X) definimos:

(i) Multiplicagao:( Y. auu)( Y, Bwv)= Y (cupB)uv;

uel'(X) vel'(X) u,vel'(X)

(ii) Multiplicagdo escalar: r( ). ou) = Y. rogu.
uel'(X) uel'(X)

E fcil ver que R(X) com as operacdes acima definidas se torna uma R—dlgebra ndo associativa
gerada pelo conjunto X.

Seja, agora, L uma R—4lgebrae f : X — L uma fun¢do. Para todo mondmio ndo associativo
u de grau 1 em X defina u? = ul. Supondo n > 1 e que foram definidos v? € L para todos
mondmios nao associativos v de grau menor que n, para todo mondmio ndo associativo de grau
n, digamos u = (v)(w) onde v e w sdo de grau menor que n, podemos definir u® = (v)?(w)?.
Estendendo por linearidade a fun¢o ¢ definida em I'(X) e tomando valores em L, obtemos um
homomorfismo de R(X) em L estendendo f. A unicidade é imediata e concluimos. [

Sejam R um anel associativo comutativo e unitdrio e R(X) a R—dlgebra livre ndo associativa

livremente gerada por X. Seja f € R(X) um elemento arbitrario. Entdo, existem vy,... v, €
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I'X)eoa,...,o4; € R tais que f = vy + -+ 0V Se x1,...,x, sdo todas as varidveis
ocorrendo nos mondmios vy, ..., vy, escrevemos f = f(xj,...,x,). Ainda, para cada R—dlgebra
L é bem definido o elemento f = f(Iy,...,l,) € L obtido trocando-se a varidvel x; por [; € L,

i=1,...,n.

Definicao 2.37. Sejam R um anel associativo comutativo e unitdrio e L uma R—algebra. Sejam
R(X) a R—dalgebra livre ndo associativa livremente gerada por X e f(x1,...,X,),8(x1,...,X,) €
R(X). A férmula

FOxryee,xn) =g(xr, ... xn) (2.9)
¢ chamada uma identidade. A identidade (2.9) ¢é satisfeita em L se para todos [, ...,I, € L vale
f(ll,...,ln) :g(ll,...,ln>.

Em nosso trabalho, identidades da forma f(xj,...,x,) = 0 sdo de particular interesse, por

isto provamos a seguinte caracterizacao.

Lema 2.38. Sejam R um anel associativo comutativo e unitdrio e L uma R—dlgebra arbitrdria.
Entdo f(xi,...,x,) =0 é uma identidade satisfeita em L se, e somente se, f® =0 para todo
homomorfismo ¢ : R(X) — L.

Demonstra¢do. Sejam R, L e f como no enunciado. Se f(xj,...,x,) = 0 é satifeita em L,
entdo para todo homomorfismo ¢ : R(X) — Lvale f® = (f(x1,...,%,))? = f(x7,...,x?) =0.
Reciprocamente, suponha que f é anulado por todos os homomorfismos de R—algebras de R(X)
em L. Sejam [y, ...,l, € L escolhidos arbitrariamente e f : X — L a fun¢do que leva x; em
li,i=1,...,nexem Q0 para todos os demais x € X. Entdo, f estende-se de modo tnico a um
homomorfismo ¢ de R(X) em L e vale que f(x1,...,x,)? = f(x{,...,.x8) = f(l1,...,1,) =0.

Isso é, f(x1,...,x,) =0 é identidade satisfeita em L. [
Como uma consequéncia imediata do Lema 2.38, temos o seguinte.

Lema 2.39. Sejam R um anel associativo comutativo e unitdrio e L uma R—dlgebra arbitrdria.
Entdo T(L) = {f € R(X); f = 0 ¢ satifeita em L} é um ideal de R(X), chamado o ideal das
identidades polinomiais de L em R(X).

Definicao 2.40. Seja C uma classe de R—dlgebras. Dizemos que a identidade f(xj,...,x,) =0
€ uma identidade n@o trivial na R—4lgebra L de C se tal identidade € satisfeita em L mas existe
uma R—dlgebra L' na classe C que ndo satisfaz esta identidade. Neste caso, dizemos que L é

uma 4dlgebra da classe C satisfazendo uma identidade polinomial.
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Exemplo 2.41. Seja C a classe das R—élgebras de Lie. O centro de uma R-dlgebra de Lie
L é o conjunto Z(L) ={z € L; [z,]] =0V [ € L}. Note que Z(L) é um ideal de L; L é
chamada abeliana se Z(L) = L. Neste caso, f(x,y) = xy = 0 é uma identidade ndo trivial
satisfeita em L. Ainda, se L é uma R—dlgebra de Lie nilpotente, de classe ¢ por exemplo, entdo
f(x1, .o xc41) = X1 ... Xc+1 = 0 é uma identidade em L, vide Teorema 2.19.

A seguir damos um exemplo de cunho mais geral.

Exemplo 2.42. Seja C a classe de todas as F—algebras, F um corpo. Seja L uma F-algebra de
dimensao estritamente menor que n. Provamos a seguir que L satisfaz a seguinte identidade

ndo trivial

f=f(x1,....xa) =Y sign(c Xo(n) = 0. (2.10)

(o ShYH
Seja 6 um elemento arbitrario do grupo simétrico S,,. Pondo mg(x1,...,x,) = Xo(1) - -Xo(n)s
temos que para cada a € Sy, vale mg(Xg(1),- - Xa(n)) = Xao(1) - - Xac(n) = Mac (X1, - Xn).

Por exemplo se n =4, 0 = (12)(34) e a = (1234), entdo mg(x1,...,X4) = X2X|X4X3 € pOr
isso mg(xa(l), ... ,xa(4)) = mg (X2,X3,X4,X]) = X3X2X1 X4 = Xao(l) - Xao(4) = Moo (X1,...,X4).
Segue-se que para todo o € S, vale

FEa)sXam) = Y, sign(0)ma(Xg(1), - Xa(n)

cES,
= Z sign(a)sign(ot)sign(o)meo(x1,...,Xn)
oEeSy,
= sign(a Z sign(a)sign(o)mgg (X1, ..., %)
oS,
= sign(o) Z sign(0o)meg (x1,...,X,)
oESs,
= sign(a Zszgn Jmg (X1, .., Xn)
BES,

= sign(o)f(x1,...,Xn)-

Portanto, se 1 <i# j < n, tomando o = (ij) € S,, temos que

FGa(r)s- s Xam) = —f(X15- - %n).

Da igualdade acima, se substituirmos as varidveis x; € x; pela mesma varidvel y, obtemos um
polindmio sendo igual ao seu oposto, isso €, obtemos o polindmio nulo.
Seja {eq,...,ex} uma base de L. Por hipétese, temos que n > k. Como f € linear em cada

uma de suas entradas, temos que os valores que f assume em L sdo combinacdes lineares de
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valores da forma f(Iy,...,l,) onde [y,...,l, € {ey,...,ex}. Contudo, escolhendo ,...,I, €
{e1,...,en}, algum ¢; é tomado pelo menos 2 vezes e, portanto, o resultado obtido é zero como
estabelece o ultimo pardgrafo. Portanto, f € identicamente nulo em L.

Finalmente, seja M,,«, (IF) a F-dlgebra associativa das matrizes n x n sobre [F. Sendo E,,, a
(u,v)—€sima matriz elementar, sabemos que E,,Ey = E,; se v==se E, Ey =0 se v#s. Por

isso, f(E11;---,E(u—1)n) = E1n # 0. Nossa afirmac@o estd verificada.

Definicao 2.43. Seja X um conjunto ndo vazio e I'(X) o monoide dos mondmios sobre X.
Dadas xp,...,x, € X, podemos considerar o subconjunto de I'(X) que consiste dos mondmios
com entradas exclusivamente em S = {x1,...,x,} C X. Para cada monémio w com entradas
em S estd associada uma n—upla o = (my,...,m,) onde, para cadai=1,...,n, m; é o nimero
de ocorréncias de x; em w. O nimero m; é chamado o grau de w com relacdo a varidvel x; e o é

chamado o multigrau de w.

Definicao 2.44. Seja X um conjunto ndo vazio e R(X) a R—algebra livre ndo associativa
livremente gerada por X. Um polindémio f = f(x,...,x,) € R(X) é chamado homogéneo com
relacdo a varidvel x; se f € uma combinacdo linear de mondmios com mesmo grau com relagdo
a varidvel x;. Neste caso, o grau de um mondmio de f com relacdo a x; € chamado o grau
de f com relacdo a x;. Ainda, f é chamado multi-homogéneo se f € combinacao linear de
mondmios cada um dos quais associados ao mesmo multigrau. Finalmente, f € dita multilinear
se f é multi-homogéneo e cada mondmio de f tem multigrau (1,1,...,1).
—
Por exemplo, o multigrau do mondmio w = w(x,x2,x3) = (x1x2)((x1x3)x2) € (2,2,1).
O polindmio f(x1,x2,x3) = (x2(x1x2))x3 + x2(x1 (x3x2)) € multihomogéneo ndo linear e o
polindmio f(xy,...,x4) = (x1x2)(x3x4) + ((x1x3)x4)x2 é multilinear.
Se f(x1,...,x,) =0¢é uma identidade satisfeita na R—algebra L e o polindmio f é multilinear,
dizemos que a identidade € multilinear. Em varios sentidos, pode ser mais interessante trabalhar
com identidades multilineares. Logo, um importante resultado € que toda identidade tem

“consequéncias” multilineares. Isso € provado a seguir.

Teorema 2.45. Sejam R um anel associativo comutativo e unitdrio e L uma R—dlgebra. Suponha
que a identidade f(xi,...,x,) =0 seja satisfeita em L. Entdo, a partir de f podemos obter

uma identidade multilinear satisfeita em L.

Demonstragdo. Seja f(xi,...,x,) =0 uma identidade satisfeita na R—dlgebra L. Escreva

f=f+A+-+1, (2.1D)

onde para cada i = 0,...,7, f; € polindbmio homogéneo de grau i em x;. Se fy # 0, entdo o

nimero de varidveis ocorrendo em fj € estritamente menor que n. Escolhendo-se ly,...,1, € L,
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temos que f(0,0p,...,1,) = fo(la,...,I,) = 0. Isso é, fy = 0 é satisfeita em L. Por indugio no
numero de varidveis, obtemos que fi tem consequéncia multilinear. Podemos, entdo, supor que
Jo=0.Set =1, f é linear em x| e podemos considerar outras varidveis. Se ¢ > 1, considere f
como sendo um polindmio em x| e tome g(y,z,X2,...,%,) = f(x+y) — f(y) — f(z). Note que
o ndmero total de ocorréncias de y ou z em qualquer mondmio de g € igual a e 0 nimero de
ocorréncias de y e z em qualquer destes € no mdximo ¢ — 1. Por defini¢do de g, vemos que
gla,b,by,...,l,) =0 paratodos a,b,l,...,l, € L. Isso é g(y,z,x2,...,x,) = 0 é satisfeita em
L. Repetidas aplicacdes deste processo reduz o nimero de varidveis ocorrendo um nimero
maximo de vezes. Logo, em um nimero finito de passos obtemos uma identidade multilinear

satisfeita em L. ]

Para encerrar este capitulo, tecemos mais um comentario. Sejam R um anel associativo
comutativo e unitdrio, X = {xy,...,%,,...} um conjunto enumeravel de varidveis e R(X) a
R—dalgebra livre na classe de todas as R—algebras, livremente gerada por X, definida no Teorema
2.36. Seja I o ideal de R(X) gerado pelo conjunto { ff, (fg)h+ (gh)f+ (hf)g; f,g,h € R(X)}.
Entdo, a R—algebra quociente R(X ) /I é uma R—algebra de Lie gerada por X (identificando x com
x+1). Mais do que isto, se L é uma R—élgebra de Lie, seja f : X — L uma func¢ao arbitraria.
Existe um dnico homomorfismo ¢ : R(X) — L estendendo a fungdo f. Por defini¢do de I,
vemos que / estd contido no niicleo de @ e, portanto, @ : R(X)/I — L definida por f + 1+ f
€ um homomorfismo bem definido de R—élgebras de Lie estendendo a funcdo x4/ — x/. Isto
mostra que R(X)/I é uma R-algebra de Lie livre na classe de todas as R—dlgebras de Lie,
livremente gerada por X. Notamos ainda que uma R—élgebra de Lie L satisfaz uma identidade
ndo trivial na classe de todas as R—dlgebras de Lie se, e somente se, existe um elemento
f=f(x1,...,x,) ndo trivial de R(X)/I tal que f(l,...,1,) = 0 para todos [1,...,I, € L.






Capitulo 3

Os resultados de Zelmanov e
Bahturin-Zaicev

Neste capitulo, iremos introduzir as nogdes e obter alguns resultados basicos sobre grupos
residualmente—C, onde C denota uma classe de grupos finitos fechada para subgrupos, imagens
epimorficas e produtos diretos finitos. Nossa atencdo particular, inicialmente, serd no caso em
que C for a classe dos p—grupos finitos. Neste caso um grupo residualmente—C serd chamado
residualmente—p. Se G é um grupo arbitrario, pelo Teorema 2.26, sabemos que dado um primo
p, a série de Jennings-Lazard—Zassenhaus de G associada a p € uma N,—série de G e, portanto,

@D )/Di+1(G) admite uma estrutura de IF,—dlgebra de Lie. Temos como objetivo
izl
principal neste capitulo demonstrar um resultado, obtido em [37] por E.I. Zelmanov, onde é

mostrado que se G € um grupo de tor¢ao finitamente gerado e residualmente—p e a subalgebra
L,(G) = (D1(G)/D>(G)) da dlgebra de Jennings—Lazard—Zassenhaus de G associada ao primo
p satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial, entdo G € finito. Apds isto, para que possamos
utilizar tal resultado de E.I. Zelmanov no capitulo final deste trabalho, iremos demonstrar um
resultado obtido em [1] por Y.A. Bahturin e M.V. Zaicev, onde € provado que se L € uma
algebra de Lie sobre um corpo [ agida por um grupo finito solivel G de modo que |G| ndo é
divisivel pela caracteristica de IF e a subdlgebra C(G) dos pontos fixos satisfaz uma identidade

polinomial ndo trivial, entdo L também satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial.

3.1 Propriedades residuais

Em toda esta se¢do, C denota uma classe de grupos finitos que é fechada para subgrupos,
imagens epimorficas e produtos diretos finitos. Um grupo G é chamado residualmente—C se para

todo elemento néo trivial g em G existem Q = Q, em C € um homomorfismo ¢ = @, : G — Q
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tal que g® # 1. Note que todo grupo G na classe C é claramente residualmente—C pois para
cada elemento ndo trivial g € G basta-nos tomar Q, = G ¢ ¢, = id(G), este Gltimo sendo o
automorfismo idéntico de G.

Se o grupo G estd na classe C, permita-nos escrever G € C. O seguinte teorema estabelece

uma condi¢@o necessdria e suficiente para que um grupo G seja residualmente—C.
Teorema 3.1. Para um grupo arbitrdrio G, sdo equivalentes:

(i) G é residualmente—C;

(i) (JINJG;G/NeC}=1.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que G ¢é residualmente—C. Entdo, dado 1 # g € G,
existem um grupo Q = Q, na classe C e um homomorfismo ¢ = ¢, : G — Q tal que g% # 1.
Desde que C é fechada para subgrupos e G/ker(¢@) = Im(¢), temos que ker(¢) € {N <
G;G/N € C}. Em outras palavras, ker(¢) é um subgrupo normal de G que ndo contém g
e cujo grupo quociente estd em C. Pela arbitrariedade da escolha de 1 # g € G, temos que
({IN<G;G/NeC}=1.

Reciprocamente, suponha que ﬂ{N <G;G/N € C} = 1. Entdo, para cada 1 # g € G existe
N=N;<dGtalque G/N €Ce g ¢ N. Tomando ¢ : G — G/N como sendo o homomorfismo
candnico, vemos que g? é ndo trivial em G/N. Por defini¢do, temos que G é residualmente—
C. [

O Teorema 3.1 mostra que na inteng¢do de provar que um grupo G € residualmente—C, as
vezes, € conveniente trabalhar com a familia de subgrupos normais definidas no seu enunciado.
Assim, para cada grupo G iremos denotar por 7¢(G) o conjunto {N <G; G/N € C}.

Ao definirmos uma nova classe de grupos, no nosso caso, a classe dos grupos residualmente—
C, denotada por rC, é natural desejar saber se esta classe é também fechada para subgrupos,
imagens epimorficas e produtos diretos finitos. Desejamos responder estes trés questionamentos
no caso rC e trabalhamos neste sentido nos proximos pardgrafos. O fechamento de rC para
subgrupos € estabelecido a seguir.

Lema 3.2. Se um grupo G é residualmente—C, entdo H também o é para todo H < G.

Demonstragcdo. Sejam H um subgrupo arbitrario de G e N € 1¢(G). Entdo, HNN < H e, como
G/N € Ce H/HNN é isormofo a HN/N < G/N, temos que H NN € 1¢(H). Dai, segue-se
que

(1 K< () (HNN).

Kete(H) Nete(G)
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Pelo Teorema 3.1, esta dltima interseccao deve ser trivial e portanto

N k=1

Kete(H)
Novamente pelo Teorema 3.1, temos que H é residualmente—C. [
Iremos, agora, definir a classe dos grupos livres.

Definicao 3.3. Sejam F um grupo e X C F. F € dito ser livre de base X se para toda fungdo
f:X — G, onde G é um grupo arbitrério, existe um tinico homomorfismo ¢ : F — G tal que
¢|x = f. Dizemos que F é livre se existe um subconjunto X de F tal que F € livre com base X.

Note que por defini¢éo o grupo trivial é livre com base X = 0 e que (Z,+) € livre com base
1 € Z. A seguir mostramos como a partir de qualquer conjunto ndo vazio X é sempre possivel
construir um grupo F tendo X como um conjunto de geradores livres.

Seja X um conjunto arbitrdrio e ndo vazio. Definimos X ! como sendo o conjunto das

I x € X e assim pomos X*':=XUX~'. Por uma palavra em X de

expressoes formais x—
comprimento n > 0 entendemos uma justaposi¢do de n elementos em X *1Se n =0 obtemos a
palavra vazia, a qual denotamos por 1. Definimos igualdade de duas palavras em X do seguinte
modo: se u = xi‘ Xt ev = yil‘ ...yﬁ;" sdo duas palavras em X, n,m > 1, entdiou = v se e
somente sen =m, x; =y; e e; =d; paratodoi=1,...,n.

Seu=x]"...x;"  uma palavra em X, definimos uma subpalavra de X como sendo a palavra
vazia ou uma palavra da forma u = x{"...x* onde 1 < r < s < n. Ainda, definimos o inverso

de u como sendo u~!

=x,%...x; . Note entdo que (u ') "' =u.

Seja u uma palavra em X. Uma operacdo elementar € ou uma insercao ou um cancelamento
em u de uma subpalavra da forma xx ! onde x € X. Por exemplo, se u = xyy_lz, x, 9,z € X,
entdo uma operagdo elementar € a troca de u por w = aa”'xyy~'z onde a € X. Outra operacao
elementar é o cancelamento da subpalavra yy~! de u, obtendo-se portanto w = xz. Se w €
qualquer palavra em X, escrevemos w — w’ para denotar que a palavra w’ pode ser obtida de
w por uma reducao elementar.

Se u e v sdo duas palavras em X, dizemos que u € w sao equivalentes, o que denotamos por
u ~ v, se existem palavras u = vy,...,v, = vtais que u = v{ — --- — v, = v. Claramente, ~
¢ relagdo de equivaléncia em W (X), onde W (X)) é o conjunto das palavras em X, e denotamos
por [u] a classe de equivaléncia da palavra u em X.

Lembramos que um semigrupo € qualquer conjunto munido de uma operagdo associativa e
um mondide é um semigrupo com unidade. Se M1, M, sdo quaisquer mondides e f : M| —>

M, € uma funcgdo, f é dita ser homomorfismo de mondides se para todos g1,g2 € M| vale

(8182)) =glg) e 1}y = lu,.
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A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em [27, pag. 300, Lema 5.70].

Lema 3.4. Seja X um conjunto ndo vazio e W(X) o conjunto das palavras em X. Entdo,
W (X) é um mondide com a operagdo de concatenagdo. Se u,u’ ,v,v' e W(X)eu~u' ev~,
entdo uv ~ u'v'. Ainda, se G é um grupo arbitrdrio e f : X — G é uma funcdo, entdo a
fungdo y : W(X) — G definida por y(ly x)) = 1g e y: (x{'...x7") = fx1) ... f(xa)
é um homomorfismo de mondides tal que se u,u’ sdo duas palavras em X e u ~ u', entdo
y(u) = y(u').

Uma palavra u em X é dita ser reduzida se u ndo possui uma subpalavra da forma xx~!

onde x € X*!. Note que 1 é uma palavra reduzida. A prova do seguinte resultado pode ser
encontrada em [27, pdg. 301, Prop. 5.71].

Lema 3.5. Seja X um conjunto ndo vazio e W(X) o conjunto das palavras em X. Entdo, todo

elemento em W (X) € equivalente a uma tinica palavra reduzida.

Teorema 3.6. Seja X um conjunto ndo vazio e F = {[u|;u € W(X)}. Entdo, F é um grupo com

a operagdo [u][v] = [uv] e F ¢ livre com base X.

Demonstracdo. Pelo Lema 3.4, temos que [-] é uma opera¢do bem definida em F. Clara-
mente [1] é elemento neutro para || e para todo [u] € F, [u][u'] = [u~'][u] = [1]. Ainda, se
[u],[v],[w] € F, temos que ([u][v])[w] = [uv][w] = [(uv)w] = [u(vw)] = [u]([v][w]). Portanto,
F é um grupo. Ainda, se w =x{'...x{" é uma palavra em X, entdo [w] = [x;]°'...[x,]*" 0
que mostra que F é gerado por X, onde identificamos X com o conjunto {[x];x € X}. No-
tamos que pelo Lema 3.5, para todo [u] € F, existe uma unica palavra reduzida w tal que
[u] = [w]. Se f: X — G é uma fungdo arbitrdria, onde G € um grupo, defina ¢ : F — G por
r ] ] e ()L f (%), onde w = xT' ... x¢" é palavra reduzida em X. Pelo Lema
3.5, @ é bem definida, estende f e se w é uma palavra reduzida em X, ¢([w]) = w(w), onde ¥
¢ a funcdo definida no Lema 3.4. Sejam u, v, w palavras reduzidas em X e suponha que uv ~ w.
Por um lado, desde que w é reduzida temos que @([u][v]) = @([uv]) = @([w]) = y(w). Por
outro lado, desde que u e v sdo reduzidas, temos que @([u])@([v]) = y(u)y(v) = y(uv). Pelo
Lema 3.4 obtemos que ¢([u])@([v]) = y(uv) = y(w) = @([u][v]). Isto mostra que ¢ é um
homomorfismo e o resultado esta verificado. []

Seja X um conjunto ndo vazio e F o grupo livre com base X construido no Teorema 3.6.
Vimos que todo elemento de F € a classe de uma palavra reduzida em X. Assim, podemos
observar os elementos de F' como palavras reduzidas em X e, fazendo isto, a operagdo de F € a
concatenac¢do seguida de redugdo.

Sejam X e X3 dois conjuntos e f : X; — X uma bijecdo. Sejam Fj e F, os grupos com base
X1 e Xp, respectivamente, construidos na prova do Teorema 3.6. N6s podemos observar f tendo
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F, como contra-dominio e entdo existe um tnico homomorfismo ¢; : F; — F, estendendo
f. Analogamente, existe um inico homomorfismo ¢, : F, — F} estendendo f ~1.E facil ver
que @ = ((,Dl)_1 e portanto F; e F> sdo isomorfos. Entdo, se X; = X = X», temos que todos os
grupos livres com base X sdo mutuamente isomorfos. Em particular, todo grupo livre com base
X ¢é gerado por X.

No que segue, provamos que todo grupo livre € residualmente—p para qualquer primo p.

Pelo Teorema 3.6, obtemos portanto uma vasta classe de grupos residualmente—p.
Teorema 3.7. Sejam F um grupo livre e p um niimero primo. Entdo F é residualmente—p.

Demonstracdo. Suponha que F € livre com base 0 ## X C F. Entdo, todo elemento de F é

uma palavra reduzida em X. Assim, se 1 # w € F, existem inteiros r,q,i{,...,iy,my,...,n,
€ Xij,...,%, € X de modo que 1 < ¢ <r, {i1,...,ir} ={1,...,q} e x;, # x;,,, para todos
uzl,...,r—lew:x:'l”. X

S
Escolha n um inteiro positivo suficientemente grande de modo que p" {m;...m, e sejaR o
anel das matrizes (r+ 1) x (r+ 1) sobre Z,». Considere G como sendo o conjunto das matrizes

superiores de R cujos elementos na diagonal principal sdo iguais a 1. Entdo, como tais matrizes
. . Lo - . . nr(r+1) .
tém determinante 1, G é grupo com a multiplica¢do de R. Mais do que isto, |G| =p 2 e Gé

um p—grupo finito.

Pela arbitrariedade da escolha de 1 # w € F, o resultado estard verificado se encontrarmos
um homomorfismo ¢ = @,, : F — G tal que w? # 1.

Para cada 1 <u,v <r+1, seja E,, = [a;j] a matriz de R dada por a;; = 0 se (i, j) # (u,v)
eajj=1se (i,j) = (u,v). Entdo sabemos que dados 1 < u,v,s,t < r+ 1 vale que E,,Ey = Ey
sev=seE,Ey=0sev#s.

Seja 1 < j < g fixado. Se i, =i, = j,temosque u #v+1ev#u+1. Assim, temos que
(L+Eyurn) L+ Eyp1) = 1+ Eyurn) H Evprny = (L+Eypn)) (1+ Eyy11))- Portanto, fica
bem definido o elemento

8j = H (1 +Eu(u+1))'

iu:j

Note que para cada [ € Z vale

8j =141 Eyurny.

iu:]

Considere g = ng b g;’:’. Dado que g; € G paracada j=1,...,q, temos que g € um elemento
do grupo G.
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Ainda, como

g=g.'...&" = <1 +m Z Eu(u+1)> (1 +m Y Eu(u—l—l));

iy=i iy=ir

na expansdo de g ocorre o termo Ey(,, 1) com coeficiente m, ...m,, que € ndo trivial em Zp.
Isto mostra que g # 1.

Seja f : X — G a fungdo definida do seguinte modo: xli; =g;, paratodou=1,...,re
x =1 para todos os demais x em X. Entdo, existe um tinico homomorfismo ¢ : F — G
que estende a fungdo f. Finalmente, temos que w? = (x/' ... x;")? = g/"' ...g]" =g # 16. O
resultado estd, portanto, verificado. ]

Se G € um grupo arbitrario, podemos considerar /' o grupo livremente gerado pelos
elementos de G. Tomando a fun¢do identidade de G, obtemos um tnico homomorfismo de
F em G que estende tal fungdo. Este homomorfismo deve ser sobrejetor e, sendo assim, G é
quociente de F'. Isto mostra que todo grupo € quociente de algum grupo livre.

Suponha que C seja a classe dos grupos finitos. Um grupo residualmente—C é chamado
residualmente finito. As considerac¢des do ultimo paragrafo e a existéncia de grupos infinitos
simples mostram que a classe dos grupos residualmente finitos ndo é fechada para imagens
epimorficas. Um exemplo de grupo infinito simples € obtido por G. Higman em [10]. Neste
artigo, G. Higman constréi um grupo finitamente gerado G que ndo possui subgrupos normais
proprios de indice finito. Mais especificamente, G € um grupo gerado por elementos a,b,c,d e
valem em G as seguintes relagdes a'ba=0b* b"'eb=c? ¢ 'de =d?,d 'ad = a*. Como
todo grupo finitamente gerado possui pelo menos um subgrupo normal maximal, a partir de G
podemos obter um grupo infinito, finitamente gerado e simples.

Seja C’ uma classe de grupos finitos fechada para subgrupos, imagens epimérficas e produtos
diretos finitos. Suponha que todo grupo na classe C é também um grupo na classe C'. Entdo
um grupo residualmente—C é também residualmente—C’. Ora, desde que todo p—grupo finito,
p um primo, € nilpotente e todo grupo nilpotente é solivel, temos que a classe dos grupos
residualmente—C ndo € fechada para imagens epimorficas sendo C a classe dos p—grupos finitos,
a classe dos grupos finitos nilpotentes ou a classe dos grupos finitos soliveis. Para finalizar

esta secdo, respondemos afirmativamente nossa ultima pergunta.
Teorema 3.8. A classe rC é fechada para produtos diretos finitos.

Demonstracdo. Sejam Gy, ...,G,, grupos residualmente-C. Se g = (g1,...,8m) € G := G| X
.-+ X G, é um elemento ndo trivial, existe i € {1,...,m} tal que g; # 1g,. Desde que G;
¢ residualmente—C, existe N; = Ng; IG; de modo que g; ¢ N; e G;/N; € C. Segue-se que
g¢K: =G X XGi_1 XNix--xXGreGy x--xG;x---G,/K=G;/N; €C. H
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3.2 O Teorema de Zelmanov

Em toda esta se¢do, p denota um primo fixado e C,, denota a classe dos p—grupos finitos.
Um grupo G que € residualmente—p pode, naturalmente, ndo ser um p—grupo (vide a classe
dos grupos livres). Isto ndo ocorre, entretanto, se G for de tor¢ao, como estabelece o proximo

resultado.
Lema 3.9. Se G ¢ um grupo de torcdo residualmente—p, entdo G é um p—grupo.

Demonstracdo. Suponha que G ndo € um p-grupo. Entdo, existe 1 # g € G que ndo é um
p—elemento. Como G € de tor¢do, g tem ordem finita e, assim, podemos supor sem perda
de generalidade que [g| = ¢, ¢ um primo diferente de p. Seja N € 1¢,(G), entdo G/N € um
p-grupo finito e por isso g € N. Pela arbitrariedade de escolhade N € 1¢, (G) e o fato de ser G
um grupo residualmente—p, temos que g = 1, uma contradi¢ao. ]

Seja G um grupo de tor¢do e suponha que as ordens dos elementos de G sdo limitadas por
um inteiro positivo n. Neste caso dizemos que G t€m expoente finito € 0 minimo multiplo
comum das ordens dos elementos de G é chamado o expoente de G, que é denotado por exp(G).
Note que claramente todo grupo finito G tem expoente finito. Mais do que isto, exp(G) é o
produto dos expoentes dos subgrupos de Sylow de G.

Lembramos que para cada inteiro positivo i e para todo grupo G, D;(G) denota o i—€simo
termo da série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de G associado ao primo p. O seguinte
resultado nos mostra uma propriedade particular de grupos residualmente—p.

Lema 3.10. Seja G um grupo residualmente—p. Entdo, Do(G) == ﬂ D;i(G) = 1.

i>1
Demonstracdo. Seja G um grupo arbitrario e N <G. Pelo Lema 2.25, sabemos que D;(G/N) =
D;(G)N/N para todo inteiro positivo i.

Suponha, entdo, que G ¢ residualmente—p e seja N € 7¢,(G). Temos que G/N é um
p—grupo finito e, pelo Teorema 1.17 obtemos que G/N é um grupo nilpotente. Assim, se
¢ e p® denotam, respectivamente, a classe de nilpoténcia e o expoente de G/N, temos que
D¢pe(G/N) = 1. Segue que D.pe(G) < N e, em particular, Do, (G) < N. Pela arbitrariedade da
escolha de N € 7¢,(G) e o fato de G ser residualmente—p, obtemos que Do (G) = 1. O

O Lema 3.10 mostra que a série de Jennings—Lazard—Zassenhaus, associada ao primo p, de
um grupo residualmente—p € muito util no seguinte sentido: Seja G um grupo residualmente—
p e suponha que desejemos provar que, sobre algumas suposi¢des a mais convenientes, G
¢ finito. Uma ideia, entdo, € mostrar que nas condi¢des impostas a ordem dos quocientes
|G/Di(G)

, [ um ndmero inteiro positivo, é limitada superiormente por uma funcdo que ndo
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depende de i. Neste caso, deve existir i tal que D;(G) = D;,x(G) para todo inteiro positivo k
e, consequentemente, D;(G) = D«(G). Pelo lema anterior, concluimos que D;(G) =1e G é

finito. Dadas estas observagdes, provamos o seguinte resultado.

Teorema 3.11. (/31, Proposicdo 2.11]) Seja G um grupo gerado pelos elementos g1,...,8m €
tal que a dlgebra L,(G) € nilpotente de classe no mdximo c. Seja py,..., Py a lista de todos os
comutadores simples de peso menor ou igual a ¢ com entradas em {g1,...,gn}. Entdo, para

qualquer inteiro ndo negativo i, G pode ser escrito como produto

G =(p1)---{ps)Di+1(G).
dos subgrupos ciclicos gerados por py,...,ps e o subgrupo D1 (G).

Demonstragcdo. Primeiramente, como G = (g1,...,gn), para cada inteiro ndo negativo i
pode-se verificar, utilizando as identidades do Teorema 1.14 e do Lema 2.28, que D;(G) =
([b1,-..,b;)" \Dis1(G): jp* =i, bi,....bj € {g1,-...8m})-

A prova é por indugdo em i. Assumindo que i > 0e G = (p;)---(ps)Di+1(G), iremos

provar que G = (p1) -+ (p)Di+(G).
Desde que L,(G) € nilpotente de classe no maximo c, pelo Lema 2.19, sabemos que
Ye+1(Lp(G)) = 0 e todo comutador simples de peso maior ou igual a ¢+ 1, em L,(G), é
trivial. Em particular, dados by,...,b.1 € G, em L,(G) vale [b1D2(G),...,be+1D2(G)] =
[b1,...,ber1]Des2(G) = 0,180 &, [b1,...,ber1] € Deya(G). Pelo Teorema 1.20, obtemos que
Ye+1(G) < D.42(G). Mais do que isto, para todo d > ¢+ 1, temos que ¥;(G) < Dy11(G).

Por hipétese, temos que G = (p;) --- (ps)Di+1(G). Entdo, dado g € G, podemos escrever
g=pi" Pz
onde cada o, € Z e z € D;11(G). Por outro lado, pelas consideracdes iniciais, podemos escrever
7= (w’fkl)ﬁ‘ ...(w‘lpkl)ﬁ’y

onde cada B, € Z e cada w,, é um comutador simples, com entradas em {g1,...,&n}, de peso j,
e jup" >i+1eye Dy Sejane{1,...,1}. Se j, < c temos que wy, € {p1,...,Ps}. Por outro
lado, se j, > ¢+ 1 obtemos que wgk" € Yj, (G)Pk" < Djn+1(G)Pk" <D, 11)p (G) < Dis2(G).
: oy o oy o PN PB
Finalmente, desde que g = p;" ...ps"z=p; " ...ps*(w} )F'...(w; )My, resta-nos obser-
var que Dj1(G)/D;;2(G) é subgrupo do centro de D;(G)/D;;2(G). Portanto,

g € (p1) - (Ps)Dit2(G)
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e o resultado esta verificado. ]

O seguinte teorema € o conteudo principal da celebrada solu¢do dada por E. Zelmanov em
1989 ao Problema Restrito de Burnside, solucdo esta que o fez receber uma medalha Fields em
1994. O Problema Restrito de Burnside € o questionamento se € verdade que todo grupo finito
gerado por n elementos e de expoente m tem ordem limitada superiormente por uma fungao
de m e n. Pela densidade deste resultado, ndo podemos dar uma demonstracdo completa nesta

dissertacdo. Contudo, daremos em linhas gerais a ideia de sua prova.

Teorema 3.12. Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo F de caracteristica p > 0 gerada

pelos elementos ly,...,1,. Assuma que
1. todo comutador em ly,...,l, é ad-nilpotente;
2. L satisfaz uma identidade polinomial.

Nessas condicoes, L é nilpotente.

Seja L uma élgebra de Lie sobre um corpo [ de caracteristica positiva p. Suponha que L
¢é gerada pelos elementos /1, ...,I,, todo comutador nestes elementos é ad—nilpotente e que L
satisfaz uma identidade polinomial nao trivial. Entao, podemos assumir que L satisfaz uma
identidade multilinear. Seja K a F—dlgebra gerada pelos elementos ey, e, ..., € com as relacdes
eiz =0 e ¢jej = eje; para todos i, j € N*. Desde que L satisfaz uma identidade multilinear,
temos que L = L ®r K satisfaz uma identidade multilinear.

Seja F um corpo infinito de caracteristica p e suponha que F C F. Desde que L satisfaz
uma identidade multilinear, temos que L ®p F também satisfaz uma identidade multilinear.
Estas consideracdes mostram que podemos assumir que [F' € um corpo infinito.

Seja A uma qualquer dlgebra de Lie. Um elemento a € A € dito um elemento sanduiche se
para todos x,y € A vale [x,a,a] = 0 = [x,a,y,a]. Ainda, A € dita ser localmente nilpotente se
toda subdlgebra finitamente gerada de A € nilpotente. O seguinte teorema foi provado em [16]

por A.L Kostrikin e E.I. Zelmanov.

Teorema 3.13. Seja A uma dlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica p. Se A é gerada

por uma familia de elementos sanduiches, entdo A é localmente nilpotente.
Ainda, o seguinte resultado foi provado em [15] por A.I. Kostrikin.

Teorema 3.14. Seja A uma dlgebra de Lie satisfazendo uma identidade polinomial. Entdo, A
possui um unico ideal maximal localmente nilpotente, denotado por Loc(A). Mais do que isto,

A/Loc(A) ndo possui nenhum ideal localmente nilpotente ndo nulo.
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Os Teoremas 3.13 e 3.14 sugerem o seguinte esbo¢o de prova para o Teorema 3.12: Desde
que L satisfaz uma identidade polinomial, temos pelo Teorema 3.14 que L possui um unico
ideal maximal localmente nilpotente, a saber Loc(L), e L/Loc(L) ndo possui qualquer ideal
nao nulo localmente nilpotente. Note que L/Loc(L) satisfaz as mesmas condi¢oes de L no
Teorema 3.12. Se Loc(L) = L, desde que L ¢ finitamente gerada, obtemos que L é nilpotente.
Podemos entdo assumir que Loc(L) # L. Neste caso, desde que L/Loc(L) ndo possui ideais
ndo nulos localmente nilpotentes, podemos assumir que Loc(L) = 0 e L ndo possui ideais ndo
nulos localmente nilpotentes.

Suponha que seja possivel encontrar um polinémio f = f(xp,...,x,) ndo identicamente
nulo em L e tal que para todos [y,...,l, € L, f(I1,...,1,) é um elemento sanduiche. Desde que
IF é infinito, o subespaco I de L gerado pelo conjunto f(L) = {f(ly,...,l,); l1,...,l, € L} é um
ideal de L. Contudo, pelo Teorema 3.13, temos que / € localmente nilpotente, uma contradi¢do.

Dadas essas consideragdes, podemos enfim provar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.15. ([/37, pdg. 572, Teorema 1.6]) Seja G um grupo de tor¢do finitamente gerado e

residualmente—p. Entdo se L,(G) satisfaz uma identidade polinomial, G ¢é finito.

Demonstragdo. Seja G um grupo de tor¢do gerado pelos elementos g1, ...,g,. Suponha que G
¢ residualmente—p e que L, (G) satisfaz uma identidade polinomial. Pelo Lema 3.9, temos que
G é p—grupo. Seja w = w(xy,...,x,) um comutador de grupo no grupo livremente gerado por
X ={x1,...,x,} e w o correspondente comutador de Lie na dlgebra de Lie livremente gerada
porX. Se hy,...,h, € Gentdo w(hy,...,h,) tem ordem finita. Para cadai = 1,...,n denotando
por /; o elemento /;D; € L,(G), pelo Teorema 2.23, temos que w(hy,...,h,) é ad-nilpotente.

Desde que L,(G) por defini¢do é a subdlgebra de L(G @D )/Di+1(G) gerada por
izl
D1(G)/D»(G) e G=(g1,...,8m), temos que L,(G) = (g1D2(G),...,guD2(G)) é finitamente

gerada por elementos nos quais todo comutador é ad—nilpotente. Assim, L,(G) satisfaz as
condig¢des do Teorema 3.12 e, portanto, € nilpotente.
Pelo Teorema 3.11, sendo ¢ a classe de nilpoténcia de L,(G), temos que para todo i > 1

vale

G =(p1)---(ps)Di(G) (3.1)

onde p1,...,Ps sdo todos os comutadores simples de peso menor ou igual a ¢ com entradas no
conjunto {gi1,...,&m}-

Se [ > 2 € arbitrario, o nimero de comutadores simples de peso exatamente / com entradas
no conjunto {gy,...,gm} é (m— 1)m'~!. Segue-se que, para todo / > 1, o niimero de comu-
tadores simples com entradas em {g,..., gy} de peso no maximo ! é m+ (m—1)m+ (m —

C

1)m2—|—~-~—|—(m— 1)ml’1 = m'. Isto mostra ques=m".
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Como G é grupo de tor¢ao, podemos considerar k como sendo a maior ordem de um
elemento no conjunto {py,...,ps}. Assim, pela igualdade em (3.1), para todo inteiro positivo i
vale

|G/Di(G)| < k™. (3.2)

Da desigualdade em (3.2), temos que existe iy € N tal que D;,(G) = Dj,+»(G) para todo
natural n e, em particular, temos que Dj,(G) = D« (G).

Como G é residualmente—p, pelo Lema 3.10 temos que D(G) = 1. A desigualdade em
(3.2) e o fato que D;,(G) = Dw(G) implica que |G| < K™, isso é, G é finito. O teorema estd

demonstrado. ]

3.3 Sobre identidades em algebras de Lie graduadas

Sejam G um grupo e L uma algebra de Lie sobre um anel associativo comutativo € unitario
R. Dizemos que G age em L via automorfismos de R—élgebras de Lie se paracada ge Ge
[ € L existe um elemento bem determinado /¥ € L de modo que para todos g,h € G el € L vale
18" = (18)" ¢ a aplicagdo | — ¢ é um homomorfismo de R—algebras de Lie de L. Neste caso,
o conjunto C(G) :={l € L;I8 =1V g € G} é chamado o centralizador de G em L. Note que
Cr(G) é uma R—subdlgebra de Lie de L.

Nesta secdo temos por objetivo provar o seguinte resultado fundamental provado em [1]
por Y.A. Bahturin e M.V. Zaicev.

Teorema 3.16. Sejam F um corpo arbitrdrio e L uma dlgebra de Lie sobre F. Suponha que L
seja agida por um grupo finito soliivel G e que a caracteristica de IF ndo divida a ordem de G.
Nestas condicdes, se a subdlgebra dos pontos fixos Cr(G) satisfaz uma identidade polinomial,

entdo L também satisfaz uma identidade polinomial.

Observamos que satisfazer uma identidade polinomial € uma condi¢do essencial para que
possamos utilizar o Teorema 3.15. O Teorema 3.16 €, portanto, crucial aos nossos objetivos
pois nos fornece uma condicdo suficiente para que uma algebra de Lie satisfaca uma identidade

polinomial.

Definicao 3.17. Sejam S um semigrupo com unidade e R um anel associativo comutativo e
com unidade. Uma algebra A sobre R é chamada S—graduada se para cada elemento g no
semigrupo § existe um R—submddulo de A, denotado por A, de modo que para todos g,h € S
vale AgA, CAgp €

A=Y A,

ges
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Neste caso, para cada g € S, A, € chamado uma componente homogénea de A.

Note que, na defini¢do acima, como S tem unidade, o R—submddulo A € subdlgebra de A.
Sejam S um semigrupo com unidade, R um anel comutativo com unidade e A uma R—algebra
S—graduada. Um elemento arbitrario ndo nulo no R—submddulo Ag, g € S, € chamado um
elemento homogéneo de grau g. NOs dizemos que A tem S—graduacdo finita se existe um
nimero finito de elementos g em S tais que Ag # 0. Assim, A tem graduagio finita se, e
somente se, existe um subconjunto finito A de S tal que sempre que A, # 0 temos que g € H.
Neste tdltimo caso podemos supor sem perda de generalidade que 1 € H. De fato, se 1 ¢ H,
basta-nos considerar H' = HU{1}.

A seguir, damos dois exemplos de dlgebras graduadas.

Exemplo 3.18. Considere S = N o semigrupo aditivo dos inteiros ndo negativos e R um anel
associativo comutativo e com unidade. Sejam s um inteiro positivo e A := R[x|,...,X;s] 0
anel dos polindmios em s varidveis {xj,...,x;} comutativas e associativas sobre R. Entdo,
sabemos que A é uma R—dlgebra. Dado n > 1, dizemos que um mondmio x‘lx‘ ...x% é de grau
nse o +---+0os=n. Sejan € N. Sen=0, entdo pomos A, =0 e, se n # 0, A,, denota
0 R—submédulo de A gerado pelos mondmios de grau n. Ora, se n,m # 0 e f,g sdao dois
mondmios em A de graus n € m, respectivamente, entdo temos que fg € um mondmio de grau
n—+m. Segue-se que A € a soma dos R—submoddulos A, com n € N e para todos n,m € N vale
ApAm C Ayt Isto mostra que A é uma R—algebra N—graduada.

Exemplo 3.19. Sejam S um semigrupo e R um anel associativo comutativo e com unidade.

Para cada g € S n6s consideramos um conjunto enumerdvel Z, := {z3,25,...,2;,...}. Entdo,

considere Z a unido de todos os conjuntos Z, com g € S e R(Z) a R—dlgebra livre ndo associativa
gerada por Z, definida no Capitulo 3. Vamos mostrar que R(Z) admite uma S—graduacio.

Para cada g € S e todo ndmero inteiro positivo i escrevemos |zf| = g. Assim, se w =

81

Z

;'...z" ¢ um mondmio em Z de tamanho n > 1, definimos |[w| = |f![...|<f"| = g1...g, € S.

Entdo, para cada g € S, seja R(Z), = +-(w; wé mondmioem Z e |w| = g).

Desde que a cada monémio em R(Z) foi associado um "peso", temos que

R(Z)=Y R(Z),.

ges

Mais do que isto, se w; e wy sdo dois mondmios em Z, é facil ver que |wiwa| = [wy] - [wa|.
Assim, para quaisquer elementos g e 1 em S vale R(Z)¢R(Z);, € R(Z) 4. Concluimos, assim,
que R(Z) é S—graduada.
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A partir de agora, nesta sec@o, denotaremos por § um semigrupo arbitrario com unidade e
[F um corpo, também, arbitrrio. Ainda, denotaremos por F(Z) a F-dlgebra livre gerada por Z

definida no Exemplo 3.19.

Definigdo 3.20. Sejam A uma F-ilgebra S—graduada e f = f(zf',...,2") € F(Z). Dizemos

TRERE

que o polindmio f € dito uma identidade graduada em A se

f(al,...,an) =0

para todos ay,...,a, €Ataisque a, €A, ,r=1,...,n.

Definicao 3.21. Sejam A e B duas F-dlgebras S—graduadas. Um homomorfismo ¢ : A — B
¢ chamado S—graduado se para cada g € S vale Afgp C B,. Assim, podemos definir para toda

[F-é4lgebra S—graduada A o conjunto
T9(A) = {f € F(Z); f® =0 para todo homomorfismo S—graduado ¢ : F(Z) — A}.

Dada A uma F—ilgebra S—graduada, o préximo lema nos diz que 75(A) é um ideal de F(Z)
e também caracteriza T°(A) como o conjunto das identidades graduadas de A.

Lema 3.22. Seja A uma F—dlgebra S—graduada. Entdo, T*(A) é um ideal de F(Z) e um
elemento f € F(Z) é uma identidade graduada em A se, e somente se, f € T5(A).

Demonstragdo. A primeira afirmagdo sobre TS(A) decorre imediatamente da definicao de

TS(A) e de homomorfismos de dlgebras. Entdo, provamos a segunda afirmacao.

81 &n
ARTRRNY

i ) seja uma identidade graduada em A. Consi-

Suponha, inicialmente, que f = f(z
deremos um homomorfismo S—graduado ¢ de F(Z) em A. Entdo temos que (z‘fr’)“’ € Ag, com
r=1,...,n. Segue que

O =7, (&) =o0.
Portanto, a arbitrariedade da escolha do homomorfismo S—graduado ¢ : F(Z) — A mostra
que f € TS(A).

Reciprocamente, suponha que f = f(z;! an

eyl
7’ Py
S—graduados ¢ : F(Z) — A. Sejam ay,...,a, € A e suponha que a, € A, comr=1,...,n.

) seja anulado por todos os homomorfismos

Definimos a funcdo ¢ : Z — A como segue: para todo r = 1,...,n pomos (z‘fr’)a =a,e
z? = 0 para todos os demais z em Z. Entdo, @ estende-se de modo tinico a um homomorfismo
¢ : F(Z) — A que satisfaz ¢|z = @. Desde que A é S—graduada, pela defini¢do de ¢ temos que
¢ é S—graduado. Segue por hipétese que f? = 0, isso &, f(ay,...,a,) = 0. Da arbitrariedade

daescolhade a, € Ay, r=1,...,n, temos que f € identidade graduada em A. ]
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Suponha agora que H seja um subconjunto finito de S. Entao, para cada inteiro positivo i,
defina

X — ZZ?

g€eH

Definindo X = {x;; i > 1}, podemos considerar F(X) a subdlgebra de F(Z) gerada pelo
conjunto X. Pelo seguinte teorema provado em [17] por A. G. Kurosh, temos que F(X) é

algebra livre.

Teorema 3.23 (A. G. Kurosh). Seja F um corpo e A uma dlgebra ndo associativa livre sobre

IF. Entdo, toda subdlgebra de A é livre ndo associativa sobre F.

Seja n um inteiro positivo fixo. Entao, escrevemos V,, para denotar o subespago de F(X)
gerado por todos os produtos da forma (xo(l) . .xo(n)), sendo considerados todos os possiveis
rearranjamentos de parénteses, onde o varia arbitrariamente no grupo simétrico S,. Ainda, para
cada g = (g1,...,8n), onde g1,...,g, € H, denotamos por V# o subespaco de F(Z) gerado por

todos os produtos da forma

onde novamente estamos considerando todos os possiveis rearranjamentos de parénteses e

varia arbitrariamente no grupo S,. Finalmente, definimos

V,f = @ V.

geH"

Seja A uma F-élgebra S—graduada e suponha que
A=Y A

Ainda, seja T (A) o ideal das identidades polinomiais de A em F (X ), introduzido no Capitulo 2.
Definimos para cadan > 1

S
cn(A) = dim(Vnﬂ—;"(A)> ecS(A) = dim(ﬁ).

S
n

Lema 3.24. Nas condi¢des anteriores vale c,(A) < ¢, (A) para todo n > 1.

Demonstracdo. Seja n > 1 fixado. N&s, inicialmente, afirmamos que V,, C VnS . Como H €
finito, seja H = {hy,...,hs}. Assim, temos que x; = zf-” 4+ %—zf."Y para todo i > 1. Sejam
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1 <i,j < n. Note que

N
h hs h hs hu hv
xixp = (g () = Y z z; (3.3)
u,v=1
Seja o € S, um elemento arbitrdrio e (x(,(l) . .x(,(n)) um produto com ordenamento de parén-
teses arbitrdrio mas fixado. De (3.3), temos que (Xg(1) - -Xg(n)) S€ decompde numa soma de
produtos da forma

com estrutura de paréntesis exatamente igual a sua. Portanto, (xg(1)---Xg(n)) € Vns e, por
definicao de V,,, concluimos que V,, C V,f .

Ainda, mostremos que 7'(A) C T5(A). Seja f € T(A) e suponha, sem perda de generalidade,
que f = f(x1,...,%n). Assim, para todo homomorfismo graduado ¢ : F(Z) — A temos que

f(P - (f(xlu---axm))q):f(x(lpv"'axr?z)
= F(@MOH ) DO+ (d)?) =0,

desde que @|p(x) : F(X) — A € um homomorfismo. Temos pelo Lema 3.22 que f € TS(A).
A arbitrariedade da escolha de f € T(A) mostra, enfim, que T (A) C T5(A).

Ainda, afirmamos que V, NT(A) =V, NT5(A). De fato, seja f € V,NT5(A). Entio,
podemos escrever f = f(x,...,x,) e para cada homomorfismo S—graduado ¢ : F(Z) — A
vale que f? = 0, desde que f € T5(A). Como A é S—graduada e

A=Y Ay

heH
para cada ay,...,a, € A, podemos escrever
N h
— 7]
a;, = Zai ,i=1,...,n
Jj=1

onde a?" €Ay, paratodo j=1,...,s. Definimos uma fungéo ¢ : Z — A como segue: (zf.'j )6 =
a?j comi=1,....nej=1,...,s¢ =0 para todos os demais z € Z. Entlo, ¢ estende-se
de modo unico a um homomorfismo ¢ : F(Z) — A que é, por defini¢ao de @, S—graduado
e portanto f? = f(a}ll1 +e —i—a}l’*‘, d" 4+ +d™) = f(ay,...,a,) = 0. Pela arbitrariedade
da escolha de ay,...,a, € A, temos que f € T(A) e assim V, N TS(A) CV,NT(A). Como

T(A) C T5(A), temos que V, N T (A) C V,NT5(A), isto mostra nossa tiltima afirmaco.
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Das consideracdes acima, concluimos que

V,/VuNT(A) = V,/VuNTS(A) =V,/VoNV,NT5(A)
=V, (VP NT3(A))/(V; NT3(A)) C V3V NT (A).

Disto concluimos que c,(A) < ¢, (A) e o lema estd demonstrado. O

Para que possamos demonstrar o principal resultado provado em [1] por Y.A. Bahturin e
M.V. Zaicev, iremos utilizar o préximo resultado cuja prova por ser muito técnica serd omitida
aqui, mas pode ser encontrada em [1, Lema 4]. No que segue, para qualquer grupo G, G*

denota o conjunto dos elementos ndo triviais de G.

Lema 3.25. Seja A uma dlgebra de Lie sobre o corpo I finitamente graduada por um grupo
G. Suponha que a componente unitdria Ay, que é subdlgebra de A, satisfaz uma identidade

polinomial ndo trivial da forma

X0X1 .. - Xg—1 = Z ac;xoxc,(]) .. .xc(d_l) (3.4)
oe(Sq-1)*

onde cada produto acima é normalizado a esquerda e 0 € F para todo ¢ € (Sd,l)#. Entao,

para todo niimero positivo b e n suficientemente grande, vale

n!

Podemos, entdo, demonstrar o principal teorema obtido em [1] por Y.A. Bahturin e M. V.
Zaicev. A saber, o seguinte resultado.
Teorema 3.26. Seja A = Z Ag uma dlgebra de Lie sobre o corpo I finitamente graduada por

geG
um grupo G. Se a componente homogénea A satisfaz uma identidade ndo trivial como em

(3.4), entdo também A satisfaz uma identidade ndo trivial como em (3.4).

Demonstragdo. Tome b = 1. Pelo Lema 3.25, para n suficientemente grande, temos que
c%(A) < n!.

Segue pelo Lema 3.24 que ¢,(A) < n!. Considerando V o subespago de V,, gerado pelos
produtos normados a esquerda X1 . . . Xg(,), Onde O varia sobre 0 grupo simétrico S, temos
que dim(V') = n!. Por outro lado, desde que

V/VNTA)=V/(VN(V,NT(A))) =ZV+V,NT(A)/(VanNT(A)) CV,/VoaNT(A),
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temos que dim(V /VNT(A)) < n!. Concluimos portanto que VN T(A) # 0 e A satisfaz uma

identidade ndo trivial como em (3.4). O

Antes de provarmos o resultado principal desta se¢ao, precisamos de mais um resultado
sobre automorfismos de dlgebras de Lie.

Teorema 3.27. Sejam [F um corpo e L uma dlgebra de Lie sobre F. Seja ¢ um automorfismo
de L de ordem n e ® uma n—ésima raiz primitiva da unidade. Considere L* = L @ F|[o]
com estrutura de dlgebra de Lie sobre F|®] e permita-nos escrever ¢ = ¢ ® 1. Para cada

i=0,....,n—1, defina'L* = {l € L*;1° = &'l}. Entdo valem as seguintes afirmacées:
(i) Paracadai=0,...,n—1,'L* é um Flw]|-subespagco @—invariante de L*;
(ii) [[L*,/L*] C C HHiltmodn) 1+ hara todos i, j=0,...,n— 1;
(i) H :="L*+ ..+ "=V L* ¢ Flw]-subdlgebra g—invariante de L* e nL* C H;
(iv) Se char(F)tn, H é soma direta dos subespagos i1*i=0,....n—1,eL*=H.
Demonstragdo.

(i) Sejai€ {0,...,n— 1} fixado. Claramente, 0 € ‘L*. Se I, € 'L* e A € F[)], temos que

AL +0)? =Al) + 1 =20'L + @'l = @' (AL +1).

z

Isto mostra que ‘L* é um subespaco de L*. A ¢—invariincia é devida ao fato de ¢ ser

transformacao linear de L*.

(i) Sejam i, j € {0,...,n— 1} fixados. Considere [; € ‘L* e I; € /L*. Temos que

1,1, = 17, 19] = [0'li, 01} = 0™ [1;, 1]

Isto mostra que [1;,1}] € i+j(modn) * ~ A arbitrariedade da escolha de Leil*el i€ I[*ea
deﬁnigﬁo de [iL*,jL*] mostram que [iL*,jL*] C i+j(m0dn)L>|<.

(iii) Sejam hy,hy € H. Entdo, podemos escrever hy = I} +---+1} ey =154+ +12,
onde lf‘ €il* k=1,2ei=0,...,n— 1. Pelo item anterior obtemos que

n—1
[y, ha) = [Zgl Zﬂ] = Z 1,2 €L 4+ = H.

i,j=0
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(iv)

Isto mostra que H é F[w]-subdlgebra de L*. Desde que H é soma de F[w]-subespacos
@—invariantes, concluimos entéo que H é F[w]|-subélgebra @—invariante. Vamos, agora,
mostrar que nL C H.

Seja [ € L* um elemento fixado. Para todo i € {0,...,n— 1} defina

n—1 o
=) o "7,
s=0

Note que para cadai € {0,...,n—1} vale

s=0 s=0

n—1 o ¢ n—1 e n—1 ) e
ll(P — Z w—zsl(p — Z w—lsl(p — Z wtw—zw—zsl(p (35)
s=0

n—1

= @'Y o 0t (3.6)
s=0

Fazendo t = s+ 1 em (3.5), temos que

n—1 n

. . +1 ; ot ;
=0'Y o =o'y 019 = 0l

s=0 =1

Isto é, [; € 'L* para cada i = {0,...,n — 1}. Note que

i=0 i=0
n—1 E
= Z (] + o+ w_25_|_ e w—(n—l)s)l(p .

s=0

n—1 n—1 [ n—1 o n—1 [ n—1 o
Zli — Z (Z w—lslgo> — Z (Z w—lsl(p>
s=0 s=0 \ i=0

Agora, se s # 0, vale que @ ° éraizde 1 +x+--- +x"~1. Portanto, vemos que
n—1
Y li=nl
i=0

Obtemos finalmente que nL* C H.

Suponha que [; € ‘L*, i € {0,....n—1}, e que Iy +--- +1,_; = 0. Assim, para todo
k=0,...,n—1, aplicando (pk na igualdade lp+---+ 1,1 = 0, obtemos as seguintes
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igualdades

+L+ 4l 1=0
lo+ol+-+0" ',_;1 =0
[O+w211+...+w2(”—1)ln_1 =0

lo+a@" 4+ w(”_l)zln,1 =0.

Sejai€{0,...,n—1} fixado e k € {1,...,n}, note que o coeficiente de /; na k—€sima

igualdade ¢é =1, Multiplicando a k—€sima igualdade por o %1 o coeficiente
resultante de /; na nova igualdade serd igual a 1. Por outro lado, se i # j € {1,...,n},
o coeficiente resultante de /; na k—€sima equacio serd oU=Dk=1), Agora, se i # j €

{1,...,n}, temos que @’ " é raizde 1 +x+---+x""! e, portanto

n
IHC

Logo, somando as n equagdes resultantes da multiplicacdo da k—€sima equacao por

o~ =1, vemos que nl; = 0, para todo i = 0,...,n — 1.

Selp+-+lp_1=ay+-+an_i elj,a; €'L*,i=0,...,n—1, temos que que (lp—aop) +

-+ + (Iy—1 —an—1) = 0. Pelas consideragdes anteriores temos que n(l; —a;) = 0 para
todo i =0,...,n— 1. Supondo aditivamente que char(FF) { n, para todo tal i vale [; = a;.
Isto mostra que H é soma direta dos subespacos ‘L* comi=0,...,n— 1. Finalmente,
como char(F) t n, temos que [ = n(n'1) para todo [ € L*. Segue do item (iii) que
L*=nlL*=H.

Estamos, finalmente, em condicdes de demonstrar o principal resultado desta secao.

Demonstragdo do Teorema 3.16. Suponha que [F seja um corpo e L seja uma algebra de Lie
sobre o corpo F. Suponha que o grupo finito soliuvel G aja em L por automorfismos de
algebras de Lie e que char(F) 1 |G|. Suponha, ainda, que a subalgebra dos pontos fixos
C.(G)={l € L; I =1, Vg € G} satisfaz uma identidade polinomial.

Pelo Teorema 2.45, sabemos que toda identidade polinomial tem consequéncia multilinear.

Portanto, podemos assumir que Cz(G) satisfaz uma identidade da forma

= Z OCcXOXG(n”'xc(n)
cES,
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onde paracada o € S, 0 € F. Isso é, C(G) satisfaz uma identidade como em (3.4). Provamos
o resultado por indugdo em |G|.

Suponha inicialmente que |G| = p, p um primo, e seja g um gerador de G. Se F é
algebricamente fechado, desde que char(FF) 1 p, temos que o polindmio x” — 1 possui em
[F exatamente p raizes distintas e, portanto, g ¢ diagonalizdvel. Se ® denota uma p—ésima
raiz primitiva da unidade, entdo 1,0, ..., ®" ~1 §d0 todas as p—Esimas raizes da unidade e
desde que F é algebricamente fechado, temos que F = F|w|. Paratodo i =0,...,p — 1 defina
'L:{l € L;I$ = ®'l}. Pelo Teorema 3.27, temos que

L=0L+...4771, (3.7)

Além disso, a decomposi¢do em (3.7) determina uma G—graduagio finita em L com relagdo a
qual a dlgebra unitdria, no caso 0p = Cr(G), satisfaz uma identidade polinomial como em 3.4.
Pelo Teorema 3.26, temos que L satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial.

Podemos, entdo, supor que [ ndo € algebricamente fechado. Neste caso, considere Fo
fecho algébrico de F e L* = L®F com estrutura de dlgebra de Lie sobre F. Desde que Cr(G)
satisfaz uma identidade multilinear como em (3.4), temos que Cz+(G) satisfaz a identidade
multilinear. Pelo argumento utilizado no caso algebricamente fechado, temos que L* satisfaz
uma identidade polinomial com coeficientes em F. Como F é espago vetorial sobre F, podemos
decompor os coeficientes da identidade satisfeita em L* numa base de F sobre F. Assim, a
[F-dlgebra L* satisfaz uma identidade polinomial com coeficientes em F e 0 mesmo ocorre para
sua subdlgebra L.

Finalmente, podemos supor que |G| ndo € prima. Lembrando que G € solivel, tomemos
H um subgrupo normal préprio de G e consideremos Cy(H) a subdlgebra dos pontos fixos
dos automorfismos induzidos pelos elementos de H. Sendo H um subgrupo normal de G,
para todos g € G e h € H existe i € H tal que gh = h'g. Portanto, se [ € Cp(H), temos que
(1) = 18" = 1"'e = (lh/)g = 1%, Segue-se que Cr(H) é G-invariante e, entdo, agida por G. Como
H estd contido no niicleo da agdo de G em Cr(H), temos que G/H age via automorfismos de
algebras de Lie em C(H). Ora, G/H é grupo solivel com ordem estritamente menor que |G| e
Cc,(1)(G/H) = CL(G) satisfaz identidade como em (3.4). Por hipétese de indugdo obtemos
que Cr(H) satisfaz uma identidade polinomial. Logo, como H € préprio em G e char(F) { |H],
usando uma vez mais inducdo, obtemos que L satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial, o
que completa a demonstracgao.

O



Capitulo 4
Resultados principais

Lembramos que um grupo G € dito ser localmente finito se todo subgrupo finitamente gerado
de G ¢ finito. Note que todo grupo localmente finito G € de tor¢do. O Problema Geral de
Burnside é o seguinte questionamento: E verdade que todo grupo de tor¢do é localmente finito?
Note que grupos de tor¢cao ndo necessariamente possuem expoente finito, podemos considerar
por exemplo o grupo das raizes complexas da unidade. Assim, uma versdo do Problema Geral
de Burnside é a seguinte, conhecida como Problema de Burnside: E verdade que todo grupo de
expoente finito é localmente finito? Ambos os problemas receberam respostas negativas dadas
por E. Golod em [3] e P.S. Novikov e S.I Adian em [21-23].

N. Gupta e S.N. Sidki construiram em [6], para cada primo impar p, um p—grupo infinito
2—gerado que ¢ residualmente finito. Lembramos que um grupo G € dito ser residualmente
finito se todo elemento nao trivial de G possui uma imagem ndo trivial em um grupo finito. Em
particular, um grupo de torcdo residualmente finito ndo necessariamente é localmente finito. E,
portanto, natural desejar descobrir sob quais hipdteses um grupo de tor¢do residualmente finito
€ localmente finito.

Em [8], B. Hartley prova que se G é um grupo de tor¢do possuindo um automorfismo
involutivo ¢ tal que |[Cg(@)| =n < e, entdo G possui um subgrupo normal K tal que [G : K] é
limitado por uma fungdo de n e K’ < Cg(¢). Mais do que isto, G possui um subgrupo normal
nilpotente de indice n—limitado e classe de nilpoténcia no méximo 2.

Em [32], V. P. Shunkov prova que se G € um grupo de tor¢do que possui uma involucao
g cujo centralizador Cg(g) € finito, entdo G é localmente finito. Posteriormente, em [30], P.
Shumyatsky estende o resultado de Shunkov mostrando que todo grupo de tor¢ao residual-
mente finito possuindo um 4—subgrupo cujo centralizador € finito deve ser, necessariamente,

localmente finito.
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Os dois ultimos pardgrafos mostram que um caminho para conclusdo de finitude local em
grupos de tor¢do residualmente finitos € supor condi¢des sobre centralizadores. Nesse sentido,

A. Shalev prova em [28, Teorema 1.1] o seguinte resultado, objeto principal deste trabalho.

Teorema 4.1. Seja G um grupo de tor¢do residualmente finito e sem 2—elementos. Suponha
que Q seja um 2—grupo finito agindo em G de modo que Cg(Q) seja soliivel ou possua expoente

finito. Nestas condicoes, G é localmente finito.

Como um coroldrio imediato do resultado acima, A. Shalev prova em [28, Corolario 1.2] a

seguinte generalizag@o dos resultados anteriormente citados de V.P. Shunkov e P. Shumyatsky.

Corolario 4.2. Seja G um grupo de torcdo residualmente finito. Se G possui um 2—subgrupo
finito Q tal que C;(Q) € finito, entdo G é localmente finito.

Para a prova destes resultados, iremos expor na primeira se¢do deste capitulo nogdes
essenciais sobre grupos localmente finitos.

Na segunda se¢do deste capitulo utilizaremos a série de Jennings—Lazard—Zassenhaus para
demonstrar o Teorema 4.1 no caso em que G é grupo residualmente—(finito nilpotente). Neste
caso, contudo, a suposi¢do de C(Q) ser solivel ou de expoente finito serd trocada por uma
hipétese mais geral. Neste ponto, utilizaremos os resultados de E.I. Zelmanov e Y.U Bahturin e
M.V. Zaicev descritos no Capitulo 3.

Posteriormente, na terceira se¢do do capitulo, utilizando alguns resultados obtidos em [7]
por P. Hall e G. Higman com rela¢do ao p—comprimento de grupos p—soliveis, provaremos
um resultado de A. Shalev, também obtido em [28, Lema 2.5], limitando a altura de Fitting de
grupos finitos soliveis em termo de seus expoentes.

Finalmente, iremos concluir este trabalho na quarta secdo deste capitulo onde iremos
demonstrar ambos o Teorema 4.1 e o Coroldrio 4.2.

4.1 Grupos localmente finitos

Seja G um grupo localmente finito. Afirmamos que todo grupo quociente de G é também
localmente finito. De fato, dado N um subgrupo normal arbitrario de G, suponha que X
seja um conjunto finito de elementos em G/N. Entdo, existem gi,...,g, € G tais que X =
{gIN,...,gN} e, portanto, (X) = (g1,--..,8-)N/N. Desde que G é localmente finito, temos que
(g1,...,8r) éfinito e disto segue que (X) é finito. Como X € G/N foi escolhido arbitrariamente,
temos que G/N é localmente finito.

Por sua vez, sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G tal que ambos N e G/N

sdo localmente finitos. Sejam gi,...,g, € G escolhidos arbitrariamente ¢ H = (g1,...,&;)-
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Desde que G/N ¢é localmente finito e HN /N é subgrupo finitamente gerado de G/N, temos
que H/(HNN) = HN/N é finito. Isso &, [H : HNN] < . Pelo Lema 2.32, temos que H NN
€ subgrupo finitamente gerado de H. Contudo, H NN < N e N € localmente finito. Concluimos
portanto que H NN € finito. Finalmente, [H : HNN| < e e HNN finito mostra que H ¢ finito.

Em suma, acabamos de provar o seguinte resultado.

Lema 4.3. Seja G um grupo. Suponha que existe um subgrupo normal N de G tal que ambos

N e G/N sejam localmente finitos. Nessas condi¢bes, G é localmente finito.

Corolario 4.4. Sejam G e H dois grupos arbitrdrios. Entdo, G X H é localmente finito se, e

somente se, G e H sdo localmente finitos.

Demonstragdo. Se G x H é localmente finito, o fato que G e H sdo isomorfosa Gx 1e 1 x H,
respectivamente, mostra que G e H sdo localmente finitos. Reciprocamente, se G e H sdo
locamente finitos, dado que (Gx H)/(G x 1) = H e G x 1 = G, temos que a finitude local de
G x H ¢ garantida pelo Lema 4.3. []

O seguinte resultado enfraquece a condi¢do do Lema 4.3.

Lema 4.5. Um grupo G é localmente finito se, e somente se, G possui uma série de subgrupos
normais G = Go> G > --- > Gy = 1 da qual todo fator é localmente finito.

Demonstragcdo. Seja G um grupo que possui uma série G = Go> G > --- > G = 1 da qual
todo fator € localmente finito. Verificamos a finitude local de G por inducido em k. Se k = 1,
ndo ha nada a provar. Se k > 1, por hipétese de indugdo, G| € localmente finito. Desde que
G/G, é localmente finito, segue do Lema 4.3 que G ¢é localmente finito.

A reciproca € imediata e o resultado estd demonstrado. O]

4.2 Restricao aos grupos de torcao residualmente—(finito

nilpotente)

Lembramos que um grupo G ¢é dito ser residualmente—(finito nilpotente) se paratodo 1 # g € G
existem um grupo finito nilpotente N e um homomorfismo @ : G — N tal que g? # 1.

Nosso interesse principal nesta sec@o € provar o seguinte resultado estabelecido em [28]
por A. Shalev.

Teorema 4.6 (A. Shalev). Seja G um grupo de tor¢do residualmente—(finito nilpotente) e sem
2—elementos. Suponha que Q seja um 2—grupo finito agindo em G de modo que Cg(Q) satisfagca

uma identidade ndo trivial de grupo. Nestas condicoes, G é localmente finito.
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Dizemos que uma identidade w = 1 ndo trivial de grupo € satisfeita no grupo G se existem
varidveis xp, ..., x, e w=w(xy,...,x,) um elemento ndo trivial do grupo livremente gerado pelo
conjunto X = {xy,...,x,} tal que para todos g1,...,g, € G vale w(gy,...,g,) = 1. Para a prova
do Teorema 4.6 iremos inicialmente fazer algumas consideracdes sobre grupos residualmente—
(finito nilpotente).

Nesta secdo, permita-nos escrever Cy, para denotar a classe dos grupos finitos nilpotentes
e Cp para denotar a classe dos p—grupos finitos, p um primo. Lembramos, entdo, que para
cada classe de grupos finitos C fechada para subgrupos, imagens epimorficas e produtos diretos
finitos e para cada grupo G, 7¢(G) denota a familia dos subgrupos normais N de G tais que
G/N estd na classe C.

Lema 4.7. Seja G um grupo de tor¢do residualmente—(finito nilpotente). Se g,h € G possuem

ordens coprimas entdo g e h comutam.

Demonstragdo. Dado N € 1¢, ,(G), G/N € grupo finito nilpotente. Desde que g e & possuem
ordens coprimas, gN,hN € G/N possuem ordens coprimas. Pelo Teorema 1.22, temos que gN
e hN comutam, isso €, [g, /] € N. Pela arbitrariedade da escolhade N € 1¢,, (G) e o fato de G

ser residualmente—(finito nilpotente), o Teorema 3.1 mostra que [g,h] = 1. [l

O seguinte resultado estabelece que grupos de tor¢do finitamente gerados residualmente—
(finito nilpotente) sdo produtos diretos de p—subgrupos maximais e residualmente—p, p um
primo. Uma vantagem de ter esse resultado € que todas as propriedades mantidas por produtos
diretos e verificadas em grupos de tor¢do residualmente—p sdo diretamente estendidas aos
grupos de tor¢ao finitamente gerados e residualmente—(finito nilpotente).

Lema 4.8. Seja G um grupo de torcdo finitamente gerado e residualmente—(finito nilpotente).
Entdo, G é produto direto de um niimero finito de p—subgrupos maximais que sdo caracteristicos

e residualmente—p, com p primo.

Demonstragdo. Seja p um primo arbitrdrio. Para cada N € 1¢,, (G), G/N € um grupo finito
nilpotente e, pelo Teorema 1.22, possui um tnico p—subgrupo de Sylow, normal em G/N.
Assim, pelo Teorema da Correspondéncia, existe um unico subgrupo normal em G, o qual
denotamos por P(N), que contém N e cuja imagem em G/N é o seu p—subgrupo de Sylow.

Afirmamos que

Ne ‘chﬂ‘ (G)

¢ um p—subgrupo de G contendo todos os p—subgrupos de G.
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Suponha, por absurdo, que K(p) ndo seja um p—grupo. Entdo, existe um elemento 1 #
g € K(p) que ndo é um p—elemento. Desde que G é de tor¢do, g tem ordem finita e podemos
supor que g tem ordem coprima com p. Qualquer que seja N € 1¢ f_n'(G), por defini¢do de
K(p), temos que a imagem de g em G/N é um p—elemento. Assim, desde que a ordem de g é
coprima com p, temos que g € N. Pela arbitrariedade da escolhade N € ¢, (G) e o Teorema
3.1, temos que g = 1, uma contradi¢do. Portanto, K(p) é um p-subgrupo de G, como afirmado.

Suponha, agora, que Q seja um p—subgrupo arbitrario de G. Para cada N € 7¢, (G), temos
que ON/N é um p—subgrupo de G/N. Disto, segue-se que QN < P(N) e Q < P(N). Como
N € 1¢,, (G) foi escolhido arbitrariamente, temos que

o< (] PW)=K(p),

Ne TCfJL (G)

mostrando que K(p) é o maior p—subgrupo de G. Em particular, dado que automorfismos
preservam as ordens dos elementos, temos que K(p) é um subgrupo caracteristico de G.
Do fato que G € residualmente—(finito nilpotente) e pelo Teorema 3.1, vemos que

(1 (K(p)NN)=1. 4.1

NETCf'nA (G)
Por outro lado, se N € 7¢,, (G), temos que K(p)N /N € um p-grupo finito. Isso mostra que
T(K(p)) ={K(p)NN;N € ¢,, (G)} C ¢, (K(p)). (4.2)

Por (4.1), (4.2) e o Teorema 3.1, temos que K(p) é residualmente—p.
Resta-nos mostrar que K(p) é ndo trivial somente para um nimero finito de primos p e que
G é produto direto dos K(p).

Por hipétese, temos que G € finitamente gerado, digamos por ay,...,a,. Desde que G é
de tor¢do, para cada i = 1,...,m podemos considerar 7(a;) = {pi1,..., pir,}» 0 conjunto dos
primos dividindo |a;|. Assim, fixadoi=1,...,m, existem g;; € K(p;j), j=1,...,r;, de modo

que a; = gj1 - .- &ir,- Dadoque G = (ay,...,ap), temosque G = (g;j; i=1,....m, j=1,...,r).
Pelo Lema 4.7, se a,b € G possuem ordens coprimas, temos que |ab| = |a||b|. Obtemos entdo
que K(p) # 1 se, e somente se, p € T :={P11,...,Pirys---sPmls---»Pmry

Seja g € G um elemento arbitrdrio. Pelas consideragdes anteriores podemos tomar primos
P1,---,pr € m, distintos dois a dois, e g; € K(p;), i =1,...,r, de modo que g = g1...2,.
Suponha que para cada i = 1,...,r existe g € K(p;) tais que g =g} ...g,. Dado N € 1¢,, (G),



70 Resultados principais

vale que

gN = (g1...8 )N = (g1N) ... (&N) = (g} .- &N = (g N) ... (&N).

Desde que G/N ¢é finito e nilpotente, pelo Teorema 1.22, G/N ¢é produto direto de seus
subgrupos de Sylow. Segue-se que g;N = giN para todoi=1,...,r,iss0 é, gflgg € N. Assim,
pela arbitrariedade da escolhade N € ¢, (G) e o Teorema 3.1, temos que g; = g; para todo
i=1,...,r

Finalmente, verificamos que todo elemento em G € escrito de modo tinico como um produto
de elementos nos grupos K(p), p um primo. Desde que K(p) # 1 somente para um nimero

finito de primos p, o resultado estd verificado. L]

Sejam G um grupo satisfazendo uma identidade nio trivial de grupo e D,,(G) o n—ésimo
termo da série de Jennings—Lazard—Zassenhaus associada ao primo p introduzida no Capitulo 2,
Defini¢do 2.24. Do fato que G satisfaz uma identidade ndo trivial de grupo € natural conjecturar

que alguma consequéncia seja obtida na IF,—dlgebra de Lie L(G @D )/Dyp+1(G) a
n>1
partir da identidade ndo trivial satisfeita em G. Isto € estabelecido no que segue. Antes disto,

generalizamos a defini¢do de identidade de grupo.

Definicao 4.9. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e ay,...,a, € G. Dizemos que uma
identidade nao trivial w € satisfeita nas classes a1 H,...,a,H se existe um elemento nao trivial
w=w(xy,...,X,) no grupo livremente gerado pelo conjunto X = {xy,...,x,} tal que para todos

hi,...,h, € Hvale w(ajhy,...,ayh,) = 1.

Note que se um grupo G satisfaz uma identidade ndo trivial de grupo, entdo tal identidade
serd satisfeita nas classes a;G,...,a,G para todos ay,...,a, € G. Assim, o seguinte resultado,
provado em [35, Teorema 1] por J.S. Wilson e E.I. Zelmanov, mostra que se G € um grupo
satisfazendo uma identidade ndo trivial de grupo, a IF,—édlgebra de Lie associada a série de

Jennings—Lazard—Zassenhaus de G satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial.

Teorema 4.10 (Wilson—Zelmanov). Sejam G um grupo e H um subgrupo de G de indice finito.
Sejam ay,...,a, € G e suponha que uma identidade ndo trivial w = w(xy,...,x,) € satisfeita
nas classes a\H, ... ,a,H. Entdo, para cada primo p, a F,—dlgebra de Lie L,(G) associada a

série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de G satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial.

Demonstracdo. Para cada grupo Q, deixe-nos denotar por §(g) o grau de ¢ € Q com relagdo a
série de Jennings—Lazard—Zassenhaus associada ao primo p. Isto é, §(q) = se g € D(Q) €
se ¢ ¢ D(Q), 6(q) é o inteiro positivo i tal que g € D;(Q) \ Di+1(0Q).



4.2 Restricdo aos grupos de tor¢ao residualmente—(finito nilpotente) 71

Sejam F o grupo livremente gerado por xi,...,x, € p um primo fixado. Pelo Lema 3.7
temos que F' é residualmente—p. Por outro lado, pelo Lema 3.10 temos que Do (F) = 1. Assim,
0(w) = m < oo. Podemos supor m > 1 e, trocando w por [w, x;], se necessdrio, podemos supor
que m € coprimo com p. Assim, se j,k s@o inteiros ndo negativos tais que j pk = m, temos que
Jj=mek=0. A defini¢do de D,,(F) mostra que D,,(F) = ¥u(F)Dy,+1(F). Por outro lado,
Ym+1(F) < Dyi1(F). Segue-se que existem r > 1, oy, ..., a, comutadores simples de peso

exatamente m com entradas em xq,...,x, € 1 <ky,...,k, < p tais que
w= Oﬂfl ook

onde w' tem grau pelo menos m + 1.

Paracadai=1,...,n seja d; o nimero de ocorréncias da varidvel x; em ¢¢;. Dado que o é
n
comutador simples de peso m com entradas em xi,...,X,, ttmos que m = Z d;.
i=1
Dadas novas variaveis zi, . ..,zm, seja ¥ = {xy,...,X,,21,...,2m} € F1 0 grupo livremente

gerado pelo conjunto Y. Em Fj, considere o elemento

w1 = W(X]Zl o Zd s X22dy +1 -+ - Zdy+dy s - -+ - s Xnld +dy+++dy+1 - ~Zm)'

Entdo, wy tem grau m com relagdo a série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de F; e podemos

escrever

w1 = Bl e 'Bq 4.3)

onde cada f3; é comutador de peso no minimo m com entradas em Y. Por defini¢cdo de w e o
fato de que comutadores de peso m sdo lineares em suas entradas médulo o grupo gerado pelos
comutadores de peso m+ 1, numa escrita como acima para wi, pelo menos algum f; tem peso
exatamente m e contém cada uma das variaveis zy,. .., 2.

Sabemos que em qualquer grupo A vale a igualdade ab = bala, b]. Utilizando isto, em (4.3)
podemos levar a esquerda, na ordem em que aparecem, todos os comutadores f3; ndo contendo a
variavel z;, pagando-se um preco de acrescentar novos comutadores, até mais complexos, mas
todos os acrescentados contendo a varidvel z;. Entdo, no produto de comutadores contendo z; ,
levamos a esquerda, na ordem em que aparecem, os comutadores ndo contendo z;. Fazendo
isto ordenadamente de 1 até m, escrevemos w| = O} ... 0;, 0,41 Onde, paracadai=1,...,m,
0; € um produto de comutadores ndo contendo a varidvel z; mas contendo a varidvel z; para
todo j < i, € 0,41 € um produto de comutadores cada um dos quais contendo todas as varidveis

Zly--+sZm-
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Sejam hy,...,h, € H. Entao, desde que a lei w = 1 € satisfeita nas classes a1H,...,a,H,
temos que
wi(ai,...,an,hi,... . hy) =w(aih --~hd17--~aanh(d1+.~-+dn,1+1)---hm) =1.
Defina, paracadai=2,...,m+1, w; = ;... 0,11 € suponha que dado 1 < i < m vale

wi(ay,...,an,hy,. .., hy) =1, paratodo hy,...,h, € H.

Desde que w; 1 € produto de comutadores envolvendo a varidvel z;, tomando hy,...,h, € H

com a unica condi¢do que h; = 1, obtemos que
G,'(Cll,...,an,hl,...,l,...,hm) = 17

isto porque w; = ojw;1 e wiri(ay,...,an, hi,...,1,..., hy) = 1. Por outro lado, o; é produto

de comutadores nio envolvendo a varidvel z; e por isso para cada Ay, ..., h, € H temos que
G,-(al,...,an,hl,...,hm) =1.
Finalmente, concluimos que
wi(al,...,an,hl,...,hm) =1= W,‘+1(a1,...,an,hl,...,hm>.
Por indugdo, vemos que para cada Ay, ..., h,, € H vale
Wm+1(a1,...,an,hl,...,hm) =1.

Por definicao, w41 = 0,41 € produto de comutadores de peso maior ou igual a m nos quais
aparecem todas as varidveis z,...,z;,. Portanto, como Fj € livremente gerado por Y e pelo
Lema 1.20, n6s podemos escrever wy,+1 = uv onde u € um produto de comutadores simples
de peso exatamente m com entradas em zy,...,z, € v é produto de comutadores de peso pelo
menos m + 1 contendo cada uma das varidveis zy,...,Z, €, possivelmente, alguma varidvel x;,
1 <i< n. Entdo, u # 1 e para cada hy,...,h, € H vale

u(hy,....hy) =v(ay,...,apn,h,... . hy) "L (4.4)

Seja D; = D;(G) o i—€simo termo da série de Jennnings—Lazard—Zassenhaus de G associada
ao primo p. Para cada g € G lembramos que 0(g) denota o grau de g com relag@o e esta série.
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Pela igualdade em (4.4), temos que para cada hy,...,h, € H vale
S(u(hy,....hw)) = 14Y 6(hy). (4.5)

Por outro lado, sejam &y, ..., k, € G e suponha que possamos escrever k; = h;c; onde §(c;) >
1+ 0(k;) paracadai=1,...,m. Desde que u é um produto de comutadores de peso exatamente
m com entradas no conjunto zi,...,Z;, podemos escrever u(klcl_l e ,kmc,,_11) na forma g g»
onde g1, g2 € G, g1 € um produto de comutadores de peso m com entradas no conjunto ki, ...,k
e g2 ¢ um produto de comutadores de peso maior ou igual a m, os comutadores de peso m

contendo pelo menos um dos elementos c;. Assim, temos que
m
8(g2) 21+ Y 8(k). (4.6)
i=1
Por outro lado, kic; ' € H paracadai=1,...,m. Segue de (4.5) que
m m
S(ulkicy ', kmey')) = 14 Y. 8(kic; ) =1+Y 8(k;) 4.7)
i=1 i=1

pois para todos a,b € G vale 6(ab) = min{6(a),d(b)}. Das desigualdades em (4.6) e (4.7),
temos que

S(ulky,... ky)) > 1+Z§(k,~).

Agora, desde que [G : H] < o, a série G > HD, > HD3 > ... > HD, > ... deve estaci-
onar, isso &€, existe um inteiro positivo ¢ tal que para todo [ > ¢ vale D, < HD[ Sejam
8lls---1&lts---+,&mls---,&mt €lementos arbitrarios de G e, paracada i =1,...,m, defina k; =
gi1,--,&i). Desde que {D;;i > 1} é uma N,—série, temos que

ki = [gil,...,gi[] € [D5(g“)7...,D5(git)} SDer:la(gij),i: 1,...,m.

t
Isso é, d(k Z (gij), i=1,...,m. Por outro lado, para cada i = 1,...,m vale que

git1,---,8it] € Dy S HD; paratodo [ > t. Segue-se que

S(u([grts-s8uls- - [gmis e &me)) = 1+ Y 8(ki) =14 8(gi))- (4.8)
i=1

L,j
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Finalmente, escreva u = [z3,,...,24,] - - [Zu- - -, 2u,) € considere o elemento correspondente

f1<Z17"'aZm) = [ZAI,---,ZAm]+"'+[Zu,,--.,2ym]

na dlgebra de Lie sobre IF, livremente gerada por z1,...,2,. Entdo, escolhendo novas varidveis

X11ye-eyXltye--yXmls--->Xmt, podemos considerar o elemento

f:fl([xlla"'axlt]a"'a[xmla"‘axmt])

na F—édlgebra de Lie livremente gerada por {xi1,..., Xy }. Paracadai=1,...,me j=1,...,t,
seja g;j um elemento arbitrario de G. Entdo, se g;; denota a imagem de g;; em Ds(g,) / Ds(g;)+1
de (4.8) segue que:

f(glh""glt""7§ml7"'7§mt) = fl([gll""vglz]""7[gmla"wgmt])

= u([g117~"7g1t]7"'7[gm17"' ’gml])D1+Zi,j5(gij)
= 0.

Isto mostra que f =0 em L,(G) e, portanto, L,(G) satisfaz uma identidade polinomial. ~ []

Note que na prova do Teorema 4.10, a tnica propriedade utilizada da série de Jennings—
Lazard—Zassenhaus do grupo G associada ao primo p € que para todos inteiros positivos n e
m vale [D,(G),Dy;(G)] < Dyptm(G). Contudo, tal propriedade é também vélida em qualquer
N,—série de G e portanto o resultado € obtido para qualquer N,—série de G.

Podemos, entdo, provar o Teorema 4.6.

Demonstragdo do Teorema 4.6. Seja G um grupo de tor¢ao residualmente—(finito nilpotente),
sem 2—elementos, agido por um 2—grupo finito Q. Suponha que Cs(Q) satisfaga uma identidade
ndo trivial de grupo. Nessas condi¢des, vamos mostrar que G € localmente finito.

Seja X = {x1,...,x,} € G um conjunto fixado. Desde que Q é finito, temos que X< :=
{x45i=1,...,ne q € Q} é um conjunto finito e (X) < (X9). Por outro lado, vemos que (X2) é
um subgrupo Q-invariante de G e Cix0y(Q) < Cg(Q). Estas condi¢des mostram que podemos
assumir, sem perda de generalidade, que G € finitamente gerado.

Adicionalmente, se G € finitamente gerado, o Lema 4.8 mostra que G é produto direto
de p—subgrupos maximais caracteristicos e residualmente—p, p # 2 desde que G nao possui
2—elementos.

Das consideracdes anteriores e pelo Corolario 4.4 temos que o Teorema 4.6 estard demons-

trado se o verificarmos no caso particular em que G é residualmente—p, p # 2.
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Seja, entdo, G um grupo de tor¢do residualmente—p, p # 2, agido por um 2—grupo finito Q
de modo que Cg(Q) satisfaz uma identidade ndo trivial de grupo. Assuma que G é finitamente
gerado e vamos mostrar que G € finito.

Seja D; = D;(G) o i—€ésimo termo da série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de G, associada
ao primo p. Entdo, sabemos que

L(G) =@ Di/Dis
i>1

tem estrutura de algebra de Lie sobre o corpo F,.

Como cada subgrupo D; é caracteristico em G, temos que Q age via automorfismos em cada
D; e, pelo mesmo motivo, Q age via automorfismos em cada fator D;/D;. ;. Observando cada
fator anterior como espago vetorial sobre o corpo IF,,, vemos que Q age em cada fator D;/D;
via automorfismos lineares. Segue-se que a acdo de Q em G induz uma a¢do via automorfismos
lineares de Q no espago vetorial L(G). Por defini¢do de [-,-] em L(G), temos que a a¢do de Q
em G induz uma agdo via automorfismos de dlgebras de Lie de Q em L(G).

Seja [ € Cp)(Q)- Entlo, existem r € N* e [; € D/ D tais que [ = Zr: I; e vale, para todo

i=1
q € Q, que

lq:(ili)q:iliq:l:ili.

i=1 i=1 i=1

Assim, temos que

Cr6)(Q) =P Cp,p,,, (Q)-

i>1

Ora, desde que Q é 2—grupo finito e D;/D; | é grupo de tor¢éo sem 2 tor¢do, vale pelo Teorema
1.12 que

Cp,/p;.,(Q) = Cp,(Q)Diy1/Dit1 = (C6(Q) NDi)Dit1/Diy1-

Assim, temos que

Cr(6)(Q) = B Cp./p,., (Q) = B (Cc(Q)ND;)Dj11/Djy1.

i>1 i>1

Por outro lado, temos que {C;(Q) ND;;i > 1} define uma N,—série de Cg(Q). Como Cp(G)
satisfaz uma identidade nao trivial de grupo, pelo Teorema 4.10, temos que
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P(Cs(Q)NDi)/(Ca(Q)NDiy1) = @(Ce(Q)NDi)/(C6(Q)ND;i) N Diyy

i>1 i>1
B((C6(Q) NDi)Djt1 /Dy
i>1

= Cre)(Q)

124

satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial. Desde que p = char(F,) 1 |Q| e Q é grupo finito
solivel, temos pelo Teorema 3.16, que L(G) é uma dlgebra de Lie satisfazendo uma identidade
polinomial néo trivial. Portanto, a subdlgebra L, (G) satisfaz uma identidade polinomial.

Em resumo, G ¢ grupo de tor¢do finitamente gerado, residualmente—p, e L,(G) satisfaz
uma identidade polinomial. Segue do Teorema 3.15 que G ¢ finito. Isso conclui a prova do
resultado. []

4.3 Limite na altura de Fitting em funcao do expoente

Nesta se¢do, nos dispomos a provar um resultado de A. Shalev [28, Lema 2.5] limitando a
altura de Fitting de grupos finitos soldveis em termos de seus expoentes. Neste propdsito,
fazemos algumas consideracdes e provamos alguns resultados preliminares.

Em [7], P. Hall e G. Higman estabeleceram um limite ao p—comprimento de grupos finitos
p-soliveis em termos do expoente de um subgrupo de Sylow. Nés iremos provar este resultado

nas paginas seguintes. Antes precisamos da seguinte definicdo.

Definicao 4.11. Seja p um primo. Se existe um inteiro ndo negativo m tal que p = 22" 11,
entdo p € chamado um primo de Fermat (em homenagem a Pierre de Fermat). Por outro lado,
se existe um inteiro positivo n tal que p = 2" — 1, entdo dizemos que p é um primo de Mersenne

(em homenagem a Marin Mersenne).

Os seguintes dois resultados sao alguns dos principais resultados provados em [7] por P.
Hall e G. Higman. Suas provas podem ser encontradas, por exemplo, em [12, pag. 426, ,

Teorema 2.9] e [12, pag. 440, Teorema 3.9], respectivamente.

Teorema 4.12 (Teorema B de Hall-Higman). Seja K um corpo de caracteristica positiva p e
V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo K. Seja G um grupo finito p—soliivel de
automorfismos lineares de V tal que O,(G) = 1. Se g é um elemento de G de ordem p", entio
o polinémio minimal de g é (t — 1)" onde r < p". Se r < p", existem inteiros no < n para os
quais p"™ — 1 é poténcia de um primo q e os g—subgrupos de Sylow de G sdo ndo-abelianos.

Mais do que isto, se ng é o menor tal inteiro, entdo r > p" " (p"0 —1).
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Lembramos que para cada grupo finito G e primo p, O,(G) denota a intersec¢io de todos
os p—subgrupos de Sylow de G.

Teorema 4.13. Seja K um corpo de caracteristica positiva p e V um espaco vetorial de
dimensdo finita sobre o corpo K. Seja G um grupo finito p—soliivel de automorfismos lineares
de 'V e suponha que O,(G) = 1. Suponha que g e h sejam elementos de um p—subgrupo de
Sylow de G tais que gpw1 e W' ndo comutam. Entdo, ou (g—1)P" 1 £0ou (h—1)P""1 £0.

Na intenc¢do de utilizar os Teoremas 4.12 e 4.13 no estudo de p—comprimento de grupos
finitos p—soldveis, se faz conveniente estudar solugdes da equagdo p* = qb + 1, onde p e g s@o

nimeros primos € a e b sao inteiros positivos. Isto é feito no proximo resultado.

Lema 4.14. ([12, pdg. 424, Lema 2.7]) Sejam p,q niimeros primos e a,b inteiros positivos.

Suponha que p* = qb + 1. Entdo, vale uma das seguintes:
(i) p=2,b=1,aéprimoeq=2%—1¢éum primo de Mersenne;

(ii) g=2,a=1,b=2"ep= 22" 11 é um primo de Fermat;

(iii) p*=9e ¢’ =38.
Demonstragdo. Claramente, p =2 ou g = 2.

Se p =2, entdo a > 1. Se b = 2c, entdo ¢* — 1 =24 —2 =2(2*"! —1) # 0(mod4). Por

outro lado, desde que g € impar, temos que qzc — 1 é maltiplo de 4, uma contradi¢do. Vemos,
portanto, que b é impar. Se b > 1, considere f(x) = X724 1 no anel Fy [x]. Como

g é impar, temos que f(7) = 1 =g. Desde que 2 = (¢ + 1)(¢" ' —¢*2+--- + 1), vemos que
g+ 1 =29 para algum inteiro d e temos o seguinte absurdo:

2074 — b=l _gb=2 1. 41 = 1(mod2).

Entdo, temos que » = 1. Finalmente, se a = ef e vale que e e f sdo maiores que 1, entdo
g=2"—1=2—1=02°=1)(2V=D 4 2¢U=2) 4 ... 4 1), um absurdo desde que g é primo.
Concluimos, portanto, que a é nimero primo e que estamos no caso (i).

Supomos, entdo, que ¢ = 2. Desse modo p“ = 20 41.

Se a > 1 escrevemos
2 =p'—1=(p-1)(P* " +p P+ +p+1).

Disto obtemos que p— 1 =2¢¢ p*~ ! + P i1 =2 para algum c. Considerando
o polindmio f(x) =x* 1 +x24+... 41 em F,[x], temos que f(7) = a. Das consideracdes
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anteriores vemos que a = pb—c = 0(mod2), isso é, a é nimero par. Escrevendo a = 2d, temos
que 2> = p?*—1=(p?—1)(p? +1). Segue-se que p? +1 =2¢e¢ p? — 1 =2/ para convenientes
e e f. Claramente f = 1, e = 2 e por isso obtemos pd =3,iss0é, p*=9e 20 =8, ou seja,
estamos no caso (iif).

Finalmente, sea =1, p = 2P 11 e resta-nos mostrar que b =2". Se b =2°d, d um impar,
temos que

p:226d—|—1 _ (22"+1)<2(d—1)2"_..._|_1),

Por isso vemos que b = 2¢ ¢ p = 2> + 1 é primo de Fermat, como indicado no item (ii).

A demonstracdo estd completa. [

Sejam G um grupo finito e p um primo fixados. Denote por pe"(G) o expoente de um
p-subgrupo de Sylow P de G. Dado que subgrupos de Sylow em grupos finitos sdo conjugados,
logo isomorfos, temos que e,(G) independe da escolha de P € S,,(G), onde S,(G) denota o
conjunto dos p—subgrupos de Sylow de G. Mais do que isto, ¢,(G) é um invariante numérico
no sentido que se G € isomorfo ao grupo G, entdo e,(G’) = ¢,(G). Em tempo, € fécil ver que
se H < G e N <G, entdo ambos e,(H) e e,(G/N) sdo menores ou iguais a e,(G).

Definicdo 4.15. Sejam G um grupo finito € p um ndmero primo. Seja P um p—subgrupo de
Sylow de G. Lembramos que, por definicao, P = 1 se p nado divide a ordem de G. Para cada
n >0 defina Wy, (P) := (x”" ;x € P) e para cada n > 1 defina

1,2"";x,y,z € P).

|
—
i

<
5

Hon—1(P):

Assim, temos a seguinte cadeia de subgrupos de P

P=po(P) > m(P) = ua(P) = -+ = i(P) = -+

(©)

Como Wy, ,(G)(P) = (x” ™. x € P) = 1, a cadeia acima sempre alcanca o grupo trivial em G.

No caso particular em que p divide a ordem de G, note que Ly, (G)-1) (P) # 1, entdo, o menor
ntimero m tal que W, (P) = 1 é 2¢,(G) — 1 ou 2¢,(G). Em qualquer caso, denotando por ¢,,(G)

0 menor inteiro ndo negativo m tal que W, (P) = 1, temos que

er(6) = |2

*

onde “|-]” denota a fungdo maior inteiro. Note que e),

(G) é também um invariante numérico

pois subgrupos de Sylow de G sdo conjugados.
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Teorema 4.16. ([12, pdg. 405, Lema 4.2]) Seja G um grupo finito p—soliivel tal que p divide a

ordem de G. Entdo, vale:
(i) ep(G/Oy ,(G)) < ep(G) — 1 se vale uma das seguintes condigoes:

(a) p éimpar e ndo é primo de Fermat;

(b) p é primo de Fermat e os 2—subgrupos de Sylow de G sdo abelianos;

(c) p=2eosq-subgrupos de Sylow de G sdo abelianos para todos primo de Mersenne
q.

(ii) Se p > 3, entdo e,(G/Oy ,(G)) < €,(G) — 1.

Demonstragdo. Seja P um subgrupo de Sylow de G e escreva

A/Op’(G) = q’(Op’-,p(G)/Op/(G»-

Desse modo, sabemos que V = O,y ,(G)/A pode ser visto como espago vetorial sobre IF,,. Con-
siderando a agdo natural de G em V, pelo Teorema 1.40 o niicleo da a¢do é C5(O,y ,(G)/A) =
O, »(G) e, por isso, temos que G/0,y ,(G) é isomorfo a um grupo de automorfismos lineares
de V e, como sabemos, 0,(G/O, ,(G)) = 1. Seja p : G — Autg,(V) o homomorfismo
determinado pela agdo de Gem V. Sey € PNO,y ,(G),x€Pe

(A)(p(x) = P # 1,

afirmamos que x” # 1 ou (xy)”" # 1. Inicialmente, dado que F » € um corpo de caracteristica
L .

p.em F,[X] temos que (x —1)” = Z (p> (—1)'xP7" = xP — 1. Por indugdo em n obtemos que
i=0 \!

(x—1)”" = x"" — 1 para todo n > 1. Por outro lado, (x — 1)”" = (x—1)?"~!(x—1) e, portanto,

(x— 1)””_1 =1+4x+-+x71 para todo n > 1. Pelo item (ii) do Teorema 1.41, temos que

X )P A= (A 1+ p(x) + -+ p@)P ) = (A) (p(x) — 1) £ 1L
Ainda,sey € PNOy ,(G),xEPe

(A)(p(x) = 1?1 #£1,
entdo [(xy)”",x”"] # 1. De fato, se v = (yA)(p(x) — 1)”"~!, pelo item (ii) do Teorema 1.41
temos que

7 1 '

v= (A (144 p () ) =x 7 (1) A,
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Segue pelo item (i) do Teorema 1.41 que

LA (p() — D7 = () — 1) = [ 7 () 24 = ()" A

Para a prova do item (i) do Teorema 4.16, seja n = e,(G/0,s ,(G)). Desde que P é um
p-subgrupo de Sylow de G, vemos que PO,y ,(G)/O, ,(G) é um p—subgrupo de Sylow de
G/0, ,(G) e existe x € P de modo que [xO,y ,(G)| = p" = |p(x)|.

Afirmamos que ndo existe inteiro positivo ng tal que p"™ — 1 seja poténcia de um primo g e
os g—subgrupos de Sylow de G sejam nao—abelianos. De fato, se existem inteiros positivos ng, b

e um primo q tal que p"™ —1 = qb , entdo pelo Lema 4.14, temos que valem uma das seguintes
(@) p=2,b=1,npéprimo de g =2" — 1 é primo de Mersenne;
b) g=2,np=1,b=2"ep= 22" 416 primo de Fermat;
() pPP=9eq”=8.

As condi¢des do teorema, portanto, verificam nossa afirmagao. Pelo Teorema 4.12, o polindmio
minimal de p(x) é (t —1)”". Desde que Oy »,(G) 4G, temos que PN O,y ,(G) é p-subgrupo
de Sylow de O,y ,(G) e consequentemente (PN O,y ,(G))A/A é o p—subgrupo de Sylow de
Oy »(G)/A. Ora, desde que O,y ,(G)/A é um p—grupo, (PN O,y ,(G))A/A = Oy ,(G)/A,
isso, ¢ (PN O,y ,(G))A = O, ,(G). Deste modo, existe y € PN O,y ,(G) tal que

GA)(P(x) )P £ 1.

Pelas nossas consideragdes iniciais, vemos que x” # 1 ou (xy)?" # 1. Isso é, ep(G) > n, 0 que
conclui a prova do item (i).

Para a prova do item (ii), suponha que p > 3. Vamos mostrar que ¢,(G/0, ,(G)) <
e,(G)— 1.

Suponha inicialmente que e,(G/0, ,(G)) = 2n. Desde que p divide a ordem de G, temos
que e,(G) > 1 e ento €,,(G) > 1. O resultado segue se 2n = 0. N6s podemos, ento, supor que
2n > 0. Sabemos que PO, ,(G)/O,y ,(G) é p—subgrupo de Sylow de G/O, ,(G). Logo, desde
que ton—1(G/0y ,(G)) # 1, existem x1,x; € P tais que [x’fnil,xgnil]Op@p(G) # 1. Portanto,
p(x1)"" e p(x2)”" ndo comutam. Pelo Teorema 4.13, temos que (p(x1) — 17"~ £ 0 ou
que (p(x2) —1)7" =1 £ 0. Escreva x para o elemento satisfazendo a diferenca anterior. Entdo,

desde que O ,(G) = (PN O,y ,(G))A, existe y € PN O,y ,(G) tal que

(A)(p(x) =171 0.
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Pelas consideragdes iniciais, vemos que x” £ 1 ou (xy)”" # 1. Isso é, ta,(P) # 1 e e,(G) >2n.
Finalmente, podemos supor que e,(G/O,y ,(G)) =2n+ 1. Neste caso, ¢,(G/0, ,(G)) =n+1
e existe x € P tal que [xO,y ,(G)| = |p(x)| = p""L. Pelo Teorema 4.12, o polindmio minimal
n+1 n

P— p .
Como p > 3, mostra-se por indug¢do que p™ > 3p™ ! para todo inteiro positivo m. Entdo,

de p(x)é (r— l)pr com r < p"“. Mas, mais do que isto, vale r > p

temos que r > p" ! — p" > 2p" > 2p" — 1. Por isso, existe y € PN O, ,(G) tal que
pp

(A) (p(x) = 1) # 1.

Pelas consideragdes iniciais, vemos que [(xy)p",x”"] # 1. Isso mostra que pa,4 1 (P) # 1 e por
isso €,(G) > 2n+1=¢,(G/0y ,(G)). O

Teorema 4.17. ([12, pdg. 451, Teorema 4.3]) Suponha que G seja um grupo finito p—solivel,

(G)

p um primo. Sejam I, = 1,(G) o p—comprimento de G e p°?'\”’ o expoente de um p—subgrupo

de Sylow de G. Entdo, valem as seguintes.
(i) 1, < ep(G) se for satisfeita uma das seguintes condigdes:

(a) p é impar e ndo é primo de Fermat;
(b) p é primo de Fermat e os 2—subgrupos de Sylow de G sdo abelianos;

(c) p=2eosqg—subgrupos de Sylow de G sdo abelianos para todos primo de Mersenne
q.

(ii) Se p é primo de Fermat, entdo [, < 2e,(G).

Demonstragdo. Fagamos nossa prova de (i) por indugdo em I,. Se [, < 1, nada temos a
fazer. Se I, > 1, o p—comprimento de G = G/O, ,(G) é I, — 1. Por indugdo, temos que
I, — 1 < e,(G). Por outro lado, pelas condigdes (a) — (c) e o Teorema 4.16, temos que
ep(G) < ep(G) — 1. Logo, temos que I, < e,(G) e (i) estd verificado.

Para a prova de (ii), usamos indugéo em [, para verificar que [, < e),(G). Se [, < 1, nada
temos a fazer. Se [, > 1, entdo por indugdo temos que [, — 1 < €,(G/0y ,(G)) < €,(G) — 1,
isso é, 1, < e;';(G). Nossa afirmagéo estd verificada. Finalmente, temos que [, < e;‘,(G) <
2e,(G). 0

Note que o Teorema 4.17 ndo estabelece um limite no 2—comprimento de um grupo finito
2-soludvel arbitrario. Este resultado foi estabelecido em [5] por F. Gross no caso particular de
grupos soluveis. Em [5], F. Gross mostra que o 2—comprimento de um grupo finito soluvel
G de ordem par é no maximo 2e;(G) — 1. Deste modo, pelo Teorema 4.17, para cada grupo

finito solivel G e primo p vale que ,(G) < 2¢,(G). Em outras palavras, o p—comprimento
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de um grupo finito solivel G € limitado superiormente por uma funcao do expoente de um
p—subgrupo de Sylow de G.

Podemos, portanto, demonstrar o principal resultado desta secdo. No que segue, lembramos
que para cada grupo finito solivel G, F(G) denota o subgrupo de Fitting de G e h(G) denota a
altura de Fitting de G.

Teorema 4.18 (A. Shalev). A altura de Fitting de um grupo finito soliivel de expoente n =

p{'...ps é limitada superiormente por uma fungdo de n.

Demonstragdo. Seja G um grupo finito soluvel e defina

b(G) =[] 1(G)+1).

peP

Vamos mostrar por indugio em |G| que
h(G) < b(G). (4.9)

Note que tal desigualdade j4 vale na classe dos grupos finitos nilpotentes.

Suponha que |G| > 1 e h(Q) < b(Q) para todo grupo finito solivel Q com |Q| < |G].
Suponha inicialmente que G possui dois subgrupos normais minimais distintos H e K. Entao,
HNK =1e G éisomorfo a um subgrupo do grupo (G/H) x (G/K). Pelos Lemas 1.34 ¢ 1.35,

vemos que
h(G) < h((G/H) x (G/K)) = max{h(G/H),h(G/K)}. (4.10)
Por outro lado, por hipétese de inducdo temos que
max{h(G/H),h(G/K)} < max{b(G/H),b(G/K)}. (4.11)

Pelo Lema 1.38, temos que b(G/H),b(G/K) < b(G). Segue-se que h(G) < b(G).

Podemos, portanto, assumir que G possui um tnico subgrupo normal minimal. Neste caso,
desde que G € soluvel, pelo Lema 1.31, tal subgrupo é um p—grupo abeliano elementar para
algum primo p e, mais do que isto, O,(G) = 1 para cada primo g diferente de p. Deste modo,
temos que O (G) =1 e Oy ,(G) = 0,(G) = F(G). Desde que F(G) # 1, por hipétese de
inducdo, temos que h(G/F(G)) < b(G/F(G)), isso é,

h(G/F(G)) < [[(14(G/F(G))+1). (4.12)
qelP
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Desde que p divide a ordem de G e F(G) = O, ,(G), temos que [,(G/F(G)) = [,(G) — 1.
Segue-se que

[1(G/F(G))+1) < []lg(G)+1) =b(G). (4.13)
qeP qeP
Finalmente pelo Lema 1.36 temos que h(G) = h(G/F(G)) + 1. Segue das desigualdades
em (4.12) e (4.13) que h(G) = h(G/F(G))+1 < b(G/F(G)) < b(G). Nossa afirmagao estd
verificada.

Se G € um grupo finito solivel, verificamos que

h(G) < [](1,(G)+1).

peP

Assim, pelo Teorema 4.17 e o comentario antes do Teorema 4.18, temos que

h(G) < [T (G)+1) < [](2¢,(G) +1). (4.14)
peP peP

Finalmente desde que, para cada grupo finito G, o expoente de G € o produto dos expoentes de
seus subgrupos de Sylow, (4.14) mostra que a altura de Fitting de um grupo finito solivel de

expoente n € limitada superiormente por uma funcao de n. [

4.4 O Teorema Principal de A. Shalev

Na secdo final deste trabalho temos como objetivo demonstrar o Teorema 4.1, obtido em [28,
Teorema 1.1] por A. Shalev, que diz o seguinte: se um grupo de tor¢ao residualmente—finito
G, sem 2—elementos, é agido por um 2—grupo finito Q de modo que Cg(Q) € solivel ou de
expoente finito, entdo G € localmente finito. Para isto, inicialmente demonstramos um resultado
de A. Turull sobre altura de Fitting de grupos finitos soliveis e posteriormente demonstramos
um resultado sobre grupos residualmente—(finito soluveis).

Para cada grupo finito G, seja |G| = py ... pu, com py,..., p, primos nao necessariamente
distintos. Definimos k(G) = n, isto é, k(G) é o nimero de primos dividindo a ordem de G,
contando-se as multiplicidades.

Em 1964, no artigo Automorphisms of Solvable Groups, J.G. Thompson iniciou o estudo
de relacdes entre a altura de Fitting de um grupo finito solivel G, agido coprimamente por
um grupo finito Q, com a altura de Fitting do centralizador C;(Q). Mais especificamente, J.G.
Thompson provou o seguinte resultado cuja prova pode ser encontrada em [33].



84 Resultados principais

Teorema 4.19 (Thompson). Seja G um grupo finito soliivel agido por um grupo finito solivel
Q e suponha que (|Q|,|G|) = 1. Entao, h(G) < 55 n(C5(Q)).

Posteriormente em [18], H. Kurzweil melhorou o resultado de Thompson na seguinte

Versao.

Teorema 4.20 (Kurzweil). Seja G um grupo finito soliivel agido coprimamente por um grupo
finito soliivel Q. Entdo, h(G) < 4k(Q) + h(Cs(Q)).

Finalmente em 1984, no artigo Fitting Height of Groups and of Fixed Points, A. Turull
melhorou o resultado de Kurzweil obtendo, como prova em seu artigo, o melhor resultado

possivel, que enunciamos a seguir.

Teorema 4.21 (A. Turull). Seja G um grupo finito soliivel agido por um grupo finito soliivel Q
e suponha que (|0|,|G|) = 1. Nestas condigdes, h(G) < 2k(Q) + h(Cs(Q)).

Sendo o Resultado de Turull o melhor possivel, fazemos sobre ele algumas consideracdes.

Para a prova do Teorema 4.21, A. Turull utilizou a ferramenta de torres de grupos que
vamos descrever a seguir.

Sejam Q e G dois grupos finitos e suponha que Q age em G. Uma Q—-torre de G de altura
h > 1 é uma sequéncia (P,);—; ., de subgrupos Q—invariantes de G para a qual valem as

seguintes condi¢des:
(1) P, é pj—grupo, p; um primo, paracadai=1,...,A.
(i) P < Ng(Pj) sempre que 1 <i< j<h.
(iii) Os grupos definidos pelas regras
(a) P,=",
(b) P/ =P/Cp(P),i=1,...h—1,
sdo ndo triviais.
(iv) p;i # piy1 paracadai=1,... h—1.

O Teorema 4.21 decorre dos seguintes resultados, cujas provas podem ser encontradas em
[34, Lemas 1.5, 1.9 e Teorema 3.1], respectivamente.

Teorema 4.22. Sejam Q e G dois grupos finitos, Q agindo em G, e (P,);=1 .. » uma sequéncia
de subgrupos Q—invariantes satisfazendo as condi¢des (i) — (iii) da definicdo de Q—torre.
Nestas condigdes, para qualquer fungdo crescente f:{1,...,h1} — {1,...,h}, definindo-se
Pl-1 = Py(;) para cada i = 1,...,hy, temos que (Pil)l-:l’m,h1 satisfaz as condigées (i) — (iii) da
definicdo de Q—torre.
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Teorema 4.23. Seja G um grupo finito soliivel e Q um grupo finito agindo em G tal que
(10],|G|) = 1. Entao, a altura de Fitting de G é a maior altura de uma Q—torre (P;);—; .. j de
G.

Teorema 4.24. Seja Q um p—grupo de ordem prima agindo no grupo finito G tal que p ndo
divide |G|. Seja (B;)i=1,.., uma Q—torre de G e assuma que Q centraliza Py (possivelmente
comk =0 e P, = 1). Entdo, existe um j > k de modo que (Cp,(Q))i=1,.. j—1,j+1,...» Satisfaz as
condicoes (i) — (iii) da defini¢do de Q—torre. Se 21 |P;

, entdo podemos tomar j > k.

Vamos mostrar como destes ultimos resultados podemos provar o Teorema 4.21.

Sejam Q e G dois grupos finitos soluveis de ordens coprimas e suponha que Q age em G.
Vamos provar por indugdo em |Q| que vale 2(G) < 2k(Q) +h(Cs(Q)). Suponha inicialmente
que |Q| ndo é nimero primo. Desde que Q é grupo finito soldvel, pelo Lema 1.29, podemos
escolher N < Q de modo que |Q/N| é um nimero primo p. Por indugdo, temos que 4(G) <
2k(N)+h(Cg(N)). Por outro lado, desde que N <0, a agdo de Q em G induz uma a¢do de /N
em Cg(N). Novamente por indugdo, temos que h(Cg(N)) < 2k(Q/N) +h(Ce, ) (Q/N)) =
2+ h(Cs(Q)), pois Cc,(v)(Q/N) = C(Q) e |Q/N| é nimero primo. Disto, segue-se que

h(G) < 2k(N) +h(C6(N)) < 2k(N) 42+ h(C(Q)) = 2k(Q) + h(C(Q))-

Podemos, portanto, supor que Q é um grupo de ordem prima agindo no grupo finito soldvel
G tal que (|Q],|G|) = 1. Pelo Teorema 4.23, h(G) é a maior altura de uma Q-torre de G.
Se h = h(G) ¢ a altura de Fitting de G, podemos tomar (P,);—; _, uma Q-torre de G. Pelo

Teorema 4.24, existe um j > 0 de modo que (Cp(Q))i=1.....j—1,j+1,.. satisfaz as condi¢des

(i.)—(iii.) da definicdo de Q—torre. Pelo Teorema 4.22, a partir desta sequéncia podemos obter
uma Q-torre de C;(Q). Novamente pelo Teorema 4.23, temos que #(Cg(Q)) = h(G) — 2, isso
é, h(G) <2+ h(Cs(Q)). Desde que k(Q) = 1, Teorema 4.21 estd demonstrado.

Anterior a prova do Teorema 4.1, mostramos mais um unico resultado sobre grupos
residualmente—(finito soluvel). Lembramos que um grupo G € residualmente—(finito soluvel)
se para todo 1 # g € G existem um grupo finito soldvel F e um homomorfismo ¢ : G — F de
modo que g? # 1.

Lema 4.25. Sejam h um inteiro positivo e G um grupo finitamente gerado e residualmente—
(finito soliivel). Suponha que todo fator finito de G é soliivel com altura de Fitting no mdximo

h. Entdo, existe uma série de subgrupos caracteristicos
G=G1>2Gy>-->G,>Gpy1 =1

tal que G/ Gy € residualmente—(finito nilpotente) para todo i =1, ... h.
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Demonstracdo. Desde que G € finitamente gerado, podemos utilizar um resultado de M. Hall
[14] que afirma que todo grupo finitamente gerado possui somente um nimero finito de
subgrupos com um mesmo indice finito fixado. Portanto, se A € um subgrupo normal de indice

finito em G, temos que {A?; @ € Aut(G)} é um conjunto finito. Segue-se que A’= [ A?
ocAut(G)
¢ um subgrupo caracteristico de indice finito em G contido em A.

Vamos provar este resultado por inducdo em h. Se h = 1, G € residualmente—(finito
nilpotente) e o resultado segue. Se h > 1, seja H a intersecc¢io de todos os subgrupos normais
N de indice finito de G tais que /(G/N) < h— 1. Entdo, H <G. Dado que o subgrupo
N{N/H; N<G,[G:N] <oeh(G/N)<h—1} étrivial em G/H, o Teorema 3.1 mostra que
G/H é residualmente—(finito solivel). Mais do que isto, por defini¢do de H, todo fator finito de
G/H é solivel com altura de Fitting no méaximo 4 — 1. Por induco, podemos tomar uma série

de subgrupos caracteristicos de G/H, tal que todo fator da série é residualmente—(finito
nilpotente).

Seja K a interseccdo dos subgrupos caracteristicos N de indice finito em G tais que
h(G/N) < h—1. Claramente H < K. Seja M um subgrupo normal de indice finito em
G tal que h(G/M) < h— 1. Desde que G € finitamente gerado, pelas consideragdes inici-
ais temos que M contém um subgrupo N, caracteristico e de indice finito em G, e tal que
h(G/N) = h(G/M) < h— 1. Por defini¢do temos que K < N < M. Isso mostra que K < H,
isso é, H = K e H é subgrupo caracteristico de G. Portanto, temos que

=G 1 SH=G,<---<G1 =G (4.15)

€ uma série de subgrupos caracteristicos de G. Desde que paratodoi=1,...,h— 1 vale que
Gi/Gi+1 é grupo residualmente—(finito nilpotente), o resultado estard verificado se mostrarmos
que H € residualmente—(finito nilpotente).

Seja 1 # g € H. Desde que G € residualmente—(finito solivel) podemos tomar S <G de
indice finito e tal que g ¢ S. Agora, g ¢ S mostra que #(G/S) = h. Podemos entdo tomar uma
série

lgis=S/S<8p/S<--<81/S=G/S

de subgrupos normais de G/ tal que todo fator da série é um grupo finito nilpotente. Note que
h(G/Sy) <h—1eentio H < S;. Dadoque H/(HNS) = HS/S < S},/S, temos que H/(HN )

¢ grupo finito nilpotente. Como g ¢ H N S, obtemos um subgrupo normal de H néo contendo g
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e cujo grupo quociente obtido é finito e nilpotente. A arbitrariedade da escolhade 1 g € H

mostra que H é residualmente—(finito nilpotente). ]
Estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.1.

Demonstragdo do Teorema 4.1. Seja G um grupo de tor¢do, sem 2—elementos, sendo agido
por um 2—grupo finito Q de modo que C;(Q) é solivel ou de expoente finito. Iremos provar
que G é localmente finito. Sejam x1,...,x, € G elementos arbitrarios. Pondo X = {xy,...,x,},
temos que X< := {x?;i =1,...,n e g € Q} é finito, desde que Q é 2—grupo finito. Ainda,
(X) < (X9). Agora, (X2) é Q—invariante e Cixoy(Q) = (X2)NCg(Q) é soliivel ou de expoente
finito. Portanto podemos supor, sem perda de generalidade, que G € finitamente gerado.

Suponha inicialmente que Cg(Q) € solivel. Seja N <G um subgrupo Q—invariante de indice
finito. Desde que G nao possui 2—elementos, temos que G/N é grupo finito de ordem {mpar.
Pelo Teorema 1.30, temos que G/N ¢ solivel. Pelo Teorema 1.12, temos que Cg/n(Q) =
CG(Q)N/N e, portanto, h(Cg/n(Q)) < h(CG(Q))- Segue do Teorema 4.21 que

h(G/N) < 2k(Q) +h(Cgn(Q)) < 2k(Q) +h(Cs(Q)). (4.16)

Por um lado vemos que a altura de Fitting de qualquer fator finito de G por um subgrupo normal
Q-invariante N de G € limitada por uma funcio que ndo depende da escolha de N.

Por outro lado, desde que G ¢é finitamente gerado, todo subgrupo normal de indice finito em
G contém um subgrupo caracteristico de indice finito em G.

As consideracgdes anteriores mostram que todo quociente finito de G € solivel com altura
de Fitting limitada superiormente por m = 2k(Q) +h(Cg(Q). Pelo Lema 4.25 podemos tomar

uma série de subgrupos caracteristicos
G=G12G6Gy=22Gp =Gy =1

da qual todo fator € residualmente—(finito nilpotente). Ora, paracadai=1,...,m, Q age no
grupo G;/Gj; e pelo Lema 1.12 temos que

C:,/6,.,(Q) = C6,(Q)Git1/Git1 = (C6(Q) NGi)Git1/Giyi

¢ soltivel. Pelo Teorema 4.6, temos que G;/G, | é localmente finito paracadai=1,...,m. O
Lema 4.5 entdo mostra que G € localmente finito. Isto conclui o caso da demonstragdo em que
Cs(Q) € soltvel.

Podemos, entdo, assumir que Cg(Q) é de expoente finito. Seja N <G um subgrupo Q-
invariante de indice finito em G. Novamente pelo Teorema 1.30 temos que G/N ¢é soliivel e,
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pelo Teorema 1.12, temos que Cg/y(Q) = C6(Q)N/N. Em particular, Ci/n(Q) tem expoente
dividindo exp(Cg(Q)). Escrevendo exp(Cg(Q)) = pi' ... p§’, temos pelo Teorema 4.18 que

r

h(Cg/n(Q)) = h(CG(Q)N/N) < | | (2ei+1).
i=1

Novamente pelo Teorema 4.21, temos que

r

h(G/N) < 2k(Q) +h(Cg/n(Q)) < 2k(Q) + [ J(2ei +1).

i=1

Isso €, a altura de Fitting de todo quociente finito de G por um subgrupo normal Q—invariante
N ¢ limitada por uma funcio que nao depende da escolha de N. O resultado segue exatamente

como no caso onde C;(Q) € solivel. O

Na introdugdo ao Capitulo 4, vimos que V.P. Shunkov prova em [32] que se G é um grupo
de tor¢do possuindo uma involugao cujo centralizador € finito, entdo G € localmente finito.
Ainda, vimos que P. Shumyatsky prova em [30] que se G € um grupo de tor¢do residualmente
finito possuindo um 4—subgrupo cujo centralizador € finito, entdo, G € localmente finito. Iremos
finalmente, expor a prova do Coroldrio 4.2, generalizando os resultados de V.P. Shunkov e P.
Shumyatsky.

Demonstragdo do Coroldrio 4.2. Seja G um grupo de tor¢do residualmente finito possuindo
um 2-subgrupo finito Q cujo centralizador Cg(Q) € finito. Como Cg(Q) é finito e G é
residualmente finito, existe um subgrupo normal N < G de indice finito tal que Cg(Q) NN = 1.
Desde que N < G, temos que Q age em N e por hip6tese temos que Cy(Q) = NNCg(Q) = 1.
Pelo Teorema 1.13, N ndo possui 2—elementos. Portanto, pelo Teorema 4.1, podemos concluir
que N é localmente finito. Posto que ambos N e G/N sdo localmente finitos, pelo Lema 4.3

concluimos que G € localmente finito. ]

O trabalho de A. Shalev evidencia que para a conclusdo de que um grupo de torcdo
residualmente finito G seja localmente finito, um caminho préspero a ser seguido € o de impor
condicdes em centralizadores. Por exemplo, sendo G e Q como nas condicdes do Teorema 4.1,
pode-se provar que G é localmente finito se assumirmos que Cg(Q) satisfaz uma condicéo de
Engel ou, utilizando o Lema 1.34 e o Teorema 4.18, se assumirmos que C(Q) possui uma
cadeia finita de subgrupos normais tal que todo fator da série € solivel ou de expoente finito.

Ainda, observamos que variacdes do Teorema 4.1 podem ser obtidas encontrando-se

resultados que limitem a altura de Fitting de grupos finitos solaveis.
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Se A é qualquer grupo finito, denotamos por g(A) o maior primo dividindo a ordem de A.
Seguindo as ideias de Shalev, P. Shumyatsky prova em [29] uma generaliza¢do do Teorema 4.1,

que expomos a seguir.

Teorema 4.26 (P. Shumyatsky). Seja A um grupo finito soliivel agindo num grupo de torcdo
residualmente finito G. Suponha que todo elemento de G tem ordem coprima com |A| e Cg(A)
é soliivel ou tem expoente finito. Nestas condigdes, se todo subgrupo (q(A) — 1)—gerado de G é
finito e soliivel, temos que G ¢é localmente finito.

Observe que nas condigdes do Teorema 4.26, se g(A) = 2, entdao A é 2—grupo finito e por
isso obtemos o Teorema 4.1.

Finalmente observamos que P. Shumyatsky ainda obtém em [29] a seguinte generalizacdo
do Corolario 4.2.

Corolario 4.27 (P. Shumyatsky). Sejam G um grupo residualmente finito e g um primo. Supo-
nha que todo subgrupo 2—gerado de G é finito e que G possui um g—subgrupo finito Q tal que
Cs(Q) é finito. Nestas condigoes, G é localmente finito.
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Lista de Simbolos

Simbolo

Significado
Subgrupo de Fitting do grupo finito G
Subgrupo de Frattini do grupo G
O produto de todos os p—subgrupos normais de um grupo finito G
O n—ésimo termo da série de Jennings—Lazard—Zassenhaus de um grupo G
O n—ésimo termo da série central inferior do grupo G
O conjunto dos p—subgrupos de Sylow do grupo finito G
Altura de Fitting do grupo solivel G
O p—comprimento do grupo finito p—solivel G
O inteiro k tal que pk € o expoente de um p—subgrupo de Sylow do grupo finito G
O peso do elemento g com respeito a série de Jennings—Lazard—Zassenhaus do grupo G
O subgrupo gerado pelas m—€simas poténcias dos elementos do grupo G
A algebra gerada pelo primeiro fator da série de Jennings—Lazard—Zassenhaus do grupo G
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