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Resumo

Na presente dissertagao revisitamos e revisamos o Principio Variacional
apresentado no artigo [CP 18] para sistemas dindmicos Hausdorff localmente
compactos. O Principio Variacional afirma que as entropias topologica e de
Kolmogorov-Sinai se relacionam por

h(T) = s%p h, (T).

No artigo original, utiliza-se da hipotese de metrizabilidade dos espagos
topologicos. Sob o escopo da estrutura uniforme, estruturas matemaéticas
que generalizam a métrica, pode-se omitir a hipdtese de metrizabilidade
na demonstragao do Principio Variacional, necessitando-se apenas que os
espacos sejam Hausdorff e localmente compactos.

Palavras-chave: Principio variacional, entropia, entropia topoldgica, en-
tropia de Kolmogorov-Sinai, estrutura uniforme, teoria ergédica.
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Abstract

In the present dissertation we revisit and review the Variational Prin-
ciple, as presented in the paper [CP18], for locally compact Haussdorf dy-
namical systems. The Variational Principle asserts that the topological and
Kolmogorov-Sinai entropies are related by

h(T) = s%p h, (T).

In the original paper, one makes use of metrazibility of topological spaces.
Under the scope of uniform structures, mathematical structures that gen-
eralize the metric, one can omit the metrazibility hypothesis in the proof
of the Variational Principle, requiring only that the spaces to be Hausdorff
and locally compact.

Keywords: Variational principle, entropy, topological entropy, Kolmogorov-
Sinai entropy, uniform structure, ergodic theory.
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Introducao

A presente dissertacao ¢é resultado de longos devaneios sobre diversos e
possiveis assuntos para a finalizacao de meu mestrado no Departamento
de Matematica da UnB. Quando deu-se o tempo de decidir, terminei com
um assunto “padrao”, no sentido de dissertar sobre um artigo de meu
orientador.

No entanto, o culminar dessa toada se mostrou mais rico e interessante
que o encomendado, certamente me ampliando os conhecimentos a assuntos
sobre quais pouco ou nada conhecia, citando aqui a rica teoria dos filtros
e as estruturas uniformes.

O resultado central desse trabalho é a demonstracao do Principio Va-
riacional para entropia, que afirma que o supremo entre as entropias de
Kolmogorov-Sinai é a entropia topoldgica. O texto é baseado amplamente
no trabalho de Caldas e Patrao, “Entropy and its variational principle for
locally compact metrizable systems” [CP18], mas com uma pequena vari-
acao sugerida por André Caldas, substituindo-se a hipétese “metrizable”
por “Hausdorft”, baseada nas ideias da demonstracao de Misiurewicz do
Principio Variacional para sistemas Hausdorff compactos [Mis75].

A omissao da metrizabilidade nas hipdteses se mostrou um tanto de-
safiadora, pois, embora o teorema de representacao de Riez-Markov nao
necessite de metrizabilidade, em geral as topologias fracas™ das funcoes
continuas que vao a zero no infinito nao sdo sequencialmente compactas,
as medidas de probabilidade nao formam um conjunto fechado na topolo-
gia fraca™ e um espaco Hausdorff localmente compacto apresenta mais de
uma estrutura uniforme. Esses percalcos, no entanto, pode ser contornado,
usando-se o ferramental adequado.

Quatro serao os ingredientes para a demonstragao do Principio Varia-
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2 Introducao

cional: a definicao da entropia topolégica usando coberturas admissiveis;
a extensao da entropia de Kolmogorov-Sinai para medidas positivas com
norma entre 0 e 1; a existéncia de uma estrutura uniforme onde a entropia
uniforme, a entropia de Bowen assumem o mesmo valor que a entropia por
coberturas admissiveis; a existéncia de uma extensao de sistemas Haus-
dorff localmente compactos para um sistema Hausdorff compacto, cuja a
entropia uniforme para determinadas estruturas uniforme ¢ igual a do sis-
tema original. O contetido dos trés primeiros capitulos tém a intencao de
sementar e dar fundamento a esses fatos, para que o final contenha uma
demostracao auto contida do Principio Variacional.

O texto ¢ dividido em 4 capitulos obedecendo um encadeamento légico
dos temas.

O primeiro capitulo trata das defini¢coes e resultados basicos, que ali-
cercam a demonstracao do Principio Variacional. No entanto busca-se
apresentar todas as demonstragoes de proposicoes necessarias ao principio
variacional, a fim de manter o texto auto contido. Apenas resultados que
necessitam de muita digressao foram omitidos, como a Representacao de
Riez-Markov e o teorema de Banach-Alaoglu. Uma leitura rapida ja serve
aqueles que conhecem e dominam as propriedades de espacos Hausdorff
localmente compactos, estruturas uniformes e convergéncia de medidas de
Radon. Vale destacar a secao sobre estruturas uniformes do Capitulo 1,
que, por ser assunto menos difundido na literatura, talvez requira uma
atencao especial. Tentei nela utilizar um ferramental minimo relatando
quando conveniente que os resultados mais gerais que o formato apresen-
tado, mas toda a exposicao é restrita aos espacos Hausdorff localmente
compactos. Ao leitor de primeiras marés, recomendo leitura calma e, ne-
cessitando de maior claridade, a buscar leitura externa sobre o assunto.

Os segundo e terceiro Capitulos tratam das versoes das entropias topo-
logica e de Kolmogorov-Sinai. No segundo apresentamos a entropia topo-
logica e a topologia uniforme, que é muito préxima a definicio de Bowen
dada em [BowT71] e parcialmente generalizada em [Mis75]. A relagao entre
essas duas ¢ estabelecida em seguida. No Capitulo 3 redefine-se-se a entro-
pia de uma partigdo para medidas p finitas com 0 < p(X) < 1, e define-se
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a entropia de Kolmogorov-Sinai.

O Capitulo 4 trata exclusivamente do Principio Variacional, dividido
em trés secoes, nas quais as duas primeiras servem a demonstrar o Prin-
cipio Variacional e a terceira a apresentar um estudo de caso ilustrando a
importancia das definicoes das entropias utilizadas na dissertacao.

E escolha dessa estruturacao do texto, deixando o principal exemplo
apenas para o final do texto, é devido a necessidade de um ferramental
completo para fazer uma elucidacao final de tudo mostrado no restante do
texto, inclusive nuangas da demonstragao.

Agradeco a todos que de alguma maneira estiveram presentes durante
meu mestrado, em especial meus contemporaneos no programa de pos-
graduacao, Maria Edna e Paulo, por estudarem comigo em inominaveis
e aterradores momentos, aos meus colegas e amigos de trabalho, ao meu
chefe no Instituto de Fisica da UnB, Sebastiao William, por me flexibilizar
as horas para realizar o mestrado, e claro & André Caldas por me ter como
orientando apesar de minhas especificidades como aluno de mestrado de
dedicacao nao exclusiva.

Também agradeco e dedico esta dissertacao a minha amada esposa,
Rayssa, que sempre me oferece suporte e paciéncia as minhas epopeias
académicas e crises existenciais, mesmo por vezes nao estando imune aos
seus Invernos.






Capitulo 1

Definicoes e Conceitos Preliminares

A presente dissertacdo tem como resultado central o Principio Variacio-
nal para sistemas dinamicos em espacos topoldgicos Hausdorff localmente
compactos, cuja apresentagao e demonstracao exige diversos elementos em
Matematica. Neste capitulo os conceitos necessarios e resultados serao in-
troduzidos ou citados. O estilo da apresentacao e o contetdo segue as
referéncias [Jam87] e [Foll3] para as Segoes 1.2 e 1.4. Tratam-se de con-
teudos gerais num texto que busca ser auto contido, de modo que diversos
resultados considerados elementares serao expostos.

1.1 Notacoes e resultados elementares

Nesta secao, estabeleceremos a notacao utilizada por todo texto e algumas
propriedades basicas de operagoes entre conjuntos.

As expressoes “maior dos conjuntos” e “menor dos conjuntos” sempre
referem-se a da inclusao. Familias de conjuntos serao denotadas pelos ca-
racteres caligraficos &, €, <, < etc. Os caracteres T, ¥ e % serao
reservados, com e sem indices, a topologias, filtros e estruturas uniformes,
respectivamente. Abertos sao elementos de topologia. FEntourages serao
elementos de estruturas uniformes. Dados um espaco topoldgico X, deno-
tamos os borelianos por #[X]. Medidas serao denotadas por caracteres
gregos, u e 0. No texto trataremos exclusivamente de medidas finitas. As
funcgoes continuas e continuas de suporte compacto em X serao denotadas
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6 Capitulo 1. Defini¢oes e Conceitos Preliminares
por, respectivamente, C' (X) e C. (X).

Operacoes com coberturas.

Defini¢ao 1.1.1. Uma cobertura de um espaco X ¢é uma familia <7 de

seus subconjuntos tal que U A = X. Uma cobertura &/ é dita finita

Aces
se sua cardinalidade for finita e serda uma partica@o se for finita e seus

elementos forem disjuntos.

Coberturas serao abertas, mensuraveis ou compactas se seus elementos
forem abertos, mensuraveis ou compactos, respectivamente. Dado .7, uma
cobertura de X, e Y C X, temos uma cobertura para Y definida pelas
interseccoes

YNno ={ANY| Ae o}
Defini¢ao 1.1.2. Dadas coberturas o7 e % definimos a relacao

B < o

se dado A € o existe B € A tal que A C B. Dizemos que </ refina, ou
que ¢ mais fina que, A.

Proposicao 1.1.3. A relacdo dada na Definicao 1.1.2 é uma relacdo de
pré-ordem.

Demonstracao. Dadas as coberturas &/, B ¢ € com of < B e B < €,
tome ACBCCcomAed, BeBe(Ce?. Dai &/ <%. Além disso
F < A O

Definicao 1.1.4. Dadas coberturas o7 e % definimos sua jun¢ao como a
cobertura

AN B={ANB| Ac o eBec B}
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E imediato que a juncao de duas coberturas é mais fina que ambas
coberturas. Usamos também a notacao

\/Mz%\/%\/---\/%.
=1

Uma subcobertura de uma cobertura 2/ é uma subfamilia & C &7 que é
também uma cobertura. Denotaremos como N (&) a menor cardinalidade
das subcoberturas de 7. Observe que N (&) < oo se, e somente se, existir
uma subcobertura finita. Denotamos ainda

Ny (&)= N(Y N).
Seja T : X — X e o/ uma cobertura de X. Denotamos

T (o) = {T‘k (A) ‘ Ae sz},

n—1
" =\/T" ().
=0

Proposicao 1.1.5. Dados um conjunto X, uma funcao T : X — X, as
coberturas of ¢ B de X e os subconjuntosY, Z C X, temos as propriedades,

1. Se o < B entio N (/) < N(B)

" < B"

N(o vV B)< N ()N (B).

Ny (o) < N ()

Nyux (&) < Ny (&) + Nz ()

N (&™) < N(" )N () para n > q.

XN S v

Se of C B, entio N (/) > N (AB)
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Demonstracao. 1. Para toda subcobertura 4’ de 4, dado B € %’ tome
Ap € o tal que B C Ap. Segue dai que &/’ = {Ag| B € #'} é
cobertura de X. Assim para toda subcobertura de & existe uma de
2 com mesma cardinalidade, de onde N (&7) < N (4).

2. Observe que se A C B entdo T-%(A) C T~ % (B) para k € N. Daf se
C e,

C=A4nNn---NnT"(A)
tome B; € A tal que A; C B; parat=1,...,n e claro que

CcBn---NT"(B)

3. Basta observar que se &' C &/ e ' C A de cardinalidade finita ou
nao, entao

#HAN B < #A P

4. Segue do fato de que toda cobertura ¢ de Xentao € NY é cobertura
de Y.

5. Basta observar que se % C & cobre Y e & C & cobre Z, entao
% JZ cobreY U Z.

6. Observe que
A" =FINT ().

Mas para toda cobertura ¢, T~ (%) é cobertura, de onde N (%) <
N(T79(%)). Dai o resultado segue do item 3.

7. Segue do fato de que toda subcobertura de ./ ser uma subcobertura

de A.
O



1.1. Notagoes e resultados elementares 9

Concavidade de funcoes logaritmicas.

Esse pequena subsecao vamos estudar a concavidade da fungao

f:(0,1] — R
xr xlog%

Temos que f é continua em x # 0. Além disso a regra de I’'Hopital diz que

1

=y =0

de modo que podemos estender f(0) = 0. Analisando o grafico da fun-
¢ao, temos que f é claramente concava, fato confirmado pela sua derivada
segunda negativa no interior de [0, 1],

f(@) = -2

X

0.4 -

0.3

1/ N\
A \

Figura 1.1: f(z) = xlog%
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A entropia de Kolmogorov-Sinai, a ser vista no Capitulo 3, depende
de algumas propriedades de funcoes que serao aqui vistas. Considere o
conjunto das sequéncias finitas positivas de soma limitada a 1,

neNt; eRF,0<) t; < 1}.

1=1

P{t(tl,...,tn)

Defina agora a seguinte funcao:

Proposicao 1.1.6. Valem as propriedades

1. H € concava, no sentido de que dados t,r € P sequéncias de mesmo
comprimento e coeficientes o, com o + f = 1 entdo aH (t) +
BH (r) < H (at + pr).

2. Fizado o comprimento t, + ta..t, = k, H(t) € mazimal quando t, =
to-+-=t,. e nesse casog H(t) = k (logn — logk)

Demonstragao. 1. Primeiro observamos que a funcao f(z) =« log% em
x € (0,1] é concava. Dai para a; + -+ + a,, = 1 vale que

arf(z1) + aof(xg) - + anf(z,) < flagzy + asxg + - - - + apxy)

Temos dai que

n

aH(t)+ BH(r) =Y af (t;) + Bf (r:)

1=1

< Zf(@ti + Bri) = H(at + Br).
i—1
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n
2. Dado t € P uma sequencia de n elementos. Quando Zti = 0 nao

=1
n

héa o que mostrar. Considere entao E t; = a. Podemos ver H como
i=1

uma fungao de n variaveis, (t1,...,t,) que é claramente diferenciavel.

Usando entao o teorema dos multiplicadores de Lagrange, com a

n
restricao f(t1,...,t,) = Z t; — a = 0 temos a relacio

i=1
1
log——1=2A\
og r
para algum multiplicador Aet =1,...,n. Deondet; =ty =--- =1,
e
H(t) = ozlogg
n

[]

O resultado a seguir se estabelece um critério de convergéncia, que sera
utilizado na existéncia de limites envolvendo entropias.

Lema 1.1.7. Seja (a;),. com a propriedade
(pyq < Qply.
Entao a sequencia (x;);.y dada por

1
x, = —loga,
n

é convergente.

Demonstracao. Defina b, = loga,. Temos entao que

briq < by + by,
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Escolha entao ¢ € N coom g < n e escreva n = gp + r, de onde

b_n:bqp+r
n n
by b
<2y
n n
<ple O b b
rqg n q n

Como r < ¢, temos que b, < max;<,{b;}. Tomando o limite temos

b b, b b
limsup — < limsup &+ + — = -2
Segue dai que

b
lim sup — < inf < < liminf —,
n qeN q n

de onde a sequencia converge. [l

1.2 Espacos Topoldgicos, Hausdorft,
Compactos e Localmente Compactos

Ao lado conceitos como grupos e espacos vetoriais, espacos topologicos se
consagram como um principal instrumento a teoria da Matemaética, tendo
aplicacoes em, virtualmente, todas as suas areas. Nessa secao discuti-
remos a principal arena dessa dissertacao: espacos Hausdorff localmente
compactos. Sendo assim apresentamos um curto compéndio de resultados
envolvendo esse tipo de espaco. Continuidade serd considerado um con-
ceito dado, mas o Apéndice A.1 apresenta o que mais for necessario. As
referéncia [Jam87] e [Foll3] contém todo o contetido aqui exposto.

Definicao 1.2.1. Uma topologia sobre um espaco X ¢é uma familia de
subconjuntos T C & (X), chamados de abertos da topologia, contendo o
vazio e o proprio X tal que
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1. A uniao arbitrdria de abertos de T ¢é um aberto de T .
2. A interseccao finita de abertos de T é uwm aberto de T .

O par (X, ) é chamado de espaco topoldgico e quando nao houver
risco de confusao, denotaremos apenas X, omitindo a topologia.

Um conjunto F' C X é dito fechado se X \ F for um conjunto aberto.
Dado A € X, o seu interior, denotado por 1401, ¢ o maior aberto contido
em A. Paralelamente o fecho de A, denotado A, serd o menor fechado que
contém A. De imediato A ¢ A ¢ 4. Um conjunto D C X é dito denso
em X, dada uma topologia para X se D = X.

SeY C X e (X, T) éum espago topologico, podemos definir a topologia
induzida Ty para Y como

Tr={UnY | UeT}.

Definicao 1.2.2. Seja X um espaco topologico. K C X serd compacto
se dada qualquer cobertura aberta de K conter uma subcobertura finita. Em
particular X serd um espaco topolégico compacto se X for compacto.

Proposicao 1.2.3. Seja X wum espaco topologico, K C X compacto e
F C X fechado. Entao F'N K é compacto.

Demonstracdo. Seja € uma cobertura aberta para F' N K. Entao temos
que {X \ F'}U% é uma cobertura aberta de K, de onde existe uma subco-
bertura finta {X \ F,Cy...C,} que cobre K. Mas entao {C ...C,} cobre
KnNF. O

Lema 1.2.4. (Extensdo de Alexandroff.) Seja (X,T) um espago topoldgico.
O espago X = X U{oo} com a topologia

T=TU {AU {oo}‘ A aberto em X e X \ A é compacto.}

¢ compacto e T € a topologia induzida de T por X.
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Demonstragao. Primeiro mostramos que de fato ¢ uma topologia para o
espaco X. Usando a proposicao anterior, fica claro que a uniao arbitraria
de abertos é aberta. De fato tome {U,},., uma colecdo de abertos. Seja

V:UUQ. Seoog_fVentéoVETC'f Se z € V tome U, €

acA

{Ua},c4 que contém z. Dai X\ Uy é compacto e fechado, mas dai X\ V =
ﬂ (X \ Up) N (X \ U,) é compacto e fechado. Portanto, V' é aberto.

acA
n
Considere agora a familia finita de abertos {U;};_;. Se oo ¢ ﬂUi
i=1

N
entao, ﬂUi € T. Por outro lado, se para i € {1,...,n} entdo oo € U;
i=1

entdo X C U; é fechado e compacto. E portanto UX \U; = X\ ﬂ U; é

i=1 =1

n
fechado e compacto. E portanto ﬂ U, é aberto.

i=1
A compacidade segue da definicdo dos abertos de oo, ja que para toda
cobertura aberta & tome Uy € A com oo € Uy. Dai X C Uy = K ¢é
compacto. Como % = &/ \ {Up} cobre K, e portando tem subcobertura
{Uy,...,U,}. Assim {Uy,...,U,} C o/ é uma subcobertura finita de X.
]

A extensao de Alexandroff também é chamada de compactificacao por
um ponto.

Definicao 1.2.5. Seja x € X. A C X € uma vizinhanca de x se x € A.

Observe que vizinhangas nao precisam necessariamente ser conjuntos
abertos. Quando forem conjuntos abertos ou compactos, diremos vizinhan-
cas abertas ou compactas. O filtro das vizinhancas de um ponto é denotado
. Dado um conjunto A C X de um espago topoldgico dizemos que x é
ponto de aderéncia de A se para toda vizinhanca V de x, ANV # ()
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Definicao 1.2.6. Seja X um espago topologico e A C X. O bordo de A,
denotado por OA é o conjunto A\ A. Visto de outra maneira é o conjunto
de pontos aderentes a A que mao sao interiores.

Proposicao 1.2.7. Seja T : X — X wma funcdo continua e Aq,..., A
subconjuntos de X . Entao valem a propriedades

1. 0A=0(X \ A).
2. 0(AN---NA,) COAIN---NOA.
5. 0T YA;) C T H(IA).
Demonstragio. 1. Defina B = X \ A. Temos dai que B=X\Ac
B=X\4. Dai,
B\ B =14\ A.
poisz ¢ Aex¢ X\ A

2. Sex € (A1 N---NAg) entdo x é aderente a fil,...,fik mas nao
pertence a nenhuma deles. Portanto x € 0A; paracadai=1,... k,
de modo que x € 0A; N ---NOA.

3. Primeiro observamos que T-1(A) C T '(A4). De fato se F D A
é fechado, entdo TY(F) D T 1(A) é fechado. Usando o mesmo

raciocinio podemos concluir que T-1(A) > T-1(A). Dai

(A)

OT HA) =T-1(A)\ T}
7! TN A) =T (94)).

A
(A)\

[]

Definicao 1.2.8. Um espaco topologico ¢ dito Hausdorff, se dados dois
pontos distintos existirem vizinhancas para cada um dos dois pontos cuja
a intersecgao € vazia.
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Observe para mostrar que um espaco é Hausdorff, basta mostrar que
dados dois pontos existem vizinhancas abertas que os separam.

Proposicao 1.2.9. Se X ¢ espaco topologico Haussdorf e K C X é com-
pacto, entdo K ¢é fechado.

Demonstragao. Considere um compacto K C X. Basta mostrar que X \ K
é aberto. Sejax € X\ K. Para caday € K sejam V, e U, as vizinhancas de
x e y respectivamente com intersecgao vazia. Como {U,} é uma cobertura
de K entdo exite uma colegao finita {U,,,...,U, } C {U,} para K. Segue

n
dai que o aberto V, = ﬂ V,, ¢ uma vizinhanca de z com V, N U, =0 e
i=1

portanto K NV, = () para cada x € X \ K. Assim U Ve, =X\ K, que

reX\K
é aberto, e portanto K é fechado. ]

Um conjunto de apenas um ponto é claramente um conjunto compacto.

Corolario 1.2.10. Seja X um espaco topologico Hausdorff, e x € X.
Entao {x} ¢é fechado em X .

Lema 1.2.11. Seja X um espaco topolégico Haussdorf e x € X. Entao

ﬂ V ={z}.

Ve,

Demonstracio. B claro que {z} C ﬂ V. Suponha que existe y € ﬂ Vv
Ve, Ve,

diferente de . Mas existe uma vizinhanca V, de  que nao contém y, pois

X é Hausdorff, o que é uma contradi¢ao. Portanto {x} = ﬂ V. O
Ve,

Definicao 1.2.12. Um espaco topologico € dito normal se dados os fechados
Fi,F5 C X com Fy N Fy = entdo existem aberto Uy e Uy com F; C Uy e
Uy, C F eUlﬂng(Z).
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Vamos mostrar que Hausdorft’s compactos sao normais a partir do pro-
ximo Lema.

Lema 1.2.13. Seja X Haussdorf e K C X compacto. Seja x € X \ K
Entao existem abertos U e V disjuntos ex €e U e K C V.

Demonstracao. Tome para cada y € K o par Uy, V, de abertos disjuntos

comzelU,eyelV,. U V. cobre K, de modo que existe a subcobertura
yeK

{Vyo- . Cy}. Tome dai U = (U, e V= JV,. Dai UNV =0,z €U e
i=1 =1
KcCV. O

Proposicao 1.2.14. Um espaco Hausdorff compacto é normal.

Demonstracao. Sejam Fy, Fy fechados em X com interseccao vazia. Fi, Fy
sao compactos, pela Proposicao 1.2.3, e para cada x € F, existem pelo,
Lema 1.2.13, os abertos U,,V, disjuntos com F; C V; e x C U,. Como

F, C U U, entao {U,,,...,U, } é um coberturas de Fy. Defina os aberto

zely

n n
disjuntos U = UUxi eV = ﬂVx Dai F; C V e Fy, C U e a proposicao
i=1 i=

1
fica demonstrada, j4 que U NV = (. ]

Teorema 1.2.15. (Lema de Urysohn) Seja X um espago topoldgico nor-
mal. Sejam Fy e Fy conjuntos fechados disjuntos. Dai existe uma fungdo
continua f: X —[0,1] com f=1em Fy e f =0 em F.

Demonstracdo. A demonstracao desse teorema é andloga a demonstragao
o Lema 1.3.12 a ser visto adiante. Entao omitiremos a demonstracao no
momento, que pode ser encontrada em [Rud74, Foll3]. [l

Defini¢ao 1.2.16. Uma base local em x € X para a topologia T de X ¢é
uma familia vizinhancas <7 tal que para todo vizinhanca V' de x existe um
elemento A € of tal que A C V.
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Observe que as bases locais podem ser abertas, fechadas, compactas,
etc.

Definicao 1.2.17. Um espaco topologico é dito localmente compacto se
todo ponto admitir uma base de vizinhancas compactas.

Na literatura, diversos autores definem espaco topologicos localmente
compactos como aquele que admitem uma vizinhanca compacta para cada
ponto. No caso de espaco Hausdorff essa definicao é equivalente a dada em
1.2.17, conforme o proxima proposi¢ao, que mostra é suficiente que existe
uma vizinhanga compacta para que exista uma base.

Proposicao 1.2.18. Seja X wum espaco topologico Hausdorff. Se dado
x € X existir uma vizinhanca compacta K de x, entao X € localmente
compacto.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que um espaco Hausdorff compacto
admite uma base de vizinhangas compactas. Tome x € X e V uma vi-
zinhanca de x. Podemos supor que V' é aberta, bastando tomar seu in-
terior. Dai como X é normal entao tome uma vizinhanca U de x e um
aberto U’ D (X \ V) tais que UN U’ = (). Segue daf que U C V, pois
Uc X\U c V. Além disso U é compacto. Como V ¢é arbitraria, X
admite uma base de vizinhancas compactas para x.

Agora seja X Hausdorff e dado x € X exista K C X, uma vizinhancas
compacta de z. Dada uma vizinhanca V de z, tome K’ = K N'V. Temos
que K’ é uma vizinhanca compacta de x, pois x € VNK c VNK.
Podemos entao repetir o raciocinio para o caso compacto no espaco K,
com a topologia induzida, e obter que X é localmente compacto. ]

Compactificoes de um espaco topoldgico sera um tema recorrente nessa
dissertacao.

Definigao 1.2.19. Seja X um espago com topologia T. Uma compacti-
ficagao de X € um espago X D X compacto, com topologia T tal que X
¢ aberto aberto denso de T, e T € a topologia induzida por T .



1.2. Espacos Topologicos, Hausdorft, Compactos e Localmente
Compactos 19

Teorema 1.2.20. Se (X, T) é um espaco Hausdorff localmente compacto e
ndao € compacto, entio X admite uma compactificac@o por um ponto
Hausdortff.

Demonstracio. Tome a extensdo de Alexandroff de X de X com topologia
7. X é compacto. Vamos mostrar que X é denso, e que é Haussdorf, ja
que outras propriedades seguem da extensao.

Temos que {oc} nao é aberto, pois X nao é compacto, de modo que o
conjunto X \ X nao pode ser uma aberto de X, pela definicdo de X. Assim
X é denso em X.

Agora para mostrar que X é Hausdorff, basta mostrar que dado z € X
existem vizinhancas de co e x com intersecgao vazia, ja que a relacao ja
esta estabelecida para pontos distintos de X, por hipdtese.

Seja x # oco. Dali existe uma vizinhanca compacta K de z. Entao K
¢ vizinhanca aberta de x e o conjunto (X \ K) U {oo} é uma vizinhanca
aberta de 0o, e essas vizinhancas tém interseccao vazia. Portanto podemos
concluir que X é Hausdorff. ]

Definicao 1.2.21. Uma cobertura admissivel de um espaco topoldgico
¢ uma cobertura aberta tal que o complementar de ao menos um de seus
elementos é compacto.

Observe que o conjunto dessas coberturas é nao vazio, dado que {X} é
um cobertura admissivel de X. Um resultado menos direto é o seguinte:

Teorema 1.2.22. Se X ¢ Hausdorff localmente compacto entdo o conjunto
das coberturas admissiveis € nao vazio, e além disso, toda cobertura admis-
sivel vem de, i.e. ¢ induzida por, uma cobertura da compactificacao por
um ponto.

Demonstragio. Seja € uma cobertura de X, a compactificacdo de X por
um ponto. Dali existe um aberto A € € que contém oo. Assim, X\ A C X
é compacto na topologia de X, e portanto ¥ N X admissivel. Agora, se
% é uma cobertura admissivel, entao, seja A € € que tem complementar
compacto. Segue dai que o aberto A U {oc} é aberto em X e portanto a
cobertura € U {{co} U A} é uma cobertura de X. O
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Vamos tratar agora de regularidade, propriedade que sera ttil na pro-
Xima secao.

Definigao 1.2.23. Um espago topoldgico X ¢ dito regular se dado x € X
e uma vizinhanca V de x, existe outra vizinhanca de U de x com U C V.

Proposicao 1.2.24. Seja X espaco Hausdorff localmente compacto. Entao
X € reqular.

Esse resultado é um caso particular do préoximo Lema.

Lema 1.2.25. Seja X espaco Hausdorff localmente compacto. Se K C X
é compacto e U é um aberto tal que K C U, entao existe um aberto V' com
fecho compacto e K CV C U.

Demonstracdo. Como X ¢é localmente compacto e Haussdorf tome para

cada x € K um vizinhanca compacta K, com K, C U. Dai U Km cobre

zeK
K de modo que apenas um numero finito {K,,,..., K, } cobre K. Dai

n
temos o compacto K’ = U K, C U. Tome entao V = IO(’, e observe que
i=1
KcVcU.
[l

Teorema 1.2.26. Seja X um espagco Hausdorff localmente compacto. Se-
jam K C X compacto e U um aberto com K C U. FEntao existem uma
fungdao continua f: X — [0,1] e um compacto K' com K C K' C U tais
que f=1lem K ef=0emX\ K

Demonstracdo. Pelo Lema 1.2.25 tome K C V; C Vo € U com Ky = Vy
compacto. Dai Ky é regular, pois é Hausdorff compacto. Pelo lema de
Urysohn, tome uma funcao f: Ky — Ky continua. f =1lem Ke f =0
e, Ky C Vi. Podemos dai estender f para todo X fazendo f = 0 em
X C Ks. []
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Definicao 1.2.27. Um espago topolégico X ¢é totalmente regular se
dados um fechado F C X e um ponto x € X \ F existe uma fungao
continua continua em f: X —[0,1] com f(x) =0 e F C f~1({1}).

Proposicao 1.2.28. Um espaco topologico totalmente reqular é reqular.

Demonstragao. Seja x € X e uma vizinhanga V de z. Tome F = X \
Ve f:x—10,1] como na Definicao 1.2.27. Considere entao o fechado

fl [0, %] Seu interior A = f7[1, %) contem z e claro que A C V. O

Um resultado classico da topologia é a que todo espago topoldgico Haus-
dorff localmente compacto é totalmente regular. Esse serd um corolario do
fato de um espaco topologico Hausdorff localmente compacto possuir uma
estrutura uniforme. Terminaremos a secao com uma breve revisao de pro-
dutos de espacos topologicos.

Definicao 1.2.29. Seja (X,),c4 uma colecio de espagos topologicos. E
considere X = H X, o produto entre elas. A topologia produto definida

acA
em X € a gerada pelos abertos

Uv=1]v.

acA

onde U, # X apenas para um subconjunto finito de A.

Observe que no caso de uma colec¢ao finita, os abertos dos produtos sao
justamente os produtos dos abertos. Nao é dificil verificar que se trata de
uma topologia, pois a interseccao de abertos é claramente aberto, assim
como unioes arbitrarias

Proposicao 1.2.30. Seja HXa o produto de uma colegio de espacos

acA
topoldgicos. As projecoes

Tt [ Xa = X

acA
(Q?a) = Ly
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sao fungoes continuas na topologia produto.

Demonstragao. Se U,, C X,, € aberto, é claro que

é aberto. (]

Proposicao 1.2.31. O produto de uma colecao de espacos topologicos
Hausdorff ¢ um espaco Hausdorff.

Demonstragao. Sejam (z,) # (Yo) elementos de um produto de espagos

topolégicos HXa. Dai z,, # Yo, para algum oy € A. Segue dai que

acA
existem vizinhangas U,, e V,, de z,, € y,, disjuntas. Portanto os abertos

U= [] Xa xUs,

aFag
V=] Xax Vi
aag
Sao vizinhangas disjuntas de (z,) e (ya). O

O proéximo resultado é um classico de Tychonoff, que depende o Lema
de Zorn. Iremos omitir a demonstracao.

Teorema 1.2.32. (Teorema de Tychonoff) A produto de uma cole¢io ar-
bitraria de espacos topologicos compactos é compacto na topologia produto.

Demonstracao. Uma demonstragao pouco usual que se utiliza de ultrafil-
tros é exposta no Teorema 5.13 de [Jam87]. [

Exemplo 1.2.33. O Teorema de Tychonoff permite a construcao de contra
exemplos de espagos topoldgicos. Um exemplo de um espaco topolégico
Hausdorff compacto que nao é metrizavel é o conjunto X = {0, 1}R.
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De fato, um espaco métrico apresenta bases locais enumeraveis, que
podem ser a formada pelas bolas de raio 27". Suponha entao que X seja
metrizavel e seja A uma base enumeravel de (0),.p i.e. o ponto com
entrada 0 em toda coordenada. Como X ¢é Hausdorff temos que

ﬂ Ak - (O)xER :
keN
Como Aj é aberto existe uma colecao finita Cy = {x1,...,x,} tal que

By =[] V. (1.1)

z€R

com U, = {0} para z € Cy e U, = {0,1} se y ¢ C}, e B, C Aj. Segue dai
que Bj, também é uma base enumeravel, e portando

(VA2 [ Be=(0),c- (1.2)
keN keN

Observe agora que tomar a interseccao By N By, com k, k' € N, é 0 mesmo
que fazer a uniao Cj p = Cj U Cy e definir o novo aberto
By = By N By = H Us

zeR

sendo U, = {0,1} se v ¢ Cr v e U, = {0} se y € Cyr. Temos entao que a
equagao 1.2 implica que

Cia..=CiNCU---=[0,1].

Mas o resultado é impossivel, pois a uniao enumeravel de conjuntos finitos
¢ um conjunto enumeravel e [0, 1] é ndo enumeravel.

Exemplo 1.2.34. Usando o Exemplo 1.2.33 um espago Hausdorff com-
pacto nao metrizavel, podemos construir um exemplo Hausdorff localmente
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compacto, que é nao compacto e nao metrizavel. De fato, tome X nao me-
trizavel, como o Exemplo 1.2.33, e defina

Y =X xN,

sendo que para N assumimos a topologia discreta, que ¢é a topologia definida
por todos os subconjuntos de N. A topologia discreta é sempre localmente
compacta pois para x € N o conjunto {z} é compacto, aberto e fechado,
e é uma base local de vizinhancas de x. Segue dai que Y é localmente
compacto na topologia produto, pois X ¢é compacto de modo que para
x € N o conjunto

X x {z}
é uma vizinhanca compacta de x

Os Exemplos 1.2.33 e 1.2.34, parecem artificiais, e de dificil tratamento.
Ainda assim ilustram um fato importante: espagos Hausdorff localmente
compactos nao sao metrizaveis, em geral.

1.3 Estruturas Uniformes

Uma estrutura uniforme é um filtro de relacdes que generalizam o con-
ceito de métrica. Para uma revisao sobre filtros e suas propriedades veja
o Apéndice A.3. Nessa secao apresentaremos os conceitos basicos, mas
na pratica nos restringiremos aos casos de espacos Hausdorff compactos e
localmente compactos, embora o assunto seja muito mais amplo. Sempre
que conveniente, comentarios seguirao defini¢oes e teoremas sobre os casos
mais gerais. Exceto o Lema 1.3.7, todos os resultados sao gerais de
topologias uniformes.

Dado um conjunto S qualquer, os subconjuntos de S x S sdo chamados
de relacoes. Por ele descrevemos de maneira unificada pré-ordens, relagoes
de equivaléncia equivaléncia etc.

Exemplo 1.3.1. O conjunto R = {(a, b) € R? ’ a < b} constitui uma re-

lagao (de ordem total) nos reais, de onde denotamos xRy se (z,y) € R.
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Podemos compor e inverter relagoes, de maneira analogo a composicao
de fungoes. As defini¢bes a seguir vao estabelecer a notagao utilizada no
texto.

Definigao 1.3.2. Seja S um conjunto, E C S ex € S. Dados R,R' € Sx S
relagcoes em S, definimos

1. RoR = {(a,b)‘ existe ¢ € S tal que (a,c) € R e (c,b) € R’}
2. R = {(b,a)‘ (a,b) eR}

3. R(x)= {y ‘ (y,z) € R}

4. R[E]

{Rw)| verRrE) +0}

Exemplo 1.3.3. Sejam f: 5 —Seg:S5— S5, e as relagoes xFy <—
flx)=yexzGy < g(x) =y. Eclaro que xF o Gy < go f(z) =y.

As estruturas uniformes sao conjuntos de relagées que constituem um
filtro e trazem consigo uma noc¢ao de proximidade mais precisa que a de
vizinhancas, mas evitando-se falar de distancia, tendo espacos métricos
como casos particulares.

Definicao 1.3.4. Uma estrutura uniforme sobre um conjunto X, é um
filtro % de relacoes sobre X, chamadas de entourages, tais que

1. Todo n € % contem a diagonal AX = {(x,x) ’ x € X}

2. Dadon € % existeny € U tal que ' on Cn
3. Dado n € U existey € U tal que n’ C n~ L.

A definicdo é muito abstrata, e no momento nao cumpre o prometido
na introducao da secao: generalizar o conceito de métrica Sendo assim,
vamos apresentar o caso de uma estrutura uniforme sobre espagos mé-
tricos, a fim de ilustrar a definicio. Em seguida vamos generalizar para
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espacos Hausdorff localmente compactos, e citar as propriedades que serao
utilizadas.

Exemplo 1.3.5. Seja (X, d) um espago métrico, com topologia usual. Con-
sidere o filtro % gerado pelas entourages

Ne = {(fc,y) ‘ x € By (y; 6)}

sendo By (y;€) a bola aberta de raio € centrada em y. Tais entourages
geram uma estrutura uniforme. De fato, dado ¢ > 0 valem propriedades

1. AX Cn.
2. M5 0Mns =1
3. n7t =,

que garantem que o filtro gerado é uma estrutura uniforme. Temos também
que n.(X) = By (z;¢€) e ainda que n[z] é um cobertura aberta. Por fim a
topologia de de X pode ser escrita como

{A cX ‘ Dado = € A existe € > 0 tal que n.(z) C A}.

que é apenas uma maneira diferente de descrever os abertos pelas entou-
rages , evitando mencgao a métrica.

O exemplo ilustra bem que podemos pensar na bola By (x;€) como
o conjunto de pontos que se relacionam com z pela distancia e, podendo
assim ser determinada pelas relagao n.. Substituindo bolas por vizinhancas
na construcao de uma estrutura uniforme sera a ideia que lapida o caminho
para estrutura uniforme mais gerais, que vao além de espacos métricos.
Diremos que uma relacao n em um espaco topolégico X ¢ uma vizinhanca
da diagonal se AX C 1 na topologia produto. Um resultado simples mas
util é o seguinte:

Proposicao 1.3.6. O dada uma estrutura uniforme % o conjunto das
entourages simétricas, i.e. 0~ =n, refina % .
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(3

Figura 1.2: Representacao de uma entourage de um espago métrico. Ob-
serve a bola B.(x) centrada em x e raio e.

Demonstracdo. Dado 6 € %, temos que n = §NJ 1 C §. Como n é
simétrica a demonstracao segue. [l

Vamos passar entao para construcao de estruturas uniformes em espa-
cos Hausdorff comecando com o seguinte lema:

Lema 1.3.7. Seja X um espaco topologico Hausdorff. Considere as relagoes
X = {R C X x X| R ¢ vizinhanca de AX}.
Entao vale

() R=AX.
ReZz

Demonstragao. Basta mostrar que se  # y entao (x,y) ¢ ﬂ R. Como X

ReZ
¢ Hausdorff tome vizinhangas V, e V,, vizinhancas de z e y com V, NV}, =
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(). Para todo z tome uma vizinhanca qualquer V, se z # z,y. Tome a
vizinhanca da diagonal,

Ry = {(w,u) ’ w e Vu}.

Temos entao que (z,y) ¢ R(,,) e portanto

AX=()Ruy> [\ R
(z,y) Re#

que conclui a demonstracao. [l

Teorema 1.3.8. Se X é um espaco topologico Hausdorff e compacto. Entao
o filtro % gerado pelas vizinhancas da diagonal € uma estrutura uniforme
e

T = {A CcX ‘ Dado x € A existe n € % tal que n(x) C A} (1.3)

¢ a topologia de X. Além disso, % € a unica estrutura uniforme com esta
propriedade.

Demonstragdo. Considere %/ como o filtro gerado pela familia de vizinhan-
cas de AX na topologia produto. E claro que a topologia induzida pelas
vizinhancas de AX em X ¢é a topologia original.

Vamos mostrar que se trata de uma estrutura uniforme. As proprieda-
des 1 e & da Definicao 1.3.4 sao satisfeitas por %, pois a inversao de uma
vizinhanca de AX é uma vizinhanca de AX, e claro que toda vizinhanca
contém a diagonal.

Para mostrar 2, vamos supor que existe n € % tal que para toda 6 € Z
com 7 # § temos que o conjunto 42 \  # (). Observe que como o conjunto
das vizinhancas de AX é fechado para intersecc¢oes finitas, os conjuntos
{52 \ 77} constituem um filtro em X x X que portanto tem ao menos um
ponto de aderéncia, (z,y), dada a compacidade de X x X. Observe que
x # y, pois AX C n. Mas X x X é Hausdorff e compacto, e portanto
regular, de modo que, como AX é fechado em X x X, existem um aberto
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¢ e uma vizinhanga V' de (z,y) com V N¢§ = 0. Dai (z,y) ndo é aderente
a 82\ n o que é uma contradicao.

Para mostrar unicidade, suponha que exista uma estrutura uniforme
' que gere a topologia de X. Suponhamos agora que 7 é uma vizinhanga
aberta de AX mas que ndo é uma entourage ,i.e. n ¢ %'. Sendo assim nao
pode existir § € %' com 6 C n. Assim Wy =0 N (X x X \ n) # (). Temos
entdao um filtro {W;s} num subconjunto fechado, e portanto compacto, de
X x X. Seja entao (z,y) € X x X \ W um ponto de aderéncia do filtro.
Em particular (x,y) é aderente a %', pois {Ws} é um refinamento de %'

Mas entao (z,y) € AX pelo Lema 1.3.7. O que é uma contradi¢ao, pois
AX Cn. Portando % é tnica. []

De maneira geral, para qualquer estrutura uniforme a topologia dada
pela equagao (1.3) é chamada de topologia uniforme de %, que é sempre
uma topologia. O Capitulo 8 de [Jam87] se dedica a descreve-las. Nessa
dissertacao nos manteremos nos casos Hausdorff localmente compactos, a
fim de evitar uma exposi¢ao muito extensa do assunto.

Figura 1.3: Representacao de uma entourage em um espaco abstrato. Note
a bola definida pela entourage n e o ponto .
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Como a estruturas uniforme de um espaco Hausdorff compacto é o filtro
gerado pelas vizinhancas da diagonal, é claro que as entourages aber-
tas refinam a estrutura uniforme, de modo que considerar entourages
abertas na topologia produto sempre que necessario. Esse também nao é
um fato restrito aos espagos Hausdorff localmente compactos, e sim de toda
topologia uniforme. Podemos observar também que os conjuntos do tipo
n(z) comn € % e x € X assume o papel das bolas. De fato, vamos fazer
uma abuso de nomenclatura e chamar n(x) de n-bola, ou simplesmente de
bola, da estrutura uniforme. Além disso se 1 é uma vizinhanca aberta da
diagonal, n[X] é um cobertura aberta, que sero objetos de muito interesse
no préoximo Capitulo.

Podemos agora ressaltar o papel de cada item da definicio de uma
estrutura uniforme. O item I diz que o um ponto esta contido em todas
as suas bolas, 2 diz que a distancia méaxima entre dois pontos de uma bola
esta no maximo em uma bola com “raio dobrado”, e & diz que uma bola
nao pode ser “fechada de um lado”.

Proposicao 1.3.9. Seja X ¢ um espaco Hausdorff compacto com a es-
trutura uniforme unica % eY C X. Entdo a topologia induzida em Y
também € uniforme com a estrutura %y = % N (Y xY).

Demonstracao. Vamos mostrar que todo aberto de Y é aberto na topologia
uniforme de %4 . Dada uma vizinhanca de V' de um ponto y € Y, podemos
tomar V =Y NU, com U C X uma vizinhanca de y em X. Dai, existe
uma entourage n € % com n(y) C U, de modo que n(y) NY C V. Mas
Ynnly) = (Y xY)Nn)(y), é uma bola de %, de modo que V' é aberta
na topologia dada por % .

Por outro lado, toda bola n(y) com n € %y ¢é claramente aberta em Y,
ja que existe § € Z com n = (Y xY) N4, e portanto n(y) = d(y) NY,
que é uma vizinhanca de y na topologia induzida. Portanto a topologia
induzida em Y por X é a topologia uniforme de % . [l

Corolario 1.3.10. Se X ¢ um espaco topologico localmente compacto e
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Hausdorff, e X sua compactificacao por um ponto. O filtro
U = {ﬁﬂ (X x X)| 7 é vizinhanga de Af(}

gera uma estrutura uniforme, chamada aqui de estrutura uniforme ad-
missivel, sobre X. Além disso X € um espaco topoldgico uniforme com a
estrutura uniforme % e as coberturas por entourages abertas sao admissi-
veis.

Demonstracio. E imediato da proposicdo anterior, excetuado o fato das
coberturas serem admissiveis que segue de X N7(y) = (X x X)N7) (y)
para y € X, de modo que a cobertura por bolas é a restricao de uma
cobertura de bolas de X, de modo que é admissivel quando as bolas sdo
abertas. [l

Este ultimo corolario garante que se X é localmente compacto Haus-
dorff entao X tem estrutura uniforme e sua topologia é uniforme. Tal
estrutura uniforme se mostrara fundamental na demonstragao do Princi-
pio Variacional, e a definicao é dada pela primeira vez neste trabalho.

A unicidade da estrutura uniforme num espaco Hausdorff nao é garan-
tida, pois em geral a compactificagdo de X nao é tnica, conforme ilustrado
no préoximo exemplo.

Exemplo 1.3.11. Considere o X = (0,27) com topologia usual. X é
Hausdorff e localmente compacto pois é metrizavel. Porém, sua estrutura
uniforme é induzida tanto pelo seu fecho, na reta, [0,27] com topologia
usual, como também de S! = R/27Z, retirando-se o ponto § = 0 + 27Z.
com topologia quociente da usual de R, que corresponde a compactificacao
por um ponto de X.

Tecendo um ultimo comentario sobre estruturas uniformes em espaco
métricos, a estrutura uniforme admissivel se associa sempre a um métrica
da compactificacao por um ponto. De fato, qualquer métrica nao limi-
tada nao pode gerar a estrutura uniforme, pois nenhuma delas pode ser
estendida a compactacao por um ponto.
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O proximo Lema se mostrara muito importante no resultado final dessa
dissertacao.

Lema 1.3.12. Seja X um espago topoldgico uniforme. Considere n uma
entourage aberta e x € X. Entdo existe uma fungdo continua f: X — 1
onde I = [0,1], tal que com f(x) =0 e f(y) =1 paray € X \n(x). Além
disso dado t € (0,1) o existe uma entourage 6; C n tal que f~1([0,t)) =
6¢(z), i.e. f71([0,t)) é uma bola na topologia uniforme.

Demonstragdo. Defina a colegao de entourages abertas (9;),.y escolhendo
de forma recursiva oy = 1 para e cara k € N alguma ¢ tal que (5k)2 C 0p_1.
Agora considere o conjunto das sequencias de um bit K C {0, 1}N que
expressam a expansao bindaria do intervalo I = [0,1] e a fungao t: K — [
dada por

1 1
t(a):a0—|—§a1+§a2...

com a € K. Considere
K':{aEK‘ nENtalqueaizoseiZn.}

A restricao de f a K’ é um bijegdo na sua imagem f(K') = I', o conjunto
dos racionais diddicos. Temos que K’ é um conjunto denso em K, e que ,

pela expansao binaria dos reais, I’ é denso em [0, 1].
k

1
Parate I', t = Z TR denote a entourage .
i=1

E =6, 000,

Defina ainda Ey = AX. Primeiro vamos mostrar que as entourages sao

ordenados por ¢. De fato, sejam ¢ < t'. Parat = &% e t' = % entdo

o, 0o By C Ey. Segue dai que o resultado vale por indugao também para
t = 2% com [ > k. Dai como todo ¢t € I’ pode ser escrito da forma 2ﬁn
Dai vale para todo ¢, € I’ bastando tomar n suficientemente grande na

expansao de t e t'.
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Para t € I, tome a sequencia mondtona (t;) em I’ com, ¢, Tt e defina
d; como

(St - U Etk

keN

Tal entourage tem existéncia garantida, pois E; ¢é ordenado pela inclusao
e é limitado por 1. Além disso trata-se de uma entourage aberta e ainda
o C 1.

Defina agora a funcao f : X — [0, 1] como

fo)=int{ter| y¢ B}

Claramente f(z) =0 pois z € Ey(z) = {z}. Sey € X \ n entdo f(y) =1
pois y ¢ Ei(z) para todo t € I'.

Observe que §;(x) C f~1([0,t)) ja quesey € f~1([t,1]), tomando t, 1 ¢
¢ claro que y ¢ d; (x) para todo n € N e portanto y ¢ &;(x). Por outro
lado se y € X \ 0;(x) entdo f(y) >t e portanto y € f~1([t,1]). Juntando
as afirmacoes, temos que

Si(x) = f([0,1)).

Resta mostrar a continuidade de f. Para isso, observe que dados y € X
se f(y) € (0,1) entdo s < f(y) < t para uma par s < t em I’. Temos entao
que y € Ey(x) \ Ey(x) que é aberto. Se f(y) = 0 entdo y € Ey(x) para
todo t. Se f(y) = 1 entdo para todot < 1 em I' y € X \ Ey(x). Assim f é
continua. H

Esse ultimo Lema, mostra também que espacos Hausdorff localmente
compactos sao totalmente regulares. De fato a demonstracao de Lema
1.3.12 é bastante similar ao encontrado em livros textos de topologia [Mun00].
Para além da regularidade, existe uma interpretacao para a funcao do Lema
1.3.12, como uma func¢ao que assume o papel andlogo a o da distancia entre
o centro de uma bola e um ponto de seu interior, i.e. pontos na imagem
F74[0,v)),y € [0,1], estdo até uma mesma “distancia”, fixada pelo valor
de y.
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1.4 Funcionais Lineares e Teoria da Medida

Essa secao tratara de resultados de analise funcional que serao necessarios
na demonstracao do Principio Variacional. Porém com seu carater ins-
trumental, omitiremos as demonstragoes que forem muito técnicas ou que
requiram grande digressao do assuntos aqui estudados.

No que segue, consideraremos X um espaco Hausdorff localmente com-
pacto e medidas sobre os Borelianos, #[X]. Uma breve revisao sobre
estados de medida se encontra no Apéndice A .4.

Do ponto de vista das medidas de Radon, a hipdétese de que um es-
pago topologico seja métrico, nao parece enriquecer o conteiido de maneira
significativa ao Principio Variacional. E fato que ganha-se compacidade
sequencial com a metrizabilidade. Do ponto de vista de filtros e redes, no
entanto, esse fato nao se mostrara relevante.

A exposigao é aqui é amplamente baseada em [Foll3].

Uma medida positiva u: Z[X] — RT é outer reqular e inner regular
se dado F mensuravel valerem as relacoes

u(E) = inf{u(U) ‘ EcCcUU aberto.}

pu(E) = sup {,u(K) ’ KCEK Compacto.}

respectivamente.

As medidas de Radon positivas sao as outer reqular para os borelia-
nos, inner reqular para os abertos, e que assume valores finitos para os
compactos.

Para medidas finitas temos um resultado inicial

Lema 1.4.1. Seja X um espaco topolégico e p uma medida de Radon
positiva. Se u(X) < oo entdo i € reqular, i.e. € de Radon, de modo que
para todo boreliano A C X, temos

((A) = sup {,LL(K) ’ KCcAK compacto}.
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Demonstragao. Como p é de Radon e p(A) < oo, dado € > 0 existe U D A
aberto tal que pu(U \ A) < e. Dai tome F' D U compacto com pu(U) — e <
p(F). Tome por fim V D U\ A com pu(V) <e. Dal K = F\ V é tal que
K C A e é compacto. Além disso

p(K) = p(F) = p(FNV) >
p(F) — (V) = p(U) — 2e = p(A) — 2,
de onde estabelecemos a regularidade de p, ao se tomar € — 0. []

Em particular se A é um boreliano com p(9A) = 0 sendo p € M (X),
uma medida finita temos que u(A) = u(A) = p(4), e portanto

sup {M(K)mcﬁ}: inf  {u0)|UD>A}  (14)

K: compacto U: aberto

O conjunto das fungoes continuas serd denotadas por C (X). O con-
junto das funcoes que vao a zero mo infinito é o conjunto

Co(X) = {fGC ’{xEXHf( )]>ee>0}ecompaeto}

Temos o resultado

Proposicao 1.4.2. Seja X um espaco topolégico e f € Cy(X). Entao f é
limitada.

Demonstragao. Tome o compacto K = {z € X||f(z)| > k} para algum
k> 0. Dal f(K) é compacto e portanto limitado. Dai f é limitada. ]

A norma do maximo é definida como

I f]] = sup{f(x)}.

zeX

define uma topologia sobre Cjy (X) que chamaremos topologia do mdzimo.

Definicao 1.4.3. Seja f: X — R mensurdavel. O suporte de f, denotado
supp f € o fecho do conjunto onde f € ndo nula, i.e.

suppf:{xeX‘ f(x);«éO}
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Uma funcao f tera suporte compacto se supp f é compacto. O conjunto
das fungbes continuas e de suporte compacto serda denotado C. (X).

E claro que as funcdes de suporte compacto vao & zero no infinito, ja
que se f é de suporte compacto, o conjunto K, = {z| |f(x)| > €} é fechado,
e portanto compacto, pois esta contido no suporte de f(x). Observe ainda
que as funcoes de suporte compacto tem extensao continua para a com-
pactificacdo por um ponto, conforme a proposicao a seguir.

Proposicao 1.4.4. Seja X a compactificagao de X por um ponto. Seja
f X — R de suporte compacto. Entao f : X — R dada por

(x){f(x), sex € X

0, se x = 00
¢ continua em X .

Demonstragio. Tome I = (—e, €), com € > 0, uma vizinhanca de 0 € R. E
claro que supp f = supp f. Como X é Haussdorff A = f~1(I) \ supp f é
aberto e ¢ uma vizinhanga de oo. Portando f é continua em oo. Portanto
f é continua. ]

Teorema 1.4.5. Seja X um espaco Haussdorff localmente compacto. En-
tio C.(X) € denso em Cy(X) na topologia do mdzimo.

Demonstracio. Seja f € Cy (X )Considere para cada n € N o compacto

Kn:{xeX‘ \f(x)\zn}

Usando o Teorema 1.2.26, para cada K, tome uma funcao g, com g, = 1
em K, e g,=0em X C K,,.1. Defina f, = fg,. Afirmamos que f, — f.
De fato, seja * € X. Temos que f(xr) < n para algum n € N. Dai
f(z) — fe(z) = 0 sempre que k > n. O

Definicdo 1.4.6. Seja um espago topologico X e Cy(X) o conjunto das
funcgoes continuas sobre X que vao a zero no infinito. Um funcional
linear sobre Cy (X) € uma transformagdo linear E : Cy (X) — R. O con-
junto dos funcionais lineares sobre Cy (X)é denotado Cy (X)"
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Os funcionais lineares sao elementos centrais na Analise Funcional. Os
funcionais lineares apresentam uma topologia natural dada pela norma do
maximo [Brel0],

IE] = sup [E(f)].
Ifll=1

Nessa dissertacao estamos mais interessados numa outra, mais fraca.

Definicao 1.4.7. Seja X um espago topologico. A topologia fraca™ definida
em Cy (X)" € a topologia menos fina onde as transformagoes lineares

Fr: Co(X)" - R |
Fy(E) — E(f)

sendo f € Cy(X), sdo continuas.

A construgdo da topologia fraca® é uma tarefa pouco trivial(veja a dis-
cussao da segdo 3.1 de [Brel(]), mas a existéncia é algo simples de garan-
tir. De fato, existe ao menos uma topologia onde [y é continua para toda
f € Cy(X) que é a topologia discreta & (Cy (X)"). Consideramos entao
o conjunto ¢ de todas as topologias de Cj (X )" nas quais Fy é continua.
Tome entao a topologia minima,

N7T=T"

Temos que T* é nao vazia pois Cy (X)" € T*. Além disso, dado f € Cy (X)),
temos que F; Y(U) € T* sendo U € R um conjunto aberto na topologia
usual, pois F é continua para cada 7 € ¢. O fato de que 7" ¢ uma
topologia segue da definicao de espaco topoldgicos, cujas propriedades sao
mantidas por interseccoes.

Naturalmente, dada uma rede convergente na topologia fraca™®, (Ey),,,
com limite F em Cj (X)" e uma funcao f € Cy(X), vale a relagio,

lim B(f) = E(f).



38 Capitulo 1. Defini¢oes e Conceitos Preliminares

Uma curta revisao sobre redes pode ser encontrada no Apéndice A.2. A
topologia fraca™ tem muitas propriedades. Uma que nos sera 1til é o fato
de que é uma topologia Haussdorff.

Proposigao 1.4.8. A topologia fraca* de Cy(X)* é Haussdorff.

Demonstracdo. Sejam Ey, By € Cy(X)" distintos. Como E; # E, entdo
existe ao menos uma funcao f € Cy (X) tal que Ei(f) # Es(f). Dal, sem
perda de generalidade, podemos tomar » € R com

Ei(f) <r < Ex(f),

e definir dai os abertos disjuntos
A = Ff_l(—oo,r)
AQ = Ff_l(ru OO)

que sdo vizinhancas de F; e E5y respectivamente na topologia fraca®. Dai
a topologia fraca* de Cy (X)" é Haussdorff. O

Poderiamos, ainda, citar diversas propriedades da topologia fraca™*,
como o fato de que ela é menos fina que a topologia da norma de ope-
radores. Uma boa referéncia é [Brel()], tanto para esta ultima propriedade
quanto para a construcao das topologias fracas.

Vamos relacionar o exposto até o momento com medidas nos borelianos
de X. A norma de uma medida com sinal, i, nos borelianos, é definida
como

[l = Tl (X)

onde || = py + p— é obtido da decomposigao de Jordan de p(vide a se¢ao
3.1 de [Foll3]).

Uma medida com sinal ¢ de Radon se suas partes positiva e negativas
sao medidas positivas de Radon. Denotaremos M (X) o conjunto das
medidas de Radon com sinal sobre X.

Os resultados a seguir sao os mais importantes da se¢ao. O primeiro é
uma das versoes do teorema de Riez-Markov, adequada ao tratamento de
medidas definidas em espacgos Haussdorff localmente compactos.
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Teorema 1.4.9. Seja X um espaco topologico Haussdorff localmente com-
pacto. Dada uma medida € M (X), defina

[+ M(X) = Cy(X)
po— E,: C(X) - R
f = [fdu

Entao I é um isomorfismo isométrico entre M (X) e Cy (X)".

Demonstragao. Esse é o teorema 7.17 de [Foll3]. O

Na teoria envolvendo a entropia de Kolmogorov-Sinai, geralmente se
utiliza medidas de probabilidade, principalmente por formarem um con-
junto fechado na topologia fraca™ em espacgos compactos Haussdorff. Para
a teoria em localmente compactos, porém, esse nao é o caso, em geral. No
trabalho, nos valeremos das medidas finitas.

Defini¢ao 1.4.10. Seja um espaco X topologico. Uma medida finita
positiva é uma medida ;1 € M (X) tal que p(X) = ||p]| < oc.

Esteremos interessados nas medidas finitas com ||| < 1, que chama-
remos medidas limitadas a 1.

Teorema 1.4.11. Seja X um espaco topologico Haussdorff localmente com-
pacto. O conjunto das medidas limitadas a 1 em Cy(X) é compacto na
topologia fraca™.

Demonstracdo. O teorema é na verdade uma das formas do teorema de
Alaoglu, que é o Teorema 5.18 de [Fol13]. Usando o Teorema 1.4.9, temos
que o conjunto das medidas limitadas a 1 é a bola fechada de raio 1 na
topologia fraca* de Cyy (X)". Mas o teorema de Alaoglu, afirma que a bola
fechada de raio 1 é compacta na topologia fraca™. ]

Observe que no caso de espagos Haussdorft localmente compacto o con-
junto das medidas Radon de probabilidade nao é compacto em geral, ja
que a compacidade da bola fechada nao implica a compacidade da casca.
Mas se X é compacto, temos o importante resultado:
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Lema 1.4.12. O conjunto das medidas de probabilidade sobre X, um espaco
Haussdorff compacto, é fechado na topologia fraca™.

Demonstragdo. Primeiro observamos que como X é compacto, toda fun-
¢ao continua tem suporte compacto, de modo que Cj (X) = C'(X). Seja
(t2) e uma rede de medidas de probabilidade sendo que

li -
im = p

na topologia fraca®. Observe agora que a funcdo indicadora de X é conti-
nua. Sendo assim na topologia fraca™ temos a relacao

lim p2 (X) = p(X) = 1.

e portando u(X) é de probabilidade. O

Como ultimo resultado da se¢ao, consideramos a convergéncia da me-
dida de conjuntos de continuidade.

Lema 1.4.13. Seja X Haussdorff localmente compacto e seja (py),cp uma
rede convergente na topologia fraca™ das medidas de Radon de X com limite
w. Seja A um boreliano com p(0A) = 0 e com fecho compacto. Entdo

lim 1z (4) = u(A).

Demonstracao. Observe que como o fecho é compacto e p ¢ de Radon, entao
A tem medida finita. Por defini¢ao para toda funcao continua f: X — R

de suporte compacto,
lim/fd,u)\:/fdu.

Usando a equagao (1.4), para todo € > 0 tome um compacto K C Ae
aberto U D A tais que

p(U) < p(K) +e
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Usando o Lema 1.2.26, tome as fungées continuas f, g € Cy (X)com f =1
em Kef=0em X\A, eg=1lemAeg=0em X \U. Se [} é a fungao
indicadora de K, I;7, ade U e 14, a de A temos

Ix<f<Ia<g<lIy

Assim obtemos as relagoes

lim sup p(A4) < limsup /g dpy = /g dp < p(U) < p(K) + €

lim inf ) (A) > liminf/fdp,\ > /f dp > p(K)
Temos entao que temos entao que
limsup pupA < liminfpy(A) + €

Como o resultado vale para todo €, o teorema fica mostrado. ]






Capitulo 2

Entropia de Sistemas Dinamicos

Nesse capitulo, definem-se sistemas dinamicos e as entropias topoldgica,
uniforme e de Bowen. Mostra-se também a relagao entre essas entropias.

O contendo é proximo do exposto no artigo [CP18], que é o objeto de
estudo dessa dissertacao. Sendo assim a linha de raciocinio apresentada
é a mesma do artigo, excetuado o fato de que métricas somente serao
consideradas ao final do capitulo, onde citaremos os resultados originais do
artigo, que se tornarao casos particulares dos espacos uniformes.

2.1 Sistemas Dinamicos

Sistemas dinamicos é area de estudo da acao de transformacoes em con-
juntos, geralmente envolvendo alguma topologia e continuidade. Trata-se
de uma area que envolve problemas amplos como as equagoes diferenciais
ordinarias, orbitas pela acdo de uma transformacao, estabilidade etc.

Devido a natureza ampla, o estudo sistemas dinamicos se utiliza ferra-
mentas de todas as dreas de mateméatica [KO14, RLDHSDO04].

No presente trabalho daremos enfase as visoes topolégica e analitica de
sistemas dinamicos, iniciando com a topologica.

Definigao 2.1.1. Um sistema dindmico (topoldgico) é definido por um
espaco topologico X e uma funcao continua T : X — X.
Dado x € X o conjunto {T*(z)| k € N} é chamado de orbita de .

43
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A definicao é extremamente ampla, o que é intencional. Quando o es-
paco topologico de um sistema dinamico for Hausdorff, compacto ou metri-
zavel diremos que o sistema dinamico é Hausdorff, compacto ou metrizavel,
respectivamente.

Citaremos, agora, diversos exemplos a fim de dar contexto ao tipo de
problema que pode ser tratado com a teoria apresentada adiante.

Exemplo 2.1.2. Considere o espaco produto X = K~ o conjunto das
sequencia (a;); . com valores em K = {0,...,k —1}. Defina §: X = X
a funcao shift como

S(al,ag,...) = (ag,a3,...).

O shift é continuo na topologia produto, de modo que o par (X,.S) é um
sistema dinamico.

Exemplo 2.1.3. Considere um sistema de equacoes diferenciais X' =
F(X) em RY sendo F' um campo continua. O teorema de existéncia e uni-
dade de solugoes de equacoes diferenciais permite a definicao do fluxo @7,
com 7 € R. Para uma descri¢ao precisa veja a se¢ao 7.2 de [RLDHSDO04].
Determina-se um sistema dinamico sobre X fixando-se 7 > 0 e definindo a
aplicagao

7. : RY — RV,

Exemplo 2.1.4. (Figura 2.1) Considere o fluxo ®7. dado pelo sistema em
coordenadas polares polares

Fir,¢) = < 71451(1_—7020) +2 >

no disco aberto D = {(x,y e R 22 +9° < 1}. Temos um sistema dina-
mico tal que a velocidade angular assume valores arbitrariamente grandes,
a medida que r se aproxima de 1. Observe que se trata de um sistema
dinamico que nao é compacto, mas é metrizavel.
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Figura 2.1: Representacao do sistema do Exemplo 2.1.4 para 7 = 0.1
condigao inicial (rg,0y) = (0.1,0). A medida que os pontos se aproximam
da borda, a distancia angular entre os pontos aumenta.

Exemplo 2.1.5. (Figura 2.2) Considere a funcao agindo no intervalo aberto
(0,1),

f(z) = kx(1 — x).

Trata-se de um exemplo classico de comportamento logistico discreto, que
dependendo do valor de k£ pode apresentar comportamento caotico.

A demonstracao do Principio Variacional dependera da ideia de subsis-
temas dinamicos, a serem discutidos agora.

Definicao 2.1.6. Seja S : Z — Z um sistema dinamico topoldgico. Dire-
mos que o sistema dinamico X : T — T é um subsistema de S : Z — Z
se valer a restricio Sx =T e X tiver a topologia induzida de Z. Dizemos
ainda que S € uma extensao del': X — X a S: 7 — Z.
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Figura 2.2: Representacao da agdo de f(x) do Exemplo 2.1.5.

Exemplo 2.1.7. (Figura 2.3) Considere a equagao diferencial em (0, 27)

por

v =221 — ).

Podemos estender o sistema para o circulo S* C C. fazendo a injecao

Tz — e

e estendendo a equagao diferencial para 2’ = 0 quando x =0 e x = 2.
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Figura 2.3: Representacao da extensao do sistema do Exemplo 2.1.7 agindo
sobre S!, projetado nos complexos. Os pontos correm no sentido anti-
horario.

Teorema 2.1.8. Seja T : X — X um sistema dinamico Hausdorff local-
mente compacto, e a compactificacao por um ponto X=XuU {oc} de X.
Entao existe uma extensao S :Z — Z, sendo Z Hausdorff e compacto.
Além disso, a inclusao v : X — Z e a projecao

T 4 — X
r 71'(:1:):{

T, reX
oo, ré¢&X

sao continuas.
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Demonstracao. Escolha

Z=][x=Xx"

neN

as sequéncias de valores em X. Z é compacto na topologia produto, pois
é um produto de espagos topologicos compactos. Considere,

t: X — 7
r = (Tix)z'eN

Afirmamos que ¢ é um homeomorfismo de X na sua imagem em Z. De fato
¢ é continua em cada coordenada pois 7" é uma funcao continua. Além
disso considere a projecao my com

0 ((@i)jen) = 0.
7o é continua e sua inversa na imagem I = ¢(X) é +. De fato
mo o u(x) = .

E sempre que z = (T%(x)) entdo ¢ o my(z) = z. Temos entdo uma copia de
X em Z. Defina agora

S —
(zi) = (Ti1)

Temos que S|y =T e que S é continua. Resta mostrar entao que m como
definida no teorema é continua. Se z € ((X) nada hd o que mostrar pois
nesse caso m(z) = m(z). Agora se A é uma vizinhanga aberta de oo entao
entao K = X \ A = é compacto, e portanto, ¢(K) é compacto e portanto
fechado, ja que Z é Hausdorff. Dai

r T (A) =7 (X K) = 2\ (K),

que portanto é aberto. ]
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Lema 2.1.9. Sejam os sistemas dinamicos T': X — X e S : Z — Z nas
condigoes do Teorema 2.1.8. Entio X € P |Z], os borelianos de Z.

Demonstracio. E suficiente que X seja aberto em Z. Mas isso é imediato,
pois a projecdo 7 no Teorema 2.1.8 é uma funcdo continua, e X C X é
aberto, pois X é Hausdorff. Daf, como X = 7 1 X), temos e 7 é continua,
X é aberto em Z. ]

Exemplo 2.1.10. (Figura 2.4) Continuando o Exemplo 2.1.4 podemos es-
tender o sistema polar & espera S? identificando o bordo do disco com
o ponto (0,0,1), tomando r = % em coordenadas esféricas e fazendo

F(1,¢) = 0. Observe que o fluxo gerado pelo sistema ainda é continuo.

Figura 2.4: Ilustracdo para o Exemplo 2.1.10. Apesar da velocidade an-
gular assumir valores arbitrariamente grandes, na compactificacao eles se
aproximam do polo norte, de modo que o fluxo ainda é continuo.

Observe que uma estrutura uniforme de X induz uma estrutura uni-
forme gerada por vizinhancas aberta da diagonal de Z cuja topologia uni-
forme é, em geral, menos fina que a topologia de Z. De fato, considere %
estrutura uniforme de X e defina

Uy = {wl x 7Y() ‘ 5 e @/} (2.1)
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E imediato que se trata de uma estrutura uniforme em Z, pois a imagem
inversa preserva as operacoes entre conjuntos, e claro que a diagonal AZ C
71 x 771(6). Além disso 7 é continua de modo que como % é gerada
por conjuntos abertos da diagonal AX entdo %, também é gerada por
conjuntos aberto da diagonal, mas, em geral, nao todos, de modo que a
topologia dada por %z é menos fina que a topologia original de Z.

Proposicao 2.1.11. Seja %y a estrutura uniforme definida na equagdo
(2.1). Entao

U = Uy N (X x X)

¢ a estrutura uniforme admissivel de X. Além disso se n € Uy entdo n
nao separa pontos de Z C X e, portanto, se z € Z\ X entao Z\ X C n(z).

Demonstragao. Observe que m(x) = x parax € X de modo que se dz € Uy
tome 6 € % tal que dz = 7 x 771(§). Daf

5Zﬂ(X><X):7r 1(5)m(X><X)
=rtxa (o) Nnr X x X)
=ntx7 (0N (X ))

(0
:(5ﬂ(X><X))

Agora seja 1 € %z. Vamos mostrar que 7 nio separa pontos de Z \ X.
Usando a defini¢ao dada em (2.1), tome Seja 6 € % com 7~' x7~'(6) C 7.
Como toda entourage de X contém a diagonal entao

(Z\X)x (Z\X)=a'x71({oo} x {oc}) ca ' x771(6) Cn

De modo que nenhuma entourage separa pontos de Z\ X e portanto Z\ X C
d(2),se z€ Z\ X. O

Para finalizar a se¢ao, vamos analisar coberturas de X sob a perspectiva
de suas extensoes.
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Lema 2.1.12. Seja T : X — X subsistema de um sistema dinamico to-

polégico S : Z — Z. Tome o/ uma cobertura de Z, e defina a cobertura
¢ = o/ NX. Entao,

G =X Nl

Demonstracdo. Faremos por inducao. Para n = 1, nada ha nada para se
mostrar. Como T7%(¢) = X NS (</). Dai suponha que a afirmacio vale
para n = k, temos,

N X =6rnT " (%)
= (ZénX)Nn (X NS H(x))
= (TN X).

[]

Sendo assim, envolvendo coberturas admissiveis, podemos pensar sem-
pre em coberturas de uma sistemas compactado com uma dinamica que
pode ser estendida a este sistema.

2.2 Entropia Topolégica

O conceito de entropia foi inicialmente cunhado nos ramos da termodina-
mica em fisica no século XIX por Rudolf Clausius. O conceito foi melhor
entendido e desenvolvido nos contexto de mecanica estatistica onde se asso-
cia ao numero de estados de um sistema, de maneira semelhante ao formato
utilizado em Matemética [Sal01].

Em teoria da informagcao, a entropia serve a medir a quantidade ou o
tamanho da informacao, o que formaliza e torna o conceito do que seria
“informacao” mais quantitativo, tendo assim aplicacoes ao se estudar a efi-
ciéncia e confiabilidade da transmissao de informagao[SW98]. No contexto
se assemelha a entropia de Kolmogorov-Sinai a ser vista no Capitulo 3.

Em Matematica, entropia tem sua importancia consagrada em teoria
ergodica e sistemas dinamicos, pois quase sempre se apresenta como um
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invariante por algum tipo de conjugacao [KO14, BG13]. Sendo assim ins-
trumental, por exemplo, na classificacao sistemas dinamicos.

A defini¢ao original da entropia topoldgica e sua existéncia em sistemas
compactos foi apresentada em [AKMG65]. Bowen em [Bow71] apresentou
uma definicao alternativa mas equivalente em sistemas compactos metriza-
veis. Nesse trabalho vamos utilizar a defini¢do de Caldas e Patrao [CP18],
na qual a definicdo de coberturas admissiveis apresentara seu papel.

Definicao 2.2.1. A entropia de uma cobertura o7 de X é dada por
H (o) =log N ().

Lembre que, como definido no Capitulo 1, N (&) é a menor cardi-
nalidade entre as subcoberturas de .&7. Observe que a entropia de uma
cobertura pode ser infinita. Mas esse nao é o caso de coberturas pode
abertos em espagos compactos, ou de coberturas admissiveis.

Definicao 2.2.2. Dado um sistema dinamico, T : X — X sua entropia
topoldgica com respeito a cobertura aberta &7 € dada pela expressao:

1
WT | o) = lim —H (o).
n—00 M,
A entropia de uma cobertura tem existéncia garantida em situagoes de

interesse desse trabalho, conforme a proxima proposicao.

Proposicao 2.2.3. Em sistemas localmente compactos a entropia de uma
cobertura admissivel existe, i.e. o limite da Definicao 2.2.2, existe se of €
admissivel.

Demonstracao. Basta observar que toda cobertura admissivel admite uma
subcobertura finita, de modo que

N (o) < o0

para toda cobertura &/ admissivel. Agora tome n,q € N com ¢ < n. Pela
Proposicao 1.1.5

N (/") < N (/" %) N (/9).
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Nao é dificil concluir que cada termo é finito, jA que basta existir uma
subcobertura finita de o/ para que N (&/") seja finita. Pelo Lema 1.1.7 o
limite em 2.2.2 existe. [l

Definicao 2.2.4. A entropia topologica do sistema dinamico T : X — X
¢ dada por

h(T)= sup h(T|)

of admissvel

Esta defini¢ao é diferente da originalmente por em [AKMG65], na qual o
supremo ¢ tomado sobre as coberturas aberta, i.e.

hy(T) = sup h(T‘ o).
o aberta
O principal motivo dessa mudanca é o Principio Variacional, que nao pode
ser imediatamente generalizado a espacos localmente compactos. O motivo
ficara claro na Secao 4.3, onde um exemplo discutirda o fato, mas no mo-
mento posporemos a discussao para que tenhamos todo o arsenal necessario
a um discussao definitiva.

Exemplo 2.2.5. Considere o sistema dado no Exemplo 2.1.2 para k = 2.
Considere a cobertura & = {{0} x K, {1} x KN}. Contando as inter-
secgdes 6 possivel concluir que N (/™) = 2" de onde h(T | /) = log?2.

Lema 2.2.6. Dado um sistema dinamico T : X — X, sejam o/ e B, co-
berturas aberta de X. Entdo se o7 < 9B temos que h(T’ szf) < h(T’ %)

Demonstracao. O resultado é imediato ja que pela Proposicao 1.1.5 temos
a relacio N (/") < N(#"), para n € N. Dai aplicando o logaritmo,
dividindo por n, temos, tomando o limite,

lim 1H (&7") < lim lH (A"),

n—oo N, n—oo T}

que ¢é o resultado procurado. ]
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Proposicao 2.2.7. Sejam T : X — X wm sistema dinamico topologico e
k € N. Entao

h(T") < kh(T).

Demonstracdo. Tome o/ um cobertura admissivel de X. Observe que
() e = ",

Dai

b () =~ H (o))

Tomando o limite e observando que &7 < &/", temos a relacao
n(T* ) < h(TH | *) = k(T | 7).
De onde podemos tomar o supremo sobre as coberturas admissiveis, e obter

h (T%) < kh(T).

2.3 Entropia Uniforme

Calcular a entropia topolégica de um sistema dindmico nao é uma tarefa
trivial, dada a natureza muito abstrata da definicao. Como comentado
na introdugao da Secao 2.2, Bowen apresentou uma definicao alternativa e
equivalente para espagos métricos e compactos. Tal caracterizacao se mos-
trou muito 1til levando amplo avancos na teoria ergodica e trazendo luz ao
entendimento do significado da entropia. Aqui vamos dar um tratamento
mais geral que o apresentado por Bowen, utilizando estruturas uniformes
[Mis75, DSV12].

A entropia em espacos uniformes foi primeiramente propostas e estu-
dada em [Hoo74]. O termo entropia uniforme apareceu naturalmente na
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literatura, como uma extensao natural da entropia topoldgica apresentada
por Bowen, a ponto de haver pouca distincdo a nomenclatura. As es-
truturas uniformes estao presentes em diversos elementos em Matematica
[Jam87], ndo apenas nos espagos topoldgicos aqui estudados, de modo que
diversas formas da entropia uniforme se apresentam em &areas além do que
poderia ser considerado comum em sistemas dinamicos, como é o caso dos
grupos topoldgicos que nao sdo grupos de Lie [DSV12].

O tratamento da secao segue a linha do trabalho de Caldas e Patrao
[CP18], requerendo pouca referenciacao externa. Mas ressaltamos logo de
inicio que o artigo se restringe ao caso metrizavel e localmente compacto,
enquanto que nessa dissertacao nao fazermos nenhuma mencao a métri-
cas ao definirmos entropia uniforme e mostrar sua propriedade. O fato
de um espacgo topoldgico Hausdorff localmente compacto apresentar uma
estrutura uniforme admissivel e ao mesmo tempo nao ser necessariamente
metrizavel aponta que temos de fato uma generalizagao do tratamento.

Ao final da secao apresentaremos as defini¢oes e resultados no caso
metrizdvel, apresentada em [CP18], sem quaisquer demonstracio, apenas
com o intuito de contextualizar aqueles que nao sintam naturalidade com
estruturas uniformes. Vale ressaltar que todo resultado 14 apresentado é
particular do que for mostrado na parte inicial da secao.

Entropia Uniforme e a Entropia de Bowen em
espacos uniformes

Seja T : X — X um sistema dindmico. Se X ¢ um espaco topoldgico uni-
forme, chamaremos o sistema dindmico de wuniforme. Nessas condi¢oes
podemos definir uma entropia andloga a a proposta por Bowen, mas sem
necessitar de uma métrica. Vamos esta mostrar que tem o valor da entropia
topologica. Seja % uma estrutura uniforme de X e n € % defina

n—1
=T xT"(n).
i=0
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Observe que nao necessariamente 7, ¢ uma entourage da estrutura uni-
forme, mas a cobertura 7,[X] é aberta. No que segue, sempre conside-
ramos entourages abertas e simétricas. Fazemos essa restricao para
nao estender em demasiado o tratamento de estrutura uniformes. No en-
tanto, nao tiram generalidade do tratamento, e poderiam ser omitidas, ao
se observar que essas entourages refinam a estrutura uniforme[Jam87], e
sao o suficientes em muitas das demonstragoes. Comecamos com algumas
propriedades e definigoes.

Proposicao 2.3.1. Dado T : X — X um sistema dinamico uniforme , e
uma entourage 1, entao

(m)” € (%), .

Demonstracio. Seja (x,y) € (nn)2. Entao, pela definicao, existe z tal que

(z,2),(2,y) € na. Ouseja (TV(x),T7(2)) € ne (17(2),T7(y)) € n, para

j € {1l,...,n—1}. Segue que (T%(z),T'(y)) € n? e portanto (z,y) €
2

Proposicao 2.3.2. Dada uma estrutura uniforme % sobre X, as entoura-
gesn,0 € % en €N, valem

1. N (1, [X]) £ N (e [X]).
2. N (0, [X]) < N(6,[X]) se d Cn.

Demonstragao. 1. Para todo z € X temos n,(x) D n,41(x). Dai é claro
que 7y, [X] < Mug1 [X] de modo que pelo item I da Proposigao 1.1.5
temos N (1, [X]) < N (mn1 [X]).

2. Como n, D 9, entdao n, [X] < 0, [X] de modo que pelo item 1 da
Proposicao 1.1.5 temos N (1, [X]) < N (9, [X]).
[]

Definicao 2.3.3. Seja T : X — X wm sistema dinamico uniforme com
estrutura uniforme % . E C X € dito (n,n) - gerador se dado x € X existe
y € E tal que (x,y) € n,.
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Uma boa caracterizacdo de um conjunto (n,n)- gerador vem do resul-
tado a seguir.

Lema 2.3.4. Um conjunto E é (n,n) - gerador se, e somente se a familia

mlE) = {m (2)| = € B}, (2:2)
constituir uma cobertura.

Demonstragao. Suponha que 7,[E] nao seja uma cobertura, dai existe y €
X tal que y ¢ n,(F), mas entao para todo x € F, temos que (y,x) & n,, 0
que é uma contradicgao.

Por outro lado, se F é (n,n)- gerador, entao dado y € X, existe z € E
tal que y € n,(x), e portanto n,[E] é uma cobertura de X. O

Definicao 2.3.5. Seja T : X — X wm sistema dinamico uniforme com
estrutura uniforme % . Dada n € % definimos

: 1
W' (T,n) = limsup —log N (1 [X])

e a entropia uniforme
B(T) = sup ' (T, ).
neX

Observe que no lugar de N (n[X]) na defini¢ao, poderiamos usar o in-
fimo entre os conjuntos (n,n) - geradores, ja que tais conjuntos formam
uma cobertura de X por n-bolas. Veremos mais adiante que essa definicao
é compativel com a definicao dada por Miziurewicz, mas ¢ mais adequada
na comparacao com a entropia topologica.

Definicao 2.3.6. Seja um sistema dinamico uniforme T : X — X com
estrutura uniforme % . Sejan € % en € N. Uma conjunto EE C X € dito
(n,n) - separado se dados x,y € E diferentes, entdo (x,y) ¢ n.

Um conjunto (n,n)- separado sera maximal se nao for subconjunto
préprio de outro conjunto (n,n)- separado. Observe que sempre existe
ao menos um conjunto do tipo, ja que podemos ordenar parcialmente os
conjuntos por inclusao, e garantir a existéncia pelo Lemma de Zorn [CP18].
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Lema 2.3.7. Um conjunto (n,n) - separado maximal é também uma con-
junto (n,n) - gerador.

Demonstragao. Seja E um conjunto (n,n)- separado maximal. Suponha

que 1 [F] ndo é uma cobertura, entdo escolha y € X'\ U n(z). Dai EU{y} é

rxeFR
(n,n)- separado, o que é uma contradi¢do. Assim E é (n,n)- gerador. [

Escrevemos s (n,n,Y’) como o supremo da cardinalidade entre os con-
juntos (n,n)- separado de Y.

Lema 2.3.8. Sejam um sistema dinamico uniforme T : X — X com es-
trutura uniforme %, 1,6 € % com § D n*, Y C X en € N, temos
que

N((9), [Y]) < s(n,0,Y) < N((n),[Y])

Demonstracdo. A primeira desigualdade segue do Lema 2.3.7. Seja agora
S C Y um (n,d)- separado. Segue entdao que S é (n,772) - separado. Se
E C Y éum (n,n)- gerador seja e: S — E como e(s) € E é algum z
tal que s € m,(x). Temos entdo que e é uma fungao injetiva, ja que se
e(s1) = e(s2) entdo (s1,), (s2,x) € 1, € portanto (s1,s2) € (m,)? C (7?)
o que ¢é contradicao. Dai temos

n’

s(n,0,Y) < s (n,n",Y) < N((n),[Y])
0

Observe que esse ultimo resultado garante que s (n,d,Y) < co sempre
que existirem subcoberturas finitas de (1), [Y]. Observe ainda que este
sempre € o caso da estrutura uniforme admissivel.

Os conjuntos (n,n) - separados permitem uma outra caracterizacao da
entropia uniforme, que foi descrita por Miziurewicz na sua classica demons-
tragao do Principio Variacional [Mis75].
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Proposicao 2.3.9. Seja T : X — X um sistema dinamico uniforme. A
entropia de uniforme de T é dada por
wU

1
h (T) = sup limsup — log s (n,n, X)
new n

Demonstracao. Tomando Y = X, aplicando o logaritmo, dividindo por n
nas desigualdades do Lema 2.3.8 e tomando o limsup em n, obteremos a
relacao

% 1
B (T, ) < limsup ~logs (n,n, X) < h” (T,0).

n
Tomando o supremo em § € % e em seguida em 1 € % , temos o resultado.
O

Podemos agora dar uma interpretacao da entropia uniforme: Dado
T :X — X um sistema dindmico uniforme, sua entropia sera positiva se
os conjuntos de pontos que sao separados pelas entourages da estrutura
uniforme também tiverem suas orbitas sempre separadas pela mesma en-
tourage. Por outra perspectiva, se T sempre “aproxima’” as orbitas de
pontos distintos, esse sistema possivelmente tera entropia uniforme nula.

Lema 2.3.10. Dado X : T — T um sistema dinamico uniforme, com es-
trutura uniforme % . Entdo

wU

h (T) :Sél%ph(n[X] ‘ T).

Demonstracao. Vamos mostrar que
(7 [X])" =< (), [X] < (n[X])"

de onde o resultado seguira. Seja 0 € %. Temos que um elemento de
A € 6, [X] é da forma

A=6)N (T xT) " o(z)...
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de modo que A € §". Como é valido para toda entourage , temos que
(n?[X])" < (n*), [X]. Agora suponha 2 € B € 5" [X] entdo existem
T1,To,... tals que

B = (n(xl) N(T x T) ' nlz) N .. ) :
Segue dai que (z,z1), (T(x),x2) --- € n. Mas dai,
77(551)» Ui (T<x2)) ;o C 772 (:C) ’

de onde B C (n2(a:) N(T xT) 'n2(x)N .. .), e, portanto,

("), [X] < (n [X])".

Agora usando as Proposicoes 1.1.5 e 2.3.2, temos para cada n € N e
62 C n,

Llog N ((n[X))") < log N () [X]) < ~loa NG [X]")  (23)

De onde podemos tomar os limites e tomar os supremos nas entourages o
e depois nas 7 para obter o teorema. ]

Em sistemas dindmicos em espagos métricos compactos, a igualdade
entre a entropia de Bowen e a entropia sobre abertos depende da existéncia
do niimero de Lebesgue que, dentre outras interpretagoes, afirma que dada
uma cobertura aberta aberta de um compacto existe um raio para que toda
bola esteja contida num aberto da cobertura. Vamos mostrar agora uma
generalizacao, utilizando entourages em vez de raios.

Lema 2.3.11. Seja (X,%) um espaco topologico uniforme que admite

uma compactificacao <)~(,?2> Seja ainda uma cobertura aberta of =

X N.o/. Entio existen € U tal que

o < n[X]
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Demonstragio. Sejam o/ uma cobertura aberta de X e N e U um entou-
rage e defina o conjunto

C, = {x‘ n(x) C A para algum A € sz}

E imediato que C; C Cj se o C 1.
Observamos agora que Cyp C Cj, pois se y € Cj: entdao para todo

z € 1j(y), i(z) C 7 (y).
Temos ainda que

UGi=x

new
j4 que para todo z € X existe um aberto A € A com z € A, e portanto,
existe uma entourage 7) com 7j(x) C A.
Agora tome § € % com §? C 7. Segue que C; C C5, De onde temos
xX=J¢
seu
Como X é compacto, tome {51, Cee 5n} um conjunto finito de entourages

tal que UC&_ — X. Tome a entourage 5 = m&, de onde X = (5. Dai
i=1 =1
fica claro que A < d [X].
Observando agora que as entourages de X sao justamente da forma
n=nN(X xX) equen(z)=XNn(x) para z € X. entao

o =dNX<XNi[X]=n[X].
para alguma entourage n € % . [l

Proposicao 2.3.12. Seja T : X — X um sistema dinamico uniforme com
espaco uniforme (X, gZ/) admitindo uma compactificacao (X, *?2) Entao
n’ (T)= sup h<T’ Xﬂ;zf).

o : aberta
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Demonstragio. Seja n € % e considere a cobertura 77[X]. Temos que
n[X] é uma cobertura aberta de X, pois X é denso em X. Além disso se
n = nN(X xX) é a entourage induzida por 7, entao temos 7 [ X]NX = n [X].
Segue dai que, pelo Lema 2.3.10, que,
n’ (T) < sup h(T‘ Xﬂ;z/)

«/: aberta

Agora pelo Lema 2.3.11, temos que para toda cobertura aberta o de X :
existe uma entourage 6 € % com X N.o/ < § [X]. Dai temos

h(T’ f(ﬂé[X]) > h(T( erf)
Tomando o supremo em ¢ e usando novamente o Lema 2.3.10, temos

4

h (T)> sup h(T’Xﬂﬂ/)
o aberta

]

Corolario 2.3.13. Seja T : X — X wum sistema dinamico Hausdorff local-
mente compacto. Seja % a estrutura uniforme admissivel de X. Entdo

Demonstracao. Tome X como a compactificacao de X por um ponto. Pelo
Teorema 1.2.22 toda cobertura admissivel de X é a restricao de uma co-
bertura de X. Além disso, por definicao, toda entourage da estrutura
uniforme admissivel é a restricao de uma entourage da estrutura uniforme
de X. Usando X e X na Proposicio 2.3.12 o resultado segue. [

Voltando as compactificagoes de sistemas dinamicos dadas pelo Teo-
rema 2.1.8 e a estrutura uniforme %, dada pela equacao (2.1), podemos
estabelecer a relagao para as entropias uniformes de T': X — X e da ex-
tensao S : Z — Z.
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Lema 2.3.14. Seja T : X — X wum sistema dinamico Hausdorff Local-
mente compacto e S : Z — Z uma extensdo como no Teorema 2.1.8. Se-
jam % a estrutura uniforme admissivel de X e %y dada em (2.1). Entao
vale que

hY(X) < h'(9).

Demonstracio. Observe que os conjuntos (n,n)- separado sao finitos pelo
Lema 2.3.8, e pelas coberturas admissiveis geradas por 7 sobre X. Assim o
supremo entre as cardinalidades dos conjuntos (n,n) - separado é o maximo
entre elas. Seja, entao, n uma entourage da estrutura uniforme admissivel e
E, uma sequéncia de conjuntos, com F, (n,n)- separado por T para cada
n, tais que

s(n,n,T) = #E,.

Como 7 é admissivel entao, pela Proposicao 2.1.11, existe ny € %, tal
quen=nzNX x X.

Vamos mostrar agora que E, é (n,n)- separado por S. Como E, é
(n,m) - separado separado por T' e S|x = T entdo se x,y € E,,

(T"(), T"(y)) & 1z

para k = 0,...,n — 1. De fato suponha que (T%(z),T*(y)) € nz. Como
T*(x), T"(y) € X terfamos (T*(z),T*(y)) € 1, o que é contradi¢do. Como
(T"(x), T"(y)) = (S*(2), S*(y)) entdo

n—1

(2,y) ¢ (57" xSz =1

k=0

Portanto E,, é um conjunto (n,7z)- separado por S. Dai
1 1 y
limsup —log s(n,n,T) < limsup —log s(n,nz,S) < h (9).
n n

Dai tomando o supremo sobre as entourages ny; € %z em seguida em
n € % , mostramos os lema. []
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Da maneira geral a entropia de uma cobertura ./ de um sistema dina-
mico T : X — X somente pode ser calculada quando é garantida a exis-
téncia de uma subcobertura finita de /. O mesmo vale para entropia
uniforme, i.e. as coberturas geradas pelas entourages devem ter subco-
bertura finita. No caso da estrutura uniforme admissivel, as coberturas
geradas por um entourage admitem subcoberturas finitas, de modo que
sua entropia de coberturas por bolas é finita.

A entropia de Bowen, definida a seguir, recai a entropia topoldgica
em espagos compactos, mas pode existir mesmo em sistemas que nao sao
compactos. Como ja comentado, Bowen propds sua versao de entropia
topoldgica em espagos métricos e esta se tornou a definicao mais utilizada
na literatura. Vamos aqui relaciona-la com a entropia topoldgica e mos-
trar que a definicao de Bowen também ¢ valida no Principio Variacional,
bastando utilizar a estrutura uniforme adequada (ou ainda a métrica ade-
quada) para calcula-la.

Definicao 2.3.15. A entropia de Bowen de uma estrutura uniforme
w ¢ dada por

1
h,(T)= sup limsup—log Ng (1, [X]).
new n—oo T
K:compacto

Proposicao 2.3.16. Dada uma estrutura uniforme, % , sobre um espaco
topoldgico a entropia de Bowen € dada pela formula

1
h,(T)= sup limsup—log Nk (n[X]").
new n—oo N
K:compacto

Demonstracdo. Basta observar que para todo compacto K C X vale a
relagao

(7* [K])" < (), [K] < (n [K])",

como visto no Lema 2.3.10. Repetindo os calculo para K e em seguida
tomando o supremo entre K compacto, o teorema é mostrado. ]
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Observe que é imediata a relacao h,, (T) < h” (T), pois N (n[X]") <
N (n[X]"). Para terminar a se¢do, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.17. Seja T : X — X um sistema dinamico uniforme, com
estrutura uniforme % compativel com a topologia. Entdo

Demonstragao. Seja o/ uma cobertura admissivel e K C X com X \ K €
/. Defina o conjunto

C, = {33 € K‘ existe A € &7 tal que n*(x) C A}.

Repetindo o raciocinio na demonstracao do Lema 2.3.11, existe n € % tal
que K C C),.

Temos dal que & < n[z]. De fato tome z € X. Se n(z) N K = ()
entao n(x) C X \ K. Se por outro lado n(z) N K ¢é nao vazio, tomando
y € n(x) N K, pela escolha de n temos que 7(y) C A para alguma A € 7.

Defina entao a cobertura

2 =n[X]U{X\ K}.

E claro que &7 < 2. Usando a notacio K¢ = X \ K vamos definir
~ n—1
K=()T'(K°)
i=0
eparam=20,...,n—1

Kp=KnT Y K)N.. T" Y (K)YNT ™ (K).

Observe que K N K, = K,, N K,y = 0 para m # m’. Além disso

n—1 n—1
U K; = ﬂ T7(K).
=0 =0
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de onde {f(, K, ... Kn—l} é uma particao de X. Sendo assim

Defina agora
By =KNT'Kn---nT ™ (n[X]"").

Temos que %, C Z". Além disso, %4,, é uma cobertura de K,,, pois %,
é uma cobertura de K particularmente. Sendo assim

Nk (2") < Nk, (Bn)
< Nk (n[X]) < Ng (n[X]").

Dai como K € 2" entdo Ni (2") = 1 < Ng (n[X]"). Temos finalmente
que

n—1

N(#) < Ng(2)+ ) Nk, (2). < (n+1) Nk (n[X]").

1=0

Como lim %10g (n+1) =0, pois exp(n) > n + 1, temos entao que
n—oo

h(«/ | T) < limsup % (log(n + 1) 4+ log Ng (n[X]")) .
< h, (T)

[]

Observe que nao ha hipdtese sobre 7%/, exceto que sua topologia uni-
forme é a do sistema dinamico. Quando consideramos a estrutura uniforme
admissivel, nos casos em que X é Hausdorff e localmente compacto, temos
a relagao esperada entre as entropias de Bowen, uniforme e topoldgica.
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Teorema 2.3.18. Seja T : X — X € sistema dinamico topolégico Haus-
dorff localmente compacto. Entdo a entropia de Bowen calculada utilizando
a estrutura uniforme admissivel é a entropia topologica, i.e.

h(T)=h,(T).
Demonstracao. Segue da desigualdade
h(T) < h, (T) <h"(T)

e do Corolario 2.3.13. []

Entropia de Bowen em espacos métricos

O caso métrico é simplesmente um caso particular dos resultados acima.
Aqui apenas serao citado os resultados encontrados em [CP18], ja que sdo
casos mais comuns na literatura.

Seguindo a linha de raciocinio da subsegao anterior, sempre considera-
mos um espac¢o métrico X, um sistema dinamico 7': X — X. Dada uma
distancia d em X, denotaremos By (;€), a bola de raio € > 0 centrada em
x € X. Considere a cobertura,

B (€) = {Bd(aj;e)’ T € X}
Defina ainda

d, (z,y) = ie{r()n%l}il} d (Tix, Tiy) :

n—1

Observe que By (z;€) = ﬂ T7'By, (Tix; e). Estas sao justamente as bolas
i=1

geradas pelas entourages abertas (ne)n com

Ne = {(:E,y) e X XX’ d(x,y) <e}

Proposicao 2.3.19. Nas condicoes acima, valem as propriedades
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1. N(%y, (€)) < N (B, (€)).
2. N(ABy, (€)) < N(HBy, (6)) see>0.

Definicao 2.3.20. Em um sistema dinamico métrico T : X — X, com
métrica d, dados n € N e € > 0, definimos um conjunto (n,€) - gerador

como um conjunto £ C X tal que a familia {Bdn (x;e)‘ T € E} é uma

cobertura aberta de X.

Definicao 2.3.21. Em um sistema dinamico metrizavel T : X — X com
distancia d, dado e > 0 e n € N definimos

h'(T,¢) = lim llogN(%’dn (€))

n—oo 1,

h(T) = sup h (T, €).

e>0
A entropia de Bowen ¢ dada por
1
hg(T)= sup limsup—log Nk (%, (€)).
n

e>0 n—00
K:compacto

Proposicao 2.3.22. Seja T : X — X um sistema dinamico uniforme com
estrutura uniforme dada pela métrica d, como no Exemplo 1.3.5. Entao
valem as afirmacoes

1. Definindo s (n,e,Y) =s(n,n.,Y) temos

1
h (T, €) = limsup — log s (n, e, X)
n—oo TN
e atnda que
. 1
hqg(T)= sup limsup—logs(n,e K).
n

e>0 n—00
K:compacto
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2. Se X € uma compactificacao de X e a métrica em X € a restricao de
uma métrica em X, entao

hd (T) =S};ph(Xﬂ42/‘ T),

sendo </ wma cobertura aberta de X .

3. A entropia topologica se relaciona com a entropia de Bowen com

h(T) < hy(T) < h*(T).

A igualdade € garantida quando a métrica d € a restricio de uma
métrica da compactificacio por um ponto.






Capitulo 3

Entropia de Kolmogorov-Sinai

Esse capitulo se dedica as entropias de Kolmogorov-Sinai, seguindo a ex-
posi¢ao de [Wal00], porém fazendo algumas generalizagoes.

Em paralelo a entropia topoldgica, as entropias de Kolmogorov-Sinai
sao entropias das particoes ponderadas a uma medida, ou seja conjuntos de
deferente medidas contribuem diferentemente no calculo da entropia. Por
todo o trabalho, sempre consideraremos medidas de Radon nos Borelianos
de um espago topologico onde um sistema dinamico ¢ definido.

3.1 Sistemas Dinamicos Mensuraveis

Definicao 3.1.1. Um sistema dinamico mensurdvel é definido por
um espaco mensurdvel X e uma funcao mensurdvel T : X — X.

Exemplo 3.1.2. Considere o intervalo [0, 1] e a funcao indicadora do con-
junto de cantor C': [0,1] = [0,1]. O par (X,C) determina um sistema
dindmico mensuravel nos Borelianos, £ [[0, 1]], mesmo que C nao seja con-
tinua.

No que segue sempre consideramos sistemas dinamicos mensuraveis nos
Borelianos de espacgos topologicos com fungoes continuas, o que os tornam
sistemas dinamicos topolégicos. De fato os exemplos dados no capitulo
anterior sao sistemas dindmicos mensuraveis. De maneira geral, a me-

71
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nos quando indicado, sistemas dinamicos significard um sistema dinamico
mensuravel e topolégico, assumindo as fungoes continuas.

Os problemas sao muito mais interessantes quando uma classe de me-
didas é considerada.

Definicao 3.1.3. Seja T : X — X um sistema dinamico. Uma medida
finita p sobre #[X] é dita invariante por T, ou T-invariante , se

w (T~ (A)) = p(A) para todo A € B[X].

Quando nao houver risco de confusao diremos que uma medida 7T-
invariante sera simplesmente invariante.

Exemplo 3.1.4. Continuando o Exemplo 2.2.5, o sistema ({O, l}N,S),
considere qualquer medida py em &2 ({0,1}). A medida produto u =

H o € invariante por S, pois dado um mensuravel A; x Ay X ... , onde
/IE- € Z({0,1}) entao,

STHA x Ay x ..) =X x A x Ay x ...
que tem mesma medida que A —1 x Ay x ....

Observe que se uma funcao f: X — X é mensuravel e p é invariante
por T', entao

Um resultado famoso e muito geral de medidas invariantes é a recor-

réncia de Poincaré, que da significado aos conjuntos de medida diferente
de 0.

Teorema 3.1.5. (Teorema de Recorréncia de Poincaré.) SejamT : X — X
um sistema dindmico mensurdvel e i uma medida finita e invariante. Seja



3.1. Sistemas Dinamicos Mensuraveis 73

E C X um conjunto mensurdvel tal que u(E) > 0. Entdo existe F C E
com pu(E) = u(F) tal que para todo x € F existe uma sequencia mondtona
ny <mns... tal que T™ (x) € F, k € N,

Demonstracdo. Para n € N defina E, = U T 'E, Defina F = EN ﬂ E,.

i=n neN
Esse é o conjunto de pontos x € E que retornam a F infinitas vezes. De fato

xr € E, para todo n. Dai se x € T~"(FE) para algum n; > n. T"(x) € E.
De onde podemos construir uma sequencias mondtona, n; < ng... com
T"(z) € E.

Afirmamos que pu(F) = u(E). Observe que E C Ey e que T4 E,) =
Eni1. Assim pu(Ey) = p(E,). Além disso E, C E, 1 C --- C Ej. Dal pela
continuidade da medida

u(F) = (BN () Ey) = lim w(B,) = u(E N Ey) = p(E).

[]

O conjunto F' no teorema acima sera chamados de conjunto de infinitos
retornos de .

Observe que se tratando de medidas invariantes, apenas os conjuntos de
infinitos retornos sao importantes do ponto de vista da teoria da medida.
De fato, se nao existirem conjuntos desse tipo em um sistema dindmico
mensuravel, a Uinica medida finita invariante que existe é a medida nula,
i.e. u(C) = 0 para todo mensuravel C' C X.

Exemplo 3.1.6. Consideramos uma variacao do Exemplo 2.1.4 dado pelo

fluxo de
Firno = (1177,

Porém consideramos agora r € [0,1]. Como a derivada em r é sempre
positiva exceto em r = 0 e r = 1, entdao o conjunto de infinitos retornos de
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X para o fluxo @, com 7 > 0 ¢

(0.0} u{@y| a*+y* =1},

Segue dai que se uma medida ¢é invariante, e somente subconjuntos desses
conjuntos tém medida positiva. Podemos considerar a medida p homogé-
nea sobre o circulo de raio 1, pois o fluxo para um 7 > 0 é dado por

o0~ (4, ).

que corresponde uma rotacao. Nao ¢ dificil concluir dai que p é invariante.

Em se tratando de subsistemas de sistemas dindmicos mensuraveis,
temos dois resultados importantes a serem utilizados mais a frente.

Lema 3.1.7. Se T': X — X ¢é um subsistema de um sistema dinamico
S:Z—Z, com X mensuravel e pu uma medida S-invariante e finita.
Entdao p é T-invariante.

Demonstragio. Observe que como S(X) = T(X) C X, entdo S~ Z\X) C
Z \ X. Para todo mensuravel A como T' é uma restrigao de S, e como p é
invariante por S

1 (T71(A)) < 1 (S7H(A)) = u(A)

Tome dai A C X mensuravel. Como p ¢ invariante por S

p(A) +p(Z\ X) = ﬂ(AU(Z\X))
=p (ST (A USTHZ\ X))
M(Sl U(Z\ X))

— (T (A))+M(Z\X)-

Daf p(A) < p(T7'(A)). Somando os resultados temos

i (T7(4)) = u(A).
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Lema 3.1.8. Seja T : X — X um subsistema dinamico de S : Z — Z. Se
1 € S-invariante e finita, temos para cadan € N e A C X mensurdvel.

p((Z\ X)NS7(4)) =0

Demonstragao. Denote X¢ = Z \ X. O Lema 3.1.7 garante que pu é T-
invariante. Como T "(A) = X NS7"(A), temos

p (X NSTH(A)) = p (T77(4))
= p(A)
i (57(4))
p(XNSTA) +p(XNSTA).

Dai 11 (XN S(A)) = 0. 0

3.2 Entropia de Kolmogorov-Sinai

No calculo da entropia de uma cobertura, nunca se ¢ considerado o “peso”
de cada elemento da cobertura. Se consideramos medidas de probabilidade
sobre uma particao podemos ponderar de acordo com os elementos da
particao.

Faremos uma pequena generalizacao da teoria usual encontrada em
[Wal00, KO14], onde levaremos em conta medidas finitas com valores en-
tre 0 e 1. Trata-se de um desenvolvimento novo, nao presente na literatura,
mas as propriedades principais serao mantidas com a nova defini¢do. A ra-
zao de se fazer a generalizagao segue do fato de que, ao contrario de siste-
mas dinamicos Hausdorff compactos, a existéncia de uma medida positiva
e invariante nao é garantida. De fato, a Secao 4.3 apresenta um exemplo
que ilustra a questao, de modo que generalizacao é muito importante para
o Principio Variacional, que nao podera ser imediatamente generalizado
para espago Hausdorff localmente compactos.

Definicao 3.2.1. Dado X um espago mensurdvel, uma medida positiva p
limita a 1 e uma particio &/ de X, definimos a entropia da particdao
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A como

= u(A )log )

Aco/

A vantagem da Definicao 3.2.1 em relacao a Defini¢ao 2.2.1, é que essa
ela leva em conta a “informacao” que cada elemento da particao contém,
de acordo com a medida de cada elemento de uma particao.

Para medidas positivas e limitadas a 1, a medida condicional a um
mensuravel D serda dada pela férmula

u(C'N D)p(X)
pD)
que se reduz a formula usual quando a medida é de probabilidade. A

importancia dessa definicao ficara mais clara nas proposicoes e teoremas a
seguir.

pp(C) =

Definicao 3.2.2. Dada duas particoes € e P mensurdveis de X e uma
medida | positiva limitada a 1, definimos a entropia condicionada a
particao ¥ de € como

,uD
H,(¢|2) =) == )
De@

Observe que como o f(x) = x log% ¢ uma funcao concava em R temos
para uma medida u que

Deo CeO
(D) (CﬂD) (X)
S;J(%M@ n(D) )
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Temos ainda que fixando D € ¥, temos para qualquer medida

> 1 (uonot 3] = ¥ HEED )

Ce?¢ Ce%

= [ (u(X)),

de modo que para todas as partigoes,
H, (%) > H,(€|2) > H, ({X}) > 0. (3.1)

Bastando considerar y = pp para a primeira desigualdade.
Observe também que H, (¢|{X}) = H, (%), e que

H, (€]%) Zu Zf< CﬂC))( ))

C’E‘K CGC’
n(C)
—f
=2 )
= f(u(X))=H,({X}) >0 (3.2)

A entropia de uma parti¢ao goza das propriedades a seguir que se mos-
trarao uteis mais a frente

Lema 3.2.3. Sejam u, v e v medidas positivas e limitadas a 1 em um
mesma o-dlgebra X, e €, ¥ e & particoes mensurdveis. Valem as propri-
edades

1. H(6V2|6)=H,(2)+ H,(€|2V &) — H,({X}).

H, (€ V 2|6) < H, (€|6) + H,(26) — H, ({X}).

Se € < 2, entio H, (€)&) < H,(7|6).

Se 9 < &, entio H, (¢|&) < H, (€|2).

Se 11a(C) — u(C) para todo C' € € entio H,, (€) — H, (€).
H, (€) < log N (%)

S o o
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7. Sea+pf=1coma,pel0,1] e u=ay+ pv, entao
o, (€) + GH, (€) < H, (€)

Demonstracao. 1. Tome E € & e observe que manipulando o logaritmo
e usando propriedades das coberturas,

H,, (¢V2)=-> > pug(CNDNE)logup(CN D)

De9 Ce¥
:—ZZMECHD pe(C N D)
DeZ Ce€ pe(D)
3 S el D) logs(D)
De9 Ce¥
o o HEWC N D)pip(X)
- Z Z pe(C N D)logup(X)
DeZ Ce€
b3S (€ P D) log (D)
De9 Ce¥

- HHE (Cg|@) + HME (9) o HME ({X})

Mas s(DN\C)/ (D) = WENDOC) (DN E) ¢ ip(X) = u(X),
€ Imodado que

pe(DNC)up(X)

—up(CND)lo 1n(D)

dai
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2. Usando a equagoes (3.1) e (3.2) e o resultado anterior, temos que

HHE (cg\/ 9) = H,UE (cg|9) +H,UE (9) o H,UE ({X})
<H

HE (cg) + HME (9) o HME ({X})

Restando calcular a entropia condicional em ambos lados.

. Como € < 2 entao se dados C € € e D € 9 com CND # (), entdo
C'ND = D, pois se tratam de particoes, dai € V2 = &. Usando o
item 1, temos que

H,(2|6) = H,(2V %|6)
= H, (2% V &)+ H,(€|6) — H, ({X}).

De onde o resultado segue da positividade de cada termo.

. Dado D € Z, entao dado E € & entao D N E = FE sempre que
E

END#(. Além disso Z HE)
=, (D)

concavidade de —z logx

= 1 Dali temos usando novamente

H,, (€)=

3 ) Mgy oI <

cze;m;a E;(g)ﬂ - ZEE; logEzC;; M(X)M(E ;(g)m - Zg;
>3 j(E ﬂ)C) Zg; 10gu(X)”(f(—g)C) — H,,(%).

Ce¥ EcCD
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Dai temos que

H,(¢|2) = Z”

De@
-y z*‘E“D H, (%)
De2 ECD
w( EﬂD B u(E)
>D%£ /~LE (cg) _L;M(X)HME (%)7

onde a ultima igualdade segue do fato de ¥ < &.

5. Como —z logx é continua e positiva. Dai o resultado segue para cada
termo da entropia.

6. E imediato do item 2 da Proposicdo 1.1.6, bastando tomar ¢; =
(u(C)) para C; € €

7. Segue do item I da Proposigao 1.1.6, fazendo t = (u(C1), ..., u(Cp))
er=(v(Ch),...,v(C)), com {Cy,...C,} =F.
[]

Consideramos entao sistemas dinamicos e sua entropia de Kolmogorov-
Sinai.

Definicao 3.2.4. Seja T : X — X um sistema dinamico mensurdvel, e
uma medida tnvariante p positiva e limitada a 1. A entropia do sistema
por uma particio mensurdvel of ¢

hy(T | ) = lim 1H (")

n—oo N,

e a entropia de Kolmogorov-Sinai com respeito a p

h(T)=  sup  H, (/")
o particao
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Exemplo 3.2.5. Continuando o Exemplo 3.1.4, escolha

pol{1)) = mo({2)) =

e a particao dada por o, que também é um cobertura aberta, do Exemplo

2.2.5. Como &/™ é uma particao com 2" elementos, cada um com medida

2% na medida produto, podemos concluir que

hM(T‘ ,Qf) = log 2
que é a entropia topoldgica de &/ do Exemplo 2.2.5.

A entropia de Kolmogorov-Sinai goza de diversas propriedades, das
quais mostraremos algumas.

Proposicao 3.2.6. Seja um sistema dinamico T': X — X com uma me-
dida invariante . Dada uma particio o/ de X, entao o limite

he(T | ) = lim lHM (&™)

n—oo M

existe.
n—q—1
Demonstracdo. Observe que &/ = /" 1V \/ T~ g7 para ¢ < n.

=1
Mas como p é T-invariante, temos que H,, (T~"«/) = H,, (/). Dai usando
o Lema 3.2.3, temos

H, (o) < H, (M”—Cﬂ) + H, (79,

Dai pelo Lema 1.1.7, a sequéncia enunciada converge. [l

Observe que apesar de entropia de cada particao existir, nao necessa-
riamente o supremo entre elas é finito.

Lema 3.2.7. Seja T : X — X, um sistema dinamico e p uma medida
invariante. Se € e 9 sdo particoes mensurdveis entao

(€| T) < h(2| T) + H, (€12) — Hy ({X}).
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Demonstracao. Usando os resultados 1-4 do Lema 3.2.3, temos

H,(¢") < H,(¢"V 2"
— H,(2") + H, (€"|9") - H, ({X})
< H,(2")+ Y H, (T7%|2") —nH, ({X})

1=0

< H,(9") + S H, (1611719) - ntf, (X))
1=0

onde a primeira linha segue do item 3; a segunda, do item I; a terceira,
n—1

de aplicar n — 1 vezes o item 2, nos termos da juncao ¢" = \/ T7"(%); e
=0

a quarta, do item 4 em cada termo da somatéria, sempre lembrando que
T%(2) < 2" quando k < n
Como p é T-invariante,

gy LICICH B )]
Hyyory (T76) = = ) pl(X) (T—i(D))1 i (X)/J(T_i(D))
((©)) )

De onde H, (T"¢|T'2) = H, (€|2). Dal obtemos finalmente que
H,(¢") < H, (Z") + nH, (€¢|2) —nH, ({X}).
Fazendo a divisao por n e tomando o limite, conseguimos o resultado. [

Lema 3.2.8. Seja T : X — X um sistema dinamico mensurdvel e i uma
medida invariante positiva e limitada a 1. Entao, dado k € N

hy (T*) = kh,, (T)
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Demonstracdo. Seja € uma particao mensuravel. Observe que
o = (G

Dai

k 1
Kow, (e = L, o)

de onde tomando o limite n — oo, temos
k(T | %) = b (T*] %F)
Como ¥ < ‘K{f entao hM(T’€ ‘ ‘5) < hM<T’“C ‘ ‘5), e assim

(T ‘ €) < khy(T| %) < by (T")
Tomando o supremo na particdes € temos,
Ty (T*) < Kby, (T) < by (T7)
O

O préxima proposicao diz que na pratica, devemos considerar apenas
as medidas de probabilidade, e possivelmente, as medidas nulas no calculo
da entropia de sistemas dinamicos mensuraveis.

Proposicao 3.2.9. Sejam T : X — X um sistema dinamico mensurdvel e
i uma medida de probabilidade T-invariante. Para 0 < o < 1 temos

hay (T) = ahy, (T).

Demonstracdo. Tome uma particdo ¥ mensuravel. Temos entao

1 1 « 1 « 1
— au(X)log = —u(C) log + —u(C) log —.
n C;n (X) ap(X) O;ﬂ n (©) w(C)  n (©) o)

Tomando o limite, temos o resultado. [l
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Observe que o fator multiplicativo, o “sai” da entropia, de modo que
se i ¢ uma medida com 0 < p(X) =k < 1, entdo certamente,

h (T) < ha (T).

e £ ¢ uma medida de probabilidade. Segue dai que, em se tratando do
supremo entre as entropias de Kolmogorv-Sinai, que é o caso do Principio
Variacional, somente precisamos considerar as medidas de probabilidade,
exceto nos casos onde a Unica medida invariante de um sistema dinamico
¢ a medida nula. A razao final para se definir a entropia para toda medida
positiva limitada a 1 é simplesmente devido ao formato da demonstracao
onde naturalmente surgirda uma medida limitada a 1.

Para terminar a se¢ao, vamos mostrar que quando um sistema dinamico
é extensivel a outro, sob algumas condicoes, a entropia de uma sistema
dinamico estendido, dada uma particao, nao é maior que a do sistema

inicial.

Lema 3.2.10. Seja o uma medida finita sobre X e 0 < p(X) < 1. Seja
Y C X mensuravel. Entao, dada uma particdo mensurdvel €

H,(¢)<H,(¢NY)+H,(¢NX\Y)
Demonstragao. Seja C' € € e tome p = pu(CNY)eqg=pu(CNX\Y). Se
p =0 ou g = 0 entao ¢ imediato que

1 1 1

C) log = qlog— + plog—.
HCYIo8 iy s rlos,

Se p,q # 0, como p,q < u(C) temos

1
+ plog ——

p(C) log 0)

= qlog
u(C) 1(C)
1 1
< qlog—+plog—,
q p

de onde o resultado segue. [l
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Lema 3.2.11. Seja S : Z — Z um sistema dinamico e T : X — X um
subsistema com X C Z mensuravel. Seja & = {Zy,Z,...,Z;} uma
particio de Z tal que Z\ X C Zy. Se p é S-invariante, positiva e limitada
a 1 entdo também € T-invariante, positiva e limitada a 1 e

h(S] 2) < b (7] %)
com€=2ZNX.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.7, u é T-invariante. Usando o Lema 2.1.12
temos relagao

6r =X NZS.
Pelo Lema 3.2.10, temos ainda que denotando X¢ = 7\ X,
H, (23) < Hy (68) + Hy (22 1 X°)
Observe agora que como 2y, Zs, ... Z,,C X, pelo Lema 3.1.8 se C' € Z¢
entao

w(CNX)>0 <= C=Cy=2,n---NnS~ "z,

Como X“N Z¢ particiona X entao

XY= Y wXNC) = pu(C).
CeZns

Portando
1

N(XC).

Temos entao que, dividindo por n e tomando o limite,

H,(Z3NX°) = p(X)log

h(S| 2) = lm L, (2)

n—oo N,

1 1
< lim —H, (¢7) + EH“ (25N X°)

n—oo M
1 U B 1
= lim ~H, (e7) + —p(X*)log %)

=h,(T | %).






Capitulo 4

O Principio Variacional

Esse capitulo final serd dedicado a demonstracao do Principio Variacional
para sistemas Hausdorff localmente compactos. Todo o apresentado até o
momento foi sempre em preparacao a demonstragao.

A razao do formato de aprestacao da dissertacao é devido nao apenas
ao denso conteido necessario a prépria apresentacao do teorema mas tam-
bém porque ele nao é automaticamente generalizado a sistemas Hausdorff
localmente compacto. Comentarios a esse fato serao tecido na Segao 4.3.
Essa discussao foi postergada até aqui por considerar-se que uma discussao
profunda depende de todos os formas de entropia apresentadas e do enten-
dimento das defini¢coes apresnetadas em todos os Capitulos anteriores.

Ressaltamos novamente que a dissertacao culmina com uma generaliza-
¢ao do Principio Variacional para espacos Hausdorff localmente compactos,
ja que o artigo de Caldas e Patrao [CP18] a metrizabilidade é uma hipdtese
necessaria e nem todo espaco Hausdorff localmente compacto é metrizavel.

As entropias topoldgica e de Kolmogorov-Sinai em sistemas compactos
foram primeiramente relacionadas em [Goo71]. Demonstragoes mais recen-
tes sao baseadas em [Mis75], e podem ser encontradas de maneira didatica
em textos sobre teoria ergddica como nas referéncias [Wal00, KO14].

A primeira se¢ao se dedicara a mostrar que, com poucas hipdteses, a en-
tropia topoldgica é uma cota superior para entropia de Kolmogorov-Sinai,
que é uma das desigualdades de Principio Variacional. A segunda Secao
serd a mais técnica de toda a dissertagao, onde serd mostrado o Principio
Variacional. A terceira e ultima um exemplo ilustrara a diferenca entra

87
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defini¢oes de entropia e as limitagoes que mostram a exigéncia da mudan-
cas das defini¢oes tanto da entropia topoldgica quanto da possibilidade de
se considerar as medida nulas na entropia de Kolmogorov-Sinai.

4.1 A primeira desigualdade

Essa secao tratard da primeira desigualdade do Principio Variacional,
que diz que dado um sistema dinamico 7" : X — X e uma medida de Radon
1 positiva, limitada a 1 e T-invariante em X entao, vale desigualdade

hu (T) < h(T).

No que segue consideramos um espago topoldgico X em que seus conjuntos
compactos sejam fechados, condicao garantida em espacos Hausdorff.

Lema 4.1.1. Seja € uma particaio mensurdvel nos borelianos de X e p
uma medida de Radon finita. Entdao existe uma particao & tal que dado
C € € existe Do € 9 com Do C C e Do compacto. Além disso

H,(¢|7) <1+ H,({X}).

Demonstracao. Como p ¢ de Radon ¢ finita entao é regular. Tome para
cada C' um compacto D¢ com

1(X)

MO\ De) S e og N (@)

Defina entao ¥ como

9 ={D¢| C €%} u{DY,

sendo D* = U C'\ D¢. Observe que
ce?

H,, (%) = H, ({X})
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E que

. 1
(D) Sgg”(C\DC) < N(@)

Temos entao que usando o o item 6 do Lema 3.2.3

H,(¢|2) = %HM (€) + Cze;g %Hu% (€)

<14 H,({X}).
[]

Lema 4.1.2. Dada a particao & definida no Lema 4.1.2 existe uma cober-
tura admissivel < tal que

N(2") <2"N (")
para n € N,

Demonstracao. Defina

M:{DCUD*

Oe%}

Primeiro observamos que .27 é um cobertura aberta, ja que se A € &7 entao
existe C' € € com A = X \ D¢. Observe ainda que como D¢ é compacto
entdo .o/ é admissivel.

Seja & C /" uma subcobertura, com #% = N (/). Dai para todo
B € # escrevemos

B=(Dc,UuD)N---NT " Y (D U D)

com C; € €. Agora, se D € 9", entao existem D; € Y comi=1,...,n
tais que

D=DNT YDy)---nT" " YD,
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Segue dai que cada elemento B € % contém no maximo 2" elementos de
D". Ao mesmo tempo, todo elemento de D € Z" esta contido em algum

e em apenas um elemento de 4, pois £ é uma cobertura X e 2" é uma
particao de X. Temos entao que N (2") < 2"# 9B = 2"N (A"). ]

Teorema 4.1.3. Sejam X : T — T um sistema dindmico e p uma medida
de Radon T-invariante positiva e limitada o 1 sobre % [X]. Entao

hu (T) < h(T).
Demonstracdo. Seja um particdo mensuravel € tal que
hy (T) < hy (€] T) +1.

Escolha uma particio 2 e uma cobertura admissivel &/ como nos Lemas
4.1.2 e 4.1.1 , e observe que dado n € N

H,(2") <logN(2") <log(2"N (/")) =nlog2 +log N (&™)
Dividindo por n e tomando o limite, obtemos
hi(2|T) <h(e|T) +log2.
Usando dai o Lema 3.2.7, temos
b (T) < hy(%| T) +1

< h(2|T) +2+ H, ({X}) — H, ({X})

< h(e/|T)+1log2+2.
Tomando o supremo sobre as coberturas admissiveis, obtemos

h, (T) < h(T)+ 2+ log2.

Observe agora que, pelo Lema 3.2.8 e pela Proposicao 2.2.7,

i (T) = -y (T7)

1
= (h(T") + 2+ log2)

1
<h(T)+—(2+1og2).
n

IA



4.2. Principio Variacional para Sistemas Haussdorff Localmente
Compactos 91

Como a desigualdade vale para todo n € N, temos
h, (T) < h(T).
]

Observe que nao sao necessarias as hipéteses do espaco ser Hausdorff,
ou sequer uniforme, na demonstragao, apenas de que a medida p nas hipé-
teses seja de Radon nos borelianos e finita, e que todo conjunto compacto
seja fechado. Observe ainda que as coberturas admissiveis sao naturais na
construcao da demonstracao e, de fato, nao foi necessaria nenhuma modifi-
cacao real nas demonstragoes encontradas na literatura. Esse fato reforca
que as coberturas admissiveis nao sao alheias ao Principio Variacional,
mesmo no caso particular de espagos compactos.

4.2 Principio Variacional para Sistemas
Haussdorff Localmente Compactos

Essa secao é certamente a parte mais técnica do trabalho, utilizando os
resultados citados nas Secoes 1.4 e 1.3 além de diversos resultados do Ca-
pitulo 2.

O seguinte teorema, que serda a segunda desigualdade entre entro-
pias, € o resultado que completara o Principio Variacional.

Teorema 4.2.1. Seja T : X — X Hausdorff localmente compacto. Seja
U a estrutura uniforme induzida pela sua compactificacao por um ponto.
Entao

n’ (T) <suph, (T).
I

onde o supremo é tomado sobre as medidas de Radon positivas e limitadas
al.

Para mostrar vamos utilizar a igualdade da Proposicao 2.3.9, e mostrar
que dado uma sequéncia de conjuntos (A,), .y, com A, (n,d)- separado,
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sendo d uma entourage admissivel, entao existe um medida p de Radon
limitada a 1 tal que,

lim sup l#An < h, (T).
n—oo T

Vamos contornar o problema que surgem da nao compacidade de es-
pacos Hausdorff localmente compactos vamos utilizar o Teorema 2.1.8 e o
Lema 2.1.9, para garantir a existéncia da medida de probabilidade p de
Radon numa extensao compacta S : Z — Z com estrutura uniforme %,
dada pela equacao (2.1), tal que dada n € %z e uma sequéncia (E,), . de
conjuntos sendo E,, conjunto (n,n)- separado

1

limsup —#E, < h, (5).
n—oo Tl

e mostrar que a restricao de p aos borelianos de X também ¢é T-invariante.

Como g é de probabilidade, sua restricao sera positiva e limitada a 1.

Definida entdo uma colecao {E,}, comegamos definindo as medidas de
probabilidade,

1
oy = Z O,
#En z€FR,
sendo 0, a medida de Dirac sobre z, e ainda
1 n—1
n— n S

Observe que se tratam de medidas de Radon, pois as medidas de Dirac sao
de Radon. Temos os resultados

Proposicao 4.2.2. Dados n uma entourage em %y e E, uma sequencia de
conjuntos com FE, um (n,n) - separado. Existe uma sub-rede n, de n € N
e uma medida de probabilidade p tal que

1 1
lim — log # L, = limsup —log #E,
' n

Na n—00
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e dado C' C Z mensurdvel com pu (0C) = 0 entdo

lim 1, (C) = p(C).

Demonstracao. Tome uma subsequéncia n; de n tal que

1 1
lim —log#FE,, =limsup —log#FE,
n

k—o0 M n—00

e com ela defina a rede (ft5,),cy €m M (Z). Pelo Teorema 1.4.11, e pelo
Lema 1.4.12 concluimos que conjunto das medidas de probabilidade é com-
pacto na topologia fraca™. Dai pela Proposicao A.3.11, existe uma sub-rede
ne de n; tal que
lim p,,, = p
para alguma medida de probabilidade p, na topologia fraca®™. Temos ainda
que,
1 , 1
lim — log #E, = limsup—log#FE,,
nO& n—o0

pois n, € uma sub-rede de ny.
Por fim o Lema 1.4.13 e a compacidade de Z implicam que se C' C Z
é mensuravel com p (0C') = 0, entao

lim , (C) = 1 (C).

Proposicao 4.2.3. A medida 1 na Proposicio 4.2.2, € S-invariante.

Demonstracao. Para toda fungao f € C (Z), pela definigdo da convergéncia
fraca™®, temos que

lim/fd(unaoS_l) :lim/foSduna
=/foSdu=/fd(uoS_1),
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j4 que f oS é também é uma funcdo continua. Assim p,o0S ! — poS7L

Além disso
/fd Png — Mg /fd = Op, 087"

Tomando o valor absoluto

'/fd(ﬂna — ftn, 0 S71)

1
< —/Hf — fo S do,
n

«

< z”f”/d% o/l
Ng Ng

Tomando o limite em «, a ultima expressao vai a 0 e assim, na topologia
fraca™,

lim gt,,, 0 S™*

lim 4,

tem o mesmo limite. Como a topologia fraca™ é Hausdorff, os limites sao
Unicos, temos entao que

poSt=
O

Observamos aqui que a medida invariante buscada ja tomou forma,
e sua existéncia garantida. O restante a se mostrar é Teorema 4.2.1 a
partir do Lema e da Proposi¢ao a seguir. O Lema corresponde, em espagos
métricos, a existéncia de bolas com bordos de medida nula para qualquer
medida positiva.

Lema 4.2.4. Seja n uma entourage aberta de Uy, e tome z € Z. Seja
ainda uma medida finita em Z. Entdo existe uma entourage 6 com 6% C n
tal que p (06(x)) = 0.
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Demonstragido. Tome & uma entourage aberta com (') C . Usando o
Lema 1.3.12, existe uma funcao f : [0,1] — Z continua com X \ ¢'(x) C
f7Y({1}). Além disso para todo t € (0, 1) existe uma entourage &; tal que
6(z) = f71([0,¢)) e 6; C &

Defina agora A; = f~1([0,¢]) \ f71([0,%)) = f~1({1}), e observe que
00(x) C Ay e que A;NAy = (D set #t. Se Ay = ) para algum ¢, o
resultado segue. Se nao, temos que existe uma colecao nao enumeravel de
subconjuntos de ¢'(x) com interseccdo vazia, de modo que somente uma
quantidade enumeravel deles pode ter medida positiva, e sendo assim para
algum ¢y € (0,1), pu(As) = 0. E assim defina § = d;,, de onde

1 (95(x)) < p(Ay) = 0.
[]

Proposicao 4.2.5. Seja E, um conjunto (n,n) - separado em %y. Entao
existe uma particao mensuravel & = {Zy, ..., Z,} tal que OC tem medida
nula para todo elemento C € Z", sendo que Z \ X C Zy e além disso

H, (Z) =log#E,.

Demonstracao. Usando o Lema 4.2.4, escolhemos para cada z € Z uma
entourage 0, com (5,)> C n. Dai o conjunto das bolas B, = §,(z) cobre
Z, de modo que podemos escolher uma subcobertura finita delas sem ne-
nhuma subcobertura propria { By, ..., B,}. Pela Proposigao 2.1.11 sempre
podemos escolher By de modo que Z\ X C By, bastando escolhe uma bola
com centro em um ponto qualquer de Z \ X. Defina entdo os conjuntos

ZkZBk\(B()U---Ukal)

parak =1,...,n,e Zy = By. Defina a particao 2 = {Z,, ..., Z,}. Usando
a Proposicao 1.2.7 temos que, pelos itens 1 e 2, se C' € Z entao dC tem
medida nula e, pelo item 3, que se C' € Z™ entao u(0C") = 0.

Por fim, suponha que z,y € C com C € Z™". Entdao S'(z), S'(y) € C;
para algum C; € Z ei=1,...,n. Como cada C; € 9,.(2;) pela construcao
da particdo, temos entdo que (z,y) € S~ x S‘i(ﬁ, C S7"x S7'n. Como E,
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é (n,n) - separado, entdao cada subconjunto de 2" pode conter no maximo
um elemento de F,. Segue dai que ou 0,(C) = 0 ou 0,(C) = #LE Como
todo elemento de F,, estd em exatamente um elemento de 2", pois se trata
de uma particao, temos que

H, (Z")=log#E,.

Estamos, finalmente, aptos a mostrar o Teorema 4.2.1.

Demonstracao do Teorema 4.2.1. Usando o item 7 do Lema 3.2.3 temos
para n € N,

para qualquer particao de Z.

Dados n,q € N com 1 < ¢ < n, tome m € N com m(q—1) <n < mg.
Seja 2 uma particdo como na Proposicao 4.2.5. Para i = 0,...,q — 1
escreva

gi V S‘Z(f’fn) — o@m \/ S_Z(ffq) V; S—(i+q)(gq) VAT VA S (i+(m—1)g (qu)

que é uma particdo mais fina que Z". Segue dai, usando o Lema 3.2.3,
itens 2, 3 e 0, e que H, ({X}) =0, pois g,, é de probabilidade, que

m—1

Hy (2" < Hy, (Z7) + ) H, os-ian (Z9)

7=0

gq + Z 0,08~ (H-qj) q)

<log#Z7+ Z _oran) (2.

7=0
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Pela Proposicao 4.2.5, somando o resultado acima para i =20,...,q—1,
g—1 m—1
Hy, (27") < qlog #2774+ > Y H, o5-6ran (Z9).
i=0 j=0

Agora defina p = i + mj, de onde reescreveremos o somatorio,

mqg—1

H,, (27) < qlog# 2+ Y Hy o5 (27).

p=0
Observe que, devido a escolha de m e g, (mg) —n < q. Desse modo,

mq—1

ZHO'OSP qu <ZHJOSP(‘QP(])

p=0 p=0
n—1

_ZHUnOS P ffq ‘f—ZHg oS~ P(gq)

p=0 p=n
n—1

S ZHanoS_p (gq) + q10g #fgﬂq

p=0

Juntando com o resultado anterior e usando a Proposicao 4.2.5 novamente
qlog #E, = qHan (Z™)
< nz —H, o5-0 (Z7) + 2qlog # 21
< nHun (Z1) + 2qlog #Z1.

Podemos entao dividir por ng e obtemos a relacao para todo n € N

1 1 2
n q n
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Utilizando a Proposicao 4.2.2 e lembrando que os subconjuntos da particao
Z1 tém bordo com medida nula, escolhemos a rede n, de modo a obter

1 1
limsup —log#FE,, = lim —#E
n [e%

(0%

1
< -limH,, (Z)+0.
q

Podemos entao tomar o limite ¢ — oo e finalmente, para toda colegao
de conjunto (n,n)- separado F,, obtermos uma particio 2 uma medida
S-invariante u de probabilidade tais que

limsup%log#En < hM(S| Z) < hy,(9).

Usando entao o Lema 3.2.11, encontramos uma medida limitada a 1 e
T-invariante p tal que

hmsup%log#En <h(T|ZNnX)<h, (D).

Com isso podemos mostrar o Teorema 4.2.1, ja que dado ¢ > 0 pela Pro-
posicao 2.3.9 podemos escolher n; € %, e uma colecao de conjuntos FE,,,
com E, (n,nz)- separado no sistema S : Z — Z, tais que

Uz

1
h = (S) <limsup —#E, + ¢
n

n—oo

de onde existe uma medida de Radon p com

h“? (S) < hy, (T) 4 € < suphy, (T) + .
"

Dai temos pelo Lema 2.3.14
B (T) < h'™ (S) < suph, (T) +e.
I

Como a relacao vale para todo €, demonstramos o teorema. ]
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O Principio Variacional segue das relagoes

sup h, (T) < h(T) < h,, (T) < h" (T) < sup h, (T).
I %

As desigualdades seguem da Proposicao 2.3.17 e pelos Teoremas 4.2.1 e
4.1.3, bastando tomar o supremo no segundo teorema.
Para fechar a secao, e fazendo algumas repeticoes, demonstramos que

sup hy (T) = h(T),

para sistema dindmico Hausdorff localmente compactos. Para isso, redefi-
nimos ambos os lados da igualdade, ao consideramos medidas limitadas a
1 ao lado esquerdo e somente coberturas admissiveis ao lado direito. Para
chegar ao resultado, sob a inspiracdo do trabalho de Misiurewicz [Mis75],
definimos a entropia de Bowen de maneira generalizada para espago uni-
formes, utilizando uma estrutura uniforme especifica, presentes em espacos
Hausdorff localmente compactos. Lembramos novamente que existe, geral-
mente, mais de uma estrutura uniforme num espaco Hausdorff localmente
compacto, e que portanto a entropia de Bowen deve ser maior ou igual que
a topologica, de acordo com a Proposicao 2.3.17, mas apenas a estrutura
uniforme admissivel carrega o contetido da entropia topoldgica.

4.3 O Papel da Estrutura Uniforme no
Principio Variacional

Como discutido na Secao 1.3, estruturas uniformes e topologia tém papeis
muitas vezes interligados, mas distintos, sendo possivel uma tnica topo-
logia possuir diversas estruturas uniformes associadas, i.e. uma mesma
topologia pode ser a topologia uniforme de duas estruturas uniformes dis-
tintas. A unicidade é garantida no caso de espacos topolégicos Hausdorff
compactos.

O Corolario 2.3.13, e a unicidade da estrutura uniforme dada pelo Te-
orema 1.3.8, garantem que o Principio Variacional seja valido quando defi-
nimos a entropia topologica de maneira mais fraca para sistemas Hausdorff
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compactos, a citar, a entropia definida como

h(T)= sup h(T| ). (4.1)
o :aberta
De fato na demonstracao do Teorema 4.2.1, utiliza-se da estrutura uni-
forme %,. Mas podemos escolher Z = X quando X é compacto, de modo
que teorema se mantém valido com a definigao mais fraca da equacao (4.1).
Numa perspectiva diferente, toda cobertura aberta de um conjunto com-
pacto é uma cobertura admissivel, de onde novamente obtemos o Principio
Variacional com a entropia h¢(T).
Nessa secao consideraremos um caso particular para ilustrar a impor-
tancia das coberturas admissiveis na Definicao 2.2.4.

Transformacoes continuas no cilindro

Vamos utilizar o conjunto
St =R/2nZ,

abusando a notacao quando escrevemos = 0 + 2mn, paran € Z e § € S*,
i.e. tratamos quaisquer dois representantes da classe de equivaléncia como
elementos iguais.

Consideramos inicialmente o sistema sobre S*.

G: St —» St (4.2)
0 — 20

A transformacao é um endomorfismo linear do toro S*. Os endomorfismos
nos toros sao muito conhecidos em sistema dinamico, e sua entropia to-
polégica é conhecida. De fato h(G) = log2. Uma descrigdo completa se

encontra nas segoes 4.2.5, 9.4.3 e 10.2.5 de [KO14].
Considere agora os cilindros

C =10,1] x S
Co=(0,1) x S*
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e ainda 0C = C'\ (. Observe que os cilindros sdo metrizaveis na topo-
logia induzido pela quociente R x R/27Z. Para uma boa descri¢ao sobre
topologia quociente, considere a segao 22 de [Mun00].

Podemos também utilizar o homeomorfismo

f: St— Sc
6 — e
onde S¢ = {z € (C’ 1z| = 1} é a copia de S' em C, para verificar que S!

é de fato metrizavel, e que portanto C' e () sao metrizaveis.
Considere entao a funcao

T Co — C() .
(r,0) — (y/r,20)

Temos que T define um sistema dinamico no cilindro Cj.
Podemos ainda estender o sistema ao cilindro C' ao sistema S : C — C

com Sic, =T, S(0,0) = (0,0) e S(1,0) = (1,0).
Observe que se 7 : C' — S! é a projecao de C' sobre S, temos que

G(0) =moT(r0),

para (r,0) € Cy. Outro fato é que se 2 é uma cobertura de abertos de S!
entdo &/ = 71 (2) é uma cobertura de abertos de Cp, e além disso

N(29)= N (). (4.3)
Mais ainda, temos a relacao
91 =Yg,
j4 que, dado D € 2, temos que 7~ (D) = (0,1) x D de onde
T-1((0,1) x D) = (0,1) x GY(D).

Podemos entao obter uma cota minima para a entropia hs(7") definida
na equagao (4.1):

hy(T)> sup h(G|2Z)=h(G)=log2.
2: aberta
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Figura 4.1: Representacgao do cilindro Cj e a orbita do ponto (0.01,0.03).

Vamos mostrar agora que a unica medida T-invariante ¢ a medida nula.

Primeiro definimos a projecao m, : Cy — R na coordenada r. Observa-
mos que dado = = (r,z) € Cy a acdo de 7, o T"(z) resulta em rz@ — 1,
que leva uma interpretacao de que todo ponto de Cj escapa de Cy para o
bordo 0C.

Temos também que Cj é o-compacto. De fato defina
K, = [i 1 i} x St

on’"

o
para n inteiro e n > 1, e observe que U K, = ().

n=1
Seja agora K C Cy um conjunto compacto. Vamos mostrar que K

nao contém conjuntos de infinitos retornos. De fato m,(K) é um conjunto
compacto em (0,1), pois a projegdo é uma funcdo continua, e portanto
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7-(K) estd contido num intervalo fechado e limitado I C (0,1). Assim os
pontos 7, o T"(x) saem de I numa iteracao finita de T para todo =z € K.
Como K C m (I), temos que apenas um numero finito de pontos da
orbita de x esta em K. Assim K nao pode conter um conjunto de infinitos
retornos. Seja agora pu, T-invariante. Usando o Teorema de Recorréncia
3.1.5, temos que p(K) = 0. Assim concluimos que todo conjunto compacto
tem medida nula para qualquer medida T-invariante.

Seja entao £ C Cj um mensuravel. Defina o conjunto crescente F,, =

K, N E e observe que a continuidade das medidas, dada pela Proposicao
A.4.3, nos d&

u(E) < p(E) = lim pu(E,) =0,
n—o0
pois F, é compacto para cada n € N. Segue dai que a unica medida
T-invariante é a medida nula, pois X é o-compacto.
Pelo principio variacional, temos

h(T)< sup h,(T)=0.

p. finita

Conclufmos que no caso de T vale a relagio h(T) < /2 < hy(T).
A aparente divergéncia vem do fato de que as coberturas & = 7 1(2)
nunca sao admissiveis. Observe ainda que toda cobertura do tipo tem
subcobertura finita, de modo que mesmo coberturas finitas nao resolvem
o problema, apenas coberturas admissiveis o resolvem.

Para compreendermos de forma mais precisa, lembramos que o sistema
dado por T : Cy — Cj é um subsistema de S : C' — C, que é compacto. A
estrutura uniforme tnica de C' ndo gera coberturas admissiveis. De fato a
estrutura uniforme % é dada por vizinhancas da diagonal,

e = {(r1,00)  (r2,02) | d((r1,61), (r2,62)) < e}

onde d : C?> — R* é uma métrica para C.
A estrutura uniforme admissivel de Cj é obtida da extensao de Alexan-

droff éo, de C).
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A base de vizinhancas, ou bolas, do infinito da extensao sao os conjuntos
Be(o0) = {(r,@) ECO‘ T‘<60UT’>1—€}U{OO}.

para € > 0. Para x € (| definimos as bolas pela topologia induzida
B(z) = By (€;x) N Cy. Observe que também podemos estender o sistema
T :Cy— Cy para o sistema T : Cy — Cy fazendo T(oo) = 00, € este &
continuo. De fato, podemos verificar que

lim T"(x) = oo (4.4)

n—oo

L
n

para todo x = (r,0) € Cp, pois, novamente, m, o T"(z) = rz
assim para n suficientemente grande, T"(r, 6) € B(00).

— 1, sendo

o

=l

=
N\

Figura 4.2: Representacao da compactificacao de Cy por um ponto com a
orbita do ponto (0.01,0.03).
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Segue da equagao (4.4) que o conjunto
{Tk(Be(oo)) ‘ ke N}

cobre Cy, que é compacto, de modo que alguma subcobertura finita tam-
bém cobre. Como T-*FB, ¢ T-*+tV B, para todo k € N existe k. € N

com

Co c T *(B,). (4.5)
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Figura 4.3: Representagao da restricao a Cy de uma vizinhanca do infinito
com € = 0.1 da compactificacao por um ponto de Cj .

Uma maneira de interpretar a compactificacdo por um ponto é colap-
sar 0C' em um unico ponto, como na figura 4.2, ou pensar na estrutura
uniforme compativel com a métrica em Cy em que os pontos JC' nao se
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separam, como exemplificada na figura 4.3. A estrutura uniforme U &
gerada pelas entourages

- 2
Tle = {(x,y) € Cy

x € Be(y)}.

Para a estrutura uniforme admissivel em Cy, Z = U N (Cox Cy), temos
as entourages

Ne = ﬁe N (C() X CO)
E possivel perceber que ne # 1.N(Cy x Cy), ja que para 11,12 < € temos

((Ta 91)7 (Ta 62)) € Ne

para todo para 61,0y € S e 0 mesmo ndo vale para 7, N (Cy x Cp) com
e < w. Temos entao que C apresenta mais de uma estrutura uniforme que
é compativel com a topologia de Cj.

Observe que para n suficientemente grande, quaisquer dois pontos de
Cy nao se mantém separados por 7.. De fato dados x1,x9 € Cj, como
lim 77 (x,) = 1_{2107:”(@) = 00, existe m € N tal que T™(z1) € B.(o0) e

n—o00 n
T™(x1) € Be(c0), onde utilizamos T"(x) = T"(x) para x € Cj. Segue dai
que,

(T"(2), T™(y)) € npe. (4.6)

Segue dai que se E C () é 1. separado, entao F ¢ finito pelo Lema 2.3.8 e
portanto existe n € N tal que T(E) nao é s separado, de modo que um
conjunto com mais de um elemento nao pode ser (n,n.)-separado para “n
suficientemente grande”, e assim devemos ter

L' (T) = n(T) =0,
que é o esperado pelo Principio Variacional.

Observa-se, por fim, que o inico conjunto de infinitos retornos do sis-
tema T : Cy — Cy é {o0}. Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré, uma
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medida finita positiva e invariante por T' tem medida positiva apenas em
{oc}. Segue dai que a entropia de Kolmogorov-Sinai é nula, pois para
qualquer particao ¥, se oo € Dy € ", entao

1 1
(D)~ neeDlos precyy.

De modo que tomando o limite em n temos que a entropia de Kolmogorov-
Sinai é nula. Temos dai que o resultado é, novamente, consistente com o
Principio Variacional. Mas para além disso, observamos que a restricao da
medida ao subconjunto Cj, ¢ justamente a medida nula. Esta ideia serve
a ilustrar o fato de que na demonstracao do Teorema 4.2.1 foi construida
uma medida de probabilidade invariante em Z, que é o limite de uma sub-
rede na qual o suporte, i.e. o mensuravel com medida 1, pode “fugir” do
conjunto X, restando apenas a medida nula em X, como no exemplo.

1 1
—H, (2") = EM(DO) log






Consideracoes Finais

O contetdo de toda a dissertagao centrou-se na preparacao e na apresen-
tacao da demonstracao do Principio Variacional para sistemas dinamicos
topolégicos Hausdorff localmente compactos. Como afirmado por todo o
texto, omitimos a hipotese de metrizabilidade do sistema. Essa omissao
leva de fato a uma generalizacao, ja que os Exemplos 1.2.33 e 1.2.34 ilus-
tram que metrizabilidade nao é uma propriedade comum a todo espago
Hausdorff, mesmo que compactos.

Ao leitor atento, vé-se que a demonstracao do Teorema 4.2.1 é uma re-
leitura do Principio Variacional para sistemas Hausdorff compactos, como
encontra-se em [Mis75]. Mas ressaltamos que aqui apresentamos pela pri-
meira vez a definicao da estrutura uniforme admissivel, sempre presente
em espagos Hausdorff localmente compactos, e mostramos a relagao entre
essa estrutura e as coberturas admissiveis.

De toda maneira o resultado é ainda de muito enriquecedor. A entro-
pia de Kolmogorov-Sinai, apresenta diversas propriedades, como invarian-
cia por conjugacao. De fato trata-se de conteiido amplamente discutido
na literatura [Wal00, KO14]. Sendo assim muito dessa bagagem pode ser
transferida a sistemas dindmicos Hausdorff localmente compactos, obser-
vando aspectos principalmente topoldgicos.

Essa dissertacao é certamente um trabalho técnico, e talvez demasiado
abstrato. Mas tenho para mim que serve a aqueles que apreciam e estudam
sistemas dinamicos, principalmente em seus aspectos topolégicos, por fazer
uso de ferramentas tao diversas como as que aqui foram apresentadas.
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Apéndice A

Limites, Continuidade e Medidas

A.1 Funcoes continuas

Nessa sec¢ao, consideramos sempre (X, Tx) e (Y, Ty) espagos topoldgicos,
geralmente distintos. Vamos definir continuidade e continuidade num
ponto e estabelecer uma relagao entre elas.

Definicao A.1.1. Uma funcao f : X — Y é dita continua, nas potologias
Tx e Ty se para todo aberto B € Ty f~Y(B) € Tx.

Em geral quando dizemos que uma funcao f : X — Y é continuas, dei-
xamos implicitas as topologias, e apenas afirmamos que A imagem inversa
de um aberto por f ¢ aberta.

Definicao A.1.2. Uma funcio f: X — Y € dita continua em x € X se
dado uwma vizinhangas aberta V-C 'Y de f(x) existir uma vizinhanga aberta
UcCX dex com

Uc f V).

Proposicao A.1.3. Um funcdio f: X — Y é continua se e somente se é
continua em em todo ponto de X.

Demonstracao. Se f é continua e z € X entao dada V, vizinhanga de f(x),
f~YV) é aberta e contém x, e portanto f é continua em .

111
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Por outro lado se f é continua em todo x € X entao dado B C Y
aberto, seja A = f~}(B). Observe que para todo z € A temos que B ¢é
uma vizinhangas de f(z), de modo que existe uma vizinhanga, U, C A,

aberta de x. Dai A = U U., que portanto é um conjunto aberto. [l
€A

A.2 Redes e Convergéncia

No texto sao utilizadas redes e algumas de suas propriedades. Nessa se¢ao
apresentamos a definicao e as propriedades utilizadas na dissertacao.
Uma relacdo de pré-ordem < em um conjunto A é uma relagdo tran-
sitiva e reflexiva em A. A é dito direcionado se existir uma relacao de
pré-ordem =< em A tal que dados o, € A existir v € A tal que a <X v e

B =7.

Definicao A.2.1. Uma rede (z,),.4 em X é um mapa o — x, sendo A
um conjunto direcionado com a relagio <. Dizemos que (x,) converge
para o limite v € X se, dada uma vizinhanca U de x, exista oy € A tal
que ., € U sempre que a, = a, e denotamos

limz, =z
ou ainda
limz, =z
«
limz, =x
acA

dependendo da especificidade necessaria.

Quando a rede assume valore reais, definimos

lim sup x, = inf sup x,
A0 qp=<a

liminfx, = sup inf z,
Qo e TymYe’
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-,

de maneira analoga a sequencias. E claro que

liminfz, < limsup z,.

Observe também que sup,, <, Zo ¢ uma rede decrescente, no sentido de que
se a; = «ap entdo SUp, <4 Ta = SUP,, <o To- Da mesma forma podemos
concluir que inf, <, z, é uma rede crescente. Dessa forma podemos usar
também as definigoes

limsup z, = lim sup z,
T imte’

liminfx, = lim inf z,
T imte’

Temos também a propriedade,

Proposicao A.2.2. Seja (z,) uma rede a valores reais. Entao (x,) con-
verge se e somente se

limsup z, < liminfz,

Demonstragao. Se (x,) converge, e tem limite x seja € > 0 e oy tal que
|zo — x| < €. Sem perda de generalidade, escolhemos = = 0. Temos entao
que

sup r, < inf x, + €.
aoja a(]ja

Como € é arbitrario, a conclusao segue.
Por outro lado, dado oy temos que

inf r, < x,, < sup z,.
ana OZOjOé

Dado € > 0 tome ag tal que sup,, <, < liminfz, + €. Temos dai que

inf z, < x4, <liminfz, + €.
ap=Ra

Tomando o supremo, que é o mesmo que tomar o limite, temos o resultado.
[]
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Definicao A.2.3. Sejam A, B conjuntos direcionados. Uma sub-rede se
¢ um mapeamento

B — ag

sendo B € B e a € A, tal que dado oy € A existe By € B tais que
o) 2 ag

sempre que By = .

Proposicao A.2.4. Se seja X um espaco topoldgico e x, uma rede con-
vergente com limite x. Se ag é uma sub-rede de o entao

hén Toy = T

Demonstracao. Dado U uma vizinhancga de x tome o com z, € U sempre
que ap < a. Dal existe [y tal que g < ag se Sy < B, e portanto z,, €
U. ]

Agora vamos relacionar convergéncia em redes e continuidade de fun-
coes

Proposicao A.2.5. Sejam X.,Y wum espacos topologicos e uma fungao
f: X =Y. Se(x,) é uma rede convergente com limite x entdo

lim f(xq) = f(2).

Demonstra¢ao. Tome V' um vizinhanga de f(x) e considere a vizinhanga
U= f~YV) de x. Daf temos ag tal que se ag < « entdo z, € U. Segue
dai que f(z,a) € V, que demonstra a proposigao. O

Proposicao A.2.6. Seja X um espaco topoldgico Haussdorff e uma rede

convergente (Zo),c4- Entdao o limite de (x,) € unico.

Demonstragiao. Suponha que x e y sejam limites distintos de (z,). Tome
U,V uma vizinhancas aberta e disjuntas de x e y, respectivamente. Temos
que como z ¢é limite entao existe aq tal que se ay < a, entao x, € U. Mas
entdo z, ¢ V, e portanto y nao é limite de (x,), o que é uma contradicao.

[]
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A.3 Filtros, convergéncia e compacidade

Filtros sao objetos que tratam conceitos de convergéncia por uma perspec-
tiva bem distinta de rede, mas bastante equivalente. Filtros, no entanto,
apresentam uma vantagem, talvez, técnica: a imagem inversa de um fil-
tro por uma funcao ¢ filtro, e a imagem direta de um filtro é um filtro.
Sendo assim, do ponto de vista topoldgico, trata-se de objetos “rigidos”,
principalmente quando comparados a conjuntos abertos e redes, mesmo ao
se considerar apenas fungoes continuas. Além da teoria aqui apresentada,
os ultrafiltros, filtros que nao tém refinamento proprio, tem propriedades
bastante singulares. Algumas delas se encontram espalhados por todo a
referéncia [Jam87], que apesar de breve, certamente serviu de inspiragao a
este trabalho.

Definicao A.3.1. Um filtro em um conjunto S é uma familia % de
subconjuntos de S satisfazendo.

1. Dado A € ¥, entao se A C B entao B € F.

2. Ainterseccao de quaisquer dois elementos de .F € nao vazia e também
¢ elemento de .7 .

Uma familia de subconjuntos .7 de subconjuntos é uma base de filtros
se a intersecao de dois elementos de o7 estiver em 7. O filtro gerado por
uma base de filtros é o menor filtro que contém a base de filtros.

Um filtro %’ é um refinamento de % ou refina %, se dado F € F#
existir F' € %' com F' C F. Dizemos também que .#’ é mais fino que .%.
De forma equivalente, .%’ refina % se % C %'.

Exemplo A.3.2. Dados um espago topoldgico X e x € X. O filtro de
vizinhancas de x, A, € o filtro formado pelos conjuntos que sao vizinhancas
de x.

Exemplo A.3.3. Seja (aq),., uma rede em X, o seu filtro elementar é
gerado pelos subconjuntos M C X satisfazendo o tal que a, € M para
o < a.
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Proposicao A.3.4. Um filtro é um conjunto direcionado com a relagao de
inclusao reversa, Iy < Fy < F| D F5.

Demonstragdo. Dados Fi, Fy € %, como F = Fi N Fy, € .%. temos que
F, X FeFy, X F. Dai .# é direcionado, pois < é uma relacao de pré-
ordem. ]

Filtros tém papel interessante na generalizagao no conceito de conver-
géncia.

Definicao A.3.5. Em um espaco topolégico X e .F um filtroem X. v € X
¢ um ponto limite de F se F refina o filtro do vizinhancas de x.

Proposicao A.3.6. Uma rede é convergente se, e somente se, o seu limite
¢ um ponto limite do filtro elementar da sequéncia.

Demonstragdo. Considere uma rede convergente (z4),,. 4 com limite . En-
tao, dada uma vizinhanca V € A4, de x, existe o € A tal que x, € V para
o' < «a. Assim tome um conjunto M = {z,|a <X «a}. Claro que M
pertence ao filtro elementar de (z,), que refina 4. A volta é ainda mais
imediata, ja que se dado V' € .4, existir M no filtro elementar com M C V,
entao existe o’ € A com x, € M C V sempre que o < «. O

Proposicao A.3.7. Seja f: X — Y uma fungdo continua, e % um filtro
sobre X. Se x € X € aderente a % entdio f(x) € aderente ao filtro

1 ={rw| ves}
Em particular se x é um ponto limite de %, entio f(x) serd de f (F)

Demonstragio. Tome z € X e seja U uma vizinhanga de f(x) em Y. Dai
como f é continua, entdo V = f~1(U) é vizinhanca de z, de onde FNV # ().
Temos entao que

f(EYNUC f(FNV)#0.
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Definicao A.3.8. Sejam X um espaco topoldgico e um filtro F# em X.
x € X € aderente a F se for um ponto de aderéncia a todo elemento de
F .

Em particular se x é um limite de uma sequéncia, entao ele é aderente
ao filtro elementar da sequéncia. Mais geralmente temos o seguinte Lema:

Lema A.3.9. Seja X um espaco topologico e A C X. Entdo x € X é um
ponto aderente a A se, e somente se, AN N, for um refinamento de N,.

Demonstracdo. Seja x aderente a A. Dai para toda vizinhanca V de =,
V NA CYV énao vazio, de modo que de fato A N .4, é um refinamento.
Reciprocamente, se ANA;, refina 4, entao ANV # () para toda vizinhanca
V de x. []

De modo geral, compacidade nao implica compacidade sequencial. Mas
temos a seguinte caracterizacao por filtros.

Teorema A.3.10. Um espaco topologico € compacto se, e somente se, todo
filtro admite um ponto de aderéncia.

Demonstracdo. Seja X um espaco topoldgico compacto e % um filtro sobre
X. Suponha que .% nao tenha pontos de aderéncia. Sendo assim para todo
x € X tome V, uma vizinhanca aberta de x tal que existe F, € % com
F, NV, =0, que pode ser tomada pois .# nao tem pontos de aderéncia.
Claro que {V,} é uma cobertura aberta de X, que, portanto, contém uma

n
subcobertura {V,,,V,,,...V,, }. Como U Ve, = X e F,, NV, =0 temos
i=1
que F=F, N---NF, =0, o que é contradi¢ao, pois F' € F e nao pode
ser vazio.
Suponha agora que todo filtro em X tenha um ponto de aderéncia. Seja
¢ = (Ua),eq uma cobertura de aberto de X, sem subcoberturas finitas.
Seja a familia formado pelo conjunto dos complementares das unioes finitas
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de elementos de %,

V:OU@, neN, aieS}.

1=1

L?{X\V

E claro que .Z é a base de um filtro, pois a interseccio de dois de seus
elementos é nao vazia. Mas entao .# nao tem pontos de aderéncia, ja que
para todo x € X existe um vizinhancas U, de ¥ com x € U, de onde temos
que x nao é aderente a F' = X \U, € .#. Assim temos uma contradi¢ao. [

Observe que se % é um filtro e  um ponto aderente de .%#, entdo o
refinamento

A={FnU| FeZelUcecA} (A1)

tem x como ponto limite.
Temos um resultado classico de compacidade, que sera demonstrado
usando filtros, a fim de ilustra a flexibilidade dessas estruturas.

Proposicao A.3.11. Sejam X wum espago topoldgico compacto e (x,)
uma rede sobre X. Entao (x,) admite uma sub-rede convergente.

acA

Demonstracao. Tome o filtro fundamental da rede z,,
ﬁ:{FCX’ Existe a € A tal que z € F, seozjo/.}

Como X compacto, . tem um ponto de aderéncia x. Tome entao o refi-
namento A de .# definida na equacao (A.1). Como A é direcionado pela
inclusao reversa, podemos definir o conjunto direcionado

B:{(a,A)‘ aeA,AeA}

com a relacdo de ordem (a, \) < (¢/,N) se @« = o’ e A D N. Podemos
entao definir entao um sub-rede de «, usando a relacao

(a, \) = o' =ad(a, \).
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para algum o que satisfaca o < o/ e xo» € X\. A sub-rede o' é bem
definida, pois dado («, ) € B, x é ponto de aderéncia do conjunto I', =
{zy]la 2 o'} € F para todo a € A, de modo que, dada uma vizinhanga U
de z, existe a0 menos um ponto x, € I, NANU C A € A com a = /. Além
disso se trata de fato de uma sub-rede, pois dados (a1, A1), (a2, Ao) € B
com (041, )\1) < (042, /\2), temos a1 < ag < Oé/(OéQ, )\2) € T(ay,\0) € Xy C M.
Resta mostrar que (z3),.p converge para z. Tome U uma vizinhanga
de v e F € .% e defina A = FNU e tome a com algum z, € A. Dai
rg € A C U sempre que (o, \) < 5. ]

A.4 Espacos Mensuraveis

Nessa secao apenas definiremos espacos de medida e mostraremos um re-
sultado simples para medidas finitas.

Definicao A.4.1. Seja X um conjunto, e &/ um conjunto de subconjuntos
de X. @/ serd uma o-dlgebra se

1. & € ndo vazio.
2. Se Ae of entio X \ A€ .
3. Intersecgcoes enumerdveis de elementos de &/ pertencem a < .

Da definicdo podemos concluir que X € &7, e que unides enumeraveis
de elementos de & pertencem a /. O par (X,.o/) é chamado espago
mensurdvel. Toda colecao 2~ # () de subconjuntos de X gera uma o-
algebra, no sentido de que estd contido na menor o-algebra que contém
Z". Tais o-algebras geradas nunca sdo vazias, e estao bem definidas(vide
a se¢ao 1.2 de [Foll3]). A menos o-dlgebra que contém uma topologia T
¢ chamada a o-algebra de Borel de T, e denotamos Z [X] sendo que a
escolhida de X topologia é implicita.

Definicao A.4.2. Seja X um conjunto, e &/ uma o-dlgebra de X. Uma
medida em </ é uma funcdo u: o/ — R satisfazendo
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1. pu®) =0
2. Se (Ay)ien € & ¢é uma cole¢do enumerdvel de conjuntos disjuntos de
o/ entao | <U Ai> = ZM(AZ')
i=0 i=0
3. p assume no mdximo um dos valores 0o, —o0.

Uma medida é dita positiva se nao assumir valores negativos, e finita
se for positiva e p(X) < oo. Temos o resultado simples.

Proposicao A.4.3. Seja E; € of é uma colecao enumerdvel de conjuntos
tats que B; C Fii1 e i € uma medida finita, entao

p <U1 E) = lim ().
Demonstracdao. Defina

AiZEZ‘\(E()U"'UEZ',l)

o0 o0
e observe que U E; = U A;. Além disso A; é uma colecao disjunta. Assim
i=1 i=1

It (U Ez) = p (U Az’) = ZM(Az') = lim p(E;).

n

Observe que o limite existe pois as somas parciais Z 1(A;) formam uma
i=0

sequencias mondtona limitada por u(X). O
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