S
UnB

UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE FiSICA ,
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM FiSICA

TESE DE DOUTORADO

DISCRETIZACAO DA ENERGIA NO UNIVERSO PRIMORDIAL

Alexandre da Silva Fernandes

Brasilia - DF
2018


http://lattes.cnpq.br/2788492661861895

S
UnB

UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE FiSICA ,
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM FiSICA

DISCRETIZACAO DA ENERGIA NO UNIVERSO PRIMORDIAL

Alexandre da Silva Fernandes
Orientador: Prof. Dr. Sérgio Costa Ulhoa

Brasilia - DF
2018


http://lattes.cnpq.br/2788492661861895
http://lattes.cnpq.br/2945375824658637

S
UnB

UNIVERSIDADE DE IIBRASI'LIA
INSTITUTO DE FISICA ]
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

DISCRETIZACAO DA ENERGIA NO UNIVERSO PRIMORDIAL

Alexandre da Silva Fernandes

Tese de doutorado realizada sob a
orientacdo do prof. Dr. Sérgio Costa
Ulhoa e apresentada ao Programa
de P6s-Graduagdo em Fisica da Uni-
versidade de Brasilia como requisito
parcial para obtencao de titulo de

Doutor em Fisica

Brasilia - DF
2018


http://lattes.cnpq.br/2788492661861895

Ficha catalogréafica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

F363d

Fernandes, Al exandre da Silva

Di scretizacdo da energia no universo prinordial /
Al exandre da Silva Fernandes; orientador Sérgi o Costa
U hoa. -- Brasilia, 2018.

100 p.

Tese (Doutorado - Doutorado em Fisica) -- Universidade de
Brasilia, 2018.

1. Relatividade Geral. 2. Teleparalelisnm Equivalente a
Rel ativi dade Geral. 3. Cosnpl ogia. 4. Cosnol ogia quanti ca.
5. Inflagdo. |I. Uhoa, Sérgio Costa, orient. Il. Titulo.




‘DISCRETIZAGAO DA ENERGIA NO UNIVERSO
PRIMORDIAL.”

Por

ALEXANDRE DA SILVA FERNANDES.

Tese submetida ao Instituto de Fisica da Universidade de Brasilia como parte dos
requisitos para a obten¢do do grau de Doutor em Fisica.

Aprovada por:

. LD C,O'J\NW

Prof. Sérgio Costa Ulhoa
[F/UnB

Prof. Ademir Eugénio d¢ Santana
[F/UnB

bohaonly boull Yool

Prof. Ednardo Paulo Spaniol

mé%j ‘

UniCeub
\\
Prof. ivan ;oares Ferreira
[F/UnB

Prof. Dr. Geraldo Magela e Silva

Coo‘rdenador de Pos-Graduagao
Instituto de Fisica



Vi

Ao meu filho Symon.

E ao meu prof. Claudio de Sousa: consegui!



vii

Agradecimentos

A Deus, o Soberano, por me da graca mais do que eu poderia imaginar conseguir.

Ao meu orientador Sérgio, que me guiou durante esses ultimos anos a trilhar por esse
caminho drduo e me mostrar o que € pesquisa, o que € futuro na ciéncia e por abrir um multiverso

de possibilidades.
Ao professor C. M. G. de Sousa, que me impulsionou a chegar até aqui.

Aos meus colegas de academia Hailleen, Rodrigo, xara Alexandre, Breytner e Fernando:

ajuda, apoio e valiosas discussoes.

Ao professor Sérgio Guedes (UFRIJ), Vitoria e outros colegas do grupo virtual Theore-
tical Physics, que sempre me trouxeram ddvidas, me ajudaram a melhorar a transmissao de

conhecimento € me pautaram na caminhada.

Ao professor Ivan e todo o grupo LaCOSA pela acolhida, boa convivéncia e pelos excelentes
e imensurdveis ensinos. Com eles, o aprendizado sobre cosmologia se expandiu de forma

inflaciondria!
A Amanda, pela gentil e preciosissima ajuda na revisao do texto.

A minha familia pelo apoio.



viii

Porque assim como os céus sdo mais altos do que a terra, assim
sdo os meus caminhos mais altos do que os vossos caminhos, €
0s meus pensamentos mais altos do que os vossos pensamentos.

Isafas 55:9 - Biblia Sagrada, edicdo Almeida Corrigida Fiel 2007



ix

Resumo

A cosmologia quantica na gravidade teleparalela é modelo construido sob a régia do Telepa-
ralelismo equivalente a Relatividade Geral (TERG) e da aplicacdo do processo de quantizacdo de
Weyl. O TERG € uma teoria alternativa a descri¢gdo do campo gravitacional baseado em termos
de um campo de tétradas. Ele permite escrever adequadamente as definicdes de energia-momento
do campo gravitacional. J4 a quantizacdo apresentada por Weyl tem um formalismo claro e sem
ambiguidades para o tratamento da correspondéncia entre operadores classicos e quanticos. A
cosmologia de Wheeler-DeWitt, formada pelo formalismo hamiltoniano da Relatividade Geral
(RG), tem varios problemas que sdo citados neste trabalho. Tomando a TERG, aplicando na
métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker do Modelo Cosmolégico Padrao (MCP) a cos-
mologia quantica é revisitada mas com aplica¢do em solu¢@o de vacuo e em um universo pequeno,
resultando em relacao de incerteza para o parametro de Hubble e induzindo um mecanismo de

inflagdo.

Palavras chaves: Relatividade Geral. Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral. Cosmo-

logia. Cosmologia quantica. Inflagdo.

Brasilia - DF
2018



Abstract

Quantum cosmology in teleparallel gravity is a model constructed under the rule of Tele-
paralelism equivalent to General Relativity (TEGR) and the application of Weyl quantization
process. TEGR is an alternative theory to the description of the gravitational field based in terms
of a field of tetrad. It allows you to write properly the energy-momentum definitions of the gravi-
tational field. The quantization presented by Weyl has a clear and unambiguous formalism for
the correspondence between classical and quantum operators. The Wheeler-DeWitt cosmology,
formed by the Hamiltonian formalism of General Relativity (GR), has several problems that
are cited in this paper. Taking the TERG, applying in the Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker
metric of the Standard Cosmological Model (SCM) the quantum cosmology is revisited but with
application in vacuum solution and in a small universe, resulting in uncertainty relation for the

Hubble parameter and inducing an inflation mechanism.

Keywords: General Relativity. Teleparalellelism Equivalent to General Relativity. Cosmology.

Quantum cosmology. Inflation.

Brasilia - DF
2018
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NOTACAO

*

Assinatura métrica: (— + +-+)

*

Indices gregos e latinos t€m variacao de 0 a 3 e repetidos e seguem a conveng¢ao de Einstein

*

Constantes K = ﬁ e G = ¢ = 1 em unidades naturais, a menos que se explicite o contrario

*

Curvatura do espago-tempo: k = {—1,0, 1}

*

Parametro de Hubble: H = %

*

Escala de Planck:

@) rp = (AG/c¥)z =1,62x 10733 cm
(i) Ep = (hc3/G)? = 1,22 x 10" GeV
(i) m, = (hc/G)? =2,18x 1075 g
(iv) pp = /HG* =222 x 107 GeV'*
V) 1y = (BG/c5)? = 5,39 x 10~ seg

(Vi) Ty = (hc’ /kpG)? = 1,42 x 102 K
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INTRODUCAO

No dia 18 de abril de 1955 suspirava um grande cientista que, até o fim dos seus dias, se
debrucava sobre os problemas mais intrisecos do universo. A mesa que ficou registrada na foto
de Raph Morse demonstra como ainda era muito ativo. Retrocedendo 50 anos, Albert Einstein
era um analista na Suiga publicava alguns artigos [4, 5] que, simplesmente, abriria uma brecha
de rebolico na concepcdo de espago-tempo. Mas, nio ficou somente nesses (e na teoria da
Relatividade Especial (RE), onde ficou mais conhecido): trabalhou em mais publicag¢des até

chegar em 1916 e mudar a concepc¢ao de universo com a teoria da Relatividade Geral (RG).

A RG é um modelo que, com suas equagdes de campo e seus postulados, traz uma grande
mudancga na concep¢do de visualiza¢do do universo. E ndo € apenas um modelo teérico, daqueles
que apresentam uma matemdtica baseada em geometria ndo-euclidiana ou até mesmo, daqueles
que tém apenas uma juncao de espago e tempo nas maos a sua grande revolucdo. As previsoes
da RG estdo alicercadas em uma interpretacdo das equacdes fisicas, e com plena atividade
no século XXI. A luz da RG alguns fendmenos foram observados e interpretados, como por
exemplo, a distor¢@o, devido a campo gravitacional, no caminho da luz vinda de uma estrela
[6, 7], o efeito relativistico na dindmica do planeta Merctirio [8, 9], os buracos negros [10, 11],
as ondas gravitacionais [12, 13, 14, 15, 16, 17] e a astronomia multi-mensageira [18, 19]. Tudo

isso representa feitos igualdveis realizados apenas com a fisica quantica.

No entanto, havia alguns problemas fundamentais que prejudicavam a RG e que impediam-
na de fazer uma unificacdo geral na fisica, que fora inicidada por Newton, quando ele fez o
ajuntamento entre céu e Terra. Uma dessas dificuldades se deu na defini¢do de densidade de
energia do campo gravitacional, quando um pseudotensor, com validade local e conectado a

um sistema de coordenadas [20, 21, 22, 23] trava uma construcdo de uma teoria unificadora
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Figura 1: Mesa de trabalho de Albert Einstein em sua sala. Princeton, 18 de abril de
1955. Ralph Morse - Time and Life Pictures. Reportagem acessada pela revista TIME:
http://time.com/3494553/the-day-albert-einstein-died-a-photographers-story/

com a recém nascida fisica quantica. Apesar nao trabalhar diretamente com quantizacao a la
Bohr, Finstein ja tentava generalizar a RG com as conhecidas equacdes de Riemann-Cartan

[24, 25, 26].

Entre 1961 e 1994 o Teleparalelismo Equivalente a RG, modelo que trabalha em espaco de
Weitzenbock e que tem apenas tor¢do (sem curvatura) das equacdes de Riemann-Cartan, teve
grandes desenvolvimentos que culminaram com Maluf montando a formulacdo hamiltoniana
[27]. Intensas pesquisas foram desenvolvidas ao longo de 20 anos e com elas vdrias areas
foram surgindo, desembocando na gravitagdo e na cosmologia quanticas [3, 28]. Os remos
acoplados na trirreme da busca pela unificacdo entre a cosmologia e 0 mundo microscépico
foram possiveis gracas, entre varios outros detalhes, o tensor verdadeiro de energia-momento do

campo gravitacional, M e na completa equivaléncia dindmica que a TERG possui, onde mantém


http://time.com/3494553/the-day-albert-einstein-died-a-photographers-story/
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as conquistas da RG, ou seja, sob uma nova interpretacao da gravidade, todos os fendmenos
explicados podem ser, perfeitamente, anexados mas, com alguns adicionais, como densidade de

energia gravitacional.

O Modelo Cosmolégico Padrao (MCP) é uma coluna de conhecimento construida sobre
alguns pilares e com regéncia em todo o universo fisico conhecido. Uma teoria que se candidate
a ser o MCP deve levar em consideracdo esses pilares, tais como principio cosmoldgico, explicar
os dados coletados por Hubble [29] e tentar ser aplicdvel a fase inicial (ou o quanto mais perto
possivel) do universo. Para isso, inicialmente, a TERG trabalha conjuntamente com a métrica de
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e sua dinamica [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38].
Obviamente, 0 MCP tem problemas intrinsecos como, por exemplo, a aplicac¢do direta no inicio
do universo e nos dados da radiagdo cosmica de fundo (Cosmic Microwave Background ou

CMB).

Até aqui, apresentou-se um quadro de uma teoria cldssica, com aplicacdo dinamica a
cosmologia, mas que deve ter tratamento adequado as fases iniciais do universo, em que a
escala de Planck impera. E, para tal tratamento, é necessario a parte quantica. O processo de
quantizacdo escolhido para este trabalho € tal que tem uma correspondéncia clara entre os
observaveis cldssicos e quanticos, tem uma estrutura matemdtica sem ambiguidades como a
quantizacdo candnica apresenta em seu escopo e que vale para qualquer tipo de funcao, ou
seja, polinomial ou ndo. Para tal tarefa, os trabalhos de Weyl [39] foram tomados e aplicados,

inicialmente, com uma explica¢do panoramica de seu funcionamento e um exemplo pratico.

Com todas as bases lancadas, o caminho natural € ir para o Santo Graal e caca-lo. A
cosmologia quantica se inicia com o formalismo hamiltoniano da RG por Arnowitt, Deser
e Misner (ADM), adotado por Wheeler e DeWitt para a equacdo de Einstein-Schrodinger
(futuramente conhecida como cosmologia quantica padrao ou equacdo de Wheeler-DeWitt -
WDW) [40, 41, 42, 43]. Contudo, mesmo por meio de intensas pesquisas tedricas, tentativas
de consertos e formagdo de grandes fisicos nos ultimos 50 anos, esse modelo tem problemas
intrinsecos e que nao permite um quadro completo do inicio de tudo: parte da RG (que ja tem
seus problemas internos) e tempo (problemas de conceituacao) [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50], para
citar apenas alguns. Por isso, um outro caminho para sanar esses problemas é trabalhar com
a TERG, o procedimento de quantizacdo de Weyl e construir uma cosmologia quantica [2] e

aplicar no universo primordial. Tudo isso € feito sob a tutela de algumas hipéteses: universo
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pequeno no inicio e solugdo de vacuo (sem campos de matéria).

O trabalho sera desenvolvido a partir de uma breve contextualizagdo histérica. No capitulo
1 trabalhar-se-a a RG e serdo apresentados as equagdes de campo pelo principio variacional e
alguns importantes resultados. O capitulo 2, se basilara pela constru¢do das equacdes de campo
e interpretagdo fisica, além de um breve histérico. A cosmologia e seus fundamentos, partindo
das primeiras solu¢des da RG com Friedman até os dias atuais e levantando alguns problemas,
serd apresentada no capitulo 3. Hermann Weyl e seu processo de quantizacido contrapondo com
a o canOnico é mostrado no capitulo 4. O modelo de WDW, conjuntamente com a cosmologia
quantica na gravidade teleparalela (CQGT) e com a aplicacdo na fase inicial do universo, finaliza

este trabalho no capitulo 5. Breves consideracdes finais e perspectivas encerram a tese.
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Capitulo 1

TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

A Relatividade Geral (RG) serd apresentada nesse primeiro capitulo de forma panoramica,
ou seja, serd brevemente contextualizada, a partir de um rdpido contexto historico, o desen-
volvimento das principais ideias, do surgimento dos grandes resultados que ela ja obteve até
hoje (2018) e uma breve citacdo dos problemas que reside em sua interpretacdo da teoria de

gravitacao.

1.1 Breve historico da RG

Em 1905 um ex-aluno formado na Escola Politécnica Federal Suica (ETH-Zurique) e analista
do Instituto Federal Suico de Propriedade Intelectual (IGE / IPI - Berna, Suica) publicou 4 artigos,
[51, 52, 53, 54, 55], além de uma tese, [4, 5], que balangcam as estruturas do imével palco do
espago-tempo newtoniano. Em cada um desses arduos trabalhos, Albert Einstein tratou de vdrias
areas da Fisica e um deles, destacando, trata sobre a Relatividade Especial (RE) [53, 54, 56, 57].
Nesse seminal trabalho, Einstein langou os postulados "as leis fisicas tém a mesma forma em
todos os referenciais inerciais" e "a velocidade da luz € independente do movimento de sua
fonte"[58] que sdo as bases para a RE. As consequéncias desse trabalho em especifico sdao
belicosos: tempo e espaco nao sdo entidades absolutas ou palanque onde eventos acontecem,
como Newton colocou no século XVII; todo fendmeno estd intrinsecamente conectado ao

observador.

Uma generalizacdo da RE foi feita cerca de 11 anos depois. Einstein publicou sua teoria
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[59, 60] em que os pilares sdo o principio da equivaléncia, "o movimento de qualquer particula
de prova em queda livre € independente de sua constitui¢do e estrutura”, e a curvatura do espago-
tempo, que advém da geometria riemanniana [58]. Em uma descri¢do mais global, a RG € um
conjunto de principios fisico e geométrico que constituem as bases para as equagdes de campo
de Einstein determinando o campo gravitacional e as equagdes de geodésica que irdo descrever
a propagacao da luz e o movimento das particulas neste campo [61]. E nesses mais de 100
anos a RG tem tido muitos sucessos com diversos experimentos e observac¢des confirmando sua

validade.

Entretanto, como toda teoria fisica e, principalmente, de cunho que se propde a ser geral,
a RG tem varios problemas. Um deles, advém do uso da geometrizacdo da gravitacdo, € a
impraticabilidade de se obter uma expressdo de densidade energia gravitacional independente
de coordenadas [62]. Outro, proveniente da necessidade de se interpretar e descrever o campo
gravitacional a partir do momento angular deste, peca que também tem impossiblidade no
contexto da RG [63]. Um outro angulo dessa problemaética o préprio Einstein ja tinha visto:

efeitos quanticos gravitacionais [20, 21, 24, 25, 64].

Os problemas da RG serdo melhores contornados ao utilizar um outro modelo que preserva
os sucessos ja conhecidos da RG: Teleparalelismo Equivalente a RG. Inclusive, o proprio Einstein
ja deu alguns passos nesse terreno quando estava na busca pela Teoria de Campo Unificado

[24, 25]. Este modelo serda melhor apresentado no préxim capitulo 2.

1.2 Fundamentos da RG

As bases principais onde o modelo da RG estéd colocado sdo [61]:

(i) Uma estrutura de espago-tempo quadridimensional;

(i1) Principio de equivaléncia;

(i1i) Causalidade local;
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(iv) Sistemas de coordenadas preferencialmente locais.

As ideias consequentes desses pilares podem ser resumidamente destacadas como [2, 61, 65]:

(a) A gravidade como efeito da geometria riemanniana, ou seja, a forca gravitacional que se
tem na mecanica newtoniana € explicada como sendo uma curvatura do espago-tempo

quadridimensional;

(b) Massa-energia € a fonte responsavel pela curvatura do espago-tempo quadridimensional;

(c) O caminho das massas livres de acdo externa € a geodésica.

A geometria da RG € a riemanniana e nela sio modeladas as métricas [2, 66, 67]. Localmente, a
geometria € a euclidiana [68]. Apenas como relembranca: vairiedade um conjunto de objetos que
tem propriedades definidas [67, 69]. No caso fisico, além da variedade, utiliza-se 0 mapeamento
entre cada ponto dessa colecao de objetos e o espago euclidiano R" (variedade topoldgica) [67].
Ou seja, os objetos desse conjunto podem ser quantidades fisicas ou fendmenos fisicos que sdao
mensuraveis [62]. Dado a geometria de Riemann € possivel tracar curvas e superficies sobre essa

variedade. Um conjunto de pontos que se conectam perpassando uma curva

pode ter n dimensdes dado u pardmetros e sendo x* as suas n fungdes [2, 66].

Outro conceito matemdtico muito importante no contexto da RG versa sobre as transforma-
coes de coordenadas. Elas ndo devem modificar as quantidades fisicas (energia, por exemplo),
ou seja, esses objetos mensurdveis sdo invariantes sob mudanca de coordenadas. Dito de outra
maneira, a forma que um observador, com seu sistema de coordenadas, ¢ modificada mas a
quantidade fisica ndo € alterada. E a forma como se faz transformagio de coordenadas: x* — x'*

¢ dado pelas n equagdes [66]
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sendo oo =1, 2, ...n. E, para a transformacdo em cada coeficiente das coordenadas, € utilizado a

matriz de transformacao [66]

wl ot ol
ox! ox? T ox"
uZ u?
I ox! ox2 T ox"
(axﬁ) B |
o o ox"
ox! ox? T ox"
cujo determinando J € o jacobiano
y_ o'
oxB |’

Generalizando esses conceitos é possivel se ter um tensor, que € um objeto com caracteris-
ticas de um conjunto de quantidades que associa um sistema de coordenadas em um ponto
e pode-se aplicar transformacodes, ou seja, levar esse ponto que tem tais coordenadas a outro
ponto, na variedade, que terd outras coordenadas sem, contudo, perder as propriedades fisicas.

Matematicamente [66],
ox'* o

... A
XOop = o g Xy

Um conceito que deve ser citado aqui € o derivada covariante. Para um campo escalar ¢, por

exemplo, ele é definido como [66, 70]

99

ox”

Va0 =0a0=
Ja para um vetor X% [66, 70],
VﬁXa = XOC;B = Xaﬁ —i—FaYBX'Y,
onde I'* yp $80 08 simbolos de Christoffel [70],

1
[y = B 8™ (8y.p T 8upy = 8y

com

oguy
Euy.p = 8_)53

Ha uma quantidade matemadtica na expressao dos simbolos de Christoffel: a métrica, de forma
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geral, gop. Ela € um tensor simétrico, covariante e de 2 ordem e que, fisicamente, € o formato

de medida de distancia entre dois pontos. A métrica é definida, de forma geral [66],
du* = 8o dx®dxP .

A partir desse conceito, dos que j4 foram anteriormente mencionados e com adicao de detalhes, é
possivel determinar a curva de menor distancia entre dois pontos em uma variedade: a geodésica.

Sua equacao é [66, 70]
2.0, B 7.7
du? du du

Apenas para efeito de exemplificac@o, a reta é a geodésica do espaco plano e a circunferéncia € a

(1.1)

da esfera.

Outra equacdo de extrema importincia para o estudo da RG € o tensor de Riemann-
Christoffel: ele demonstra como € a curvatura do espago e tem dependéncia na métrica e

nas derivadas [66, 70]
R qpy=0pl" oy — 0yl qp + TV ayI¥yp =TV op T vy. (1.2)

e € antissimétrico, R 3, = —R" o yp. Para se chegar as equagdes de campo da RG € necessario

perpassar pela identidade de Bianchi, definida como [66]

e fazer o uso do tensor de Ricci, que € a contracdo de um dos indices do tensor de Riemann-

Christoffel,
Rop =R apy= 8" Ruayp.

sendo o escalar de curvatura ou de Ricci,
R=g"Ry. (1.3)
O tensor de Einstein € definido como [66]
1
Guw =Ry — ERg,u\m

onde a condicao

VGoP =0 (1.4)
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¢ satisfeita pela contracdo das identidades de Bianchi.

Por ultimo [70],

1
R,UV_ ERg‘uV — 8TCTFV7

sdo as equagodes de campo da RG. O tensor de Einstein aparece no lado esquerdo da equacdo,
G/JV - 8 T T,LlV .

Einstein demonstrou, ao tomar a equacao (1.4), [23, 59, 60]

ty = ﬁ La'uv_gocﬁ.,vaa—L ) (1.5)
8op.u

com L = g* (I g, T* gy — ¥ wI"V op). Ou seja, a quantidade derivada 'y, que seria a densi-
dade de energia gravitacional, € um pseudotensor, pois, 0s seus componentes ndo podem ser
transformados em quaisquer coordenadas de forma livre. Isso estd relacionado ao fato de que
€ possivel se obter uma energia gravitacional mas ela sempre deverd estar ligada a um sistema
de coordenadas e ndo a qualquer sistema de coordenadas, como deveria ser. As quantidades
fisicas como energia e densidade de energia ndo podem estar presas a um sistema de coordenadas
e, infelizmente, a RG nao fornece outra op¢ao. Por isso, hd busca por outras teorias, como o

Teleparalelismo equivalente a RG. O grande interesse por trds desse fato € a quantizacdo da

energia gravitacional ou da densidade de energia gravitacional [22].

1.3 Equacoes de campo pelo principio variacional

Considerando os fundamentos gerais que foram mostrados na secdo anterior, 0 proximo
passo serd demonstrar a construgdo das equacdes de campo da RG perpassando pelo caminho do
principio variacional. Acrescenta-se que nao foi o mesmo usado por Einstein, em contrapartida,

¢ importante salientar que ndo hd apenas aquele caminho [66, 71]. Aplicando o funcional [2, 72]
8/2d4x:0, (1.6)

obtém-se uma quantidade invariante sob transformacdes de coordenadas e em termos da métrica

guv € a densidade lagrangiana sendo

2=R g



1.4. ALGUNS RESULTADOS DA RG 28

onde R € o escalar de Ricci, definido em (1.3), e g = detg,y. Isto levara a agdo [71, 73]

SEH = /R \/—gd4x
ser a agdo de Einstein-Hilbert. A quantidade /—gd*x é um elemeto de volume invariante e
+/—&, uma densidade escalar. Aplicando a expressao anterior, Syg, no funcional (1.6) com o uso
do escalar de Ricci (1.3) e simplificando,

1
dSur = /d4x V=8 (Ruv - Egva> dg.

Tomando apenas a parte geométrica da a¢do e com o reuso do funcional (1.6) se chega a

1
R,UV_Eg,UVR:O

Mas, a forma completa das equagdes de campo da RG leva em consideracdo a parte da matéria,

Sm, que € adicionada a Sy,

1
S=—85 S
6 EH tT9M,
e ficando na configuracdo de
1
R/JV_Eg/JVRZSTCT,UV (1.7)

O 1ltimo termo dessa expressdo € definido como T,y = 2 \/;ng;%% e é o que responde pela parte

da densidade de energia total, quantidade esta que € medida por um observador inercial [2, 73].

1.4 Alguns resultados da RG

A RG tem cerca de mais de 100 anos. Considerando como pardmetro outros modelos fisicos,
como, por exemplo, a mecanica newtoniana, ela € jovem. Além disso, ele obteve sua formulagdo
completa, apds alguns anos de montagem, a partir da RE. Relembrando que a RE foi uma teoria
com referenciais inerciais e uma tentativa, bem sucedida, de explicar alguns fendmenos que
falham quando se tem velocidades préximas da luz (no eletromagnetismo, por exemplo [54, 74]).

S6 que a RE foi trabalhada de 1905 até 1916 para ser mais geral com a inclusdo da gravitagao.

Acrescenta-se que a RG, depois de formulada matematicamente, trazia consigo uma revisao
de universo conhecido, ou seja, a forma que se via a forca gravitacional foi reformulada e a visao

de um universo, que foi "descoberto" observacionalmente com Hubble, mudou completamente;
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apenas para citar dois casos. Entretanto, até a sua publicacdo [59, 60], era apenas mais um
modelo matematico; para se tornar uma teoria aceitavel deveria ter comprovagdes. E a historia

fez uma grande demonstracdo de evidéncias, pelo menos nos limites que foram feitos até agora.

1.4.1 Trajetoria da luz em um campo gravitacional

Como a RG ¢ formada em um espago curvo riemanniano a geodésica € determinada, pela
equacao (1.1). Isso significa que se um corpo tem muita massa a curvatura que ele fard no
espacgo-tempo serd grande o suficiente para modificar a trajetéria de um feixe de luz que passe
perto desse objeto. E uma das previsdes da RG era justamente uma trajetéria modificada da luz

advinda de uma estrela passando perto do Sol.

O valor calculado na RG para esse angulo seria de apenas 1,75" de arco [58]. Em 1919
houve um eclipse solar e o0 astronomo inglés Eddington montou duas equipes para observar esse
fendmeno e testar esse cdlculo. Juntamente com Dyson e Davidson, ele publicou os resultados
das expedi¢des (uma na ilha do Principe e outra na cidade de Sobral, Ceard). Eles observaram
a deflex@o da luz de 13 estrelas e o valor do angulo estava na casa dos 1,98 +0,30”, ou seja,
dentro do faixa prevista pela RG [6, 7, 58]. Este resultado deu grande repercussido a RG. Como
se ndo bastasse, esse fendmeno foi reobservado em outras ocasides, inclusive sendo o planeta
Japiter um dos objetos de deflexdo da luz [58, 75]. Em junho de 2018 um artigo foi publicado
testando a RG em lentes gravitacionais com o mesmo fendmeno de luz curvada mas em um
objeto muito massivo e distante. A galdxia ESO 325-G004 tem, em sua frente com relagdo a
Terra, uma lente gravitacional de 2,95" de arco e teve uma precisdo de 68% em comparagdo com
o previsto da RG, ou seja, a primeira vez que ela é testada a uma grande distancia e tem uma boa

precisdo [76].

1.4.2 Efeito relativistico no movimento de Merciirio

Todos os planetas conhecidos tém movimentos bem explicados pela mecanica cldssica e
incluem perturbacdes gravitacionais devido configuracdo que eles possuem em volta da estrela.
Um desses movimentos € o de precessao, onde hd uma alteracdo angular em relagdo ao plano
da orbita. Essa alteracdo, apesar de muito pequena, pode ser mensurdvel e é catalogada no

sistema solar ha décadas. Mas, o periélio do planeta Merctrio possui uma alteracao que foge da
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Figura 2: Imagem positiva (a esquerda) e negativa (a direita) retiradas do relatério de Eddington,
conjuntamente com Dyson e Davidson, relativo ao eclipse de 1919 [7].

explicacdo newtoniana e é um problema conhecido hd muito tempo [8, 9, 77].

Desde 1859, essa anomalia ja é conhecida. Le Verrier deu algumas possiveis solugdes,
envolvendo uma alteracdo na massa de Veénus (até de 10%), objecao perfeitamente colocada.
Essa anomalia se deve ao fato de Mercturio ter um angulo de 1,38" de arco em relagdo ao seu
plano de 6rbita somada em cada translacdo. A perturbagdo acontece devido a outros planetas,
retira 1,28" de arco mas h4 0,10" que ndo tem explicacdo e, por século, dd um avango de 43.03"

[7,8,9,58,77]

Os célculos de Einstein deram uma contribui¢@o para o suporte a essa pequena parte que
nao foi explicada do periélio de Mercurio o qual escapava das maos da teoria gravitacional de

Newton [7, 8, 9, 58, 77, 78].

1.4.3 Ondas gravitacionais

Um fendmeno previsto na RG € a geracio de ondas do tipo transversais e que tem velocidade
de deslocamento igual a da luz [79]. Essas ondulacdes do espago-tempo, tem sinais de deteccio
muito pequenas, de acordo com a interpretagdo da RG, sendo necessarios laboratérios com a

mais alta tecnologia para tal empreendimento. Em 1974, um sistema binério, denominado PSR
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B1913+16, foi descoberto por Hulse e Taylor [80] e, alguns anos depois, Taylor e Weisberg detec-
tam que esse pulsar tinha um comportamento andmalo com relagdo as interagdes gravitacionais
entre os objetos, indicando que poderia ter evidenciado ondas gravitacionais de forma indireta
[81]. Depois de 30 anos de subsequentes observacdes relativas a esse objeto, eles publicam mais

resultados sobre o fendmeno relativistico [82]

O Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO) detectou a primeira onda
gravitacional de forma direta e usando interferometria. Esse gigantesco laboratério terrestre tem
dois bracos em perpendicular de 4 km cada e emissao de laser com retorno e comparagdo do
sinal emitido e recebido. Caso alguma onda gravitacional perturbe o tamanho (diminuindo ou
aumentando) dos bragos, essa interferéncia é detectavel no atraso / adiantamento das frentes de

onda da luz.

A primeira deteccdo no LIGO foi feita no dia 14 de setembro de 2015. O evento foi a fusdo
de dois buracos negros do tipo estelar com aproximadamente 29 e 36 M (massas solares),
gerando um novo objeto com massa de 62 M, e a diferenca foi emitida em forma de energia
gravitacional [12, 83, 84, 85]. No mesmo ano, no dia 26 de dezembro, outro sinal perpassou
pelos detectores advindo de uma coalescéncia de dois buracos negros com, aproximadamente,
7,5 e 14,2 M, cada. Ap6s a fusido nasce um novo objeto com 20,8 M, e a diferenga ficando a
cargo do LIGO detectar no formato de ondas gravitacionais [13]. O ano de 2017 foi bastante
promissor ao LIGO. No dia 04 de janeiro, foi detectada uma onda gravitacional com energia
de, aproximadamente, 2 M, advinda da fusdo de dois buracos negros com aproximadas 19,4
e 31,2 Mg, cada [15]. No dia 14 de agosto, um sinal de aproximadamente 2,7 M em forma
de energia gravitacional sai de uma fusdo de dois buracos negros com 30,5 e 25,3 M., cada
[14, 16, 86, 87]. O ano fecha com a publicacdo de uma outra onda que foi detectada no dia 8
de junho: dois buracos negros com, aproximadamente, 7 e 12 M., cada se fundem gerando uma
emissdo aproximada de 0,85 M., de energia gravitacional [17]. Todas essas detec¢des, somadas
as tecnologias de observacao em 6tico, raios gama, raio X (e outras) tem aberto uma nova janela
de pesquisa: a astronomia multimensageira, ou seja, sdo colaboragdes de vérios detectores para
observacdes de fendmenos que, a principio, sé tinha previsdo tedrica [18]. O exemplo dessa nova
area € a detec¢do das ondas gravitacionais pelo LIGO no dia 17 de agosto de 2017 e que teve
contrapartidas em ondas eletromagnéticas, ou seja, observagdes independentes de outras equipes,

como o Fermi Gamma-ray Burst Monitor, dentre outros [19].
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Figura 3: Sinal do primeiro evento de deteccdo direta de onda gravitacional pelo LIGO Scientific
Collaboration as 09:50:45 do dia 14 de setembro de 2015 [12].

1.4.4 Descoberta de buracos negros

A validade da RG em determinados regimes cdsmicos foi atestada por meio de vérios outros
fenomenos, dentre eles, uma classe de objetos supermassivos com uma densidade extremamente
grande e que tem visibilidade estonteante dentro da astrofisica sdo os chamados buracos negros.
Eles podem ser divididos em algumas classes mas todos tém a mesma caracteristica: velocidade

de escape € igual ou maior do que a da luz.

Esse conceito de um objeto muito massivo ndo € da RG; ja vem das especulag¢des de Michell
e Laplace nos séculos XVIII e XIX. A hipétese seria de haver astros no universo onde a préopria
luz ndo escaparia de sua influéncia devido a velocidade de escape ser igual a da luz. Essas
estrelas negras poderiam ter a massa do Sol mas concentradas em um raio de apenas 18,5 km. A

conhecida equacdo da mecanica cldssica da velocidade de escape era [58]
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Mas esses objetos astrofisicos ainda ndo tinham sido vistos. Com o advento da RG em 1916
foi possivel encontrar solucdes das equacdes de campo (1.7) e, dentre elas, uma que tivesse uma
massa critica especifica o suficiente para haver astros com essas configuracdes. Schwarzschild

encontra uma solugao [70, 88, 89]
ds*> =(1—=2M/r)di* — (1 =2m/r)"'dr* — r*(d6? + sin® 0 d¢?)

cujo raio Rg (conhecido como raio de Schwarzschild) é

2GM
-

Rs =
C

Isso significa que pode haver objetos cuja massa confinada no Ry terdo velocidade de escape

Ve 2 C

A primeira detec¢do com inferéncia sobre esses massivos objetos ocorreu em 1965 [10],
sob fortes revisdes e simulacdes com os dados observados [90, 91, 92, 93] e atualmente j4 sdo
conhecidos e catalogados varios objetos com essas mesmas caracteristicas inferindo que os

modelos tedricos indicam: buracos negros.
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Figura 4: Telemetria do sinal de Cyg XR-1, a fonte de raios X césmicos que teve o primeiro
candidato a buraco negro [10].

A titulo de exemplificacdo, serd citado o caso do redshift gravitacional da estrela S2 ao
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passar pelo buraco negro supermassivo, Sgr A*, a 26 mil anos-luz de distancia no centro da
Via Lictea e periodo de 16 anos. O VLT (Very Large Telescope) do ESO (European Southern
Observatory) analisou vérias medidas (posi¢des em relacdo ao buraco negro) durante 26 anos
[11]. O Sgr A* tem uma massa aproximada de 4 milhdes M. H4 diversos trabalhos na literatura

que evidenciam a presenca desse objeto no centro da galdxia [94, 95, 96]

Koband ©

ey Tt o Avdeslightdays) O (g

Figura 5: Do lado esquerdo: regido onde ha fontes de emissdo de radiacdo infravermelha (IRS)
e o Sgr A* no retdngulo. Do lado direito: aumento da regido retangular, que tem 2", destacando a
posicdo do buraco negro com uma cruz. As duas imagems foram feitas por difracdo limitada
banda Ky (2,18 um de radiacdo) [94].

Quando passa pelo pericentro, a estrela S2 tem uma velocidade aproximada de 7.650 km/s
ou quase 3% da velocidade da luz. Os efeitos relativisticos desse sistema devem ser considerados
dada a alta velocidade e, claro da interferéncia gravitacional que o Sgr A* impde no sistema.
Quando € analisado a dindmica apenas com Orbita kepleriana a curva nao explica as posi¢oes
observadas. Utilizando a medida da velocidade no pericentro e os os termos de primeira ordem

do PPN !,

! Parametrized Post-Newtonian é um formalismo que se utiliza de corre¢des dos modelos newtoniano e pds-
newtoniano da gravidade. O uso de um conjunto de valores especificos desses modelos leva o PPN a estar dentro do
que € previsto pela RG [97]
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Figura 6: Monitoramento da estrela S2 orbitando o Sgr A*. Do lado esquerdo, superior: posi¢do
da estrela S2 semanas antes da passagem pelo pericentro. Do lado direito, superior: mesma
imagem mas por outro interferdmetro. Inferior: posi¢do da S2 em julho de 2017 (esquerdo) e
alguns dias depois, entre maio e junho de 2018, da passagem pelo pericentro. Todas as imagems
foram feitas na banda Ky (2,18 um de radiagc@o)[11].
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Capitulo 2

TELEPARALELISMO EQUIVALENTE
A RELATIVIDADE GERAL

O ponto incial de estudos cosmoldgicos € um modelo sintetizado por Einstein que tem
proporcionado bons resultados, ao longo desses mais de 100 anos, mas que também deram
problemas que inabilitam maiores passos no contexto geral para explicar o universo. Esses
avancos se concentram desde as grandes estruturas e o seu desenvolvimento, como conceitos de
matéria e energia escuras, até o inicio do universo, onde € necessario todo o aparato fisico, como
a fisica quantica e gravidade. Uma possivel saida para solucionar esse problema é formular um
modelo que abarque as conquistas observacionais da RG mas que tenha bracos de atua¢do na
fisica quantica, principalmente no que concerne a gravidade e o seu funcionamento no inicio do
universo. E esse modelo tedrico, que serd focado nesse trabalho, é o Teleparalelismo Equivalente
a Relatividade Geral (TEGR). Um breve histérico, um sumario da estrutura matematica com
envolvimento de lagrangiana e das equacdes de campo, conjuntamente com rapida interpretacao

fisica serdo os temas deste segundo capitulo.

2.1 Breve historico da TEGR

A RG € uma teoria que abarca feitos gravitacionais devido a curvatura do espago-tempo
riemanniano mas, ela tem alguns problemas, por exemplo, a energia do campo gravitacional é
descrita por um pseudotensor e que tem validade local, ou seja, € s6 definida em uma regiao

especifica do espaco e esta atrelada a um sistema de coordenadas [20, 21, 22, 23]. Isso inviabiliza
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a construcao de uma teoria geral que possa discretizar a energia desse campo e explorar mais

detalhes do universo, como o seu estigio inicial.

A TERG tem por base o campo de tétradas e? ;. Com esse objeto € possivel construir o tensor
métrico g,y do espago tempo fisico, os simbolo de Christoffel o2 uv» dentre outras quantidades.
Esses objetos serdo melhor definidos mais adiante, no entanto, é importante mencionar que eles
entidades matematicas que dao sustentacdo tedrica e que realizam algumas solugdes, dentre elas,
a construcdo de expressdes de energia, densidade de energia e momento angular gravitacionais.
Diferente da RG, que tem sua geometria embasada na riemanniana, o espaco do TEGR € o
de Weitzenbock, matematico alemdo que publicou em 1923 uma obra onde apresenta esses
conceitos [98]. A diferenca entre esse espaco e do da RG é que no TERG se tem tor¢cdo mas a

curvatura € nula; ja na RG € o inverso.

A busca por um modelo que fosse mais "geral" que a RG comecou com Einstein. Ao
trabalhar com o que é conhecido como equacdes de Einstein-Cartan ele ja visualizava que
seriam necessarios modelos desse tipo; isto jd em 1930, enquanto tentava uma unificagdo o
eletromagnetismo e a gravitacdo [24, 25]. E uma das formas que ele trabalhava era com o que é
conhecido por equagdes de Einstein-Cartan: um modelo que tem espaco-tempo curvo (geometria

riemanniana) e torcao (geometria de Weitzenbock) [26].

Em 1961, Mgller demonstrou que € impossivel anular o campo gravitacional por apenas
transformacao de coordenadas, ou seja, utilizando o pseudotensor da RG ndo € possivel construir
uma expressao que seja independente de coordenadas; a dependéncia ndo desaparece. Mas,
deixou uma porta aberta: a densidade de energia gravitacional pode ser construida [99]. Dois
anos depois, utilizando as ideias de Mgller, Pellegrini e Plebanski encontram uma formulacao
lagrangiana e as equacdes de campo, além de demonstrarem que elas sdo completamente
equivalentes a RG [100]. Chegando em 1976, Y. M. Cho deriva uma teoria de gravidade em
tétradas como uma teoria de grupos (translagdo) e que € equivalente a densidade lagrangiana de

Einstein-Hilbert da RG [2, 101, 102].

No ano seguinte, Hayashi publicou um artigo que era uma sintese da New General Relativity
(NGR). No trabalho, ela foi construida no espaco de Weitzenbock, onde o tensor de curvatura
€ nulo, e a gravidade se da do tensor tor¢ao, reproduzindo a teoria newtoniana (aproximacao
de campo fraco) e, além disso, para os testes que a RG passou, ela comtemplava de forma

equivaléncia [103]. Em 1979 / 1981, Hayashi retornou com Shirafuji descrevendo a NGR
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Figura 7: Grafico do artigo de Hayashi, de 1979, sobre a New General Relativity [26]. Nela é
mostrado como o espaco-tempo de Riemann-Cartan € reduzido para o espaco-tempo de Riemann
(da RG, com tor¢do = 0 e curvatura # 0) ou para o espaco-tempo de Weitzenbock (do futuro
TERG, com tor¢do # 0 e curvatura = 0). Quando a curvatura = tor¢do = 0 se tem o espago-tempo
de Minkowski

de forma completa: tensores de curvatura nulo e tor¢do formado por quatro campos vetoriais
paralelos, ou seja, gravidade € efeito da tor¢do [26]. Além do mais, ao fazer os ajustes necessarios
dos parametros, a densidade lagrangiana se reduz a densidade de curvatura escalar, eR, da
geometria riemanniana [26, 27, 104]. E, pra finalizar, nos apéndices do artigo de 1979, ha uma
tabela comparativa entre a RG e a NGR, demonstrando o espaco-tempo, estrutura, gravitacao,

campos fortes, aproximagdo de campo franco, dentre outros elementos [26].

Em 1994, Maluf estabelece a formulacdo hamiltoniana da TERG a partir de varios desenvol-
vimentos e novas implementagdes para o modelo. [105]. E uma das consequéncias futuras desse
trabalho foi motivar outros pesquisadores a avangar, com essa base, em novas ideias de como
quantizar a gravidade. Ao passo que vdrias tentativas foram infelizes e outras ainda estdo em
progresso, a realidade daquele momento € que os modelos ndo reproduziam a RG em larga escala
quando se vinha da escala de Planck e isso € um sério problema quando se tem em mente uma
teoria geral fisica. O destaque, dentre diversos pontos que podem ser levantados desse trabalho,
€ que a formulag@o hamiltoniana e seus componentes sdo muito similares a de ADM (Arnowitt,

Deser e Misner), que foi uma formula¢do hamiltoniana da RG.
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Diversas evolucdes e desenvolvimentos de aplicacdes e ferramentas dentro da TERG tém
sido feitas nos dltimos 20 anos. Algumas citacdes serdo separadas. Em 2009, uma éarea de
pesquisa para construir uma expressdao para 0 momento angular do campo gravitacional que
seja independente das coordenas, foi tema de uma tese [63]; ndo obstante, este problema nao
pdde ser resolvido no ambiente da RG. Acrescenta-se ainda um outro destaque persente na
revisdo do eletromagnetismo em referenciais acelerados, em que a quantidade fisica aceleracdo
¢ absoluta (e ndo relativa) quando se analisa uma carga pontual em repouso com relacdo a um
referencial acelerado [106]. Um problema andlogo ao eletromagnetismo, que € a descri¢cao dos
feitos gravitoelétricos e gravitomagméticos, teve uma linha de pesquisa em andamento dentro do
ambito da TERG [107]. As ondas gravitacionais, que tem sido motivo de alegria e movimentacao
tanto no LIGO quanto na comunidade cientifica, continuam sendo investigadass no espago-tempo
de Weitzenbock [108, 109]. Objetos astrofisicos superdensos, como as estrelas de néutrons e

algumas de suas propriedades estdo nas mesas de calculos do TERG [73, 110].

Ja em 2014, um grande passo foi dado em relacdo a TERG, a partir da publica¢do de um
trabalho que apresentava um processo de quantizacdo para espaco-tempo tipo Schwarzschild.
Nele, com a posse de um hamiltoniano do sistema advindo da TERG, foi possivel montar um
processo para se obter quantidades fisicas dentro do contexto quantico e, aplicado ao espago-
tempo de Schwarzschild, permitiu uma quantizagao de matéria. Para tal, o resultado foi uma
definicao de mg (o quantum de matéria) e a discretizacdo da massa do buraco negro em funcado
desse minimo de quantidade fisica [28]. No ano seguinte uma linha de pesquisa avanga em
contexto cldssico da cosmologia no que tange a expansao acelerada do universo [111]. Uma outra
aplicacdo cosmoldgica foi feita com o Teleparalelismo Conforme, no qual se fez um modelo de
FLRW [112] e se encontra a definicdo de energia gravitacional [113, 114]. Neste ano de 2018,
destaca-se um novo trabalho dilatou a TERG amarrando pesquisas com termodinamica [115] e
avanc¢os na quantiza¢do do momento angular para espacos-tempo tipo Kerr com baixas rotacoes

[116].

Menciona-se como destaques destaques finais, a inser¢ao de um texto em portugués sobre
o TERG aplicado em cosmologia do mesmo autor dessa tese [2]. Além do mais, um artigo foi
publicado mostrando como foi feita a cosmologia quantica, detalhe possivel fora do contexto da
RG e trabalhado com a TERG [3]. Um terceiro trabalho estd em processo de publicagdo e € o

cerne dessa tese: discretizacdo de energia em cosmologia quantica [3].
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2.2 Campo de tétradas

O teleparalelismo é um conjunto geométrico que € possivel estabelecer a nocdo de dis-
tincia paralela. Em outras palavras, considerando um campo vetorial V#(x), um ponto x*
com componentes de tétradas V¢(x) = % ,(x) V¥(x), uma distancia x* 4+ dx* com componen-
tes de tétradas V“(x + dx), a derivada covariante serd V¢(x + dx) = V*(x) + VV%(x), sendo
VV4(x) = e, (V) VH)dx [27].

A configuracdo da TERG ¢€ feita em termos de campo de tétradas. Esse campo tem infor-
magdes sobre: a construg¢do do tensor métrico g,y; 0 espaco-tempo tangente plano M*); os
simbolos de Christoffel (T uv)> que responsdveis pela mudanga dos versores; conexdo de Levi-
Civita (O(Dyab(e)); o tensor de contor¢do K4, construido com uma operagéo entre os tensores de
torcdo e que ¢ acompanhado pelo campo de tétradas para converter os indices locais de Lorentz
em de espaco-tempo e vice-versa; a conexdo de Weitzenbock (I ), que € responsavel por
estabelecer conjuntamente o espago-tempo da teoria; a conexado de spin (0,45), quando zerada,
faz o ponteamento entre o espaco-tempo de Weitzenbdck e a geometria riemanniana, permitindo
que elas sejam completamente equivalentes em todos os efeitos fisicos; tensor de tor¢ao (T* av)s
que € a quantidade responsavel pelos efeitos gravitacionais (contrario ao tensor de curvatura de
Riemann na RG) e o tensor 2%, que tem em sua composicio operacdes de soma, subtragio e
multiplicacdo com os tensores de tor¢io e N%. Todos esses elementos serdo definidos adiante

[2, 27, 62, 105].

O campo de tétradas € descrito por 4 vetores no espaco-tempo ortonormais e linearmente
independentes, ¢“,,, com o indice do espago-tempo tangente plano a = (0), (i). J4 os indices
de espaco-tempo fisico sdo descritos como u = 0, i. Os dois tipos de indices variam de 0 a
3. O espago-tempo de Minkowski € fixado como N, = eguepy 8 = (— + ++). Os vetores
do tipo tempo sdo descritos por el0 u € 0s do tipo espago por el u. Este ultimo se transforma
covariantemente sob transformagdes de coordenadas SO(3, 1), Lorentz: &, = A“,, el u, sendo
a representacio do grupo SO(3, 1) dada pelas matrizes {A“;} satisfazendo A% A’ yNup = Mea
[27, 117, 118]

Algumas relagdes entre o campo de tétradas e ;, 0 espaco-tempo fisico g,y € 0 plano tangente

N“. Considerando um vetor no espaco-tempo fisico, a sua correspondente no tangente, usando a
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tétrada, é dada por

a
VH =, VY,

com inversa

Ve =et, V.

A relagdo de ortonormalidade é

a a
€ #eb'u: b
a vV __ RV
e ueq —Sﬂ.

Utilizando as relacdes anteriores, o tensor métrico do espaco-tempo curvo fisico fica como

a
8uv = € ufav,
g =e"e,".

e tangente como
v
Nab = eqtep 8uv

ab

n :ealueb

A% g,uV 9
com T]“b — ¢ b u sendo a métrica de Minkowski [2, 62, 72]. O determinante do campo de

tétradas € dado por e = det(e ;). As unidades contantes fisicas estdo escolhidas fixamente como

G = c = 1, salvo explicitamente o contrario [27, 62].

2.3 Construcao do formalismo lagrangiano

As tétradas sdo as quantidades responsaveis por relacionarem os indices de Lorentz e os
do espago-tempo. E, para se construir uma formulacio lagrangiana da teoria (necessdria para a
construgdo das equacdes de campo, definicdes de energia e densidade de energia, dentre outras
quantidades fisicas) € exigido, a principio, que esse modelo tenha uma invariancia local de
Lorentz. Para tal, se introduz uma conexao de spin ®,,y do grupo SO (3, 1) local e, impondo
que essa conexao seja nula (para se obter a equivaléncia com a RG) se obtém uma densidade de
lagrangiana, que € invaridvel sob transformacdes globais de Lorentz. A partir desses detalhes
sdo obtidos as equagdes de campo e, para efeitos de comparacgdo, a relacdo delas com a RG € de

clara compatibilidade [62, 63].
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Inserindo a conexao de spin o TERG exige que a derivada covariante da tétrada seja nula, ou

seja, garante que o campo de tétradas estabeleca um conjunto de campos auto-paralelos [63, 73],

a __a —
Ve'y=e'yy, = 0,

ey —Th et s + @, ey = 0. @.1)
Separando a conexdo I'* we’ 3, que € descrita em fung@o da tétrada e da conexdo de spin,
T = €™ e y@ua + ™ dueay (2.2)

e, substituindo-a na expressao definida de tensor usual de curvatura, é obtido o tensor de curvatura

geral em funcao
R}\"Yluv (F) == alul_‘}\' Y a\,r}” Yu + FCW F}\' cu FC'Y’u FA' cv — €4 Xeb 'YRa bluv(e,(l)) 5 (2.3)

que € o tensor curvatura geral. Desenvolvendo os termos da equacgdo (2.3) e considerando a

derivada do campo de tétradas, equagdo (2.1), se tem
R* v (e,0) = ea™ € 4 (0 ®yab — Ovyua + Opac Oveh — Oyac Opep) - (2.4)
Usando a equacdo (2.2) para se calcular o tensor tor¢ao, definido como
Ty =T" oy =T, (2.5)
¢ obtido [2, 63, 73]

T“W(e,m):a,,eav—ave“,,m,,“bebv—mva,,e”,,. (2.6)

A conexao de spin da equagdo (2.6), W4y, € formalizada identicamente
WOyab = Ow,uab + K,uab ) (2.7)

sendo a conexdo de Levi-Civita como O(Dyab e possuindo tor¢ao nula, sendo que a outra expressao

€ o tensor de contor¢do, K. Estes objetos sdo definidos como

1
Ow,uab = _5 ec,u(Qabc - Qbac - Qcab) )

1
K = ~5 ¢ ?”ebv(TMN + T+ Taw) » (2.8)
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onde

A% A%
Qupe = eav (ep' duec’ —ect'duep” ).

Com isso, uma identidade relacionando a conexao de Levi-Civita da equagdo (2.8), O(Dyab, com o

tensor de contor¢do K., € [27, 73, 119]

0
Opagp = _K,uab-
Trazendo a derivada covariante de (2.1), aplicando a conexdo de spin como @, = 0 €

fazendo algumas manipulagdes, € obtido
A 0 A A b
F uv - F uv + ea Kluabe V-

Esta é a conexdo de Weitzenbdck por I w = et dueav, sendo assimétrica pelos indices u e v.
Aplicando-a no tensor tor¢io, equacdo (2.5), conjuntamente com o tensor de curvatura R .
da equacdo (1.2), é obtido um tensor tor¢cao ndo nulo, T w = ak (a#ea\, — aveau), € um tensor
nulo. Ou seja, a parte ndo nula é o agente do efeito gravitacional nessa teoria, em contrario a

interpretacdo de curvatura da RG [2, 119].

Com o uso da equagdo (2.7) para o célculo do escalar de curvatura, que advém da contracio
dos indices do tensor de curvatura geral definido na equacdo (2.3), e da multiplicacao do
determinante da tétrada, a relagdo bésica para calcular a densidade de lagrangiana no TERG €

obtida como [62, 63]:

1 1
eR(e,®) =eR(e)+e (4_1 T T e + 5 T Ty — T“a) —20d,(eT"). (2.9)

Impondo que a conex@o de spin seja zerada, ®,,, = 0, o escalar de curvatura, retirado da
contracdo dos indices do tensor da equacdo (2.3), sdo zerados, o tensor de tor¢do 79 v, (2.6), €
refeito como

T v(e) = 9due’y —dve’ . (2.10)
e a expressao (2.9) se torna [2, 62, 63]

1, e 1 e
¢R(e) = —e (Z T T e + 5 T T — T“a> +29,(eT), (2.11)

T%,=T",% E importante salientar que tanto o lado direito quanto o lado esquerdo dessa

expressao (2.11) sdo invariantes sob as mesmas transformagdes locais SO(3, 1) [27].
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A densidade lagrangiana £ € descrita desprezando a divergéncia da equacéo (2.10), pois ela

nao tem contribui¢do na agdo total [2, 62, 63]:

1 : 1 ,
Q(eay) = —ke <Z TahC Tupe + E Tabc Thac — TaTa) — QM
= —keX™ Ty — Ly (2.12)
sendo k = ﬁ e a densidade de lagrangiana para os campos de matéria, £;;. Ela pode ter outro
formato,
L(equ) = —keZPT . — Ly, (2.13)

onde o tensor X% é definido como [27, 103]

Zabc — % (Tabc + Tbac o Tcab) + % <nac Tb . nab Tb> ) (2.14)

2.4 Equacoes de campo e energia-momento gravitacional

De posse da densidade lagrangiana e de todos os elementos apresentados na secao anterior
2.3, o préximo passo que serd apresentado no panorama desse modelo gravitacional € a construg¢ao
das equagdes de campo e sua comparagdo com a RG, mostrando a equivaléncia dindmica. E uma
quantidade essencial serd referenciada em boa parte desse trabalho e que € um diferencial da
RG: tensor de energia-momento gravitacional. Com ele serd possivel construir uma equagdo de

continuidade e, focando nesse dltimo, uma cosmologia quantica de universo primordial, [1, 2, 3].

Quando se toma a variagdo da agao total, descrita em (2.12), e aplicando nas equacdes de

Euler-Lagrange, dadas como

¢ _ae . ae
" 0(dveq)

se encontra as equacdes de campo da TERG [62, 73, 113, 119, 120], que sdo descritas como:

f— — 0
deqy  degy ’

1 . 1
eanehudv(eZM) —e (Zhv aTovu = 7 €apToea ZM) = 25 ¢ - (2.15)

Mesmo a densidade de lagrangiana ndo sendo invariante sob uma SO(3, 1) arbitrdria, essas
equagdes de campo (2.15) sdo covariantes sob uma transformacao local do mesmo grupo [73].

Analisando a expressao acima (2.15) € notdvel que o termo yabe  tem proporcionalidade ao
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escalar de curvatura advindo da relacdo (2.9) com uma divergéncia total a menos. Isso implica,
fazendo varios cadlculos, que o lado esquerdo da equagdo (2.15) é proporcional ao tensor de

Einstein, G, = e, " Gy, resultando na relagdo

1 1 1
€a)\ €bu aV(eZbM) —-e (va a Ty — 4 €ay Tpea Zde) = 5 e {Ra,u(e) ) eauR(e) )
(2.16)
1 1
Ryu(e) — 3 equR(e) = 7% Ty (2.17)

As equacdes (2.16) e (2.17) sao completamente equivalentes, i. e., essa teoria construida até
aqui € justificada no nome com a RG, e ainda continua sendo uma teoria essencialmente
geométrica, tendo curvatura nula e tensor tor¢ao diferente de zero (montagem dada inicialmente

pela imposi¢do da conexdo de spin zerada).

Uma importante quantidade a ser destacada advém da reescrita das equacdes de campo

(2.15). A sua reconfiguracao fica [2, 27]:
1
A <e 2"“) = et (T, (2.18)

com destaque ao tensor

M = k(4P M — g T ) (2.19)

Este tensor € interpretado como sendo o de energia-momento do campo gravitacional e tem
como caracteristica fundamental, dentre outras [121], ser verdadeiro sob transformacoes de
coordenadas, mesmo nao sendo simétrico. E ele entra em rota de colisdo de forma natural com a

expressao (1.5) que ndo € um tensor real sob qualquer transformacdo de coordenadas.

Um outro detalhe que deve ser destacado vem do tensor yary, que € anti-simétrico nos dois
dltimos indices, 24 = —¥®* Uma lei de conservagao, para et™ ¢ ¢ T ¢ feita derivando a
equacdo (2.18) em relagdo a dy,

9,y (eza’W> —0,

e obtendo

dulee® y(t* y+TH)] = 0. (2.20)

Em outras palavras, essa ultima relagdo € uma lei de conservagdo local para os tensores de

energia-momento gravitacional, * u» € para os de campo de matéria, T e ndo ha equivalente
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na RG. Utilizando essa mesma expressao (2.20) para escrever a equacao de continuidade como

/d3xee u(10, T = fds ee? (1M 4+ T (2.21)

onde a parte da integral é sobre todo o volume V que tem, por delimitacdo, a superficie S.
Reescrevendo o lado esquerdo dessa equacao (2.21) com objetivo de obter uma expressao do

quadrivetor de energia-momento total dentro do volume V, se tem [27, 63, 73, 120, 122]

P = /a’3xee“,,(t0,,+T0’“’) (2.22)

e com componentes do tipo P* = (E /¢, P) levando a ser reescrito como

- / d*xd, 119 = — 7§ ds;T1% | (2.23)

sendo

1% = —4kex?%/ (2.24)

que € interpretado como densidade de energia-momento gravitacional. As componentes de P¢
tem correspondéncia com energia total quando a = 0 e os outros indices, indo de 1 a 3, dizem
respeito a parte do momento. O termo 1% estd relacionado tanto ao tensor t“ quanto ao T%.

Outro ponto a ser relevado é que a equagdo (2.23) € invariante sob transformagdes de coordenadas

[3].

Um detalhe adicional, para finalizar esse panorama sobre a TERG, € concernente a0 mo-
mento angular gravitacional. Nao serdo tratados todos os pontos mas, hd um campo de tétradas
importante que € fixado no observador e serd utilizado no dltimo capitulo na construgdo da cos-
mologia quantica. Para se obter a parte do momento angular gravitacional, equacdes de restri¢ao
sdo colocadas. Tomando da definicdo de momento canonicamente conjugado da formulagao
hamiltoniana da TERG, [27]

L OL

= = —4kexOH ,
Cau

ela levara a uma restricio de ordem primdria, I = 0,
r*ab _ _Fba _ H[ab] +dke (EaOb . Eb0a>

e 110 = 0. A densidade hamiltoniana com essa restricdo, adicionado a outras modificagdes,
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levard a

2111 4 4 ke (2900 — pP0a)
Definindo a densidade de momento angular como
M =211 — 4 e (590 _ xh0a),
e o momento angular total do campo gravitacional, dentro de um volume V tridimensional, como

L = —/d3xM“b.
Vv

Um tensor métrico mais geral descrevendo o espaco-tempo gerado por uma fonte com rotagao

estaciondria, arbitrdria e com simetria axial é a que tem por elemento de linha
ds* = goodt® + g1 dr* + 22 d0* + g33d* +2 o3 dddt

sendo g,v = guv(r, 8). Dotando um observador estaciondrio por um conjunto de tétradas e
estabelecendo as condi¢des

e(o)i:li:(),

em coordenadas esféricas, escolhendo a componente €(3) H com orienta¢do assintética, r — oo,

vetor unitdrio Z ao longo do eixo z,
ey (t,x,y,2) 2(0,0,0, 1),
produzird um referencial em (¢, r, 0, ¢) [27, 123]

A 0 0 -C

0 BsinBcosd \/g» cosBcos¢  —DrsinOsinBO
e’y = , (2.25)
0  BsinOsing \/822 cosO sind Dr sin® cos ¢

0 Bcos0 — /822 sin0® 0

onde

A(R8) = v—gw, B(r)= e, C(r0)=-——2_,

—800
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-0
D(r8) = /———") &= — .
(r, 6) (2 Sin2 8) 200 803803 — 800833

O determinante da tétrada e, é e = det(e” ;) = \/&11 822 0. E esse campo de tétradas (2.25) gera

uma quadrivelocidade e " = (%, 0, 0,0), que significa uma adaptagdo a observador estatico

[62].

2.5 Interpretacao fisica

A interpretagdo do campo de tétradas como sistema de referéncia € dado pela invariancia
mostrada na lagrangiana de (2.12). Isso quer dizer que a teoria € invariante por transformacoes
globais SO(3, 1) e, através de dois campos de tétradas que sao solucdes das equacdes de campo,
eles produzem o mesmo tensor métrico e, além do mais, descrevem sistemas de referéncias
diferentes (ndo se relacionam por transformacgado global de Lorentz). Com isso, essas quantidades
podem ser sistemas de referéncia adaptados a observadores de massa nula no espaco-tempo

[27, 62].

O sistema de referéncia local, dado pelo campo de tétradas, tem um observador se movendo
ao longo de uma trajetdria C, representado pelo tempo proprio 7y, linha-mundo x*(7y), velocidade
denotado por /#(y) = dx*/dy e, aplicando a = (0) em e," obtém e (o) = I4(y)/c. A aceleragio

a” desse mesmo observador é dado por [27, 62, 117, 118]

DI De 0 H
=y e d(v) = cl™Voe()”

sendo a derivada covariante construida sob os simbolos de Christoffel, representados por °T* of-

Entdo,
DZ?# _ %Jroryaﬁ%e(o)ﬁ
_ ‘ZC—:BZ(%I 01““043%‘3(0)B
= [*Vgeq"

Ou seja, o campo de tétradas e,* d4 ao observador velocidade e aceleracdo ao longo dessa

linha-mundo x*(y). Agora, um detalhe importante: dado um conjunto ep*, que descreve uma
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congruéncia de curvas do tipo tempo, € acoplado uma classe particular de observadores que tem
caracteristicas de velocidade e acelerag@o citadas acima. Se ¢, — SZ para r — oo, entdo e, €

conectado a observadores estaticos no tipo espago infinito [27, 72].

A aceleracdo do referencial no observador € fixada pela derivada absoluta de e, * ao longo
da linha-mundo. Isto pode ser generalizado por [27, 72]

Dey "

d’Y :q)abeblll?

onde ¢, € o tensor de aceleragdo antissimétrico. Ele pode ser obtido por
Dey*
04" =¥, =4 =t 1M Vye (2.26)
dy
descrito em relacdo aos simbolos de Christoffel. Esta conexdo estd relacionada com a conexao

de spin @, da equagdo (2.26) e, tomando por 2.1, aplicando na expressdo acima, tem-se

1
Oap = 7 [T10)ab + Tu0)p — To(0)al »
que ¢ interpretado, nesse modelo, como sendo a aceleragdo inercial x*(7y) [27, 62].

Dado um campo de tétradas em um espago-tempo, tanto pela velocidade I = e(g)* junto com
os componentes (a =1, ..., 3) de e(q)" ou pelo tensor acelera¢do ¢qp = —@p, que caracteriza o
estdgio inicial do referencial podem ser interpretacdo geométrica de um conjunto de campos de

tétradas para um espago-tempo arbitrério. A fatia de e(q) 0 determina apenas as trés componentes

1 2 0

€0) > €(0) " €(0) 3, pois a primeira componente, e() > vem da normalizagdo de [ [¥ g,y = —c?.
Independente dos dois casos, o referencial € fixado requer estabelecimento de seis componentes

do campo de tétradas [2, 27].

Uma ultima palavra com relacdo a interpretacdo fisica dessa teoria € um refor¢o ao ponto
central. Como foi mostrado incialmente e desenvolvido, de forma panoramica, no campo de
tétradas hd detalhes que podem reconstruir o espago-tempo fisico através do tensor métrico g,y €
do plano tangente (M??). A conexdo de Weitzenbdck (It uv) Monta, conjuntamente com outras
quantidades, o espago-tempo do modelo e € ponteada, para o espaco riemanniano, através da
conexdo de spin .4, (2.7): quando imposta que seja zero, permite que as duas teorias sejam
completamente equivalentes no que tange a dindmica e aos efeitos fisicos observaveis que
dependerdo de interpretacdo. Por exemplo, o efeito gravitacional que, aqui, é advindo do tensor

de tor¢ao (T" w) (2,27, 62, 105]. Neste trabalho foi destacado inicialmente a conexdo de spin



2.5. INTERPRETACAO FISICA 50

®,qp de forma livre, ou seja, sem determinar ou impor algum valor inicial, pois pode-se construir

outros modelos onde ela seja diferente de zero e, assim, obter outras configuracdes [124].
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Capitulo 3

COSMOLOGIA

A cosmologia € a ciéncia que estuda o universo como um todo, incluindo sua estrutura,
evolugdo e composi¢cdao. Em outras palavras, isso implica que é considerado como um sistema
dentro de um limite afim de se ter um objeto completo para investigacao. Por estrutura, a forma,
a organiza¢do da matéria e energia sao consideradas para saber sua evolu¢do, desde as fases mais
primordiais até as previsdes. Por fim, fazem parte da composicdo, as galdxias e aglomerados, que
sdo considerados como pequenos objetos, pois representam o esqueleto e o interior desse sistema.
Ou seja, a abrangéncia, em relacio ao ser humano, vai para as maiores escalas observdveis e até
inimagindveis [125, 126]. Neste terceiro capitulo, o panorama se guiara por alguns destaques

historicos e o nucleo do Modelo Cosmolégico Padrao (MCP) [127].

3.1 Breve historico

A humanidade, desde a antiguidade, tem observado os céus e se guiado por ele, seja para
uso coletivo (como agricultura), seja para orientagdo espacial (como navegacdes). E a partir
dessas observacoes, a curiosidade e as questdes mais fundamentais do ser intrinseco humano
tém acompanhado o desenvolvimento da civilizagdo. Relacionado a isso, porém, dentro de um
intervalo de tempo extremamente pequeno comparado ao tempo cosmoldgico, o avanco do
conhecimento recebeu muitas contribui¢des de filésofos e cientistas, dentre eles, destacam-se
Copérnico, Kepler e Newton e compreendem a constru¢do de modelos de universo capaz de

abarcar a maior quantidade de observagdes possivel [2, 128].
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Todo o desenvolvimento cientifico da cosmologia singularizou para o século XX e hoje,
2018, estd em um ponto de impulso que promete grandes revolugdes. O século passado comecou
com abalos quase sismicos no modelo newtoniano de mundo: Einstein publica alguns artigos em
1905 modificando o modelo de Newton [51, 52, 53, 54, 55]. Uma década depois, ele unifica sua
propria teoria, a RE, incrementando um andlogo que faltava ou se ajustaria de forma semelhante
ao modelo newtoniano: gravidade [59, 60]. As implicagdes dessa nova teoria eram igualmente
inovadoras com relacdo a mudanca de entendimento: distor¢dao de espago-tempo, apenas para

destacar um ponto do que ja foi mencionado na sec¢do 1.2 [129].

Por outro lado, eram necessarios comprovacdes ou observacdes do que estava escrito nas
equacdes de campo da RG. Mas, antes, um avango adicional foi feito com os trabalhos, ainda
tedricos, de Friedmann [30, 31], Lemaitre [32, 33, 130, 131], Robertson [34, 35, 36] e Walker
[37, 38]. Com todo esse avango, a contrapartida observacional, que veio depois das previsoes
tedricas, veio no meio desses anos: 1929, do Monte Palomar em Pasadena (Mount Wilson
Observatory). Edwin Powell Hubble publica seus trabalhos graficos mostrando, praticamente a

escrita de Lemaitre e suas previsdes, que o universo tem uma dinamica expansiva [29].

Todo esse conhecimento, toda essa ciéncia que ajunta matemadtica abstrata, fisica ja conhe-
cida, previsoes, observagdes, somado com o que se tem de mais refinado na astronomia atual,
se converge ao nomeado na literatura como Modelo Cosmolégico Padrao (MCP), que tem por
base matematica a métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e os conceitos de

matéria e energia escuras pelo ACDM (Cold Matter Dark) [127].

No capitulo 1 a RG proposta, depois de anos de desenvolvimento por Einstein, acalentou
umas das "pequeninas nuvens" da lenda de Kelvin [132]. Mas, antes de se ter esse desenvolvi-
mento tedrico ja se tinha grandes debates e discussdes observacionais em décadas anteriores
sobre o universo em si. Até a descoberta de outras galdxias além da Via Lactea, o que se imagi-
nava de universo como um todo era o que se podia observar a olho nu ou com 0s instrumentos
usados em navegacoes até o séc. XVII e que tiveram readaptacdes, por exemplo, a luneta que

Galilei utilizou para ver a Lua e suas crateras, Jupiter e suas luas, dentre outros objetos.

Os primeiros objetos que caracterizaram como galdxias foram descobertos por Thomas
Wright e Immanuel Kant e eram chamadas de nebulosas: corpos extensos e difusos. A maioria
desses objetos observados desde o séc. XVIII realmente sdo aglomerados de estrelas, grandes

extensdes de nuvens de gds iluminadas por estrelas em seus interiores mas, uma outra parte
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de "nebulosas" sdo outras galaxias [133]. Entdo, havia um problema a ser resolvido para se
determinar se essas nebulosas eram universos ilhas, agrupamento de estrelas ou outras galdxias,
e a solucdo seria dada pela observacdo da distincia. Esses debates no campo observacional
duraram até a década de 1920 e os dltimos expoentes dessa disputa foram Harlow Shapley, do

Mount Wilson Observatory, e Herbert Curtis, do Lick Observatory [133, 134].

O ponto de Curtis era que a evidéncia, advinda dos estudos que ele fez com sistemas de
aglomerados globulares (com aproximadamente 10° estrelas em uma distribuicio radial de 10
pc e concluindo que o centro gravitacional desses objetos estavam a mais de 8 pc de distancia
na direcdo de Sagitarius, apontava que as nebulosas espirais eram galdxias ou universos ilhas
compardveis a Via Lactea [128, 134]. Ja Shapley, com seus trabalhos demonstrando a posicao
do Sol na Via Léctea, pontuava que as evidéncias apontavam para o simples fato de que eram
nebulosas (compostos de estrelas, gas e outros elementos) da prépria galdxia que habitavam

[133, 134].

Figura 8: Nebulosa do Caranguejo. Figura 11, NGC 1952, do artigo publicado por H. D. Curtis
em 1918 [135].

Um ultimo detalhe € sobre a definicdo de parsec (pc). Esta quantidade € definida como
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0 espacgo entre um observador e um objeto de tal forma que, esse mesmo observador, veria a
distancia média entre a Terra e o Sol com um tamanho angular ou paralaxe de 1. A distancia
média entre a Terra e o Sol € definida como unidade astrondmica, AU, que tem por valor 1 AU =

1,496 x 108 km.

1 UA

Yp-r

d=1pc

Figura 9: Desenho esquematico de uma paralaxe. [133].

Entéo, 1 pc = 3,0856 x 10°m = 3,2616 anos-luz de distancia e € muito comum utilizar os

prefixos kpc e Mpc para kiloparsecs e megaparsecs, respectivamente [133, 136, 137].

3.1.1 Cosmografia e lei de Hubble-Lemaitre

As divergéncias foram amenizadas com as observacdes de Hubble. Em 1923, utilizando o
telescopio de 100 polegadas do Mount Wilson, ele observa estrelas varidveis tipo Cefeidas na,
ainda chamada, nebulosa de Andrémeda (catalogada como M31). Essas estrelas sdo pulsantes,
instaveis, com massa aproximada de 10 vezes a massa do Sol e brilho com oscilac¢ao periddica.
Utilizando o pesado conhecimento que ja se tinha sobre estrelas, ele concluiu que a distincia
até 14 estaria além da ordem de grandeza que a Via Léctea teria, ou seja, Andromeda seria o
universo ilha de Kant [128, 134, 138]. Obviamente, a controvérsia finalizada entre Curtis e
Shapley nao significava, na prética, um fim e uma explicacdo completa e total para todos os

objetos observados.

Alguns anos antes, trabalhando no Observatério Lowell no Arizona, Vesto Slipher tinha
desenvolvido algumas técnicas de observagao utilizando o que se conhece hoje de espectroscopia.
Essa técnica consistia em verificar qual era o espectro do objeto e, aplicando o conhecido
efeito Doppler, era possivel determinar a velocidade em relacio a Terra [134]. Hubble ampliou
seus trabalhos, junto com seu colaborador Milton Humanson, de observagdo, espectroscopia,

determinacdo de distancias, pela técnica de das Cefeidas, e da velocidade. O redshift, que € uma
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medida de afastamento de um objeto que relaciona o seu espectro,

}\fab - }\fem

Z= ,
Aem

onde A, é 0 comprimento de onda de absor¢do, medido em laboratério € o A, é o de emisséo,
que advém do objeto observado [125], foi uma das ferramentas essenciais pra correlacionar o

que se conhece como lei de Hubble-Lemaitre.

Em 1929, Hubble publicou o célebre artigo onde plota um gréfico relacionando distancias
e velocidades das chamadas nebulosas extragaldcticas. Alguns anos antes, Carl Wirtz ja tinha
proposto utilizar um ferramental parecido com o do Hubble, mas as incertezas nas determinagcdes

das distancias eram muito grandes e foram necessdrias a obtencdo de mais dados [128, 134].

+1000KM

500KM

VELOCITY

DISTANCE 4
o *¥pARSECS 2x10® pPARSECS

Figura 10: Dados obtidos por Hubble em 1929 [29].

A equacgdo dada por Hubble e deduzida dos dados observacionais é formatada como
v = Hyd R

onde v € a velocidade a ser auferida, d € a distancia até o objeto e Hy € a constante de Hubble
[125, 134]. Atualmente, ha algumas técnicas para se obter esse valor, cujas mais acuradas véem

por meio do uso do Hubble Space Telescope e, também, através de observacdes em galdxias
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e Supernovas tipo Ia, dando Hy = (73,24 +1.74) kms~'Mpc~' [139]. H4 outra técnica que é
oriunda da missdo Planck, e que este ano teve novos refinamentos nos dados pela observacdo da
CMB, oferecendo um valor de Hy = (67.4+0.5) km s~ M pc_1 [140]. Um detalhe adicional que

merece destaque € que a lei de Hubble-Lemaitre, de forma geral, € escrita como
V() = H(t)d(1), 3.1)

ou seja, a velocidade é uma funcao que dependerd da distancia e da variagdo da constante de
Hubble ao longo do tempo, pois, a constante Hy € determinada no momento atual da medida.
E, uma observacao adicional: a equacio que € obtida do plote das medidas observacionais, tem
validade limitada, ou seja, ela funcionard para pequenas distancias ou variagdes de redshift. J4 a
lei de Hubble-Lemaitre geral, descrita pela expressdo (3.1), é vélida de forma geral desde que se

tenha o valor de H(¢) no momento cosmoldgico a ser estudado [134].

RS

Figura 11: Objeto mais distante observado no universo até agora (10 de margo de 2018). A
galdxia, nominada como GN-z11 tem um redshift de ~ 11,09, ou seja, quando o universo tinha
uma idade de =~ 400 milhoes de anos [141].
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Todas essas informagdes supracitadas permitem obter interpretacdes fisicas que ja foram
trabalhadas em modelos cosmolégicos, que serdao mencionados a frente e que foram desenvolvi-
dos em paralelo, no tempo, com os trabalhos de Hubble. Uma primeira observacdo que se tira €
que, pelo grafico de Hubble, pelas observagdes atuais e voltando no tempo, houve um instante na
histéria do universo que nao existiam galdxias e estrelas, apenas nuvens de gés. Ao se utilizar
a lei de Hubble-Lemaitre e a constancia da velocidade da luz, tudo o que se tem disponivel de
espectro, mais perto do universo, € uma relacio entre a imagem que deixou o objeto e a posi¢do
do observador hoje. Detalhando um pouco mais: quando a luz deixa um objeto com velocidade
¢, depois de passar um tempo dt, viajard uma distancia d, de modo que, quanto mais distante
um objeto estd, mais tempo o observador olhard para o passado. Desse modo, dois conceitos
necessdrios para amarrar esses parametros sdo: a de observador comoével (que vé as galdxias
durante um tempo dt mantendo as distancias entre si, que € a distancia comével d.) e outro
conceito € a distincia prépria (observador que ndo acompanha a evolugdo cosmoldgica, ou seja,
a distancia aumenta com o tempo devido a expansdo do universo). Pode-se detalhar do seguinte
modo: suponha uma galdxia na posicao rj, emitindo luz no instante 1; com um observador na
posi¢do rg. A distincia comével d, serd dada como d,. = agr;, onde ap = a(ty), que é o fator
de escala do universo hoje [128]. Este fator esta relacionado com distancias e sua derivada,

ay = d'(19), estard relacionado com a velocidade com que este fator aumenta.

Na ultima reunido da International Astronomical Union, na ocasido da XXX General Assem-
bly foi votada a resolu¢dao B4. Essa recomendacao considera, dentre varios pontos, a descoberta
visual da recessao das galdxias [29], o trabalho anterior de Lemaitre [32, 33] e alguns destaques
envolvendo outras discussdes. O resultado foi a renomeagdo da Lei de Hubble para Lei de
Hubble-Lemaitre. Nessa reunido historica no dia 29 de outubro de 2018 teve a participagdo, na

votacdo, de 78% contra 20% no intuito de aprovar essa reescrita na literatura !,

Até aqui foi dado um panorama sobre a cosmologia com enfoque observacional e, mais
especificamente, convergindo para os trabalhos observacionais de 1929 com Hubble. S6 que,
entre a publicacdo da RG em 1916 e o trabalho derradeiro de Walker em 1937, fechando, em um
primeiro momento, o0 MCP, teve diversos outros desenvolvimentos tedricos. Nas secdes seguintes

serd apresentado, de forma geral, o MCP e suas pecas de quebra-cabeca tedricas, perpassando por

A votacdo sobre a resolugéo B4 pode ser lida integralmente em
https://www.iau.org/static/archives/announcements/pdf/ann18048a.pdf que tem, inclusive, o artigo original
de Lemaitre [32]. J4 o painel sobre a votacdo pode ser encontrado em https://www.mi-vote.com/files/iau/results.pdf.


https://www.iau.org/static/archives/announcements/pdf/ann18048a.pdf
https://www.mi-vote.com/files/iau/results.pdf
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Friedman, Lemaitre, Robertson e, como elo final, Walker. A cosmografia neste momento, como
uma drea observacional, casando com as previsdes e descartando outras, pode ser considerada
como o nascimento da cosmologia moderna, pois 0s avancos tecnolégicos, as observagdes, a
obtencdo de grande quantidade de dados (hoje € necessdrio utilizar dreas da computagdo como o
Big Data) e os modelos tedricos cosmoldgicos tem avangado para patamares com intencao de

descortinar os primeiros instantes e, talvez, futuro do universo.

3.2 Modelo Cosmolégico Padrao

Antes de adentrar no cerne do MCP, € necessario enunciar dois principios que serdo basilares
para toda a cosmologia, inclusive nos dias atuais para andlise de dados de satélites, como a
missao Planck, Sloan Digital Sky Survey - SDSS, dentre outras. O primeiro deles é o Principio
Cosmoldgico: nao ha localizacdo especial para um observador no universo. Isso quer dizer, em
outras palavras, que o universo € isotrépico e homogéneo, porque apresenta a mesma aparéncia
em todas as direcdes e em cada ponto, respectivamente, para escala maior que 100 Mpc de
distancia [142]. Esse principio advém de uma generalizacdo de Copérnico: universo nao tem
centro [125]. O outro é o Principio de Weyl, que advoga sobre o espaco e o tempo a nivel
cosmologico: hd uma rede de geodésicas que conectam as galdxias e formam uma hipersuperficie

no universo isotropico e homogéneo [68].

O MCP € baseado em um conjunto de conhecimento que advém desde a RG. Ele pode ser,

resumidamente, sintetizado como [68, 143]:

(i) Principio Cosmoldgico;

(ii) Lei de Hubble-Lemaitre (3.1), v(r) = H(t)d(t) ;

(iii) Dinamica cosmoldgica regida pelas equagdes de campo da RG (1.7), R,y — % guwR =

8T Ty
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(iv) Retrocedendo no tempo, o universo comeca em um estado extremamente denso, quente e

pequeno, com dominacdo da radiagdo;

(v) Expansdo. As interpretacdes dos dados dos grupos de pesquisa High-z Supernova Search
Team e The Supernova Cosmology Project € de que o universo estd se expandindo de forma

acelerada [ 144, 145, 146].

A geometria do MCP € ndo-euclidiana, ou seja, como tem em seu cerne as equacdes de campo da
RG, s6 foi possivel geometrizar o universo com os avangos matematicos anteriores, passando por
Bolyai, Lobachevski, Gauss e chegando em de Riemann [147]. Conforme ja visto no capitulo
1 sobre a RG, o contetido do universo, massa e energia, tem conexdao com a variedade do

espaco-tempo [72, 125].

Uma grande massa de evidéncias e suportes matematicos dao sustentacdo ao MCP. Mas, falta
um componente para fechar esse modelo: solucdes das equacdes de campo da RG, adicionando
algumas hip6teses para o inicio quente e denso do universo. Esse componente € a métrica de
FLRW que, ao longo do seu desenvolvimento, trouxe dindmica e base tedrica para as observagdes
tanto nas décadas de 1960 quanto para os dias atuais e futuros e culminou com o que se conhece
modernamente de Teoria do Big Bang. Claro, ndo € uma teoria final e muito menos responde
todas as grandes questdes (nas se¢des adiante serdo destacados alguns problemas). Mas, por
hora, € a teoria que suporta as andlises do MCP ou também chamado de ACDM (por incluir a as
observacgdes de galédxias se afastando aceleradamente [144, 145, 146], representado por A, e o

conceitual da matéria escura fria na sigla inglesa CDM de Cold Matter Dark) [142].

3.2.1 A métrica de FLRW

Em 1922, um cientista nascido na cidade de Sao Petersburgo em 1887, publicou solucdes
dinadmicas das equacdes da RG, apesar da insisténcia tanto do de Sitter quanto de Einstein sobre
as propriedades espago-temporais do universo serem estdticas [134]. As solu¢des que Aleksandr
Aleksandrovich Friedman obteve, dizia uma nota publicada por Einstein, devem estar incorretas.
No ano seguinte, voltou atrds e reconheceu o trabalho [134]. O modelo cosmoldgico tratado por
Friedman [30, 31] € espacialmente homogéneo, isotropico e, voltando ao passado, a densidade de

matéria diverge. Chegou até mesmo a calcular uma periodicidade para o universo (caso ele fosse
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eterno e tivesse a massa da ordem de 5 x 10?! M) de 10 bilhdes de anos, sendo que a idade
mais acurada, hoje, é de 13,801 £ 0,024 bilhdes de anos [140]. No mesmo trabalho relacionou o
fator de escala a(r), a geometria do universo k (—1 para fechado, O para plano e 1 para aberto), o

raio r, a densidade de energia p(¢) e a pressdo P(¢) com o conteddo do universo [125].

Em 1927, antes da publicacdo dos trabalhos de Hubble, um padre jesuita publicou na Annales
de la Société scientifique de Bruxelles um artigo em que trata sobre a dinamica do universo,
trazendo da RG a homogeneidade e sem centro de gravidade. Até este ano, haviam duas solugdes
possiveis para as equagdes da RG: uma vinda de de Sitter (universo sem matéria) e outra de
Einstein (com matéria). Trabalhando com as vantagens e as desvantagens de cada solugio,
Georges-Henri Edouard Lemaitre propde uma combinacdo das vantagens e chega a algumas
conclusdes no seu artigo Un Univers homogene de masse constante et de rayon croissant,
rendant compte de la vitesse radiale des nébuleuses extra-galactiques: encontra uma relacdo de
constancia da massa do universo, cresce vindo de um limite assintético quanto t — —oo € que
ha uma relacao entre a velocidade de recess@o das "nebulosas extragaldcticas" com a expansao
do universo. Lemaitre cita dados de Hubble que, neste periodo, ja trabalhava no Mount Wilson
[148] e conclui que, ao que tudo indica, a expansdo do universo é causada pela prépria radiacdo
[32, 33]. Um pequeno artigo em 1931, Lemaitre chama a aten¢do para utilizagdo de usar fisica
quantica (em franco desenvolvimento na época) e modelos cosmoldgicos para a fase inicial do
universo [131]. J4 em 1933, o mesmo fisico fez um grande artigo expandindo as ideias iniciais
de 1927, e nele trabalha com o inicio do universo, qual seria o tamanho, algumas ideias de um

universo ciclico, dentre varios outros detalhes [130].

Entre os anos de 1933 e 1936, Robertson publica uma série de trés artigos na The Astrophy-
sical Journal onde trata sobre cinematica, dindmica e estrutura do universo. Ele conclui as
investigagdes sob um tripé: teoria de gravitacdo advinda da RG a nivel cosmolégico e com
tratamento de sistema estatistico (todo o contetido do universo), coloca uma extensao relativistica
na teoria newtoniana e finaliza, com a teoria cinético-estatistica de Milne, o modelo cosmolégico
[34, 35, 36]. Nesse meio tempo, em 1935, Walker trabalha com a mesma teoria de Milne e aplica,
também, a RG e faz um modelamento no universo [37]. Em junho de 1936, foi publicado um
ultimo artigo, menos de um més apds a finalizacdo da série de Robertson, finaliza seu modelo

dindmico cosmoldgico suportado pela teoria de Milne [38].

O quadro geral dos trabalhos independentes de Friedman, Lemaitre, Robertson e Walker,



3.2. MODELO COSMOLOGICO PADRAO 61

em paralelo com, também trabalhando independentemente, Hubble, é a conhecida Teoria do
Big Bang que da suporte completo ao modelo ACDM. A estrutura matemdtica que governa a
cosmologia, tendo por base os pressupostos a listagem acima do MCP, € a conhecida métrica de

Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker ou FLRW. Partindo de [125, 149]

dQ? = d6 +sin® 0d¢*

/

—1 — curvatura espacial negativa; universo hiperbdlico

K =4 0 — curvatura espacial nula; universo plano

+1 — curvatura espacial positiva; universo esférico
\

a métrica € escrita como

d 2
ds® = —di* +d*(t) [% +1? dﬂz} (3.2)
1—xr
e em formato matricial,
—1 0 0 0
2
0 %m0 0
8w = ; (3.3)
0 0 a*r? 0
0 0 0 a?r? sin’ 0

onde a(t) € o fator de escala que tem dependéncia temporal e dita como é a dindmica da geometria
do espaco-tempo do universo. O valor mais apurado que se tem atualmente € de que o universo

tenha uma hipersuperficie plana [140].

3.2.2 Equagoes dinamicas de Friedman

Apesar de nao ser o objetivo desse trabalho dissecar todos os desenvolvimentos tedricos
da cosmologia, desde os primérdios da RG até os modelos ainda em pesquisa atualmente, €
necessario um ultimo panorama tedrico sobre as equagdes de dindmica de Friedman pois varios

modelos cosmoldgicos partem de solucdes diretas da RG ou de alteragdes na parte dindmica das
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equacdes de Friedman. Diante do que foi exposto na secdo 3.2.1 sobre o trabalhos publicados em
1922, Friedman desenvolve dois tipos de universo. Partindo das equacdes de campo de Einstein
dada pela expressao (1.7), R,y — %g#vR = 81 1,v, € separando o tensor energia-momento 7,

para descrever um universo preenchido com um fluido homogéneo e isotrépico [150],

T = (p+p)uytty — pguv

onde p € a pressdo e p a densidade desse fluido, sendo u, € a quadri-velocidade de um elemento

do fluido. Trazendo a conexdo da geodésica de (1.1) como reescrita para
A I o
W= 5 8" (0ugvo + Ov8ay — 00 Oguv)
e reescrevendo o tensor de Riemann (1.2) com contragdes,
R,uV = aocrayv - aVFOL,uoc + re Ao quv -I¢ AV Fkyoc

e aplicando com os elementos da matriz (3.3), depois de algumas manipulagdes, se chega a

a 41
81 K
2 f— — _——

3.4)

onde H = % € o parametro de Hubble, sdo as equacdes dinamicas de Friedman [125, 149].

Das equacdes de Friedman as pesquisas vao depender de como resolvé-las dando algum
formado a pressdo e a densidade. Apenas para efeitos gerais, € interessante citar algumas
equacdes de onde se tiram as andlises e os valores sobre alguns dados cosmoldgicos. Um deles é

a o parametro de densidade €2, definido como [125, 149]

p 8m
_pc_3H2p’

onde p. € a densidade critica do universo, que determinard qual € a dindmica da geometria

(universo hiperbdlico, plano ou esférico), e é setado como

_3H?
Pe="gn

Os valores para Q(t) dependerio do tipo de contetido. Apenas para efeito de exemplo, a missdo
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Planck forneceu dados sobre a densidade de matéria, que estd em €, = 0,315+ 0.007, e a
densidade total, que é praticamente 1, ou seja, uma indicacao de que a geometria no modelo

ACDM é plana 2 [140].

3.2.3 Problemas no MCP

Como ndo se tem por foco o dissecamento por completo do MCP, alguns destaques foram
feitos e os problemas que ele tem merecem luz. Ha diversas entraves nesse modelo e milhares de
pesquisadores e trabalhos sao desenvolvidos e divulgados para contornar, costurar e até substituir
o MCP. Um desses problemas é concernente a planaridade. A missdo Planck refinou os dados
adquiridos nos dltimos anos e aponta que o univeso tem uma densidade Q¢ = 1. E ainda tem
uma questdo adicional sobre esse valor: se no passado ele fosse diferente, maior ou menor do que
1, o universo seria completamente diferente do que € hoje. Para tentar resolver esse problema,
houve o surgimento de uma nova drea que se acoplou na cosmologia. Sao modelos inflaciondrios,

que iniciaram as pesquisas mais intensamente, no inicio dos anos 1980 [151, 152, 153, 154].

Outro problema com merecido destaque refere-se a isotropia do universo. Para se ter,
praticamente, a mesma temperatura quando se observa grandes graus de abertura, algo como
conexao causal e depois, separacdo antes de resfriar areas diferentes, deve ter acontecido. Isso
indicaria alguma expansao com velocidade maior do que a da luz? E, para completar essa questio
de temperatura, os dados da CMB indicam que as variagdes térmicas para pequenos angulos sao
da ordem de 107>, Como explicar ou qual mecanismo pode trazer respostas termodinimicas? A

area de inflacdo, citada anteriormente, tenta colocar em seu arcabougo esse problema.

Além disso, outros dois intrigantes problemas referem-se aos conceitos de matéria e energia
escurasm, pois as medidas do Planck dao conta de mais de 20% do universo estd em matéria
escura e quase 70% estd concentrado em energia escura. Esses dois objetos sdo distintos: o
primeiro esté relacionado com efeitos gravitacionais conectados ao observador e o segundo, a
um efeito de expansio acelerada do universo. Diversos modelos tedricos tem trabalhado nesses

problemas.

Por dltimo e ndo menos importante se trata de origem ou surgimento do universo. Pelo MCP

0 maximo que se consegue chegar nos primordios do universo € na escala de Planck, da ordem de

ZPara maiores informagdes sobre a missdo Planck, bem como todos os dados e artigos publicados até outubro de
2018, acesse a pagina da European Space Agency: https://www.cosmos.esa.int/web/planck/publications
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t = 10~ s. Para tratamentos perto dessa escala e além dela, em direc¢dio ao r = 0 s é necessério
um modelo que englobe a gravidade, aplicagcdo dela na cosmologia e, dentro de suas entranhas, a
fisica quantica. Em outras palavras, € necessario se ter uma gravitacdo quantica com aplicagdo
em cosmologia. As pesquisas com cosmologia quantica ndo sdo recentes; ja remontam a época

de Einstein.
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Capitulo 4

QUANTIZACAO

Este quarto capitulo envolverd o tema de quantizagcdo com um balanco entre o processo
canodnico e o utilizado para os resultados do capitulo 5: Weyl. Alguns lampejos sobre a historia e

os processos de quantizagdo candnico e de Weyl serdo apresentados.

4.1 Breve historico da fisica quantica

Tudo o que se faz em Fisica parte de dois pilares: modelo e experimento. A modelagem
¢ uma forma de descrever leis, teorias e a receita por onde o cientista vai estudar o objeto
primordial da ci€ncia: a natureza. Ja o experimento € a comprovacao ou ndo se o modelo, ou seja
a imitacao no papel, estd de acordo com o que € visto no universo. O que foi visto até aqui € um
grande modelamento de como a realidade fisica se comporta e, a contraposi¢ao, os experimentos
e as observacdes tem descartado e fortalecido varias teorias. Uma delas, € a RG que, até certo
ponto, dd boas previsdes e comprovacdes. Mas, ¢ um modelo que € incompleto (o préprio criador
tentou "generalizd-la"). Avancando, o TERG resgata as conquistas da RG e avanca alguns passos
a mais em dire¢do a uma quantizac¢do da gravidade por meio de uma expressao muito importante,

dentre outras caracteristicas: densidade de energia gravitacional.

A fisica quantica se destaca como um modelo de grandiosas conquistas cientificas e tec-
noldégicas. As primeiras ideias de algo pequeno, de um mundo micro, remontam da filosofia
quando se tentava entender o mundo ao redor. Nos ultimos séculos, com o desenvolvimento

tecnolégico do microscopio e das primeiras observagdes com cortica um novo mundo estava
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sendo descortinado. Ao final do século XIX a fisica cldssica ja tinha avangado muito a ponto
de, décadas antes, ter fechado a Segunda Revolucao Industrial e "nao existe nada de novo a
ser descoberto em fisica agora, pois, tudo o que resta sdo experimentos mais € mais precisos"
(tradicional frase apdcrifa atribuia a Kelvin em 1900 [132]). E a lenda sob a sombra de Kelvin
sublimou para o ponto de que existia apenas duas pequeninas nuvens a serem dissipadas no
céu da fisica, ou seja, dois problemas que ainda estavam causando discussdes. Um deles foi
dirimido em capitulos anteriores desse trabalho, que € a Relatividade, come¢ando com a Especial,
perpassando pela Geral e ascendendo ao mundo cosmolégico. O outro, a ser tratado rapidamente

e com outro foco, é a nuvem do micro: fisica quantica.

A mecanica quantica teve varios desenvolvimentos e revolu¢des ao longo da primeira metade
do século XX. O primeiro deles comeca com os trabalhos de Planck em 1900 ao atacar o problema
da radiacdo de corpo negro e passando pela explicacdo do efeito fotoelétrico por Einstein; trabalho
este que lhe rendeu o Nobel de fisica em 1921. Depois, vieram os trabalhos de Bohr [155] e
em meados de 1925 ela a mecanica quantica foi reformulada com as relacdes de comutacao
ou dlgebra do espaco de fase, conjuntamente com o principio, de Heisenberg [28, 156, 157].
Os anos seguintes trouxeram toda uma formulacao matemadtica, fisica e tecnoldgica baseada
em um universo muito amplo de "pequenos" objetos, abrindo entendimento para particulas,
antiparticulas, forcas, campos, interacoes e, se tudo isso nao fosse o bastante, aplicacao desse

caldeirao na fase inicial do universo.

Focando para o ponto central da mecédnica quantica: quantizacio. De forma geral, hd duas
formas de abordé-la, sendo a primeira como discretizar um conjunto de valores de uma certa
quantidade fisica qualquer. O outro entendimento, amplamente descrito na literatura, € tomar um
sistema quantico que vai para o cldssico quando 7 — 0, ou seja, um sistema deve transitar do
quantico ao cléssico sem perda de quantidades fisicas mensurdveis, baseado pelo principio de

correspondéncia [158, 159].

E, para fazer essa passagem entre o mundo quéntico e o cldssico, surgiram diversos trata-
mentos e métodos [157, 159, 160, 161]. Um dos mais conhecidos € o de quantiza¢do candnica,
proposto inicialmente por Dirac [162], e o integral de caminho, dado por Feynman [157]. Mas
em 1931 foi publicado um livro onde foi apresentado um outro procedimento de quantiza¢io por

Weyl [39].

Hermann Klaus Hugo Weyl, originério da Alemanha, nasceu em Elmsborn em 1885. Estudou
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matematica em Gottinger e Munique, obtendo o doutorado sob Hilbert. Trabalhou na mesma
ETH-Zurique onde Einstein esteve detalhando a RG. Desenvolveu varios trabalhos com grupos
compactos em representagdes matriciais, grupos de Lie compactos e o seu cléssico livro, The
theory of groups and quantum mechanics, do inicio da década de 1930, abriu varios caminhos
em direcao a teoria invariante. Faleceu em 1955, em Zurique (Suica), depois de passar alguns

anos em Princeton e de deixar uma grande obra para a matematica e para a fisica [113, 163].

Para fins gerais, nesse trabalho serd feita uma comparacgao entre a quantiza¢ao candnica e o
procedimento modelado por Weyl. Inicialmente, serd dado um panorama sobre a quantizagdo
candnica e um exemplo tradicional de aplicacdo ao oscilador harménico. Na sequéncia, um
panorama é dado no processo de quantizacdo de Weyl e, analogamente a se¢do anterior do
procedimento candnico, um exemplo simples de quantiza¢do de uma fungio tipica f(q,p) =gp

é feita.

4.2 Quantizacao canonica

A quantizac¢do canodnica € feita sobre uma correspondéncia entre observaveis classicos, como

energia e posi¢do, dados como valores reais de fungdes

f(p,q), (P,q)=(P1s--s Py Q15 - qn) € R X R

espaco de fase, e operadores autoadjuntos Ay no espago de Hilbert L?(R") tendo algumas

caracteristicas, destacadas [2, 28, 161]:

(1) correspondéncia entre f —> A 7 linear;

(ii) obediéncia a regra de von Neumann: para qualquer funcio ® : R — R para o qual A, f
sdo bem definidos, Aeo r=®d( f), sendo o dominio do mapa A : f — A f chamado de

espago de observdveis quantizdveis;

(iii) operadores fpj e f;j correspondem as coordenadas das fungdes p;e p;j,com (j=1,...,n)
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e sdo formados, com ¥ € L*(R", dq), por

f:]j‘P = quIl,
R ih 0¥
¥y = - 4.1

A constante de Planck 4, parametro colocado anteriormente, € um valor positivo muito pequeno e
que também pode ser reescrito como /i = h/2 1. Do teorema de Stone e von Neumann [161, 164]
os operadores (4.1) sdo dnicos que agem em # satisfazendo a condi¢do de irredutibilidade e as

relacdes de comutacdo

[APﬁAPk] = [A‘]ﬁA‘Ik] =0, [Aqu AP,’] = ﬁ5jk1'
Uma outra forma de visualizar € tomando um espago nao-comutativo feito pelos operadores que

satisfazem a condi¢do dada acima, reescrita como

[Ai, Aj] = iw;j,
onde i = 1, 2 sdo os indices para os operadores de coordenada i e ; ; € real e antissimétrico. O

espaco de fase serd [157]

[Ai, Aj] = iy, [Ai, pj] =108, pi, pj] =0, i, j=1,2.
Fisicamente, essa abordagem significa um sistema cldssico com n graus de liberdade, ha-

bitando em um de fase R" x R" e tendo ¢; e p; observaveis de posi¢do e momento. O estado

desse sistema € regido como uma medida da distribuicdo de probabilidade, no mesmo espaco,

sendo os subespacos (, de uma dimensio de L?(R") com ||u|| = 1, resultando na distribuicio de

probabilidade (TT(Af)u,u), onde o espectro de A é IT(Af) [2, 161].

Para se executar uma quantizacdo com esse procedimento candnico, incialmente toma-se as
coordenadas de posi¢do, g;, € as de momento, p;, sendo os indices i variando de 1 a n, que serdao
os graus de liberdade que o sistema tem. Os operadores §; e p; virdo pela aplicacdo da expressao

(4.1), depois agirdo em um conjunto de vetores, por exemplo y, [161]

(Giv)(x) = xiw(x),
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Os estados quanticos desse sistema, descrito pelo conjunto de vetores W, evolui pela equacao de

Schrodinger [155]:

Hy(t)=i 5 4.2)

sendo o hamiltoniano H construido da fun¢do classica inicial. Em outras palavras: dada uma
funcdo advinda de um sistema cldssico, procura-se um hamiltoniano quantico utilizando um

procedimento de quantizacao (aqui descrito pelo candnico).

O procedimento de quantizagdo candnico tem alguns problemas, mesmo com enormes
sucessos € sendo base para um primeiro estudo em mecanica quantica. Um deles € que os
observdveis sdo descritos, aparentemente, por uma estrutura matematica que nao € natural. Outra
dificuldade € na aplicac@o de sistemas cldssicos em espacos que nao sao lineares, ou seja, a
funcdo a ser quantizada ndo € polinomial, englobando fun¢des com expoentes maiores do que
trés [157]. Esse, e outros problemas, acabam sendo entraves para entendimento de sistemas

fisicos, como o que serd tratado aqui [28].

4.2.1 Aplicaciao de quantizacao canonica

Como complemento, um exemplo de aplicacdo de quantiza¢do mais comum € o do oscilador

harmonico. A func¢do que o rege [155]

dx
Fz—kx:mﬁ,

sendo k a constante de forca e m, a massa. Uma solugdo possivel € do tipo
x = A sin(ot) 4 B cos(mt)

com A e B, constantes e a frequéncia de oscilacdo, ® = % A energia potencial € dada por

Executando uma perturbagdo pequena em (x —xp) a energia potencial se aproxima para

1
V ~ E Vv (X()) (x —X())2 ,

Tomando a constante da mola como k = V”’(xp), o problema de quantizacdo da energia se resume

a resolver a equacdo de Schrodinger para o potencial V = %mcozxz. Resolvendo para a equagdo
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estacionaria,

hdy 12 E
m x
Tomde 2 V=V

Aplicando o procedimento candnico com operadores hermitianos do tipo

o hamiltoniano fica

Os préximos passos seriam resolver as equacdes acima, analisar para parametros, condi¢des
de contorno especificos, inser¢ao e testes de novas hipdteses, dentre outras visualizagdes fisicas

desejadas.

4.3 Quantizacao de Weyl

Uma outra ferramenta de quantizacio € a que foi desenvolvida por Weyl em 1931. Ela é bem
definida matematicamente, pode ser estendida para espacos curvos e ndo tem problemas para ser
utilizada em fun¢des ndo-polinomiais que, alids, € um grande ponto positivo. Esse procedimento
pode ser descrito tomando um sistema cldssico com n varidveis do tipo z1, 22, ..., Z, € que terdo
suas correspondentes quanticas como 21, 22, ..., Z,. Em outras palavras, isso significard que as

variaveis cldssicas tomam forma automaticamente em suas correspondentes quanticas [3, 28]
(21,225 20) = (Z1,225 -0, 20)-

A forma que essa operacdo ocorre, de forma direta, € dada como [3, 28, 165, 166]

W: flz) = = Wf],

que € o mapa de Weyl definido por

WIf(zn)] = (2;) /d”kd 2f(zn) exp < i (z—2 ) : 4.3)
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Esta correspondéncia entre as quantidades classicas e quanticas é a quantizacao de Weyl. O

nucleo dessa transformacdo é dado por

1 / 1
d"kexp (i) ki(z1—2%) |,
(2m)" lzzi

Az, z) =

e o mapa pode ser simplificado para

W) (@) = [ 4200, 2) ).

O conjunto de operadores Z, formam um espa¢o ndo-comutativo, ou seja, € dado pela troca das
coordenadas locais z, pelos operadores hermitianos Z, e que tem, como relacdo de comutacao, a
expressao

[2a, 2] = i Oap (4.4)
onde ®,; é um tensor anti-simétrico.

Esse tipo de procedimento tem algumas vantagens que sobressaltam da quantizagcdo apresen-
tada anteriormente na se¢do 4.2. Uma delas € que ndo € necessdrio simetrizagdo, como € feito na
quantizagdo canoOnica: a solu¢do da integral d4 o mesmo resultado se for usado o procedimento
anterior com simetriza¢do. Outra vantagem a ser observada é que a fungdo para se trabalhar nao
precisa, necessariamente, ser polinomial: funcdes das mais diversas formas podem ser traba-
lhadas aqui naturalmente. Mais um ponto a ser destacado advém da parte matemética e, claro,
fisica: n@o ha ambiguidades. Por exemplo, suponha que queira se quantizar uma func¢do do tipo
A = ¢? p. O operador correspondente seria A = §*p, A = § p§ ou A = p§* ? A solucdo dada pela

quantizagdo candnica, nesse exemplo, € uma simetrizagdo que abarcard todas as combinagdes,

1
A=§(612p+qpq+pq2),
e que, quantizado, serd
A=2( 2p+apa+pat).

Ou seja, € um procedimento que elimina ambiguidades fisicas por se ter uma sequéncia matema-

tica clara e bem definida.
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4.3.1 Aplicacao do procedimento de quantizacao de Weyl

Um simples exemplo de aplicacdo desse procedimento é tomando dois operadores hermitia-

nos g e p com relagio de comutagio advinda da expressdo (4.4) !
9, pl =ik

e funcao [2, 3]
f(a,p)=qp. (4.5)

Aplicando a equacdo (4.5) na expressao de Weyl (4.3) se tem

1 . N . N
Wlqp) = Wffffdadﬁdqdpqpe’“("q”‘ﬁ(”””- (4.6)

Tomando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [167],
PHOd+BP) _ piag ,iBp ,1/(2aB)

Colocando essa relacdo na equacgao (4.6),

Wlqp] = —(2;>2 ffffdocdﬁdqdpqpeiaqeineiaqeiBﬁel/(Z“B)

e reescrevendo para

Wlap] = ﬁ f f f f dodBdqdp qpe'®d—4) gBh—p=i/20)

1 o 1 By
Wigp] = ﬁﬂ dodgdpgpe =9 {ﬁ/a’ﬁeml’ p /(za)}},

1 o
Wigp] = ﬁﬂ dadgdpgpe® D §p—p+i/(2a)]. 4.7)

Texto baseado no minicurso Da quantizacdo de Weyl a mecdnica quéntica no espago de fase ministrado pelo
prof. Dr. Ronni Amorim em ocasido da VII Escola de Fisica Roberto A. Salmeron - VII Efras entre os dias 08 e
11 de outubro de 2018
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H4 algumas propriedades que vém de relagdes da funcao delta de Dirac [168, 169]:

(i) /S(x)dx: 1,

) 8(x)= % [eman.

Utilizando a propriedade (ii1) das relacdes anteriores de Dirac e reaplicando na equagdo 4.7

chega-se a

Wigp] =

Wlap] =

1 h—i io(g—q)
o [ dadgdpqalp—i/a)le ,
1 is(g—q) \ A _: 1 i5(4—q)
(ﬁfjdcdpqe p—i/2 ﬁjjdﬁdqqce ,
' [ aaeicaa )] 5_; / AN / i5(3-0)
_/dqq (2n/doce p—i/2 | [ dqq qu >x doe )
[ . A . d .
/dqu(q—q)} p—i/2 quq (—l@) 5(61—(1)} :

Tomando, novamente, as propriedades (iii) e (iv) das relagdes de Dirac da lista acima, se obtém

Wlap] = 4p—i/2,

(Gp+p4g), (4.8)

| =

Wiap] =

que é, exatamente, o resultado esperado caso fosse usado a quantiza¢ao candnica sequenciada pela

simetriza¢do. Mas, aqui, no procedimento de quantizacdo de Weyl nao ha ambiguidades, ndo ha

necessidade de se fazer simetrizacdo e o formalismo matematico € claro. O resultado encontrado
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¢ 0 mesmo que seria se tivéssemos utilizado a quantizacdo candnica apds a simetrizagdo. Percebe-

se que no formalismo de Weyl ndo ha ambiguidades na quantizacio e ndo ha a necessidade de se

realizar a simetrizacao.
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Capitulo 5

COSMOLOGIA QUANTICA

Neste ultimo capitulo serd abordada a drea de grande intensidade de pesquisa atualmente:
cosmologia quantica. Inicialmente, a apresentacdo do modelo proposto por DeWitt, com cola-
boragdo de Wheeler, € a porta de entrada. Esta teoria, por mais de de 50 anos, abriu um leque
natural pra diversas outras pesquisas e atuacdo de estudos cosmoldgicos, principalmente no que
tange ao universo primordial. Mas, ela tem problemas de ordem fisica, assim como seu tronco

origindrio, a RG.

Um outro modelo serd visto de forma panoramica pois foi apresentado recentemente (2017).
A cosmologia quantica na gravidade teleparalela (CQGT) parte de outro tronco evolutivo apa-
rentado da RG. Através do TERG foi construido expressoes de energia e densidade de energia
gravitacional, aplicado na métrica de FLRW, base do MCP, e, através do processo de quantizagao
via Weyl, descrito no capitulo 4, foi obtido duas aplicacdes, uma delas andloga ao modelo
de Wheeler-DeWitt (WDW) e outra, ausente na WDW, mas com formato mais completo e,
temporalmente, mais amplo (se estendendo por toda a histéria do universo e ndo somente a fase
inicial).

Por derradeiro, uma aplicacdo da CQGT ¢ executada com algumas caracteristicas e resultados
interessantes. Inicialmente, a CQGT ¢é trabalhada para um universo pequeno e em solugdo de
vacuo apenas, ou seja, campos de matéria ndo sdo inclusos no cdlculo entrando, somente, a
parte do campo gravitacional. Quando isso € feito, € encontrado uma densidade de energia e,
prontamente, aplicado a ela a quantizacao de Weyl. O resultado obtido € uma discretizacdo dessa

energia nos primordios do universo. A hipdtese trabalhada € a de que nesse sistema, o universo €
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pequeno e sem campos de matéria, poderia ser por onde tudo comeca: a consequéncia imediata
da quantizacdo dessa energia € uma expansao do espaco-tempo; isso lembra um mecanismo
de inflacdo. Nao serd desenvolvido, nesse trabalho, um modelo inflaciondrio mas, a partir dos

resultados aqui obtidos, € um passo natural a ser continuado.

5.1 Cosmologia quantica de Wheeler-De Witt

Na secdo 3.2 do capitulo 3 sobre cosmologia, na se¢do onde foi discorrido sobre o MCP, um
item chama a atencao: o universo estd se expandido e, quando se retrocede até seus primérdios,
seu inicio € em um estado quente, denso e mindsculo [68, 143]. Varios questionamentos foram
feitos mas, como tratar esta fase inicial do universo? Como a sua génese ocorreu? Foi tinica? E
ciclica? Essas e milhares de outras questdes podem cair, tranquilamente, para a drea de metafisica
ou de teologia. S6 que a Fisica tenta chegar perto do inicio de tudo, dentro do seu escopo
matematico e até onde as previsdes e evidéncias permitirem, inclusive escolhendo qual modelo

melhor lhe reflete seu estado.

E para se resolver o problema do inicio do universo € necessdrio se ter a aplicacdo completa
de todas as leis fisicas; necessariamente, isso englobard todas as quatro forcas conhecidas: forte,
fraca, eletromagnética e gravitacional. As trés primeiras forgas, conjuntamente com as particulas
elementares, tem unificacdes diversas em no contexto da fisica quantica e sao reunidas no Modelo
Padrdo das Particulas Elementas e o nivel cldssico tem seu regime na mecanica newtoniana). Para
se estudar o caricter cosmoldgico e astrofisico, como modelar uma estrela, uma radiogaldxia ou
um sistema planetério, a unido destes conhecimentos apresenta um quadro quase completo. Mas,
quando comega a considerar a gravidade e o inicio do universo, os problemas de ndo considerar

uma gravitacdo quantica e cosmologica tem um inicio perturbador.

Do ponto de vista cldssico, a gravidade pode ser bem aproximada com a fisica newtoniana:
com ela € possivel enviar sondas a Plutdo, dentre varios outros exemplos. Quando se considera
niveis cosmoldgicos, até certo regime, a gravidade da interpretacdo da RG € bem testada; alguns
exemplos foram mostrados na se¢io 1.4. Os problemas comecam quando se tenta utilizar a RG,
como modelo gravitacional, conjuntamente com a fisica quantica (dentro de buracos negros ou
inicio do universo). A principal dificuldade em se utilizar a RG, como modelo de gravidade,

€ que nao ha uma expressao de densidade de energia gravitacional: t# é um pseudotensor e
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que tras diversas complicagcdes. Einstein ja tinha visto este problema [20, 21, 64]. Rosenfeld
investigou as consequéncias de uma quantiza¢ao do campo gravitacional, em 1930, abrindo uma

caixa de Pandora de possibilidades, sem sucesso por anos [64, 170, 171].

Para contornar este problema especifico da RG com relacdo a energia gravitacional, foi
trabalhado um formalismo hamiltoniano em no final da década 1950. Arnowitt, Deser e Misner
fizeram um estudo onde separaram o espacgo e o tempo e aplicaram em hipersuperficies. Mas,
isso s6 € possivel de obter considerando um conjunto de coordenadas particular e associado a
varidveis candnicas especificas [172, 173]. O processo de quantizacio da expressdo advinda do
ADM resultou na equacdo de WDW [40, 41, 42] mas com dois principais problemas: conceito
de tempo [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50] e como esse conceito € recuperado em aproximacao

semi-classica [174].

5.1.1 Equacdo de Wheeler-DeWitt

A equagdo, no formato [175, 176]

}[W(av q)) = 0,

171 d 1 02 Ad’
2 [ﬁ (‘I%)_EBTF_WFTaJsza%Z ¥(a,9) = 0, (5.1)

€ a que Bryce S. DeWitt publica, em uma série de trés artigos, na Physical Review em 1967

[40, 41, 42], nominando-a de equacdo de Einstein-Schrodinger [43]. Os termos sao:

a — fator de escala cosmoldgico;
¢ — campo escalar com massa m;

A — constante cosmoldgica;

Este modelo foi trabalhado por DeWitt durante varios anos € com intensas discussdes com
Wheeler até ser concluida. Desde entdo, diversos fisicos tem trabalhado com ela, inclusive o

proprio DeWitt até falecimento [43, 177, 178, 179]. Hartle [180], e conjuntamente com o saudoso
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Hawking, deram contribui¢des [181]. Narlikar, juntamente com Padmanabhan [182], Kiefer
[175, 176], Mukhanov [183] e Bojowald [184, 185, 186] sao alguns exemplos de professores
que deixaram livro-texto com aplicagdes e desenvolvimentos desta teoria. Rovelli tem diversos

trabalhos baseados na WDW [187]. Linde utilizou-a intensamente [172, 188, 189, 190].

Vilenkin € um outro destacado fisico que tem uma intensa pesquisa em cosmologia quantica
e, particularmente, utilizando-se da teoria de WDW. Tem atividades com tunelamento quantico
cosmoldgico [191, 192, 193, 194], multiverso [195, 196, 197] e inflacdo [198], dentre outros
trabalhos. Vérios outros fisicos se formaram, em estudos de pds-graduacao, se basilando com
WDW [174, 199, 200, 201, 202, 203]. Aqui foram citados apenas alguns exemplos; a lista de
trabalhos é muito maior e isso reflete que, mesmo depois de 50 anos, essa teoria ainda é levada
em conta para tentar obter uma cosmologia quéntica aplicdvel em todo e qualquer contexto onde

a escala de Planck apareca.

Mas, como todo modelo fisico, hd varios problemas que, at¢é o0 momento, ndo foram comple-
tamente resolvidos: ¥ sendo a fun¢do de onda do universo, qual seria o seu papel ou interpretacio
fisica? A estrutura matemadtica, que vem da montagem da hamiltoniana da RG, tem ambiguidades
nao resolvidas. Devido o contexto matematico ser em uma hipersuperficie, o superhamiltoniano
€ construido analogamente a um classico e isso vai interferir na questdo de ordenamento [203] e
€ nessa parte de verificar qual ordem é que surge o problema do conceito do tempo [49]. Outro
prolema, também nao resolvido até hoje, € com relacao as condi¢des de contorno para se obter

uma solugdo tnica e que as fun¢des de onda tenham quadrado integrdveis garantidas [203].

Um outro fator importante e que nao €, necessariamente, um problema insolivel, € com
relacdo a interpretacdo da mecanica quantica. A mais utilizada na academia e que tem gerado
todos os frutos de pesquisa e tecnologia € a de Copenhague. Ela tem suportado as outras escolas
de interpretacdo e ao célebre trabalho de John Bell de 1964. Claro que, novamente, como um
modelo de imita¢do da Natureza, ela ndo da todas as respostas mas € a mais ampla até 0 momento
[155]. J4 na teoria de WDW, a interpretagdo da mecanica quantica € a trabalhada por Everett-
Wheeler, a de muitos mundos. Ela descreve outros tipos de realidades fisicas, através da fungao
de onda cosmoldgica ¥, de uma forma que todos os acontecimentos ou possibilidades seriam
reais mas, na realidade ou no universo que se observa so teria a possibilidade que foi testada;
as outras estariam em outros mundos e sem acesso. E uma interpretagio que tenta generalizar

as propostas da de Copenhague mas, a parte de testes ou de evidéncias fisicas ficam em sérios



5.2. COSMOLOGIA QUANTICA NA GRAVIDADE TELEPARALELA 79

problemas [43, 174, 203, 204]. Nao que seja algo proibitivo, ou impossivel de se conseguir,
buscar por novas interpretagdes fisicas; isso € feito constantemente. Mas, outras possibilidades

podem ser mais factiveis sem, contudo, reescrever toda a fisica quantica.

Outrossim, um problema adicional e ainda em vias de se contornar é que a equacdo de WDW
se perde na no¢do de autovalores e, consequentemente, no que seria o espectro do operador. Isso
seria quase que mortal para uma teoria, ou seja, ndo se ter o que medir € muito problematico.
Para fechar o cerco, o modelo tem diversos problemas no conceito de tempo que ainda ndo estio

solucionados ou contornados [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50].

5.2 Cosmologia quantica na gravidade teleparalela

Esta secdo trata como uma alternativa a teoria de WDW ¢é perpassar outro caminho, procu-
rando algo que seja equivalente a RG (obviamente, sem perda de nenhum fendmeno j4 testado,
como mostrado na secdo 1.4) mas que tenha solu¢gdes na bagagem onde hé falhas. Também, é
necessario que esse outro caminho alternativo tenha possibilidades de aplicacdes em gravitacao
quantica, ou seja, que fendmenos gravitacionais aparecam em micro escala. E, como versa esse
trabalho, haja aplicagdes cosmoldgicas com possibilidades de toque ao estado mais primitivo do
universo. Por fim, uma teoria que tivesse todos os requisitos anteriores deve escapar de problemas

semelhantes aos dos constados na de WDW, sem cair em possiveis armadilhas insoldveis.

Um modelo alternativo e completamente equivalente a RG ja se tem: TERG, que foi panora-
micamente descrito no capitulo 2. Também foi visto que com a TERG, jé iniciada com os olhos
do préprio Einstein, tem em seu cerne componentes que dao possibilidade de aplicacdo de um
processo de quantizacio, ou seja, tem expressdes de densidade de energia, dentre vdrias outras
vantagens. Um processo de quantiza¢do que se tem em seu bojo a interpretacdo de Copenhague
e uma estrutura matematica clara e sem ambiguidades seria excelente para aplicar a TERG; isso
veio com a quantizacdo de Weyl descrito rapidamente no capitulo 4. Para completar o quadro,
todo esse arcabouco de conhecimento deve ser aplicado a cosmologia e a0 MCP, com a métrica
base de FLRW, descrito de forma concisa no capitulo 3. Um ultimo detalhe, apenas para efeitos
de validacdo, seria interessante comparar o modelo construido com o de WDW laconicamente
descrito na secdo 5.1; afinal, essa teoria tem ampla divulgacgao e labor aplicado que é necessério,

para a comunidade cientifica, mostrar a alternativa com suas vantagens sobre o que se tem
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padronizado.

A teoria que tem todas as caracteristicas acima é a cosmologia quantica na gravidade
teleparalela. A CQGT foi uma aplicacdo, em 2017 [2, 3, 72], a nivel cosmoldgico da gravidade
quantica apresentada em 2011 [28]. Nela tem a TERG, tem expressdes de densidade de energia
em regime cosmoldgico, uso da ferramenta de quantizagdao de Weyl, comparacdo com a equagao
estaciondria de WDW e uma expressao do tipo Schrodinger, além de ser um formato para outras

aplicacdes cosmoldgicas, como serd apresentado na proxima se¢ao.

Os préximos passos estdo descritos nas referéncias [2, 3]. Tomando um observador estacio-
ndrio por um campo de tétradas em coordenadas esféricas do tipo (2.25) para a métrica de FLRW

(3.2) produzindo

1 0 0 0
0 \/lfwsinecosq) arcos®cos¢  —arsinOsin®
ey = . (5.2)
0 likrz sin 0 sind arcos0sind ar sin® cos ¢
0 JliW cos® —arsin® 0

Tomando o tensor tor¢ao 7¢,y da equagdo (2.6), juntamente com as relagdes
TB = TococB = gakgBYTkowa

o tensor %! da expressao (2.14) toma a forma de

I T

a’r

O determinande de (5.2) é calculado como
a’r?sin®

V1—kr?

e, em seguida, € usado para determinar a densidade de energia-momento gravitacional I1¢/ da

e =det(e",) =

expressdo (2.24), que €

MO — 4xarsin® <\/1 k2 — 1) .
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Esta € a densidade de energia total do universo. Para efeito de comparacdo com a equagdo de
cosmologia de WDW deve-se encontrar a energia total cosmoldgica. E ela vem da componente
{a =0} aplicado em P* da expressdo (2.23), com as condi¢des de integragdo r € [0,0), 8 € [0, |
e e [0, 2m:

E = — lim 87nKar [\/l—kr2—1] :

r—ro

onde r( € o horizonte aparente [205] que, associado a métrica de FLRW (3.2), tem a forma de

[2, 111] rg = \/H;Tkz , sendo o pardmetro de Hubble H = g Resolvendo a expressdo acima,

com uma primeira aproximacao do tipo (1 +x)", encontra-se a energia total do universo,

En 2ak Vk—2a*k Vk—d’k \/l;—l—%a‘L(d)2 Vk+a®k Vk
- 242 '

Quando se aplica a quantizagdao de Weyl, descrito no capitulo 4, com os operadores escolhidos

d=aed= —im%, a expressdo andloga a WDW tem a forma de

2
<2ak Vik—2a*k Vk—a*k \/12—%0)%4 ﬁ;ﬂzm% Vk-30?d® Vk—o’2a \/%aaa> v =0.

O proximo desdobramento é com respeito a cosmologia quantica completa (energia total
cosmoldgica), ou seja, uma expressdo do tipo Schrodinger [2, 3]. Da densidade de energia
total, TIO! = 4xarsin® <\/ 1—kr? — 1) se define uma fungfo auxiliar do tipo €(r,T) =
Arzt (\/1 —krt— 1) com A =4ax e T =sin0. Aplicando o procedimento de quantizacdo
de Weyl, (4.3), e a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [167], AT = AP e_% 48] & simetri-
zacdo, além de outros passos intermedidrios, € encontrado a equagdo no formato

~ A 1 TA

H = {_ (ﬁ:—%?)} (—ki*+1)% - {5 (f%—%f)} :
Tomando a primeira ordem na expansio (1 —kr?) 2 , operadores no formato de f =ret=—ia 3,
além de outros passos intermedidrios, para encontrar

~ 0
H = 3aKkiocr2—|—2aKkr3iOLa—,
r

a equacdo completa da cosmologia quantica em contexto da gravidade teleparalela toma a
estrutura de
¥ oY
3axkar’¥+2akkrio—— =h—.
or ot
Essas expressoes finais tem todas as caracteristicas que foram descritas no caput desta se¢do:

teoria equivalente a RG, aplicagdo em FLRW da cosmologia, principios de quantizagcdo coerentes



5.3. COSMOLOGIA QUANTICA: DISCRETIZACAO DE ENERGIA 82

e sem ambiguidades do processo de Weyl, comparacdo com a WDW e, um adicional, uma
equacao tipo Schrodinger. Com esse processo feito, com a gravidade e cosmologia quanticas
estabelecidas teoricamente, o proximo passo € estudar como seria, na fase inicial do universo, o

comportamento discretivo da energia gravitacional.

5.3 Cosmologia quantica: discretizacao de energia

Ha diversas aplicagdes que podem ser feitas com a cosmologia quantica. Uma delas serd na
fase primordial do universo, com tamanho pequeno (serd feito aproximacao de primeira ordem),
em solucdo de vacuo (apenas com campo gravitacional; sem campos de matéria), densidade
de energia gravitacional quantizada com procedimento de Weyl afim de obter uma expressao

discreta.

Uma outra possibilidade de uso do campo de tétradas para a métrica de FLRW (3.2) adaptado

a um observador estaciondrio da expressao (2.25) é

0 0 0O arsin®

Fazendo uso da equacgdo (2.23), P4, para o cdlculo da densidade de energia gravitacional mas

apenas com a componente zero, ou seja,
E=E,+Ey

onde

E,= / dxer"0) (5.3)

¢ a energia do campo gravitacional e

Ey = /d3xeT(0)0
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¢ a dos campos de matéria. Como aqui serd utilizado apenas a expressdo Eg, ou seja, somente

campo gravitacional (solucao de vacuo), a densidade de energia serd

er20) — (2) <1én) (\_/1“;‘;2 (3d®— k)P +1].

O raio R para este pequeno universo serd modelo pelo horizonte aparente [205], reescrito como

1 a

m ik ViE+K
a

R =

Considerando o universo observdavel como uma esfera e tendo esse raio R, basta aplicar a

integracdo E, na equacdo correspondente (5.3), € obtido

R R
2
a .2 r
E,=—— |3a —dr+ V1—kr2dr| . 54
8 2 /vl—l—kr2 / 4
0 0

Alguns passos intermedidrios para se obter a expressao final a ser quantizada. Um deles sdo

as integrais, resolvidas de forma geral, da expressao anterior:

1 1 Vkr
V1—kr’dr = —r\1—kr?+ arctan [ —— | ,
/ 2 2 Vk <\/1—er>

r? 1 1 \/%r
——————dr = — |-rvV1—krl4+ —arctan| — | | .
/ V1—kr? 2k Vk V1—kr?

Voltando na equacdo (5.4),

a | [3d> 342 1 VkR
_ ¢ 24 _rp2_ 2% . _ vAaRrR
Eg_4 [( 7 1) R+1—kR ( k 1) \/];arctan< 1—kR2>] .
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Utilizando R e as manipulagdes abaixo,

ka*  a®+k(1—a?)

1—kR*> = 1— —
a+k az+k ’
] k
V1—kR? = /a®+k(1—a?) —,
a
R a

V1—kR? 2+k(1—a?)’

RVI—kR: = yJa2+k(1—a?) -2

a’+k
se produz

.2_ .2 1_ 2 2
kEg:(Sa k) .;l +k(l—a )az_a(3a +k) arctan
4a-+k 4k

Vka
2+k(1—a)|

Um detalhe importante aqui: a equacdo ndo pode ter k = 0, pois ndo € interessante solugcdo
identicamente nula ou do tipo 0 = 0. Isso jd induz uma interpretacdo nesse ponto: para esse
modelo, nessa configuragdo expressa no caput desta se¢do, o universo ndo pode ser plano. Entao,

a restricdo serd para k = +1.

Uma suposicdo que serd considerada € que esse sistema cosmoldgico € dirigido por uma

equacao do tipo Schrodinger e apenas estaciondria. O formato é

A

Ay = Evy, (5.5)

kH,y = Eky,
onde o mapa de Weyl da expressdo (4.3) gera
W [kE,] = kH,,

ja que Hys sera desconsiderada para a solucdo é em vacuo, ou seja, ndo ha campos de matéria
nesses primordios do universo considerado. E, para o célculo de Hg, duas quantidades de auxilio

serdo perpassadas:
,3a>—k
a’+k

el—la
4

) 2
g a’+k(l1—a?)
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€

Tk

As escolhas do mapa de Weyl serdo

2 +k k
Z_ —M arctan \/_a .

Comegando pelo célculo de W [8;,] = %,

(%)2:% —%(&2d4—|—d4&2)+ka4(1—a2)—;(&2a6+
Buscando auxilios,
aa® = —i(ﬂ%(tﬁ) =—iw6d’ —ima6%,
ilad® = — {30614%—6(15%—1—661588—(1 +a6%} ,
i = —o? (30a4+12a5%> +a6%,
iat = —o? (12a2+8a3%+a4aa—:2> .

Reescrevendo a equacdo (5.6) e manipulando como

da da?

da

-~ 1 o’ a?

el = Vi V1-a21+——

8 g Ve “ { T (=)
produzird, apds outras regularizacdes algébricas,

-~ \/Ea2 V1—a? ®?

el — + {(42+120¢zz)+(28+4gcﬂ)aaaa+(7+4az)a2 aa

8 4 8 VkV1—a?

0 0? 9
16 517)2 = ka*(1-d*) +? [42a2+28a3—+7a4—+120a4+48a5_+4a

da

l(42—|—120a2)+(28 +48a*)a J

da

682}

(5.6)

da?

2
16(e})? = ka*(1—d*) +*d? [(42+120a2)+(28+48a2)i+(7—|—4a2)a2%},
a

82
+(7+4d*) d®

(5.7)

da?.
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. 2 ) .
Jé o &, serd aproximado para

) a(3d*+k) Vka
g = —
4vVk a2 +k(1—a)
2 d*(3d*+k)
O AvE
eoW [eéz,] = %22, terd os cdlculos sumdrios como
5 ka? 3
e = — — a>a* +a*d?),
5 ka* 3 2 0 0’
PSR _ 2(_io)(2 9 2 297
% 48 vk { (mi0)2ata’y) -t 8a2]’
- Vka?  30? d?
2 = — 2 (2+4a— 424>
& 1 8k(+aa—l—aaa+)
levando a
> Vka®> 3o J d?
2= — 1+2a— 5.8
% 4 4f<+a +aaa2) (5-8)

Retomando a expressao estaciondria do tipo Schrodinger (5.5), com universo pequeno, sem
campos de matéria,

(el +E¥=KEVY),

considerando a defini¢do

que € uma quantidade adimensional, e a utilizagdo em soma das equagdes (5.7) e (5.8),

1 ) 1 ) 1 5 d? d 5 d? k2
{§(120a +42)+§(48a +28)a% 8(4a +7)d? d—2+3+6a%+3a I \p(a)—@
se tem

66 76\ d a*> 31 d?
150>+ — — — 4+ — = . .
{5a+8+(6 +8>ada+(2+8> daz}\p ey (5.9)
Definindo outra expressao,
=992¢e—-6159

a solucdo da equacao (5.9) é dada por

45iB} (327iB 265iBl B 4a2>
JF) . )

“’(“):eXp{_ 162 124 124 62 31



5.3. COSMOLOGIA QUANTICA: DISCRETIZACAO DE ENERGIA 87

onde > F| € a funcdo hipergeométrica. Com objetivo de se obter uma solucao bem comportada o

parametro da fun¢@o hipergeométrica deverd ser um niimero inteiro nao positivo, ou seja

327 —-B=—124n.

Adicionando algumas manipulacdes,

B, = 124n+327,

2 1242+[n2+2327n 3272}
n - ’

124 124

se chega a

(5.10)

327n 3272
992¢, — 6159 = 1242 [n2+2 " ]

124 124

Esta equacgdo representa a discretizacao da energia na fase inicial do universo. Isso significa que
€ possivel calcular o menor ou nivel fundamental de energia nos instantes iniciais do universo,
dado paran =0

992¢€) = 327 + 6159

e obtendo

g0~ 114.

Assim sendo, o nivel fundamental de energia nesse estdgio de vida do universo dependerd da

magnitude de m, que € a relacdo de comutagdo entre os operadores vindo da expressao (4.4),
[a,a] =io
e, consequentemente, haverd uma relacao de incerteza entre a medida dos observaveis

AaAa <

S

Com esse conjunto de quantidades matemdticas em maos, € possivel estimar um limite para o
valor de incerteza ou de erro na determinagao da constante de Hubble Hy (hoje, com pesquisas
variando entre Hy = (73,24 41.74) kms~'Mpc=1 [139] e Hy = (67.4+0.5) kms~'Mpc~" [140];

apenas o futuro com mais estudos e observacdes determinard o Hy), que € estimado em

®w~2102051,



5.3. COSMOLOGIA QUANTICA: DISCRETIZACAO DE ENERGIA 88

Este resultado ndo depende do valor de Hy; apenas da incerteza que hd entre os operadores
que, de certa forma, estd amarrada com o parametro de Hubble H = ;—l e, consequentemente,
deverd ser testado nas observacdes astronOmicas para confirmagao, se for o caso. Um ultimo
detalhe interessante advém do autovalor de a ser diferente de zero. Isso implica que hd uma
dindmica expansiva na fase inicial do universo. Atrelado ao detalhe que o valor de k deve ser
equiparavelmente, em ordem de grandeza, com o autovalor real do operador, entdo ele d4 uma
geometria positiva. Em outras palavras, a consequéncia de se ter uma cosmologia quintica
aplicada a esse contexto primordial (seria uma espécie de nascimento?) dd, como resultado um
inicio expansivo (curvatura positiva) e sem campos de matéria. E é exatamente este cendrio que

o palco para um mecanismo de inflacao.
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CONSIDERACOES FINAIS E
PERSPECTIVAS

Einstein iniciou uma profunda mudancga na forma de visualizar o universo, Friedman,
Lemaitre, Robertson, Walker, Hubble, Weyl, Wheeler e DeWitt deram impulsos e abriram as
cortinas para o entendimento da fisica de forma espléndida. As entranhas da matéria foram
investigadas com tal precisdo, as galdxias e a radiacdo do inicio de tudo foram observados e

parece que o quadro estava completo e fechado.

Foram percebidos problemas e entraves que surgiram desde a publicacdo da RG. Einstein
mudou os rumos da pesquisa de unificacdo entre a gravitacdo e o eletromagnetismo por ter
problemas com densidade de energia gravitacional, por exemplo. Claro que, mesmo ndo aceitando
a fisica quantica, a RG trazia em seu escopo problemas que evitava ser discretizada e aplicada na

escala de Planck na fase inicial do universo.

Como um subgrupo das equagdes de Riemann-Cartan (ou também conhecidas como Einstein-
Cartan), a geometria de Weitzenbodck nasce sem curvatura e com apenas tor¢cao. A TERG é
formatada, durante décadas e resolve problemas intrinsecos da RG. O resgate da densidade
de energia gravitacional € um dos exemplos onde ela € aplicada, sem contar com a completa
equivaléncia dindmica que pontea com a RG. Fendmenos que a RG tem ampla aprovagao também

sdo considerados.

Em contrapartida Wheeler e DeWitt tomaram a formulacdo hamiltoniana de ADM e monta-
ram uma cosmologia quantica. Os problemas ndo perdoaram: interpretacdo de muitos mundos

estranho a escola de Copenhague usual da fisica quantica, problema com tempo e estrutura mate-
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matica. Diante disso e tomando os beneficios da TERG, uma cosmologia quantica é construida

para contrapor e apresentar novas aplicagdes.

Weyl entra como um outro requisito imprescindivel para quantizacao das expressoes de
densidade de energia gravitacional. Ela € um procedimento claro na estrutura matematica, sem
ambiguidades na interpretacdo fisica e com ampla aplicacdo. E ela € utilizada em conjunto com

a TERG, que ja estd aplicada a cosmologia.

A cosmologia quantica em cendrio de gravidade teleparalela foi estabelecida a partir das
aplicacdes do modelo de discretizacdo de massa de um buraco negro do tipo Schwardzschild. A
producdo de uma primeira aplicacao foi uma equacado andloga a WDW. Partindo de um campo
de tétradas adaptado a um observador estacionario e com coordenadas esféricas, a densidade
de energia-momento IT%/ pdde ser determinada. Os limites para aplicacdo da energia total
cosmoldgica foram dados através do horizonte aparente quando o raio r tende a esse parametro.
Resolvendo a expressdo com uma primeira aproximagao, ou seja, para um universo pequeno,
e aplicando o processo de quantizacdo de Weyl, uma equagdo salta de forma andloga 8 WDW.
A outra aplicagdo realizada foi concernete a equacdo completa, ou seja, uma expressao do tipo
Schrodinger dindmica. O destaque € que nao ha esse tipo de expressdao na cosmologia quantica

de WDW.

De face a esses desenvolvimentos, a tese eleva esses procedimentos a outro patamar. Indo no
mesmo sentido, um outro campo de tétradas para a métrica de FLRW (essa escolha € livre), uma
separagdo na energia total cosmoldgica € feita. A parte onde hd campos de matéria € descartado
e trabalhado apenas com a outra parcela de energia do campo gravitacional, ou seja, apenas em
vacuo. O raio desse sistema também tende ao raio do horizonte aparente, o formato da equagao
a ser procurada € a do tipo Schrodinger estaciondria e o processo de quantizacdo de Weyl é

aplicado.

O que € encontrado, depois de vérios cdlculos, ¢ uma equacgdo de que representa a discre-
tizacdo de energia no universo primordial. E isso € adquirido depois de aplicar as hipéteses:
universo pequeno nesse comeco e solucdo de vacuo (ndo ha campos de matéria, apenas campo
gravitacional). E este resultado trds mais informacdes: € possivel encontrar o nivel fundamental
de energia nessa parte inicial de vida do universo e uma relacdo de incerteza entre a medida
dos observaveis se aprisiona no parametro de Hubble como uma corre¢do ou incerteza. Este

detalhe, que é amarrado ao Hy, vird de futuras observagdes astrondmicas. E a caixa de Pandora
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ndo finaliza: o autovalor de a € diferente de zero, € atrelado, em ordem de grandeza, a curvatura
do universo k e dando a ela uma interpretacdo positiva, ou seja, uma espécie de expansao,

exatamente o que € esperado para modelo inflaciondrio.

A cosmologia quantica na gravidade teleparalela é, com tudo isso, estabelecida e aplicada.
Isso ndo significa que os problemas acabaram ou que nio h4 dificuldades a serem transpassadas.
Pelo contrario: um amplo caminho se abre para ser desbravado. Ha vérias outras aplicagdes que
poderao ser feitas no futuro: constru¢ao de uma teoria completa de inflacdo, termodinamica
de fase inicial do universo, inicio ( = Os) do universo, mecanismo formacgdo de particulas nos
primeiros instantes, variagdo e impressao da CMB, dentre vdrios outros casos aplicdveis. Talvez
o trabalho iniciado por Einstein e pausado em 1955 tenha sido retomado. Mas, somente o futuro
poderd indicar o caminho da cosmologia quéntica na gravidade teleparalela, aqui desenvolvida e

aplicada, estd no rumo certo.
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