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Resumo

A cosmologia quântica na gravidade teleparalela é modelo construído sob a régia do Telepa-

ralelismo equivalente à Relatividade Geral (TERG) e da aplicação do processo de quantização de

Weyl. O TERG é uma teoria alternativa à descrição do campo gravitacional baseado em termos

de um campo de tétradas. Ele permite escrever adequadamente as definições de energia-momento

do campo gravitacional. Já a quantização apresentada por Weyl tem um formalismo claro e sem

ambiguidades para o tratamento da correspondência entre operadores clássicos e quânticos. A

cosmologia de Wheeler-DeWitt, formada pelo formalismo hamiltoniano da Relatividade Geral

(RG), tem vários problemas que são citados neste trabalho. Tomando a TERG, aplicando na

métrica de Friedman-Lemaître-Robertson-Walker do Modelo Cosmológico Padrão (MCP) a cos-

mologia quântica é revisitada mas com aplicação em solução de vácuo e em um universo pequeno,

resultando em relação de incerteza para o parâmetro de Hubble e induzindo um mecanismo de

inflação.

Palavras chaves: Relatividade Geral. Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral. Cosmo-

logia. Cosmologia quântica. Inflação.

Brasília - DF

2018
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Abstract

Quantum cosmology in teleparallel gravity is a model constructed under the rule of Tele-

paralelism equivalent to General Relativity (TEGR) and the application of Weyl quantization

process. TEGR is an alternative theory to the description of the gravitational field based in terms

of a field of tetrad. It allows you to write properly the energy-momentum definitions of the gravi-

tational field. The quantization presented by Weyl has a clear and unambiguous formalism for

the correspondence between classical and quantum operators. The Wheeler-DeWitt cosmology,

formed by the Hamiltonian formalism of General Relativity (GR), has several problems that

are cited in this paper. Taking the TERG, applying in the Friedman-Lemaître-Robertson-Walker

metric of the Standard Cosmological Model (SCM) the quantum cosmology is revisited but with

application in vacuum solution and in a small universe, resulting in uncertainty relation for the

Hubble parameter and inducing an inflation mechanism.

Keywords: General Relativity. Teleparalellelism Equivalent to General Relativity. Cosmology.

Quantum cosmology. Inflation.

Brasília - DF

2018
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NOTAÇÃO

* Assinatura métrica: (−+++)

* Índices gregos e latinos têm variação de 0 a 3 e repetidos e seguem a convenção de Einstein

* Constantes κ≡ 1
16π

e G = c = 1 em unidades naturais, a menos que se explicite o contrário

* Curvatura do espaço-tempo: k = {−1, 0, 1}

* Parâmetro de Hubble: H = ȧ
a

* Escala de Planck:

(i) rpl ≡ (h̄G/c3)
1
2 = 1,62×10−33 cm

(ii) Epl ≡ (h̄c5/G)
1
2 = 1,22×1019 GeV

(iii) mpl ≡ (h̄c/G)
1
2 = 2,18×10−5 g

(iv) ρpl ≡ c5/h̄G2 = 2,22×1076 GeV 4

(v) tpl ≡ (h̄G/c5)
1
2 = 5,39×10−44 seg

(vi) Tpl ≡ (h̄c5/kBG)
1
2 = 1,42×1032 K
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INTRODUÇÃO

No dia 18 de abril de 1955 suspirava um grande cientista que, até o fim dos seus dias, se

debruçava sobre os problemas mais intrísecos do universo. A mesa que ficou registrada na foto

de Raph Morse demonstra como ainda era muito ativo. Retrocedendo 50 anos, Albert Einstein

era um analista na Suíça publicava alguns artigos [4, 5] que, simplesmente, abriria uma brecha

de reboliço na concepção de espaço-tempo. Mas, não ficou somente nesses (e na teoria da

Relatividade Especial (RE), onde ficou mais conhecido): trabalhou em mais publicações até

chegar em 1916 e mudar a concepção de universo com a teoria da Relatividade Geral (RG).

A RG é um modelo que, com suas equações de campo e seus postulados, traz uma grande

mudança na concepção de visualização do universo. E não é apenas um modelo teórico, daqueles

que apresentam uma matemática baseada em geometria não-euclidiana ou até mesmo, daqueles

que têm apenas uma junção de espaço e tempo nas mãos a sua grande revolução. As previsões

da RG estão alicerçadas em uma interpretação das equações físicas, e com plena atividade

no século XXI. À luz da RG alguns fenômenos foram observados e interpretados, como por

exemplo, a distorção, devido a campo gravitacional, no caminho da luz vinda de uma estrela

[6, 7], o efeito relativístico na dinâmica do planeta Mercúrio [8, 9], os buracos negros [10, 11],

as ondas gravitacionais [12, 13, 14, 15, 16, 17] e a astronomia multi-mensageira [18, 19]. Tudo

isso representa feitos igualáveis realizados apenas com a física quântica.

No entanto, havia alguns problemas fundamentais que prejudicavam a RG e que impediam-

na de fazer uma unificação geral na física, que fora inicidada por Newton, quando ele fez o

ajuntamento entre céu e Terra. Uma dessas dificuldades se deu na definição de densidade de

energia do campo gravitacional, quando um pseudotensor, com validade local e conectado a

um sistema de coordenadas [20, 21, 22, 23] trava uma construção de uma teoria unificadora
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Figura 1: Mesa de trabalho de Albert Einstein em sua sala. Princeton, 18 de abril de
1955. Ralph Morse - Time and Life Pictures. Reportagem acessada pela revista TIME:
http://time.com/3494553/the-day-albert-einstein-died-a-photographers-story/

com a recém nascida física quântica. Apesar não trabalhar diretamente com quantização à là

Bohr, Einstein já tentava generalizar a RG com as conhecidas equações de Riemann-Cartan

[24, 25, 26].

Entre 1961 e 1994 o Teleparalelismo Equivalente à RG, modelo que trabalha em espaço de

Weitzenböck e que tem apenas torção (sem curvatura) das equações de Riemann-Cartan, teve

grandes desenvolvimentos que culminaram com Maluf montando a formulação hamiltoniana

[27]. Intensas pesquisas foram desenvolvidas ao longo de 20 anos e com elas várias áreas

foram surgindo, desembocando na gravitação e na cosmologia quânticas [3, 28]. Os remos

acoplados na trirreme da busca pela unificação entre a cosmologia e o mundo microscópico

foram possíveis graças, entre vários outros detalhes, o tensor verdadeiro de energia-momento do

campo gravitacional, tλµ, e na completa equivalência dinâmica que a TERG possui, onde mantém

http://time.com/3494553/the-day-albert-einstein-died-a-photographers-story/
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as conquistas da RG, ou seja, sob uma nova interpretação da gravidade, todos os fenômenos

explicados podem ser, perfeitamente, anexados mas, com alguns adicionais, como densidade de

energia gravitacional.

O Modelo Cosmológico Padrão (MCP) é uma coluna de conhecimento construída sobre

alguns pilares e com regência em todo o universo físico conhecido. Uma teoria que se candidate

a ser o MCP deve levar em consideração esses pilares, tais como princípio cosmológico, explicar

os dados coletados por Hubble [29] e tentar ser aplicável a fase inicial (ou o quanto mais perto

possível) do universo. Para isso, inicialmente, a TERG trabalha conjuntamente com a métrica de

Friedman-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) e sua dinâmica [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38].

Obviamente, o MCP tem problemas intrínsecos como, por exemplo, a aplicação direta no início

do universo e nos dados da radiação cósmica de fundo (Cosmic Microwave Background ou

CMB).

Até aqui, apresentou-se um quadro de uma teoria clássica, com aplicação dinâmica à

cosmologia, mas que deve ter tratamento adequado às fases iniciais do universo, em que a

escala de Planck impera. E, para tal tratamento, é necessário a parte quântica. O processo de

quantização escolhido para este trabalho é tal que tem uma correspondência clara entre os

observáveis clássicos e quânticos, tem uma estrutura matemática sem ambiguidades como a

quantização canônica apresenta em seu escopo e que vale para qualquer tipo de função, ou

seja, polinomial ou não. Para tal tarefa, os trabalhos de Weyl [39] foram tomados e aplicados,

inicialmente, com uma explicação panorâmica de seu funcionamento e um exemplo prático.

Com todas as bases lançadas, o caminho natural é ir para o Santo Graal e caçá-lo. A

cosmologia quântica se inicia com o formalismo hamiltoniano da RG por Arnowitt, Deser

e Misner (ADM), adotado por Wheeler e DeWitt para a equação de Einstein-Schrödinger

(futuramente conhecida como cosmologia quântica padrão ou equação de Wheeler-DeWitt -

WDW) [40, 41, 42, 43]. Contudo, mesmo por meio de intensas pesquisas teóricas, tentativas

de consertos e formação de grandes físicos nos últimos 50 anos, esse modelo tem problemas

intrínsecos e que não permite um quadro completo do início de tudo: parte da RG (que já tem

seus problemas internos) e tempo (problemas de conceituação) [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50], para

citar apenas alguns. Por isso, um outro caminho para sanar esses problemas é trabalhar com

a TERG, o procedimento de quantização de Weyl e construir uma cosmologia quântica [2] e

aplicar no universo primordial. Tudo isso é feito sob a tutela de algumas hipóteses: universo
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pequeno no início e solução de vácuo (sem campos de matéria).

O trabalho será desenvolvido a partir de uma breve contextualização histórica. No capítulo

1 trabalhar-se-à a RG e serão apresentados as equações de campo pelo princípio variacional e

alguns importantes resultados. O capítulo 2, se basilará pela construção das equações de campo

e interpretação física, além de um breve histórico. A cosmologia e seus fundamentos, partindo

das primeiras soluções da RG com Friedman até os dias atuais e levantando alguns problemas,

será apresentada no capítulo 3. Hermann Weyl e seu processo de quantização contrapondo com

a o canônico é mostrado no capítulo 4. O modelo de WDW, conjuntamente com a cosmologia

quântica na gravidade teleparalela (CQGT) e com a aplicação na fase inicial do universo, finaliza

este trabalho no capítulo 5. Breves considerações finais e perspectivas encerram a tese.
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Capítulo 1

TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

A Relatividade Geral (RG) será apresentada nesse primeiro capítulo de forma panorâmica,

ou seja, será brevemente contextualizada, a partir de um rápido contexto histórico, o desen-

volvimento das principais ideias, do surgimento dos grandes resultados que ela já obteve até

hoje (2018) e uma breve citação dos problemas que reside em sua interpretação da teoria de

gravitação.

1.1 Breve histórico da RG

Em 1905 um ex-aluno formado na Escola Politécnica Federal Suíça (ETH-Zurique) e analista

do Instituto Federal Suíço de Propriedade Intelectual (IGE / IPI - Berna, Suíça) publicou 4 artigos,

[51, 52, 53, 54, 55], além de uma tese, [4, 5], que balançam as estruturas do imóvel palco do

espaço-tempo newtoniano. Em cada um desses árduos trabalhos, Albert Einstein tratou de várias

áreas da Física e um deles, destacando, trata sobre a Relatividade Especial (RE) [53, 54, 56, 57].

Nesse seminal trabalho, Einstein lançou os postulados "as leis físicas têm a mesma forma em

todos os referenciais inerciais" e "a velocidade da luz é independente do movimento de sua

fonte"[58] que são as bases para a RE. As consequências desse trabalho em específico são

belicosos: tempo e espaço não são entidades absolutas ou palanque onde eventos acontecem,

como Newton colocou no século XVII; todo fenômeno está intrinsecamente conectado ao

observador.

Uma generalização da RE foi feita cerca de 11 anos depois. Einstein publicou sua teoria
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[59, 60] em que os pilares são o princípio da equivalência, "o movimento de qualquer partícula

de prova em queda livre é independente de sua constituição e estrutura", e a curvatura do espaço-

tempo, que advém da geometria riemanniana [58]. Em uma descrição mais global, a RG é um

conjunto de princípios físico e geométrico que constituem as bases para as equações de campo

de Einstein determinando o campo gravitacional e as equações de geodésica que irão descrever

a propagação da luz e o movimento das partículas neste campo [61]. E nesses mais de 100

anos a RG tem tido muitos sucessos com diversos experimentos e observações confirmando sua

validade.

Entretanto, como toda teoria física e, principalmente, de cunho que se propõe a ser geral,

a RG tem vários problemas. Um deles, advém do uso da geometrização da gravitação, é a

impraticabilidade de se obter uma expressão de densidade energia gravitacional independente

de coordenadas [62]. Outro, proveniente da necessidade de se interpretar e descrever o campo

gravitacional a partir do momento angular deste, peça que também tem impossiblidade no

contexto da RG [63]. Um outro ângulo dessa problemática o próprio Einstein já tinha visto:

efeitos quânticos gravitacionais [20, 21, 24, 25, 64].

Os problemas da RG serão melhores contornados ao utilizar um outro modelo que preserva

os sucessos já conhecidos da RG: Teleparalelismo Equivalente à RG. Inclusive, o próprio Einstein

já deu alguns passos nesse terreno quando estava na busca pela Teoria de Campo Unificado

[24, 25]. Este modelo será melhor apresentado no próxim capítulo 2.

1.2 Fundamentos da RG

As bases principais onde o modelo da RG está colocado são [61]:

(i) Uma estrutura de espaço-tempo quadridimensional;

(ii) Princípio de equivalência;

(iii) Causalidade local;
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(iv) Sistemas de coordenadas preferencialmente locais.

As ideias consequentes desses pilares podem ser resumidamente destacadas como [2, 61, 65]:

(a) A gravidade como efeito da geometria riemanniana, ou seja, a força gravitacional que se

tem na mecânica newtoniana é explicada como sendo uma curvatura do espaço-tempo

quadridimensional;

(b) Massa-energia é a fonte responsável pela curvatura do espaço-tempo quadridimensional;

(c) O caminho das massas livres de ação externa é a geodésica.

A geometria da RG é a riemanniana e nela são modeladas as métricas [2, 66, 67]. Localmente, a

geometria é a euclidiana [68]. Apenas como relembrança: vairiedade um conjunto de objetos que

tem propriedades definidas [67, 69]. No caso físico, além da variedade, utiliza-se o mapeamento

entre cada ponto dessa coleção de objetos e o espaço euclidiano Rn (variedade topológica) [67].

Ou seja, os objetos desse conjunto podem ser quantidades físicas ou fenômenos físicos que são

mensuráveis [62]. Dado a geometria de Riemann é possível traçar curvas e superfícies sobre essa

variedade. Um conjunto de pontos que se conectam perpassando uma curva

xα = x′α(u), (α = 1, 2, . . . , n)

pode ter n dimensões dado u parâmetros e sendo xα as suas n funções [2, 66].

Outro conceito matemático muito importante no contexto da RG versa sobre as transforma-

ções de coordenadas. Elas não devem modificar as quantidades físicas (energia, por exemplo),

ou seja, esses objetos mensuráveis são invariantes sob mudança de coordenadas. Dito de outra

maneira, a forma que um observador, com seu sistema de coordenadas, é modificada mas a

quantidade física não é alterada. E a forma como se faz transformação de coordenadas: xα→ x′α

é dado pelas n equações [66]

x′α = f α(x1, x2, . . . , xn)
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sendo α = 1, 2, ...n. E, para a transformação em cada coeficiente das coordenadas, é utilizado a

matriz de transformação [66]

(
∂x′α

∂xβ

)
=



∂x′1
∂x1

∂x′1
∂x2 . . . ∂x′1

∂xn

∂x′2
∂x1

∂x′2
∂x2 . . . ∂x′2

∂xn

...

∂x′n
∂x1

∂x′n
∂x2 . . . ∂x′n

∂xn


,

cujo determinando J é o jacobiano

J′ =
∣∣∣∣∂x′α

∂xβ

∣∣∣∣ .
Generalizando esses conceitos é possível se ter um tensor, que é um objeto com caracterís-

ticas de um conjunto de quantidades que associa um sistema de coordenadas em um ponto

e pode-se aplicar transformações, ou seja, levar esse ponto que tem tais coordenadas a outro

ponto, na variedade, que terá outras coordenadas sem, contudo, perder as propriedades físicas.

Matematicamente [66],

X ′α... β... =
∂x′α

∂x′γ
. . .

∂xµ

∂x′β
X γ...

µ... .

Um conceito que deve ser citado aqui é o derivada covariante. Para um campo escalar φ, por

exemplo, ele é definido como [66, 70]

∇α φ = ∂α φ≡ ∂φ

∂xα
.

Já para um vetor Xα [66, 70],

∇βXα = Xα
;β ≡ Xα

,β +Γ
α

γβ X γ ,

onde Γα
γβ são os símbolos de Christoffel [70],

Γ
α

γβ =
1
2

gαµ (gµγ,β +gµβ,γ−gβγ,µ)

com

gµγ,β =
∂gµγ

∂xβ
.

Há uma quantidade matemática na expressão dos símbolos de Christoffel: a métrica, de forma
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geral, gαβ. Ela é um tensor simétrico, covariante e de 2a ordem e que, fisicamente, é o formato

de medida de distância entre dois pontos. A métrica é definida, de forma geral [66],

du2 = gαβ dxα dxβ .

A partir desse conceito, dos que já foram anteriormente mencionados e com adição de detalhes, é

possível determinar a curva de menor distância entre dois pontos em uma variedade: a geodésica.

Sua equação é [66, 70]
d2xα

du2 +Γ
α

βγ

dxβ

du
dxγ

du
= 0 . (1.1)

Apenas para efeito de exemplificação, a reta é a geodésica do espaço plano e a circunferência é a

da esfera.

Outra equação de extrema importância para o estudo da RG é o tensor de Riemann-

Christoffel: ele demonstra como é a curvatura do espaço e tem dependência na métrica e

nas derivadas [66, 70]

Rµ
αβγ = ∂βΓ

µ
αγ−∂γΓ

µ
αβ +Γ

ν
αγ Γ

µ
νβ−Γ

ν
αβ Γ

µ
νγ . (1.2)

e é antissimétrico, Rµ
αβγ =−Rµ

αγβ. Para se chegar as equações de campo da RG é necessário

perpassar pela identidade de Bianchi, definida como [66]

∇α Rµνβγ +∇β Rµνγα +∇γ Rµναβ ≡ 0

e fazer o uso do tensor de Ricci, que é a contração de um dos índices do tensor de Riemann-

Christoffel,

Rαβ = Rγ
αβγ = gγµ Rµαγβ ,

sendo o escalar de curvatura ou de Ricci,

R = gab Rab . (1.3)

O tensor de Einstein é definido como [66]

Gµν ≡ Rµν−
1
2

Rgµν ,

onde a condição

∇β Gα
β ≡ 0 (1.4)
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é satisfeita pela contração das identidades de Bianchi.

Por último [70],

Rµν−
1
2

Rgµν = 8πTµν ,

são as equações de campo da RG. O tensor de Einstein aparece no lado esquerdo da equação,

Gµν = 8πTµν .

Einstein demonstrou, ao tomar a equação (1.4), [23, 59, 60]

tµ
ν =

1
16π

[
Lδ

µ
ν−gαβ,ν

∂L
∂gαβ,µ

]
, (1.5)

com L = gαβ (Γν
αµ Γµ

βν−Γµ
µν Γν

αβ). Ou seja, a quantidade derivada tµ
ν, que seria a densi-

dade de energia gravitacional, é um pseudotensor, pois, os seus componentes não podem ser

transformados em quaisquer coordenadas de forma livre. Isso está relacionado ao fato de que

é possivel se obter uma energia gravitacional mas ela sempre deverá estar ligada a um sistema

de coordenadas e não a qualquer sistema de coordenadas, como deveria ser. As quantidades

físicas como energia e densidade de energia não podem estar presas a um sistema de coordenadas

e, infelizmente, a RG não fornece outra opção. Por isso, há busca por outras teorias, como o

Teleparalelismo equivalente à RG. O grande interesse por trás desse fato é a quantização da

energia gravitacional ou da densidade de energia gravitacional [22].

1.3 Equações de campo pelo princípio variacional

Considerando os fundamentos gerais que foram mostrados na seção anterior, o próximo

passo será demonstrar a construção das equações de campo da RG perpassando pelo caminho do

princípio variacional. Acrescenta-se que não foi o mesmo usado por Einstein, em contrapartida,

é importante salientar que não há apenas aquele caminho [66, 71]. Aplicando o funcional [2, 72]

δ

∫
Ld4x = 0 , (1.6)

obtém-se uma quantidade invariante sob transformações de coordenadas e em termos da métrica

gµν e a densidade lagrangiana sendo

L= R
√
−g
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onde R é o escalar de Ricci, definido em (1.3), e g = detgµν. Isto levará a ação [71, 73]

SEH =
∫

R
√
−gd4x

ser a ação de Einstein-Hilbert. A quantidade
√
−gd4x é um elemeto de volume invariante e

√
−g, uma densidade escalar. Aplicando a expressão anterior, SHE , no funcional (1.6) com o uso

do escalar de Ricci (1.3) e simplificando,

δSHE =
∫

d4x
√
−g
(

Rµν−
1
2

gµν R
)

δgµν .

Tomando apenas a parte geométrica da ação e com o reuso do funcional (1.6) se chega a

Rµν−
1
2

gµν R = 0 .

Mas, a forma completa das equações de campo da RG leva em consideração a parte da matéria,

SM, que é adicionada a SEH ,

S =
1

16π
SEH +SM ,

e ficando na configuração de

Rµν−
1
2

gµν R = 8πTµν . (1.7)

O último termo dessa expressão é definido como Tµν = 2 1√
−g

δSM
δgµν e é o que responde pela parte

da densidade de energia total, quantidade esta que é medida por um observador inercial [2, 73].

1.4 Alguns resultados da RG

A RG tem cerca de mais de 100 anos. Considerando como parâmetro outros modelos físicos,

como, por exemplo, a mecânica newtoniana, ela é jovem. Além disso, ele obteve sua formulação

completa, após alguns anos de montagem, a partir da RE. Relembrando que a RE foi uma teoria

com referenciais inerciais e uma tentativa, bem sucedida, de explicar alguns fenômenos que

falham quando se tem velocidades próximas da luz (no eletromagnetismo, por exemplo [54, 74]).

Só que a RE foi trabalhada de 1905 até 1916 para ser mais geral com a inclusão da gravitação.

Acrescenta-se que a RG, depois de formulada matematicamente, trazia consigo uma revisão

de universo conhecido, ou seja, a forma que se via a força gravitacional foi reformulada e a visão

de um universo, que foi "descoberto" observacionalmente com Hubble, mudou completamente;
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apenas para citar dois casos. Entretanto, até a sua publicação [59, 60], era apenas mais um

modelo matemático; para se tornar uma teoria aceitável deveria ter comprovações. E a história

fez uma grande demonstração de evidências, pelo menos nos limites que foram feitos até agora.

1.4.1 Trajetória da luz em um campo gravitacional

Como a RG é formada em um espaço curvo riemanniano a geodésica é determinada, pela

equação (1.1). Isso significa que se um corpo tem muita massa a curvatura que ele fará no

espaço-tempo será grande o suficiente para modificar a trajetória de um feixe de luz que passe

perto desse objeto. E uma das previsões da RG era justamente uma trajetória modificada da luz

advinda de uma estrela passando perto do Sol.

O valor calculado na RG para esse ângulo seria de apenas 1,75" de arco [58]. Em 1919

houve um eclipse solar e o astrônomo inglês Eddington montou duas equipes para observar esse

fenômeno e testar esse cálculo. Juntamente com Dyson e Davidson, ele publicou os resultados

das expedições (uma na ilha do Príncipe e outra na cidade de Sobral, Ceará). Eles observaram

a deflexão da luz de 13 estrelas e o valor do ângulo estava na casa dos 1,98”±0,30”, ou seja,

dentro do faixa prevista pela RG [6, 7, 58]. Este resultado deu grande repercussão à RG. Como

se não bastasse, esse fenômeno foi reobservado em outras ocasiões, inclusive sendo o planeta

Júpiter um dos objetos de deflexão da luz [58, 75]. Em junho de 2018 um artigo foi publicado

testando a RG em lentes gravitacionais com o mesmo fenômeno de luz curvada mas em um

objeto muito massivo e distante. A galáxia ESO 325-G004 tem, em sua frente com relação à

Terra, uma lente gravitacional de 2,95" de arco e teve uma precisão de 68% em comparação com

o previsto da RG, ou seja, a primeira vez que ela é testada a uma grande distância e tem uma boa

precisão [76].

1.4.2 Efeito relativístico no movimento de Mercúrio

Todos os planetas conhecidos têm movimentos bem explicados pela mecânica clássica e

incluem perturbações gravitacionais devido configuração que eles possuem em volta da estrela.

Um desses movimentos é o de precessão, onde há uma alteração angular em relação ao plano

da órbita. Essa alteração, apesar de muito pequena, pode ser mensurável e é catalogada no

sistema solar há décadas. Mas, o periélio do planeta Mercúrio possui uma alteração que foge da
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Figura 2: Imagem positiva (à esquerda) e negativa (à direita) retiradas do relatório de Eddington,
conjuntamente com Dyson e Davidson, relativo ao eclipse de 1919 [7].

explicação newtoniana e é um problema conhecido há muito tempo [8, 9, 77].

Desde 1859, essa anomalia já é conhecida. Le Verrier deu algumas possíveis soluções,

envolvendo uma alteração na massa de Vênus (até de 10%), objeção perfeitamente colocada.

Essa anomalia se deve ao fato de Mercúrio ter um ângulo de 1,38" de arco em relação ao seu

plano de órbita somada em cada translação. A perturbação acontece devido a outros planetas,

retira 1,28" de arco mas há 0,10" que não tem explicação e, por século, dá um avanço de 43.03"

[7, 8, 9, 58, 77]

Os cálculos de Einstein deram uma contribuição para o suporte a essa pequena parte que

não foi explicada do periélio de Mercúrio o qual escapava das mãos da teoria gravitacional de

Newton [7, 8, 9, 58, 77, 78].

1.4.3 Ondas gravitacionais

Um fenômeno previsto na RG é a geração de ondas do tipo transversais e que tem velocidade

de deslocamento igual a da luz [79]. Essas ondulações do espaço-tempo, tem sinais de detecção

muito pequenas, de acordo com a interpretação da RG, sendo necessários laboratórios com a

mais alta tecnologia para tal empreendimento. Em 1974, um sistema binário, denominado PSR
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B1913+16, foi descoberto por Hulse e Taylor [80] e, alguns anos depois, Taylor e Weisberg detec-

tam que esse pulsar tinha um comportamento anômalo com relação as interações gravitacionais

entre os objetos, indicando que poderia ter evidenciado ondas gravitacionais de forma indireta

[81]. Depois de 30 anos de subsequentes observações relativas a esse objeto, eles publicam mais

resultados sobre o fenômeno relativístico [82]

O Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO) detectou a primeira onda

gravitacional de forma direta e usando interferometria. Esse gigantesco laboratório terrestre tem

dois braços em perpendicular de 4 km cada e emissão de laser com retorno e comparação do

sinal emitido e recebido. Caso alguma onda gravitacional perturbe o tamanho (diminuindo ou

aumentando) dos braços, essa interferência é detectável no atraso / adiantamento das frentes de

onda da luz.

A primeira detecção no LIGO foi feita no dia 14 de setembro de 2015. O evento foi a fusão

de dois buracos negros do tipo estelar com aproximadamente 29 e 36 M� (massas solares),

gerando um novo objeto com massa de 62 M� e a diferença foi emitida em forma de energia

gravitacional [12, 83, 84, 85]. No mesmo ano, no dia 26 de dezembro, outro sinal perpassou

pelos detectores advindo de uma coalescência de dois buracos negros com, aproximadamente,

7,5 e 14,2 M� cada. Após a fusão nasce um novo objeto com 20,8 M� e a diferença ficando a

cargo do LIGO detectar no formato de ondas gravitacionais [13]. O ano de 2017 foi bastante

promissor ao LIGO. No dia 04 de janeiro, foi detectada uma onda gravitacional com energia

de, aproximadamente, 2 M�, advinda da fusão de dois buracos negros com aproximadas 19,4

e 31,2 M� cada [15]. No dia 14 de agosto, um sinal de aproximadamente 2,7 M� em forma

de energia gravitacional sai de uma fusão de dois buracos negros com 30,5 e 25,3 M� cada

[14, 16, 86, 87]. O ano fecha com a publicação de uma outra onda que foi detectada no dia 8

de junho: dois buracos negros com, aproximadamente, 7 e 12 M� cada se fundem gerando uma

emissão aproximada de 0,85 M� de energia gravitacional [17]. Todas essas detecções, somadas

às tecnologias de observação em ótico, raios gama, raio X (e outras) tem aberto uma nova janela

de pesquisa: a astronomia multimensageira, ou seja, são colaborações de vários detectores para

observações de fenômenos que, a princípio, só tinha previsão teórica [18]. O exemplo dessa nova

área é a detecção das ondas gravitacionais pelo LIGO no dia 17 de agosto de 2017 e que teve

contrapartidas em ondas eletromagnéticas, ou seja, observações independentes de outras equipes,

como o Fermi Gamma-ray Burst Monitor, dentre outros [19].
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Figura 3: Sinal do primeiro evento de detecção direta de onda gravitacional pelo LIGO Scientific
Collaboration às 09:50:45 do dia 14 de setembro de 2015 [12].

1.4.4 Descoberta de buracos negros

A validade da RG em determinados regimes cósmicos foi atestada por meio de vários outros

fenômenos, dentre eles, uma classe de objetos supermassivos com uma densidade extremamente

grande e que tem visibilidade estonteante dentro da astrofísica são os chamados buracos negros.

Eles podem ser divididos em algumas classes mas todos têm a mesma característica: velocidade

de escape é igual ou maior do que a da luz.

Esse conceito de um objeto muito massivo não é da RG; já vem das especulações de Michell

e Laplace nos séculos XVIII e XIX. A hipótese seria de haver astros no universo onde a própria

luz não escaparia de sua influência devido a velocidade de escape ser igual à da luz. Essas

estrelas negras poderiam ter a massa do Sol mas concentradas em um raio de apenas 18,5 km. A

conhecida equação da mecânica clássica da velocidade de escape era [58]

ve =

√
2M
R

.



1.4. ALGUNS RESULTADOS DA RG 33

Mas esses objetos astrofísicos ainda não tinham sido vistos. Com o advento da RG em 1916

foi possível encontrar soluções das equações de campo (1.7) e, dentre elas, uma que tivesse uma

massa crítica específica o suficiente para haver astros com essas configurações. Schwarzschild

encontra uma solução [70, 88, 89]

d s2 = (1−2M/r)dt2− (1−2m/r)−1d r2− r2(dθ
2 + sin2

θdφ
2)

cujo raio RS (conhecido como raio de Schwarzschild) é

RS =
2GM

c2 .

Isso significa que pode haver objetos cuja massa confinada no RS terão velocidade de escape

ve > c.

A primeira detecção com inferência sobre esses massivos objetos ocorreu em 1965 [10],

sob fortes revisões e simulações com os dados observados [90, 91, 92, 93] e atualmente já são

conhecidos e catalogados vários objetos com essas mesmas características inferindo que os

modelos teóricos indicam: buracos negros.

Figura 4: Telemetria do sinal de Cyg XR-1, a fonte de raios X cósmicos que teve o primeiro
candidato a buraco negro [10].

A título de exemplificação, será citado o caso do redshift gravitacional da estrela S2 ao
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passar pelo buraco negro supermassivo, Sgr A*, a 26 mil anos-luz de distância no centro da

Via Láctea e período de 16 anos. O VLT (Very Large Telescope) do ESO (European Southern

Observatory) analisou várias medidas (posições em relação ao buraco negro) durante 26 anos

[11]. O Sgr A* tem uma massa aproximada de 4 milhões M�. Há diversos trabalhos na literatura

que evidenciam a presença desse objeto no centro da galáxia [94, 95, 96]

Figura 5: Do lado esquerdo: região onde há fontes de emissão de radiação infravermelha (IRS)
e o Sgr A* no retângulo. Do lado direito: aumento da região retangular, que tem 2", destacando a
posição do buraco negro com uma cruz. As duas imagems foram feitas por difração limitada
banda KS (2,18 µm de radiação) [94].

.

Quando passa pelo pericentro, a estrela S2 tem uma velocidade aproximada de 7.650 km/s

ou quase 3% da velocidade da luz. Os efeitos relativísticos desse sistema devem ser considerados

dada a alta velocidade e, claro da interferência gravitacional que o Sgr A* impõe no sistema.

Quando é analisado a dinâmica apenas com órbita kepleriana a curva não explica as posições

observadas. Utilizando a medida da velocidade no pericentro e os os termos de primeira ordem

do PPN 1.

1Parametrized Post-Newtonian é um formalismo que se utiliza de correções dos modelos newtoniano e pós-
newtoniano da gravidade. O uso de um conjunto de valores específicos desses modelos leva o PPN a estar dentro do
que é previsto pela RG [97]
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Figura 6: Monitoramento da estrela S2 orbitando o Sgr A*. Do lado esquerdo, superior: posição
da estrela S2 semanas antes da passagem pelo pericentro. Do lado direito, superior: mesma
imagem mas por outro interferômetro. Inferior: posição da S2 em julho de 2017 (esquerdo) e
alguns dias depois, entre maio e junho de 2018, da passagem pelo pericentro. Todas as imagems
foram feitas na banda KS (2,18 µm de radiação)[11].
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Capítulo 2

TELEPARALELISMO EQUIVALENTE

À RELATIVIDADE GERAL

O ponto incial de estudos cosmológicos é um modelo sintetizado por Einstein que tem

proporcionado bons resultados, ao longo desses mais de 100 anos, mas que também deram

problemas que inabilitam maiores passos no contexto geral para explicar o universo. Esses

avanços se concentram desde as grandes estruturas e o seu desenvolvimento, como conceitos de

matéria e energia escuras, até o início do universo, onde é necessário todo o aparato físico, como

a física quântica e gravidade. Uma possível saída para solucionar esse problema é formular um

modelo que abarque as conquistas observacionais da RG mas que tenha braços de atuação na

física quântica, principalmente no que concerne a gravidade e o seu funcionamento no início do

universo. E esse modelo teórico, que será focado nesse trabalho, é o Teleparalelismo Equivalente

à Relatividade Geral (TEGR). Um breve histórico, um sumário da estrutura matemática com

envolvimento de lagrangiana e das equações de campo, conjuntamente com rápida interpretação

física serão os temas deste segundo capítulo.

2.1 Breve histórico da TEGR

A RG é uma teoria que abarca feitos gravitacionais devido a curvatura do espaço-tempo

riemanniano mas, ela tem alguns problemas, por exemplo, a energia do campo gravitacional é

descrita por um pseudotensor e que tem validade local, ou seja, é só definida em uma região

específica do espaço e está atrelada a um sistema de coordenadas [20, 21, 22, 23]. Isso inviabiliza
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a construção de uma teoria geral que possa discretizar a energia desse campo e explorar mais

detalhes do universo, como o seu estágio inicial.

A TERG tem por base o campo de tétradas ea
µ. Com esse objeto é possível construir o tensor

métrico gµν do espaço tempo físico, os símbolo de Christoffel 0Γλ
µν, dentre outras quantidades.

Esses objetos serão melhor definidos mais adiante, no entanto, é importante mencionar que eles

entidades matemáticas que dão sustentação teórica e que realizam algumas soluções, dentre elas,

a construção de expressões de energia, densidade de energia e momento angular gravitacionais.

Diferente da RG, que tem sua geometria embasada na riemanniana, o espaço do TEGR é o

de Weitzenböck, matemático alemão que publicou em 1923 uma obra onde apresenta esses

conceitos [98]. A diferença entre esse espaço e do da RG é que no TERG se tem torção mas a

curvatura é nula; já na RG é o inverso.

A busca por um modelo que fosse mais "geral" que a RG começou com Einstein. Ao

trabalhar com o que é conhecido como equações de Einstein-Cartan ele já visualizava que

seriam necessários modelos desse tipo; isto já em 1930, enquanto tentava uma unificação o

eletromagnetismo e a gravitação [24, 25]. E uma das formas que ele trabalhava era com o que é

conhecido por equações de Einstein-Cartan: um modelo que tem espaço-tempo curvo (geometria

riemanniana) e torção (geometria de Weitzenböck) [26].

Em 1961, Møller demonstrou que é impossivel anular o campo gravitacional por apenas

transformação de coordenadas, ou seja, utilizando o pseudotensor da RG não é possível construir

uma expressão que seja independente de coordenadas; a dependência não desaparece. Mas,

deixou uma porta aberta: a densidade de energia gravitacional pode ser construída [99]. Dois

anos depois, utilizando as ideias de Møller, Pellegrini e Plebanski encontram uma formulação

lagrangiana e as equações de campo, além de demonstrarem que elas são completamente

equivalentes à RG [100]. Chegando em 1976, Y. M. Cho deriva uma teoria de gravidade em

tétradas como uma teoria de grupos (translação) e que é equivalente à densidade lagrangiana de

Einstein-Hilbert da RG [2, 101, 102].

No ano seguinte, Hayashi publicou um artigo que era uma síntese da New General Relativity

(NGR). No trabalho, ela foi construída no espaço de Weitzenböck, onde o tensor de curvatura

é nulo, e a gravidade se dá do tensor torção, reproduzindo a teoria newtoniana (aproximação

de campo fraco) e, além disso, para os testes que a RG passou, ela comtemplava de forma

equivalência [103]. Em 1979 / 1981, Hayashi retornou com Shirafuji descrevendo a NGR
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Figura 7: Gráfico do artigo de Hayashi, de 1979, sobre a New General Relativity [26]. Nela é
mostrado como o espaço-tempo de Riemann-Cartan é reduzido para o espaço-tempo de Riemann
(da RG, com torção = 0 e curvatura , 0) ou para o espaço-tempo de Weitzenböck (do futuro
TERG, com torção , 0 e curvatura = 0). Quando a curvatura = torção = 0 se tem o espaço-tempo
de Minkowski

de forma completa: tensores de curvatura nulo e torção formado por quatro campos vetoriais

paralelos, ou seja, gravidade é efeito da torção [26]. Além do mais, ao fazer os ajustes necessários

dos parâmetros, a densidade lagrangiana se reduz a densidade de curvatura escalar, eR, da

geometria riemanniana [26, 27, 104]. E, pra finalizar, nos apêndices do artigo de 1979, há uma

tabela comparativa entre a RG e a NGR, demonstrando o espaço-tempo, estrutura, gravitação,

campos fortes, aproximação de campo franco, dentre outros elementos [26].

Em 1994, Maluf estabelece a formulação hamiltoniana da TERG a partir de vários desenvol-

vimentos e novas implementações para o modelo. [105]. E uma das consequências futuras desse

trabalho foi motivar outros pesquisadores a avançar, com essa base, em novas ideias de como

quantizar a gravidade. Ao passo que várias tentativas foram infelizes e outras ainda estão em

progresso, a realidade daquele momento é que os modelos não reproduziam a RG em larga escala

quando se vinha da escala de Planck e isso é um sério problema quando se tem em mente uma

teoria geral física. O destaque, dentre diversos pontos que podem ser levantados desse trabalho,

é que a formulação hamiltoniana e seus componentes são muito similares à de ADM (Arnowitt,

Deser e Misner), que foi uma formulação hamiltoniana da RG.
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Diversas evoluções e desenvolvimentos de aplicações e ferramentas dentro da TERG têm

sido feitas nos últimos 20 anos. Algumas citações serão separadas. Em 2009, uma área de

pesquisa para construir uma expressão para o momento angular do campo gravitacional que

seja independente das coordenas, foi tema de uma tese [63]; não obstante, este problema não

pôde ser resolvido no ambiente da RG. Acrescenta-se ainda um outro destaque persente na

revisão do eletromagnetismo em referenciais acelerados, em que a quantidade física aceleração

é absoluta (e não relativa) quando se analisa uma carga pontual em repouso com relação a um

referencial acelerado [106]. Um problema análogo ao eletromagnetismo, que é a descrição dos

feitos gravitoelétricos e gravitomagméticos, teve uma linha de pesquisa em andamento dentro do

âmbito da TERG [107]. As ondas gravitacionais, que tem sido motivo de alegria e movimentação

tanto no LIGO quanto na comunidade científica, continuam sendo investigadass no espaço-tempo

de Weitzenböck [108, 109]. Objetos astrofísicos superdensos, como as estrelas de nêutrons e

algumas de suas propriedades estão nas mesas de cálculos do TERG [73, 110].

Já em 2014, um grande passo foi dado em relação à TERG, a partir da publicação de um

trabalho que apresentava um processo de quantização para espaço-tempo tipo Schwarzschild.

Nele, com a posse de um hamiltoniano do sistema advindo da TERG, foi possível montar um

processo para se obter quantidades físicas dentro do contexto quântico e, aplicado ao espaço-

tempo de Schwarzschild, permitiu uma quantização de matéria. Para tal, o resultado foi uma

definição de m0 (o quantum de matéria) e a discretização da massa do buraco negro em função

desse mínimo de quantidade física [28]. No ano seguinte uma linha de pesquisa avança em

contexto clássico da cosmologia no que tange à expansão acelerada do universo [111]. Uma outra

aplicação cosmológica foi feita com o Teleparalelismo Conforme, no qual se fez um modelo de

FLRW [112] e se encontra a definição de energia gravitacional [113, 114]. Neste ano de 2018,

destaca-se um novo trabalho dilatou a TERG amarrando pesquisas com termodinâmica [115] e

avanços na quantização do momento angular para espaços-tempo tipo Kerr com baixas rotações

[116].

Menciona-se como destaques destaques finais, a inserção de um texto em português sobre

o TERG aplicado em cosmologia do mesmo autor dessa tese [2]. Além do mais, um artigo foi

publicado mostrando como foi feita a cosmologia quântica, detalhe possível fora do contexto da

RG e trabalhado com a TERG [3]. Um terceiro trabalho está em processo de publicação e é o

cerne dessa tese: discretização de energia em cosmologia quântica [3].
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2.2 Campo de tétradas

O teleparalelismo é um conjunto geométrico que é possível estabelecer a noção de dis-

tância paralela. Em outras palavras, considerando um campo vetorial V µ(x), um ponto xµ

com componentes de tétradas V a(x) = ea
µ(x)V µ(x), uma distância xλ + dxλ com componen-

tes de tétradas V a(x+ dx), a derivada covariante será V a(x+ dx) = V a(x) +∇V a(x), sendo

∇V a(x) = ea
µ(∇λV µ)dxλ [27].

A configuração da TERG é feita em termos de campo de tétradas. Esse campo tem infor-

mações sobre: a construção do tensor métrico gµν; o espaço-tempo tangente plano (ηab); os

símbolos de Christoffel (0Γλ
µν), que responsáveis pela mudança dos versores; conexão de Levi-

Civita (0ωµab(e)); o tensor de contorção Kµab, construído com uma operação entre os tensores de

torção e que é acompanhado pelo campo de tétradas para converter os índices locais de Lorentz

em de espaço-tempo e vice-versa; a conexão de Weitzenböck (Γλ
µν), que é responsável por

estabelecer conjuntamente o espaço-tempo da teoria; a conexão de spin (ωµab), quando zerada,

faz o ponteamento entre o espaço-tempo de Weitzenböck e a geometria riemanniana, permitindo

que elas sejam completamente equivalentes em todos os efeitos físicos; tensor de torção (T λ
µν),

que é a quantidade responsável pelos efeitos gravitacionais (contrário ao tensor de curvatura de

Riemann na RG) e o tensor Σabc, que tem em sua composição operações de soma, subtração e

multiplicação com os tensores de torção e ηab. Todos esses elementos serão definidos adiante

[2, 27, 62, 105].

O campo de tétradas é descrito por 4 vetores no espaço-tempo ortonormais e linearmente

independentes, ea
µ, com o índice do espaço-tempo tangente plano a = (0),(i). Já os índices

de espaço-tempo físico são descritos como µ = 0, i. Os dois tipos de índices variam de 0 a

3. O espaço-tempo de Minkowski é fixado como ηab = eaµ ebν gµν = (− + ++). Os vetores

do tipo tempo são descritos por e(0) µ e os do tipo espaço por e(i) µ. Este último se transforma

covariantemente sob transformações de coordenadas SO(3, 1), Lorentz: ẽa
µ = Λa

b eb µ, sendo

a representação do grupo SO(3, 1) dada pelas matrizes {Λa
b} satisfazendo Λa

c Λb
d ηab = ηcd

[27, 117, 118]

Algumas relações entre o campo de tétradas ea
µ, o espaço-tempo físico gµν e o plano tangente

ηab. Considerando um vetor no espaço-tempo físico, a sua correspondente no tangente, usando a
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tétrada, é dada por

V µ = ea
µV a ,

com inversa

V a = ea
µV µ .

A relação de ortonormalidade é

ea
µ eb

µ = δ
a
b ,

ea
µ ea

ν = δ
ν
µ .

Utilizando as relações anteriores, o tensor métrico do espaço-tempo curvo físico fica como

gµν = ea
µ eaν ,

gµν = eaµ ea
ν .

e tangente como

ηab = ea
µ eb

ν gµν ,

η
ab = ea

µ eb
ν gµν ,

com ηab = eaµ eb
µ sendo a métrica de Minkowski [2, 62, 72]. O determinante do campo de

tétradas é dado por e = det(ea
µ). As unidades contantes físicas estão escolhidas fixamente como

G = c = 1, salvo explicitamente o contrário [27, 62].

2.3 Construção do formalismo lagrangiano

As tétradas são as quantidades responsáveis por relacionarem os índices de Lorentz e os

do espaço-tempo. E, para se construir uma formulação lagrangiana da teoria (necessária para a

construção das equações de campo, definições de energia e densidade de energia, dentre outras

quantidades físicas) é exigido, a princípio, que esse modelo tenha uma invariância local de

Lorentz. Para tal, se introduz uma conexão de spin ωµaν do grupo SO (3, 1) local e, impondo

que essa conexão seja nula (para se obter a equivalência com a RG) se obtém uma densidade de

lagrangiana, que é invariável sob transformações globais de Lorentz. A partir desses detalhes

são obtidos as equações de campo e, para efeitos de comparação, a relação delas com a RG é de

clara compatibilidade [62, 63].
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Inserindo a conexão de spin o TERG exige que a derivada covariante da tétrada seja nula, ou

seja, garante que o campo de tétradas estabeleça um conjunto de campos auto-paralelos [63, 73],

∇µea
ν = ea

ν;µ = 0 ,

∂µea
ν−Γ

λ
µν ea

λ +ωµ
a

b eb
ν = 0 . (2.1)

Separando a conexão Γλ
µνea

λ, que é descrita em função da tétrada e da conexão de spin,

Γ
λ

µν = eaλ eb
νωµab + eaλ

∂µeaν (2.2)

e, substituindo-a na expressão definida de tensor usual de curvatura, é obtido o tensor de curvatura

geral em função

Rλ
γµν(Γ) = ∂µΓ

λ
γµ−∂νΓ

λ
γµ +Γ

c
γν Γ

λ
cµ−Γ

c
γµ Γ

λ
cν = ea

λ eb
γ Ra

bµν(e,ω) , (2.3)

que é o tensor curvatura geral. Desenvolvendo os termos da equação (2.3) e considerando a

derivada do campo de tétradas, equação (2.1), se tem

Rλ
γµν(e,ω) = ea

λ eb
γ (∂µωνab−∂νωµab +ωµac ωνcb−ωνac ωµcb) . (2.4)

Usando a equação (2.2) para se calcular o tensor torção, definido como

T λ
µν = Γ

λ
µν−Γ

λ
νµ , (2.5)

é obtido [2, 63, 73]

T a
µν(e,ω) = ∂µea

ν−∂νea
µ +ωµ

a
b eb

ν−ων
a

b eb
µ . (2.6)

A conexão de spin da equação (2.6), ωµaν, é formalizada identicamente

ωµab =
0
ωµab +Kµab , (2.7)

sendo a conexão de Levi-Civita como 0ωµab e possuindo torção nula, sendo que a outra expressão

é o tensor de contorção, Kµab. Estes objetos são definidos como

0
ωµab = −1

2
ec

µ(Ωabc−Ωbac−Ωcab) ,

Kµab = −1
2

ea
λeb

ν(Tλµν +Tνλµ +Tµλν) , (2.8)
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onde

Ωabc = eaν (eb
µ

∂µec
ν− ec

µ
∂µeb

ν) .

Com isso, uma identidade relacionando a conexão de Levi-Civita da equação (2.8), 0ωµab, com o

tensor de contorção Kµab é [27, 73, 119]

0
ωµab =−Kµab .

Trazendo a derivada covariante de (2.1), aplicando a conexão de spin como ωµab = 0 e

fazendo algumas manipulações, é obtido

Γ
λ

µν =
0

Γ
λ

µν + eaλ Kµabeb
ν .

Esta é a conexão de Weitzenböck por Γλ
µν = eaλ ∂µeaν, sendo assimétrica pelos índices µ e ν.

Aplicando-a no tensor torção, equação (2.5), conjuntamente com o tensor de curvatura Rd
abc

da equação (1.2), é obtido um tensor torção não nulo, T λ
µν = eaλ (∂µeaν−∂νeaµ), e um tensor

nulo. Ou seja, a parte não nula é o agente do efeito gravitacional nessa teoria, em contrário à

interpretação de curvatura da RG [2, 119].

Com o uso da equação (2.7) para o cálculo do escalar de curvatura, que advém da contração

dos índices do tensor de curvatura geral definido na equação (2.3), e da multiplicação do

determinante da tétrada, a relação básica para calcular a densidade de lagrangiana no TERG é

obtida como [62, 63]:

eR(e, ω) = eR(e)+ e
(

1
4

T abc Tabc +
1
2

T abc Tbac−T a
a

)
−2∂µ (eT µ) . (2.9)

Impondo que a conexão de spin seja zerada, ωµab = 0, o escalar de curvatura, retirado da

contração dos índices do tensor da equação (2.3), são zerados, o tensor de torção T a
µν, (2.6), é

refeito como

T a
µν(e) = ∂µea

ν−∂νea
µ . (2.10)

e a expressão (2.9) se torna [2, 62, 63]

eR(e)≡−e
(

1
4

T abc Tabc +
1
2

T abc Tbac−T a
a

)
+2∂µ(eT µ) , (2.11)

T a
a = T b

b
a. É importante salientar que tanto o lado direito quanto o lado esquerdo dessa

expressão (2.11) são invariantes sob as mesmas transformações locais SO(3, 1) [27].
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A densidade lagrangiana L é descrita desprezando a divergência da equação (2.10), pois ela

não tem contribuição na ação total [2, 62, 63]:

L(eaµ) = −k e
(

1
4

T abc Tabc +
1
2

T abc Tbac−T aTa

)
−LM

≡ −k eΣ
abc Tabc−LM (2.12)

sendo k = 1
16π

e a densidade de lagrangiana para os campos de matéria, LM. Ela pode ter outro

formato,

L(eaµ) =−k eΣ
abcTabc−LM , (2.13)

onde o tensor Σabc é definido como [27, 105]

Σ
abc =

1
4

(
T abc +T bac−T cab

)
+

1
2

(
η

ac T b−η
ab T b

)
. (2.14)

2.4 Equações de campo e energia-momento gravitacional

De posse da densidade lagrangiana e de todos os elementos apresentados na seção anterior

2.3, o próximo passo que será apresentado no panorama desse modelo gravitacional é a construção

das equações de campo e sua comparação com a RG, mostrando a equivalência dinâmica. E uma

quantidade essencial será referenciada em boa parte desse trabalho e que é um diferencial da

RG: tensor de energia-momento gravitacional. Com ele será possível construir uma equação de

continuidade e, focando nesse último, uma cosmologia quântica de universo primordial, [1, 2, 3].

Quando se toma a variação da ação total, descrita em (2.12), e aplicando nas equações de

Euler-Lagrange, dadas como

δL

δeaµ
=

∂L

∂eaµ
−∂ν

∂L

∂(∂νeaµ)
= 0 ,

se encontra as equações de campo da TERG [62, 73, 113, 119, 120], que são descritas como:

eaλ ebµ ∂ν(eΣ
bλν)− e

(
Σ

bν
a Tbνµ−

1
4

eaµ Tbcd Σ
bcd
)
=

1
4k

eTaµ . (2.15)

Mesmo a densidade de lagrangiana não sendo invariante sob uma SO(3, 1) arbitrária, essas

equações de campo (2.15) são covariantes sob uma transformação local do mesmo grupo [73].

Analisando a expressão acima (2.15) é notável que o termo Σabc Tabc tem proporcionalidade ao
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escalar de curvatura advindo da relação (2.9) com uma divergência total a menos. Isso implica,

fazendo vários cálculos, que o lado esquerdo da equação (2.15) é proporcional ao tensor de

Einstein, Gaµ = ea
ν Gνµ , resultando na relação

eaλ ebµ ∂ν(eΣ
bλν)− e

(
Σ

bν
a Tbνµ−

1
4

eaµ Tbcd Σ
bcd
)

=
1
2

e
[

Raµ(e)−
1
2

eaµ R(e)
]
,

(2.16)

Raµ(e)−
1
2

eaµ R(e) =
1

2k
Taµ . (2.17)

As equações (2.16) e (2.17) são completamente equivalentes, i. e., essa teoria construída até

aqui é justificada no nome com a RG, e ainda continua sendo uma teoria essencialmente

geométrica, tendo curvatura nula e tensor torção diferente de zero (montagem dada inicialmente

pela imposição da conexão de spin zerada).

Uma importante quantidade a ser destacada advém da reescrita das equações de campo

(2.15). A sua reconfiguração fica [2, 27]:

∂ν

(
eΣ

aλν

)
=

1
4

eea
µ (tλµ +T λµ) , (2.18)

com destaque ao tensor

tλµ = k (4Σ
bcλ Tbc

µ−gλµ
Σ

bcd Tbcd) (2.19)

Este tensor é interpretado como sendo o de energia-momento do campo gravitacional e tem

como característica fundamental, dentre outras [121], ser verdadeiro sob transformações de

coordenadas, mesmo não sendo simétrico. E ele entra em rota de colisão de forma natural com a

expressão (1.5) que não é um tensor real sob qualquer transformação de coordenadas.

Um outro detalhe que deve ser destacado vem do tensor Σaλν, que é anti-simétrico nos dois

últimos índices, Σaλν = −Σaνλ. Uma lei de conservação, para etaλ e eT aλ é feita derivando a

equação (2.18) em relação à ∂ν,

∂µ∂ν

(
eΣ

aλν

)
≡ 0 ,

e obtendo

∂µ [eea
µ(tλ

µ +T λµ)] = 0 . (2.20)

Em outras palavras, essa última relação é uma lei de conservação local para os tensores de

energia-momento gravitacional, tλ
µ, e para os de campo de matéria, T λµ, e não há equivalente
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na RG. Utilizando essa mesma expressão (2.20) para escrever a equação de continuidade como

d
dt

∫
V

d3 xeea
µ(t0

µ +T 0µ) =−
∮
S

dS j [eea
µ(t jµ +T jµ)] (2.21)

onde a parte da integral é sobre todo o volume V que tem, por delimitação, a superfície S.

Reescrevendo o lado esquerdo dessa equação (2.21) com objetivo de obter uma expressão do

quadrivetor de energia-momento total dentro do volume V , se tem [27, 63, 73, 120, 122]

Pa =
∫
V

d3xeea
µ(t0

µ +T 0µ) (2.22)

e com componentes do tipo Pa = (E/c, P) levando a ser reescrito como

Pa =−
∫
V

d3x∂ jΠ
a j =−

∮
S

dS j Π
a j , (2.23)

sendo

Π
a j =−4k eΣ

a0 j , (2.24)

que é interpretado como densidade de energia-momento gravitacional. As componentes de Pa

tem correspondência com energia total quando a = 0 e os outros índices, indo de 1 a 3, dizem

respeito a parte do momento. O termo Πa j está relacionado tanto ao tensor taµ quanto ao T aµ.

Outro ponto a ser relevado é que a equação (2.23) é invariante sob transformações de coordenadas

[3].

Um detalhe adicional, para finalizar esse panorama sobre a TERG, é concernente ao mo-

mento angular gravitacional. Não serão tratados todos os pontos mas, há um campo de tétradas

importante que é fixado no observador e será utilizado no último capítulo na construção da cos-

mologia quântica. Para se obter a parte do momento angular gravitacional, equações de restrição

são colocadas. Tomando da definição de momento canonicamente conjugado da formulação

hamiltoniana da TERG, [27]

Π
aµ =

δL
δ ėaµ

=−4k eΣ
a0µ ,

ela levará a uma restrição de ordem primária, Γab = 0,

Γ
ab =−Γ

ba = Π
[ab]+4k e(Σa0b−Σ

b0a)

e Πa0 = 0. A densidade hamiltoniana com essa restrição, adicionado a outras modificações,
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levará a

2Π
[ab]+4k e(Σa0b−Σ

b0a) .

Definindo a densidade de momento angular como

Mab = 2Π
[ab] =−4k e(Σa0b−Σ

b0a) ,

e o momento angular total do campo gravitacional, dentro de um volume V tridimensional, como

Lab =−
∫
V

d3 xMab .

Um tensor métrico mais geral descrevendo o espaço-tempo gerado por uma fonte com rotação

estacionária, arbitrária e com simetria axial é a que tem por elemento de linha

ds2 = g00 dt2 +g11 dr2 +g22 dθ
2 +g33 dφ

2 +2g03 dφdt

sendo gµν = gµν(r, θ). Dotando um observador estacionário por um conjunto de tétradas e

estabelecendo as condições

e(0)
i = li = 0 ,

em coordenadas esféricas, escolhendo a componente e(3) µ com orientação assintótica, r→ ∞,

vetor unitário ẑ ao longo do eixo z,

e(3)
µ (t, x, y, z) � (0, 0, 0, 1) ,

produzirá um referencial em (t, r, θ, φ) [27, 123]

ea
µ =



A 0 0 −C

0 B sinθ cosφ
√

g22 cosθ cosφ −Dr sinθ sinθ

0 B sinθ sinφ
√

g22 cosθ sinφ Dr sinθ cosφ

0 B cosθ − √g22 sinφ 0


, (2.25)

onde

A(r, θ) =
√
−g00 , B(r,) =

√
g11 , C(r, θ) =− g03√

−g00
,
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D(r, θ) =

√
−δ

(r2 sin2
θ)g00

, δ = g03 g03−g00 g33 .

O determinante da tétrada ea
µ é e = det(ea

µ) =
√

g11 g22 δ. E esse campo de tétradas (2.25) gera

uma quadrivelocidade e(0) µ = ( 1
A , 0, 0, 0), que significa uma adaptação a observador estático

[62].

2.5 Interpretação física

A interpretação do campo de tétradas como sistema de referência é dado pela invariância

mostrada na lagrangiana de (2.12). Isso quer dizer que a teoria é invariante por transformações

globais SO(3, 1) e, através de dois campos de tétradas que são soluções das equações de campo,

eles produzem o mesmo tensor métrico e, além do mais, descrevem sistemas de referências

diferentes (não se relacionam por transformação global de Lorentz). Com isso, essas quantidades

podem ser sistemas de referência adaptados a observadores de massa nula no espaço-tempo

[27, 62].

O sistema de referência local, dado pelo campo de tétradas, tem um observador se movendo

ao longo de uma trajetória C, representado pelo tempo próprio γ, linha-mundo xµ(γ), velocidade

denotado por lµ(γ) = dxµ/dγ e, aplicando a = (0) em ea
µ obtém e(0) µ = lµ(γ)/c. A aceleração

aµ desse mesmo observador é dado por [27, 62, 117, 118]

aµ =
Dlµ

dγ
= c

De(0) µ

dγ
= c lα

∇αe(0)
µ

sendo a derivada covariante construída sob os símbolos de Christoffel, representados por 0Γµ
αβ.

Então,

De(0) µ

dγ
=

de(0) µ

dγ
+0

Γ
µ

αβ

dxα

dγ
e(0)

β

=
dxα

dγ

∂e(0) µ
∂xα

+0
Γ

µ
αβ

dxα

dγ
e(0)

β

= lα
∇α e(0)

µ

Ou seja, o campo de tétradas ea
µ dá ao observador velocidade e aceleração ao longo dessa

linha-mundo xµ(γ). Agora, um detalhe importante: dado um conjunto e0
µ, que descreve uma
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congruência de curvas do tipo tempo, é acoplado uma classe particular de observadores que tem

características de velocidade e aceleração citadas acima. Se ea
µ→ δa

µ para r→ ∞, então ea
µ é

conectado a observadores estáticos no tipo espaço infinito [27, 72].

A aceleração do referencial no observador é fixada pela derivada absoluta de ea
µ ao longo

da linha-mundo. Isto pode ser generalizado por [27, 72]

Dea
µ

dγ
= φa

b eb
µ ,

onde φab é o tensor de aceleração antissimétrico. Ele pode ser obtido por

φa
b = eb

µ
Dea

µ

dγ
= eb

µ lλ
∇λea

µ (2.26)

descrito em relação aos símbolos de Christoffel. Esta conexão está relacionada com a conexão

de spin ωµab da equação (2.26) e, tomando por 2.1, aplicando na expressão acima, tem-se

φab =
1
2
[
T(0)ab +Ta(0)b−Tb(0)a

]
,

que é interpretado, nesse modelo, como sendo a aceleração inercial xµ(γ) [27, 62].

Dado um campo de tétradas em um espaço-tempo, tanto pela velocidade lµ = e(0) µ junto com

os componentes (a = 1, . . . , 3) de e(a) µ ou pelo tensor aceleração φab =−φba que caracteriza o

estágio inicial do referencial podem ser interpretação geométrica de um conjunto de campos de

tétradas para um espaço-tempo arbitrário. A fatia de e(0) 0 determina apenas as três componentes

e(0) 1, e(0) 2, e(0) 3, pois a primeira componente, e(0) 0, vem da normalização de lµ lν gµν =−c2.

Independente dos dois casos, o referencial é fixado requer estabelecimento de seis componentes

do campo de tétradas [2, 27].

Uma última palavra com relação à interpretação física dessa teoria é um reforço ao ponto

central. Como foi mostrado incialmente e desenvolvido, de forma panorâmica, no campo de

tétradas há detalhes que podem reconstruir o espaço-tempo físico através do tensor métrico gµν e

do plano tangente (ηab). A conexão de Weitzenböck (Γλ
µν) monta, conjuntamente com outras

quantidades, o espaço-tempo do modelo e é ponteada, para o espaço riemanniano, através da

conexão de spin ωµab (2.7): quando imposta que seja zero, permite que as duas teorias sejam

completamente equivalentes no que tange à dinâmica e aos efeitos físicos observáveis que

dependerão de interpretação. Por exemplo, o efeito gravitacional que, aqui, é advindo do tensor

de torção (T λ
µν) [2, 27, 62, 105]. Neste trabalho foi destacado inicialmente a conexão de spin
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ωµab de forma livre, ou seja, sem determinar ou impor algum valor inicial, pois pode-se construir

outros modelos onde ela seja diferente de zero e, assim, obter outras configurações [124].
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Capítulo 3

COSMOLOGIA

A cosmologia é a ciência que estuda o universo como um todo, incluindo sua estrutura,

evolução e composição. Em outras palavras, isso implica que é considerado como um sistema

dentro de um limite afim de se ter um objeto completo para investigação. Por estrutura, a forma,

a organização da matéria e energia são consideradas para saber sua evolução, desde as fases mais

primordiais até as previsões. Por fim, fazem parte da composição, as galáxias e aglomerados, que

são considerados como pequenos objetos, pois representam o esqueleto e o interior desse sistema.

Ou seja, a abrangência, em relação ao ser humano, vai para as maiores escalas observáveis e até

inimagináveis [125, 126]. Neste terceiro capítulo, o panorama se guiará por alguns destaques

históricos e o núcleo do Modelo Cosmológico Padrão (MCP) [127].

3.1 Breve histórico

A humanidade, desde a antiguidade, tem observado os céus e se guiado por ele, seja para

uso coletivo (como agricultura), seja para orientação espacial (como navegações). E a partir

dessas observações, a curiosidade e as questões mais fundamentais do ser intrínseco humano

têm acompanhado o desenvolvimento da civilização. Relacionado à isso, porém, dentro de um

intervalo de tempo extremamente pequeno comparado ao tempo cosmológico, o avanço do

conhecimento recebeu muitas contribuições de filósofos e cientistas, dentre eles, destacam-se

Copérnico, Kepler e Newton e compreendem a construção de modelos de universo capaz de

abarcar a maior quantidade de observações possível [2, 128].
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Todo o desenvolvimento científico da cosmologia singularizou para o século XX e hoje,

2018, está em um ponto de impulso que promete grandes revoluções. O século passado começou

com abalos quase sísmicos no modelo newtoniano de mundo: Einstein publica alguns artigos em

1905 modificando o modelo de Newton [51, 52, 53, 54, 55]. Uma década depois, ele unifica sua

própria teoria, a RE, incrementando um análogo que faltava ou se ajustaria de forma semelhante

ao modelo newtoniano: gravidade [59, 60]. As implicações dessa nova teoria eram igualmente

inovadoras com relação à mudança de entendimento: distorção de espaço-tempo, apenas para

destacar um ponto do que já foi mencionado na seção 1.2 [129].

Por outro lado, eram necessários comprovações ou observações do que estava escrito nas

equações de campo da RG. Mas, antes, um avanço adicional foi feito com os trabalhos, ainda

teóricos, de Friedmann [30, 31], Lemaître [32, 33, 130, 131], Robertson [34, 35, 36] e Walker

[37, 38]. Com todo esse avanço, a contrapartida observacional, que veio depois das previsões

teóricas, veio no meio desses anos: 1929, do Monte Palomar em Pasadena (Mount Wilson

Observatory). Edwin Powell Hubble publica seus trabalhos gráficos mostrando, praticamente a

escrita de Lemaître e suas previsões, que o universo tem uma dinâmica expansiva [29].

Todo esse conhecimento, toda essa ciência que ajunta matemática abstrata, física já conhe-

cida, previsões, observações, somado com o que se tem de mais refinado na astronomia atual,

se converge ao nomeado na literatura como Modelo Cosmológico Padrão (MCP), que tem por

base matemática a métrica de Friedman-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) e os conceitos de

matéria e energia escuras pelo ΛCDM (Cold Matter Dark) [127].

No capítulo 1 a RG proposta, depois de anos de desenvolvimento por Einstein, acalentou

umas das "pequeninas nuvens" da lenda de Kelvin [132]. Mas, antes de se ter esse desenvolvi-

mento teórico já se tinha grandes debates e discussões observacionais em décadas anteriores

sobre o universo em si. Até a descoberta de outras galáxias além da Via Láctea, o que se imagi-

nava de universo como um todo era o que se podia observar a olho nu ou com os instrumentos

usados em navegações até o séc. XVII e que tiveram readaptações, por exemplo, a luneta que

Galilei utilizou para ver a Lua e suas crateras, Júpiter e suas luas, dentre outros objetos.

Os primeiros objetos que caracterizaram como galáxias foram descobertos por Thomas

Wright e Immanuel Kant e eram chamadas de nebulosas: corpos extensos e difusos. A maioria

desses objetos observados desde o séc. XVIII realmente são aglomerados de estrelas, grandes

extensões de nuvens de gás iluminadas por estrelas em seus interiores mas, uma outra parte
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de "nebulosas" são outras galaxias [133]. Então, havia um problema a ser resolvido para se

determinar se essas nebulosas eram universos ilhas, agrupamento de estrelas ou outras galáxias,

e a solução seria dada pela observação da distância. Esses debates no campo observacional

duraram até a década de 1920 e os últimos expoentes dessa disputa foram Harlow Shapley, do

Mount Wilson Observatory, e Herbert Curtis, do Lick Observatory [133, 134].

O ponto de Curtis era que a evidência, advinda dos estudos que ele fez com sistemas de

aglomerados globulares (com aproximadamente 106 estrelas em uma distribuição radial de 10

pc e concluindo que o centro gravitacional desses objetos estavam a mais de 8 pc de distância

na direção de Sagitarius, apontava que as nebulosas espirais eram galáxias ou universos ilhas

comparáveis à Via Láctea [128, 134]. Já Shapley, com seus trabalhos demonstrando a posição

do Sol na Via Láctea, pontuava que as evidências apontavam para o simples fato de que eram

nebulosas (compostos de estrelas, gás e outros elementos) da própria galáxia que habitavam

[133, 134].

Figura 8: Nebulosa do Caranguejo. Figura 11, NGC 1952, do artigo publicado por H. D. Curtis
em 1918 [135].

Um último detalhe é sobre a definição de parsec (pc). Esta quantidade é definida como
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o espaço entre um observador e um objeto de tal forma que, esse mesmo observador, veria a

distância média entre a Terra e o Sol com um tamanho angular ou paralaxe de 1”. A distância

média entre a Terra e o Sol é definida como unidade astronômica, AU, que tem por valor 1 AU =

1,496 x 108 km.

Figura 9: Desenho esquemático de uma paralaxe. [133].

Então, 1 pc = 3,0856 x 106 m = 3,2616 anos-luz de distância e é muito comum utilizar os

prefixos kpc e Mpc para kiloparsecs e megaparsecs, respectivamente [133, 136, 137].

3.1.1 Cosmografia e lei de Hubble-Lemaître

As divergências foram amenizadas com as observações de Hubble. Em 1923, utilizando o

telescópio de 100 polegadas do Mount Wilson, ele observa estrelas variáveis tipo Cefeidas na,

ainda chamada, nebulosa de Andrômeda (catalogada como M31). Essas estrelas são pulsantes,

instáveis, com massa aproximada de 10 vezes a massa do Sol e brilho com oscilação periódica.

Utilizando o pesado conhecimento que já se tinha sobre estrelas, ele concluiu que a distância

até lá estaria além da ordem de grandeza que a Via Láctea teria, ou seja, Andrômeda seria o

universo ilha de Kant [128, 134, 138]. Obviamente, a controvérsia finalizada entre Curtis e

Shapley não significava, na prática, um fim e uma explicação completa e total para todos os

objetos observados.

Alguns anos antes, trabalhando no Observatório Lowell no Arizona, Vesto Slipher tinha

desenvolvido algumas técnicas de observação utilizando o que se conhece hoje de espectroscopia.

Essa técnica consistia em verificar qual era o espectro do objeto e, aplicando o conhecido

efeito Doppler, era possível determinar a velocidade em relação à Terra [134]. Hubble ampliou

seus trabalhos, junto com seu colaborador Milton Humanson, de observação, espectroscopia,

determinação de distâncias, pela técnica de das Cefeidas, e da velocidade. O redshift, que é uma



3.1. BREVE HISTÓRICO 55

medida de afastamento de um objeto que relaciona o seu espectro,

z≡ λab−λem

λem
,

onde λab é o comprimento de onda de absorção, medido em laboratório e o λem é o de emissão,

que advém do objeto observado [125], foi uma das ferramentas essenciais pra correlacionar o

que se conhece como lei de Hubble-Lemaître.

Em 1929, Hubble publicou o célebre artigo onde plota um gráfico relacionando distâncias

e velocidades das chamadas nebulosas extragalácticas. Alguns anos antes, Carl Wirtz já tinha

proposto utilizar um ferramental parecido com o do Hubble, mas as incertezas nas determinações

das distâncias eram muito grandes e foram necessárias a obtenção de mais dados [128, 134].

Figura 10: Dados obtidos por Hubble em 1929 [29].

A equação dada por Hubble e deduzida dos dados observacionais é formatada como

ν = H0 d ,

onde ν é a velocidade a ser auferida, d é a distância até o objeto e H0 é a constante de Hubble

[125, 134]. Atualmente, há algumas técnicas para se obter esse valor, cujas mais acuradas vêem

por meio do uso do Hubble Space Telescope e, também, através de observações em galáxias
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e Supernovas tipo Ia, dando H0 = (73,24± 1.74)kms−1Mpc−1 [139]. Há outra técnica que é

oriunda da missão Planck, e que este ano teve novos refinamentos nos dados pela observação da

CMB, oferecendo um valor de H0 = (67.4±0.5)kms−1Mpc−1 [140]. Um detalhe adicional que

merece destaque é que a lei de Hubble-Lemaître, de forma geral, é escrita como

ν(t) = H(t)d(t) , (3.1)

ou seja, a velocidade é uma função que dependerá da distância e da variação da constante de

Hubble ao longo do tempo, pois, a constante H0 é determinada no momento atual da medida.

E, uma observação adicional: a equação que é obtida do plote das medidas observacionais, tem

validade limitada, ou seja, ela funcionará para pequenas distâncias ou variações de redshift. Já a

lei de Hubble-Lemaître geral, descrita pela expressão (3.1), é válida de forma geral desde que se

tenha o valor de H(t) no momento cosmológico a ser estudado [134].

Figura 11: Objeto mais distante observado no universo até agora (10 de março de 2018). A
galáxia, nominada como GN-z11 tem um redshift de ≈ 11,09, ou seja, quando o universo tinha
uma idade de ≈ 400 milhões de anos [141].
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Todas essas informações supracitadas permitem obter interpretações físicas que já foram

trabalhadas em modelos cosmológicos, que serão mencionados a frente e que foram desenvolvi-

dos em paralelo, no tempo, com os trabalhos de Hubble. Uma primeira observação que se tira é

que, pelo gráfico de Hubble, pelas observações atuais e voltando no tempo, houve um instante na

história do universo que não existiam galáxias e estrelas, apenas nuvens de gás. Ao se utilizar

a lei de Hubble-Lemaître e a constância da velocidade da luz, tudo o que se tem disponível de

espectro, mais perto do universo, é uma relação entre a imagem que deixou o objeto e a posição

do observador hoje. Detalhando um pouco mais: quando a luz deixa um objeto com velocidade

c, depois de passar um tempo dt, viajará uma distancia d, de modo que, quanto mais distante

um objeto está, mais tempo o observador olhará para o passado. Desse modo, dois conceitos

necessários para amarrar esses parâmetros são: a de observador comóvel (que vê as galáxias

durante um tempo dt mantendo as distâncias entre si, que é a distância comóvel dc) e outro

conceito é a distância própria (observador que não acompanha a evolução cosmológica, ou seja,

a distância aumenta com o tempo devido a expansão do universo). Pode-se detalhar do seguinte

modo: suponha uma galáxia na posição r1, emitindo luz no instante t1 com um observador na

posição r0. A distância comóvel dc será dada como dc = a0 r1, onde a0 = a(t0), que é o fator

de escala do universo hoje [128]. Este fator está relacionado com distâncias e sua derivada,

a′0 = a′(t0), estará relacionado com a velocidade com que este fator aumenta.

Na última reunião da International Astronomical Union, na ocasião da XXX General Assem-

bly foi votada a resolução B4. Essa recomendação considera, dentre vários pontos, a descoberta

visual da recessão das galáxias [29], o trabalho anterior de Lemaître [32, 33] e alguns destaques

envolvendo outras discussões. O resultado foi a renomeação da Lei de Hubble para Lei de

Hubble-Lemaître. Nessa reunião histórica no dia 29 de outubro de 2018 teve a participação, na

votação, de 78% contra 20% no intuito de aprovar essa reescrita na literatura 1.

Até aqui foi dado um panorama sobre a cosmologia com enfoque observacional e, mais

especificamente, convergindo para os trabalhos observacionais de 1929 com Hubble. Só que,

entre a publicação da RG em 1916 e o trabalho derradeiro de Walker em 1937, fechando, em um

primeiro momento, o MCP, teve diversos outros desenvolvimentos teóricos. Nas seções seguintes

será apresentado, de forma geral, o MCP e suas peças de quebra-cabeça teóricas, perpassando por

1A votação sobre a resolução B4 pode ser lida integralmente em
https://www.iau.org/static/archives/announcements/pdf/ann18048a.pdf que tem, inclusive, o artigo original
de Lemaître [32]. Já o painel sobre a votação pode ser encontrado em https://www.mi-vote.com/files/iau/results.pdf.

https://www.iau.org/static/archives/announcements/pdf/ann18048a.pdf
https://www.mi-vote.com/files/iau/results.pdf
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Friedman, Lemaître, Robertson e, como elo final, Walker. A cosmografia neste momento, como

uma área observacional, casando com as previsões e descartando outras, pode ser considerada

como o nascimento da cosmologia moderna, pois os avanços tecnológicos, as observações, a

obtenção de grande quantidade de dados (hoje é necessário utilizar áreas da computação como o

Big Data) e os modelos teóricos cosmológicos tem avançado para patamares com intenção de

descortinar os primeiros instantes e, talvez, futuro do universo.

3.2 Modelo Cosmológico Padrão

Antes de adentrar no cerne do MCP, é necessário enunciar dois princípios que serão basilares

para toda a cosmologia, inclusive nos dias atuais para análise de dados de satélites, como a

missão Planck, Sloan Digital Sky Survey - SDSS, dentre outras. O primeiro deles é o Princípio

Cosmológico: não há localização especial para um observador no universo. Isso quer dizer, em

outras palavras, que o universo é isotrópico e homogêneo, porque apresenta a mesma aparência

em todas as direções e em cada ponto, respectivamente, para escala maior que 100 Mpc de

distância [142]. Esse princípio advém de uma generalização de Copérnico: universo não tem

centro [125]. O outro é o Princípio de Weyl, que advoga sobre o espaço e o tempo a nível

cosmológico: há uma rede de geodésicas que conectam as galáxias e formam uma hipersuperfície

no universo isotrópico e homogêneo [68].

O MCP é baseado em um conjunto de conhecimento que advém desde a RG. Ele pode ser,

resumidamente, sintetizado como [68, 143]:

(i) Princípio Cosmológico;

(ii) Lei de Hubble-Lemaître (3.1), ν(t) = H(t)d(t) ;

(iii) Dinâmica cosmológica regida pelas equações de campo da RG (1.7), Rµν− 1
2 gµν R =

8πTµν;
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(iv) Retrocedendo no tempo, o universo começa em um estado extremamente denso, quente e

pequeno, com dominação da radiação;

(v) Expansão. As interpretações dos dados dos grupos de pesquisa High-z Supernova Search

Team e The Supernova Cosmology Project é de que o universo está se expandindo de forma

acelerada [144, 145, 146].

A geometria do MCP é não-euclidiana, ou seja, como tem em seu cerne as equações de campo da

RG, só foi possível geometrizar o universo com os avanços matemáticos anteriores, passando por

Bolyai, Lobachevski, Gauss e chegando em de Riemann [147]. Conforme já visto no capítulo

1 sobre a RG, o conteúdo do universo, massa e energia, tem conexão com a variedade do

espaço-tempo [72, 125].

Uma grande massa de evidências e suportes matemáticos dão sustentação ao MCP. Mas, falta

um componente para fechar esse modelo: soluções das equações de campo da RG, adicionando

algumas hipóteses para o início quente e denso do universo. Esse componente é a métrica de

FLRW que, ao longo do seu desenvolvimento, trouxe dinâmica e base teórica para as observações

tanto nas décadas de 1960 quanto para os dias atuais e futuros e culminou com o que se conhece

modernamente de Teoria do Big Bang. Claro, não é uma teoria final e muito menos responde

todas as grandes questões (nas seções adiante serão destacados alguns problemas). Mas, por

hora, é a teoria que suporta as análises do MCP ou também chamado de ΛCDM (por incluir a as

observações de galáxias se afastando aceleradamente [144, 145, 146], representado por Λ, e o

conceitual da matéria escura fria na sigla inglesa CDM de Cold Matter Dark) [142].

3.2.1 A métrica de FLRW

Em 1922, um cientista nascido na cidade de São Petersburgo em 1887, publicou soluções

dinâmicas das equações da RG, apesar da insistência tanto do de Sitter quanto de Einstein sobre

as propriedades espaço-temporais do universo serem estáticas [134]. As soluções que Aleksandr

Aleksandrovich Friedman obteve, dizia uma nota publicada por Einstein, devem estar incorretas.

No ano seguinte, voltou atrás e reconheceu o trabalho [134]. O modelo cosmológico tratado por

Friedman [30, 31] é espacialmente homogêneo, isotrópico e, voltando ao passado, a densidade de

matéria diverge. Chegou até mesmo a calcular uma periodicidade para o universo (caso ele fosse
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eterno e tivesse a massa da ordem de 5×1021 M�) de 10 bilhões de anos, sendo que a idade

mais acurada, hoje, é de 13,801±0,024 bilhões de anos [140]. No mesmo trabalho relacionou o

fator de escala a(t), a geometria do universo k (−1 para fechado, 0 para plano e 1 para aberto), o

raio r, a densidade de energia ρ(t) e a pressão P(t) com o conteúdo do universo [125].

Em 1927, antes da publicação dos trabalhos de Hubble, um padre jesuíta publicou na Annales

de la Société scientifique de Bruxelles um artigo em que trata sobre a dinâmica do universo,

trazendo da RG a homogeneidade e sem centro de gravidade. Até este ano, haviam duas soluções

possíveis para as equações da RG: uma vinda de de Sitter (universo sem matéria) e outra de

Einstein (com matéria). Trabalhando com as vantagens e as desvantagens de cada solução,

Georges-Henri Édouard Lemaître propõe uma combinação das vantagens e chega a algumas

conclusões no seu artigo Un Univers homogène de masse constante et de rayon croissant,

rendant compte de la vitesse radiale des nébuleuses extra-galactiques: encontra uma relação de

constância da massa do universo, cresce vindo de um limite assintótico quanto t→−∞ e que

há uma relação entre a velocidade de recessão das "nebulosas extragalácticas" com a expansão

do universo. Lemaître cita dados de Hubble que, neste período, já trabalhava no Mount Wilson

[148] e conclui que, ao que tudo indica, a expansão do universo é causada pela própria radiação

[32, 33]. Um pequeno artigo em 1931, Lemaître chama a atenção para utilização de usar física

quântica (em franco desenvolvimento na época) e modelos cosmológicos para a fase inicial do

universo [131]. Já em 1933, o mesmo físico fez um grande artigo expandindo as ideias iniciais

de 1927, e nele trabalha com o início do universo, qual seria o tamanho, algumas ideias de um

universo cíclico, dentre vários outros detalhes [130].

Entre os anos de 1933 e 1936, Robertson publica uma série de três artigos na The Astrophy-

sical Journal onde trata sobre cinemática, dinâmica e estrutura do universo. Ele conclui as

investigações sob um tripé: teoria de gravitação advinda da RG a nível cosmológico e com

tratamento de sistema estatístico (todo o conteúdo do universo), coloca uma extensão relativística

na teoria newtoniana e finaliza, com a teoria cinético-estatística de Milne, o modelo cosmológico

[34, 35, 36]. Nesse meio tempo, em 1935, Walker trabalha com a mesma teoria de Milne e aplica,

também, à RG e faz um modelamento no universo [37]. Em junho de 1936, foi publicado um

último artigo, menos de um mês após a finalização da série de Robertson, finaliza seu modelo

dinâmico cosmológico suportado pela teoria de Milne [38].

O quadro geral dos trabalhos independentes de Friedman, Lemaître, Robertson e Walker,
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em paralelo com, também trabalhando independentemente, Hubble, é a conhecida Teoria do

Big Bang que dá suporte completo ao modelo ΛCDM. A estrutura matemática que governa a

cosmologia, tendo por base os pressupostos a listagem acima do MCP, é a conhecida métrica de

Friedman-Lemaître-Robertson-Walker ou FLRW. Partindo de [125, 149]

dΩ
2 ≡ dθ+ sin2

θdφ
2

e

κ =


−1 → curvatura espacial negativa; universo hiperbólico

0 → curvatura espacial nula; universo plano

+1 → curvatura espacial positiva; universo esférico

a métrica é escrita como

ds2 =−dt2 +a2(t)
[

dr2

1−κr2 + r2 dΩ
2
]

(3.2)

e em formato matricial,

gµν =



−1 0 0 0

0 a2

1−k r2 0 0

0 0 a2 r2 0

0 0 0 a2 r2 sin2
θ


, (3.3)

onde a(t) é o fator de escala que tem dependência temporal e dita como é a dinâmica da geometria

do espaço-tempo do universo. O valor mais apurado que se tem atualmente é de que o universo

tenha uma hipersuperfície plana [140].

3.2.2 Equações dinâmicas de Friedman

Apesar de não ser o objetivo desse trabalho dissecar todos os desenvolvimentos teóricos

da cosmologia, desde os primórdios da RG até os modelos ainda em pesquisa atualmente, é

necessário um último panorama teórico sobre as equações de dinâmica de Friedman pois vários

modelos cosmológicos partem de soluções diretas da RG ou de alterações na parte dinâmica das
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equações de Friedman. Diante do que foi exposto na seção 3.2.1 sobre o trabalhos publicados em

1922, Friedman desenvolve dois tipos de universo. Partindo das equações de campo de Einstein

dada pela expressão (1.7), Rµν− 1
2 gµν R = 8πTµν, e separando o tensor energia-momento Tµν

para descrever um universo preenchido com um fluido homogêneo e isotrópico [150],

Tµν = (p+ρ)uµ uν− pgµν ,

onde p é a pressão e ρ a densidade desse fluido, sendo uµ é a quadri-velocidade de um elemento

do fluido. Trazendo a conexão da geodésica de (1.1) como reescrita para

Γ
λ

µν =
1
2

gλα (∂µgνα +∂νgαµ−∂ααgµν)

e reescrevendo o tensor de Riemann (1.2) com contrações,

Rµν = ∂αΓ
α

µν−∂νΓ
α

µα +Γ
α

λα Γ
λ

µν−Γ
α

λν Γ
λ

µα

e aplicando com os elementos da matriz (3.3), depois de algumas manipulações, se chega a

ä
a

= −4π

3
(ρ+3 p) ,

H2 =
8π

3
ρ(t)− κ

a2(t)
,

(3.4)

onde H ≡ ȧ
a é o parâmetro de Hubble, são as equações dinâmicas de Friedman [125, 149].

Das equações de Friedman as pesquisas vão depender de como resolvê-las dando algum

formado à pressão e à densidade. Apenas para efeitos gerais, é interessante citar algumas

equações de onde se tiram as análises e os valores sobre alguns dados cosmológicos. Um deles é

a o parâmetro de densidade Ω, definido como [125, 149]

Ω(t) =
ρ

ρc
=

8π

3H2 ρ ,

onde ρc é a densidade crítica do universo, que determinará qual é a dinâmica da geometria

(universo hiperbólico, plano ou esférico), e é setado como

ρc ≡
3H2

8π
.

Os valores para Ω(t) dependerão do tipo de conteúdo. Apenas para efeito de exemplo, a missão
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Planck forneceu dados sobre a densidade de matéria, que está em Ωm = 0,315± 0.007, e a

densidade total, que é praticamente 1, ou seja, uma indicação de que a geometria no modelo

ΛCDM é plana 2 [140].

3.2.3 Problemas no MCP

Como não se tem por foco o dissecamento por completo do MCP, alguns destaques foram

feitos e os problemas que ele tem merecem luz. Há diversas entraves nesse modelo e milhares de

pesquisadores e trabalhos são desenvolvidos e divulgados para contornar, costurar e até substituir

o MCP. Um desses problemas é concernente à planaridade. A missão Planck refinou os dados

adquiridos nos últimos anos e aponta que o univeso tem uma densidade Ω0 = 1. E ainda tem

uma questão adicional sobre esse valor: se no passado ele fosse diferente, maior ou menor do que

1, o universo seria completamente diferente do que é hoje. Para tentar resolver esse problema,

houve o surgimento de uma nova área que se acoplou na cosmologia. São modelos inflacionários,

que iniciaram as pesquisas mais intensamente, no início dos anos 1980 [151, 152, 153, 154].

Outro problema com merecido destaque refere-se a isotropia do universo. Para se ter,

praticamente, a mesma temperatura quando se observa grandes graus de abertura, algo como

conexão causal e depois, separação antes de resfriar áreas diferentes, deve ter acontecido. Isso

indicaria alguma expansão com velocidade maior do que a da luz? E, para completar essa questão

de temperatura, os dados da CMB indicam que as variações térmicas para pequenos ângulos são

da ordem de 10−5. Como explicar ou qual mecanismo pode trazer respostas termodinâmicas? A

área de inflação, citada anteriormente, tenta colocar em seu arcabouço esse problema.

Além disso, outros dois intrigantes problemas referem-se aos conceitos de matéria e energia

escurasm, pois as medidas do Planck dão conta de mais de 20% do universo está em matéria

escura e quase 70% está concentrado em energia escura. Esses dois objetos são distintos: o

primeiro está relacionado com efeitos gravitacionais conectados ao observador e o segundo, a

um efeito de expansão acelerada do universo. Diversos modelos teóricos tem trabalhado nesses

problemas.

Por último e não menos importante se trata de origem ou surgimento do universo. Pelo MCP

o máximo que se consegue chegar nos primórdios do universo é na escala de Planck, da ordem de

2Para maiores informações sobre a missão Planck, bem como todos os dados e artigos publicados até outubro de
2018, acesse a página da European Space Agency: https://www.cosmos.esa.int/web/planck/publications

https://www.cosmos.esa.int/web/planck/publications
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t = 10−44 s. Para tratamentos perto dessa escala e além dela, em direção ao t = 0 s é necessário

um modelo que englobe a gravidade, aplicação dela na cosmologia e, dentro de suas entranhas, a

física quântica. Em outras palavras, é necessário se ter uma gravitação quântica com aplicação

em cosmologia. As pesquisas com cosmologia quântica não são recentes; já remontam à época

de Einstein.
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Capítulo 4

QUANTIZAÇÃO

Este quarto capítulo envolverá o tema de quantização com um balanço entre o processo

canônico e o utilizado para os resultados do capítulo 5: Weyl. Alguns lampejos sobre a história e

os processos de quantização canônico e de Weyl serão apresentados.

4.1 Breve histórico da física quântica

Tudo o que se faz em Física parte de dois pilares: modelo e experimento. A modelagem

é uma forma de descrever leis, teorias e a receita por onde o cientista vai estudar o objeto

primordial da ciência: a natureza. Já o experimento é a comprovação ou não se o modelo, ou seja

a imitação no papel, está de acordo com o que é visto no universo. O que foi visto até aqui é um

grande modelamento de como a realidade física se comporta e, a contraposição, os experimentos

e as observações tem descartado e fortalecido várias teorias. Uma delas, é a RG que, até certo

ponto, dá boas previsões e comprovações. Mas, é um modelo que é incompleto (o próprio criador

tentou "generalizá-la"). Avançando, o TERG resgata as conquistas da RG e avança alguns passos

a mais em direção a uma quantização da gravidade por meio de uma expressão muito importante,

dentre outras características: densidade de energia gravitacional.

A física quântica se destaca como um modelo de grandiosas conquistas científicas e tec-

nológicas. As primeiras ideias de algo pequeno, de um mundo micro, remontam da filosofia

quando se tentava entender o mundo ao redor. Nos últimos séculos, com o desenvolvimento

tecnológico do microscópio e das primeiras observações com cortiça um novo mundo estava
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sendo descortinado. Ao final do século XIX a física clássica já tinha avançado muito a ponto

de, décadas antes, ter fechado a Segunda Revolução Industrial e "não existe nada de novo a

ser descoberto em física agora, pois, tudo o que resta são experimentos mais e mais precisos"

(tradicional frase apócrifa atribuía a Kelvin em 1900 [132]). E a lenda sob a sombra de Kelvin

sublimou para o ponto de que existia apenas duas pequeninas nuvens a serem dissipadas no

céu da física, ou seja, dois problemas que ainda estavam causando discussões. Um deles foi

dirimido em capítulos anteriores desse trabalho, que é a Relatividade, começando com a Especial,

perpassando pela Geral e ascendendo ao mundo cosmológico. O outro, a ser tratado rapidamente

e com outro foco, é a nuvem do micro: física quântica.

A mecânica quântica teve vários desenvolvimentos e revoluções ao longo da primeira metade

do século XX. O primeiro deles começa com os trabalhos de Planck em 1900 ao atacar o problema

da radiação de corpo negro e passando pela explicação do efeito fotoelétrico por Einstein; trabalho

este que lhe rendeu o Nobel de física em 1921. Depois, vieram os trabalhos de Bohr [155] e

em meados de 1925 ela a mecânica quântica foi reformulada com as relações de comutação

ou álgebra do espaço de fase, conjuntamente com o princípio, de Heisenberg [28, 156, 157].

Os anos seguintes trouxeram toda uma formulação matemática, física e tecnológica baseada

em um universo muito amplo de "pequenos" objetos, abrindo entendimento para partículas,

antipartículas, forças, campos, interações e, se tudo isso não fosse o bastante, aplicação desse

caldeirão na fase inicial do universo.

Focando para o ponto central da mecânica quântica: quantização. De forma geral, há duas

formas de abordá-la, sendo a primeira como discretizar um conjunto de valores de uma certa

quantidade física qualquer. O outro entendimento, amplamente descrito na literatura, é tomar um

sistema quântico que vai para o clássico quando h→ 0, ou seja, um sistema deve transitar do

quântico ao clássico sem perda de quantidades físicas mensuráveis, baseado pelo princípio de

correspondência [158, 159].

E, para fazer essa passagem entre o mundo quântico e o clássico, surgiram diversos trata-

mentos e métodos [157, 159, 160, 161]. Um dos mais conhecidos é o de quantização canônica,

proposto inicialmente por Dirac [162], e o integral de caminho, dado por Feynman [157]. Mas

em 1931 foi publicado um livro onde foi apresentado um outro procedimento de quantização por

Weyl [39].

Hermann Klaus Hugo Weyl, originário da Alemanha, nasceu em Elmsborn em 1885. Estudou



4.2. QUANTIZAÇÃO CANÔNICA 67

matemática em Göttinger e Munique, obtendo o doutorado sob Hilbert. Trabalhou na mesma

ETH-Zurique onde Einstein esteve detalhando a RG. Desenvolveu vários trabalhos com grupos

compactos em representações matriciais, grupos de Lie compactos e o seu clássico livro, The

theory of groups and quantum mechanics, do início da década de 1930, abriu vários caminhos

em direção a teoria invariante. Faleceu em 1955, em Zurique (Suíça), depois de passar alguns

anos em Princeton e de deixar uma grande obra para a matemática e para a física [113, 163].

Para fins gerais, nesse trabalho será feita uma comparação entre a quantização canônica e o

procedimento modelado por Weyl. Inicialmente, será dado um panorama sobre a quantização

canônica e um exemplo tradicional de aplicação ao oscilador harmônico. Na sequência, um

panorama é dado no processo de quantização de Weyl e, analogamente à seção anterior do

procedimento canônico, um exemplo simples de quantização de uma função típica f (q, p) = q p

é feita.

4.2 Quantização canônica

A quantização canônica é feita sobre uma correspondência entre observáveis clássicos, como

energia e posição, dados como valores reais de funções

f (p, q) , (p, q) = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) ∈ℜ
n×ℜ

n

espaço de fase, e operadores autoadjuntos A f no espaço de Hilbert L2(ℜn) tendo algumas

características, destacadas [2, 28, 161]:

(i) correspondência entre f 7→ Â f linear;

(ii) obediência a regra de von Neumann: para qualquer função Φ : ℜ→ℜ para o qual ÂΦ◦ f

são bem definidos, ÂΦ◦ f = Φ( f̂ ), sendo o domínio do mapa Â : f 7→ Â f chamado de

espaço de observáveis quantizáveis;

(iii) operadores f̂p j e ˆfq j correspondem às coordenadas das funções p j e p j, com ( j = 1, . . . , n)
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e são formados, com Ψ ∈ L2(ℜn, dq), por

ˆfq jΨ = q jΨ ,

ˆfp jΨ = − ih
2π

∂Ψ

∂q j
. (4.1)

A constante de Planck h, parâmetro colocado anteriormente, é um valor positivo muito pequeno e

que também pode ser reescrito como h̄ = h/2π. Do teorema de Stone e von Neumann [161, 164]

os operadores (4.1) são únicos que agem em H satisfazendo a condição de irredutibilidade e as

relações de comutação

[Âp j , Âpk ] = [Âq j , Âqk ] = 0 , [Âqk , Âp j ] =
ih
2π

δ jk I .

Uma outra forma de visualizar é tomando um espaço não-comutativo feito pelos operadores que

satisfazem a condição dada acima, reescrita como

[Âi, Â j] = iωi j,

onde i = 1, 2 são os índices para os operadores de coordenada i e ωi j é real e antissimétrico. O

espaço de fase será [157]

[Âi, Â j] = iωi j, [Âi, p̂ j] = i h̄δi j, [p̂i, p̂ j] = 0, i, j = 1, 2 .

Fisicamente, essa abordagem significa um sistema clássico com n graus de liberdade, ha-

bitando em um de fase ℜn×ℜn e tendo q j e p j observáveis de posição e momento. O estado

desse sistema é regido como uma medida da distribuição de probabilidade, no mesmo espaço,

sendo os subespaços Cu de uma dimensão de L2(ℜn) com ‖u‖= 1, resultando na distribuição de

probabilidade
〈
Π(A f )u,u

〉
, onde o espectro de A f é Π(A f ) [2, 161].

Para se executar uma quantização com esse procedimento canônico, incialmente toma-se as

coordenadas de posição, qi, e as de momento, pi, sendo os índices i variando de 1 a n, que serão

os graus de liberdade que o sistema tem. Os operadores q̂i e p̂i virão pela aplicação da expressão

(4.1), depois agirão em um conjunto de vetores, por exemplo ψ, [161]

(q̂iψ)(x) = xi ψ(x) ,

(p̂iψ)(x) = −i h̄
∂

∂xi
ψ(x) .
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Os estados quânticos desse sistema, descrito pelo conjunto de vetores ψ, evolui pela equação de

Schrödinger [155]:

Ĥ ψ(t) = i
∂Ψ(t)

∂t
, (4.2)

sendo o hamiltoniano Ĥ construído da função clássica inicial. Em outras palavras: dada uma

função advinda de um sistema clássico, procura-se um hamiltoniano quântico utilizando um

procedimento de quantização (aqui descrito pelo canônico).

O procedimento de quantização canônico tem alguns problemas, mesmo com enormes

sucessos e sendo base para um primeiro estudo em mecânica quântica. Um deles é que os

observáveis são descritos, aparentemente, por uma estrutura matemática que não é natural. Outra

dificuldade é na aplicação de sistemas clássicos em espaços que não são lineares, ou seja, a

função a ser quantizada não é polinomial, englobando funções com expoentes maiores do que

três [157]. Esse, e outros problemas, acabam sendo entraves para entendimento de sistemas

físicos, como o que será tratado aqui [28].

4.2.1 Aplicação de quantização canônica

Como complemento, um exemplo de aplicação de quantização mais comum é o do oscilador

harmônico. A função que o rege [155]

F =−k x = m
d2x
dt2 ,

sendo k a constante de força e m, a massa. Uma solução possível é do tipo

x = A sin(ω t)+B cos(ω t)

com A e B, constantes e a frequência de oscilação, ω≡ k
m . A energia potencial é dada por

V =
k x2

2

Executando uma perturbação pequena em (x− x0) a energia potencial se aproxima para

V ≈ 1
2

V ”(x0)(x− x0)
2 ,

Tomando a constante da mola como k =V ”(x0), o problema de quantização da energia se resume

a resolver a equação de Schrödinger para o potencial V = 1
2 mω2x2. Resolvendo para a equação
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estacionária,

− h̄
2m

d2ψ

dx2 +
1
2

mω
2 x2

ψ = E ψ .

Aplicando o procedimento canônico com operadores hermitianos do tipo

p̂≡ h̄
i

d
dx

, x̂ = x ,

o hamiltoniano fica

Ĥ =
1

2m
(p̂2 +m2

ω
2x̂2) .

e a relação de comutação desses dois operadores, p̂ e x̂, é

[p̂, x̂] = p̂x̂− x̂ p̂ = ih̄ .

Os próximos passos seriam resolver as equações acima, analisar para parâmetros, condições

de contorno específicos, inserção e testes de novas hipóteses, dentre outras visualizações físicas

desejadas.

4.3 Quantização de Weyl

Uma outra ferramenta de quantização é a que foi desenvolvida por Weyl em 1931. Ela é bem

definida matematicamente, pode ser estendida para espaços curvos e não tem problemas para ser

utilizada em funções não-polinomiais que, aliás, é um grande ponto positivo. Esse procedimento

pode ser descrito tomando um sistema clássico com n variáveis do tipo z1, z2, . . . , zn e que terão

suas correspondentes quânticas como ẑ1, ẑ2, . . . , ẑn. Em outras palavras, isso significará que as

variáveis clássicas tomam forma automaticamente em suas correspondentes quânticas [3, 28]

(z1, z2, . . . , zn) → (ẑ1, ẑ2, . . . , ẑn) .

A forma que essa operação ocorre, de forma direta, é dada como [3, 28, 165, 166]

W : f (zn)→ f̂ = W [ f ] ,

que é o mapa de Weyl definido por

W [ f (zn)] :=
1

(2π)n

∫
dnk dnz f (zn)exp

(
i

n

∑
l=1

kl (zl− ẑl)

)
. (4.3)
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Esta correspondência entre as quantidades clássicas e quânticas é a quantização de Weyl. O

núcleo dessa transformação é dado por

∆(ẑ, z) =
1

(2π)n

∫
dn k exp

(
i

n

∑
l=1

kl (zl− ẑl)

)
,

e o mapa pode ser simplificado para

W [ f ] (zn) :=
∫

dnz∆(z, ẑ) f (zn) .

O conjunto de operadores ẑn formam um espaço não-comutativo, ou seja, é dado pela troca das

coordenadas locais zn pelos operadores hermitianos ẑn e que tem, como relação de comutação, a

expressão

[ẑa, ẑb] = iωab , (4.4)

onde ωab é um tensor anti-simétrico.

Esse tipo de procedimento tem algumas vantagens que sobressaltam da quantização apresen-

tada anteriormente na seção 4.2. Uma delas é que não é necessário simetrização, como é feito na

quantização canônica: a solução da integral dá o mesmo resultado se for usado o procedimento

anterior com simetrização. Outra vantagem a ser observada é que a função para se trabalhar não

precisa, necessariamente, ser polinomial: funções das mais diversas formas podem ser traba-

lhadas aqui naturalmente. Mais um ponto a ser destacado advém da parte matemática e, claro,

física: não há ambiguidades. Por exemplo, suponha que queira se quantizar uma função do tipo

A = q2 p. O operador correspondente seria Â = q̂2 p̂ , Â = q̂ p̂q̂ ou Â = p̂ q̂2 ? A solução dada pela

quantização canônica, nesse exemplo, é uma simetrização que abarcará todas as combinações,

A =
1
3
(q2 p+q pq+ pq2) ,

e que, quantizado, será

Â =
1
3
(q̂2 p̂+ q̂ p̂ q̂+ p̂ q̂2) .

Ou seja, é um procedimento que elimina ambiguidades físicas por se ter uma sequência matemá-

tica clara e bem definida.



4.3. QUANTIZAÇÃO DE WEYL 72

4.3.1 Aplicação do procedimento de quantização de Weyl

Um simples exemplo de aplicação desse procedimento é tomando dois operadores hermitia-

nos q e p com relação de comutação advinda da expressão (4.4) 1

[q̂, p̂] = i h̄

e função [2, 3]

f (q, p) = q p . (4.5)

Aplicando a equação (4.5) na expressão de Weyl (4.3) se tem

W [qp] =
1

(2π)2

&
dαdβdqd pqpeiα(q̂−q)+iβ(p̂−p)] . (4.6)

Tomando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff [167],

ei(α q̂+β p̂) = eiα q̂ eiβ p̂ e1/(2αβ) .

Colocando essa relação na equação (4.6),

W [qp] =
1

(2π)2

&
dαdβdqd pqpeiαq eiβ p eiα q̂ eiβ p̂ e1/(2αβ)

e reescrevendo para

W [qp] =
1

(2π)2

&
dαdβdqd pqpeiα(q̂−q) eiβ(p̂−p−i/(2α)) ,

W [qp] =
1

2π

y
dαdqd pqpeiα(q̂−q)

{
1

2π

∫
dβeiβ [p̂−p−i/(2α)]

}
,

W [qp] =
1

2π

y
dαdqd pqpeiα(q̂−q)

δ[p− p̂+ i/(2α)] . (4.7)

1Texto baseado no minicurso Da quantização de Weyl à mecânica quântica no espaço de fase ministrado pelo
prof. Dr. Ronni Amorim em ocasião da VII Escola de Física Roberto A. Salmeron - VII Efras entre os dias 08 e
11 de outubro de 2018
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Há algumas propriedades que vêm de relações da função delta de Dirac [168, 169]:

(i)
∫

δ(x)dx = 1 ,

(ii)
∫

f (x)δ(x)dx = f (0) ,

(iii)
∫

f (x)δ(x−a)dx = f (a) ,

(iv)
∫

f (x)δ(x)dx = f (0) ,

(v) δ(x) =
1

2π

∫
eiηxdη .

Utilizando a propriedade (iii) das relações anteriores de Dirac e reaplicando na equação 4.7

chega-se a

W [qp] =
1

2π

x
dαdqd pq [p̂− i/(2α)]eiα(q̂−q) ,

W [qp] =

(
1

2π

x
dσd pqeiσ(q̂−q)

)
p̂− i/2

(
1

2π

x
dσdqqσeiσ(q̂−q)

)
,

W [qp] =

[∫
dqq

(
1

2π

∫
dαeiα(q̂−q)

)]
p̂− i/2

[∫
dqq

(
−i

d
dq

) (
1

2π

∫
dαeiσ(q̂−q)

)]
,

W [qp] =

[∫
dqqδ(q̂−q)

]
p̂− i/2

[∫
dqq

(
−i

d
dq

)
δ(q̂−q)

]
.

Tomando, novamente, as propriedades (iii) e (iv) das relações de Dirac da lista acima, se obtém

W [qp] = q̂ p̂− i/2 ,

W [qp] =
1
2
(q̂ p̂+ p̂ q̂) , (4.8)

que é, exatamente, o resultado esperado caso fosse usado a quantização canônica sequenciada pela

simetrização. Mas, aqui, no procedimento de quantização de Weyl não há ambiguidades, não há

necessidade de se fazer simetrização e o formalismo matemático é claro. O resultado encontrado
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é o mesmo que seria se tivéssemos utilizado a quantização canônica após a simetrização. Percebe-

se que no formalismo de Weyl não há ambiguidades na quantização e não há a necessidade de se

realizar a simetrização.
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Capítulo 5

COSMOLOGIA QUÂNTICA

Neste último capítulo será abordada a área de grande intensidade de pesquisa atualmente:

cosmologia quântica. Inicialmente, a apresentação do modelo proposto por DeWitt, com cola-

boração de Wheeler, é a porta de entrada. Esta teoria, por mais de de 50 anos, abriu um leque

natural pra diversas outras pesquisas e atuação de estudos cosmológicos, principalmente no que

tange ao universo primordial. Mas, ela tem problemas de ordem física, assim como seu tronco

originário, a RG.

Um outro modelo será visto de forma panorâmica pois foi apresentado recentemente (2017).

A cosmologia quântica na gravidade teleparalela (CQGT) parte de outro tronco evolutivo apa-

rentado da RG. Através do TERG foi construído expressões de energia e densidade de energia

gravitacional, aplicado na métrica de FLRW, base do MCP, e, através do processo de quantização

via Weyl, descrito no capítulo 4, foi obtido duas aplicações, uma delas análoga ao modelo

de Wheeler-DeWitt (WDW) e outra, ausente na WDW, mas com formato mais completo e,

temporalmente, mais amplo (se estendendo por toda a história do universo e não somente à fase

inicial).

Por derradeiro, uma aplicação da CQGT é executada com algumas características e resultados

interessantes. Inicialmente, a CQGT é trabalhada para um universo pequeno e em solução de

vácuo apenas, ou seja, campos de matéria não são inclusos no cálculo entrando, somente, a

parte do campo gravitacional. Quando isso é feito, é encontrado uma densidade de energia e,

prontamente, aplicado à ela a quantização de Weyl. O resultado obtido é uma discretização dessa

energia nos primórdios do universo. A hipótese trabalhada é a de que nesse sistema, o universo é
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pequeno e sem campos de matéria, poderia ser por onde tudo começa: a consequência imediata

da quantização dessa energia é uma expansão do espaço-tempo; isso lembra um mecanismo

de inflação. Não será desenvolvido, nesse trabalho, um modelo inflacionário mas, a partir dos

resultados aqui obtidos, é um passo natural a ser continuado.

5.1 Cosmologia quântica de Wheeler-DeWitt

Na seção 3.2 do capítulo 3 sobre cosmologia, na seção onde foi discorrido sobre o MCP, um

item chama a atenção: o universo está se expandido e, quando se retrocede até seus primórdios,

seu início é em um estado quente, denso e minúsculo [68, 143]. Vários questionamentos foram

feitos mas, como tratar esta fase inicial do universo? Como a sua gênese ocorreu? Foi única? É

cíclica? Essas e milhares de outras questões podem cair, tranquilamente, para a área de metafísica

ou de teologia. Só que a Física tenta chegar perto do início de tudo, dentro do seu escopo

matemático e até onde as previsões e evidências permitirem, inclusive escolhendo qual modelo

melhor lhe reflete seu estado.

E para se resolver o problema do início do universo é necessário se ter a aplicação completa

de todas as leis físicas; necessariamente, isso englobará todas as quatro forças conhecidas: forte,

fraca, eletromagnética e gravitacional. As três primeiras forças, conjuntamente com as partículas

elementares, tem unificações diversas em no contexto da física quântica e são reunidas no Modelo

Padrão das Partículas Elementas e o nível clássico tem seu regime na mecânica newtoniana). Para

se estudar o carácter cosmológico e astrofísico, como modelar uma estrela, uma radiogaláxia ou

um sistema planetário, a união destes conhecimentos apresenta um quadro quase completo. Mas,

quando começa a considerar a gravidade e o início do universo, os problemas de não considerar

uma gravitação quântica e cosmologica tem um início perturbador.

Do ponto de vista clássico, a gravidade pode ser bem aproximada com a física newtoniana:

com ela é possível enviar sondas à Plutão, dentre vários outros exemplos. Quando se considera

níveis cosmológicos, até certo regime, a gravidade da interpretação da RG é bem testada; alguns

exemplos foram mostrados na seção 1.4. Os problemas começam quando se tenta utilizar a RG,

como modelo gravitacional, conjuntamente com a física quântica (dentro de buracos negros ou

início do universo). A principal dificuldade em se utilizar a RG, como modelo de gravidade,

é que não há uma expressão de densidade de energia gravitacional: tµ
ν é um pseudotensor e



5.1. COSMOLOGIA QUÂNTICA DE WHEELER-DEWITT 77

que trás diversas complicações. Einstein já tinha visto este problema [20, 21, 64]. Rosenfeld

investigou as consequências de uma quantização do campo gravitacional, em 1930, abrindo uma

caixa de Pandora de possibilidades, sem sucesso por anos [64, 170, 171].

Para contornar este problema específico da RG com relação a energia gravitacional, foi

trabalhado um formalismo hamiltoniano em no final da década 1950. Arnowitt, Deser e Misner

fizeram um estudo onde separaram o espaço e o tempo e aplicaram em hipersuperfícies. Mas,

isso só é possível de obter considerando um conjunto de coordenadas particular e associado a

variáveis canônicas específicas [172, 173]. O processo de quantização da expressão advinda do

ADM resultou na equação de WDW [40, 41, 42] mas com dois principais problemas: conceito

de tempo [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50] e como esse conceito é recuperado em aproximação

semi-clássica [174].

5.1.1 Equação de Wheeler-DeWitt

A equação, no formato [175, 176]

Ĥ ψ(a, φ) = 0 ,

1
2

[
1
a2

(
a

∂

∂a

)
− 1

a3
∂2

∂φ2 −a+
Λa3

3
+m2 a3

φ
2
]

ψ(a, φ) = 0 , (5.1)

é a que Bryce S. DeWitt publica, em uma série de três artigos, na Physical Review em 1967

[40, 41, 42], nominando-a de equação de Einstein-Schrödinger [43]. Os termos são:

a→ fator de escala cosmológico;

φ→ campo escalar com massa m;

Λ→ constante cosmológica;

Este modelo foi trabalhado por DeWitt durante vários anos e com intensas discussões com

Wheeler até ser concluída. Desde então, diversos físicos tem trabalhado com ela, inclusive o

próprio DeWitt até falecimento [43, 177, 178, 179]. Hartle [180], e conjuntamente com o saudoso
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Hawking, deram contribuições [181]. Narlikar, juntamente com Padmanabhan [182], Kiefer

[175, 176], Mukhanov [183] e Bojowald [184, 185, 186] são alguns exemplos de professores

que deixaram livro-texto com aplicações e desenvolvimentos desta teoria. Rovelli tem diversos

trabalhos baseados na WDW [187]. Linde utilizou-a intensamente [172, 188, 189, 190].

Vilenkin é um outro destacado físico que tem uma intensa pesquisa em cosmologia quântica

e, particularmente, utilizando-se da teoria de WDW. Tem atividades com tunelamento quântico

cosmológico [191, 192, 193, 194], multiverso [195, 196, 197] e inflação [198], dentre outros

trabalhos. Vários outros físicos se formaram, em estudos de pós-graduação, se basilando com

WDW [174, 199, 200, 201, 202, 203]. Aqui foram citados apenas alguns exemplos; a lista de

trabalhos é muito maior e isso reflete que, mesmo depois de 50 anos, essa teoria ainda é levada

em conta para tentar obter uma cosmologia quântica aplicável em todo e qualquer contexto onde

a escala de Planck apareça.

Mas, como todo modelo físico, há vários problemas que, até o momento, não foram comple-

tamente resolvidos: Ψ sendo a função de onda do universo, qual seria o seu papel ou interpretação

física? A estrutura matemática, que vem da montagem da hamiltoniana da RG, tem ambiguidades

não resolvidas. Devido o contexto matemático ser em uma hipersuperfície, o superhamiltoniano

é construído analogamente a um clássico e isso vai interferir na questão de ordenamento [203] e

é nessa parte de verificar qual ordem é que surge o problema do conceito do tempo [49]. Outro

prolema, também não resolvido até hoje, é com relação às condições de contorno para se obter

uma solução única e que as funções de onda tenham quadrado integráveis garantidas [203].

Um outro fator importante e que não é, necessariamente, um problema insolúvel, é com

relação à interpretação da mecânica quântica. A mais utilizada na academia e que tem gerado

todos os frutos de pesquisa e tecnologia é a de Copenhague. Ela tem suportado as outras escolas

de interpretação e ao célebre trabalho de John Bell de 1964. Claro que, novamente, como um

modelo de imitação da Natureza, ela não dá todas as respostas mas é a mais ampla até o momento

[155]. Já na teoria de WDW, a interpretação da mecânica quântica é a trabalhada por Everett-

Wheeler, a de muitos mundos. Ela descreve outros tipos de realidades físicas, através da função

de onda cosmológica Ψ, de uma forma que todos os acontecimentos ou possibilidades seriam

reais mas, na realidade ou no universo que se observa só teria a possibilidade que foi testada;

as outras estariam em outros mundos e sem acesso. É uma interpretação que tenta generalizar

as propostas da de Copenhague mas, a parte de testes ou de evidências físicas ficam em sérios
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problemas [43, 174, 203, 204]. Não que seja algo proibitivo, ou impossível de se conseguir,

buscar por novas interpretações físicas; isso é feito constantemente. Mas, outras possibilidades

podem ser mais factíveis sem, contudo, reescrever toda a física quântica.

Outrossim, um problema adicional e ainda em vias de se contornar é que a equação de WDW

se perde na noção de autovalores e, consequentemente, no que seria o espectro do operador. Isso

seria quase que mortal para uma teoria, ou seja, não se ter o que medir é muito problemático.

Para fechar o cerco, o modelo tem diversos problemas no conceito de tempo que ainda não estão

solucionados ou contornados [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50].

5.2 Cosmologia quântica na gravidade teleparalela

Esta seção trata como uma alternativa à teoria de WDW é perpassar outro caminho, procu-

rando algo que seja equivalente à RG (obviamente, sem perda de nenhum fenômeno já testado,

como mostrado na seção 1.4) mas que tenha soluções na bagagem onde há falhas. Também, é

necessário que esse outro caminho alternativo tenha possibilidades de aplicações em gravitação

quântica, ou seja, que fenômenos gravitacionais apareçam em micro escala. E, como versa esse

trabalho, haja aplicações cosmológicas com possibilidades de toque ao estado mais primitivo do

universo. Por fim, uma teoria que tivesse todos os requisitos anteriores deve escapar de problemas

semelhantes aos dos constados na de WDW, sem cair em possíveis armadilhas insolúveis.

Um modelo alternativo e completamente equivalente à RG já se tem: TERG, que foi panora-

micamente descrito no capítulo 2. Também foi visto que com a TERG, já iniciada com os olhos

do próprio Einstein, tem em seu cerne componentes que dão possibilidade de aplicação de um

processo de quantização, ou seja, tem expressões de densidade de energia, dentre várias outras

vantagens. Um processo de quantização que se tem em seu bojo a interpretação de Copenhague

e uma estrutura matemática clara e sem ambiguidades seria excelente para aplicar à TERG; isso

veio com a quantização de Weyl descrito rapidamente no capítulo 4. Para completar o quadro,

todo esse arcabouço de conhecimento deve ser aplicado à cosmologia e ao MCP, com a métrica

base de FLRW, descrito de forma concisa no capítulo 3. Um último detalhe, apenas para efeitos

de validação, seria interessante comparar o modelo construído com o de WDW laconicamente

descrito na seção 5.1; afinal, essa teoria tem ampla divulgação e labor aplicado que é necessário,

para a comunidade científica, mostrar a alternativa com suas vantagens sobre o que se tem
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padronizado.

A teoria que tem todas as características acima é a cosmologia quântica na gravidade

teleparalela. A CQGT foi uma aplicação, em 2017 [2, 3, 72], a nível cosmológico da gravidade

quântica apresentada em 2011 [28]. Nela tem a TERG, tem expressões de densidade de energia

em regime cosmológico, uso da ferramenta de quantização de Weyl, comparação com a equação

estacionária de WDW e uma expressão do tipo Schrödinger, além de ser um formato para outras

aplicações cosmológicas, como será apresentado na próxima seção.

Os próximos passos estão descritos nas referências [2, 3]. Tomando um observador estacio-

nário por um campo de tétradas em coordenadas esféricas do tipo (2.25) para a métrica de FLRW

(3.2) produzindo

ea
µ =



1 0 0 0

0 a√
1−k r2 sinθ cosφ ar cosθ cosφ −ar sinθ sinφ

0 a√
1−k r2 sinθsinφ ar cosθ sinφ ar sinθ cosφ

0 a√
1−k r2 cosθ −ar sinφ 0


. (5.2)

Tomando o tensor torção T a
µν da equação (2.6), juntamente com as relações

T β = T α
α

β = gαλ gβγ Tλαγ ,

o tensor Σ001 da expressão (2.14) toma a forma de

Σ
001 =

√
1− k r2− (1− k r2)

a2 r
.

O determinande de (5.2) é calculado como

e = det(ea
µ) =

a3r2 sinθ√
1− k r2

e, em seguida, é usado para determinar a densidade de energia-momento gravitacional Πa j da

expressão (2.24), que é

Π
(0)1 = 4κar sinθ

(√
1− k r2 − 1

)
.
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Esta é a densidade de energia total do universo. Para efeito de comparação com a equação de

cosmologia de WDW deve-se encontrar a energia total cosmológica. E ela vem da componente

{a = 0} aplicado em Pa da expressão (2.23), com as condições de integração r ∈ [0,∞), θ∈ [0, π]

e φ ∈ [0, 2π]:

E =− lim
r→r0

8πκar
[√

1− k r2−1
]
,

onde r0 é o horizonte aparente [205] que, associado a métrica de FLRW (3.2), tem a forma de

[2, 111] r0 =
1√

H2+ k
a2

, sendo o parâmetro de Hubble H = ȧ
a . Resolvendo a expressão acima,

com uma primeira aproximação do tipo (1+ x)n, encontra-se a energia total do universo,

E ≈
2ak
√

k−2a2 k
√

k−a3 k
√

k+ 1
2 a4 (ȧ)2

√
k+a6 k

√
k

2k2 .

Quando se aplica a quantização de Weyl, descrito no capítulo 4, com os operadores escolhidos

â = a e ˆ̇a =−iω
∂

∂a , a expressão análoga à WDW tem a forma de(
2ak
√

k−2a2 k
√

k−a3 k
√

k− 1
2

ω
2 a4
√

k
∂2

∂a2 +a6 k
√

k−3ω
2 a2
√

k−ω
2 2a
√

k
∂

∂a

)
ψ = 0.

O próximo desdobramento é com respeito à cosmologia quântica completa (energia total

cosmológica), ou seja, uma expressão do tipo Schrödinger [2, 3]. Da densidade de energia

total, Π(0)1 = 4κar sinθ

(√
1− k r2 − 1

)
se define uma função auxiliar do tipo ε(r, τ) =

Ar τ

(√
1− k r2−1

)
com A = 4aκ e τ = sinθ. Aplicando o procedimento de quantização

de Weyl, (4.3), e a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff [167], eA+B = eA eB e−
1
2 [A,B] e simetri-

zação, além de outros passos intermediários, é encontrado a equação no formato

Ĥ =

[
A
2
(r̂ τ̂− τ̂ r̂)

](
−k r̂2 +1

) 1
2 −
[

A
2
(r̂ τ̂− τ̂ r̂)

]
.

Tomando a primeira ordem na expansão (1−k r2)
1
2 , operadores no formato de r̂ = r e τ̂ =−iα

∂

∂r ,

além de outros passos intermediários, para encontrar

Ĥ = 3aκk iαr2 +2aκkr3 iα
∂

∂r
,

a equação completa da cosmologia quântica em contexto da gravidade teleparalela toma a

estrutura de

3aκk αr2
Ψ+2aκk r3

α
∂Ψ

∂r
= h̄

∂Ψ

∂t
.

Essas expressões finais tem todas as características que foram descritas no caput desta seção:

teoria equivalente à RG, aplicação em FLRW da cosmologia, princípios de quantização coerentes
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e sem ambiguidades do processo de Weyl, comparação com a WDW e, um adicional, uma

equação tipo Schrödinger. Com esse processo feito, com a gravidade e cosmologia quânticas

estabelecidas teoricamente, o próximo passo é estudar como seria, na fase inicial do universo, o

comportamento discretivo da energia gravitacional.

5.3 Cosmologia quântica: discretização de energia

Há diversas aplicações que podem ser feitas com a cosmologia quântica. Uma delas será na

fase primordial do universo, com tamanho pequeno (será feito aproximação de primeira ordem),

em solução de vácuo (apenas com campo gravitacional; sem campos de matéria), densidade

de energia gravitacional quantizada com procedimento de Weyl afim de obter uma expressão

discreta.

Uma outra possibilidade de uso do campo de tétradas para a métrica de FLRW (3.2) adaptado

a um observador estacionário da expressão (2.25) é

ea
µ =



1 0 0 0

0 a√
1k r2 0 0

0 0 ar 0

0 0 0 ar sinθ


.

Fazendo uso da equação (2.23), Pa, para o cálculo da densidade de energia gravitacional mas

apenas com a componente zero, ou seja,

E = Eg +EM

onde

Eg =
∫

d3xet0(0) (5.3)

é a energia do campo gravitacional e

EM =
∫

d3xeT (0)0
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é a dos campos de matéria. Como aqui será utilizado apenas a expressão Eg, ou seja, somente

campo gravitacional (solução de vácuo), a densidade de energia será

et0(0) = (2)
(

1
16π

)
(−a sinθ)√

1− k r2
[(3 ȧ2− k)r2 +1] .

O raio R para este pequeno universo será modelo pelo horizonte aparente [205], reescrito como

R =
1√

H2 + k
a2

=
a√

ȧ2 +K
.

Considerando o universo observável como uma esfera e tendo esse raio R, basta aplicar a

integração Eg na equação correspondente (5.3), é obtido

Eg =−
a
2

3 ȧ2

R∫
0

r2
√

1+ k r2
dr+

R∫
0

√
1− k r2 dr

 . (5.4)

Alguns passos intermediários para se obter a expressão final a ser quantizada. Um deles são

as integrais, resolvidas de forma geral, da expressão anterior:∫ √
1− k r2 dr =

1
2

r
√

1− k r2 +
1

2
√

k
arctan

( √
k r√

1− k r2

)
,∫

r2
√

1− k r2
dr =

1
2k

[
−r
√

1− k r2 +
1√

k
arctan

( √
k r√

1− k r2

)]
.

Voltando na equação (5.4),

Eg =
a
4

[(
3 ȧ2

k
−1
)

R
√

1− k R2 −
(

3 ȧ2

k
−1
)

1√
k

arctan

( √
k R√

1− k R2

)]
.
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Utilizando R e as manipulações abaixo,

1− k R2 = 1− k a2

ȧ2 + k
=

ȧ2 + k (1−a2)

ȧ2 + k
,

√
1− k R2 =

√
ȧ2 + k (1−a2)

k
a
,

R√
1− k R2

=
a√

ȧ2 + k (1−a2)
,

R
√

1− k R2 =
√

ȧ2 + k (1−a2)
a

ȧ2 + k

se produz

kEg=
(3 ȧ2− k)

√
ȧ2 + k (1−a2)

4 ȧ2 + k
a2−a(3 ȧ2 + k)

4
√

k
arctan

[ √
k a√

ȧ2 + k (1−a2)

]
.

Um detalhe importante aqui: a equação não pode ter k = 0, pois não é interessante solução

identicamente nula ou do tipo 0 = 0. Isso já induz uma interpretação nesse ponto: para esse

modelo, nessa configuração expressa no caput desta seção, o universo não pode ser plano. Então,

a restrição será para k =±1.

Uma suposição que será considerada é que esse sistema cosmológico é dirigido por uma

equação do tipo Schrödinger e apenas estacionária. O formato é

Ĥψ = E ψ , (5.5)

k Ĥgψ = E k ψ ,

onde o mapa de Weyl da expressão (4.3) gera

W [kEg] = k Ĥg ,

já que ĤM será desconsiderada para a solução é em vácuo, ou seja, não há campos de matéria

nesses primórdios do universo considerado. E, para o cálculo de Ĥg, duas quantidades de auxílio

serão perpassadas:

ε
1
g =

1
4

a2 3 ȧ2− k
ȧ2 + k

√
ȧ2 + k (1−a2)
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e

ε
2
g =−

a(3 ȧ2 + k)
4
√

k
arctan

[ √
k a√

ȧ2 + k (1−a2)

]
.

As escolhas do mapa de Weyl serão

W [ȧ] = ˆ̇a =−iω
∂

∂a
, W [a] = â = a .

Começando pelo cálculo de W [ε1
g] = ε̂1

g,

(ε̂1
g)

2 =
1

16

[
−7

2
( ˆ̇a2 ȧ4 + ȧ4 ˆ̇a2)+ k a4 (1−a2)− 8

2
( ˆ̇a2 a6 + ȧ6 ˆ̇a2)

]
. (5.6)

Buscando auxílios,

ˆ̇aa6 = −iω
∂

∂a
(a6) =−iω6a5− iωa6 ∂

∂a
,

ˆ̇a2 a6 = −ω
2
[

30a4 +6a5 ∂

∂a
+6a5 ∂

∂a
+a6 ∂2

∂a2

]
,

ˆ̇a2 a6 = −ω
2
(

30a4 +12a5 ∂

∂a

)
+a6 ∂2

∂a2 ,

ˆ̇a2 a4 = −ω
2
(

12a2 +8a3 ∂

∂a
+a4 ∂2

∂a2

)
.

Reescrevendo a equação (5.6) e manipulando como

16(ε̂1
g)

2 = k a4 (1−a2)+ω
2
[

42a2 +28a3 ∂

∂a
+7a4 ∂2

∂a2 +120a4 +48a5 ∂

∂a
+4a6 ∂2

∂a2

]
,

16(ε̂1
g)

2 = k a4 (1−a2)+ω
2 a2

[
(42+120a2)+(28+48a2)

∂

∂a
+(7+4a2)a2 ∂2

∂a2

]
,

ε̂1
g = −1

4

√
k a2

√
1−a2

{
1+

ω2 a2

k a4 (1−a2)

[
(42+120a2)+(28+48a2)a

∂

∂a
+(7+4a2)a2 ∂2

∂a2

]} 1
2

,

produzirá, após outras regularizações algébricas,

ε̂1
g =−

√
k a2
√

1−a2

4
+

ω2

8
√

k
√

1−a2

[
(42+120a2)+(28+48a2)a

∂

∂a
+(7+4a2)a2 ∂2

∂a2

]
. (5.7)
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Já o ε2
g será aproximado para

ε
2
g � −a(3 ȧ2 + k)

4
√

k

√
k a√

ȧ2 + k (1−a2)

ε
2
g = −a2 (3 ȧ2 + k)

4
√

k
,

e o W [ε2
g] = ε̂2

g terá os cálculos sumários como

ε̂2
g = −

√
k a2

4
− 3

8
√

k
(ȧ2 a2 +a2 ȧ2) ,

−ε̂2
g = −

√
k a2

4
− 3

8
√

k

[
ȧ2 (−iω)(2a+a2 ∂

∂a
)−ω

2 a2 ∂2

∂a2

]
,

−ε̂2
g =

√
k a2

4
− 3ω2

8
√

k

(
2+4a

∂

∂a
+2a2 ∂2

∂a2+

)
,

levando a

ε̂2
g =−

√
k a2

4
+

3ω2

4
√

k

(
1+2a

∂

∂a
+a2 ∂2

∂a2

)
. (5.8)

Retomando a expressão estacionária do tipo Schrödinger (5.5), com universo pequeno, sem

campos de matéria,

(ε̂1
g + ε̂2

g ψ = k E ψ) ,

considerando a definição

ε =
k

3
2

ω2 E ,

que é uma quantidade adimensional, e a utilização em soma das equações (5.7) e (5.8),[
1
8
(120a2 +42)+

1
8
(48a2 +28)a

d
da

+
1
8
(4a2 +7)a2 d2

da2 +3+6a
d

da
+3a2 d2

da2

]
ψ(a)=

k
3
2

ω2 E ψ(a) ,

se tem [
15a2 +

66
8
+

(
6a2 +

76
8

)
a

d
da

+

(
a2

2
+

31
8

)
a2 d2

da2

]
ψ = εψ . (5.9)

Definindo outra expressão,

B2 = 992ε−6159

a solução da equação (5.9) é dada por

ψ(a) = exp
[
−45±B

162

]
2F1

(
327±B

124
,

265±B
124

; 1± B
62

;−4a2

31

)
,
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onde 2F1 é a função hipergeométrica. Com objetivo de se obter uma solução bem comportada o

parâmetro da função hipergeométrica deverá ser um número inteiro não positivo, ou seja

327−B =−124n .

Adicionando algumas manipulações,

Bn = 124n+327 ,

B2
n = 1242 +

[
n2 +2

327n
124

+
327
124

2]
,

se chega a

992εn−6159 = 1242
[

n2 +2
327n
124

+
327
124

2]
(5.10)

Esta equação representa a discretização da energia na fase inicial do universo. Isso significa que

é possível calcular o menor ou nível fundamental de energia nos instantes iniciais do universo,

dado para n = 0

992ε0 = 3272 +6159

e obtendo

ε0 ∼ 114 .

Assim sendo, o nível fundamental de energia nesse estágio de vida do universo dependerá da

magnitude de ω, que é a relação de comutação entre os operadores vindo da expressão (4.4),

[â, ˆ̇a] = iω

e, consequentemente, haverá uma relação de incerteza entre a medida dos observáveis

∆a∆ȧ≤ ω

2
.

Com esse conjunto de quantidades matemáticas em mãos, é possível estimar um limite para o

valor de incerteza ou de erro na determinação da constante de Hubble H0 (hoje, com pesquisas

variando entre H0 = (73,24±1.74)kms−1Mpc−1 [139] e H0 = (67.4±0.5)kms−1Mpc−1 [140];

apenas o futuro com mais estudos e observações determinará o H0), que é estimado em

ω∼ 2.10−20 s−1 .
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Este resultado não depende do valor de H0; apenas da incerteza que há entre os operadores

que, de certa forma, está amarrada com o parâmetro de Hubble H = ȧ
a e, consequentemente,

deverá ser testado nas observações astronômicas para confirmação, se for o caso. Um último

detalhe interessante advém do autovalor de ˆ̇a ser diferente de zero. Isso implica que há uma

dinâmica expansiva na fase inicial do universo. Atrelado ao detalhe que o valor de k deve ser

equiparavelmente, em ordem de grandeza, com o autovalor real do operador, então ele dá uma

geometria positiva. Em outras palavras, a consequência de se ter uma cosmologia quântica

aplicada a esse contexto primordial (seria uma espécie de nascimento?) dá, como resultado um

início expansivo (curvatura positiva) e sem campos de matéria. E é exatamente este cenário que

o palco para um mecanismo de inflação.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS E

PERSPECTIVAS

Einstein iniciou uma profunda mudança na forma de visualizar o universo, Friedman,

Lemaître, Robertson, Walker, Hubble, Weyl, Wheeler e DeWitt deram impulsos e abriram as

cortinas para o entendimento da física de forma esplêndida. As entranhas da matéria foram

investigadas com tal precisão, as galáxias e a radiação do início de tudo foram observados e

parece que o quadro estava completo e fechado.

Foram percebidos problemas e entraves que surgiram desde a publicação da RG. Einstein

mudou os rumos da pesquisa de unificação entre a gravitação e o eletromagnetismo por ter

problemas com densidade de energia gravitacional, por exemplo. Claro que, mesmo não aceitando

a física quântica, a RG trazia em seu escopo problemas que evitava ser discretizada e aplicada na

escala de Planck na fase inicial do universo.

Como um subgrupo das equações de Riemann-Cartan (ou também conhecidas como Einstein-

Cartan), a geometria de Weitzenböck nasce sem curvatura e com apenas torção. A TERG é

formatada, durante décadas e resolve problemas intrínsecos da RG. O resgate da densidade

de energia gravitacional é um dos exemplos onde ela é aplicada, sem contar com a completa

equivalência dinâmica que pontea com a RG. Fenômenos que a RG tem ampla aprovação também

são considerados.

Em contrapartida Wheeler e DeWitt tomaram a formulação hamiltoniana de ADM e monta-

ram uma cosmologia quântica. Os problemas não perdoaram: interpretação de muitos mundos

estranho à escola de Copenhague usual da física quântica, problema com tempo e estrutura mate-
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mática. Diante disso e tomando os benefícios da TERG, uma cosmologia quântica é construída

para contrapor e apresentar novas aplicações.

Weyl entra como um outro requisito imprescindível para quantização das expressões de

densidade de energia gravitacional. Ela é um procedimento claro na estrutura matemática, sem

ambiguidades na interpretação física e com ampla aplicação. E ela é utilizada em conjunto com

a TERG, que já está aplicada à cosmologia.

A cosmologia quântica em cenário de gravidade teleparalela foi estabelecida a partir das

aplicações do modelo de discretização de massa de um buraco negro do tipo Schwardzschild. A

produção de uma primeira aplicação foi uma equação análoga à WDW. Partindo de um campo

de tétradas adaptado a um observador estacionário e com coordenadas esféricas, a densidade

de energia-momento Πa j pôde ser determinada. Os limites para aplicação da energia total

cosmológica foram dados através do horizonte aparente quando o raio r tende a esse parâmetro.

Resolvendo a expressão com uma primeira aproximação, ou seja, para um universo pequeno,

e aplicando o processo de quantização de Weyl, uma equação salta de forma análoga à WDW.

A outra aplicação realizada foi concernete à equação completa, ou seja, uma expressão do tipo

Schrödinger dinâmica. O destaque é que não há esse tipo de expressão na cosmologia quântica

de WDW.

De face a esses desenvolvimentos, a tese eleva esses procedimentos a outro patamar. Indo no

mesmo sentido, um outro campo de tétradas para a métrica de FLRW (essa escolha é livre), uma

separação na energia total cosmológica é feita. A parte onde há campos de matéria é descartado

e trabalhado apenas com a outra parcela de energia do campo gravitacional, ou seja, apenas em

vácuo. O raio desse sistema também tende ao raio do horizonte aparente, o formato da equação

a ser procurada é a do tipo Schrödinger estacionária e o processo de quantização de Weyl é

aplicado.

O que é encontrado, depois de vários cálculos, é uma equação de que representa a discre-

tização de energia no universo primordial. E isso é adquirido depois de aplicar as hipóteses:

universo pequeno nesse começo e solução de vácuo (não há campos de matéria, apenas campo

gravitacional). E este resultado trás mais informações: é possível encontrar o nível fundamental

de energia nessa parte inicial de vida do universo e uma relação de incerteza entre a medida

dos observáveis se aprisiona no parâmetro de Hubble como uma correção ou incerteza. Este

detalhe, que é amarrado ao H0, virá de futuras observações astronômicas. E a caixa de Pandora
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não finaliza: o autovalor de ˆ̇a é diferente de zero, é atrelado, em ordem de grandeza, a curvatura

do universo k e dando a ela uma interpretação positiva, ou seja, uma espécie de expansão,

exatamente o que é esperado para modelo inflacionário.

A cosmologia quântica na gravidade teleparalela é, com tudo isso, estabelecida e aplicada.

Isso não significa que os problemas acabaram ou que não há dificuldades a serem transpassadas.

Pelo contrário: um amplo caminho se abre para ser desbravado. Há várias outras aplicações que

poderão ser feitas no futuro: construção de uma teoria completa de inflação, termodinâmica

de fase inicial do universo, início (t = 0s) do universo, mecanismo formação de partículas nos

primeiros instantes, variação e impressão da CMB, dentre vários outros casos aplicáveis. Talvez

o trabalho iniciado por Einstein e pausado em 1955 tenha sido retomado. Mas, somente o futuro

poderá indicar o caminho da cosmologia quântica na gravidade teleparalela, aqui desenvolvida e

aplicada, está no rumo certo.
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