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Resumo

Um estudo detalhado dos modelos de matrizes aleatérias como forma de aproximacao da
teoria das cordas bosonicas e da gravitagdo quantica em 2d é realizado. Diferentes métodos
matematicos para a resolucao desses modelos, como a aproximacao planar e o método
dos polindmios ortogonais, sao descritos, e os resultados sao comparados com aqueles
derivados das teorias continuas. O problema da integracao sobre o grupo de calibre U(N)
¢é formulado e, como exemplo, a integral de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber é resolvida.
Um novo método de integracao sobre varidveis angulares, introduzido recententemente na

literatura, é revisado, visando aplicacoes futuras em teoria de campos nao-comutativos.






Abstract

The theory of random matrix models as a form of approximating bosonic string theory and
2d quantum gravity is reviewed. Some mathematical methods to solve matrix models, such
as the planar approximation and the method of orthogonal polynomials are described, and
the results obtained are compared to the ones which come from the continuum theories.
The problem of integrating over the gauge group U(V) is formulated and, as an example,
the Harish-Chandra-Itzykson-Zuber integral is calculated. A new method to integrate over
angular variables that appeared recently in the literature is reviewed, with the future aim

of applying it to non-commutative quantum field theory.
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Introducao

Apesar do sucesso do Modelo Padrao como uma teoria efetiva das interacoes
fundamentais, existem evidéncias de que ele nao é a teoria final, pois efeitos quanticos
gravitacionais, que se tornam relevantes em uma escala de energia m% = hc/G e nao sio
levados em conta no Modelo Padrao, podem alterar a dinamica das particulas elementares.
Nessa escala de energia, acredita-se que o espaco-tempo se torne nao-comutativo, com
uma escala de distancia minima dada pelo comprimento de Planck L% = hG/c3. Para se
ter uma descrigao completa da natureza, portanto, é necessario o desenvolvimento de uma

teoria quantica da gravitagao.

No entanto, se tentarmos quantizar a teoria da gravitagao de Einstein em quatro
dimensoes espaco-temporais do mesmo modo que quantizamos as outras interagoes funda-
mentais, devido ao fato de que a interacdo gravitacional ndo é renormalizavel, a teoria
decorrente nao produz resultados sensatos. Em duas dimensoes, a teoria de Einstein é
trivial, no sentido de que a agao de Einstein-Hilbert ¢ um invariante topolégico. Nesse caso,
a quantizacao da teoria se mostra mais simples, com a teoria quantica resultante podendo
ser escrita como uma expansao sobre topologias. O estudo dessa teoria mais simples pode

ajudar a entender alguns aspectos da teoria 4-dimensional.

Mais ainda, a gravidade em duas dimensoes, sendo uma teoria de superficies, possui
uma regularizagao bastante natural em termos da discretizagao dessas superficies, que
pode ser realizada considerando-se triangulagoes das mesmas. A teoria quantica assim
regularizada nao apresenta divergéncias, e os resultados derivados dela sdo, em principio,

sensatos.

Os modelos de matrizes aleatérias podem ser utilizados para gerar essas discretiza-
¢oes e, utilizando esse formalismo, podemos obter informagoes importantes sobre a teoria
da gravitacao quantica em 2d, como seu comportamento critico. Mais ainda, podemos
utilizar modelos de matrizes para estudar as chamadas teorias de campos nao-comutativos,
que esperamos que descrevam a fisica em escalas de energia da ordem da massa de Planck
mp. Nesta dissertacao, introduziremos os modelos de matrizes aleatérias e sua relagao com
a triangulacao de superficies bidimensionais e com as teorias de campos nao-comutativos,

dando énfase aos métodos matematicos necessarios para a solucao desses modelos.
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1 Modelos de Matrizes Aleatoérias

1.1 A teoria das cordas como uma teoria de superficies aleatorias

Uma das principais motivacoes para se estudar os modelos de matrizes aleatérias
¢é a teoria das cordas. Considere uma corda fechada se propagando em um espago de
Minkowski d-dimensional M. Assim como o movimento de uma particula no espago-tempo
descreve uma curva, chamada linha-mundo, uma corda, ao se mover no espago-tempo,

varre uma superficie bidimensional, chamada folha-mundo.

c2

C1

Figura 1 — Uma corda fechada se propagando de uma configuracao C'1 a uma configuragao
C?2 no espaco-tempo. A corda em movimento descreve uma superficie cilindrica.

Sejam o e 7 as coordenadas da folha-mundo e X*(o,7), p = 0,...,d — 1, as
coordenadas da incorporacao da folha-mundo no espago-tempo. Sejam também 7,, =
diag(—1,1,...,1) a métrica do espago-tempo de Minkowski e ¢;; a métrica da folha-mundo.

A dindmica da corda é dada pela agdo (para mais detalhes, consulte [1][2][3][4]):

T g
SIX,g] = —E/dadT\/gg”&X“(?jX“n,w — B/dadT\/—g+7/dadT\/—gR
T g
-3 / dodr\/39 0. X 0, X 1y — BA+ 7y, (L1.1)

onde o primeiro termo é a acao de Polyakov [1], A é a 4rea da folha-mundo, R é o escalar
de Ricci da superficie, T' é uma constante relacionada a tensao na corda, § é uma constante
cosmologica e v é uma constante de acoplamento a caracteristica de Euler x da superficie.
Note que podemos ver o primeiro termo de (1.1.1) como uma agao que descreve a interagao
de campos escalares, dados por X*, com a gravidade em duas dimensoes, dada pela métrica

gi;- Assim, considerando os dois termos seguintes como a acao de Einstein-Hilbert, a teoria
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das cordas é equivalente a uma teoria de gravitacdo em duas dimensoes. Isso significa
que uma teoria quantica de cordas é necessariamente uma teoria quantica da gravidade,
pelo menos em 2d, onde consideramos as interagoes dos campos de matéria X* com as

flutuagoes do espago-tempo de fundo.

A quantizacao da teoria das cordas por integrais de caminho se d4 de forma anédloga
ao caso de uma particula livre. Lembrando que a amplitude de probabilidade de uma
particula livre se mover de um ponto p € M a um ponto ¢ € M é dada pela soma
sobre todos os caminhos que ela pode percorrer entre esses dois pontos, a quantizacao da
teoria de cordas, devida a Polyakov [1], é realizada considerando-se a soma sobre todas as
superficies possiveis que uma corda pode descrever ao se mover, de uma configuracao inicial
C'1 a uma configuragao final C'2, no espago-tempo. Formalmente, o funcional gerador da
teoria é dado por (consulte o apéndice A para uma introducao aos conceitos de teoria de

campos necessarios para o entendimento da dissertacao):

Dyg;
7 = / i / DX SIXo0] 1.1.2
Z Vol(Diff) ¢ (1.1.2)

A topologia de uma superficie bidimensional é totalmente determinada pela sua
caracteristica de Euler y = 2 — 2h, onde h é o género da superficie, que, em termos
leigos, representa o nimero de “furos” que a superficie apresenta. Entao, em (1.1.2),
somamos sobre todas as topologias e sobre todas as geometrias possiveis que a superficie
descrita pela corda, ao se propagar no espaco-tempo, pode apresentar, sendo a soma
sobre todas as geometrias dada pela integral sobre as métricas da folha-mundo e a soma
sobre as topologias dada em termos de um parametro )\, introduzido para contar o
numero de “furos” na superficie. A integral sobre X* representa uma soma sobre todas
as incorporagoes de cada superficie no espago-tempo. A acao (1.1.1) é invariante sobre
reparametrizagoes (difeomorfismos) da folha-mundo, o que significa que integrais sobre
métricas que diferem por um difeomorfismo sao equivalentes. Entao, devemos integrar
sobre todas as métricas médulo reparametrizagoes, o que explica o fator Vol(Dif f), o

volume do grupo de difeomorfismos da folha-mundo.

Figura 2 — Primeiros termos da soma sobre topologias em (1.1.2).
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No sentido descrito acima, a teoria de cordas pode ser vista como uma teoria
de superficies aleatérias. Entretanto, como o espago das métricas de uma superficie de
Riemann possui dimensdo infinita [5], a integracdo sobre esse espago em (1.1.2) nao é
bem definida. Para simplificar, vamos considerar uma teoria de gravitacao pura, onde a
agao é dada apenas por S = —(A + yx e o funcional gerador envolve apenas somas sobre

topologias e geometrias:

7 — Z/Dge—“ﬂx (1.1.3)
h

Essa situacao pode ser interpretada como uma teoria de cordas em d = 0 dimensoes,
isto é, uma corda se propagando em um espago de incorporagao inexistente. Para facilitar
o calculo da integral sobre geometrias, podemos discretizar as superficies que aparecem na
figura 2 utilizando triangulagoes aleatérias por tridngulos equilateros. Sendo A a area de
cada triangulo, tomando o limite A — 0, é razoavel esperar que recuperemos as superficies
originais, para cada género h. Considere entao uma superficie de género h triangulada
por triangulos equilateros. Em cada vértice ¢, incidem /N; tridngulos. Podemos calcular
o escalar de Ricci R; em cada vértice i, lembrando que, em duas dimensoes, R; = 2K,
onde K; é a curvatura de Gauss no vértice 7. Definindo a area infinitesimal de cada vértice
como o; = %, pelo teorema de Gauss-Bonnet [6], N?K, = 27 — «;, onde a; é a soma
dos angulos internos entre as arestas que se encontram no vértice ¢ para cada triangulo
G;foi), 0 que

significa que a curvatura da superficie é determinada pela triangulacao escolhida. Nesse

incidente. Para tridngulos equilateros, a; = $N;, e temos que R; = 27r(

sentido, podemos esperar que a soma sobre todas as geometrias possiveis em (1.1.2) possa
ser aproximada por uma soma sobre triangulacoes [4][7][8]. Note ainda que os tridngulos
podem ser substituidos por qualquer tipo de poligono sem causar nenhuma mudanca nas

consideracoes acima.

AT

Figura 3 — Triangulagdo da superficie de género h = 1 (toro) da figura 2.

Os modelos de matrizes aleatérias nos fornecem uma maneira natural de triangular

(e somar triangulagoes) de superficies bidimensionais. Considere a integral

4

7 = /\/% Ak (1.1.4)

que pode ser vista como o funcional gerador de uma teoria de campos escalares em d = 0

dimensoes. Podemos calcular a integral (1.1.4) expandindo perturbativamente o termo
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Apt N
e~ em poténcias da constante de acoplamento A. Temos que

OO An 2 an
57 1.1.5
0 n' / \/271' 4!)” ( )
e a integral sobre ¢ é
dy e“;¢“1:(4n—-mu. (1.1.6)
V2T
Como (4n — 1)!! = (4n — 1)(4n — 3)...1 é o nimero de maneiras diferentes de se

combinar 4n objetos em n pares, podemos introduzir uma forma pictorica de se calcular
(1.1.5): desenhe 4n arestas saindo de um vértice central, contando as linhas no sentindo
horério. Cada aresta pode ser vista como uma das variaveis ¢ que multiplicam a exponencial
no integrando. A (1.1.5) é a soma, sobre a quantidade de arestas, do niimero de combinagoes

das mesmas em pares.

4n-1 4dn

Figura 4 — Representacao pictdrica da integral (1.1.4). Desenhamos 4n arestas saindo de
um vértice e as conectamos aos pares, de modo que nao sobrem arestas livres.
O ntmero de maneiras distintas de se fazer isso é o resultado da integral (1.1.5).

Cada linha acima é um propagador (pp), e, com este sendo trivial no caso conside-
rado, podemos unir as arestas como bem entendermos. Cada figura obtida como resultado
das combinagoes de todas as arestas é um diagrama de Feynman. Também podemos

calcular a integral (1.1.5) introduzindo a chamada integral fonte:

2
e" Tt =e7T, (1.1.7)

Temos que

8471 ) 2
eT| (1.1.8)

dgp 2 _ o d(p B
J=o  OJ4n J=0

\/27r e - QJ4 \/27T

e as aplicacoes da derivada devem ser feitas em pares, de modo que os fatores multiplicativos

de J sejam removidos antes de tomarmos J = 0. Temos entao uma relacdo de um para
um entre as aplicacoes da derivada aos pares na integral fonte e as combinagoes de arestas

aos pares mostradas na figura 4.

Quando o numero de arestas n se torna muito grande, a figura que os diagramas

formam pode ser vista como uma malha sobre uma superficie bidimensional. No entanto,
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precisamos de uma nocao de orientacao para definir uma superficie de Riemann. Para
tanto, vamos considerar a expansao diagramatica de uma teoria de campos matriciais em
d = 0 dimensobes, onde os campos sao matrizes N x N hermitianas M. O funcional gerador

dessa teoria ¢ dado por:
Z = N = / dMe™ 3T+ TrMY), (1.1.9)

A razdo de escrevermos eN’F serd explicada abaixo. A medida de integracdo
sobre matrizes hermitianas dM = [[; dM; [1,.; dRe(M;;)dIm(M;;) é uma medida de
Lebesgue, isto é, invariante sob mudangas de base. Normalizamos (1.1.9) de tal modo que

JdM e Tr(M?) = 1, Novamente, podemos considerar a expansao perturbativa do termo

e®TrMY) em poténcias da constante de acoplamento %. Temos, entdo, que
o~ 1 g\" —Lrnm2
n=0
Lrr(g?)

A soma sobre indices repetidos estd implicita. Sendo agora 3(J) = ez a
integral fonte, onde J é uma matriz N x N, procedemos de forma analoga ao caso anterior,

e a integral sobre M em (1.1.10) é:

1 2 0 0 1 2
AMe 2T I N oM = 2777 L111
/ € L1 nJn aJiljl aJZ’njn ¢ J:O7 ( )

e a aplicacao das derivadas aos pares em (1.1.11) estd em correspondéncia um para um
com a seguinte representagao pictérica de (1.1.10) para um n fixo: desenhamos um vértice,
de onde saem 4n arestas, e a (1.1.10) é o niimero de maneiras distintas de se combinar as
arestas em pares. Cada aresta ¢ um elemento de matriz M;; multiplicando a exponencial

no integrando de (1.1.10). No entanto, o propagador (M;; My,) agora é dado por

g 0
o3 ImnJnm

< J kl> < J lk) anJ aJkl J—0

e temos uma contribuicdo para a integral apenas quando combinamos as arestas de modo
que os indices dos elementos de matriz se conservem ao longo da linha construida. Isso
sugere uma representacdo do propagador como uma linha dupla [9][7][10], cada uma
carregando um indice em sentido contrario ao da outra. Os diagramas permitidos sao
obtidos combinando propagadores de modo a preservar a orientacdo de cada linha. Assim,
podemos associar superficies de Riemann a cada diagrama, pois os lacos internos fechados

localizam faces e especificam suas orienta¢oes de forma tnica.

De modo analogo, podemos considerar a expansao diagramatica do funcional

gerador
Z = / dMe 2T ST (1.1.13)

O termo de ordem n conta o nimero de diagramas construidos com n vértices de 3 pontos.

Consideramos um tal vértice como sendo dual a um triangulo, no sentido que, para cada
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N A

i i

Figura 5 — Propagador (M;; My;) = 0,6

N

NV
NV
A4

NNV

Figura 6 — Vértice de primeira ordem (n = 1) e um exemplo de diagrama possivel. Combi-
namos arestas preservando orientagoes. Note os lacos orientados.

vértice de 3 pontos, podemos associar um unico triangulo tal que as linhas duplas do
vértice o interceptem no ponto médio de cada uma de suas arestas. Assim, como para
cada vértice de 3 pontos temos um triangulo, a expansao diagramética da (1.1.13) gera

triangulacoes aleatérias de uma superficie de Riemann.

Figura 7 — Vértice de 3 pontos inscrito em um triangulo. A dualidade entre o vértice e o
triangulo é dada pela regra de inscrigao descrita no texto.

Por convencao, cada tridngulo possui area unitaria, o que significa que a area
total da superficie triangulada é n, o nimero de vértices de 3 pontos. Logo, a expansao
perturbativa de (1.1.13) é uma soma sobre areas, e podemos fazer uma conexao formal de
(1.1.13) com (1.1.3) definindo a constante cosmoldgica como g = e~?. Da teoria de campos
usual [11][12], sabemos que a integral (1.1.13) gera diagramas conexos e desconexos, e por
isso escrevemos que Z = N'F | pois a exponencial dos diagramas conexos gera todos os
diagramas, e assim temos que F' = ﬁan gera apenas aqueles que triangulam superficies

conexas.
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Figura 8 — Triangulacdo de uma superficie. Cada tridngulo é dual a um vértice de 3 pontos
no sentido descrito no texto.

Mais ainda, fazendo a mudanca de escala M — ' NM, o expoente da exponencial
em (1.1.13) se torna N (—%TT(MQ) +gTr(M3)>, e dai podemos contar o fator de N
associado a cada diagrama. O termo quadratico é —%TT(M2) = —%Mijﬁiléjkl\/[kl, eo
propagador, sendo o inverso do termo quadratico [11][12], é dado por +0;;%. Portanto, cada
aresta (propagador) contribui com um fator N~'. O termo de interagdo é NgTr(M?) =
N G0 01,00i M My M, € entao cada vértice é proporcional a N gd;;0m,0n;, contribuindo
com um fator N. Os lagos fechados (faces) também contribuem com um fator N, vindo
do somatorio sobre os indices do lago. Logo, um diagrama com V' vértices, F' faces e I

arestas é multiplicado por um fator
NVEHE — NX = N272h (1.1.14)

onde x é a caracteristica de Euler da superficie associada ao diagrama. Entao, um paralelo
entre a (1.1.13) e a (1.1.3) é feito se tomarmos N = €. Isso significa que, formalmente,
podemos identificar o limite continuo de (1.1.13) com (1.1.3) tomando N =¢7 e g = €.
Note ainda que, como dito anteriormente, podemos discretizar as superficies utilizando
qualquer poligono, o que significa que podemos considerar vértices mais gerais, do tipo
—$—Tr(M"). As diferentes escolhas para vértice resultam em acoplamentos da gravidade
évnfl 2d com diferentes tipos de matéria no limite do continuo, como veremos nas proximas

secoes.

1.2 Modelo de uma matriz: aproximacao planar

De (1.1.14), vemos que o funcional gerador (1.1.13) pode ser expandido em poténcias

de N:
Z(g) = N*Zo(9) + Zi(g) + N Zs(g) + ... (1.2.1)
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Entéao, para obter apenas a contribui¢ao de superficies com a topologia da esfera (h = 0),

tomamos o limite N >> 1. Considere, entao, a integral
Z(g, o, N) :/dMe—%TT”M), (1.2.2)

onde M é uma matriz N x N hermitiana, g € uma constante de acoplamento que desempenha
o papel de constante cosmoldgica e V(M) = M2+Zk23 ap M* é um potencial geral. Lembre
que tal integral gera discretizagoes aleatérias, por poligonos, de uma superficie de Riemann.
O limite planar N >> 1 indica que podemos utilizar o método de Laplace [13], também
conhecido como método da descida mais ingreme, para resolver a (1.2.2). No entanto,
se My é um extremo de TrV (M), UMyUT, também o é, onde U € U(N) é uma matriz
unitaria, pois o trago é invariante sob conjugacdo, o que equivale a afirmar que a a¢do
possui a simetria de calibre M — UMUT. Isso significa que temos varios pontos criticos
degenerados que formam uma variedade de dimensao dimU(N) ~ N? [14]. Com isso, se
escolhermos o extremo My, os outros extremos obtidos de M, por conjugacao fornecem
contribui¢des da mesma ordem, e o método de Laplace nao nos d4 uma boa aproximacao
para a (1.2.2). Para podermos aplicar o método, utilizamos a liberdade de calibre da agao
para diagonalizar M:

M = UAUT, (1.2.3)

onde A = diag(Ay, ..., Ay) é a matriz dos auto-valores de M e U € U(N). Para calcular o
Jacobiano dessa mudanga de coordenadas, lembramos que o espago vetorial Mat(N, C) das
matrizes complexas N x N possui o produto interno natural Tr(A'B), A, B € Mat(N, C).
[sso significa que temos uma norma ||A||> = Tr(ATA), e a distAncia entre duas matrizes em
Mat(N,C) é s(A, B) = ||A— Bj|. Tal distancia é invariante sob mudanga de base, e portanto
define uma métrica invariante. Nosso trabalho, entdo, é calcular a distancia infinitesimal
|[dM || pois, para um dado sistema de coordenadas {z*}, a distancia infinitesimal ds? =
9(x)wdx*dx® define a medida du(x) = \/@HU dzv [15]. Temos que

dM = U (dA\ +i[A, dT)) U, (1.2.4)

onde U = T, TT = T. Ou seja,

N N
[dM |1 = Tr(dMTdM) =3 "(d\)? + D> (N — \)?dT; )% (1.2.5)
i=1 ij=1
Logo, a medida de integracao é:

N
dM = dU [ dNA* (D), (1.2.6)

i=1

onde

A(A) = H(/\j - i) (1.2.7)

1<J
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¢ o determinante de Vandermonde e dU = [, ; dT;;dT}; é a medida de Haar no grupo
unitario (ver apéndice B). A integral (1.2.2) é dada por:

Z(g, 00, N /dU/HdA AZ(A)e T Zim VO, (1.2.8)

Como o integrando da (1.2.2) é invariante por transformagoes de calibre (1.2.3), a
integral sobre o grupo unitario resulta apenas no volume do grupo, o qual normalizamos
de modo que [dU = 1. Escrevendo A2(A) = ¢!2*(M) temos que a (1.2.8) é

7= / [T de s SO0, (1.2.9)
onde
S(Ay e AN ZV )+ = ZlnyA -\ (1.2.10)
7,<]

A (1.2.9) pode ser vista como a fungdo de partigdo de um gés de N particulas
pontuais estaticas, na presenca de um potencial externo V(A), distribuidas ao longo da
reta R com coordenadas \;, ¢« = 1,..., N, e interagindo por repulsao de Coulomb umas
com as outras [16]. A temperatura desse sistema seria dada por § = £, e as cargas das
particulas pontuais seriam ¢ = £&. Como T', g ~ —, para baixas temperaturas (N >>1),a
cargas seriam muito fracas e o potencial V' conseguiria balancear a repulsdo Coulombiana.

O gés, entao, se tornaria um sélido, onde as posicoes \; das particulas seriam extremos da

(1.2.10).

Vamos aplicar o método de Laplace para encontrar uma aproximagao, no limite

N >> 1, para a (1.2.9). Os pontos de extremo {\;} de (1.2.10) sao solugoes da equagao

DS, . AN) 1,
R AN = V(). 1.2.11
o g 5=,V (1:2.11)

Considere (Aq,...,Axy) = A como um vetor em um espago linear N-dimensional.
Seja A9 o vetor cujas coordenadas sdo os pontos de maximo de S obtidos como solucoes
da (1.2.11) (note que, para N >> 1, pontos de maximo de S correspondem a minimos de

V). Expandindo S em torno desse ponto até segunda ordem, temos que
1
S(A) = S(A) = ZANT[HS(AD)| AN + O(AN?), (1.2.12)

onde A\ = X — A(©) ¢ visto como um vetor coluna e HS(A\?) ¢ a matriz Hessiana de S no
ponto A cujos elementos sao

%S
6)\18)\j A

HS(\);; = (1.2.13)

Mudando as varidveis de integragdo para AX em (1.2.9), temos que

Z = 550 / AAN .. dAN e %0 iy SNIHSAD)518% (1.2.14)
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Como a (1.2.13) é uma matriz simétrica, podemos diagonaliza-la. Sejam {v(™} auto-vetores
de HS,ie., > HS; Wl = a(")v( ") Escrevendo A na base dos auto-vetores de HS como

Z]]

AN =3, a(”)vi( ), temos que

STANHSAD);A)N = Za (a™)2, (1.2.15)

(2%

Como [[; dAN; =TI, da,, a (1.2.14) é igual a

N g _ N () (q(m))2 N g(x(®) 2mg
Z =es%N) /d ne 2" (@)% = g5 I | <) . 1.2.16
e 1;[ an€ 29 ey U\ Vo, ( )

Ou seja, a menos de um fator de normaliza¢ao, no limite N >> 1,

(1.2.17)
A=)

NZF:ES()\(C)):N (N221n|A ——ZV )

g 1<J

Para resolver a (1.2.11), introduzimos o trago do resolvente da matriz M [7][14][17]:

w(z) = ;Tr ((M=2D)7") = ;f; x 1_ ~, (1.2.18)

onde I é a matriz identidade N x N e w é definido Vz € C\ Spec(M), com Spec(M) = {\;},
o conjunto dos auto-valores de M. Podemos transformar a equagdo de ponto de sela em
uma equagao algébrica para w, no limite N >> 1. Multiplicando os dois lados da (1.2.11)

por 1/(\; — z) e somando sobre i, temos que

Zl:; y _)\)(/\ ) :E;Ai—z' (1.2.19)
Note que
9 r,, . 1 1 1
) - jw ) = (Z; A =) = (Ai—z>2)

1 1
_Z\ﬂg()\i—z)()\j—z)’

(1.2.20)

onde somamos sobre os dois indices 7, j, com a condi¢ao ¢ # j. Multiplicando e dividindo a
(1.2.20) por (A; — \;) e depois somando e subtraindo o numerador da expressao resultante

por z, temos que

2 1 ! _ 1 1 1
wi(z) = '(z) = NQ; (()‘j B IP WS R W wTsy _Z)>. (1.2.21)

w?(z) — N = Z =) (1.2.22)
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e a (1.2.22) é igual a —+ vezes o lado esquerdo da (1.2.19). Entdo, multiplicando os dois

N
lados da (1.2.19) por —% e depois somando e subtraindo o lado direito da mesma por
—Nig > ‘;,(fz), temos finalmente a equacgao
1 1 1 V'(z) = V(N
W?(z) = /() = — V) - 5 i <Zi — Ai< ), (1.2.23)
Assim, a (1.2.11) é equivalente a seguinte equagao para o resolvente w:
1 1 1 V'(z) = V'(\
GH2) = () 4 V) =~ T (Zi — () (1.2.24)
Conhecendo-se o polindémio P(z) = Nig > %, de grau [ — 2, onde [ é o grau de V,

a equagao (1.2.24) determina w a menos de uma constante aditiva.

Agora, vamos introduzir a densidade de auto-valores
1
p(N) = I > A= N). (1.2.25)

p € normalizada de modo que [ p(\)d\ = 1. No limite N >> 1, tal distribuigdo se torna

continua, e podemos escrever o resolvente (1.2.18) em termos de p:

1 1 1 1
_ 1 _ L Y 1.2.2
“l2) = x5 N;/au LS (1.2.26)
ou seja,
A)dA

w(z) :/p)f_)z : (1.2.27)
ea (1.2.11) é dada por

p(A)dr 1,

— ==V 1.2.28

T = V). (12.28)

onde p € Spec(M) e P denota o valor principal da integral. Utilizando a férmula de
Sokhotsky lim, o [ L24 — p [ [&0%  7 £(0),

wtie
W(z +i0) + w(z — i0) = 2P/”A<A_)d;, (1.2.29)
e, da (1.2.28),
w(z+10) +w(z —1i0) = —;V’(z). (1.2.30)
Do mesmo modo, podemos encontrar que
w(z +10) —w(z —i0) = 2mip(2). (1.2.31)

Ou seja, basta conhecer w para calcular a distribuigao de auto-valores. Como a (1.2.31)
¢ derivada da (1.2.28), a densidade de auto-valores assim obtida é uma densidade de
equilibrio p. Podemos encontrar w resolvendo a (1.2.24) no limite N >> 1:

2 1 ! 1 _
w(z) + EV (2)w(z) + 4—92]%(2) =0, (1.2.32)
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onde
R(z) = 4g / dAp(A)W.

Nesse limite, sabendo que 23, In|A; — A;| = X5, In|A; — Aj], a (1.2.17) é dada por

(1.2.33)

i A=M\(c)

1 11

~ (f dxtuo ot = 1 [ v on) (123

p=p

Resumindo, encontrando w a partir da (1.2.32), a (1.2.31) nos da a densidade
de equilibrio p, que podemos utilizar para encontrar a energia livre (1.2.34) e, portanto,
resolver a integral (1.2.2) no limite onde N é grande, obtendo, assim, a contribuicao de

topologias esféricas para a gravitagdo em 2d.

Resolvendo a (1.2.32), temos que

w(z) = 219(—v’<z> +0(2)). (1.2.35)

onde

o(2) = \/(V'(2))? - R(=) (1.2.36)

é a parte singular de w. Como V(z) é um polinémio, p depende apenas de o:

1
p(z) = — (0(2 +1i0) — o(z — i0)). (1.2.37)
2mi

Pode-se observar que p é diferente de zero apenas nos cortes de ramificagao [18] de w.
Sendo [ o grau do polindmio V', R possui grau [ — 2, enquanto o grau de (V')? é igual
a 2(1 — 1). Isso significa que o polinémio (V’)? — R possui 2(I — 1) raizes. Portanto, w

apresenta 2(! — 1) pontos de ramificacao, e, a cada par de tais pontos, associamos um corte.

Logo, w possui [ — 1 cortes desconexos em C, e o suporte de p, sup(p) = {\ € C|p(\) # 0},

¢ dado pela uniao disjunta de todos os cortes de w.

O caso mais simples acontece quando o potencial V' possui apenas um ponto
de minimo. Nesse caso, voltando a analogia com a fisica estatistica, para N — oo, da
(1.2.10) temos que o termo de repulsao Coulombiana é desprezivel comparado com V', e
as particulas tendem a habitar o tinico minimo de V, que é apenas um ponto A© no R,
Isso significa que a distribuigdo de auto-valores, nesse caso, seria diferente de zero apenas
em A9, Para N nao tdo grande, a repulsdo entre as particulas causaria uma distribuicio
das posicdes em pontos préximos a A, e o suporte de p seria um tnico intervalo conexo,
um unico corte de w. Assim, vamos analisar o caso em que w possui apenas um corte.
Note que, para que w tenha somente um corte, é necessario que as 2/ — 4 raizes restantes
de (V') — R nao resultem em pontos de ramificagio. Isso acontece se as raizes forem
degeneradas aos pares, o que significa que temos [ — 2 condig¢oes que o polindmio R, de

grau [ — 2, deve satisfazer. Dessa maneira, podemos fixar R.
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Considere, entao, que o corte de w seja dado por \/ (z — a1)(z — ag). Escolhendo a

ramificacdo principal \/(z +i0 —ay)(z£1i0 —ay) = iz\/(z —ay)(ay — 2), para z € [ay, as),
defina a funcgao

W(z) = \/(Z mpTP— (1.2.38)
Da (1.2.30), temos que
- : - : w(A +10) w(A —10)
WA +1:0) — (A —120) = —
( ) ) iJ(N—ar)(az—X)  —iy/(A—ar)(az — A)
-- W_al) —— O+ 0+ l2 — 0)
! V(). (1.2.39)

igy/(A — a)(az — \)
Dividindo os dois lados por A — z, onde z € C\ [ay, as], e integrando ao longo do
corte, temos que

a2 d\

al A_Z

@M+“D_MA_w»_;LT¢Q_ZQZ_MA?Z (1.2.40)

Fazendo as mudancas de varidaveis u = A + 10 e u = A — i0 nas duas integrais do
lado esquerdo, respectivamente, temos que

"B o) e -0y = [ o [ Maw, (24

G u—=z2 S U— 2

ai

onde C’LQ sao os contornos deformados (a; + 10, as + i0) e (a; — i0, ag — i0), respectiva-
mente (figura 9), e absorvemos, na defini¢do de z, os fatores +i0 que apareceriam nos

denominadores.

Figura 9 — Deformagdo do corte de w descrita no texto.
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Im(z)

oy

Re(z)

Figura 10 — Contorno fechado (' » obtido a partir da extensao de 0172. Note que z esta
dentro de C] nesse caso.

Como, fora de [a,as], @ é analitica, podemos estender os contornos e fecha-los
no infinito, definindo contornos fechados C' 2, como mostrado na figura 10. Observe que
w(z) — Z% quando |z| — oo, ou seja, nesse limite, w(z) — 0. Isso significa que z estara

dentro de um dos contornos C 2, o que, por sua vez, implica que

/C du @(u)zzma(z),/ Wy =0,

LU — Z CoU— 2

se z esta dentro do contorno C7, ou

/C M) =0, /C W) = 2mics(2),

LU= Z u—z
se z esta dentro do contorno Cy. Em todo caso,

a2 d\
al )\—Z

(@A +0) — @(\ — i0)) = 2mid(2). (1.2.42)

Portanto,

) A

1 e V(X
) N 271'9 /a1 \/(/\ — al)((lz — )\) A— Z. (1243)

w(z

Assim, utilizando (1.2.38), temos uma expressao para o resolvente w em termos do potencial

V' e dos pontos de ramificacao ay, as, a menos de termos regulares:

e a)(z—a) e dx V(M)
w(z) = 2mg o A— % \/(/\ —ay)(as — )\). (1.244)

Note que a (1.2.27) implica que, no limite |z| — oo,

w(z) - — / E (1 + 2) p(AN)d\ = —i +0(z72). (1.2.45)

z
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Nesse mesmo limite, a (1.2.44) possui o seguinte comportamento:

LZ ! + a9 L2 a2 _1 i V/(A)d/\
c‘)(Z)—>27Tg <1 2z + 0l )> /al [ Z<1+Z>1 \/()\ —\)

- CL1)(G2
B / )dA 1 / AV/(A)dA n
27Tg ai \/ —a1 —>\ Z 27Tg ai \/ —a1 a2—>\)
A)d
Jatae / A Lo (1.2.46)
tnge ¢ EpRTY
Comparando a (1.2.45) com a (1.2.46), os comportamentos assintéticos devem ser iguais,
portanto
)dA
/ —0, (1.2.47)
\/ — CLl (IQ — )\)
A)dA
~ 1. (1.2.48)

/ AV/(A
27Tg a1l \/ — al )\)

Dado um potencial V', em principio podemos resolver as integrais acima e entdo encontrar

um sistema de equagoes para as duas incégnitas a; e as.

Podemos estender as integrais sobre o corte a integrais sobre um contorno fechado C'
que envolve o corte. Para isso, basta considerar tal contorno C' como a uniao dos contornos
C1 e ()5 definidos anteriormente. A integral sobre C' sera a soma das integrais sobre C'
e Oy, e cada uma ¢é igual a integral sobre o corte, a menos de um fator +¢ originado da

escolha da ramificagao principal da raiz quadrada. Neste caso, segue que

— 0, (1.2.49)

}{ \/ - Gl - G2)
7{ - 7o _A:/ o Arig. (1.2.50)

Podemos simplificar ainda mais a forma das integrais acima fazendo uma mudanca

de variaveis. Queremos transformar nosso contorno de integracao, que neste momento
envolve o corte, para um contorno que esteja definido ao redor da origem do plano complexo.
Para isso, vamos utilizar o mapa de Zhukowsky [14]:

1

r=o (a4 i) | (1.2.51)

Tal mapa leva o circulo unitério (ou seu exterior) ao plano complexo com um corte

m [—1,1] (figura 11). Para ver isso, note que o mapa inverso
s=A+ VA1 (1.2.52)

possui duas ramificagoes. A primeira diverge quando |z| — 00, e é essa que mapeia o plano
ao exterior do circulo unitario. A segunda tende a 0 quando |z| — oo, e mapeia o plano ao

interior do circulo.
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v,
T
@ o Im(A)

Im(z)

|/ -1 1
I | I Re(})

i'/\’H

| |
N

Figura 11 — O mapa de Zhukowsky leva a regido hachurada ao plano complexo com um
corte em [—1,1]. Quando mapeia o interior do circulo, percorrido no sentido
horario, andamos no corte da esquerda para a direita. Quando mapeia o
exterior do circulo, andamos no corte da direita para a esquerda.

Relz)

Para utilizar (1.2.51) no nosso caso, primeiramente precisamos mapear o intervalo

[a1, as] no intervalo [—1, 1]. Definimos, entao, a fungao

P (A—C“;””). (1.2.53)

De fato, A\ mapeia [a;,a;] em [—1,1]. Agora, utilizando o mapa de Zhukowsky, A =

% (z + %), e temos que

a1 + as a9 — aq 1)
A= -. 1.2.54
2 * 4 (Z * z ( )
Fazendo a conveniente mudanga de escala z — 7%z, a (1.2.54) se torna
ay + as (ay —ay)?
A= —_— . 1.2.55
SR (1.2:55)

Agora estamos em posi¢ao de implementar a mudanca de varidveis (1.2.55) nas
integrais (1.2.49) e (1.2.50). Note que

_ 2
= - [1 -l 22) 1 (dz_ T = = (1.2.56)
\/(A—al)()\—ag) 16z |:Z— %} >
e a (1.2.49) se torna
= vaeE) = o (1.2.57)

2miz
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Agora, considere a integral § %V’ (A(2)). Observe que

z

_?{d/\( ( a1+a2) j:;\/(/\—al)()\—ag)> vy

! 1
mig — O + 2§ e Lo fVian, (1259)

}gdeV’()\(z)): 7{ 7 ) V()

T2

onde, no primeiro termo, utilizamos a (1.2.50). O segundo termo é igual a zero devido a
(1.2.49), e o terceiro termo também é nulo, pois é a integral, em um caminho fechado, da

derivada total de um polinémio. Logo,

;;V’()\( ) =g. (1.2.59)

Dado um potencial V' com apenas um ponto de extremo, podemos utilizar as
(1.2.47) e (1.2.48) para encontrar os limites a; e ay do suporte de p. Com isso, utilizamos
a (1.2.44) para encontrar w, que, por sua vez, pode ser utilizado para encontrar p pela
(1.2.37). Assim, em principio, o problema esta resolvido. No entanto, se procuramos apenas
informagdes sobre transigoes de fase e regimes criticos (ver C) do sistema descrito por
F', é possivel simplificar o procedimento de tal modo que precisamos encontrar apenas
os limites a; e as do suporte de p para determinar o comportamento singular de F' como
fungao da constante de acoplamento e de N. Derivando a (1.2.34) com respeito a g, temos

que
‘?)5 = ;Q/d/\p()\)V()\). (1.2.60)

Multiplicando os dois lados da (1.2.60) por ¢g* e depois diferenciando os dois lados da

mesma com respeito a g, temos que

aag <g3€;§> = /dAV(A)aag (gp(N)) . (1.2.61)
Definindo a funcéo
O(z) = ;g (gw(2)). (1.2.62)
Da (1.2.35), vemos que
Q(z) = ;gga(z), (1.2.63)
e, da (1.2.27), segue que
Ad_AZaag p(N) . (1.2.64)

Agora, multiplicando a (1.2.30) por g e depois derivando com respeito a g, segue
trivialmente que

Q(z+140) + Q(z —140) =0, (1.2.65)
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o que significa que a fungao 2 possui um corte do tipo raiz quadrada. Mais ainda, devido ao
comportamento w ~ y/(# — a12) perto dos limites do suporte a; o, sendo €2(z) a derivada
de w, 2 ~ perto de a; 2. No limite |z| — oo, a (1.2.64) implica que

e 2] = 00, a (1.2:64)

Z a12

O(2) = —1g/d)\p(/\) — —i, (1.2.66)

- h(2), (1.2.67)

quando z — aj 2, onde h(z) é uma fungao regular nesse limite. Se considerarmos 0?(2),
vemos que tal mapa possui polos simples nos pontos z = a2, e que tende a — quando

|z| = oco. A fungao ( ) possui essas propriedades e, pelo teorema de Mlttag—Lefﬂer

1
z—a1)(z—a

2 1 , ,y s . , 2 1 o i k

[18], Q (Z) - m ¢é analitica no Corte, 1sto e, Q (Z) — m = ZkZO ak(z al’g) .

No entanto, o comportamento assintético de Q2 exige que k>0 k(2 — a1 2)F — 0 quando

|z| = 00, 0 que ocorre se, e somente se, todos os coeficientes ay forem identicamente nulos.

Assim,
1

\/(z —ay)(z — ag)

sendo que o sinal negativo é originado da escolha da ramificacao da raiz quadrada.

O(z) = — , (1.2.68)

Escrevendo V(\) = ¢, 22 Y& onde ¢ é um contorno que envolve o corte sup(p), a (1.2.61)

se torna o
dz V(z)\ 0
dg ( ) /d <]{C oria A) afg(gp(A))
d\ 8
= foomi B | 3T g,0PN) (1.2.69)

1 V( )
" 2mi %c dz(z —a1)(z — ag)’

onde utilizamos a (1.2.64) e a (1.2.68). Defina

gu(g) = ('fg ( %Z;) (1.2.70)

Derivando gu(g) em relagao a g, temos que

0 1 Oay V(2)
%(Qu(g)) = 4 99 jl{ dz(z — a1)3/2(z — a2)1/2

1 8&2 V(Z)
TM dg _7{ dz (z _ a1)1/2(z _ a2)3/2)' (1.2.71)

+

Como

d ( V() ) _ V'(z) .
dz \/(z—al)(z—az) \/(2—a1)(2—a2)

1 1
- §V(2> [(z —a1)3%(z — ay)1/? + (z—ay) (2 — a2)3/2] ) (1.2.72)




1.2. Modelo de uma matriz: aproximagdo planar 33

integrando, sobre o contorno fechado C, os dois lados da equagao acima e utilizando a
(1.2.49), obtemos

V(z) V(z) _
fc b — et }édz@ —a =y = (1.2.73)
Ou seja,
0 . 1 80,1 8@2 V(Z)
8g'9"9) = 15 (ag - ag> ]{Cdz(z Rz ) (1.2.74)

Agora, considere

d 2V (2) V(z) 2V'(2)
— = + +
dz (wz—alxz—az)) JeE—a)(z—a)  /(z—a1)(z—a)

1 1 1
— 5zV(z) [(z C (2 — ay) i) + = a2z = a2)3/2] . (1.2.75)
Novamente, integrando os dois lados da equagao acima sobre C' e utilizando a (1.2.50),
temos que
V(2) , 2V (2)
29 d +8mig= ¢ d +
72 Z\/(z—al)(z—ag) " 72 Z(Z—al)g/Q(Z—%)l/Q
2V (2)
+%Cdz(z—a1)1/2(z—a2)3/2' (1.2.76)
Note que
2]{ dz V() :j{ dz V() +?{ dz V()
¢ Je-—a)z—a) o Je-—a)z-a) ¢ \J(z—a)(z—a)
VO G g V) Gow
c \/(z—al)(z—ag) (z—a) Je \/(z—al)(z—ag) (z — a»)
B 2V (2) 2V (2)
B }édz(z —a1)3?(z — ax)'/? * fc dz(z —a1)V?(z — ay)?/? *
V(z)
— (a1 — ap) 7{0 dz(z T F——eL (1.2.77)
onde utilizamos a (1.2.73). Logo,
V(z) _ 8mi
j{cdz(z—al)?’ﬂ(z—ag)lm = (1.2.78)
e segue que
0 1 0 0
a—g(gu(g)) = 2ga1 — 8—g(a1 —ay) = an—glnml — agl. (1.2.79)

ncontrando a dependéncia dos pontos a; o em relagdo a constante de acoplamento
E trando a d d d t , 1 tante d 1 to g,
podemos, em principio, encontrar o comportamento singular de F', dado por sua derivada

segunda u(g).
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Exemplo 1.2.1. Como primeiro ezemplo, vamos considerar o potencial Gaussiano V(M) =
%MQ. Lembre que o suporte de p é nao-vazio apenas na vizinhanga do ponto de extremo do
potencial. Assim, como V' € uma funcdo par, devemos ter que a; = —ao. Seja entdo a = ay.
O mapa de Zhukowsky se torna X = z + Z—i e a (1.2.57) € automaticamente satisfeita, pois,
fazendo z = %ew, 0<60<2m,

d 2 1 27 2T
v (z + a> = —/ V'(acost) = ;/ cost) = 0. (1.2.80)
0

2miz 4z 21 Jo T

Podemos notar que a (1.2.57) sempre serd automaticamente satisfeita para poten-
clais pares, pois sempre teremos a integral sobre um periodo de uma poténcia impar da

fungao cosseno. Da (1.2.59), temos que

2

dz / dz dz a
f{ch‘V (A(2)) = fCQ—mA(z) = 72272 <z+ 4Z> =g. (1.2.81)

a=2\3. (1.2.82)

Ou seja,

Agora, vamos calcular o resolvente

myg V' (v+5)

1.2.83
4mig (0?2 — 20+ “2) ( )

w(z) =

onde utilizamos o mapa de Zhukowsky e, portanto, C' € o circulo de raio |v| = §. Claramente,

v+ 2 @ . .
]{ = gy = 2 (1.2.84)

onde o = &EYZ—oo ZQ_“ e === Vaz, e entdo a parte singular de w € dada por % 22 —4g.

Assim, de (1.,2.0’5),
w(z) = — ( z+m>, (1.2.85)

2g

e a densidade de auto-valores p pode ser imediatamente obtida da (1.2.37):

p(A) = ! —\/4g — N2 (1.2.86)

2mg

A (1.2.86) é a lei do semi-circulo de Wigner-Dyson [16][14][17], obtida quando
se estuda a distribuicao dos niveis de energia de nicleos atomicos pesados, o que indica
que matrizes aleatorias podem ser utilizadas para modelar Hamiltonianas complexas (na
verdade, ensembles de Hamiltonianas, sequndo [16])). Vemos que, nesse caso, como p
¢ bem definida para qualquer valor de g > 0, nao hd indicacio de que o sistema sofra

transicoes de fase.
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] 1 1 1 1 1 1 ﬂ
-2 -1
Figura 12 — Lei do semi-circulo de Wigner para g = 1.
Exemplo 1.2.2. Agora, vamos considerar um potencial do tipo M*,
Lo 1.4
V(M) = §M + ZM . (1.2.87)
Como V' € par, novamente o corte serd simétrico, e as = a,a, = —a. Encontrando
a parte singular do resolvente:
/32 _ g2
w(z) = 7{ vt =
“amig =g 2 v — w4 2 4v
22 — a? f p 1 + + )
= — v v+ —
Amig  Jpl=g (v —a)(v—p)
1
=5 (z +1+ a > Vz (1.2.88)
g
Utilizando a (1.2.55),
w(z) = ! ( z—z —|—(z2—|—1+1a2> z2—a2> (1.2.89)
2g 5 , 2.
e, para encontrar o ponto a em termos de g, utilizamos a (1.2.59):
dz a? a2\’ 1 3
= — — — - — 1.2.90
I= Jze 2mi (z Tt <Z * 42) =% T (1.2.90)
Ou seja, lembrando que a deve ser um nimero real,
2
=3 (14 vI+12g). (1.2.91)
Da (1.2.31), obtemos a densidade de auto-valores:
p(\) = L ()\2 + 14+ 1a2> a? — \2 (1.2.92)
37 5 . 2.
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Observe que a (1.2.91) faz sentido, sendo a um nimero real, até o ponto g = g. =
—1—12, onde a® passa a ser negativo. Esse é um ponto critico do sistema, onde ocorre uma
transicao de fase. Isso significa que a energia livre F' possui continuacdo analitica de g > 0
a g <0, onde encontra uma singularidade no ponto g., que € um ponto de ramificacao
de F' e, portanto, a transicao de fase € de primeira ordem. A densidade de auto-valores
muda de formato nesse ponto, passando a ter duas componentes conexras como suporte, e
isso significa que nao podemos mais utilizar a hipotese de que existe apenas um corte. E
possivel ver que esse € o caso ja da forma do potencial qudrtico (1.2.87), que possui dois

minimos.

Figura 13 — Densidade de auto-valores no caso do potencial M* para g = 1.

Mais ainda, voltando a interpretacao de Z como uma fung¢do geradora de triangu-
lagoes aleatorias de uwma superficie de género nulo, a transicao de fase apontada acima
caracteriza a passagem do estado discretizado da superficie a seu estado continuo. Para ver
isso, primeiramente, observe que, como foi dito na segao (1.1), o nimero de vértices de 4
pontos n € iqual a drea total da superficie. Na expansdo perturbativa de Z, n aparece como
uma poténcia de g. Entao, a derivada de InZ em relag¢io a g € igual ao valor esperado da
drea A =n, i.e.,

(A) = (n) = aagan. (1.2.93)

Vamos obter o comportamento de (1.2.93) quando g — g.. Definindo a varidvel
r=1-g/g.. Em termos de x, a (1.2.91) é dada por a* = a*(1 — \/x), onde a. = a(g.). A

equagao diferencial (1.2.79) é, na varidvel x, escrita como

PF O*F oF 1
(1—2)?—— —6(1—2)-"5 +6-— = — +ﬁ.
Ox3 Oz? oz 2\/x
Em principio, € possivel encontrar uma solucao geral para essa equacao. Fazendo a mudanca
u=1—x, a (1.2.94) se reduz a
,OPF O*F oF 1++1—u
U U= 6 =
ou3 ou? ou 2v/1—u

(1.2.94)

(1.2.95)
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que € igual a derivada da equagdo de Euler-Cauchy de sequnda ordem ndo-homogénea

82 OF
8u2 + bua— + cF = f(u), (1.2.96)
com coeficientes a = 1,b =4 e ¢ = 2, onde
1+ 1
2 vV1—u

e k é uma constante arbitrdria. Assim, resolver a (1.2.96) equivale a solucionar a (1.2.94).

fa) == [ X"y 4k, (1.2.97)

No entanto, como queremos encontrar apenas o comportamento assintético (no limite
x — 0), ndo precisamos resolver a equagdio de forma exata. Do inicio, jd assumimos que
F ¢ singular no limite x — 0, o que significa que F ~ x™" nesse limite, com n € R. Seque
que a derivada terceira de F serd o termo mais singular no lado esquerdo de (1.2.94).
Como o inico termo singular do lado direito de (1.2.94) é ﬁ, devemos ter

PE 1

~ g2 1.2.98
ox3 2 ( )

para x — 0. Integrando, obtemos, finalmente,

4
F = R 2°/% 4 termos menos singulares, (1.2.99)
e a drea (A) = %%—g se comporta como
1
(A) ~ , (1.2.100)
ge— 49

no limite g — g.. Ou seja, a drea da superficie diverge e, se realizarmos a mudanca de
escala s — s/{A) na drea dos poligonos individuais, cada wm terd drea infinitesimal nesse
limite, o que significa que cada poligono serd basicamente um ponto na superficie, e esta
serd continua, uma uniao de pontos infinitesimais. Mais adiante, veremos que o ponto g. €
um ponto onde a série perturbativa diverge. Isso significa, intuitivamente, que nesse limite,
temos diagramas com infinitos vértices, que é essencialmente a figura que precisamos para

definir uma superficie continua, onde cada vértice é um ponto da mesma.

A (1.2.99) fornece um dos indicios de que os modelos de matrizes descrevem, no
limite do continuo, a teoria das cordas (ou gravitagio 2d) dada por (1.1.2). Para uma drea
muito grande A — oo, mas fiza, é possivel encontrar o comportamento critico da (1.1.2)
utilizando a teoria qudntica de Liouville (ver [4] para uma explica¢do detalhada de como

obter tais resultados):

F(A) ~ Aler=222, (1.2.101)

onde Vs € um expoente critico. Se acoplarmos uma teoria conforme de campos em 2d a

gravitagdo quantica, o erpoente Yy, pode Ser expresso como

Vstr = 112 (c —1—/(c—1)(c— 25)) = —i, (1.2.102)
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onde c =1 — m > 2, € a carga central da teoria conforme (ver C). Note que a

6
m(m+1)’
(1.2.102) deiza de fazer sentido para ¢ > 1, um fato que discutiremos mais adiante.

No caso planar, x = 2, e temos que
F(A) ~ A3, (1.2.103)

Comparando com a (1.2.99), vemos que

Vstr = —;, (1.2.104)
o que significa que ¢ = 0 e que estamos lidando com um caso onde nao hd campos externos
acoplados da gravidade (gravitagao pura). O fato de que a (1.2.99) possui o mesmo expoente
critico que uma teoria de gravitacao pura indica que o modelo de matrizes do potencial
qudrtico (1.2.87) estd na mesma classe de universalidade (ver apéndice C) que a gravitagio
2d sem campos externos (ou teoria das cordas em 0-dimensées). E isso, por sua vez, nos
diz que podemos estudar o modelo de matrizes para obter informacoes, mesmo que apenas
sobre o comportamento critico, dessas teorias. Mais adiante, veremos que a adicao de
potenciais de ordem mais alta equivale ao acoplamento de campos externos a gravidade.

Um comentdrio adicional: é comum definir o modelo de matrizes para o potencial

—NTrV (M)

qudrtico como Z = [dMe , com

2
V(M) = %MQ + %M‘*. (1.2.105)

Assim, temos dois parametros para caracterizar a transicio de fase. Para m?* > —4,/9,
temos que o suporte de p possui apenas uma componente conexa. Jd no caso em que
m? < —4.,/g, ocorre uma mudanga de fase, e o suporte de p se divide em duas componentes
conexas disjuntas. A (1.2.105) é o potencial de uma teoria de campos nao-comutativa na
esfera difusa [19], e a solu¢io acima descreve o caso de uma configuragao estdtica dos

campos, sem termo cinético na acao.

No exemplo 1.2.2; vemos que, em g = g., o ponto a(g.) = a. se torna um zero do

2

termo regular que multiplica a parte singular do resolvente w. De fato, como a? = -3

o) = (224 1+ 5000 ) V22 — (g

2 2
= (242 24 2
(z + 3) z° + 3
= (2% — a?)*2. (1.2.106)

Esse comportamento é natural, pois a transicdo de fase no exemplo 1.2.2 é uma mudanca
de uma configuragao de um corte para uma outra com dois cortes. Isso significa que, no

ponto critico, o polinémio regular que multiplica a raiz quadrada em (1.2.106) tem um
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zero que corresponde ao zero da parte singular, de modo que podemos unir ambos em um

unico termo com mais pontos de ramificacao.

Em geral, no caso onde temos apenas um corte, podemos escrever

0(2) = Poa(2)\/(z — a1) (2 — az), (1.2.107)

onde P,_5 é um polindmio de grau [ — 2, com [ sendo o grau do potencial V. Na vizinhanca
do ponto critico, os zeros de P,_5 se aproximam dos zeros irregulares a;, as. Sejam a; = 0
e as = b. Fazendo com que os [ — 2 zeros de P,_5 se aproximem de a; = 0 no ponto critico,
P,_y = 272, Denotando o grau do polinémio V' como m = [ — 1. Temos entdo que, no

ponto critico,

Oer(2) = 2™ 2(2 — D). (1.2.108)

De (1.2.35), e sabendo que w(z) — —2 quando |z| — oo, devemos ter

B\ /2 20,
2™ (1—) =V'(z) — J
z z

+0(27?2). (1.2.109)

Quando |z| — oo. Devido ao fato de que V'’ é um polinémio, este deve cancelar todas as
poténcias positivas de z do lado esquerdo, caso contrario w cresceria no limite |z| — oo.

Logo, V' deve ser dado, unicamente, por

V'(z) = {zm (1 - i)ﬁ , (1.2.110)

+
onde o subscrito 4 significa que consideramos apenas as poténcias positivas de z do termo

em questao. Expandindo o lado esquerdo da (1.2.109) em poténcias de z, para |z| > b,

m b V2 _ - k F(%) k. m—k
2 (1— Z) _l;)(—l) F(kz+1)P(§ _k)b 2™k (1.2.111)

Utilizando que I' (% + :c) r (l - x) — — 7 em termos da funcdo beta B(z,y) = S@LW

2 cos(mx)

20], a (1.2.111) é escrita como

1/2 0
1 1
2" (1 — b) =——>'B (k — = 3) yramk, (1.2.112)

z T = 272
e entao, da (1.2.109) vemos que o coeficiente que multiplica 27! na (1.2.112) deve ser igual
a —2¢.. Dai, temos a seguinte relacao entre a constante de acoplamento critica, o limite b
do suporte da densidade de auto-valores e o grau m do potencial V:

bm+1 1 3
.= B - 2. 1.2.113
e = "on (m+2 2) ( )

A (1.2.110) também pode ser escrita em termos da fungao beta do seguinte modo:

a forma integral de B(z,y) é dada por

B(z,y) = /01 =11 — ¢)v Lt (1.2.114)
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Fazendo a mudanca de varidveis s = b+ t(z — b), temos que

1 z z—1 y—1
B(z,y) = (z—b)+y1/b ds (s —b)* " (2 —s)V. (1.2.115)
Fazendo x = m e y = 1/2, segue que
1 z
(z = b)"% = i/ ds(s — b)™1(z — 5)"V/2, (1.2.116)
B (m, %) b
No caso em que b = 0,
1 1 Z
2"T2 = 7/ ds(z — s)~/2sm 1, 1.2.117
BTy b ) (12117

Assim, o lado esquerdo da (1.2.109) pode ser escrito como

) _p1/2
2Ry — b)1/2 _ (2 b)1
B (m, 5)

e, no limite |z| — 0o, podemos separar a integral acima do seguinte modo:

/z ds(z — 5)~ V21, (1.2.118)
0

1 1 b
Mz =)= — (2 — b)1/2/ ds(z — s)"2sm~ 1 4
B(m, %) 0
I — — AV /Z ds(z — s)~1/2gm—1, 1.2.119
By ) (12119)

A primeira integral, no limite |z| — oo, é igual a

1/2 _
(z —b)Y/? /b ds(z — s) 2™l = /b ds(1-2 (1 — S) v sm1
0 0 z z

~ (1 — 2b> [16””‘ + O(zl)} =—b"+0(z"). (1.2.120)

z m

Segue de (1.2.110) que

V'(z) = 11) (bm + (2 — b)Y/? /Z ds(z — s)_1/2sm_1> . (1.2.121)

B(m,5 m b

m+1

Note que, para |z| grande, V' ~ z™*1. Se m é par, o potencial serd uma fungao impar, e

a integral (1.2.2) pode divergir. Nesse caso, temos que considerar g complexo, de modo
N
_ N ym+1 . ~ . s . . ~ sl
que e 9 seja uma funcao oscilatéria, e apenas depois, por continuagao analitica,

estendemos a integral para g real.

Agora, vamos considerar o comportamento do modelo perto do ponto critico, onde
x=1-g/g. << 1. Nessa regido, os zeros do polinémio P,,_; nao serdo exatamente iguais
ao limite do corte, agora localizado em z = a. Considerando, entao, z << b, z ~ O(a),

temos que

Ose(2) = Pr_1(2)(2 — a) V(2 = b)Y2 = Pp_1(2)b"?*(a — 2)V2. (1.2.122)



1.2. Modelo de uma matriz: aproximagdo planar 41

No entanto, como estamos muito perto do ponto critico, os. deve possuir a mesma forma

que 0., para z << b. Escrevemos entao que, sendo Py, 1 (z/a) = (z/a)™ ! + ..,
0ee(2) = Pt (Z) a2 (g — )12, (1.2.123)
a
De fato, a (1.2.123) tem a mesma forma que 0., para z << b, pois nesse limite, o..(z) ~
ib'/22m=1/2 Da (1.2.63), temos que, no limite z << b,

0

— e =202 (a — )72

dg
K r1/2) a)*
) T DO(L2 — F) <Z> , (1.2.124)

= —2ib 272N (1

k=0

e a expansao acima nao possui poténcias positivas de z. No entanto, a derivada de (1.2.123)
com relacao a g possui poténcias positivas de z, o que significa que P,,_; deve ser tal

que cancele esses termos. Escrevendo P,,_; como o truncamento da expansao de alguma

(=000 () e

com R,, (i) = (9)m +...e f(0) = 1. Assim,

z

Gool(2) = b2 /2 ((1 - Z)W f (z) - (1 - Z)m R (Z)) . (1.2.126)

O tltimo termo do lado direito da equacdo acima comeca com z /2. Entao,

funcao f,

comparando com (1.2.124), o primeiro termo deve ser uma constante, que fixamos com a
—1/2
condigao f(0) = 1. Logo, f (5) = (1 — %) / e entao

Py (2) - ((;)ml (1 - Z)m> . (1.2.127)

+

1/2 1/2m

Observe que o termo de ordem z~'/? na (1.2.126) deve ser igual a az™ , onde
« é uma constante, pois o primeiro termo da expansao de R,, é a™/z™. A derivada desse
termo é o primeiro termo da expansao (1.2.124), que escrito em termos da func¢ao beta é

igual a 2ib'/21B(—1/2,3/2)271/%. Logo, %2~ = 3 = constante, e temos que

9g

0 d Oa 1=m O

o= 25,20 = .. 1.2.12

890 Eyad 39 Ba Eyd ( 8)
Da (1.2.124),

gaim 9 5 — b2 (g — )2, (1.2.129)
Oa

e entao

Ooe(2) = | ds(z—s)"2sm L, (1.2.130)
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Para encontrar a constante 3, consideramos o comportamento de o,. quando
¢ << 1. Da (1.2.123), 0,.(2) ~ ib"/?2™~ /2. Fazendo a mudanca de varidveis ¢t = s/z na

integral (1.2.130), para a/z << 1,

1
Ose(2) = 52’”*1/2/ dt(1 — )7Vt = 27V B(m, 1/2) ~ bt /2212 (1.2.131)

/z
Logo,
6] /2 (1.2.132)
B (m, %)
e entdo, a parte singular do resolvente é, na vizinhanc¢a do ponto critico, igual a
b1/2 z
Ose(2) = —7— | ds(s—2)7'/2sm (1.2.133)
B (m, 5) a
Dai, como ngc = g—gaggc, temos que
bl/2 o)
2P (a—2) = T (a z>—1/2am—1aﬁ. (1.2.134)

Resolvendo a equagao acima, encontramos que a é dado em funcao de g e b como

_2m 1

== (m, 2) (g — go). (1.2.135)

Introduzindo a varidavel z = 1 — g/g. e utilizando a (1.2.113), é facil ver que

2(m + 1) (Z)m — 7. (1.2.136)

Utilizando (1.2.79), vamos encontrar o comportamento critico da energia livre F'. Temos
novamente a equagao
,OPF O*F or 1 0

J— _ J— [ —_ = 2 JR— J—
(L—a)55 =61l —a) 55 +65 - =2N"— ~(a—b). (1.2.137)

Com a << b e como a variacao de b é desprezivel, o lado direito da equacao acima se

torna

1 Oa 0 /a
2N? — ~ —2N?— () . 1.2.138
a—box ox \b ( )
Integrando os dois lados da (1.2.137) e considerando o limite assintético z — 0,
temos 92
97~ _oN? (a> 1.2.1
Ox? b/’ ( 39)

e entdo, substituindo a (1.2.136) no lado direito da equagao acima e integrando duas vezes,

obtemos, finalmente, que F' apresenta o seguinte comportamento critico:

2m?

(m+1)(2m+1)

F ~ —N? (2(m + 1))/ ™ 2% (1.2.140)
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Comparando a equagao acima com a (1.2.103), vemos que o expoente critico é

1
Vstr = — - (12141)
m

Assim, o grau do polinémio V introduzido na integral sobre matrizes determina a carga
central da teoria conforme acoplada a gravitacdo 2d que o modelo de matrizes descreve

(no ponto critico).

1.3 Modelo de uma matriz: contribuicao de géneros mais altos

Embora o método de Laplace introduzido na secao anterior nos permita uma
discussao bastante detalhada do caso planar, os cdlculos se tornam complicados quando
consideramos superficies de géneros mais altos (ordens sub-dominantes na expansao em
1/N), e ndao conseguimos informagoes sobre o comportamento da série topologica como um
todo. Nesta se¢do, nosso objetivo é introduzir um método [4][7][21][22][23] para resolver a
(1.2.2) que nos permite recuperar os resultados anteriores e estendé-los a todas as ordens
em 1/N [24][25].

Considere a seguinte matriz N x N:

D VIR U A
N = 1 )\2' Ag A§V‘1. (13.1)
i AN A?V' D o
O determinante da matriz (1.3.1) é o determinante de Vandermonde (1.2.7).
det\]™' = A(A). (1.3.2)

Seja P;_1(\;) a matriz N x N cujos elementos sao polindmios p, (), normalizados
de tal modo que
Pn(A) = A"+ > ap_ A (1.3.3)
i=1
onde a; € R, 7 =1,...,n. Ou seja,

1 @0+)\1 a0+a1)\1+...—|—)\{v_1
1 CLO+/\2 a0+a1/\2+...+/\§v_1

Pia(N) =1 . . : (1.3.4)
1 CLO—|—>\N a0+a1/\N—|—...+/\%_1

Claramente, podemos transformar A" em P;_1()\;) realizando operagoes elemen-

tares nas linhas da (1.3.1), e isso, por sua vez, implica que

detP;_1(\) = A(A), (1.3.5)
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Entao, se considerarmos um espago de polindmios p, (), que sdo ortogonais com respeito
a medida du()\) = e7VMd), isto é,

/ O; AN pr(N)pm(N) = Snbum, (1.3.6)

onde as constantes s, € R sao tais que p,(A\) = A" + ..., podemos resolver a (1.2.2)
encontrando apenas essas constantes de normalizac¢ao. De fato, utilizando a (1.3.5), temos

que
7z = / dMeTrV M) — / dhie™V O daye VOV det Py (A)det Py (\)

= > (—prleein) R (—1)ﬂ(j17""jN)/du()\l)pil—l()\l)l’jl—l()\l)><---

P(i1,..,iN) P(j1,-JN)

% [ ArOWIPiy 1 Apiy 1 (). (13.7)

Utilizando a condigao de ortogonalidade (1.3.6), segue que

7 = Z (—1>7r(i1"“’iN) Z (—].)ﬂ(jl"“’jN)Sil_l...SiN_l(Siljl...(SiNjN. (138)

P(i1,..in) P(j1,--,JN)

Pode-se perceber, da equacgao acima, que apenas permutagoes iguais contribuem

para o valor final de Z. Logo,

N-1
Z = Z Si1-1Sip—1---Siy—-1 = N!sosl...sN_l = N! H Si, (139)
P(ilv"'viN) =0

pois existem N! maneiras de permutar os elementos do conjunto (1,2,..., N). Assim, a

funcao de particao é dada por:
N-1
Z=Nsy I ¥, (1.3.10)
k=1
onde fr = sx/sk_1. Desse modo, o célculo da integral sobre matrizes original se reduz,

nessa abordagem, a encontrar as constantes de normalizagao s; (ou as razoes f).

Para encontrar uma maneira de calcular as normalizagoes s, observe que os
polinémios ortogonais {p, } formam uma base do espago dos polindmios. Isso significa que
o polinémio Ap,(\) pode ser escrito como uma combinagao linear de p,:

n+1

Apn(A) = Z a;pi(A). (1.3.11)
i=0
Utilizando a (1.3.6), podemos escrever os coeficientes a;, i = 0, ...,n + 1, como
1
ai = — [ AP (Npi(N). (13.12)

Como Ap,,(\) é um polindémio de ordem n+ 1, devido a ortogonalidade, todos os coeficientes

a; com ¢ < n — 2 serao nulos. Logo,

)‘pn()\) = Gp4+1Pn+1 (>\) + anpn()\) + anflpnfl<)\)- (1313)
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Comparando termos de mesma ordem dos dois lados da (1.3.13), devemos ter que

an+1 = 1, ou seja,
/ AP V) Prir (A) = $pp1. (1.3.14)

Como Ap,,—1(A) possui ordem n, [ duAp,(A)pn—1(A\) = s,. No entanto, da (1.3.13), temos
que [ dpAp,(N)pr_1(N\) = a,_18,—1. Entao, temos a seguinte rela¢ao de recorréncia entre

os polinémios ortogonais:

(A = @n)pn(A) = Prs1t(N) + fapa-1(N), (1.3.15)

com f, = $,/$,_1, como anteriormente. Observe que

1
an = — [ dxe ™ VM A(p,(N))? (1.3.16)
Sn
Se Comporta COINOo
/ dhe™V V2T (1.3.17)

e se V for impar, essa integral diverge. Se V' for par, temos a integral de uma funcao
impar em um intervalo simétrico, que se anula. No que se segue, vamos considerar apenas

potenciais pares, o que significa que, daqui para a frente, a,, = 0. Como

dp;iA) = npa_1(A) + O(p_s(N), (1.3.18)
segue que
/ dﬂ()\)pn_l()\)dp;)(\)\) — (1.3.19)
No entanto,
[ upaas )P = Vo )|+
_ / d/\pn()\)dd)\ (e Mpi () - (1.3.20)

Sendo V' uma func¢ao par, o primeiro termo ¢é igual a zero. Ou seja,

it = [ dp POV Wpcs () = [ du(yp, () 222, (1.3.21)

O segundo termo é igual a zero, pois p/,_;(A) é um polindémio de ordem n — 2. Entéo,
NSp = / ANV (NPt (V). (1.3.22)

Portanto, utilizando, junto com a equacao acima, a relagdo de recorréncia (1.3.15),

podemos calcular as constantes de normalizacao s,.
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Exemplo 1.3.1. No caso do potencial Gaussiano V(M) = %MZ, 0s polinomios pp(N)

devem satisfazer

/d)\ef%’wpn()\)pm()\) = $,,0nm. (1.3.23)

Os polinomios de Hermite

H,(\) = (—1)"eVddAneV (1.3.24)

~ . —_)\2 . - CoA .
sdo ortogonais com peso e~ no intervalo (—o0o,00) [20]. Dai, os polindmios ortogonais

para o potencial Gaussiano sao dados por

n/2
Pn(A) = (2]3) H, <A 2]\;> (1.3.25)

e as normalizacoes s, sao facilmente calculadas da (1.3.22):

N N N
NSp_1 = ; /du()\)pn()\))\pn,l()\) = Efnsn,l = ;sn. (1.3.26)

Utilizando a equacao acima repetidas vezes, temos que

Sn = (é) n!so, (1.3.27)
onde
s0= /d,u()\)(po)2 - /dAe—%”, (1.3.28)
pois po = 1. Logo, sq = (27rg/N)1/2 e, portanto,

n—&-%
on = /27 (]gv) n. (1.3.29)

Seque que a fungao de particao (1.3.10) é dada por:

Z = NI2m)N? (Ai:fi!) <J%)N2/2. (1.3.30)

1=0

Vemos que Z é uma fungdo analitica da constante de acoplamento, o que confirma

nossa afirmativa anterior de que esse modelo nao apresenta transicoes de fase.

Agora, utilizando esse método, vamos tentar recuperar os resultados da secao 1.2.
No limite N >> 1, podemos considerar £ = k/N como uma varidvel continua que assume
valores entre 0 e 1. Definimos, entédo, a fungao f(£) = fi/N, continua no intervalo (0, 1).

Nesse limite, a energia livre é dada por:

1 R s k 1
F=—InZ =~ lim I kz::l (1 — N) Infy = /0 dé (1 =€) Inf(&). (1.3.31)

B N2 N—oo
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Precisamos encontrar uma forma funcional para f(£). Para tanto, considere o
potencial geral

N
=Y M*. (1.3.32)
p
Da (1.3.22), temos que
N 2p—1
nsur =200 [ dnN)pa (N P () (1.3.33)
p

Note que, como {p,} é base do espago dos polinémios,

2(p—1)+n o1
AP, ()= S aPPp0, (1.3.34)
§=0
onde .
o = = / dp(N)p; (MNP p_1 (V). (1.3.35)
j
Dai,
N _ N
NSp_1 = —ZpZafp 1)/du(/\)pn()\)pj()\) — > pspal; (2p=1) (1.3.36)
g P ] g P
Ou seja,
95 = fo o pa Y, (1.3.37)
P
e a soma pode ser calculada utilizando uma relacao de recursao para os a(27’ . Observe
que
1 _
o = / (M)A (VAP pa 1 (V)
= — / dp(N) (pya(N) + fpj-1(N) A2 g1 (V). (13.38)
Ou seja,
a® = a7V o+ alY, (1.3.39)
com a( = Opn—1-

Exemplo 1.3.2. Vamos considerar o potencial qudrtico, V(M) = % (M2 + %M4). Temos
que V'(\) = % (A + A% e entdo a soma da (1.3.37) se torna

g% = fn (ag) + af)) . (1.3.40)

Da relagdo de recursao (1.3.39), temos que

(1) = %(1—) +fn+1a£H)—1 1,
(1)

o o (1.3.41)
_a +f CL +fn+1 (an +fn+2an+2) :fn71+fn+fn+1'
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Dat,

g% = fot+ fo(for1 + fo+ fu1) (1.3.42)

Lembrando que, no limite N >> 1, n/N se torna a varidvel continua & € (0,1), bem

como fo = f(§) € fux1 = f(§E€), onde e =1/N. Com f(§ £ e) = f(§) £ef'(§) + O(e?),
a (1.3.42) se torna

9§ = f(&) +3(£(€))* (1.3.43)

GE —é+ém, (1.3.44)

onde escolhemos a solug¢do que ndao deiza f sempre negativa no intervalo (0,1). Agora,

Dat,

podemos calcular a energia livre (1.3.31):
1 1
= [ g -m |2 i+ -1)]. 1.3.45
| dE(1 = Q)in | 1+ 1208 (1.3.45)

Fazendo a mudanca de varidveis v = é (\/1 + 12¢¢ — 1), a integral acima se torna

1 s(viFT29-1)
F= gz/ dv(6v +1) (g — v(1 4 3v)) In(v). (1.3.46)
0
Integrando, temos que
1 1
F=in (14 vI+129)+ oy (1-VT+129+6g (6 - 5v/T+12g)), (1.3.47)

L
127

diverge, como esperado. Definindo a*/a> =1 — \/1+12g9 e x =1 — g/g., é facil ver que

podemos recuperar os resultados obtidos na secao 1.2.

a menos de constantes numéricas aditivas. Note que, no ponto g. = a energia livre

Poderiamos obter o comportamento critico diretamente da (1.5.47). No entanto,

vamos proceder de outra forma. Defina a fun¢ao W (f) tal que

W(f)=f+3f =gt (1.3.48)

Isto €, W, ou melhor, %W, age como uma fun¢ao inversa de f. Podemos expandir W em
torno do ponto critico f = f., onde W(f.) = g. e W'(f.) = 0. Note que isso equivale a
dizer que f(§ =1) = f.. Temos

96 = g+ W (£) (FE) — £ + . (1.3.49)

Ou seja,

F(&) = fe~ (9 — g&)'*. (1.3.50)

Isso nos induz a supor que o comportamento singular dominante de f(£), no limite

N >> 1, é dado por
f(§)

fe

—1~ (g — 987", (1.3.51)
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para g perto de g. e & prozimo a 1. Entao, o termo mais singular da energia livre (1.5.31),

no limite onde N ¢ grande, é:

P [ g — 6l — g0 = 500
~ - ge—9§) ' = +
0 g*(L=7)(2-7)
gc STt ( gC >
——— =14+ — . 1.3.52
9(1—7) 9(2—1) ( )
Como g = g., apenas o primeiro termo contribui para o comportamento critico. Temos
entao que
po (0= ! 72 ) <_g>n
PA=72=-7 ¢0=7)2-1) nFn+1 [(=y=n+3)\ g
_ Z 1 Il —~) 9 "
7 geln+ 1 TB—y=n)\ g
1 T'(n+vy-2) <g>”
= =1, 1.3.53
2 G0 Twrn \e) w035

onde utilizamos as sequintes propriedades da fungdo I':

M(—y+24+1)=(1—-y)2—-yI(1—7), (1.3.54)

P(—7 = (=3 +m)) = (-1~ HDTL =)

e (1.3.55)

Temos uma expansao em poténcias da constante de acoplamento g. Como vimos
na secao 1.1, o expoente de g pode ser visto como a drea da superficie triangulada, isto €,
n = A. Para uma drea grande, i.e., n >> 1,

Fn+y—-2)  T(y—3)
I'(n+1) B(n+1,v—-3)

~(n+1)773, (1.3.56)

obtemos o comportamento singular da energia livre:
g n
=1 . (1.3.57)
Zn: 93F <9c>

Assim, para uma drea fiza,

F(A) ~ (i) A, (1.3.58)

e, comparando com a (1.2.103), temos que vy = Ysy,.. Considerando ainda que

~ (gc_g)_’ﬁ_2
P =7)2-7)

a sequnda derivada de F' com relacao a x = g. — g possui, como termo dominante,

(1.3.59)

F" ~ iz(gc — )7 ~ lim e (f(f) — 1) , (1.3.60)

e entao, da (1.3.50), identificamos Vs = —5, como esperado.

1
27
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Para calcular a soma (1.3.37) no caso de um potencial geral
N
== v, M, (1.3.61)
9y

vamos introduzir uma maneira pictérica de obter os coeficientes a(?>*~1, dados pela (1.3.35).
Considere todos os caminhos possiveis que unem os niveis n — 1 e n, feitos de 2p — 1 passos
unitarios para cima ou para baixo. Um passo para cima possui peso unitario, enquanto
um passo para baixo possui peso f,. A imagem descrita acima é exatamente a relagdo de
recursio (1.3.39). Assim, a{?~" é uma soma sobre todos os ( pp 1) caminhos que juntam os
niveis n —1 e n em 2p — 1 passos, p — 1 para cima e p para baixo. Um fator f, é associado

a uma descida do nivel s ao nivel s — 1.

N
e /\/\/

fr.'+ 1 r.' —1

Figura 14 — Contribuigbes para o coeficiente a ) de acordo com a representagao pictorica
introduzida acima.

Entao, com

agp_l) = Z f81f52"'fspa (1362)
Caminhos
temos que
n
G =L 0ty > fofeeTs, (1.3.63)
N p Caminhos

No limite N >> 1, a soma sobre caminhos 3 cuminhos fo1 foo---fs, = (2”1)—1) fP~1. Logo,
g€ = Z pfp (1.3.64)

Em principio, podemos tentar encontrar f como funcao de £ e calcular a energia
livre (1.3.31). Podemos também definir a fungao W(f) = ¢&, como no exemplo do
potencial quartico, e encontrar o comportamento critico da energia livre. Antes, note que
W(f) =3, ((zpilvpf pode ser escrito como

(p—1)1)?
W(f) _f;zv’< f). (1.3.65)

™ z

De fato, expandindo o integrando em uma série de poténcias e aplicando o teorema
do residuo, recuperamos a forma usual de W. Mais ainda, essa forma integral preserva a
interpretacao de caminhos introduzida anteriormente, com z correspondendo a um passo

para cima e i, a um passo para baixo. Cada passo para baixo recebe um fator de f, e a
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integral é diferente de zero apenas quando existe um fator resultante de % Note ainda que
se identificarmos f = a?/4, onde a é a fronteira do suporte da distribuigao de auto-valores,
no limite £ — 1, a (1.3.65) é equivalente a (1.2.59).

O potencial geral (1.3.61) nos fornece pardmetros ajustéveis o suficiente para que
atinjamos um ponto critico de ordem m. Nesse ponto f = f., as primeiras m — 1 derivadas
de W sao iguais a zero e W(f.) = g., o que implica, como no caso do potencial quértico,

que f.= f(§ =1). Expandindo W em torno do ponto critico, temos que

g=%+;ﬂwmuﬂf_mm+m (1.3.66)

Fazendo a mudanca de escala f — f/f., f se comporta como

1

fcf_ I (gc_g> . (1.3.67)
C gC
Da (1.3.60), segue imediatamente que s, = —% e
N 22 Ge—g 2+L
Fr— c , (1.3.68)
(2m+1)(m+ 1) Je

que ¢ igual, a menos de constantes multiplicativas, a (1.2.140). Observe que a quantidade

g 2
z = 1 _ — N2_’Ystr (1369)
Je

permanece fixa se tomarmos os limites N >> 1 e ¢ — ¢, simultaneamente.

Agora, vamos tentar encontrar as contribuicdes de superficies de todos os géneros

para a fungao de particao. Para isso, consideramos o potencial

N
VUW)zﬁg(MQ+Aﬂ4JMW). (1.3.70)

Com esse potencial, a (1.3.37) nos da

97 = Fu (a0 + 209 +3002) = fu+ 2fufusr + fu+ fu-) +
+ 3bfn(f'r% + f5+1 + fr%—l + fn—?fn—l + 2fn—1fn +
fn—lfn-l—l + 2fnfn+1 + fn+1fn+2), (1371)

e, no limite N >> 1, definindo e = 1/N,

9§ = F(&) +2f(&) (f(E+ )+ F(E) + f(E =€) +
+ 3O + A€+ ) + [ — ) +2f(§ = ()
+ [E=f €+ +2f(Of(E+e). (1.3.72)
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Mantendo alguns termos de ordem mais alta em €2,

9§ = FE) +2f()(f(E+e) + f(E) + f(E—€) +
+ 30 () (f*(€) +2f(€ — ) f (&) +2f (€ +€) f(€)), (1.3.73)

e somando e subtraindo W (f) = f + 62 + 30bf3, temos que

g€ =W(f) +2f(E)(1 +15bf())(f(§ +€) + f(€ —¢) —2f(&))
=g.+ ;W’%fc)(f (&) = fo)? + 2fo(L+15bf) (f(E+€) + f(E —€) —2f()). (1.3.74)

Note que, considerando o caso da gravitagao pura, o parametro z definido em
(1.3.69) é igual a

p =TI N/, (1.3.75)
e

Lembre que z é constante no limite duplo N >> 1 e g — g.. Definindo
a? = N5, (1.3.76)

Observando que o limite a — 0 corresponde ao limite duplo N >> 1, g — g., pois, da
(1.3.75),
g — g. = a’z. (1.3.77)

Definindo também a variavel  de modo que

ge — g€ = gea’a, (1.3.78)
e assumindo que, nessa regiao,
flz) = fo (1 —au(z)). (1.3.79)

Observe que, como f(& +¢€) = f(&) £ef'(&) + S (&) + ...,

FE+ 0+ flE— o) —24(6) = g; L0, (1.3.80)

pois os termos de grau impar se cancelam. Aplicando a mudanga de varidveis (1.3.78) e

utilizando a (1.3.79), temos que

0?u(zx)
Ox?

f€+e)+ f(&—e) —2f(€) = —fea® +0(a?). (1.3.81)

No limite a — 0, desprezamos termos de ordem mais alta. Assim, a (1.3.74) se

torna

_gea?s = ;W”( [)a2((@))? + 2£.(1 + 156£) (— faa?u(x)) (1.3.82)
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Sendo W (f) = f + 6f? + 30bf> e definindo f. = 1, segue que u(zx) satisfaz a seguinte
equacao diferencial:
1

Kx=u?— gu", (1.3.83)

onde K = —g./6(1 + 15b). Calculamos a férmula da energia livre (1.3.31) utilizando o
limite N >> 1 usual. No entanto ela ainda é valida no limite duplo a — 0, o que é facil

ver da definicdo do pardmetro a na (1.3.76) e da férmula de Euler-Maclaurin:

;Z f (;) = [ $(©pde + 5 1)~ 00 +
o) sz

+Z RETEL [ FEPD(1) — f(2p—1)<0)} (1.3.84)

que as correcdes sdo da ordem 1/N = a®? maior que a?, e portanto sdo despreziveis no

limite a — 0.

Da (1.3.31), em termos da nova variavel z, temos:

P = [ e ouirien = (%) [ avte - (1 - auto)

s <gca2>2/: dz(z — )(—au(z)).  (1.3.85)

g —2
Derivando F' com relagao a z e utilizando a regra de Leibniz para diferencia¢ao sob o sinal

da integral, segue que

ab/? 2,
F/(@z_(gcg )/a_deu(:B). (1.3.86)

Note que a®? = 1/N, o que significa que de fato estamos considerando contribuicdes de

ordens mais altas em 1/N. Derivando novamente F' com respeito a z temos

F"(z) ~ —u(z). (1.3.87)

Observe que, no caso planar, g¢ — g. ~ (f(£) — f.)?, o que significa que —g.a®z ~

a*(u(r))?, ou seja, (u(zw))? ~ x, e isso implica que
F//(Z)Planar ~ 21/27 (1388)

com z dado pela (1.3.75). A partir dai, ¢ trivial recuperar a (1.3.68).

A solucao da (1.3.83) caracteriza o comportamento critico da fungao de particao Z
da gravitacdo pura em todas as ordens da expansao (1.2.1). Fazendo a mudanga de escala
z— Kz, u(z) — K?u(Kz), é claro que a (1.3.87) ndo muda. No entanto, a (1.3.83) se
torna

2 1 "
F=ut = qul (1.3.89)
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A (1.3.89) é conhecida como equagao de Painlevé I [26], e possui como caracteristica
principal que diferentes solugoes dessa equacao com condigoes de fronteira préximas
possuem singularidades proximas, mas nao necessariamente iguais (essa caracteristica
também é conhecida como condigao de Painlevé). No caso da (1.3.89), tais singularidades
sao polos duplos com residuo igual a 2, que correspondem a dois zeros de Z. Aqui, estamos
interessados em solucdes que se comportam como u(z) ~ z'/2 para z grande. Em poténcias
de 27°/2 a solucdo da (1.3.89) é:

u(z) = 22 (1 — kz:jl usz’k/?) . (1.3.90)

Para k grande, os coeficientes uy ~ (2k)!, o que significa que a série (1.3.90) diverge e nao
define uma func¢ao tnica. Isso significa que podemos considerar os modelos de matrizes
como equivalentes a gravidade 2d em cada ordem da série perturbativa, mas nao temos

garantias que essa equivaléncia se verifique nao-perturbativamente.

Para um ponto critico de ordem m da fungao W (f), o expoente critico vg, = —1/m.
Assumindo um comportamento f(z) = f.(1 — a®™u(z)), onde a*> 7" = 1/N, temos que
u(z) ~ 2™ e Z ~ 22t1/m_ Utilizando a forma generalizada da (1.3.74) para um ponto
critico de ordem m, a equagao diferencial resultante para u(z) é o m-ésimo membro da

hierarquia KdV de equagoes diferenciais [7].
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2 Integrais angulares

2.1 Integrais sobre o grupo unitario U (V)

No capitulo anterior, estudamos dois métodos de resolucao de integrais sobre

matrizes do tipo

7z = / dMeTrv ) (2.1.1)

onde M é uma matriz N x N hermitiana e V(M) é um polindémio em M. O fator chave
que nos permitiu realizar tais integracoes foi a invariancia de T'r(V(M)) sob a operagao

de conjugagao (1.2.3), isto é,

Tr (V(UAUY)) = Tr(V(A)), (2.1.2)

V U € U(N), pois essa propriedade nos possibilita separar a (2.1.1) em uma
integracao sobre o grupo unitario e outra sobre os auto-valores de M, esta ultima sendo
nada mais que uma integral usual de uma funcao de vérias variaveis. De fato, qualquer
fungao f : Mat(N,C) — R, invariante sob a ac¢do adjunta do grupo unitario U(N), pode

ser integrada utilizando a mudanga de varidveis (1.2.3):
/de(M) — /dU/HdAiAQ(A)f(A). (2.1.3)

No entanto, varios modelos de matrizes dependem da integracao de func¢oes que nao sao
invariantes, isto é, que sao tais que f(M) = f(A,U). Nesses casos, precisamos integrar a

funcdo f também sobre o grupo unitdrio. E comum chamar a integral
I(A) = / dUf(A,U) (2.1.4)
U(N)

de integral angular, pois podemos expressar a medida de Haar dU em termos de coordenadas
na esfera. Abaixo, vamos estudar um exemplo de modelo em que a (2.1.1) ndo pode ser

imediatamente reduzida a uma integracao sobre auto-valores.

Exemplo 2.1.1. Vamos considerar um modelo de duas matrizes:
7 = /dMldMQG—[TT(V(Ml))+T7"(V(M2))—5TT(M1M2)]_ (2.1.5)

M, My sao matrizes N x N hermitianas, os potenciais V(Ml(g)) sao polinomios em M z)
e B € uma constante de acoplamento. Considerando cada matriz como um estado de spin,
a (2.1.5) descreve o modelo de Ising em uma rede aleatoria dinamica [27]. Fazendo a

mudanga de coordenadas

M) = U1(2)A1(2)U1T(2), (2.1.6)
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a (2.1.5) se torna

Z = /Hd/\Lid)\Q’Z'AZ(Al)AZ(Ag)@_Zi[v(kl’i)—i_v(AQ’i)}I(Al,Ag), (217)

onde
I(B; Ay, Ay) = / AU, dUePTr ViU UaAzU) (2.1.8)
Fazendo a mudanga de coordenadas Uy = UU, o Jacobiano dessa transformacao é

|det(0Uy/0U)| = |det(Uy @ I)| =1, e a (2.1.8) se torna

1(B: Ar, As) = /U . AU PTr(MUAUY) (2.1.9)

onde normalizamos a medida de Haar do grupo unitdrio de modo que [dU = 1. Para
resolver a (2.1.9), vamos empregar o método da equagao de difusao [28][29][30]. Considere

a equacao do calor em N dimensoes espaciais:

1

onde ¢;, i = 1,..., N, sao constantes. Tal equagio possui uma unica solugio § = &(t, A) que

satisfaz a condi¢do inicial £(0,A) = n(A):
£(t,A) = / AN K (A, N (A, (2.1.11)

onde o propagador K(A, N';t) é dado por:

N

1 I o A Y

KN = 1T gy Dt mNeX)?, (2.1.12)
o 7TcZ

Como as matrizes hermitianas formam um espaco vetorial de dimensdo finita,
podemos construir a equagdo do calor nesse espaco de forma andloga ao caso acima,
considerando os elementos de matriz como coordenadas no espaco euclidiano. Assim,

considere a funcao de Green da equacao do calor no espago das matrizes hermitianas:

1 LMy —Mo)?
Ut M M) = G (2.1.13)

Tomamos as constantes ¢; =1,V i. A (2.1.13) é a solugio da equagdo
o 1
— — 2Dy | f(t; My, My) = 0, (2.1.14)

com a condi¢do inicial %ir% f(t; My, My) = §(My — M,), onde
%

2 82
ZaM2 "2 Zl I(ReMyy)2 | O(ImMyy)? (2.1.15)

azz z<]
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¢ o laplaciano no espago das matrizes hermitianas com relagao a matriz M,. Seja g(t, My) a
unica solugdo da equagdo do calor acima com condi¢io inicial g(0, My) = g(My), invariante

sob a agdo adjunta do grupo unitdrio. Seque que
g(t, M) = /dMaf(t; My, Ms)g(Msy). (2.1.16)
Fazendo a mudanga de varidveis (2.1.6), temos que
gt Ay) = / AUdAA2 (M) f(t; Ar, UASU ) g(As). (2.1.17)
Multiplicando os dois lados da (2.1.17) por A(Ay), obtemos

Al A = [ dAaA(R2)g(h) [AADANS) [ dUF(E AL UALY)

— [aaAM)g(Ak(E: A1, As), (2118)
onde, claramente,
k(t; Ar, As) = A(ADA(A) /de(t;Al, UAUY). (2.1.19)

Definindo a funcao
E(t,A) = A(N)g(t, N). (2.1.20)

Naturalmente, a (2.1.18) é, em termos da fungdo &,
£(t, Ay) :/dAgk(t;Al,Ag)g(Ag), (2.1.21)

onde definimos £(0,A) = £(A). Da definicao (2.1.20), vemos que & deve ser antissimétrica,
pois o determinante de Vandermonde A(A) = [1,;(N\i — A;) € antissimétrico com relagao
a mudanga i <> j e, como g(t, M) € invariante sob conjugacio, € uma fungiao simétrica
dos auto-valores de M. Note ainda que a mudanga de varidveis (2.1.6) induz uma métrica

g, cujo determinante é dado pela (1.2.7):

\detg = A%(A). (2.1.22)

Dai, o operador laplaciano, nas novas coordenadas, é dado por:

1 0 0
Do = Ve 2 V55
0 0
_ —2 2
=AY AN 5 (2.1.23)

i a,i

Agora, como g(t, A1) = A7 (A)E(E, A1) satisfaz a equagio do calor,

0
8)\1,1'

_9
(9)\1ﬂ-

AT (M) G = A Y

2
ot 2 Z. AT A

AN, (2.1.24)
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ou seja, £ satisfaz a equacao
o€ 11 o0
ot 2A(A)) —~ O\
O lado direito da (2.1.25) é igual a
0% 1 0?
(z XS aAiiA(AIO | (2.1.26)

e o sequndo termo da (2.1.26) € identicamente nulo. De fato, 3,

0

2
A*(Ay) Thr

AT (AE. (2.1.25)

; 8}\2 A(Ay) deve ser um
polindmio antissimétrico nos \,s. No entanto, qualquer polmomw antzssimétm’co deve
ser proporcional a A(A). Como esse termo possui grau menor que A(A), ele deve ser
identicamente nulo. Assim, a fungdo f satisfaz a equagdo do calor

—= ,Z 825. (2.1.27)

A dnica solugdo da (2.1.27) com condigao inicial £(0,A) = &(A) é dada por

£(t,Ay) = / AN K (£ Ay, A)E(As), (2.1.28)
com a fungdo de Green
1 1 o 1
. _ 7T(11 ,,,,, 1 ) _ZZi(Al’i_)\Qa i)2
K(t; A, Ap) = (2rt)N2 N1 ‘Z;ZN)( 1) Ne P@
L1 [e72eam2s)"] (2.1.29)
(27Tt)N/2 N! ’
anti-simetrizada, pois & deve ser antissimétrica. Comparando a (2.1.29) com a (2.1.19),
temos que
! 1 det {e 2r (A= )‘Qﬂ)}
d 7—tTr(A17UA2UT) ot N(N 1>7 2.1.
Jave? ) N A A (2.1.30)
Observe que
Tr(Ay — UNU? = Tr(A3) + Tr(A2) — 2Tr(A UALUY)
=Y AL+ ZA —2Tr(MUAUT), (2.1.31)
e o lado esquerdo da (2.1.30) pode ser escrito como
o3 (X4 8,) / AU et TrMUAUT). (2.1.32)

Ezpandindo o expoente da exponencial do lado direito da (2.1.30) e identificando B = 1/t,
temos, finalmente, o resultado da (2.1.9):

N(N-1)
_ ot p 1 det [eﬁ)‘lﬂ"\?v]}

A (2.1.9) é conhecida na literatura como integral de Harish-Chandra-Itzykson-

Zuber, e diferentes métodos de obtengio da formula (2.1.33) podem ser encontrados em

[14][31][30].
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2.2 Modelo de matrizes para c > 1

Aqui, vamos introduzir um outro modelo de matrizes que depende da integracao
de uma funcao nao-invariante. Esse modelo foi desenvolvido com a intencao de descrever a
gravitagdo quantica em 2d acoplada a um campo de matéria conforme com carga central
¢ > 1. Lembrando que a energia livre da gravitagdo quantica em 2d para uma area fixa A

possui comportamento critico, para A — oo, dado por
F(A) ~ AD=r=2X271 (2.2.1)

onde

Vstr = 112 (C -1- \/(C - 1)(C - 25)) : (222)

Note que, para 25 > ¢ > 1, vg, é um nimero complexo, e a (2.2.1) ndo caracteriza
um comportamento critico do sistema. Em um contexto de teoria das cordas, a carga
central ¢ equivale a dimensao do espago-tempo no qual a corda estd imersa. Isso significa
que os modelos de matrizes usuais nao podem descrever cordas "realistas', isto é, objetos
unidimensionais se propagando em espagos de dimensao maior que um. Até o momento,
nao se sabe que tipo de transicao de fase ocorre na passagem de ¢ < 1 para ¢ > 1. O
modelo de Ambjgrn-Sedrakyan [32][33] busca ser uma primeira tentativa de explorar essa

regiao desconhecida da gravitacao quantica.

Primeiramente, considere uma cadeia unidimensional de N spins na presenca de
um campo magnético externo e constante B. Os spins interagem apenas entre seus vizinhos
mais préoximos. A cada ponto ¢ da cadeia, atribuimos uma variavel o; = +1. A Hamiltoniana

desse sistema é dada por

N-1 N
H=-J Z 0,041 — BX:O'Z'7 (223)
i=1 i=1
onde J é uma constante de acoplamento. A funcao de particao do sistema é:
Z=> e (2.2.4)
{o}

onde a soma se da sobre todas as configuracgoes de spin. Assumindo condig¢oes de contorno

periddicas, isto é, o; = 0,1, podemos escrever a funcao de particao como

Z = Troy-Toyor, (2.2.5)
{0}

onde definimos o elemento de matriz
T, = 777 TaBlota’) (2.2.6)

com J = fJ e B= B. Como 0 = £1, podemos calcular os elementos T,, = (o|T|0’)

explicitamente. Fazendo isso, temos a matriz

THB T
T = ( o o ) : (2.2.7)
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chamada matriz de transferéncia. Nesta abordagem, podemos considerar, em cada ponto
da rede, um espaco de Hilbert gerado por dois estados, {|c = +1)}. A prépria rede se

torna uma espécie de eixo temporal, ao longo do qual os estados evoluem pela acao do

operador 7',
loiv1) = T|oy). (2.2.8)
T
N = -
a; Titl

Figura 15 — Cadeia de spins, com T caracterizando a evolucao do estado |o;) ao estado
|0i41)-

Levando em consideragio a relacao de completeza > ,_ |o){c| =1, a (2.2.5) se

torna
Z =Tr(TY). (2.2.9)

Agora, considere o exemplo de um sistema de spins em uma rede N x N desenhada
sobre uma superficie plana bidimensional, assumindo novamente condi¢oes de fronteira
periodicas. Em cada ponto i da rede, posicionamos uma variavel de spin o;, que pode
assumir os valores £1. Isso significa que cada ponto i dessa rede estd associado a um
espaco linear V; de dimensao dimV; = 2. Considerando uma interacio entre vizinhos mais
proximos entre os spins, o estado de cada vértice ¢ dependera do estado de quatro pontos
adjacentes. Suponha que um dado vértice possua energia €(«, 3,7, 6), onde a, 3,7, d sdo os

estados associados aos vértices adjacentes. A tal vértice, associamos um peso de Boltzmann

Rg% — 6_6(a767’776)/kBT‘ (2210)

Figura 16 — Vértice, e respectivos pontos adjacentes, associado ao peso estatistico RZ;;.

Como, em cada ponto 7, temos um espaco linear V;, podemos associar a uma reta
um produto de espacos lineares ®;V;. Assim, diferenciamos entre um espaco vertical V),
formado por uma coluna de pontos na rede, e um espaco horizontal V" formado por

uma linha de pontos na rede. Na figura 16, o espaco vertical é V(®) = Vi ® Vs, enquanto
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que o espaco horizontal é VW =V, @ V.. Podemos considerar o objeto RZ‘; como um
elemento do operador R : VW @ V) — V) @ V) chamado matriz R, que mapeia
o produto do espaco vertical V() com o espaco horizontal V(® a ele mesmo, isto é,
RZf; = (6| ® (y|R|a) ® |B). Se temos varios espacos verticais V"), a matriz R para cada
espaco horizontal V(") é o operador R,; : VI ® Vi(v) -V V;(v).

A partir da matriz R, podemos construir a matriz de transferéncia 7" entre linhas
do seguinte modo: seja V,) um espaco horizontal fixo. Sejam também |a) = |a;) @ |as)...®
lan), e |8) = [81) ® [Ba)... ® |Bx), onde |a), |B;) € V;"), os estados correspondentes as
linhas abaixo e acima, respectivamente, daquela associada a Va(h). O operador T, agindo
no estado |«), produz o estado |53), e o elemento de matriz (5|7 |a) é definido de modo

analogo ao caso da cadeia de spins unidimensional, isto é,

(BIT|ay = > Ry RIZG.RINGY. (2.2.11)
{urev™
f - I'g. - -
[¥}] Ha (2]
Ve
] g 03 g - L

¥ Va

Figura 17 — Para obter a matriz de transferéncia entre duas linhas, tomamos a soma, sobre
todos os estados do espago horizontal intermediario, do produto das matrizes
R associadas a cada vértice envolvido.

Da interpretagao fisica da matriz T', podemos interpretar RZ;; como um operador
que evolui os estados « e 5 aos estados 7 e ¢, respectivamente. Note que a (2.2.11) nada
mais é que um produto de matrizes R. A funcao de particao é dada, novamente, pelo trago,
sobre o produto tensorial de espagos verticais, da matriz de transferéncia [34], e segue que

podemos expressar a funcao de particdo apenas em termos da matriz R:

Z = Tr,(TN). (2.2.12)

Agora, considere uma rede cibica, cuja superficie consiste de plaquetas. Tome os
pontos médios de cada aresta das plaquetas como sitios de uma rede dual e una tais pontos
por setas que mantém uma orientagdo continua ao longo da rede, como na figura 18. A
rede formada pelas setas é chamada rede de Manhattan, e existe uma correspondéncia de

um para um dessa nova rede com a original.

Vamos considerar um sistema integravel em tal rede. Nossos novos vértices sao

quadrados que envolvem os vértices originais. Lembrando que a matriz R liga dois vértices
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Figura 18 — Rede de Manhattan correspondente a uma dada rede cubica.

a outra dupla que corresponde a estados diferentes, associamos a uma matriz R um
quadrado que conecta dois vértices de Manhattan diferentes, de acordo com a figura 19.
Note que, devido ao arranjo dos indices e direcao das setas, é natural utilizar também a

matriz R, definida como

oy =R37, (2.2.13)

!
o

Figura 19 — Matriz R associada a rede de Manhattan.

Denotando a rede de Manhattan por €2, a funcao de partigao Z(€2) associada é
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dada, como sempre, por um produto particular de matrizes R:

Z(Q) = ]‘[Q R. (2.2.14)

Somando sobre todas as redes de Manhattan passiveis de serem definidas na rede
original, temos a funcao de particao de um sistema integravel definido em uma rede
aleatoria

Z =3 Z(Q)e (2.2.15)
Q

onde [Q)] é a drea da rede, associada a seu nimero de vértices, e u é uma constante que
corresponde a uma area caracteristica das redes de Manhattan. Estamos interessados
no limite onde a rede se aproxima de uma superficie continua, isto é, quando || — co.
Podemos pensar que tal limite é atingido quando a constante de acoplamento u se aproxima
de um valor critico .. Assim, temos que a soma sobre redes aleatérias é uma versao
regularizada da soma sobre superficies bidimensionais, do mesmo modo que a soma sobre
triangulagoes apresentada na secao 1.1 também o é. Nesse sentido, acoplamos um modelo

integravel, que descreve um campo de matéria, a gravitacao em 2d.

Agora, vamos introduzir um modelo de matrizes que gera a rede descrita no texto
acima. Vamos utilizar, como exemplo, o modelo de Heisenberg XXZ (andlogo ao modelo
de seis vértices [34], discutido, no contexto de modelos de matrizes aleatérias, em [35][36]),

cuja matriz R é, na base das matrizes de Pauli,

v o3 a—+c o / b o / o / a—C o /
ey = =5 (o) (00)f + 5 (00 ()5 + (02)d (02)5 ) + =5 (03)2 (03), (2:2.16)
ou ainda,
R =1, (0. ®04)2) . (2.2.17)

atc b b a—c
2 12120 2
Boltzmann, oy é a matriz identidade 2 x 2 e 0;, i« = 1,2,3, sao as matrizes de Pauli

onde a soma sobre a = 0,1,2,3 estd implicita, [ = ( ), a,b,c sdo pesos de
usuais. Os indices «, 3,0/, 8" = 1,2. Embora o modelo XXZ nao possua carga central

c > 1, a partir dele, podemos facilmente generalizar para o modelo de Heisenberg de spin

3s

1> € assim podemos escolher s de

s arbitrario [33]. A carga central desse modelo é ¢ =

modo que ¢ > 1.

Seja M uma matriz hermitiana 2N x 2N, com componentes M,g;;, onde o, 8 = 1,2

sao indices que correspondem ao modelo de Heisenberg e 4,7 = 1, ..., N. Definindo a acao

S(M;R) = M5, (R My i — V (M), (2.2.18)

aByij

onde a soma sobre indices repetidos esta implicita e

V(M) = kz %Tr (p*). (2.2.19)
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Note ainda que, de (2.2.17), R™' = I, (0, ® 0,) e, como I, sdo apenas os pesos de
Boltzmann com um sinal diferente no expoente, continuaremos a escrever apenas I,. Como

descrito no capitulo 1, a funcao de particao
Z = / dMe~NSOLR) (2.2.20)

NV(M) em poténcias das constantes de

gera a rede de Manhattan quando expandimos e
acoplamento gy e efetuamos as integrais gaussianas ordem por ordem. Para ver isso, note

que o propagador, sendo o inverso do termo quadratico, é dado por
<Maﬁ,ijMa’/3/,kz> = VZE 5il(5jk> (2.2.21)

o que significa que podemos utilizar exatamente a figura 19 como representacao pictérica
dos propagadores e assim, sendo os diagramas obtidos da expansao perturbativa da (2.2.20)
feitos de vértices ligados por quadrados iguais aos da figura 19, eles formam uma rede
de Manhattan. Como anteriormente, Z gera todos os diagramas. Se estamos interessados
apenas em redes conexas, devemos calcular a energia livre F' = ﬁan . Os indices restantes
1,7 da matriz M sao responsaveis pela expansao topologica dos diagramas, cada um com
peso NX, com y sendo, como sempre, a caracteristica de Euler da superficie na qual o
diagrama estd inscrito. Para N suficientemente grande, apenas as redes que podem ser

inscritas em esferas contribuem para a funcao de particao.

Para calcular a (2.2.20), podemos proceder como no capitulo 1 e tentar decompor

a integral em duas outras independentes, utilizando a mudanca de variaveis
M =UMYUT, (2.2.22)

onde U € U(2N) é a matriz unitaria que diagonaliza M e M4 = diag(m(d)), a=1,2,

a,t

1 =1,.., N, é sua matriz de auto-valores. A medida dM nas novas coordenadas foi calculada

no capitulo 1:

dM = dU T dm) A (M@), (2.2.23)
onde
2
A2(M@D) = 1;[5 | (mfjg - m(ﬁdD (2.2.24)
[67%] 3]

é o determinante de Vandermonde usual e dU = [, 24, |(UTdU)as;]* é a medida de
Haar no grupo U(2N). O potencial (2.2.19) é invariante sob a transformagao (2.2.22). No

entanto, o termo quadratico

FOM;R) = M (R My i (2.2.25)

afyij

nao o é. De fato, nas novas coordenadas, tal termo é dado por

* * H—1\a! B’ d
f(M(d), Zj7 R) - (M(d))y(s,klUﬁ&jl(R 1>aﬁ6 Uﬁ/'Y/,ik/M')(/’g/,k/l’Ug’a’,l’j? (2226)

avy,ik
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e é quartico nas matrizes U, o que significa que nao é do tipo que da origem a uma integral
de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber, resolvida na segao 2.1. Para expressar a (2.2.20) como
uma integral apenas sobre os auto-valores de M temos, entao, que resolver a integral

angular
(MY R) = /U(N) AU NI MO TR, (2.2.27)

Para tanto, é conveniente passar para a seguinte representacao da matriz R:
v \ BB v 1ol
(re)” =Ry, (2.2.28)

que equivale a permutar as linhas das matrizes no espago horizontal, que corresponde aos
indices « e o/, e permutar as colunas das matrizes no espaco vertical, dado pelos indices
B, B'. Isso é o mesmo que dizer que trocamos 1 <> 2 nos indices o’ e 3. Assim, fazendo

a <> b, temos que

R¢ = b—|2—cal Qo+ bgcag®02+;(ao®ao+03®03), (2.2.29)
ou seja,
R =0, ® 0,1, (2.2.30)
onde b b
a cb—ca
. (272’2,2> - (2.2.31)

Utilizando essa representagao da matriz R, a agao (2.2.18) se torna

S(M; R) = M (R ™50 Myrar iy — V(M)

af,ij aa’

= Mct,@,ij[fl(O-a ® O-(Z)gg/’(sij’(sji’Mﬁ’a’,j’i’ — V(M) (2232)

Seja {T"}, p =1,..., N2, o conjunto dos geradores da algebra de Lie u(N) de U(N),

normalizados de modo que as identidades de Fierz [37] sejam dadas por

B f

Utilizando a (2.2.33) na agao, segue que

S(M, R) = M*/B,ij[a(o-a)oéﬁT'Lij%O-a)a’ﬂ/T;"j/Mﬁ’a’,j’i/ — V M)

«

= M}, ii(0 @ ™)apiila(0 @ ™) iy Marar jrr — V(M)
= Tr (M'") I,Tr (t*M) = V(M), (2.2.34)
onde
th =0, 071", (2.2.35)

com A = (a,pn) = 1,...,(2N)?, sdo os geradores da dlgebra de Lie u(2N) de U(2N). Agora,
como M@ € u(2N), expandindo na base {t*}, temos que

M@ =y (2.2.36)

Y
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e a transformagao (2.2.22) é
M =nmQuiut. (2.2.37)

Lembrando que, para cada U € U(2N), a agao adjunta de U(2N) sobre sua dlgebra

é 0o mapa Ady : u(2N) — u(2N) que leva o vetor X € u(2N) ao vetor AdyX = UXU' €

u(2N), temos que UtAUT = Adyt* € u(2N), e portanto tal vetor pode ser expandido na
base {t4}. Escrevemos

UtAUT = AU) 45t7, (2.2.38)

e a (2.2.37) se torna
M =mPAU) 455 (2.2.39)

De Tr(0,0) = 204 € Tr(7#7Y) = 0", vemos que Tr(t*tP) = 2548, Logo, multiplicando

os dois lados da (2.2.36) por t? e calculando o traco, obtemos uma expressio para os

coeficientes m(f) em termos dos auto-valores de M e dos geradores {t}:

1
mlP = ST (M D) (2.2.40)

Do mesmo modo, da (2.2.38) podemos obter a matriz A em funcao da matriz U e
dos geradores {t4}:
1
AU)ap = T (t'ut”ut) . (2.2.41)

Com M dado por (2.2.39), a agao (2.2.34) é

S(m(d), A, I) = m(éi)ABA/mg)ACANTT (tAltA) IaTT’ (tAtAH) - V(m(d))
= 4mP Apam Aean L, — V(m®D)

= miy Apam@ Acal, — V(mD),  (2.2.42)

onde efetuamos a mudanca de escala m(® — %m(d). O indice A = (a, ), e entdo podemos
também escrever a agao mais explicitamente como

S(m(d)> A; [) = mt(z(’iL’Aa’u’,au[aAa”u”,aumELC’l’)u” B V(m(d))' (2'2'43)

Agora, vamos escolher o seguinte conjunto de geradores {t*} de u(N): para a

sub-algebra de Cartan, isto é, a sub-algebra formada pelas matrizes diagonais em u(2N),

tomamos como geradores t>'! = oy ® I, onde I é a matriz identidade N x N, t3% = g3 @ 7%,
i=1,.,Neth=2(0g+03) @ (7" — 7741 i =2 N, onde

(79t = dndjr. (2.2.44)
Note que temos 2N — 1 geradores da sub-algebra de Cartan, como deveria ser.

O restante dos geradores sao dados exatamente pela defini¢do (2.2.35), t%* = o, @ 7%,
a=1,2,i=1,...Net*W =0,277,a=0,1,2,3,9# j = 1,..., N. Definidos os geradores,
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(@) em termos apenas dos auto-valores de M utilizando

podemos calcular as coordenadas m
a (2.2.40). Antes disso, observe que M@ é diagonal, e portanto apenas os geradores da
sub-algebra de Cartan podem aparecer na expansao (2.2.36), o que significa que mff) =0
se A nao corresponder a um gerador de Cartan. De fato, utilizando os geradores definidos

acima, temos que

) La,ii

d i
Em M(Blktﬁa kKl = m(a)lfsaﬁ‘slk(‘fa)ﬁa(T )kl
- mgfgl(o-a)ozaéikéil

=0, (2.2.45)

(d) (d) _

pois o, tem trago nulo para a = 1,2. Logo, my;; = my; = 0, para 1 =1,...,N. Agora,

paraa=0,1,2,3ei#5=1,...,.N,

d d a,i d i
mﬂfj = Mo(lﬁ), ltﬂa]lk = mg’ikéagékl(aa)ga(T N
= M) (00) aadik iy

=0, (2.2.46)

pois d;10x; = 0;; = 0 para @ # j. Portanto, mf;j?j =0paraa=0,1,2,3ei#j=1,...,N.

Vamos calcular as coordenadas que correspondem aos geradores de Cartan. Temos que

d d (d
m(() %1 Mo(zﬁ)mtgolzljz = Mg 22601/361']' (UO)Bani
= Z (m(()z 1,33 + ma 211) ) (2247)
isto é,
miy = Tr (M@) . (2.2.48)
Mais ainda,
d 3,11 d i
mis = M) thal s = m&D 6as01(03) (7"
= mﬁfgj(os)aa%, (2.2.49)
ou seja,
mi(idz)z = mgxd)l,ii - mfxdlzii- (2.2.50)
Do mesmo modo, pode-se mostrar que
m((]dz)z - mgi)l gt mgzd)l g—1i—1- (2251)

Escrevemos a mudanga de varidveis (2.2.22) na representagao adjunta, agora
precisamos analisar o espaco de integracio nessa representacao. Para M@ € u(2N) fixo, a

orbita da acao adjunta

AdyanyMD = {mPA(U) 4pt® - U € U2N)} (2.2.52)
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pode ser identificada com o espago quociente U(2N)/U(1)?Y, onde U(1)?N = U(1) x ... x U(1)

2N vezes
¢é o sub-grupo de isotropias, que consiste de matrizes unitarias diagonais e deixa fixo o

elemento M (¥ Mais ainda, tal espaco quociente é chamado uma variedade flag completa
F(1,1,...,1). Uma variedade (complexa) flag completa F(1,1,...,1) é um conjunto de
sequéncias

VicV,Cc..cV,cc® (2.2.53)

de subespacos vetoriais de C*V, onde dimV; = i,Vi = 1, ...,2N. Chamamos cada sequéncia
de um flag. A estrutura de variedade vem do fato que o grupo linear GL(2N, C) possui
uma agao transitiva sobre F'(1,1,...;1). Isso significa que sempre existe uma matriz

g € GL(2N,C) que mapeia a variedade flag canonica
Spanc(e;) C Spanc(ey,e3) C ... C Spanc(eq, ..., ean) C C*, (2.2.54)
onde (eq, ..., ean) é a base candnica de C*| em qualquer sequéncia do tipo (2.2.53), isto é,
gSpanc(eq, ..., ex) = Vi, (2.2.55)

VEk=1,..2N —1 (isso equivale a dizer que sempre podemos realizar uma mudanca de
base entre a candnica e qualquer outra). Podemos ainda escolher a matriz g de modo que
(gei, ..., gean) seja uma base ortonormal de C?V com respeito ao produto interno padrao
nesse espago, dado por (a;e;, fie;) = a;f5f

a;, B € C,i=1,...,2N. Ou seja, g deve ser tal que (ga, g8) = (a, ), isto é,

, para quaisquer dois vetores a = a;e; e 5 = S;e;,

g9t =1, (2.2.56)

onde I é a matriz identidade 2N x 2N. Assim, g € U(2N), e podemos identificar a

variedade flag completa com o espaco quociente
F(1,1,..,1) = U(2N)/U(1)*, (2.2.57)

onde U(1)*¥ é o subgrupo que consiste de matrizes unitarias diagonais que deixam a
variedade flag candnica invariante, i.e., é o subgrupo de isotropias. A variedade flag
completa F(1,...,1) é um caso particular da variedade flag F'(ky, ..., k) [38], que consiste
de sequéncias V; C ... C V, C C* de subespagos vetoriais V; de C" tais que dimV; =
kie0 <k < .. <k, <2N. O grupo U(2N) age transitivamente em cada uma
dessas sequéncias e portanto a variedade flag F'(ky, ..., k,) é uma variedade homogénea
U@2N)/U(ky) x ... x U(ky).

O conjunto de hiperplanos V; C V41 é isomorfico ao conjunto de linhas (espagos
vetoriais de dimensao unitéria) complexas em V;;;. Este tltimo conjunto é o chamado
espaco projetivo complexo CP! = {V; C V;;1}, e pode ser expresso como o espago quociente
(ver apéndice B)

CP' =U(i+1)/U(i) x U(1) = > /U(1), (2.2.58)
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onde S%*! & a esfera em 2i + 1 dimensdes. Considere o produto de espacos projetivos

complexos

CP?M~1 x CP*™72 x ... x CP? x CP". (2.2.59)

Um elemento de tal espago pode ser escrito, formalmente, como (Von_1 C Van, Voy_o C
Von_1,..., Vo C V3,V C V3). Pode-se notar um isomorfismo entre um tal elemento e o
flag dado por (2.2.53), o que nos induz a considerar os espagos (2.2.59) e F(1,1,...,1)
como sendo isomérficos, pelo menos localmente. Mais ainda, se escrevermos cada CP? em
(2.2.59) como o espago quociente (2.2.58), podemos identificar o espago resultante como
sendo U(2N)/U(1)?N. Assim, na vizinhanca de um elemento da variedade flag completa,

estabelecemos o isomorfismo

URN)/U1)X>N =CP* !t x CP* 2 x ... x CP? x CP". (2.2.60)

Das equacoes (2.2.45)-(2.2.51), a matriz M@ possui a seguinte forma:

MD = (M5, 0, ey 0,115 5, 0,y Oy ey M, 0, e, 0,0, 0, ., 0, (2.2.61)
4N—1 4N -3 4k—1 4k—3

mgglﬂ 07 07 m(()lﬁl)

Sob agao adjunta do grupo U(2N), dada pela acdo de A sobre suas coordenadas, tal matriz

é mapeada a um elemento da variedade flag U(2N)/U(1)*" e, da (2.2.60), vemos que o

elemento mé‘jl,zk, 0,...,0 ¢ mapeado a um elemento do espaco CP?*~!. Agora, integrar sobre
—_——

k-1
todas as matrizes unitarias em (2.2.27) equivale a realizar uma integral sobre a érbita

adjunta do elemento M(? fixo. Vimos acima que essa 6rbita é localmente equivalente a
um produto de espacos projetivos complexos, e isso nos leva a considerar a medida de
integracdo como sendo uma medida sobre o espaco CP*V~1 x CP?N=2 x ... x CP? x CP!,
que equivale ao produto das medidas em cada espago projetivo. Assim, escrevemos a
medida sobre as matrizes A como sendo

2N—-1 )
DA = [] DCP. (2.2.62)

1=1

Utilizando a equivaléncia (2.2.58), temos que

21ﬁ1 ' ﬁ k-1 G4k—3
DCP' = || D [ ] D [ ] : (2.2.63)
Irer =175 | P o
No entanto, como a agdo (2.2.43) é invariante sob acio de U(1)?", podemos estender a
integracio para as esferas S*~! ¢ S4=3 completas, a menos de uma constante multiplicativa

(o volume de U(1), que é igual a 27). Temos entao que

DA = ﬁ D[S* D[S (2.2.64)

k=1
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Dali, temos que a agao adjunta de U(2N) sobre M (@) produz elementos da esfera unitéria.

Mais precisamente,

Am{?,,0,...,0) =mlY, 25, € §*1, (2.2.65)
) ) )
4k—1
A(m(()d,lk, 0,..,0) = m((]d,)gkzgk c S8, (2.2.66)
’ k k) ’
k-3

onde 25, e 23, sdo coordenadas nas esferas S*~! e S%*=3  respectivamente, com r =

l,..,4k—1es=1,..,4k — 3. Podemos escrever a medida (2.2.64) utilizando coordenadas

cartesianas:
4k 4k
D[S* 1 =6 <Z[2§7k]2 — 1) 11 a5, (2.2.67)
r=1 r=1
4k—2 4k—2
D[S*3] = § (Z B 1) IT dz (2.2.68)
s=1 s=1

Observando que a acdo nio depende das coordenadas z3% e 25%~2 podemos conside-

rar o argumento das fungoes delta em (2.2.67) e (2.2.68) como fungdes dessas coordenadas
que nao aparecem na agao. Utilizando a identidade 6(f(z)) = d(x — x0)/|f'(z0)|, onde

f(z0) = 0, e integrando sobre as coordenadas z4% e zg"2, temos que

1 4k—1 4k—1 2 dk—1;_,
DIS* ] = [T dz = /d>‘3,k [T dzp e 507202 ED (2.2,69)
21— S8 e5,] 1 "1
1 4k—3 4k—3 9 k-3, 4
D[S P = I d= = /d)‘o,k I1 dz= pe =2l (9.9.70)
21 -T8P(5,) =1 =1

onde as integrais gaussianas trivialmente reproduzem os fatores 1/ 2\/ 1=z, b=1
ou 3, a = 0 ou 3, e redefinimos os multiplicadores de Lagrange de modo a absorver todas
as constantes numéricas que apareceriam no lado direito das (2.2.69) e (2.2.70). Dal, a

fungdo de particao (2.2.20) é dada por

N ; 4k—1 k-3 @
7 = / [T dmdras T dosp TT degpD2(M@D)e NS apmarzar) — (2.2.71)
k=1,a=0,3 r=1 s=1
onde
(d) al (d) 2s(a7k) b2 2 el
S(Mg k> Aaks Zak) = > (Mg k1) (Zog) T+ 255 (1 - > (Zag) || +
k=1,a=0,3 b—1 =

com s(3,k) =4k —1, s(0,k) =4k —3 e

1
I= §(a,b—c,b—|—c,a,...,b+c, a,a,b—c,b+c,a,..,a,..,a,b—cb+ca,a). (2.2.73)

4N—-1 4N-3 3
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Os 4 elementos de I em (2.2.31) estao dispostos em uma ordem especifica em
(2.2.73), no entanto a fungao de particdo nao depende de como escolhemos ordené-los.
Fazendo a mudanca de escala S\M = (ml(lfl,)f)_l/\mk, o termo da acao que depende de z se

torna w
(mgia)” Y (i) (I = Mo (2.2.74)
b=1

onde deixamos as somas sobre a e k implicitas. Calculando as integrais gaussianas sobre

z, absorvendo as constantes nas varidveis de integracao e lembrando que a mudanca

S\M = (m((j,)g)’l)\aﬁk gera um Jacobiano (mgfl,)g)’l, temos que a funcao de particao é dada

por
N 2 d
- A2(MD) - . N
Z= / H dmglc,ll)ﬂkd)\a,k (d) ( (3) Za,k()‘a,k)e_NS(m(d)7)\)> (2275)
k=1,a=0,3 (1103 1) 2 (Mg jop )
com N
. - i D o
SmD X = 3 [=Vmih) + (mgh) N ) (2:2.76)
k=1,a=0,3
e
_ s(a,k) 1
Zag(Aag) = ——_— (2.2.77)
b=1 ]b_/\a,k
Explicitamente, temos
. 1 1 1
Zar(Nar) = _ - - , 2.2.78
) S TR R e MR e g 2T
- 1 1 1
Zor(Mok) = (2.2.79)

(a — 5\(2)7k)k—1/2 (b—c— 5\3’k)(k—1)/2 (b+c— X%’k)(k—l)/Q'

Em principio, podemos tentar aplicar o método de Laplace para resolver a integral

sobre os auto-valores (2.2.75).
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3 Estrutura de fase da teoria de campos nao-

comutativos e integrais angulares

A ideia de que talvez o espago-tempo seja nao-comutativo em escalas de distancia
muito pequenas (0 que equivale a escalas de energia muito grandes) foi introduzida muito
cedo, na historia da mecanica quantica, por Heisenberg, com o objetivo de eliminar os
infinitos que apareciam nos calculos perturbativos. Embora, devido ao sucesso da teoria
de renormalizacao, esse programa tenha sido em partes abandonado por algum tempo,
ele voltou a ser considerado com mais afinco com o avango da teoria das cordas [39]. Um
famoso argumento [40] a favor da nao-comutatividade dos pontos espago-temporais em
escalas de distancia pequenas afirma o seguinte: de acordo com a mecanica quéantica, para
localizarmos objetos em uma escala de distancia Az, precisamos de nimeros de onda
da ordem Ak ~ 1/Ax, o que implica em energias F = hk da ordem AFE ~ h/Az. Em
relatividade geral, uma energia localizada AFE esta associada a um raio de Schwarzschild
R ~ GAE, onde G é a constante de Newton. Logo, R ~ GE ~ hG /Az. Como ndo podemos
observar dentro do horizonte de eventos, devemos ter Az > R, dai, (Az)?> > hG = L%, onde
Lp é o comprimento de Planck. Assim, teriamos um limite fundamental de distancias que
podemos medir na escala de energia definida pela massa de Planck mp, e o espago-tempo

seria nao-comutativo.

Cada unidade de Lp define uma chamada célula de Planck, que seria a menor
unidade de distancia possivel. Espacos difusos, com um niimero finito de tais células que
nao possuem uma fronteira definida entre si, impedindo a definicao de um ponto, sao
exemplos de espacos nao-comutativos. Um exemplo comumente considerado é o da esfera
difusa [41]. Uma esfera comum é dada pela dlgebra das fungoes geradas pelos pontos do

espago-tempo x; que satisfazem

xix; — x;x; = 0. (3.2)

Para obter uma esfera difusa, basta deformarmos as condigoes (3.1) e (3.2) de

modo que as coordenadas do espago-tempo nao comutem:
T = p°, (3.3)
T — T2 = 1062 (3.4)
A
do grupo SU(2), com

2R 2R 4R?

= L= —o, pP’ =——j(j+1) = R? 3.5

X
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onde L; sao geradores de SU(2) na representacao N-dimensional. Assim, a esfera difusa
¢é caracterizada pela algebra das func¢oes definidas na mesma, e geradas pelos geradores

(3.5), isto é, a algebra das matrizes N x N hermitianas.

Definimos uma teoria de campos na esfera difusa de modo andlogo ao caso de
espagos comutativos. Por exemplo, para um campo escalar em um espago comutativo, a

acao euclidiana é dada pela férmula usual:

Slg) = [ da BW“@M +m2e+ V()| (3.6)

Na esfera difusa, as funcao sao geradas por matrizes hermitianas N x N. A integracao de
uma funcao, estando associada ao produto interno no espaco das fungoes, se torna o trago
de matrizes, que é o produto interno no espaco das matrizes hermitianas. A derivada de
uma funcao, estando associada a uma mudanca sob transformacao das coordenadas, se
torna o comutador da matriz com os geradores de transformagoes. Temos entao que a acgao

euclidiana de um campo escalar, na esfera difusa, é dada por:

Tr [;R2M[Li, (Li, M]] + ;sz e (3.7)

A teoria quantica é dada pelo funcional gerador

B A1 R?

SO ==

7 = / dMe=SOD, (3.8)

Assim, temos a equivaléncia entre um modelo de matrizes aleatérias, dado pela

agao (3.7), e a teoria de campos escalares na esfera difusa.

Note que, no limite N — oo, o pardmetro de nao-comutatividade € na (3.5) se
anula, e assim esperamos obter a teoria comutativa usual tomando esse limite. No entanto,
o fato é que a nao-comutatividade original deixa vestigios [19] na teoria continua obtida
quando fazemos N — 00, o que a torna diferente daquela que esperariamos obter. Podemos
ver essa diferenga entre a teoria escalar comutativa usual e a teoria obtida a partir da
nao-comutativa analisando os diagramas de fases das duas. Por exemplo, no caso de uma
interacao ¢*, a primeira possui apenas duas fases, uma de desordem, com o campo ¢
oscilando ao redor do valor ¢ = 0, e outra de ordem uniforme, com o campo ¢ oscilando ao
redor de um dos minimos globais do potencial. J& a teoria nao-comutativa, ainda no limite
N — oo, apresenta, além das duas fases descritas anteriormente, uma terceira fase de ordem
nao-uniforme, onde o campo forma listras de oscila¢gdes em torno de diferentes minimos do
potencial, o que faz com que a simetria sob transla¢oes no espacgo seja espontaneamente
quebrada. Acredita-se que este seja um resultado do fenémeno chamado UV/IR mixzing,
que se manifesta em teorias nao-comutativas. Devido a existéncia de um comprimento
minimo possivel, nao podemos confinar excitagoes quanticas em volumes arbitrariamente
pequenos. Assim, distancias pequenas em uma direcao se tornam distancias grandes em

outras, e nao existe diferenca entre graus de liberdade ultravioletas e infravermelhos.
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Sem o termo cinético em (3.7), a agao se torna igual aquela estudada no capitulo 1.
Para um potencial quartico, temos exatamente o caso da (1.2.105), e observamos duas
fases. Isso indica que a terceira fase aparece apenas quando temos dindmica, e entao o
termo cinético é vital para o aparecimento da mesma. No entanto, o termo cinético nao é
invariante sob a diagonalizacao da matriz M, e portanto da origem a uma integral angular
que nao ¢ do tipo de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber. Podemos expressar a integral angular

como uma agao efetiva:
e Serr(N) _ / AU e—3Tr(MILi,[Li,M])) (3.9)
U(N) ’

e 0 objetivo é encontrar a dependéncia dessa agdo com respeito aos auto-valores. Algumas
abordagens, como o cédlculo da integral de alguns termos da expansao em série de Taylor da

exponencial e~ 277 (M[Li,[Li,M]

), foram tentados [19], mas nao obtiveram sucesso em mostrar
o aparecimento da fase ndo-comutativa do modelo. Um novo método de integragao sobre

variaveis angulares se faz necessario.

Esperamos que o método de Ambjgrn-Sedrakyan descrito na secao 2.2 possa ser
utilizado para resolver o modelo de matriz (3.7). Para tanto, precisamos formalizar a
integracao sobre variaveis angulares descrita pelos autores. Considere a diagonalizagao
M = UAU', onde U € U(N) e A = diag(Ay, ..., Ay) é a matriz dos auto-valores de
M. Como A € u(N), podemos escrevé-la como uma combinacao linear dos geradores
{to}, a=1,....,N? [to,ts] = ifapele, de u(N). Mas, sendo A diagonal, apenas os geradores
de Cartan {h;}, i = 1,...,N, [h;, h;] = 0 Vi, j, isto é, os geradores da sub-algebra das
matrizes diagonais em u(/V), serdo multiplicados por coeficientes nao-nulos nessa expansao.

Assim, temos que

M = \UhUY, Ny = Tr(Mhy). (3.10)

A matriz de representacao da agao adjunta de U(N) sobre a sub-dlgebra de Cartan de
u(N) é definida por

UhU" = Q(U)gita, Q)i = Tr(t,Uh;UT), (3.11)

e segue que

M = NQ(U)it.. (3.12)

Note que M possui N2 graus de liberdade, enquanto que temos N varidveis ; e, a
principio, N varidveis €. Isso indica que a matriz de representacao €2 satisfaz alguns
vinculos, que reduzem o nimero de varidveis independentes de N3 para N? — N. Das
identidades de Fierz

(ta)ij(ta)er = 6udjr, (3.13)
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temos que

Qi = (ta)i; Uik (hi) U (ta) mn Unp (7)) pg U

pm

= 60 Ui (h) U Unp (B3 g U,

= (U'0) (U0 (hi)wa () g
= Opr0ip(hi) ki (hy)pg = Tr(hihy), (3.14)

logo,
QaiQaj = 5”‘, (315)

e, sendo ) real, isso significa que Q é um ponto na variedade de Stiefel Vy (RN 2) ={Qe
RN**N - (QTQ);; = ;). Isto é, Q é um conjunto de N vetores-coluna N2-dimensionais.
Mas, essa condi¢do nao produz o nimero de vinculos necessarios para reduzir a quantidade
de componentes de Q de N3 para N? — N. De fato, a dimensao da variedade de Stiefel é

igual a
N(N +1)

dim(Vy (RN*)) = N® — 5

(3.16)

Agora, o fato da agao adjunta ser um automorfismo da algebra de Lie produz mais
um vinculo que a matriz de representacao {2 deve satisfazer. Um automorfismo da algebra

de Lie preserva o paréntese de Lie, e isso implica que, VU € U(N),
Ady[X,Y] = [Ady X, Ady Y], VX,Y € u(N). (3.17)

Qualquer elemento da algebra pode ser expresso em termos dos geradores, e portanto
basta calcular a (3.17) na base {t,}. Temos, para U € U(N),

Adylta, ty] = [Adyta, Adyty), (3.18)
isto é,
ifapcAdyte. = [Adyty, Adyty). (3.19)
Utilizando que Adyt, = Qpty, segue que
ifachc/ctc’ = [Qa’ata’a Qb’btb/] = Qa’aQb’b[ta’a tb’] = Z-fCL’b’an’aQb’btd' (320)
Multiplicando os dois lados da (3.20) por ¢ty e tomando o traco, temos como resultado
fachd’c - fa’b’d’Qa’aQb’b- (321)

A (3.21) é muitas vezes chamada de condi¢ao de automorfismo [42], e impoe vinculos
complicados aos elementos da matriz 2. Como estamos considerando a agao adjunta
sobre a sub-algebra de Cartan, as constantes de estrutura no lado esquerdo da (3.19) sao

identicamente nulas. O resultado é a seguinte equacao para os elementos de €:

O - fachainj- (322)
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Levando em conta que € Vy(RY 2), a (3.22) equivale a N 2.% equacoes para

N3 — N(N +1)/2 varidveis. Nota-se que temos mais vinculos do que varidveis, uma situacio
indesejada pois, de acordo com a equagdo (3.12), devemos ter N2 — N coeficientes de
como variaveis reais. A natureza da matriz 2 requer mais investigacao, pois, se ainda nao
identificamos os vinculos corretos, nao podemos esperar que o calculo da métrica induzida

nas novas coordenadas nos dé uma resposta razoavel.
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4 Conclusoes e Perspectivas

Os modelos de matrizes aleatérias fornecem uma aproximagao da gravitagao quan-
tica em 2d, pois eles geram triangulacoes de superficies bidimensionais, o que pode ser
visto analisando-se os diagramas de Feynman dessa teoria. Resolvendo esses modelos
através de dois métodos diferentes, encontramos que, ao menos no regime critico (no limite
N >> 1), eles de fato descrevem a gravitacao quéantica acoplada a matéria conforme com
carga central ¢ < 1. No entanto, esses modelos apresentam alguns problemas sérios, como
o fato de que nao podemos recuperar a interacao de campos de matéria conforme com
carga central ¢ > 1 com a gravidade (ou, em termos de teoria de cordas, ndo podemos

modelar cordas bosdnicas incorporadas em um espago-tempo com d > 1).

A solugao dos modelos de matrizes depende da invaridncia do integrando em (1.2.2)
sob a operacao de conjugacao A — UTAU,U € U(N). Quando essa invaridncia nao se
verifica, temos que lidar com uma integral sobre o grupo unitario U(N), comumente
chamada de integral angular, sendo o exemplo classico a integral de Harish-Chandra-
[tzykson-Zuber (2.1.9). Nao existe um método universal para o célculo dessas integrais, o

que ¢ um problema importante quando tratamos de teoria de campos nao-comutativos.

Recentemente, foi introduzido na literatura um modelo de matrizes que, em princi-
pio, permite o acoplamento de campos de matéria com carga central ¢ > 1 a gravitagao
em 2d. Esse modelo de Ambjgrn-Sedrakyan envolve o célculo de uma integral angular por
meio de um método que consiste em identificar a imagem da representagao adjunta de

U(N) como sendo, localmente, equivalente a um produto de hiperesferas unitérias.

Nosso objetivo futuro é formalizar o método de Ambjgrn-Sedrakyan, de modo que
possamos verificar sua eficacia utilizando-o em um caso conhecido, como no célculo da
integral de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber. Se esse método reproduzir o resultado correto,
podemos considerar utiliza-lo no caso da teoria de campos nao-comutativos na esfera
difusa, de modo a encontrar a contribuicdo do termo cinético da acdo para sua estrutura

de fase e recuperar analiticamente os resultados obtidos por métodos numéricos [19].
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APENDICE A - Teoria de Campos e

Diagramas de Feynman

Em mecanica quantica, estamos interessados em calcular a amplitude de probabi-
lidade de um evento acontecer. Por exemplo, considere que medimos a posi¢ao de uma
particula como sendo gy em um tempo inicial £y, e queremos saber qual a probabilidade de
ela ser encontrada, em um instante posterior ¢, na posicao ¢g. Para tanto, devemos calcular,

na dinamica de Schrodinger, a quantidade

<Q7t|q0at0> = <Qat|ﬁ(t7t0)|%;to>» (Al)

onde U(t,to) = ¢ifl ¢ o operador de evolugdo temporal, e H = ﬁ(d,ﬁ) é o operador
Hamiltoniano da particula, com a coordenada ¢ e o momento p sendo também operadores
(aqui, A = 1). Feynman introduziu um método para o célculo da (A.1), que consiste em
dividir o intervalo de tempo [to, ] em sub-intervalos arbitrariamente pequenos e calcular a

(A.1) em cada um deles. O resultado é a férmula
(q,t]qo, to) = /Dqueifto dt[pC]—H(qm)]7 (A.2)

com as condigbes de fronteira q(tg) = qo, q(t) = ¢. A integral é uma soma sobre todos os
caminhos classicos (g, p) no espago de fase, e por isso é chamada de férmula da integral
de caminhos para a amplitude de transicdo (A.1). No caso em que a Hamiltoniana é

quadratica nos momentos, a integral sobre Dp pode ser efetuada, resultando na férmula
<q7 t’QOa t0> = N/quiS[q}’ (A3)
onde N é uma constante de normalizacio e S[g] = [ dtL(q,q) é a agdo da particula, com

L = L(q, ¢) sendo sua Lagrangeana cléssica.

Em teoria quantica de campos, consideramos as particulas como excitacoes de
campos fundamentais, estes sendo operadores. Como exemplo, tome o campo escalar
B(x,1), solugao da equagao de Klein-Gordon 9,0 ¢(x#) + m?¢(2*) = 0. Podemos derivar

tal equagao de movimento da seguinte acao:
1 1
S[4] = / d'el = / 'z <28M¢8“¢ - 2m2¢2> . (A4)

Promovendo a funcdo ¢ a um operador czAb que satisfaz relacoes de comutacio

canonicas

[(x.t), 7(y, 1)) = i6*(x —y), (A.5)
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Klein-Gordon para o operador czAS no espago de Fourier (chamado espago dos momentos),

onde 7 é o momento conjugado a ¢, isto é, T = podemos considerar a equagao de

cuja solucao ¢é dada por:

Bat) = / (%)dg\lj% (ke e+ af (ke *e] (A.6)

onde os operadores @ e a' satisfazem a relacdo de comutacio

l[a(ky), a (K,)] = (2m)*2ko8° (k — k). (A7)

Claramente, @, a' possuem a interpretacdo de operadores de destruicao e criacao,
respectivamente, que destroem (criam) particulas de spin zero com energia ko e momento
k. Assim, um estado com um determinado ntimero de particulas é dado pela agao do

operador ¢ no estado de vacuo |0) um determinado nimero de vezes.

Com essa interpretacao, podemos nos perguntar qual a amplitude de probabilidade
de um processo onde uma particula é criada, por exemplo, através de uma colisdo entre
duas outras particulas, e depois aniquilada pela sua detecgao. Assim, se |[¢)) = qg(x)|0>
é um estado criado do vacuo no ponto espago-temporal z = z# e se |[¢) = (ﬁ(x’“)|0> é
um estado criado no ponto ¥’ = 2’* (em um instante posterior /% > 2°), a amplitude de

propagacao dessa particula de z a 2’ é dada por
(W) = (0l6(2)d(x)[0). (A-8)

Sendo uma amplitude de transi¢ao, podemos esperar que a (A.8) possa ser calculada
por meio de alguma férmula de integral de caminhos andloga a (A.2). Primeiramente, a
amplitude de transicao vacuo-a-vacuo (0, 00|0, —00)’, que representa a evolucao do vicuo
de um passado distante t; — —oo a um futuro ndo mais préximo ¢ — oo, processo no qual
devemos levar em conta a criacao e destruicao de particulas, atividade esta descrita pela

presenca de uma fonte J no sistema, ¢ dada pela férmula [11][43]
2] = {0, 0010, ~o0)” = [ Doe! [ rlctoreIeI0 e (A9)

onde o termo %ab?, e — 0, é requisitado pelas condigoes de fronteira dos campos em
t — +o00. Agora, da formula da integral de caminhos (A.3), é facil ver que o valor esperado
(q,t|4(t2)q(t1)]qo, to), onde t >ty > t; > to, é dado por

(q,t1q(t2)q(t1)|qo, to) = N/qu(tg)q(tl)eis[‘ﬂ, (A.10)
Note que
1 6%Z]J] ) i [ a6t es?
2 57@)0d @) o /Dﬁbﬁb(x)ﬁb(x)e J dale@)+5e07], (A.11)
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Por analogia com a (A.10), temos que a amplitude de transicao (A.8) pode ser
expressa em termos de derivadas da integral de caminhos (A.9), que é o objeto mais

importante da teoria de campos, chamado funcional gerador. O resultado da (A.11) é:
(0]¢(2")(w)[0) = iAp(z' — x), (A.12)

onde 4
d4k ezkx

Al
2m)4 k% — m? 4 ie (A.13)

Ap(z' — ) —/(

é o chamado propagador, que é a amplitude de se criar uma particula em x e destrui-la

em 2.

Da discussao acima, vemos que é suficiente calcular Z[J] para obter todas as
amplitudes da teoria. No entanto, na presenca de interagoes entre os campos ¢, o calculo
do funcional gerador se torna uma atividade complexa, e, na maior parte das vezes, pode
ser realizado apenas perturbativamente. Por exemplo, considere a interacao \¢*, onde
assumimos que a constante de acoplamento A é pequena (e sem dimensao), de modo que
possamos expandir a exponencial er 478" oy uma série de poténcias. O célculo de Z[J]
se reduz a calcular integrais do tipo (A.11). Em cada ordem da perturbagao, o teorema de
Wick [11][37] nos diz que Z[J] é dado por uma soma de produtos de propagadores (A.13)

em pontos diferentes do espago-tempo.

Da interpretacao fisica dos propagadores A g, podemos inferir uma maneira pictorica
de calcular cada ordem da expansao perturbativa de Z[J]. Ap(a’ — z) é a amplitude de
probabilidade de se criar uma particula no ponto x e aniquild-la no ponto x’. Representamos

esse objeto por uma linha (figura 20).

Figura 20 — Representacao gréafica do propagador Ap.

- L -

Figura 21 — Diagramas possiveis para a expansao em primeira ordem em A da teoria A¢?,
sem considerar diagramas que contém lacos.

Expandindo até a primeira ordem em A, a integral (A.11) contém, em seu integrando,
o produto de quatro campos ¢ em quatro pontos diferentes do espago tempo. Essa integral,
devido ao teorema de Wick, resultara em uma soma, sobre todas as permutagoes dos pontos
do espago-tempo, de produtos de propagadores. Assim, em primeira ordem, podemos
representar Z[J]| desenhando quatro pontos e unindo-os em pares por uma linha. A soma

de todas as unides possiveis serd o valor de Z|[.J].
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Cada desenho na figura 21 é chamado de diagrama de Feynman, e representa o
processo de criacao de duas particulas em dois pontos distintos do espaco-tempo e suas
respectivas aniquilagoes em pontos diferentes. A interpretacao diagramatica é tao poderosa
que, se estamos interessados apenas em processos de espalhamento e calculos de segoes de
choque, podemos esquecer do funcional gerador e apenas considerar os diagramas possiveis,

utilizando as chamadas regras de Feynman [37].
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APENDICE B — Grupos e Algebras de Lie

Definicao B.1. Um grupo de Lie G € um grupo, como também é uma variedade diferen-

ciavel de dimensao finita, de modo que as operacoes de multiplicagdo
p:GxG— G, pla,b) =ab, Ya,b € G, (B.1)
e 1nversao
i:G— G, ila)=a"", VYa€QqG, (B.2)
do grupo sao mapas diferencidveis.
Exemplo B.1. Seja Mat(N,C) o espago vetorial de todas as matrizes N x N com entradas
complezas. Evidentemente, Mat(N,C) é uma variedade diferencidvel. Como Mat(N,C) é

homeomdrfico a CN*, consideramos a topologia de CN° em Mat(N,C). Seja o conjunto
GL(N,C)={M € Mat(N,C) : det(M) # 0}, (B.3)
onde det : Mat(N,C) — C € o determinante de matrizes usual, e é uma fungao continua.
Note que det™*(C/{0}) = GL(N,C) e, como C/{0} ¢é aberto em C, GL(N,C) ¢ aberto em
Mat(N,C). Assim, sendo um conjunto aberto em Mat(N,C), GL(N,C) também é uma

variedade diferencidvel, pois tomando a interse¢io de GL(N,C) com qualquer atlas de

Mat(N,C), temos um atlas em GL(N,C).
Agora, sejam A, B € GL(N,C). Claramente, o produto AB € GL(N,C). Mais

ainda, a inversa de cada matriz A € GL(N,C) eziste, e assim vemos que GL(N,C) é

também um grupo. Sendo variedade diferencidvel e grupo, GL(N,C) é um grupo de Lie.

Definicao B.2. Seja G um grupo de Lie. O subgrupo H C G € um subgrupo de Lie se o
mapa de inclusao
i:H—G,i(he H =hea, (B.4)

¢ uma imersao, bem como um homomorfismo de grupos.

Teorema B.1. Todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um subgrupo de Lie.

A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada em [44].

Exemplo B.2. Considere o grupo unitdirio

U(N)={U € GL(N,C) : UU" = U'U = I}, (B.5)

onde I é a matriz identidade N x N. U(N) é um subgrupo de GL(N,C). Para ver
que U(N) € fechado, note que, VU € U(N), det(U) = +1. Logo, det™*({—1,1}) = U(N).
Como {—1,1} € fechado em C e det é continua, U(N) € fechado em GL(N,C). Ou seja,
U(N) é um subgrupo de Lie.
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Definicao B.3. Sejam G um grupo de Lie e g € G. O mapa de translacao pela esquerda
¢ definido como

L,:G— G, Lyd') =94, V¢ €G. (B.6)

Definicao B.4. Seja X|, um vetor definido em um ponto ¢' € G, onde G é um grupo de
Lie. X € dito invariante pela esquerda se, Vg € G,

(Lg>*X|g’ = X|gg’v (B-7)

onde
(Lg)s : Ty G — T,y G (B.8)

€ 0 mapa entre espacos tangentes induzido pelo mapa de translagdo pela esquerda. Denota-

mos por g o conjunto de vetores invariantes pela esquerda em G.

E fécil ver que podemos definir um vetor X € g a partir de um vetor V € T,G do
seguinte modo: X|; = (L,).V. Observe que X|. =V, e assim temos uma bijecdo entre g e
T.G. Mais ainda, o paréntese de Lie de dois vetores pertencentes a g resulta em um vetor

invariante pela esquerda [45], e portanto podemos afirmar o seguinte teorema.

Teorema B.2. O espaco g € isomorfico ao espago tangente T.G na identidade e € G.

Mais ainda, g é fechado sob o paréntese de Lie.

Definicao B.5. O conjunto g de vetores invariantes pela esquerda em G, junto com o

paréntese de Lie [,]: g X g — @, forma a chamada dlgebra de Lie do grupo G.

Exemplo B.3. Considere a curva v : (0,1) — GL(N,C) tal que v(0) = I. Para t
préximo de 0, y(t) = I +tM + O(t?), onde M € Mat(N,C) possui entradas positivas.
Note que, para t suficientemente pequeno, dety(t) =1+ tTr(M) # 0, o que significa que,
de fato, v(t) € GL(N,C). Agora, o vetor tangente a essa curva prozimo d identidade é
7v(0) = M, o que implica que gl(N,C) = Mat(N,C). A dlgebra gl(N,C) possui dimensao
dimgl(N,C) = dimMat(N,C) = N2,

Exemplo B.4. Agora, considere a curva v : (0,1) — U(N), com v(0) = I. Para t
suficientemente pequeno, y(t) = I + tH + O(t?), e o vetor tangente a essa curva na
identidade é v'(0) = H. Para que v(t) € U(N), devemos ter que v(t)y'(t) = I. Derivando
0s dois lados e avaliando a expressio final em t = 0, temos que H + H' =0, o que implica
que H deve ser uma matriz anti-hermitiana, o que significa que w(N) é o espago vetorial
de matrizes anti-hermitianas. Note que, fazendo a mudanca H — iH, podemos considerar

u(N) como o espago das matrizes hermitianas. A dimensdo dimu(N) = N2

Vamos definir integragdo em grupos de Lie [46]. Primeiramente, vamos analisar
U(N) C GL(N,C). Sendo subespaco de Mat(N,C), tal grupo possui um produto interno
hermitiano natural dado por (A, B) = Tr(AB"), VA, B € U(N), que induz um produto
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interno real (A, B) = Re(A, B). Claramente, os mapas de translagdo pela esquerda
L,A = gA e pela direita R,A = Ag sao isometrias do grupo unitario (para g € U(N)). O
produto interno induz uma métrica Riemanniana em U(N), que por sua vez induz um
elemento de volume em tal espago [15]. Seja V' C U(N) uma carta no grupo unitario com
coordenadas (1, ..., xy). Se o tensor métrico possui componentes h;;(x) nessas coordenadas,
o elemento de volume dV(z) é dado por dV (z) = \/det[h(z)]dzy...dzy. Assim, temos um
elemento de volume em U(N) que também é invariante sob translagoes pela esquerda e

pela direita. Definimos a medida de Haar normalizada em U(N) como

1

/U oy /O = s / F(a)av. (B.9)

Como os mapas L, e R, sdo isometrias, Vg € U(N), temos invariancia pela esquerda

/U oy TOV)U = /U oy T (B.10)

e pela direita

/U(N)f(Ug)dU = [, F(O)U (B.11)

Agora, para qualquer grupo de Lie GG, considere um produto interno euclidiano

(,)g em T.G ~ g. Para qualquer g € G, tome X,Y € T,G e defina o produto interno em

T,G como
(X,Y) = ((Lg-1)X, (Lg-1):Y g, (B.12)
(X,Y), = ((Rg-1): X, (Rg-1)+Y g, (B.13)
onde os mapas
(Lg-1)s : T,G = TG =~ g, (B.14)
(Rg-1)s : T,G = T.G =~ g, (B.15)

sao induzidos pelos mapas de translagao pela esquerda e pela direita, respectivamente.
Mais ainda, translacoes pela esquerda e pela direita sdo isometrias dos produtos internos
definidos acima. De fato, sejam X,Y € T,G e considere que a translagao pela esquerda
L, : G — G induz vetores X' = (L), X,Y’ = (L)Y € T},G. O produto interno em
TyG ¢ dado por

(X" Y") = ((Lingy-1) X", (Ling)-1)Y")g
= ((L(ng)~1) (L)X, (Lngy-1)(Ln)«Y )g
= (X,Y),, (B.16)

e o mesmo argumento pode ser feito para a translacao pela direita. Os produtos internos

(B.12)-(B.13) definem métricas e, por conseguinte, elementos de volume invariantes que
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denotaremos por dV; e dV,. Assim, Vh € GG, temos as medidas de Haar em G invariantes

pela esquerda e direita, respectivamente:

L rgavign = [ fgavigy. (B.17)
L ttamavioy. = [ f(gavig. (B.18)

Pode-se perguntar se dV; é a Unica medida invariante pela esquerda no grupo
G. Se dV}/ é uma outra medida invariante pela esquerda, dada em coordenadas locais
por um multiplo da medida de Lebesgue usual, como no caso do grupo U(N), entao
podemos escrever dV)' = ¢(g)dV}, onde ¢(g) é uma funcao diferenciavel das coordenadas.
Da invariancia pela esquerda de dV} e dV}, segue trivialmente que ¢(hg) = ¢(g),Yg,h € G,

o que significa que ¢ é constante.

Agora, considere I;(f) = [ f(9)dVi(g). Uma translagao pela direita por h € G
resulta em I['(f) = [5 f(gh)dVi(g). No entanto, é facil ver que I' ainda é invariante
pela esquerda. Como a medida invariante deve ser tinica a menos de uma constante

multiplicativa, devemos ter que I/'(f) = a(h)[;(f), onde
a:G — (0,00) (B.19)

é um mapa diferenciavel é também um homomorfismo entre o grupo G e o grupo multi-
plicativo (0, 00). Dizemos que o grupo G é unimodular se a(h) = 1,Vh € G. Nesse caso,
a medida de Haar invariante pela esquerda também é invariante pela direita, isto é, é
bi-invariante. Se G é compacto, a medida de Haar é sempre bi-invariante, pois a imagem
de G sob « deve ser um subgrupo compacto de (0,00), ou seja, {1}. Se G é compacto,

normalizamos a medida de Haar de modo que

/Gdg ~1. (B.20)

Definicao B.6. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Uma ag¢do
(pela esquerda) de G sobre M é um mapa o : G X M — M que satisfaz as sequintes

condicoes:

ole,x) =z, Yo € M, (B.21)
o(g,0(q',2)) =o(gg,z), Vo € M. (B.22)

Exemplo B.5. Seja M € GL(N,C). A agio de GL(N,C) sobre a variedade M = RN ¢
dada pela multiplicacio usual de um vetor x € RN por uma matriz M, isto é, o(M,x) =
Mzx.

Definicao B.7. Seja 0 : G x M — M wma ac¢ao de um grupo de Lie G sobre uma

variedade diferencidvel M. A ac¢do € dita
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1. transitiva, se Vx,y € M, 3g € G tal que o(g,x) = y;
2. livre, se 0(g,x) = x < g = e, isto é, G nao possui pontos fixos em M;
3. efetiva, se, Vx € M,o(g,z) = x, entao g = e.

Definigcao B.8. Seja G um grupo de Lie e o : G X M — M uma a¢do sobre uma variedade

diferenciavel M. Considere um ponto x € M.

1. A ¢rbita de x sob agao de G € o sub-conjunto de M dado por

G, ={o(g,z): g € G}. (B.23)

2. 0 grupo de isotropias do ponto x € o subgrupo de G dado por
H,={9€G:0(g,x) =z} (B.24)

Definicao B.9. Seja G um grupo de Lie que possui uma ag¢do transitiva sobre uma
variedade diferencidvel M. O espago quociente G/H,, para algum x € M, é uma variedade

diferenciavel, e é chamado um espaco homogéneo.

Assumindo que G/H, é compacto, podemos afirmar que G/H, é homeomorfico a
M. De fato, note que, para uma agao transitiva, G, = M. A 6rbita é a imagem da agao,
enquanto que o sub-grupo de isotropias é uma espécie de nicleo para o, o que significa

que temos, no nivel de grupo, G, = G/H,. Logo, M = G/H,.

Exemplo B.6. Considere o grupo de rotagies G = SO(3) agindo no espago M = R3.
Considere x € R um vetor ao longo do eiro z. Assim, H, = SO(2) é o grupo de isotropias
de x, que consiste de rotagoes em torno de z. O grupo SO(3) preserva a norma dos vetores,
e portanto age transitivamente na esfera S* C R3. Temos entio que SO(3)/SO(2) = S

Podemos generalizar esse resultado para dimensoes maiores:

SO(N +1)/SO(N) = SN, (B.25)

Como U(N) corresponde a rotagoes no plano complezo, pelo mesmo argumento

podemos estabelecer que
U(N+1)/U(N) = S2N+1, (B.26)

Exemplo B.7. O espago projetivo complexro CP™ € definido a partir do espago com-
plexo (n + 1)-dimensional C™™' do seguinte modo: retire a origem de C"' e identifi-
que pontos (21, ..., Zn11) ~ (21, ..., 2hp1) € C"T — {0} se eles diferem por um fator de
escala, isto €, (21, ...,2n41) = (A2, .., A2 1), A € C. Isso significa que o espago proje-
tivo CP™ = (C"*! — {0})/ ~ ¢é formado por linhas que passam pela origem no espago

complexo. Tomamos como coordenadas da variedade CP™ em uma carta U; os pontos
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(21/ 20y ooy Zio1/ Zis Zi1 ) Zis ooy Zns1/2i). As linhas desse espago interceptam a esfera S*"!

em C™" em dois pontos antipodais, isto é, em um circulo S* = U(1), logo
CP™ = S*1/U(1). (B.27)
Utilizando a (B.26), seque que
CP"=U(n+1)/U(n) x U(1). (B.28)
Definicao B.10. Uma representagio de um grupo G é um homomorfismo

p:G— Aut(V) (B.29)

entre G e o grupo de automorfismos Aut(V) C GL(V'), que consiste de transfor-

macoes invertiveis que preservam a estrutura do espago vetorial V' de dimensdo finita.

Para qualquer grupo de Lie G, existe um espago vetorial natural sobre o qual
podemos definir uma representagdo de GG. Esse espaco é a algebra de Lie g. Seja f : G —
Aut(G) tal que f(g) : G — G é um automorfismo interno, isto é, f(g)h = ghg™',Vh € G.
O mapa f é um homomorfismo entre grupos de Lie. Para cada g € (G, considere o mapa
induzido Ad, = (f(9))«|e : T.G — T.G. Segue que Ad, : g — g é um automorfismo da
algebra de Lie g.

Definicao B.11. O mapa

Ad: G — Aut(g), Ad,: g — g (B.30)

¢ uma representacdo do grupo G na sua dlgebra de Lie g, chamada representagdo adjunta.

Se G é um subgrupo de GL(N,C), é facil mostrar [45] que, para g € G e X € g,

Ad,X = gXg . (B.31)
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APENDICE C - Fendmenos Criticos e

Teoria Conforme de Campos

Fenomenos criticos

Sistemas de matéria condensada podem passar por, basicamente, dois tipos de
transigoes de fase, isto é, mudancas do estado da matéria. Essas transi¢des ocorrem quando
alguns parametros, correspondentes a condi¢bes externas, como temperatura, pressao
ou campo magnético aplicado, atingem um valor especifico, chamado ponto critico. Em
transigoes de primeira ordem, duas fases diferentes do sistema coexistem no ponto critico.
Acima e abaixo desse ponto, o sistema esta em diferentes estados da matéria e, portanto,
devemos esperar que os potenciais termodinamicos que caracterizam o sistemas, como a
energia livre, que sao fungdes dos parametros externos, possuam uma descontinuidade no

ponto critico.

Entretanto, em transi¢oes de fase de segunda ordem, existe apenas uma fase no
ponto critico, e as duas fases diferentes que o sistema apresenta acima e abaixo de tal
ponto devem, continuamente, se tornar idénticas a medida que o ponto de transicao se
aproxima. Isso significa que a diferenca entre as propriedades termodinamicas das duas
fases se aproxima de zero na vizinhancga do ponto critico. Como existe apenas uma fase
no ponto de transicao, todos os graus de liberdade microscépicos do sistema devem estar
correlacionados uns com os outros em todas as escalas de distdncia possiveis (assumimos
que o sistema é bem grande). Isso implica que o comprimento de correlagao, isto é, a
distancia na qual as flutuagoes dos graus de liberdade microscépicos do sistema sentem a
influéncia umas das outras, é efetivamente infinito, e podemos ignora-lo como uma escala
de distancia caracteristica do sistema, pois qualquer outra é menor que o comprimento
de correlagao. Tudo isso significa que sistemas no ponto critico de uma transicao de fase

continua (de segunda ordem) sao invariantes por mudanga de escala.

Perto do ponto critico, varias quantidades termodinamicas do sistema sao carac-
terizadas por dependéncias em poténcias dos parametros que especificam a distancia do
ponto critico. Os expoentes que caracterizam essas dependéncias sdo chamados expoentes

criticos.

Como exemplo de uma transicao de fase continua, vamos considerar um material
ferromagnético uniaxial, isto é, tal que sua magnetizacao, em cada ponto, é paralela a
um eixo particular. Nesse caso, os parametros externos importantes sao a temperatura
T e o campo magnético aplicado H. Os gréaficos na figura 22 mostram a dependéncia da

magnetizacao M com H para diferentes temperaturas. Pode-se observar que, para T < T,
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onde T, é a temperatura critica do sistema, M é descontinuo para um campo critico
H = H, = 0. Isso é caracteristico de uma transicao de fase de primeira ordem. Quando 7T’
se aproxima de T, a descontinuidade em H. = 0 desaparece, e temos uma transicao de
fase de segunda ordem. Note ainda que, no primeiro grafico, existem dois valores possiveis
de M em H.= 0. O sistema escolhe qual magnetizacao vai realmente assumir com base
em sua configuracao pregressa. Isso ¢ um exemplo de uma quebra espontanea de simetria.

Tais fendomenos sao indicagoes de que o sistema realmente estd em um ponto critico.
M M M

_

T<Tc T:Tc T>Tc

Figura 22 — Transicao de fase do sistema ferromagnético.

Para o caso do material ferromagnético considerado acima, definindo a temperatura
reduzida t = (T —T.)/T. e o campo magnético reduzido h = H/kgT,, os expoentes criticos
sao [47]:

(i) O calor especifico C, para H = H. = 0, se comporta como C' ~ Alt|~%;

(ii) A magnetizacio espontanea, para H — H., se comporta como M ~ (—t)?;
(iii) A suscetibilidade magnética, para H = H., se comporta como x ~ [t|77;
(iv) M, como funcdo de h para T = T, se comporta como M ~ |h|'/%;

(v) O comprimento de correlagao, para H = H,, se comporta como & ~ |t|~Y;

(vi) A funcgao de correlacao das flutuagdes locais da magnetizagao se comporta como

G(r) ~ % , para r >> £. No ponto critico, G(r) ~ ﬁ

Tome, como outro exemplo, o ponto onde uma substancia vai de um estado liquido
a um estado gasoso. Na figura 23, mostramos as isotermas desse processo. Pode-se notar
que ha uma descontinuidade no volume V' (ou densidade, para massa constante) como
funcao da pressao p. A isoterma nimero 2 mostra o inicio da transicao de fase continua. A
regiao B é chamada regido de coexisténcia. Os valores de p,V e T nessa regiao permitem
a existéncia simultanea da fase liquida e gasosa dessa substancia. Se compararmos a figura
23 com a figura 22, veremos que as duas sao quase idénticas, e somos levados a assumir

que o ambos os sistemas, no ponto critico, se comportam da mesma maneira. Isso, por sua
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vez, implica que os expoentes criticos dos dois sistemas devem ser iguais. Temos aqui um
exemplo do fendmeno chamado universalidade. Sistemas diferentes, descritos por diferentes
interagoes entre seus constituintes, que pertencem a mesma classe de universalidade, exibem
0 mesmo comportamento na vizinhanga do ponto critico. Uma classe de universalidade
¢é caracterizada pelas simetrias comuns a seus sistemas constituintes e pelo ntimero de
dimensoes espago-temporais. Os expoentes criticos sao iguais para todos os sistemas em
uma mesma classe de universalidade.

p

w
= lofo &

v

Figura 23 — Isotermas proximas a transicao de fase liquido — gas.

Portanto, para a transicao liquido — gés, comparando suas propriedades termodi-

namicas com aquelas do sistema ferromagnético, os expoentes criticos sao:

(i) O calor especifico a volume constante Cy se comporta como Cy ~ A|t|~® perto do

ponto critico;

(ii) A diferenga entre a densidade no estado liquido e a densidade no estado gasoso se

comporta, perto do ponto critico, como p; — pg ~ (—t)ﬁ;

(iii) A compressibilidade isotérmica se comporta, perto do ponto critico, como yr ~ |t|~7;
(iv) A diferenca p— p,, onde p. é a pressao critica, se comporta como p—p. ~ |pr, — pg|1/ 9

e v, n sdo definidos como para o sistema magnético, como G(r) sendo, agora,
a funcado de correlagdo entre as densidades. A universalidade é uma propriedade muito
poderosa de sistemas criticos, pois ela nos permite extrair informagoes exatas sobre sistemas
fisicos complicados, como seus expoentes criticos, modelando-os com sistemas mais simples,

que compartilham a mesma classe de universalidade do sistema original.

Teoria conforme de campos

Uma teoria conforme de campos ¢ uma teoria invariante sob transformacoes de

coordenadas * — 2’ que mudam a métrica g,,(x) apenas por um fator de escala local:

Gu() = g, (2") = A(2) g (). (C.1)
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Como a geometria é especificada pela métrica, podemos pensar em teorias conformes
como teorias de campo localmente invariantes por transformacoes de escala. Sistemas
em transicoes de fase continuas, como os introduzidos acima, apresentam tal invariancia
e, portanto, podem ser modelados por teorias conformes de campos. A teoria de cordas
bosénica também ¢é invariante por escala, pois a acdo de Polyakov (1.1.1) ndo possui termo

de massa, o que significa que nao existe uma escala de energia caracteristica na teoria.

As transformagoes de coordenadas © — 2’ que satisfazem a (C.1) formam um
grupo, chamado grupo conforme. Em um espaco de Minkowski com dimensao d > 3, onde
d = p + q, com p dimensdes temporais e g dimensoes espaciais, esse grupo é isomorfico
ao grupo SO(p + 1,q + 1) [48][49], com seus geradores .J,,, satisfazendo as relagdes de

comutacao

[Jmn7 Jrs] =1 (n;nst’ + nqlzrjms - n;nrJns - n;zsjmr) ) (02)

onde 17’ é uma métrica obtida a partir da métrica de Minkowski usual 7. Os campos escalares

que pertencem a uma representacao irredutivel do grupo de Lorentz se transformam como

oz’ |~/
O(z) = (2') = F O (x) (C.3)

sob uma transformagao conforme x — ', onde A é chamado de dimensao de escala e é
o auto-valor do gerador de dilatacoes D = J_1p, que realmente gera mudancas de escala
r — azr,a € R. Um campo ® que se transforma de acordo com a (C.3) é chamado de

quase-primario.

Em d = 2 dimensoes, passando para varidveis complexas z,z = z° & iz!, para
qualquer func¢ao holomérfica f(z), z — f(z) é uma transformacao conforme, e segue
que existem infinitos geradores {l,,, l_n}, n € 7, de transformagoes conformes em d = 2
dimensoes. Esses operadores satisfazem a chamada dlgebra de Witt (na verdade, duas
copias dela) [48][49]:

Loy b)) = (0 — M)ty [lny ln] = (n—m) i1, [ln, 1] = 0. (C.4)

No entanto, para tais transformacoes formarem um grupo, elas precisam ser invertiveis
e devem mapear o plano complexo a ele mesmo. O resultado é que apenas os geradores
{l_1,lp,11} sdo globalmente definidos na esfera de Riemann. Esses operadores geram

transformacoes do tipo
az+b

z = —,
cz+d

(C.5)

onde a,b,c,d € C e sao tais que ad — bc = 1. Ou seja, as transformagoes conformes no
plano complexo sao geradas por matrizes 2 x 2 com entradas complexas e determinante
unitério. Essas matrizes formam o grupo SL(2,C)/Zs e pode-se mostrar que esse grupo é

isomoérfico ao grupo de Lorentz SO(3, 1), como esperado.
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Possuindo dimensao infinita, a algebra de Witt admite uma chamada extensao
central ndo-trivial pelos nimeros complexos C. Extensoes centrais permitem que represen-
tagOes projetivas, isto é, representagoes a menos de uma fase, se tornem representagoes
bem definidas [50]. A extensao central da algebra de Witt é a chamada algebra de Virasoro,

dada pelas relagoes de comutagao

Ly, L) = (n—m) Ly ym + (n3 — 1)0p+m,0, (C.6)

c
12
onde a constante ¢ € C é a chamada carga central da teoria. Essa constante esta associada

a uma quebra da simetria conforme devido a condigoes de contorno.
Considerando, agora, um campo escalar ¢ em d = 2 com dimensao de escala A,
definimos a dimensao conforme h = A/2. Se tal campo se transforma como

o)+ 6) = (52) otr) 1)

sob transformagoes conformes z — f(z), dizemos que é um campo primdrio com dimensao
conforme h. Se a (C.7) vale apenas para transformagoes do grupo SL(2,C)/Zsy, dizemos
que é um campo quase-primario. A quantizacao da teoria é realizada promovendo os

campos ¢ a operadores, os quais podemos expandir em uma séria de Laurent:

Sz) = 2" "y (C.8)
nez

Os modos ¢,, serao operadores de destruicao para n > —h e operadores de criacao para
n < —h. Definindo o estado |h) = £1£r[1) $(2)|0) = ¢_,]0), onde |0) é o estado de vécuo,
temos que |h) é um auto-estado da Hamiltoniana Lj. Pode-se mostrar [49] que os estados
excitados da teoria sdao todos obtidos do estado de maior peso |h) pela aplicacao sucessiva
dos geradores L_y, k > 0:

\W'y = L_y,...L_4, |h). (C.9)

Os estados |h') sdo chamados de descendentes do estado de maior peso |h). O sub-espago
do espaco de Hilbert gerado pelo estado de maior peso e seus descendentes ¢ invariante
sob acao da algebra de Virasoro, e portanto é uma representacao irredutivel dessa algebra,
chamada médulo de Verma. Podem existir estados de norma negativa em um dado médulo
de Verma, o que significa que, se estamos em busca de uma teoria unitaria, devemos
exclui-los. Isso é feito restringindo os valores que (¢, h) podem assumir. Identificamos os
estados de norma negativa considerando a matriz de Gram M® cujos elementos sio
os produtos internos dos componentes da base do médulo de Verma no nivel [ (o nivel
corresponde aos valores que k pode assumir em (C.9)), i.e., MZ-(;) = (1]7), onde {[i)} gera o
modulo de Verma no nivel [. A norma de um estado arbitrario |a) no médulo de Verma é
dada por (ala) = |bg|*\x, onde )\, sdo os auto-valores da matriz de Gram. Se tal matriz

possui auto-valores negativos, o estado em questao poder apresentar norma negativa.
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Uma maneira de analisar os auto-valores da matriz de Gram é considerar o chamado
determinante de Kac [48]:

det(MDy=c; T (b= hys(c))?7), (C.10)

r,s>1,r,s<l
onde «; é uma constante, p(I — rs) é o nimero de partigoes do inteiro [ — rs e

6 [(m+1)r —ms]* —1

e S T )

, meC. (C.11)

Temos que, para ¢ > 1, h > 0, todos os auto-valores de M) sdo positivos e representacoes
unitarias podem existir. Agora, se ¢ < 1, h > 0, todos os pontos fora de algumas curvas
de cancelamento de h,s sdo nao-unitarios. De fato, apenas em algumas intersecoes entre
essas curvas podemos encontrar estados com norma nao-negativa. Mais especificamente,

apenas quando a carga central assume os valores

6
=1———, m=3,4,.. 12
c m(m+ 1)7 m 37 ) ) (C )

podemos ter representacoes unitarias. Teorias conformes com cargas centrais dadas pela

(C.12) sao chamadas de racionais.

Sob algumas condigoes, podemos encontrar familias conformes, isto é, conjuntos de
campos primarios ¢ que criam estados em um mesmo médulo de Verma, que formam uma

algebra fechada. Para cargas centrais

N2
co1- S0 (C.13)
pq

onde p,q > 2 sao coprimos, existe um nimero finito de campos nessas familias. Tomando
p=m+2,q=m+3,m > 1, temos uma teoria unitaria com carga central (C.12).
Chamamos tais teorias de modelos minimos unitarios. Um exemplo de modelo minimo

unitario é o modelo de Ising em 2d.

Outra propriedade importante de teorias conformes em 2d é o chamado bootstrap.
A invaridncia conforme fixa as func¢oes de correlacao de 2 e 3 pontos de campos primarios,

a menos de constantes multiplicativas:

d
(91(21)¢2(22)) = ﬁ (C.14)
C
(1(21)P2(22)P3(23)) = Zh1+h27h3zh2+}?*h1Zh1+h3*h2 ; (C.15)
12 21 13

onde z;; = 2z; — z;. A partir dessa constatagao, pode-se demonstrar que, sob algumas
suposigoes razoaveis [48], podemos obter todas as fungoes de correlagao da teoria, utilizando
a algebra de operadores dada pela invariancia conforme, e as constantes arbitrarias, como a
constante (o3, podem ser obtidas a partir de certas relagoes que as fungoes de correlacao

devem satisfazer. Nesse sentido, podemos dizer a teoria pode ser resolvida de forma exata.
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