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Resumo

A incompatibilidade da Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) com a Mecéanica
Quantica fez surgir a necessidade de se discutir a possibilidade da formula¢do de uma teoria
de gravitacdo que seja compativel com esta. Uma teoria que seja mais ampla do que a TRG, e
que possa ser aplicada a nivel atdmico e subatdmico. Essa possivel teoria de gravitagdao é muitas
vezes chamada Gravitacao Quantica. Nesse contexto, muitos pesquisadores tém se empenhado
na busca por uma formulacdo consistente, fisica e matematicamente, dessa nova teoria e alguns
modelos tém sido propostos. No entanto, esse ndo € um trabalho simples, pois, embora ja se
tenha avancado bastante, muita coisa ainda permanece obscura. Na auséncia de teoria completa
de gravidade quantica, qualquer generalizacdo consistente de Relatividade Geral pode ser ttil,

porque poderia sugerir como essa nova teoria pode ser.

Nossa proposta consiste em um modelo de gravitacdo bimétrica fundamentado em geometria
Finsler. As vantagens de uma formulag¢do fundamentada nessa geometria consistem no fato de
que a Geometria Finsler € uma geometria Riemanniana sem a limitacdo quadratica, e assim, a

recuperacdo de dados obtidos a partir da aplicacdo da TRG se torna teoricamente mais simples.

Neste trabalho foi utilizado, na construcdo da métrica, uma funciao formada a partir da
soma de duas métricas riemannianas, F(x, y) = a(x, v) + f(x, ), onde, a(x,y) = W e
B(x,y) = W . A escolha dessa métrica se deu pela prépria proposta do trabalho, uma
vez que sua estrutura, dentre outras caracteristicas, facilita a adi¢io de um termo de massa,

utilizando-se, para isto, o termo B(x,y).

O trabalho esta organizado da seguinte forma, no primeiro capitulo sdo abordados algumas
relacOes entre as geometrias de Riemann e Finsler e destas com a TRG. No segundo capitulo,
apresenta-se uma breve revisdo dos conceitos matemdticos da geometria Finsler, tais como a
métrica, conexdes, geodésicas, integracdo em uma variedade Finsler. No capitulo trés, tem-
se um estudo sobre modelos de gravitacdo fundamentados em geometria Finsler, onde sdo
apresentados alguns trabalhos de diversos autores, desenvolvidos em gravitagdo bimétrica. No
quinto, apresentamos nossos cdlculos para a obten¢do de uma métrica Finsler g;;. Concluimos

no capitulo seis, onde também sdo apresentadas nossas perspectivas de trabalhos futuros.

Palavras chaves: Relatividade Geral. Geometria Finsler. Gravitacao bimétrica.
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Abstract

The incompatibility of Einstein’s General Theory of Relativity (GR) with Quantum Mechanics
(QM) has raised the need to discuss the possibility of formulating a theory of gravitation that
is compatible with the QM, a theory that generalizes GR, and that can be applied at the atomic
and subatomic level. This possible theory of gravitation is often called Quantum Gravity (QG).
In this context, many researchers have been engaged in the search for a consistent formulation,
physically and mathematically, of this new theory and some models have been proposed. However,
this is not a simple job, because, although considerable progress has already been made, a lot
still remains unclear. In the absence of a complete theory of quantum gravity, any consistent
generalization of General Relativity could be useful, because it might suggest how the theory of
QG should look like.

Our proposal consists of a bi-metric gravity model based on Finsler geometry. The advantages
of a formulation based on this geometry consist in the fact that the Finsler Geometry is essentially
Riemannian geometry without the quadratic limitation, and so, the retrieval of data obtained

from the application of this modification GR becomes theoretically more simple.

In this work was used, in the metric construction, a function formed from the sum of two
Riemannian metrics, F(x, y) = a(x,y) + B(x, y), where, a(x,y) = +/a;j(x)y'y/ and B(x,y) =
\/Bii(x)y'yi. The choice of this metric was based on the work proposal itself, since its structure,

among other characteristics, facilitates the addition of a mass term, using, for this, the term
B(x,y).

The work is organized as follows, in the first chapter we discuss some relations between the
geometries of Riemann and Finsler and of these with the GR. In the second chapter, we present a
brief review of the mathematical concepts of Finsler geometry, such as the metric, connections,
geodesics, integration on a Finsler manifold. In chapter three, we study gravity models based on
Finsler geometry, where some works in bi-metric gravity are presented. In the fifth, we present
our calculations to obtain a Finsler metric g;;. We conclude in chapter six, where our perspectives

for future work are also presented.

Keywords: General Relativity. Finsler Geometry. Bimetric gravity.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A incompatibilidade da Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) com a Mecanica
Quantica fez surgir a necessidade de se discutir a possibilidade da formula¢do de uma teoria
de gravitacdo que seja mais ampla do que a TRG, e que possa ser aplicada a nivel atdmico e
subatdomico. Essa possivel teoria de gravitagido é muitas vezes chamada Gravitagao Quantica.
Nesse contexto, muitos pesquisadores t€m se empenhado na busca por uma formulagdo con-
sistente, fisica e matematicamente, dessa nova teoria e alguns modelos tém sido propostos. No
entanto, esse ndo é um trabalho simples, pois, embora ji se tenha avancado bastante, muita
coisa ainda permanece obscura. Na auséncia de teoria completa de gravidade quantica, qualquer
generalizacao consistente de Relatividade Geral pode ser ttil, porque poderia sugerir como essa

nova teoria pode ser.

Nesse contexto, existem propostas tedricas que envolvem um modelo de gravitacao funda-
mentado em geometria Finsler. As vantagens de uma formulacio encontra-se no fato de que a
Geometria Finsler é fundamentalmente uma geometria Riemanniana sem a limitagao quadratica.
Em geral, estruturas diferencidveis sdo formuladas a partir de uma métrica Riemanniana, que é
uma forma diferencial quadratica. Em seus trabalhos, ele deu especial atencdo a uma métrica
definida pela raiz quadrada de uma forma diferencial quadratica positiva definida e conhecida

como meétrica.

O que chamamos de métrica esté relacionado ao conceito intuitivo de distancia. Este conceito
¢ representado matematicamente na geometria Euclidiana pelo Teorema de Pitdgoras. Esse
teorema funciona perfeitamente em espagos planos, mas ndo em espacos curvos € portanto

precisa ser generalizado. Para isto, podemos utilizar o fato de que, em regides infinitésimas, um

Autor: Antonio Santos do Carmo Universidade de Brasilia - UNB
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espago curvo pode ser tratado como plano e, assim, podemos descrever uma distancia infinitésima

como

ds*(x,y) = dx* + dy* + dz°. (1.1)

Ainda assim, esta expressdo estd limitada ao uso de coordenadas retangulares. Precisamos
portanto generaliz-la para uma forma onde seja possivel o uso de coordenadas mais gerais. Para

isto, podemos fazer uma mudanga de coordenadas x* — x!. Assim, dx* se transforma como

ox¥
dxt = gxydx“, (1.2)
e ds® passa a ter a seguinte forma
ox ox dy dy dz 0z
2 _ Il 70 P —J I gzl A5V dalihdadip: T FAY
ds % 9 dxtdx’ + o o dxtdx’ + % 3 dx‘dx
ox ox dy dy  9Jz oz
= _— _— — \dxtdxY
(axv ox | o oz | ox” ox )dx ax
= uwX)dx'dx’, (1.3)

onde, g, € uma matriz quadrada a qual chamamos de métrica. A expressdo acima fornece a
distincia ds expressa em um sistema de coordenadas qualquer e pode ser entendida como uma

generalizagdo do teorema de Pitdgoras.

Riemann analisou a possibilidade de se introduzir uma estrutura métrica em uma variedade
diferencidvel M de dimensao n em que o comprimento de arco de uma curva diferencidvel na

variedade é dado por

ds = F(x',..,.x" y' ...y, (1.4)

onde, F : TM — [0,00) é uma fungéo diferencidvel em TM\0 homogénea de grau zero em vy, e
(x,y) € TM. Portanto, no caso em que y(t) = (x'(t),...,x' (1)) seja uma curva diferencidvel em
Mequea <t <b.A integral de F, definida no intervalo [a,b], corresponde ao comprimento de

arco da curva y nesse intervalo.

Como foi falado anteriormente, Riemann desenvolveu sua geometria a partir de um caso

especial em que a funcdo F possui a seguinte forma

FA(x,y) = gij(x)y'y’. (1.5)

Autor: Antonio Santos do Carmo Universidade de Brasilia - UNB


http://www.unb.br/

1.1. POR QUE A GEOMETRIA RIEMANNIANA E IMPORTANTE? 15

O estudo do caso mais geral proposto por ele foi realizado inicialmente no ano de 1918, na tese
de P. Finsler. Esse trabalho deu origem a Geometria Finsler, e assim, esta geometria corresponde,

entdo, a uma geometria Riemanniana sem a restri¢do quadrdtica expressa na Eq. (1.5).

Esse trabalho aborda alguns principios da Geometria Riemanniana que fundamentam a
Teoria da Relatividade Geral, bem como os fundamentos da geometria Frinsler na aplicagdo do
desenvolvimento de algumas estruturas matematicas necessarias a formulacdo de um modelo
de gravitacdo bimétrica. Nesse primeiro capitulo, abordamos a relacdo entre as geometrias
de Riemann e Finsler e suas relacdes com a TRG. No segundo capitulo, apresenta-se uma
breve revisdo dos conceitos matematicos da geometria Finsler, tais como: métrica, conexdes,
geodésicas, integracdo em uma variedade Finsler. No capitulo 3, tem-se um estudo sobre alguns
modelos de gravitagdo fundamentados em geometria Finsler, onde s@o apresentados algumas
trabalhos publicados, desenvolvidos em gravitacdo bimétrica. No quarto, hd uma breve revisao de
modelos de gravitacdo em geometria de Finsler. No quinto, apresentamos nossos calculos para a
obten¢@o de uma métrica Finsler g;;. Concluimos no capitulo seis onde também s&o apresentadas

nossas perspectivas de trabalhos futuros.

1.1 Por que a geometria Riemanniana é importante?

A geometria Riemanniana € importante porque generaliza os conceitos existentes na geo-
metria Euclidiana, uma geometria descrita em uma espaco plano, para espagos curvos. Mas, nao
¢ somete isto, pois a maioria dos problemas fisicos abordados na Mecanica Classica e gravitacao
newtoniana sdo analisados a partir de espagos planos. Entretanto, com o desenvolvimento da
Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein surgiram novos conceitos que ndo podiam ser
abordados considerando apenas esse tipo de espaco geométrico, a exemplo, tem-se o conceito de
forca, que fora adotado por Newton para descrever o movimentos dos planetas em torno do Sol
em seu modelo de gravitagdo. Na teoria de Einstein, essa interacdo € resultado da curvatura do
espaco-tempo provocada pela presenca de matéria e energia, e assim, o movimento dos planetas

em torno do Sol ocorre devido a essa curvatura.

Durante muito tempo acreditou-se que a geometria Euclidiana descrevia perfeitamente todos
0s espacos geométricos possiveis, e que o conceito de retas paralelas tal como definido pelo
Quinto Postulado de Euclides', era verdadeiro para todos os espagos, 0 que provocou uma

busca incessante por uma prova desse postulado. Entretanto, buscas frustadas por essa prova

!Se duas retas A e B, em um plano, sdo interceptadas por uma reta C tal que os angulos a e f de um mesmo lado
de C somam um valor menor que 180 °, entdo as retas A e B, quando prolongadas do lado dos angulos « e §, irdo
encontrar-se em algum ponto.

Autor: Antonio Santos do Carmo Universidade de Brasilia - UNB


http://www.unb.br/

1.1. POR QUE A GEOMETRIA RIEMANNIANA E IMPORTANTE? 16

levou alguns matemaéticos a se perguntarem o que ocorreria se esse postulado fosse desprezado,
e passasse a ser considerado uma situacgao tal que, através de um ponto C nao situado sobre
uma dada linha reta AB, fosse possivel tracar ndo uma mas duas, e consequentemente, um
nimero infinito de linhas paralelas a reta AB. Assim, a busca se concentrava em definir uma
geometria baseada nesse novo postulado, pois, acreditava-se que uma geometria desenvolvida
com base neste conceito em algum momento apresentaria inconsisténcias légicas e assim, o
quinto postulado de Euclides estaria provado e seria de fato um teorema. Isto ndo aconteceu, o
que fez surgir novos conceitos geométricos os quais levaram ao desenvolvimento de geometrias

nao-euclidianas, fundamentais para o desenvolvimentos da gravitacdo moderna.

Um conceito importantissimo estudado na geometria Euclidiana é a no¢do de métrica, mais
precisamente, a forma quadratica que define a distancia entre dois pontos em um plano, ou seja,
dados dois pontos distintos em um plano, qual € menor distancia entre eles? A resposta, como se

sabe, é¢ uma linha reta. Porém, o mesmo ndo é verdadeiro quando se trata de espacos curvos.

Definido um sistema de coordenadas retangulares em um espaco plano bidimensional, a
distancia entre dois pontos, dados pelas coordenadas (x!,y') e (x?,5%), e consequentemente
o comprimento d de um segmento de reta orientado € obtido pelo Teorema de Pitdgoras. O

comprimento d em fungdo de suas coordenadas é dado, portanto, pela raiz quadrada da soma

dos quadrados da diferenca de suas componentes, tal que d = \/ (x! —x2)2 + (y' — y?)%. Esse
conceito € facilmente estendido para um espaco n-dimensional, pois, dado um espaco R", em

coordenadas cartesianas, a distancia d é fornecida pela seguinte expressao,

n
Y - x)?, (1.6)
i=1
onde, o raio-vetor de um ponto é dado por

n

r= Z x'e;, (1.7)

i=1
em que e; sao vetores diretores ortonormais. Observe que isto indica uma soma sobre todos os
valores do indice ; neste caso, para simplificar a nota¢cdo em nossos célculos, utilizaremos a
convengdo de Einstein para a soma, e assim, sempre que aparecer um indice repetido neste texto
e que ndo haja nenhuma adverténcia em contrario, entende-se que hd um simbolo de somatério

implicito, conforme exemplo a seguir.

Z Ajjxj = Aijx;. (1.8)
i=1
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Nos casos mais gerais, ou seja, em geometrias ndo-euclidianas, a menor distancia entre dois
pontos é dado por uma curva chamada geodésica. Este conceito € de grande importancia no
estudo da gravitacdo, pois generaliza o teorema de Pitdgoras para os espagos curvos. Uma vez
que, de acordo com a Teoria da Relatividade Geral de Einstein, os fendmenos gravitacionais sao
provocados pela curvatura do espago-tempo, t€ém-se ainda que, mantidas as condi¢des iniciais,
todos os corpos puntiformes, na presenca de campos gravitacionais, irdo se deslocar da mesma
maneira, independente de sua massa ou carga. [sto permite estabelecer uma relagdo entre os
campos gravitacionais e os referenciais ndo-inerciais. De acordo com a Primeira Lei da mecanica
newtoniana, um sistema de referéncia inercial € um sistema em que na auséncia de forcas externas
agindo sobre um corpo, esse corpo vai manter seu estado inicial, seja parado ou em movimento
retilineo uniforme, ou seja, sua velocidade no instante inicial permanecera constante durante todo
o movimento. Sendo assim, “se consideramos esse movimento em um dado sistema ndo-inercial,
entdo relativamente a esse sistema todos corpos irdo se mover da mesma forma” [1]. Portanto,
as propriedades do movimento em um sistema de referéncia nao-inercial sdo as mesmas em
um sistema inercial na presenca de um campo gravitacional, ou seja, um sistema de referéncia
ndo inercial equivale a um campo gravitacional. Este principio é conhecido como Principio de

Equivaléncia.

A Teoria da Relatividade Geral foi publicada por Einstein em 1916, dez anos apds a publica-
cdo da Relatividade Restrita. De acordo com o principio de equivaléncia, campos gravitacionais
devem provocar deflexdo em um feixe de luz, ou seja, segundo esta teoria, a massa dos corpos
deforma o espaco préximo a eles, de modo que um raio luz serd desviado por essa deformacao.
Este efeito s6 poderia ser observado a partir de um eclipse total do Sol, fato este confirmado
durante o eclipse total que ocorreu em 29 de maio de 19192, Ainda segundo tal principio, fétons
que se movimentam proximos a campos gravitacionais sofrem uma mudanca em sua frequéncia
caracteristica, um efeito Doppler relativistico, fendmeno no qual o comprimento de onda das
ondas eletromagnéticas mudam devido ao movimento relativo da fonte e do observador. Diferen-
temente do que ocorre com as ondas mecanicas, aqui tem-se de fato uma mudanga na frequéncia
e, necessariamente, tem-se uma mudanga na energia do féton. Outro resultado importante da
relatividade geral € a explicagdo para precessdo do periélio de Mercurio, pois havia uma pequena

diferenca entre a precessdo calculada pela mecéinica newtoniana e a observada.

Algumas caracteristicas relacionadas a essas duas teorias nos permitem afirmar que a

gravitacao de Newton € uma teoria gravitacional em um espaco plano, e o efeito gravitacional é

2 Arthur Stanley Eddington (1882 — 1944), astrofisico britdnico, convenceu as autoridades britdnicas a financiar
duas expedicdes para observar o eclipse. Uma delas, liderada pelo préprio Eddington, foi para a ilha de Principe, na
Africa, e outra foi a Sobral, no Ceard, nesta ocasido, Einstein veio ao Brasil.
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devido a forca da gravidade que provoca a atracdo entre dos corpos formados por matéria. Mas,
segundo a TRG, como a presenga de matéria curva o espago, o efeito gravitacional é provocado
pela curvatura do espaco-tempo. Portanto, torna-se necessdria a busca por uma geometria definida
em espagos curvos. Como a Riemanniana é uma geometria em um espago curvo, ela pode entdao
ser usada para descrever melhor os fendmenos gravitacionais do que a geometria Euclidiana,
uma geometria plana. Entende-se entdo que a busca por geometrias mais gerias € uma forma

natural de generalizagdo da teoria gravitacional.

Em muitos problemas fisicos, torna-se mais conveniente adotar um sistema de coordenadas
mais geral do que o sistema cartesiano, podemos entdo recorrer ao sistema de coordenadas
curvilineas. Localmente, um sistema de coordenadas curvilineas possui as mesmas caracteristicas
de um sistema cartesiano. Em coordenadas curvilineas, o vetor posi¢do de um ponto qualquer
do espaco é dado por r = (u;);i = 1,2,3 em que u; sdo uma curvas parametrizadas. Um vetor
tangente a curva #; em um ponto P qualquer sobre essa curva, no qual u, e u3 sdo constantes, é
. r e S r ar
igual a =—. Logo, o vetor tangente unitdrio nessa direcdo € hye; = —, onde, ; = |=—/|. De

8u1 8u1 8u1
forma andloga, o mesmo ocorre em relagcdo as curvas u; e uz. Nessas condi¢des, é possivel definir
o comprimento diferencial ds a partir da relacio ds?> = dr - dr. Em coordenadas retangulares
(x,,z) a diferencial do arco ds € dada por ds* = dx* + dy? + dz?, transformando essa expressdo

para coordenadas curvilineas obtém-se

ds® = gii(x)dx‘dx’. (1.9)

A Eq. (1.9) é conhecida como “forma quadrdtica fundamental ou forma métrica” [2]. A
quantidade g;; € simétrica, ou seja, g;; = gji € NOS €asos em que g;; = 0,1 # j o sistema é
ortogonal. Percebe-se também que este termo define as componentes covariantes de um tensor

de ordem dois, chamado de tensor métrico ou tensor fundamental.

Com base nesse conceitos, podemos agora calcular a distancia entre dois pontos f; e t; em

um espago curvo. Sobre uma curva x” = x'(t), a distancia entre dois pontos é dada por

t . .
2 dx' dx]

Assim, em um espago curvo qualquer, a geodésica, ou seja, a menor distancia entre dois pontos €

obtida com o auxilio do célculo variacional e possui a forma seguinte

deV + r ﬁ@
ds? i'ds ds

= 0. (1.11)
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Na Eq. (1.11), o termo Ff]. é conhecido como simbolo de Christoffel’ de segunda espécie,

definido por

-2

I = 1gfk(ag".j 4 %8 ag”). (1.12)
oxi  odxi  oIxk

Os simbolos de Christoffel, “sao certas fun¢des das coordenadas, cuja forma depende,

claramente, da escolha do sistema de coordenadas; em um sistema cartesiano 1";]. =0"[1]. A

funcao geométrica dos simbolos de Christoffel € transformar as derivadas em componentes de um

vetor, ajustar os parametros da curva de forma a evitar que variem bruscamente, possibilitando o

transporte paralelo do vetor tangente a curva definido nas derivadas.

O estabelecimento de uma métrica em um dado espaco torna possivel a definicao de Espaco
Métrico, conceito muito importante no estudo da Geometria. A métrica aplicada a espacos com
mais de trés dimensdes possui importancia fundamental na TRG. Um espaco métrico pode ser
definido como um conjunto de pontos onde é possivel determinar uma funcdo que defina a
distancia entre dois pontos quaisquer, ou seja, dado um conjunto M qualquer, com M # () e seja
definida uma aplicagdo d: M X M — R no intervalo [0, + o0). Define-se d(x,y) a imagem de
um par (x,y) € M X M projetada por meio da funcdo d. Esta fungdo deve satisfazer as seguinte

propriedades:

i) Para quaisquer pontos p,q € M,

d(p,q) 20

e igual a zero, se e somete se p = q;

ii) Para quaisquer pontos p,q,r € M,

d(p,q) > d(p,r) +d(r,q),
essa propriedade € conhecida como Desigualdade Triangular;

iii) Se, para quaisquer pontos p,q € M,

d(pq) = d(q,p)

entdo, d é chamada métrica reversivel.

Satisfeitas as propriedades acima, o par (M,d), com d sendo a métrica sobre M é o que se

chama de espaco métrico. Espacos euclidianos sdo os mais simples espacos métricos, no entanto,

3Elwin Bruno Christoffel (1829 — 1900)
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€ possivel construir, a partir destes conceitos, espacos métricos mais gerais, como € o caso do
espaco métrico riemanniano. Existem ainda outros espagos mais gerais, um deles € o espaco
Finsler, que é uma generalizacdo natural do espaco Riemanniano. Para estudos mais detalhados

sobre os espacos métricos o leitor pode utilizar [3], [4] ou ainda [5].

1.2 Por que nés queremos olhar para as generalizacoes?

Embora ndo exista de fato um referencial que seja absolutamente inercial, na gravitagdo
newtoniana sempre € possivel escolher um determinado sistema de coordenada que seja aproxi-
madamente inercial, mas isso constitui uma restri¢do dessa teoria, e portanto, faz-se necessdria a
busca por uma teoria que elimine tal limitacdo, e seja capaz de fornecer uma melhor compreensao
dos fendmenos estudados. Como ja foi citado anteriormente, na Relatividade Geral, o conceito
de forca existente na gravitacdo de Newton é substituido pelo estudo da geometria, e assim,
o estudo da interacdo gravitacional é realizado por meio da andlise dos efeitos da curvatura
do espago-tempo na dindmica dos corpos, € como a gravitagdo de newtoniana € definida em
um espaco plano uma generalizacio para espacos curvos constitui algo natural a essa teoria.
Assim como a geometria Riemaniana € uma generaliza¢do da geometria Euclidiana, a Teoria
da Relatividade Geral de Einstein constitui uma generalizac@o natural da gravitacdo de Newton.
Os avangos proporcionados pela TRG, dentro dos conceitos fisicos existentes atualmente, sdo
inquestiondveis, uma vez que muitas de suas previsdes sdo comprovadas experimentalmente. No
entanto, como varios estudos apontam, esta também nao deve ser uma teoria fechada e assim
surge necessariamente a busca por uma teoria ainda mais completa. Uma dessas limitacdes é
a incompatibilidade da TRG com a Mecanica Quantica, uma vez que parece natural, dado os
avancos proporcionados por esta teoria, a quantiza¢do da interagc@o gravitacional, de modo que
a TRG possa se compativel com a Mecanica Quantica e Teoria Quantica de Campos, mas é
necessdario que se tenha em mente que uma teoria mais completa precisa fornecer os resultados

experimentais ji obtidos, bem como a previsao de novos fendmenos.

A busca por uma teoria mais geral e que descreva melhor os fendmenos observados no
Universo ndo € algo exclusivo da Astrofisica, mas sim, algo intrinseco a prépria Fisica. O estudo
da Histdria desta ciéncia mostra que a generalizacido dos conceitos e teorias sempre foi objetivo
de pesquisadores de todos os tempos. A exemplo, tem-se o caso de Newton, ele mostrou que
o fendmeno fisico por trds da queda dos corpos na superficie da Terra € o mesmo que rege o
movimento dos astros no cosmos; Maxwell unificou magnetismo, eletricidade e 6tica em uma
Unica teoria, o Eletromagnetismo. Percebe-se que a ciéncia € construida em blocos, muitas vezes

isso é provocado pela prépria limitagdo tecnoldgica, como € o caso da precessdo do periélio
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de Mercurio, ndo explicado pela Lei de Gravitacdo Universal de Newton, porém claramente
demonstrado na teoria de Einstein e medido com maior precisao atual. A Teoria da Relatividade
Geral previu um movimento ligeiramente diferente do qual era previsto pela teoria de Newton,
fato este, provado devido a melhoria dos instrumentos de observagdes, mas 1sso ndo quer dizer
que a gravitacdo de Newton deve ser abandonada, até porque, para casos mais simples, € mais
conveniente usar esta do que aquela. Assim, uma teoria torna-se apenas a extensao de outra ja
existente. Entretanto, este ndo € o unico motivo dessa fragmentacao, pois o Universo é muito
vasto e complexo o que torna muito dificil a elabora¢do de uma teoria “do tudo”, outro fato que
corrobora para essa fragmentagao € a propria complexidade dos fendmenos fisicos, e portanto, é
natural que se divida em linhas de pesquisas, isolando conceitualmente cada fendmeno a fim de
tornar mais simples seus estudos, esta tem sido a prética de pesquisadores atuais e do passado, e
assim foi construido todo conhecimento existente atualmente. Mas, mesmo assim, de acordo com
Stephen Hawking, “o objetivo eventual da ciéncia € promover uma teoria inica que descreva

todo o Universo” [6].

Atualmente, as leis que regem os fendmenos fisicos no Universo sdo descritas a partir de
duas teorias bdsicas, a Teoria Quantica, que descreve o universo atdmico e subatomico, e a Teoria
da Relatividade Geral, esta descreve a mecanica dos corpos. Embora seja comum se referir a
esta teoria quando s@o consideradas velocidades préximas a velocidade da luz, no limite de
baixas velocidades, ela se reduz a Mecanica newtoniana. Todavia, essas duas teorias ndo sio
compativeis, embora em seus dominios possuam resultados experimentais que comprovam ser
ambas boas teorias. Mas, por entendermos que o Universo nao € arbitrario, e sim, regido por leis
bem definidas e que podem ser formuladas e expressas em linguagem matemaética, tem-se, etdo, a
necessidade de unificacdo de ambas em uma unica teoria, mais completa e que descreva todos os
fendmenos fisicos observados, além de fazer previsdo de novos fendmenos ainda ndo conhecidos.
Assim, um dos caminhos para essa busca € o aperfeicoamento da TRG, e uma estratégia para
atingir esse objetivo € justamente fazer uso do conhecimento existente. Neste caso, a busca por

uma geometria mais geral que a Riemanniana constitui uma forma natural de atingir tal objetivo.

1.3 A geometria Finsler como generalizacao natural da geo-
metria Riemanniana e possiveis aplicacoes

A geometria de Finsler € uma generalizacdo natural da geometria Riemanniana, e embora, os
trabalhos relacionados essa geometria possam ser rastreados até Paul Finsler (Matematico alemao,
nasceu em 11 Abril 1894 in Heilbronn, Alemanha e falecido em 29 Abril 1970 in Ziirich, Suica)

seus fundamentos foram completados somente em meados de 1930. “A generalizagao finsleriana
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surge do desejo de se determinar o comprimento de vetores por um método suficientemente geral
que nao seja restringida pela defini¢do riemanniana de comprimento em termos da raiz de uma
forma quadrética” [7], pode-se, entdo, afirmar que a geometria de Finsler € uma extensdo da
geometria Riemanniana sem a restri¢ao quadratica. De acordo ainda com [7], para desenvolver
sua geometria, Paul Finsler parte da definicdo de uma variedade diferencidvel M n-dimensional
dotada de uma fungdo escalar F(x,y) dependente do ponto x' de M e do vetor ' tangente a M no
ponto x’, neste caso, o valor de F(x,y) pode ser considerado o comprimento do vetor i’ no ponto
x'. Além das condicdes de que a fungiio F seja suave e convexa, a ela é imposta somente que
seja positiva, homogénea e de grau 1 em ¥/, isso significa que, se as componentes de um vetor
sdo A vezes maior que as componentes de outro vetor, entdo o comprimento do primeiro vetor é
A vezes maior que o comprimento do segundo vetor. Essa funcdo F define um tensor métrico

Finsler, se
1 J*F?
1i\X, - == 1.13
g](x y) zayzay] ( )
portanto, depende do ponto x’ e da dire¢do dada pelo vetor tangente y'.

A fungdo F : TM — [0,00) é uma estrutura Finsler se satisfazer as seguinte propriedades:

i) F(x,Ay) = AF(x,y), A > 0 (Homogeénea e de grau 1 em v);

ii) F(x,y) é C* paratodo y # 0;

PPF?
oyl oy’

iii) 1 (y # 0) é positivo definido.

Uma variedade M, C*, com uma estrutura Finsler F é chamada variedade Finsler ou Espaco
Finsler. A geometria Finsler foi gradativamente se tornando um ramo cldssico da geometria
diferencial, muitos trabalhos tém surgidos desde a tese de Paul Finsler, Curvas e Superficies
em espacos gerais, em 1918. Inspirado pelos avancos na Relatividade Geral, tem-se buscado
desenvolver uma nova teoria geométrica para descrever melhor o Universo e com isso, busca-
se também uma forma de unificar TRG e Teoria Quantica. Por ser a geometria Finsler uma
generalizacdo natural da geometria Riemanniana, entende-se que ela pode ser utilizada como
generalizacdo natural da TRG e, talvez, alcancar esse objetivo. O que buscamos neste trabalho, é
uma possivel extensdo que seja minima e natural a geometria de Riemann, e a de Finsler parece
ser esta extensdo minima porque so retira-se a restri¢ao quadrética, portanto esta extensao deve

ser muito minima e muito natural.

O sucesso da TRG deveria ter atraido a atencao para o problema da defini¢dao de quais s@o as
propriedades métricas fundamentais de um espago-tempo real. No entanto, a definicdo de métrica

Riemanniana tem dominado a vasta maioria das literaturas dedicadas a Gravitacao. De fato, a
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frente de uma onda de luz no véacuo possui propriedades que podem ser descritas muito bem
por uma métrica riemanniana. Tem-se entdo que, justamente, pelo grande nivel de concordancia
entre a Relatividade Restrita e as observacoes, torna a substitui¢do de uma métrica de Riemann
por uma outra qualquer no minimo temerosa, uma vez que isto pode trazer muitos problemas
em relacdo aos fatos ja comprovados experimentalmente. Portanto, uma generalizacdo para
a geometria Finsler deve ser tal que a func¢do que define a métrica do espago-tempo, quando
igualada a zero, deve produzir uma equacdo que descreve uma frente de onda de luz. Assim, serd
possivel a manuten¢do dos dados experimentais ja comprovados, e possivelmente o surgimentos

de novos fendomenos devido ao cardter mais geral que possui o conceito finsleriano.

A busca por uma descri¢ao dos fendmenos fisicos a partir das ideias finlerianas ndo sdao
exclusivas dos pesquisadores envolvidos com o estudo da gravitagdo, outras areas da Fisica
também apresentam problemas que podem ser descritos por esse do tipo de funcdo, como é
o caso da o6tica ndo-linear. Para uma melhor compreensdo, apresentaremos alguns conceitos
fundamentais sobre a geometria Finsler. Conforme [8], um desses conceitos encontra-se no fato
de que a geometria Finsler possui sua origem em um tipo de integral definida de acordo com a

seguinte forma

b
s(x) = f F(x!,...x" d—xl,...,%)dt, (1.14)
. dt dt
em que a funcio F(x!,...x"; yl,...,y”); e que yi = E;—’f comi = 1,....n é positiva, e igual a zero se
€ somente se yi = 0, lembrando ainda, como j4 foi falado, essa funcao precisa ser homogénea,
suave, de grau um em y. Em alguns exemplos, x pode ser usado para representar a posi¢do € y a
velocidade no ponto x. Assim, F corresponderia a trajetdria da particula e f representaria o tempo.
Este € talvez o caso mais comum, no entanto, deve-se perceber que o movimento da particula
depende ndo somente da geometria do espaco-tempo, mas também da velocidade da particula.
Outro caso, talvez menos comum, ocorre, a saber, na propagacio da luz em meios anisotropicos.
Alguns cristais, embora homogéneos, sdo anisotrépicos, isto significa que a velocidade de um
feixe de luz que se propaga em meios assim depende da direc@o de propagacdo. Uma forma mais
simples de imaginar uma situacdo andloga consiste na andlise de um maratonista percorrendo um
pista que possui em seu caminho declives e aclives, sua velocidade pode aumentar ou diminuir
conforme ele esteja realizando um subida ou uma descida. Um feixe de luz ndo polarizada
refratando nesse tipo de cristal se transforma em dois feixes polarizados ortogonalmente. A
geometria Finsler pode ser usada também em um modelo de gravitagdo bimétrica para acrescentar
as equacodes da TRG um termo de massa. Outra aplicagdo da geometria Finsler € na descricao

geométrica da mecanica dos fluidos.
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1.4 Nosso interesse: a possivel relacao entre a geometria Fins-
ler e a gravitacao massiva

A existéncia de uma generalizacdo consistente para a TRG que inclua um termo de massa
€ uma questdo de grande importancia para a Teoria de Campos e, consequentemente, para a
Fisica em geral. Uma vez que a presenca de um termo de massa nessa possivel generalizagdo
pode resultar em uma melhor compreensao da estrutura do espaco-tempo, bem como um me-
lhor entendimento acerca da energia de ponto zero, associada as flutuagdes do vacuo, o que
poderia resolver o problema da constante cosmoldgica*, bem como solucionar o problema da

incompatibilidade da TRG com a Mecénica Quantica.

Antes de aprofundarmos mais a discussdo sobre a relacdo da geometria Finsler com a
gravitacdo massiva é preciso destacar que, do ponto de vista fisico, a Eq.(1.10) representa
tdo somente a acdo de uma particula pontual livre e quando substituida na Equacdo de Euler-
Lagrange produz uma equacdo que descreve sua trajetoria. Portanto, fica facil perceber porque
na Relatividade Geral a interacao gravitacional é descrita pela curvatura do espago-tempo a partir
de uma métrica lorentziana, pois a curva parametrizada definida pela métrica € uma solucao da
equacao de Euler-Lagrange, e como € sabido, tal solu¢do define a menor distancia entre dois
pontos em um espaco curvo. Nesse contexto, aquilo que era entendido como forca na gravitagao
de newtoniana corresponde ao efeito provocado pelo movimento da particula em um espacgo

curvo.

Entre as diversas métricas Fisnler existentes, a que mais se enquadra no objetivo deste
trabalho € a conhecida como métrica de Randers. De acordo com [9], essa métrica foi introduzido
em 1941 por G. Randers em um espago-tempo de quadridimensional, a fim de estudar a inclusao
de uma direcao de tempo especifica para a geometria do espago-tempo. Espacos Finsler que
possuem um elemento de comprimento tipo Randers sdo chamados espagos Randers. Sua forma
original contém uma métrica a(x,y) e adicionada a ela um campo vetorial f(x,y) = b;y/', tal que
F = \Jaj(x)y'y + bi(x)y'. O elementos a;i(x) sdo as componentes da métrica Riemanniana a e
bi(x) sdo componentes da 1-forma f que estio definidas em uma vaiedade M. Se, f(x,y) =0, F
se reduz a uma métrica Riemanniana. Sendo (x,y) linear em relagdo a y, para que F seja sempre

positiva em TM\0 as componentes b;(x) precisam ser controladas. A condig@o suficiente para

“A energia de ponto zero associada as flutuagdes do védcuo e prevista pela Mecanica Quantica é fonte de um
campo gravitacional que atua semelhante a uma constante cosmoldgica, quando analisada sob a 6tica da TRG. Assim
como o campo gravitacional altera a estrutura do espaco-tempo, a energia do vacuo pode ser aferida analisando
a geometria do Universo. O problema ocorre por causa da discordincia entre as estimativas tedricas dadas pela
Teoria Quantica de Campos e o Modelo Padrao de Particulas Elementares, uma vez que este atribui um valor, para a
densidade de energia do vacuo, incrivelmente maior do que as medidas obtidas pela Cosmologia.
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que F seja sempre positiva, conforme [10], € que a norma dual com respeito a métrica « seja tal

que

IBIE, = \Jai )b, < 1,

onde (a”) = (a;)”". Define-se entdo que métricas tipo F = & + B sdo métricas Randers. Tem-se
ainda que, de acordo com [9], as geodésicas de espacos Randers sdo solugdes das equacdes da
forca Lorentz, portanto, podem ser vistas como trajetdrias de particulas carregadas em um campo
eletromagnético externo descrito pelo potencial vector b e assim, espacos Randers podem vistos
como uma abordagem para o estudo do electromagnetismo e gravidade, como sendo descritos
por uma geometria anisotropica, em que essa anisotropia € induzida pelo o potencial vetor b.
Nesse caso, o vetor b pode ser entendido como pertubacdo de uma métrica Riemanniana. Embora
tenhamos a inten¢do de no futuro estudar as consequéncia fisicas de uma teoria de pertubacao,
neste trabalho busca-se algo ainda mais geral e por isto tem-se considerado a possibilidade de

um duplo acoplamento de matéria, usando para isso duas métrica simultaneamente, em que a

fungdo F seja definida tal que F = +/a;j(x)y'y/ + +/Bij(x)y'y/, isto corresponde a uma possivel
teoria de gravitacdo bimétrica. Daqui ja podemos perceber porque isto € uma generalizacao —
chamada Generalizacdo Bimétrica. Cada termo possui forma riemanniana, assim fazendo o
ou f igual a zero voltamos para o caso riemanniano. Podemos até€ entender que esta fung¢do
pode corresponder a uma pertubagdo da métrica. Neste caso, basta tornar § bastante pequeno,

tendendo a zero. Perceba que a métrica ndo € pequena, apenas o acoplamento do termo de massa.

Quando se trabalha a gravitagcdo com acoplamento de matéria surgem problemas experimen-
tais e tedricos. O experimental € que o duplo acoplamento conduz ao ”problema de identificar
os observaveis da teoria“[11], o que dificultaria a possibilidade de se obter uma comprovacao
experimental. O problema tedrico € que, na Fisica, a métrica ndo é Riemanniana, mas pseudo-
riemaniana. Esse tipo de métrica define o Cone de Luz e isto define quais as direcdes em que
a luz vai se propagar. Vamos supor que « € 8 sejam peseudo-riemannianas, entdo cada uma
definiria seu préprio cone de luz, fica entdo a pergunta: o que é o cone de luz agora? Nao temos
como responder isto nesse momento, mas fica claro que se perde tal defini¢do e a consequéncia
disto € a quebra da simetria de Lorentz. Quebra da simetria de Lorentz € intrinseco a geometria
de Finsler, pois, pela sua prépria definicao a velocidade de propagacdo depende da direcao,
e assim, existiria um observador privilegiado. Tem-se ainda um problema bastante discorrido
na literatura, teorias de gravitagdo massiva possuem uma anomalia relacionada aos graus de
liberdade do graviton, conhecida como ghost-free. No capitulo 3 trataremos deste problema mais

detalhadamente.
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CAPITULO 2

REVISAO DE GEOMETRIA FINSLER

A geometria Finsler ndo constitui em sentido estrito uma generalizacdo da geometria
Riemanniana, ela provavelmente seja melhor descrita como uma geometria Riemanniana sem a
restricdo quadrética. Seus conceitos sdo fundamentados no cdlculo tensorial e geometria diferen-
cial, bem como, no caso mais geral da geometria Riemanniana. Nesse capitulo, apresentaremos

alguns conceitos que serdo usados ao longo deste trabalho e sdo essenciais para sua compreensao.

2.1 O que precisamos saber sobre geometria Finsler

Uma das atividades experimentais fundamental na fisica é efetuar mediadas, para isso
sdo utilizados diversos meios, sejam reldgios, réguas, espectrometros, dentre outros. O hédbito
de medir nos permite comparar coisas e estabelecer padroes, mesmo em fisica tedrica existe
essa necessidade, pois uma teoria de pouco vale se ndo for capaz de estabelecer formas para
sua comprovagdo experimental. Assim, para se medir uma curva suave ) € necessario que ela
seja parametrizada, que seja possivel estabelecer uma forma de mapear todos os seus pontos, ou
seja, essa curva deve obedecer a uma relacéio do tipo y = y(t), em que a < t < b, isto, em uma
variedade M. Nessas condic¢des, para definir o comprimento de tal curva basta se estabelecer
uma fungdo escalar ndo-negativa F(x,x) sobre todo os espago tangente T, M, semelhante a forma
de se estabelecer o comprimento de uma reta em um espago plano. No contexto dos espagos

curvos, o comprimento da curva c € dado por

b
5:) = f F/,p ()i, @1
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condiciona-se isto ao fato de que Sp()’) deve ser independente da parametrizagdo, pois compri-
mento € fisico, podemos medir, mas parametrizagao € algo muito artificial. Neste caso, a fungao
F € positiva, homogénea e de grau 1. Assim, a estrutura de comprimento induz uma fungao

d: M xM — [0,00) por intermédio de

d(p.q) := inf S5 (7). 2.2)

O infimum inf € o maior limite inferior de um conjunto S, definida como uma quantidade m
tal que nenhum membro do conjunto € menor que m, mas se € € qualquer quantidade positiva,
ainda que pequena, hd sempre um membro que € menor do que m + € [12]. De acordo com [13]
o infinitésimo deve ser tomado de todas as curvas suaves C no intervalo entre p e g e, em geral
d é irreversivel, pois existe algum par de pontos (p,q) onde d(p,q) # d(q,p). Nesse caso, faz se
exigéncia de que a fungdo F determine a distancia d de forma unica e que respeite a seguinte

relacdo

F(x,y* + v*) < F(x,y") + F(x,y*) em que y',i* € T,M.

Satisfeitas estas condic¢des, a fun¢do F(x,y), com y = x, € uma norma sobre o espaco T, M
nao reversivel. Podemos ainda, assumir que F € diferencidvel sobre TM\{0} e assim, aplicar os
fundamentos do Célculo no estudo da propriedades geométricas da norma. Aplicando ainda uma

convexidade mais forte, tal que

o 1 821:2
8 = 29yidyl’

Temos que, no caso em que a Eq.(2.3) é positiva definida para y pertencente ao espago T, M\ {0}

(2.3)

F,, tal norma é chamada norma de Minkownski e uma func¢ao escalar F que possui essas
propriedades constitui uma métrica Finsler. No caso em que a norma dada por F, em todos os

pontos x € M é uma norma Euclidiana, a métrica Finsler € dita Riemanniana.

2.2 Bases da geometria Finsler

Definicao 2.1 Seja M uma variedade n-dimensional, é dito ser uma variedade Finsler se o

comprimento s de toda curva x, com x'(t),....x'(t) ea < t < b, é dado pela seguinte integral

b
dx!  dx"
_ 1 n.
s(x) = [l F(x',...x"; T )dt. 2.4)
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As propriedades da fun¢do F foram apresentadas na secdo 1.3. A imposi¢@o para que F seja
homogénea e de grau 1 € para que essa funcao seja invariante sob a parametrizacao, como ja foi

falado anteriormente.

Uma variedade Finsler M possui um fibrado tangente 7 : TM — M e um cotangente
" : T"M — M. A partir de TM obtemos a projecdo para fibrado tangente da variedade M e
identificamos os vetores nao-nulos diferentes uns dos outros por um fator real. Geometricamente,
a projecdo para o fibrado tangente € o espago formado pelos elementos de linha sobre a variedade
M. Podemos entdo definir um sistema de coordenadas locais em M, sendo x, 1 < i < n.

Matematicamente, isso corresponde a

.0
== Z—‘. 25
Y=Y (2.5)
Quando analisado o ponto x € M, % refere-se a base de um vetor em M. No caso em
que avalia-se o ponto (x,y) € TM, % corresponde 2 base de um vetor em TM, e assim, -2
X! dy

correspondem a base de um vetor sobre o fibrado tangente T'M.

2.2.1 Métricas Finsler

Podemos agora aprofundar os conceitos sobre métricas Finsler em uma variedade M. E

preciso destacar que sempre assumiremos ser a variedade do tipo C* e de dimensao finita.

Definicao 2.2 Seja M uma variedade n-dimensional. Para um ponto x € M, denota-se por T,
ao espago tangente de M no ponto x. O fibrado tangente TM de M é a unido do espaco tangente

com uma natural estrutura diferencial

™ := U T, M.
xeM

Os elementos de TM sdo descritos por (x,y), em que x € M. Nesse caso, podemos dizer
que uma métrica Finsler sobre uma variedade M é uma fungao escalar C* no fibrado tangente
TM, := TM\{0}, cuja restri¢ao para cada espago T, M ¢é dado por uma norma de Minkowski.
Sendo assim, para que uma func¢do F = F(x,y) sobre M seja uma métrica Finsler na variedade M

deve possuir as seguintes propriedades

F1) F(x,y) é C* em TMy;
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F2) F.(y) := F(x,y) ¢ uma norma de Minkowski em T,M ¥ x € M.

Respeitadas as propriedades F1 e F2, o par (M,F) é chamado de variedade Finsler. Nos
casos mais gerais nao se impdoem a condigdo reversibilidade. Além do mais, no caso em que a
métrica Finsler F em M, com a propriedade F, := F,(x,y) constitui uma norma Euclidiana em
T .MVYx € M, sendo que

Ey) = vy, yeTM,

em que o termo ( , ), corresponde ao produto interno em T,,M, a métrica é dita Riemanniana.

Portanto, pode-se dizer que as métricas Riemannianas sao métricas Finsler reversiveis.

2.2.2 Tensor de Cartan

Uma propriedade bastante importante utilizada nesse trabalho esta relacionada ao Tensor
de Cartan. Introduzido por Elie Joseph Cartan (1869 — 1951), o tensor de Cartan serve para
fazer distin¢do entre normas euclidianas e normas de Minkowski, para isso, ele relacionou uma

quantidade especifica as normas Minkowski.
Seja (M,F) uma variedade Finsler com um tensor fundamental g;;, definimos entdo

108 1 9°F?

Cit = 300 = Layayioy

(2.6)

C:= Cl']'kdxi ® dxj &® dxk.
Onde, C é conhecido como Tensor de Cartan na variedade TM.
Proposicao 2.1 Seja (M,F) uma variedade Finsler, entdo

Cl) Cij € simétrico, tal que, Cijp = Cjip = Cyj;
C2) y'Cij =0;

C3) (M,F) é Riemanniano se e somente se C = (.

Os itens (C1) e (C3) resultam da definicdo da Eq. (2.6). Para provar (C2), nds precisamos

utilizar o Teorema de Euler para Fungcoes Homogéneas.
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Seja f uma func¢@o real definida em R” diferencidvel fora da origem de R". Entdo, as duas

afirmacdes abaixo sdo equivalentes.

1) f ¢é positiva homogénea de grau n, tal que
fAy) =A"f(y) , ¥ A >0

2) A derivada na diregdo radial de f é n vezes f, isto é

i of
Yoy

i nf(y).

Demonstr¢ao 2.1 Seja f(x',...,x*) uma fungdo homogénea de grau n de modo que seja vdlida a
seguinte relacdo

FAXL. AXF) = AT F(,. 0,

fazendo ¥ = Ax', temos

af ox' af ox
%ﬁ + ...+ ﬁﬁ
Sof o

nA" (. xF)

= % + ...+ X ﬁ
L of of

= 50 +o ya(Axk)’

fazendo A =1, temos
i9f If Pk
X p +..+X 5 nf(x',...,x"),
ou ainda
iaf i
X i nf(x'). Como (2.7)
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F(Ax) = AF(x), logo,
F*(Ax) = A?F*(x), portanto,
10?F2(x) |
Sii = é homogénea de grau zero. Entdo, pelo teorema de Euler, temos
2 dyidyi
. 1 'aglk
ylcijk = Eyla_yk

Queremos agora analisar outras propriedade da fungao F que descreve uma métrica Finsler.

Para isto, podemos definir as seguintes quantidades, g := g;; e ¢ = (i))”", podemos ver que

F o
F— log +/det g 5 8yk logdet g

_F 1 981‘;’
= E—detga_ykGij' (2.8)
onde
= (det )¢ = (det )¢”". (2.9)

Relacionando a Eq. (2.8) e a Eq. (2.6), obtemos a seguinte relagdo

log vdetg = E%gl = Cixg", (2.10)

portanto, podemos dizer que o det g é independente de y se e somente se C; = 0, onde

Ci = §*Ci. @2.11)

O Tensor de Cartan € critério para saber se a métrica ¢ Riemanniana ou ndo, como €é mostrado
em C3. Se C ndo ¢é zero, sabemos entdo que ¢ depende de y e ai concluimos que a métrica é
Finsler. Para nos ele € importante porque serd sempre diferente de zero, isto porque na Geometria

Finsler, no caso de uma métrica dindmica, a velocidade depende da direcdo.

2.2.3 Transporte paralelo e Conexoes

O conceito matematico de espaco curvo fundamenta-se basicamente no estudo das

variedades. Uma variedade € essencialmente um espaco continuo o qual, localmente, olhamos
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como se fosse um espaco euclidiano, por exemplo, a superficie de uma esfera € uma variedade.
O espago-tempo pode ser estudado utilizando-se o conceito de variedade. Mas, para podermos
estudar os fendmenos fisicos faz-se necessdria a aplicagdo do conhecimento adquirido a partir
do Célculo, como € o caso da derivag@o. No entanto, € facil perceber que, diferentemente do que
ocorre em espacos planos, comparar dois vetores em pontos distintos de um espago curvo nao
€ trivial. Surge assim, a necessidade de uma estrutura extra, chamada conexao. Uma conexao
especifica como vetores podem ser transportados de um ponto a outro ao longo de uma curva
qualquer. Podemos entdo, utilizar os conceitos do Célculo no estudo de campos vetoriais e definir

matematicamente o conceito de derivada desse tipo de campo, V = Ve, como

ave . VE(Lx+ AxY,L) = VE(LLXY,.L)
e AI}EO N i (2.12)

O termo da esquerda na Eq. (2.12) € a derivada parcial de um campo vetorial em um
espaco R. J4& o primeiro termo do numerador do lado direito € definido para o argumento
X + Ax = (x,...,x" + Ax",...,x", enquanto o segundo termo é somente para x = x*. A subtragdo
desses dois termos sé sera possivel caso transportemos V#(x) para o ponto x + Ax sem que haja
nenhuma mudancga no vetor. Esse tipo de transporte é conhecido como Transporte Paralelo.
Para isso, é preciso assumir que V|, transportado paralelamente para x + Ax possui as mesmas
caracteristicas V#(x) e, naturalmente, as mesmas componentes. Entretanto, ndo ha uma maneira
natural com a qual isso ocorra em uma variedade, e assim, € necessario especificar como ocorre

o transporte paralelo de um vetor de um ponto a outro.

Seja Vl(x+ Ax) um vetor V|, transportado paralelamente para x+Ax. Exigimos que ele satisfaca

as seguintes relacoes

VE(x + Ax) — VH(x) o« Ax, (2.13)

(V¥ + WH)(x + Ax) = VH(x + Ax) + WH(x + Ax). (2.14)

Estas condicdes sdo em geral satisfeitas se e somente se tomarmos

VE(x + Ax) = VF(x) = VA(T! (x)Ax. (2.15)

Assim, a derivada de V' em relagdo a x” é definida por
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u —pm u
Jm e Ax)AxyV w29 aiy = (?; + vAri‘A)%. (2.16)
Esta quantidade corresponde a um vetor em x + Ax, uma vez que € a diferenca de dois vetores,
Vl0erar € Vlgsar, definidos no mesmo ponto. A Eq. (2.16) constitui a definicdo matemdtica de
derivada covariante no contexto da teoria das variedades. Perceba ainda que, no caso de um
espaco euclidiano R"”, em coordenadas cartesianas (x,y), todas as componentes de I" desaparecem,
de modo que V#(x + Ax,y + Ay) = V¥(x,y) para todo Ax e Ay, corresponde ao transporte

paralelo de um vetor de acordo com o conceito elementar de geometria.

Dada uma variedade M qualquer, existem diversas maneiras de se fazer o transporte paralelo
de um vetor de um ponto a outro, uma para cada escolha que fizermos de I'. Se uma variedade,
dotada de uma espago métrico, na qual exista um escolha preferida de I', a conexdo é chamada
Conexdo de Levi-Civita'. Nessas condicdes, uma conexio é dita simétrica, ou seja, Fﬁv = Fﬂy, 0
que corresponde a um espago cuja tor¢do € nula. Isso implica que a norma de um vetor, dada
uma conexao simétrica, € invariante sob transporte paralelo. Neste contexto, uma conexao pode
ser entendida como separagdo do fibrado tangente TM na soma de dois espacos, VI'M e HTM,
subespaco vertical — que € igual ao fibrado tangente — e o espago vertical, respectivamente,
definido por I', ou seja, T, TM = H,TM & V., TM, onde V,P € o espaco tangente vertical. A
conexdo de Levi-Civita € uma conexao afim que possui algumas caracteristicas distintas. Uma
conexdo € também chamada de derivada covariante. Ha uma tnica e distinta derivada covariante,
a derivada covariante de Levi-Civita, definida unicamente por uma métrica g sobre uma variedade

a partir dos simbolos de Christoffel?. De forma natural, uma conexdo em um fibrado tangente

TM induz a uma conexio no fibrado dual T*M.

A Fig. 1 representa a relacdo entre os elementos de um fibrado P. Para maiores detalhes, o
leitor pode consultar [14]. 7t € definido globalmente, enquanto a trivializagdo ¢; € somente local.
A trivializagdo @; e a estrutura das variedades M e F — F € um fibrado tangente a variedade M —

conduzem s coordenadas naturais em P : Yu € P, ¢p(u) = {x!,..., x4 M; b | ydim Fy,

IDevido a Tullio Levi-Civita (1873 — 1941)
ZElwin Bruno Christoffel (1829 — 1900)
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Figura 1 - Relacdo entre os elementos de um fibrado

@!’
Poa'(U) » UxFcCMxF

Projegio Candnica

Nessas coordenadas, o espaco tangente T,,P e o cotangente T, sdo espacos munidos local-

mente pelas seguintes estruturas

0 d =
{ﬁ =: aa} U {8y” =: 69a}, para T, P. (2.17)
{dx"} U {dy”}, para T,P. (2.18)

Assim, podemos escrever para qualquer vetor de T,,P, tal que V X € T,,P

X|u = Xa(u)aalu + Xa(u)a_a|u- (2.19)

Para a projecdo 7, fazendo m : P — M, entdo dnt : TP — TM, definido tal que
Vf e C°(M)eVX € TP.

dn(X)ln(u)[f] = Xlu(fOTC)
Xu(u)auln(u)f(x)- (220)

Em coordenadas locais, temos

dmn(X)

X”(u)c?aln(u). (2.21)
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A importancia destas relagdes estd no fato de que a existéncia de um mapa global 7t nos

permite construir de forma natural um subespaco de TP.
Definicao 2.3 V,P := ker(dm|,) = span{élu}.

Esta é a defini¢do matemética de Espaco Vertical. Onde, V,,P c T,P. E importante enfatizar
que a imagem de drt ndo é parte de T, P, mas de T, M. Isto ocorre pelo fato de que ndo se
pode tomar essa imagem como um espago horizontal natural. Um espacgo horizontal introduz
uma projecdo w : T,P — VP tal que, w, o w, = w,. Assim, podemos ver que w é um vetor

1-forma e, em coordenadas locais, temos

wy = (dyalu + NZ(u)dxblu) ® a_lur (2.22)

onde, Nj(u) € conhecido como os coeficientes da conexdo. Devido ao fato de que w, € uma
projecdo, T,P = Im w, ® ker w, = V,P ® H,P, que Im w, = V,P. Definimos, entdo, o Espagco
Horizontal como H,P := Ker w,,. Como, NZ € arbitrario, o espago horizontal nao € tinico, no

entanto, o espago vertical sim.

O espaco vertical V,,P é controlado por sua base natural d,, mas o mesmo nio ocorre com
o espaco horizontal H, P. Podemos verificar a base do espaco horizontar da seguinte forma, a
dimensao de V,P € igual a dimensdo da variedade F, ou seja, dim V,,P = dim F, em seguida,
usamos o fato que T,P = V,P & H,P e dim T,P = dim M + dim F. Segue-se, entdo que,
dim H,P = dim M. Nesse caso, {04, := dul, — Ng‘(u)o'?_alu} ¢ uma base de H, P, como pode ser

visto pela seguinte relacdo

W(Oa)l = (NS (1) — NE()dalu = 0. (2.23)

Como jd se sabe, dTt(X)|q@) = X*(11)]nw), tem-se entdo que, d1t(0,) = dalr(w), OU seja, drt :
H,P — TyuyM é isomorfismo de ambos os espacos. Precisamos agora estudar o comportamento

do espaco dual T"P.

Para os fins deste trabalho, busca-se um espaco dual que possa ser definido a partir da
seguinte relagdo T}, P = H; @ V' P. Para isto, impdes-se que H,P seja controlado por dx’|, e VP

por 6y*|, = dy*|, + N§(u)dx"|,, temos entdo que

dx*(dy — N9d,) = 0o, (2.24)
dx*(d,) = 0O, (2.25)
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5y (A — NLdg) = (dy® + N2dx")(dy — NEdy), (2.26)
Sy (ds) = 5. (2.27)

Portanto, {dx“|,} U {6y*|, := dy*|, + N§(u)dx"|,} é verdadeiramente dual de {5,[,} U (Da).

Passemos agora a analisar a integrabilidade dos espacos horizontal e vertical. Seja X alguma
variedade e p € X. Considere ainda D, C T,X. D, € chamado Integrabilidade se existir uma
subvariedade W C M, tal que, VX € D, = X € T,W. Pelo, teorema de Frobenius® tem-se que,
D, c T, X é integrdvel se e somente se YX,Y € D, = [X,Y]|, € D,. Temos entdo as seguintes

relacdes

i) [éa,éﬁ]lu =0 € V,P, portanto o espaco vertical € integravel;

ii) Analisemos agora o seguinte caso,

[00,0s] = [9a = N3Ou,dy — Ni]

= —[N%9,,0,] - [9:,Ni9g] + [N2Io, NiIg]

= (JN)ds — (9ND)Is + N4 (NI + NE(IsNDI,
(66N = 8,N1)Ts.

Assim, H, P, em geral, ndo € integravel. No entanto, a medida dessa ndo integrabilidade é a

curvatura.

R = [5,,8,] = 5,N® — 6,NC. (2.28)

Portanto, o espaco horizontal € integravel se e somente se RY, = 0.

2.2.4 Geodésicas

Em relagdo aos coeficientes da conexdo, podemos analisar o caso em que sua estrutura seja
definida tal que Ny (x,y) = I'; (x)y*. Essa € uma conexao chamada linear (coroldrio do caso geral
de uma conexao nio linear, quando a dependéncia em y € geral). Usando a seguinte relagdo,

a _— C 4
Rbc = 6bNa — 6aNb €

3Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917)
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0NG = 8, (x)y”
(00 = The(0)y°3,) (T, (x)y")
= @)Y~ Thy Ty’

Temos, entdo, a seguinte relacdo

(=0uLy + AL, + T T5 =T} T5,) Y
~Ria ()Y, (2.29)

c
Rub

onde, R, , (x) € o tensor de Riemann em M. Assim, neste caso nés recuperamos a usual Geometria

Riemanniana baseada na Eq. (2.3) e na Eq. (2.16).

Por definigdo, F(x,y) ¢ uma métrica Finsler em uma variedade M, temos entdo que

L:fF(%)dt = f

f B s

- [(F)ge
JF (ks

Considere agora uma curva x(t) em M, diferenciavel. Para determinar o comprimento desta

curva, temos

L= f Flx(t),x(t)]dt

Assim, pelo principio da minima a¢do, podemos entao aplicar a equacdo de Euler-Lagrange, tal

que

d(dL\ dL
%(a_yi) -5 =0. (2.30)

O primeiro termo da Eq. (2.30) € igual a
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i(&_L) _ L, L &Y
at\ayi) = ayiox” ayiayf ar

8yi8xky 28ii g dtz

Portanto,

d?xl  JdL , JL

281 g 8yi8xky oV

Podemos reorganizar os temos, colocar 2g;; em evidéncia e utilizar o fato de que g/ = (gi;) ™

2 {1 o ”%+d2x]} 0
8ij)| 28" 8y1(9xky 28 o T ar ’

Definindo,

il
g { adL aL}
j_ o _ 9t
2G 8y’8xky ox')

Obtemos,

d?xi
2gl]{2G + dtz} 0.

Como det2g;; # 0, concluimos que a curva x(t) € solugdo das da Equacdo de Euler-Lagrange,

em que

dz
ﬁ + 2G] 0.

Considerando agora o funcional F2(x,y) = @, com & = y/a;;y'y/, é trivial demonstrar que

sdo validas as seguintes relagcdes

X+ 2Gi(x,%) =0, (2.31)

onde,
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1 98K I8k (9ng} i
i {8xf Yo o JY Y

Entendemos, portanto, que as geodésicas da geometria Riemannianas sao recuperada para o caso

Gi(x,x) = (2.32)

de uma conexao linear.

Um dos conceitos mais importantes na geometria Finsler é a medida de comprimento de

uma curva ¥(7) = (x*(7),%’(t) em uma variedade M, obtido pela seguinte integral

Sly]l = fF(x,fc)d”c. (2.33)
y

Com o auxilio do Célculo Variacional, sabemos que a curva de comprimento minimo consti-
tui uma solucdo da equacdo de Euler-Lagrange e, portanto, desempenha o papel semelhante a
curva geodésica na geometria Riemanniana. Essa geodésica possui a forma matemadtica conforme

expresso na Eq. (2.34).

d’x*
dt?
onde, G*(x,%) = G*(x,y) = 18"(9ageb + 9cgav — pgea) YY" € § = (gay) ™" Portanto, percebe-se

+2G%(x,%) = 0, (2.34)

que a Eq. (2.34) possui forma semelhante a da equag@o de uma geodésica, semelhante ao caso
riemanniano. Podemos perceber isso partindo do seguinte argumento. Como a funcdo F(x,y) é

uma func¢ao Finsler, tal que, F : TM — R, sdo vdlidas a seguintes propriedades

i) F ésuave em TM = TM\{0};
ii) F(x,Ay) = AF(x,y), paratodo A € Ry;

i) Qap := %éaébFz € ndo degenerado e possui rank constante em ™

Precismos agora introduzir um campo vetorial em TM\{0} chamado geodesic spray [8],

definido como

G = y'd, — 2G"9". (2.35)

Para reforcar a compreensao das caracteristicas de geodésicas Finsler analisemos aqui como

se transformam os objetos d, € dj sob uma transformacio de coordenada na variedade M.
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~ J
% = Jx
b oy’ _
= 835 dp + ;l{ I
X° ox°
ox? o*xb -
= =t oo O (2.36)
- 9
T
ox" Y -
= ot o™
ox” -
- Waa, (2.37)

~ ~b = P ~

onde, yb = % y*. Como se pode ver, o dj, se transforma como tensor, porém 0 mesmo nao ocorre
E . . . . ~ dy

com d,. Temos ainda que as integrais da curva geodesic spray sdo dadas por 5 = G, ouem

termos das componentes

ax"
ar Y
dy’ .
E —_ _2G .

ou seja, recuperamos a Eq. (2.34)

d?x"
dt?

+2G*(x,%) = 0.

Embora ja se tenha discutido muitos conceitos da geometria Finsler, ainda ndo temos
condicdes de desenvolver uma teoria de campo, uma vez que precisamos introduzir o conceitos
de casualidade no espaco-tempo Finsler. Para isso, é necessario desenvolver uma agdo integral

bem definida, e s6 entdo seremos capazes de formular equagdes de movimento.

2.2.5 Integracio em uma variedade Finsler

Precisamos agora definir um conceito sobre integracdo em uma variedade Finsler. Por
tudo que j4 foi discutido até aqui, nos € permitido dizer que objetos geométricos em espago-tempo
Finsler sao campos tensoriais que existem no fibrado tangente. Ainda assim, precismos definir o

que de fato queremos integrar, sejam funcdes sobre a variedade M, ou fun¢des sobre TM. Para o
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nosso caso, parece ser mais natural tomarmos func¢des sobre TM, e assim, essa integral teria a

forma

S = f d*x d*y f(x,y). (2.38)
™

Fisicamente, S é uma integral de acdo que define a dindmica de campos tensoriais que vivem
no fibrado tangente de um espaco-tempo Finsler, e f ¢ alguma densidade lagrangiana cuja escolha
depende apenas da dindmica do sistema fisico. Levando em considera¢cdo a homogeneidade da
métrica Finsler, € natural que, todos os campos fisicos possuirdo propriedades de homogeneidade

em relagdo a y [9].

Faremos agora duas andlises que nos permitiram entender melhor as condi¢des para a
determinagdo desse conceito. Bem como, nos permitird analisar qual a melhor forma para uma

possivel acdo que possa ser utilizada na formulacdao de uma equagdo de movimento.

1) Seja {d;} uma base em TM e {dx'} uma base dual. Ento, o volume n-forma deve ser dado

por dVr = pp(x)dx! A ... A dx". Nesse caso, para alguma medida pir(x), temos

B Vol(B"(1))
M) = B ), )

onde, B"(1) € uma bola euclidiana unitdria. A defini¢ao de By € tal que, Bp(1) :={y € TM:

(2.39)

F(x,y) < 1}. Podemos ento escrever dVrn = dy' A ... A dy", esta relagio € conhecida como
medida de Busemann*. O fato mais importante consiste em que, se F(x,y) = F(x, — y podemos

definir dr(x,y) tal que

dr(x,y) := inf j; F(e(t),é(t))dt. (2.40)

A Eq. (2.40) define uma distancia, portanto a variedade M constitui um espaco métrico.
Sabe-se que, segundo [15] o volume de uma variedade de Finsler deve ser a sua medida de

Hausdorff>. Assim, podemos definir a medida de Hausdorff da seguinte forma:

i) Usando a distancia V' V € M, o didmetro de V é defino por

d(V) := sup dr(x,y);

xyev

4Herbert Busemann (1905 — 1994)
SFelix Hausdorff (1868 — 1942)
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ii) Considere a cobertura contdvel (countable covering) de V por V;

V,C UVZ',

tal que, d(V;) < € para algum € dado, € > 0 e Vi

iii) Definimos entao,

gi(V) = QUinf ) d(Viy

Q" = ZVol(B"(1))

onde, A € o conjunto de todos os coverings;

1v) Temos ainda que

(V) = lim g, (V).

Para o caso riemanniano, tomamos uma métrica F = +/g;;(x)y'y/, com ' = dj|, € TM. Se,
gij(x) é simétrico, 3a : a’ga é uma matriz diagonal (1,1, ...,1). Definimos uma mudanca de

varidvel no espaco R" : 7 = a~lv. E facil mostrar que
pago v, : Y Y q

Vre(Br(1),
r = x/g(x)% = 5. 2.41)

Em um espago tipo Randers com uma métrica F(x,y) = ||yl + B(y), em que |[y||> =
aij(x)yiyf , B(y) = Bi(x)y' e w;j(x) € positivo definido ndo-degenerado. Surge portanto a necessi-
dade de garantirmos que g;;(x) = %81-8]-132 seja também positivo definido, impomos ||Bg|l, < 1.

Para encontramos i, deve-se calcular a seguinte integral

Vire(Br(1),y) = f dy' A ... Ady". (2.42)

Fxy)<1

Antes, faremos a andlise da seguinte relacao
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\JyTay + By
ylay < 1-2By+y'p'By
yia-p"By+28y < 1.

1

IA

Fazemos a — BT = A e, usando a condi¢o [|B|l, < 1, 3 A~!. Isso deve ser verdade, uma vez
que det(a — B7B) = deta(1 — ||B|2) # 0. Podemos ainda, utilizar uma mudanga de varidvel tal

que 7 = Cy + D, em que C e D sdo matrizes, encontramos

. IBII
TA 1o _ o .
R T
Assim, concluimos que
dy' A Ady" = f detC'dy' A ... A dif"

F(x,y)<1

) L 18I
y_ +
J 1-BIR

[detar (1 - [IBIZ)I72 [1 - lIBI)) 2] Vol B'(1), ou ainda,

(1-1BI) * Vdet a.

pr(x)

Neste caso, up(x) € uma medida riemanniana para «;;(x) com a “corre¢do” de um fator (1 -

n+1

IBIZ) * -
2) Outra escolha consiste de duas parte:

Na primeira parte consideramos o caso riemanniano com F(x,y) = +/u(x,y)y*y®. E fécil

mostrar que
1 -
VyPdyl A Ady" = ——g¢"(x)S",

/ oy
F(x,y)=1 €8

em que, S"~! corresponde ao volume de uma (1 — 1)-esfera. Assim, teremos

a 1 n
% (x) = = f \/det g|F=1y”ybd y.

Flxy)=1

Para a segunda parte, vamos utilizar o fato ja conhecido de que, no caso riemanniano,

RZc(x’y) = _RZbc

Se_m, tal que, Sg_y ~ f d*x \/gR»g™ e utilizando o termo ¢g* dado acima, temos

(x)y?. Entdo, R%(x)y° = —R(x)y"y”. Se tomamos a agdo de Einstein-Hilbert,
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H~ = f d*x d2 g Vi R%.(x,y)y°(0). (2.43)

Neste caso, X corresponde a SLlpCI‘flCle de F(x,y) = 1, O suas coordenadas e /1, um pull-back de

g para X.. Assim, nos parece natural que nossa medida tenha a seguinte forma

ur(x,y) = (n 5 V&) Vhix,y)) . (2.44)

Esta medida é também adequada para integracao de fungdes sobre todo espago TM.
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CAPITULO 3

REVISAO BIBLIOGRAFICA DE GRAVITACAO BIMETRICA
E DISCUSSAO DE ARTIGOS

Particulas pontuais ndo existem como um objeto fisicamente observével, carregando
massa, carga, momento, rotagdo e outros atributos no espaco-tempo. Entretanto, independen-
temente destes atributos, particulas pontuais sempre correspondem a pontos matematicos no
espaco de parametros R" o qual é localmente equivalente a uma variedade fisica. Por outro lado,
pelo principio da dualidade da mecanica quéntica todos os campos que satisfazem uma equagao

de onda estdo relacionados a particula com certo spin ou momento angular intrinseco.

Quando trabalhamos com teorias de gravitagdo massiva dois elementos precisam estar bem
entendidos, pois sdo problemas conhecidos desde a década de setenta do século passado. O
primeiro consiste no fato de que um campo massivo de spin 2 possui cinco graus de liberdade,
independente de quao pequena seja sua massa. De acordo com [16], isto parece sugerir que,
mesmo em um limite sem massa, uma teoria de gravitacado massiva nunca poderia se assemelhar
a Teoria de Relatividade Geral. O segundo ponto esta relacionado com extensdes nao lineares de
gravidade massiva de Fierz-Pauli', pois possuem o problema chamados “fantasmas”, atualmente

conhecido como fantasma Boulware-Deser (BD).

O teorema de spin-estatistica da Mecanica Quantica consiste em uma relacao ente spin
e estatistica apresentada por Fierz e Pauli em 1940. Este teorema constitui a demonstracao

tedrica da descoberta empirica de que as particulas que obedecem 2 estatistica de Fermi2-Dirac?,

"Markus Eduard Fierz (1912 — 2006) e Wolfgang Ernst Pauli (1900 — 1958)
2Enrico Fermi (1901 — 1954).
3Paul Adrien Maurice Dirac (1902 — 1984).
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os férmions, tém spin semi-inteiro, enquanto que as particulas que obedecem a estatistica de
Bose*-Einstein, os bésons, tém spin inteiro. Esse teorema auxilia a relacionar o ndmero de
componentes independentes de um campo classico medido em seu menor estado de energia,
em um espago tridimensional, chamados de graus de liberdade, Degrees of Freedom (Dof),
com o spin da particula. Assim, os campos escalares correspondem a particulas de spin 0 . Os
campos vetoriais correspondem a particulas de spin 1 e campos tensoriais simétricos de segunda
ordem correspondem a particulas de spin 2. Por outro lado, as particulas de spin de semi-inteiro
sdo descritas por campos espinoriais € obedecem a estatistica de Fermi-Dirac e por isso sdo
chamados fermions. No caso de uma particula massiva quantica de spin S os graus de liberdade

podem ser obtidos por meio da seguinte expressao

Dof =25 +1. (3.1)

Por exemplo, no caso de uma particula de spin 0, hd apenas um grau de liberdade, de modo
que descreve um campo escalar. Uma particula de spin 1/2 possui dois graus de liberdade,
corresponde aos dois geradores da dlgebra dos quatérnions, cuja representacdo unitaria descreve
2 componentes de um campo espinorial. Na Mecéanica Quéntica ndo relativistica, para acomodar

os dois estados de spin do elétron, usa-se a seguinte representacao

)= 4 ) (3.2)

)

em que, 11 corresponde ao estado cuja proje¢do do spin € % eyYra -~k

E.

A Eq. (3.1) deve ser aplicada somente no estudo de particulas massivas, uma vez que a massa
constitui um invariante do grupo de Grupo de Poincaré’ fazendo com que o resultado obtido
para particulas sem massa seja incorreto. Como exemplo, no caso do féton teriamos 3 graus de

liberdade, mas como se sabe, o resultado correto € de apenas 2 e, portanto, um bdson de spin 1.

O campo eletromagnético, F,, = d,A, — d, A, é derivado de um potencial eletromagnético

125
em um espago-tempo de Minkowski. Corresponde, assim, a um capo vetorial A, de trés dimen-
soes espaciais, para o caso de uma particula massiva tem-se Dof = 3. Isto representa a interagao

do campo com uma particula massiva, no caso o elétron, uma particula massiva e que possui

4Satyendra Nath Bose (1894 — 1974).
30 Grupo de Poincaré é o grupo de todas as isometrias no espago-tempo de Minkowski. Em outras palavras, é o
grupo de todos os difeomorfismos f : R3! tais que

b(u,0) = b(f; (u),f;(©)), Ype R*eVupv € T,R*
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spin £1/2 e, portanto, um férmion.

No caso da interacdo fraca, o potencial é determinado pela dlgebra dos quatérnions. A
algebra dos quatérnions possui sua origem no estudo dos nimeros complexos. William Rowan
Hamilton (1805 — 1865) apresentou o primeiro conceito moderno dos nimeros complexos
com pares ordenado reais. Ele ainda tentou generalizar este conceito para o espaco IR?. Porém,
ap0s inlimeras tentativas verificou-se que a existéncia de espaco complexo tridimensional era
impossivel. Com isto, ele descobriu os quatérnions, uma algebra de dimensao quatro sobre o
corpo® dos nimeros reais e que possui todas as propriedades de um corpo, com excecdo da
comutatividade da multiplicacdo. Esta dlgebra foi a primeira ndo comutativa descoberta. Os
mediadores da interagio fraca sdo bésons, W+, W=, Z°. A interagdo fracas explica os processos
de decaimento radiativo, tais como o decaimento beta, decaimento do pion, do mdon e de varias
outras particulas. Na teoria de Weinberg’ e Salam®, o féton, cuja emissdo e absorcdo produz a

forca eletromagnética, as particulas W e Z atuaram de forma semelhante.

Para o caso da interacao forte, temos que sua determinacdo € a partir de uma dlgebra do
grupo SU(3), composto de matrizes 3X3 com 8 parametros. Essas matrizes representam a acio
em um espaco de trés dimensdes, e assim, todas as iteracdes de calibre possuem spin 1 ou
Dof = 3. Apés estabelecerem o teorema, Fierz e Pauli estudaram o campo bosonico massivo de
spin 2, tensor /1, em um espago-tempo de Minkownski. Eles concluiram que esse campo deve

ter Dof = 5, ou seja, cinco graus de liberdade.

No caso do campo gravitacional, a excitagdo do campo € o graviton, um bdson de spin 2.
Geralmente, teoria gravitacionais bimétricas ddo origem a uma particula massiva € uma sem
massa de spin 2. Assim, teorias com multiplos campos de interacdo spin 2 necessariamente
incluirdo um campo de spin 2 massivo. De fato, ndo hd nenhuma teoria consistente de interacao
spin 2 sem massa. Assim, nestas teorias o graviton deve ter dof = 5. Isso jd é um problema sério,
como mencionado acima. Mas a situacdo € ainda mais complicada, as teorias bimétricas sao
flageladas com um problema que aflige genericamente teorias da gravidade massiva, a aparicao

de um sexto grau de liberdade, conhecido como Boulware-Deser (BD) ghost.

Uma teoria gravitacional massiva tem se mostrado muito dificil de generalizar para o nivel
ndo linear, pois, “em geral, a restricdo Hamiltoniana se perde e, como resultado, surge um sexto
grau de liberdade” [17], este sexto grau de liberdade € a instabilidade conhecida por fantasma

Boulware-Deser. Tém-se ainda que, segundo [18] teorias de gravitagdo bimétrica ndo linear

6Seja K um conjunto munido de duas operacdes, denotadas por “+” e “x”. Diz-se que (K, +, x) é um corpo se
satisfizer algumas propriedade bem definidas.

7Steven Weinberg (Nova Iorque, 3 de maio de 1933).

8 Abdus Salam (1926 — 1996).
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possuem esse mesmo problema. Uma revisdo mais detalhada sobre gravitagdo massiva € a

presentada em [17] e [19].

Podemos utilizar a geometria Finsler em uma descri¢do geométrica eficaz da mecanica de
uma particula pontual. Tal conceito pode ser utilizado no estudo tedrico de fendmenos naturais,
uma vez que, do ponto vista fisico, a medida de comprimento dada pela Eq. (1.14) corresponde a
acdo de uma particula pontual e as equacdes geodésicas, tais como a Eq. (1.11), correspondem a
equacdes de movimento. Portanto, devido a sua estrutura, a geometria Finsler pode ser utilizada

na descri¢do matemadtica da estrutura do espago-tempo.

Ha atualmente diversos trabalhos em teoria de campo que visam desenvolver uma estrutura
matemadtica para uma possivel teoria de gravitacdo massiva, bem com fornecer uma descri¢ao
geométrica do espago-tempo. Mas, o problema do Boulware-Deser, que aparece em teorias
de gravitagdo massiva ndo lineares, parece nao ter solucdo trivial. Portanto a possibilidade do
acoplamento de um termo de massa por uma agdo definida como a soma de duas métricas
dever ser considerada. Uma vez que, no contexto da Teoria da Relatividade Geral, o graviton é
entendido com sendo flutuacdes da métrica que descreve a curvatura do espaco-tempo. Sendo
assim, para descrever essas flutuacdes considerando um termo de massa precisa ser adicionado

uma segunda métrica.

Cada vez mais tem surgido teorias de gravitacao mais gerais que consideram esse acopla-
mento do termo de massa, essas teorias sao conhecidas como teorias de gravitacdo bimétrica.
Mas, todas essas novas teorias possuem o problema do Boulware-Deser. Nao apenas isso, pois,
teorias de gravitacdo massiva possuem também a dificuldade na identificagdo dos observaveis,
conforme descreve [11]. Uma possivel solucdo para esse problema pode ser buscado no contexto
da geometria Finsler. Nesse sentido, um trabalho relevante € apresentado em [11]. Nesse trabalho,
os autores propdem o estudo de um modelo de gravitagdo bimétrica massiva em que ambas
as métricas sdo minimamente acopladas a matéria. Ainda segundo os autores, se a matéria é
acoplada somente com uma métrica, isso mantém seu papel normal como uma métrica fisica,
enquanto a outra particula de spin 2 pode ser interpretada como matéria extra cuja intera¢cdo com

o graviton produz a massa [11].

Uma solucdo para o problema do BD € apresentada por S. F. Hassan e Rachel A. Rosen
em [20]. Nesse trabalho, € discutida a constru¢cao de uma agdo bimétrica nao linear que seja
livre de BD. Esse artigo baseada no trabalho também de mesma autoria publicado em [21]. Seus
autores afirmam que, para se construir generalizagdes ndo lineares da teoria de Fierz-Puali, com
um termo de massa, faz-se necessario a inclusao de uma métrica f#v como referéncia, onde, no

trabalhos desses autores citados anteriormente, essa métrica foi definida de forma a ser plana e
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ndo dindmica. Mas, a consisténcia desse trabalho reside no fato que, segundo os autores, uma
métrica f,,, para uma teoria de gravitacdo bimétrica massiva, deve se comportar como uma
variavel dinamica, sendo assim, € necessario provar primeiramente que uma teoria de gravidade
massiva permanece ghost free para uma métrica ndo plana e ndo dinamica genérica f,,, isso
garantiria que flutuagdes de f,, ndo perturbam a consisténcia da métrica g,,. Ainda segundo os

autores, isso € demonstrado em [22].

A andlise da dinamica de uma particula pode fornecer bastante informagao sobre a estrutura
do espaco no qual ela se movimenta. Assim, na Relatividade Geral, a interacdo gravitacional
€ estudada a partir das propriedades do espaco-tempo, as quais sdo descritas em termos da
geometria Riemanniana. Portanto, a interacdo gravitacional estd relacionada a geometria desse
espago, bem como a dindmica de uma particula depende, na Relatividade Geral, somente das
propriedades locais do espaco-tempo, como por exemplo, a curvatura. No entanto, esse talvez
ndo seja o caso mais geral e a dindmica de uma particula pode também depender da direcdo
de propagacao, como ocorre com a luz se propagando em meios anisotrépicos. Podemos entdao
utilizar os fundamentos da geometria Finsler para descrever geometricamente a estrutura do
espago-tempo. A coordenada x estaria relacionada com a posi¢do e a coordenada i’ pode ser
relacionada a velocidade, assim, tem-se uma situacdo em que a dindmica de uma particula vai
depender ndo somente das caracteristicas do espaco, mas também da dire¢do de propagacao, tal

como ocorre com a luz se propagando em meios anisotrépicos.

Nesse sentido, a tese de doutorado The Finsler spacetime framework: backgrounds for
physics beyond metric geometry [9] fornece uma boa compressao do processo que envolve a
descri¢do do espago-tempo a partir da geometria Finsler. A estrutura do espaco-tempo € descrita
normalmente por meio de uma fun¢do no tangent bundle que inclui uma métrica geométrica. Em
contraste com essa formulacdo padrdo, o autor apresenta uma estrutura para o espago-tempo
Finsler que, segundo ele, supera a diferenciabilidade e a existéncia de problemas em relagdao em
relacdo aos objetos geométricos existentes em tentativas anteriores que usam a geometrias Finsler
como extensdo da geometria métrica Lorentziana. Ainda segundo o autor, o desenvolvimento
de sua estrutura geométrica codifica a casualidade como uma conquista fundamental de seu
trabalho. A partir da estrutura da geometria do espago-tempo Finsler apresentada nesse trabalho,
o auto € capaz de derivar a dindmica para a geometria Finsler do espaco-tempo nao-métrica a
partir da aciio de Einstein-Hilbert. E apresentado a dindmica para uma descri¢io da gravidade
por acoplamento de campos de matéria, no qual a combinag@o dindmica de campos e geometria
sao consistentes com a Relatividade Geral. Também € apresentado uma maneira de definir
observadores e suas medidas usando somente a geometria ndo-métrica do espaco-tempo. O autor

ainda discute algumas consequéncia fisicas fundamentadas em sua estrutura de espaco-tempo
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Finsler, sdo elas: uma possivel solucio para a anomalia fly-by’ no Sistema Solar; a possivel
dependéncia da velocidade da luz no movimento relativo entre observadores e um raio de luz; a
modificacio da relacdo de dispersdo; possivel propagacdo da uma particula mais rdpida que a luz

e propagacdo da luz em geodésicas Finsler nulas.

9Manobras assistidas pela gravidade em torno de planetas sio normalmente utilizados para se obter um ganho
na energia de naves interplanetdrias. No entanto, tal manobra em torno da Terra, realizada pela sonda Galileo em
1990, exibiu uma pequena, mas ainda inexplicdvel diferenca entre a previsao e a realidade, o aumento de energia da
nave espacial foi maior do que o esperado. Na verdade, os residuos p6s-ajuste dos dados de rastreamento durante o
sobrevoo mostraram uma descontinuidade estranha no momento da aproximacao. Andlise do fendmeno apresentou
a uma mudanca de velocidade instantdnea da sonda, em perigeu, de 2,56mm /s. Esse fendmeno tem se repetido em
outras naves executando o mesmo movimento em torno da terra. Desde entdo, tal fendmeno tem sido chamado“flyby
anomaly”, e agora é considerado como um grande problema nao resolvido na mecanica orbital.
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CAPITULO 4

REVISAO DE MODELOS DE GRAVITACAO EM

GEOMETRIA DE FINSLER

Nosso estudo consiste dos fundamentos fisicos e geométricos em teoria de gravitagao
fundamentada na geometria Finsler. Atualmente existem diversos trabalhos que visam uma
possivel teoria de gravitacdo que seja capaz de conciliar a Teoria Quantica e a Relatividade
Geral, pois, a incompatibilidade entre essas duas teorias € um dos assuntos mais tratados na
fisica moderna e é de comum acordo que nova teoria de gravitacdo, muitas vezes chamada de
Gravitagdo Quantica, deve ser capaz de reproduzir a Relatividade Geral com pequenas corregoes,
seja no limite de baixas energias e/ou no limite cldssico [23]. H4 também a possibilidade de que
essas pequenas correcoes violem o Principio de Equivaléncia, bem como, a quebrem a simetria
de Lorentz. ViolagOes da simetria de Lorentz constitui uma drea de pesquisa muito ampla e
sua histéria remota ao tempos de Dirac. A possivel quebra da simetria de Lorentz tem sido
aplicada a diversas dreas da fisica moderna, uma vez que essa simetria foi incorporada tanto na
Relatividade Geral como na Teoria Quantica de Campos e, atualmente, muitas teorias de altas

energias, gravitacdo e cosmologia enfrentam esse desafio.

4.1 Modelos de Gravitacao

O que se busca nesse trabalho € uma proposta que leve em consideragdo uma anélise
geométrica diferente da que € feita na Relatividade Geral. Uma consideracdo que pode ser
introduzida nessa andlise € a possibilidade de que o espago-tempo dependa da velocidade e

consequentemente da direcdo de propagacdo, gerando assim uma anisotropia local. Assim,
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uma andlise da grande variedade de trabalhos que t€ém surgido nos mostra que € possivel uma
generalizagdo da Teoria de Relatividade Geral em termos da geometria Finsler, uma vez que essa

geometria pode incorporar essas anisotropias diretamente na métrica.

Um fato importante é que teorias de gravitagao que visam uma reformulagao da Relatividade
Geral normalmente levam em consideragdo quase os mesmo principios utilizados por Einstein—
Hilbert, no caso desse trabalho, isso ndo € muito diferente. Mas, busca-se estender tais principios
para a geometria de Finsler. Um ponto que precisa ser lembrado aqui é que de acordo com a
literatura atual, esse tipo de modelo gravitacional possui uma grande restricdo experimental,
0 que torna sua elaborac@o mais dificil, embora muitos avancos j4 tenham sido adquiridos na
parte matemadtica. Dentre esses avangos matematicos encontramos muitos argumentos tedricos
que afirmam que modelos de gravitacdo quantica podem resultar nas relacdes de dispersao nao
lineares, podendo depender da velocidade do corpo, ndo somente da caracteristicas locais do
espacgo, sua geometria ou curvatura. Temos ainda que, de acordo com [24] as configuragdes
anisotropica quase-classica Finsler provenientes de gravidade quéntica ndo sdo obrigatoriamente
restritas a alguns modelos cosmoldgicos inflaciondrios e podem ter contribui¢cdes importantes
para a matéria e energia escura no universo. Portanto, torna-se importantes pesquisar estruturas
Finsler que possam ser utilizadas na descri¢do tanto de modelos de gravitacio como em modelos

cosmoldgicos.

O que procuramos € uma extensdo, ou seja, uma generalizagdo para a gravitagdo. Para
isso, vamos dividir a gravitagcdo em duas partes: Fundamentos matematicos e consequéncias
fisicas, ou seja, teoria fisica que resulta dessa matemadtica. O Fundamento matemaético € a
Geometria Riemanniana e que procuramos € uma extensao minima para essa geometria, € a
Geometria de Finsler parece ser esta extensdo minima porque s estamos removendo a restri¢ao
quadrética, portanto essa extensdo, na geometria de Finsler, parece muito natural € muito minima.
Fisicamente nés entendemos que o graviton ndo tem massa. Mas também, fisicamente sempre ha
algum espaco para erro experimental. Até hoje, entende-se que esta particula ndo possui massa,
mas ainda hd espaco muito minimo para que o graviton possua alguma massa muito pequena. O
que queremos dizer € que a extens@o mais natural seria acrescentar a massa ao graviton. Assim,
noés temos duas possibilidades, uma do ponto de vista matemético e outra do ponto de vista fisico,

o problemas € que parece ndo haver nenhuma relacao entre elas.

A constru¢do de um modelo tedrico de gravitagcao fundamentado em geometria Finsler €
algo ndo trivial, devido a propria estrutura dessa geometria, mas o desafio pode ser compensado
pela capacidade que essa geometria possui de reproduzir a estrutura da geometria Riemanniana

com apenas a restricdo quadratica. No entanto, a elaboracdo de um modelo de espago-tempo
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formulado a partir de um funcional F(x,y) em que a coordenada y provoque uma anisotropia

local precisa de algumas considerag¢des adicionais.

Uma gravitag¢do localmente anisotrépica pode ser formulada a partir de trés objetos geométri-
cos fundamentais que vivem nos espagos TM e TTM (espago tangente ao espago TM). Sdo eles:
uma estrutura métrica, uma conexao linear e outra ndo-linear. Como se busca um modelo capaz
de reproduzir os dados experimentais ja confirmados para a Relatividade Geral, bem como a
previsio de outros fendmenos nio contemplados por esta. E necessario entio que qualquer objeto
geométrico fundamental na geometria Riemanniana ao ser generalizado para a geometria Finsler
deve necessariamente reproduzir as solucdes da gravitacao de Einstein como casos particulares.
Neste caso, vamos aqui apresentar apenas algumas possiveis extensdes dos principios existentes

na teoria de Einstein para a geometria Finsler.

Na gravitacdo newtoniana, os dados experimentais sustentam a ideia de que a forga gravitaci-
onal que atua sobre um corpo de prova € proporcional a sua massa inercial. Isso implica no fato de
que todos os corpos sejam influenciados pela gravidade, independentemente de suas dimensoes,
mas ainda deve ser suficientemente pequeno de modo que sua propria massa ndo influencie
em sua trajetéria e assim todos os corpos “‘caem” da mesma forma quando estdo sujeitos a
campos gravitacionais iguais. Neste caso, 0 movimento de corpos em campos gravitacionais
nao dependente de sua natureza, mas sim da curvatura do espaco-tempo, portanto as trajetorias
descritas definem um conjunto de curvas especial. Como € entendido na Relatividade Geral, as
trajetorias descritas por copros em queda livre sdo simplesmente as geodésicas da métrica do es-
paco tempo. Isto implica na possibilidade de se escrever as propriedades do campo gravitacional
para a estrutura do préprio espaco-tempo. Sendo assim, de acordo com [24], € possivel associar
essas propriedade com métricas tipo g;;(1/), ou como no caso da Reatividade Geral, a métricas
tipo Gj;(x). Nesse caso, é perfeitamente possivel uma generalizagdo que seja fundamentada
em uma métrica g;;(x,y) que seja derivada de um fungédo FP=a+p,coma = Vaii(x)y'yl e
B = +/Bij(x)y'y/. Considerando que todos os corpos em queda livre descrevem curvas geodésicas
em suas trajetorias, em um espago-tempo bimétrico as trajetorias seriam geodésicas modificadas.

De certa forma, isso pode ser entendido como uma generaliza¢do do principio de equivaléncia.

Autor: Antonio Santos do Carmo Universidade de Brasilia - UNB


http://www.unb.br/

54

CAPITULO 5

APLICACOES DA GEOMETRIA DE FINSLER NA

GRAVIDADE BIMETRICA

Neste capitulo apresentamos nossos cdlculos desenvolvidos para a aplicagdo da Geometria

Finler no caso da gravidade bimétrica. A a métrica € escrita a partir de uma acao tal que

S:L[d&+l[d%,

isto representa o acoplamento de uma particula pontual para uma gravidade bimétrica. Geral-
mente quando se busca acoplar um particula massiva faz-se a escolha entre um dos termos. No
entanto, nd hé rezOes para se optar por um outro, a ndo ser, o estudo de um caso mais especifico.
Assim, nossa motivacdo em estudar essa geometria consiste deste entendimento. Neste capitulo,
buscamos estabelecer uma métrica Finsler, mas inda é muito elementar para se pensar em um

modelo de gravidade bimétrica.

Seja ajj e B; duas métrica Riemannianas para a mesma variedade M. Entdo, podemos definir

uma fungdo F.(y) : \/aij(x)y'y/ + +/Bij(x)y'y/. Nesse caso, temos que

FA(y) = aii(0)y'y’ + Bii()y'y/ +2 \/ ;i (0)Ba(X)y Yy vy, (.1

ou ainda,

F(y) = &® + B + 2ap, (5.2)
onde, o := /a;;(x)y'y/, B := +/Bij(x)y'y!. Podemos entdo calcular g;;(y), pois
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10*F*(y)
gij(y) = 2 ayay
1 92

- 23yay (a® + B + 2ap). (5.3)

Para facilitar nossos calculos, derivamos termo a termo.

1 0% 1 (0)y'y))
200y 2 dyrdy
_ 1 9 (ad

= %aij((s;é;' +550))

= Q& ..
1 0%a?
anlc?yl = ajj. (54)
O mesmo ocorre com ﬁ2, sendo assim,
1 8252
2340y~ P o

O célculo do termo 2a3 € um pouco mais complicado.

PQap) 9
ayaayb aya

i(szﬁblyl + By )]

ap
1 p Aial)"
= @@'lylafbyb + @aibybﬁﬂyl + 5(%‘ - apy’ 2 )

zﬁzi/k )

(7

p

(ﬁz‘j — By (5.6)

Autor: Antonio Santos do Carmo Universidade de Brasilia - UNB


http://www.unb.br/

56

3*(2ap) 1, , 1, . B iy
Jydy apP Y iy ¥ ety Py +;(“if_“f"y a? )
a i,Bikyk)
N _( L) (5.7)
8 Pij = Pjiy p2

Concluimos entdo que

_ Buy'apy’ awy'Biy B ( Offbybaiay”) a( ﬁﬂylﬁz‘kyk)
Podemos ainda considerar as seguinte relacoes.
Ly
Yi = P ',
T
1 ﬁ 7
1
A(iB]') = E(AIB] + A]BZ)
Podemos reescrever a Eq. (5.8) como
p )., a _ o
8ij(y) = aij + Bij + [;(“z‘j - }/z'l/j) + E(ﬁij - 3/]'%) + Zy(,-yj)]. (5.9)

Precisamos garantir que g;;(y) seja positivo definido, ou seja, gij(y)uiuj >0Vu=+0.

Kyl

=112 2 2 .
Il = llull; . Sendo assim,

(7))

IA

ully, = Kgu)l? > 0.

(ij — Figu'v!

O mesmo ocorre para (B;; — ¥i7;). Para |7, u'w/|, temos
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|7 u'w| K77, u)<i,u)|

IN

|[u]|alluel|g . Entdo, temos que
lully + 2€Gu) G + Ml = Kgal +2G,u)g,uy + Kguw?
Gy +(Fu))* = 0.

Podemos entdo definir um funcional £ = F2, de modo que £ = a;j(x)y'y/ + Bij(x)y'y’

+ 2 /aii(X)Bu(x)y'yly'y™. Podemos entdo substituir £ na Equacdo de Euler-Lagrange, tal que

d 0L\ JL
7o)~ o

Definimos entdo, por exemplo, um termo £, = «;;y/'yy/ e calculamos sua derivada em relacio
a ij

a y* e ¥ o que nos leva aos seguintes resultados.

9 .
8_yk(£“) = &—yk(auyly])

i 0 i i Jd .
S YY) =y Sy kY Sy
= @Yo +ay's)
= 2axy. (5.10)
J d
W(La) = ﬁ(ai]’yy])
i 10

Podemos fazer o mesmo com cada um dos temos de L e substituir os resultados obtidos na
199y

2 dyk ¢
Cijk-y' = 0, 0 que nos levaria ama equagio geodésica modificada. Portanto, compreendemos

Equac@o de Euler-Lagrange. Podemos também utilizar a seguinte propriedade, C;j =

que a métrica g;; proposta neste trabalho constitui um estudo relevante para uma possivel teoria

de gravitacdo bimétrica, em que
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p P _ _
8ij(y) = auj + fij + [;(%‘ - 5i§;) + ;(51‘]‘ - 7%i) + 2}/@%‘)]/ (5.12)
onde,
o ayy
Yi = a
5o B
: p
1 1
A(l’B]’) = EAiBj + EA]'B,‘,

neste caso, a massa € adicionada a partir dos termos «;; € 8, jd a conexdo com a geometria de

Finsler serd fornecida pelos termos acoplados.

Entendemos que o termo de massa pode ser trabalhado de duas forma, diretamente ou
podermos adicionar uma métrica nova. Podemos analisar este fato da seguinte forma: deixemos
gravitacdo um pouco de lado e tomemos o campo escalar, a massa corresponde fisicamente a
uma excitacao nesse campo préximo do minimo. Assim, massa pode ser entendida tdo somente
como um coeficiente na frente do termo quadratico. Mas, e o graviton? O graviton corresponde a
uma excitagdo da geometria do espagco-tempo. Assim, precisamos acrescentar uma métrica sobre
a qual ird ocorrer a excitacao, pois a excitacdo da métrica corresponde a excitacdo da geometria.
Sendo assim, podemos deixar de lado a massa e introduzir uma segunda métrica dindmica e isso
vai ser equivalente a ter uma massa para a primeira métrica. Porém a segunda métrica sempre sera
necessdria porque precisamos definir massa com respeito a qual geometria. Isto é propriedade
especifica do graviton, pois como ja falamos, o graviton é excitacdo da geometria. Originalmente
essa métrica € auxiliar ndo-dindmica, mas dindmica significa apenas mais graus de liberdade
para o graviton. Podemos entdo usar duas métricas nao dinamicas e sé depois utilizar alguma
liberdade local e voltar ao caso real, ou seja, uma métrica dindmica e outra ndo-dindmica. E
possivel aqui perceber como isto é complicado, pois parece que sé ha dois graus de liberdade
para graviton, e aqui ja teriamos cinco. Mas, ainda assim podemos dizer que essa massa € bem

pequena. Porém, o quanto ela seria pequena ainda nao € possivel tratar nesse trabalho.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE PESQUISAS

FUTURAS

As limitagdes da TRG t€m sido muito discutidas e propostas para uma modificacdo da
gravitacdo de Einstein constituem objeto de pesquisa de muitos centros académicos. Hoje j4 se
sabe que, no limite de altas energias, experimentos fundamentados nesse modelo de gravitagao
produzem resultados incompativeis com teorias mais atuais como a Mecanica Quantica e a
Teoria Quantica de Campos, e justamente devido a essa incompatibilidade com a Mecanica
Quantica € que a necessidade de uma possivel reformulacdo da TRG tem ganhando importancia.
Na literatura, essa modificagdo da TRG € chamada comumente de Gravitacdo Quéantica e exitem
atualmente varios modelos distintos para essa possivel teoria de gravitagdo, dentre as quais,
exitem modelos que utilizam duas métricas em que uma € utilizada para o acoplamento de um
termo de massa em uma particula pontual. Esse tipo de modelo € conhecido como gravitagdo

massiva.

A abordagem apresentada nesse trabalho constitui do estudo dos elementos matematicos e
geométricos fundamentados em Geometria Finsler e que visam a elaboracdo futura de um modelo
de gravitagdo bimétrica. Apresentou-se aqui como a geometria de Riemann constitui um caso
especial da geometria de Finsler. Concluimos que € possivel recuperar os elementos geométricos
— métrica, curvatura, conexao — utilizados na defini¢ido de espaco-tempo e na dindmica de uma
particula pontual na Relatividade Geral. Assim, entendemos a TRG como um caso particular de
uma gravitagdo fundamentada em Geometria Finsler. Entendemos que modelos de gravitagao
bimétrica fundamentados nessa geometria podem ser desenvolvidos de forma natural, uma vez

que a propria estrutura matematica que fundamenta a geometria Finler possui intrinsecamente
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meios para tal desenvolvimento, isso pdde-se percebido a partir da construgio da métrica g;;

apresentada no capitulo 5.

A pespectiva desse trabalho € construir futuramente um modelo de gravitagdo sobre a métrica
Finsler dada na Eq. (5.12) acoplada a matéria de maneira ndo-minima, isto é, para ambas as
métricas Riemannianas. Esta € uma tarefa muito complexa técnica e conceitualmente. Para
darmos um exemplo das dificuldades técnicas, podemos citar a o problema da inversao da
métrica da na Eq. (5.12) — o primeiro passo necessario para uma futura construcao da geometria.

Mesmo esta tarefa aparentemente simples € nao-trivial.

O plano esquematico das primeiras etapas da pesquisa adicional pode ser resumido da
seguinte forma:
i) O estudo das geodésicas;
i1) A constru¢io de uma conexdo nao-linear;
ii1) O estudo dos objetos geométricos: diferentes curvaturas, tor¢oes, etc;
1v) A construcdo de uma teoria do campo escalar sobre o pano de fundo da bimétrica Finsler.

Ap6s estes passos, nds planejamos passar ao estudo do problema mais fundamental, recuperar

a gravidade massiva a partir da abordagem de gravitagdo finsleriana.
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