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RESUMO

UM MODELO x —w PARA ESCOAMENTOS TURBULENTOS
PARIETAIS DILATAVEIS

Autor: Daniel Vieira Soares
Orientador: José Luiz Alves da Fontoura Rodrigues
Programa de Pdés-graduacao em Ciéncias Mecanicas - POSMEC

Brasilia, novembro de 2006

Este trabalho tem como objetivo extender o modelo de turbuléncia k — w proposto
por Bredberg (2002), originalmente desenvolvido para escoamentos isotérmicos nos
quais ocorram gradientes adversos de pressao, para simular os efeitos da variagao de
massa especifica do fluido exclusivamente devida a presenca de gradientes de tempe-
ratura - situagoes de alto interesse industrial - implementando-o em uma nova versao
do cédigo academico TURBO-2D, de resolucao temporal semi-implicita seqiiencial, e

discretizacao espacial via elementos finitos P1-IsoP2.

O desenvolvimento da extensao ao modelo Kk — w é baseado na metodologia empre-
gada por Munhoz da Cruz (1989) na resolu¢do numérica de escoamentos dilataveis,
incluindo termos nas equacoes do modelo de turbuléncia referentes aos efeitos de va-
riagoes térmicas do fluido, assunto pouco explorado por modelos de turbuléncia de

baixo-Reynolds.

Quatro casos teste foram escolhidos para a validacao do modelo, devido aos bons
resultados da literatura disponiveis: dois casos teste isotérmicos com separagao da
camada limite, o canal divergente de Driver e Seegmiller (1985) e a colina abrupta
de Loureiro et. al (2005), e dois casos de camada limite térmica, um com convecgao
forgada, o caso do escoamento sobre placa plana fortemente aquecida de Ng (1981),
e outro com convec¢ao natural, de Tsuji e Nagano (1988), possibilitando uma anédlise
mais profunda sobre a influéncia da dilatagao térmica do fluido sobre as caracteristicas

turbulentas do escoamento.

Os resultados obtidos foram comparados aos de simulagoes com o modelo k — € imple-
mentado no codigo TURBO-2D, extensivamente validado por Soares e Fontoura Ro-
drigues, (2004) e (2005), utilizando as leis de parede logaritmica classica (velocidade)
e de temperatura de Cheng e Ng (1982), de Mellor (1966), de Nakayama e Koyama
(1984) e de Cruz e Silva Freire (1998) e (2002), para velocidade e temperatura, com

dados experimentais e de outras simulacoes numéricas disponiveis na literatura.
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ABSTRACT
A k —w TURBULENCE MODEL FOR NEAR-WALL THERMAL FLOWS

Author: Daniel Vieira Soares

Supervisor: José Luiz Alves da Fontoura Rodrigues

Programa de Pés-graduacao em Ciéncias Mecanicas - POSMEC
Brasilia, November of 2006

The main goal of this work is to extend the x — w turbulence model proposed by
Bredberg (2002), originally developed in order to simulate turbulent isothermal flows
in which adverse pressure gradients occur, to simulate the effects of density variations
exclusively due to the presence of thermal gradients - cases vastly applied in industry
- implementing in a new version of the academic code TURBO-2D, with sequential

semi-implicit time resolution and spatial discretization via P1/IsoP2 finite elements.

The development of the x — w model extension is based in the work of Munhoz da
Cruz (1989), to numerically solve thermal flows including extra terms in the turbu-
lence quantities equations, derived from the influence of density variations on the fluid

motion. Such study is rarely treated by low-Reynolds RANS turbulence models.

Four test cases were selected to validate the model implementation, due to the good
results available in the literature: two isothermal cases with boundary-layer separation,
the divergent channel of Driver and Seegmiller (1985) and the steep hill of Loureiro
et. al (2005), and two thermal boundary-layer cases, the forced convection over a
strongly heated wall of Ng (1981), and the natural convection boundary layer of Tsuji
and Nagano (1988), which makes possible to perform a deeper analysis of the density

variation influence over the turbulent flow characteristics.

The simulations results were compared to other simulations with the k — ¢ turbulence
model implemented in the code TURBO-2D, extensively tested and validated by Soares
and Fontoura Rodrigues (2004) and (2005), using the classic log-law for velocity, the
temperature log-law of Cheng and Ng (1982), the velocity laws of the wall of Mellor
(1966) and of Nakayama and Koyama (1984), and the velocity and temperature laws
of the wall of Cruz and Silva Freire (1998 and 2002, respectively), and compared to

the experimental data and results from other simulations, available in the literature.
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1 Introducao

As conferéncias AFORS-HTTM, nos anos de 1980 e 1981 em Stanford, sobre escoamen-
tos turbulentos complexos, marcaram o inicio dos estudos sobre simulagao numérica
da turbuléncia parietal. Nesta ocasiao, o caso teste do escoamento sobre degrau foi
adotado como padrao para a anélise de desempenho e de calibracao dos algoritmos de

simulacao numérica da turbuléncia.

Os principais problemas da modelagem da turbuléncia parietal sao ligados a repre-
sentacao do escoamento que se estabelece na regiao interna da camada limite, onde
a intensidade dos gradientes de velocidade associados aos efeitos da viscosidade mole-
cular e da difusividade turbulenta de transporte de quantidade de movimento criam
condicoes dificeis de serem tratadas, sobretudo quando sao acrescentadas a estas cir-

cunstancias a complexidade da maioria dos escoamentos de interesse industrial.

Destacam-se atualmente trés métodos principais de resolucao numérica de escoamentos
turbulentos: a simulagao numérica direta - DNS ( do inglés Direct Numerical Simu-
lation), a simulacdo de grandes escalas - LES ( do inglés Large-Eddy Simulation) e
a simulacdo via equagoes médias de Reynolds - RANS ( do inglés Reynolds-Averaged

Numerical Simulation), cada um com suas vantagens e desvantagens bem definidas.

Uma questao importante, talvez nao tao apropriada para este trabalho, é a seguinte:
seria a utilizacdo de um modelo de turbuléncia necesséaria para estudar a turbuléncia?
Em outras palavras, com o recente progresso das simulacoes numéricas diretas, que nao
fazem uso de modelo de turbuléncia algum, ainda ha necessidade de modelar matema-
ticamente o fenomeno da turbuléncia? Esta questao pode ser facilmente respondida

através da analise de cada método de resolucao citado anteriormente.

Os métodos de resolucao de escoamentos turbulentos podem ser classificados de acordo
com dois parametros: coeréncia fisica e demanda computacional. No topo da coeréncia
fisica estao as simulacoes numéricas diretas, pois nao ¢ utilizada nenhuma hipotese
simplificativa além das inerentes a discretizacao espacial e temporal, sendo consideradas

em algumas circunstancias como tao precisas quanto dados experimentais. Por outro



lado, em termos de demanda computacional, é a que mais exige processamento. De
acordo com o trabalho de Leschziner (1998), a demanda computacional das DNS cresce
brutalmente com o nimero de Reynolds do escoamento estudado. A escala das menores
estruturas turbulentas do escoamento podem ser expressas pela seguinte relagao, obtida

por analise de escala:

Xo ~ LoRe$ 2V (1.1)

Sendo assim, o nimero de menores estruturas presentes em um comprimento tipico
Loy de um escoamento estudado escala com Lg/A. Como a turbuléncia é um fenémeno
tridimensional, o niimero de menores estruturas presentes em um volume de controle
escala com (Lg/\)?, e portanto, a discretizagao espacial de um problema tipico deve

conter um ntmero de pontos distribuidos no espaco N tal que:

3
N~ (i”) ~ Rt . (1.2)

E comum que casos tipicos de interesse em engenharia possuam nimero de Reynolds de
aproximadamente Rer, = 10°, o que resultaria em uma discretizacao espacial da ordem
de 1,8 x 10 pontos no espaco para uma simulacio numérica direta. De acordo com
Leschziner (1998), esse tipo de caso demandaria aproximadamente 6,5 anos (!) para
ser simulado numericamente (nos atuais computadores industriais tipicos) e prover
resultados utilizdveis. E muito provavel que as simulacoes numéricas diretas nao serao
de uso pratico em engenharia a médio prazo, pois ainda estao restritas a escoamentos

com numeros de Reynolds relativamente baixos e em geometrias muito simples.

As simulagoes de grandes escalas fazem uso apenas de modelos de sub-malha (subgrid
models), isto é, em comparacao com as DNS, utilizam malhas de célculo menos refi-
nadas, em troca da utilizagao de um modelo para as escalas de turbuléncia menores
do que a resolucao da malha de calculo. O principio fundamental por tras das LES
¢ utilizar uma discretizacao espacial tal que seja necessario modelar escalas iguais ou
menores do que estruturas turbulentas de alta freqiiéncia (poucas ordens de grandeza
além da escala de Kolmogorov), pois nesse nivel a turbuléncia é isotrépica, e um modelo
relativamente simples pode substituir a resolucao completa (DNS) para escalas iguais

ou menores. Para escoamentos de corpos imersos ou semi-confinados, como perfis de



asas por exemplo, essa aproximacao funciona muito bem, pois nesse tipo de escoa-
mento a turbuléncia é gerada nas grandes escalas, e posteriormente cascateadas para
as pequenas escalas. Em contrapartida, em escoamentos confinados, como em dutos
por exemplo, quase toda a turbuléncia é gerada nas pequenas estruturas formadas na
regiao da parede, tornando-se necessario simular escalas tao pequenas quanto a de

Kolmogorov, demando quase o mesmo poder computacional de uma DNS.

Com a utilizacao de um filtro estatistico nas equagoes, a utilizacao do método RANS
prové uma demanda computacional muitas vezes inferior a qualquer LES ou DNS,
porém exclui toda a diversidade de escalas turbulentas envolvidas na resolugao tem-
poral, limitando qualquer célculo a um ponto do espectro de energia (isto é, somente
os campos médios das variaveis sao calculados, modelando matematicamente a parte
dita “aleatéria”). Seria natural questionar a validade de qualquer célculo com equagoes
médias de Reynolds, mas o método é capaz de gerar resultados surpreendentemente
consistentes e de grande valia para a maioria dos escoamentos de interesse em projetos
de engenharia, apesar de se utilizar de principios dotados de pouca coeréncia fisica.
Por sua favoravel relagao custo-beneficio, a metodologia RANS esta presente em uma

vasta gama de aplicagoes industriais.

O resultado nas equagoes fundamentais do movimento fluido da substituigao de variaveis
instantaneas por funcoes estatisticas é o surgimento de um termo adicional, chamado
de tensor de Reynolds, sendo a forma como ele é modelado a diferenca existente entre
os diversos métodos RANS. Existem modelos que incorporam equagoes de transporte
para o tensor de Reynolds, chamados de RSM (do inglés Reynolds-stress models), e ou-
tros que modelam o tensor de Reynolds como um termo viscoso adicional, dependente
de uma hipotética viscosidade turbulenta. Apesar do nome, este parametro depende
nao de propriedades termodinamicas do fluido, mas de caracteristicas do escoamento e

da geometria estudada, carecendo completamente de uma definicao fisica consistente.

Os modelos RSM mais sofisticados, e alguns modelos de viscosidade turbulenta a
trés ou mais equagoes nao-lineares, sao capazes de prever anisotropia do escoamento,
parametro importante em escoamentos rotacionais por exemplo, porém sao instaveis
numericamente, além de possuirem alto grau de condicionamento com a geometria es-
tudada, possuindo portanto baixo grau de generalidade, tendo por estas razoes limitada
aplicagao industrial. Os modelos mais utilizados sao os modelos RANS de viscosidade
turbulenta a duas equacoes, dentre eles o consagrado modelo xk —e proposto por Harlow

e Nakayama (1968) e implementado por Jones e Launder (1972).



Os modelos de viscosidade turbulenta carecem de detalhamento necessario para a re-
solugao completa e coerente da camada limite turbulenta, mais ainda quando se trata da
regiao interna da camada limite. De maneira a corrigir esta deficiéncia, duas estratégias
podem ser adotadas: a resolucao a alto-Reynolds, utlizando expressoes analiticas para a
camada limite chamadas de leis de parede, ou a resolucao a baixo-Reynolds, que resolve
a camada limite integrando diretamente as equacoes do movimento, porém utilizando

fungoes de amortecimento especificas no calculo da viscosidade turbulenta.

A utilizagao de leis de parede, deduzidas diretamente das equagoes governantes da ca-
mada limite, associadas ou nao a analise de escala, reduz drasticamente a necessidade
de malhas muito refinadas na regiao préxima a parede. Porém, o maior inconveni-
ente de sua utilizagdo sao as instabilidades numéricas geradas. Sua utilizacao gera o
aparecimento de um comportamento nao-linear suplementar nas equagcoes governantes,
devido ao tratamento explicito dado ao célculo das condi¢oes de contorno, que se baseia
em utilizar os campos obtidos em uma iteracao anterior para calcular as condicoes de
contorno da iteracao seguinte, causando assim a caracteristica instabilidade numérica

proveniente de calculos explicitos.

Nas aplicacoes que adotam procedimentos de integracao temporal do sistema de equagoes
governantes, partindo de condigoes iniciais arbitrarias e convergindo para uma situagao
permanente do escoamento, a instabilidade associada ao emprego das leis de parede
torna-se ainda mais evidente, exigindo a adocao de algoritmos de estabilizacao numérica
especialmente concebidos para esta fungao. Porém, o custo associado com a utilizacao
destes algoritmos especiais juntamente com a aplicacao de leis de parede é muito menor
do que aplicar um modelo de baixo Reynolds ou ainda uma simulagao numérica direta,
tornando as leis de parede uma opc¢ao viavel para aplicacoes industriais, apresentando

excelente relagao entre custo computacional e a qualidade dos resultados obtidos.

Os modelos de baixo-Reynolds carecem de maior grau de generalidade e estabilidade
numérica, pois as fungoes de amortecimento e suas constantes sao calibradas para ca-
sos especificos, com base em dados experimentais, deixando-os pouco aplicaveis no
ambiente industrial. Porém, com o recente avanco da computagao, mais notadamente
nos ultimos dez anos, a aplicacao industrial de modelos mais sofisticados tornou-se
plausivel, permitindo, por exemplo, a utilizacao de LES em diversas aplicacoes ae-
roacusticas para a industria aeroespacial. Principalmente nos ultimos quatro anos,
tornou-se possivel desenvolver resolucoes por DNS para escoamentos de ntimeros de
Reynolds mais significativos e em geometrias relativamente mais complexas, permi-

tindo que modelos de baixo-Reynolds pudessem ser aprimorados a um nivel até entao
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impossivel de ser alcangado somente com dados experimentais, dando inicio a busca por
modelos de baixo-Reynolds mais robustos do que os de alto-Reynolds, e sua aplicagao

em maior escala em aplicagoes industriais.

Em uma grande variedade de aplicagoes de engenharia, os escoamentos turbulentos
sao utilizados para promover o transporte de energia térmica. Nestas circunstancias, o
estudo da existéncia simultanea da camada limite turbulenta de velocidade e de tempe-
ratura é essencial para a modelagem numérica destes escoamentos. As conseqiiéncias
da introdugao de uma variavel dependente suplementar, a temperatura, na simulagao
numérica da turbuléncia parietal sao: a introdugao de uma nova equacao nas equacoes
governantes, a equacao média da energia; a selecao de um modelo de turbuléncia para
modelar o vetor de correlagao entre as flutuagoes de velocidade e de temperatura; cal-
cular corretamente as variagoes das propriedades termodinamicas do fluido devido as
variacoes de temperatura, especificamente a massa especifica e a viscosidade molecu-
lar; incluir nos calculos um modelo para calcular a regiao interna da camada limite
de temperatura, ou seja, leis de parede para a temperatura, a mesma metodologia
aplicada ao campo de velocidade, nos métodos de simulagao baseados em modelos de

alto-Reynolds.

Este trabalho tem como objetivo propor uma alternativa aos modelos de alto-Reynolds
para aplicacoes industriais, com um modelo de turbuléncia kK — w de baixo-Reynolds,
que seja capaz de superar algumas restrigoes e dificuldades inerentes deste tipo de me-
todologia de simulagao, a saber: a alta dependéncia de condigoes iniciais e de contorno
bem definidas, dificeis de serem obtidas experimentalmente; a alta restricao das cons-
tantes e das fungoes de amortecimento do modelo, que normalmente sao calibradas para
casos especificos; a alta demanda computacional, devido a necessidade de refinamento
excessivo na regiao interna da camada limite turbulenta e a auséncia de algoritmos de
estabilizacao que permitam a utilizacao de passos de tempo mais elevados, e por fim,
no caso de modelos £ — w; a alta influéncia de valores de dissipagao especifica (w) para
o escoamento livre sobre os resultados finais, pois mesmo que se utilizem valores razo-
avelmente estimados fisicamente, é possivel obter resultados completamente diversos e

fisicamente inconsistentes.

A aplicagao do modelo extendido proposto visa escoamentos turbulentos parietais com
variacao de massa especifica exclusivamente por variagao na temperatura do fluido
e escoamentos com descolamento de camada limite. Seguindo a mesma metodologia
empregada no cédigo TURBO-2D por Brun (1988) e por Munhoz da Cruz (1989)

e com base no desenvolvimento de Bredberg (2002), o modelo k — w extendido foi
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implementado em um algoritmo semi-implicito seqiiencial de elementos finitos tipo
P1/IsoP2, que utiliza o esquema de balango de dissipagao numérica proposto por Buffat
(1981) e o método de minimos residuos de Fontoura Rodrigues (1991) destinado a

assegurar a convergencia numérica do algoritmo.

Quatro casos teste foram escolhidos para a validacao do modelo, devido aos bons
resultados da literatura disponiveis: dois casos teste isotérmicos com separacao da
camada limite, o canal divergente de Driver e Seegmiller (1985) e a colina abrupta
de Loureiro et. al (2005 e 2006), e dois casos de camada limite térmica, um com
conveccao forgada, o caso do escoamento sobre placa plana fortemente aquecida de Ng
(1981), e outro com convecgao natural, de Tsuji e Nagano (1988), que possibilita uma
andlise mais profunda sobre a influéncia da dilatagdo térmica sobre as caracteristicas

turbulentas do escoamento.

Os resultados das simulagoes destes casos foram comparados com os resultados de
simulagoes com o modelo k — ¢ implementado no cédigo TURBO-2D utilizando as leis
de parede logaritmica classica de velocidade (e temperatura nos casos térmicos), de
Mellor (1966), de Nakayama e Koyama (1984) e de Cruz e Silva Freire (1998 e 2002,
para velocidade e temperatura), obtidos por Soares e Fontoura Rodrigues (2004), e no
caso do canal divergente, com os resultados do c6digo WIND! (NPARC, NASA), além

dos dados experimentais disponiveis na literatura.

INPARC Alliance CFD - http://www.grc.nasa.gov/WWW /wind /valid /



2 Formulacao analitica

Este capitulo apresenta, inicialmente, as equacoes da dinamica dos fluidos, deduzidas
a partir dos principios de conservagao da massa, da quantidade de movimento e da
energia. Posteriormente sao apresentadas a equacgao de estado e as equacoes constitu-
tivas do meio fluido, necessarias para o fechamento do problema. O sistema final de
equacoes é apresentado sob suas formas dimensional e nao-dimensional. A deducao das
equagoes ¢é conduzida de modo a considerar o estudo de um fluido cuja massa especifica

seja funcao apenas da temperatural.

Na seqiiéncia, a forma nao-dimensional do sistema de equagoes é reformulado de forma a
possibilitar o tratamento estatistico da turbuléncia, tendo como base as decomposicoes
de Reynolds (1895) e de Favre (1965).

O tratamento estatistico produz um sistema aberto de equacoes médias. A solucao
para o problema de fechamento das equacoes médias é obtido por meio de modelos
de turbuléncia. Neste trabalho, sera apresentado o modelo K — ¢ de Jones e Launder
(1972), e a partir dele, a dedugao do modelo Kk — w proposto, além de ser apresentada

uma breve revisao dos varios modelos de turbuléncia classicos a duas equagoes.

Para a finalizacao da formulacao analitica, sao apresentadas as leis de parede que com-
plementam o modelo k — ¢ de turbuléncia, responsaveis pela representacao do escoa-
mento que se estabelece na regiao interna da camada limite turbulenta em simulacoes
de alto-Reynolds. Por conveniéncia operacional, todas as equacoes estao formuladas
por meio de notagao indicial, tendo como referéncia o sistema de eixos cartesianos

ortogonais.

Nota do autor: Durante o desenvolvimento analitico apresentado, o leitor poders se perguntar de
onde veio o termo “escoamentos dilataveis” presente no titulo do trabalho, uma vez que a expressao
mais utilizada na literatura em referéncia a escoamentos nos quais a massa especifica é fungao exclusiva
da temperatura é “escoamentos estratificados”. Mais a diante serao apresentados alguns argumentos
sobre escoamentos estratificados, mas nem todos sao utilizados (e nem sequer validos em alguns casos
de interesse), e portanto, a formulacdo resultante ndo é restrita a estratificacdo. Uma vez que, nos
casos térmicos estudados, o fluido é sempre aquecido por um contorno sélido, sofrendo dilatacao (ou

expansdo) térmica, decidiu-se utilizar a expressdo “escoamentos dilatdveis”.



2.1 Equacgoes governantes

Para o presente trabalho, as equacoes de conservagao das propriedades do escoamento
foram deduzidas por meio da aplicagao do teorema do transporte de Reynolds para
a massa, para a forca resultante e para a energia de uma porc¢ao fluida infinitesimal.
O fluido foi modelado como sendo gas ideal, sujeito a variagdes de massa especifica e

viscosidade devidas, exclusivamente, a variagoes de temperatura.

A equacao para a conservacao da massa, também chamada de equacao da continuidade,

em sua forma diferencial é dada por:

Op  Olows) _ (2.1)

As equacoes de balango de quantidade de movimento, para um meio continuo e apolar

(ou nao magnético), resultam na equacao de Cauchy?, dada por:

ou; Ou; o1l;;
p<+ujax> =pfi+ > (2.2)

i Ox;

Nesta equagao, o termo f; representa forgas de campo e o termo II;;, responsével pelas
forcas de contato, representa o tensor de tensoes superficiais as quais o fluido esta
submetido. Para um fluido homogéneo de estrutura isotrépica, mesmo na presenca
de escoamento, e invariante a rotagao ou inversao do sistema de coordenadas (fluido

newtoniano), o tensor II;; é dado por:

I;j = —pdij + Asudi; + 2usy; (2.3)

em que o tensor taxa de deformacao s;; e o coeficiente A sao dados por:

== + 2 =—u. 2.4
Sij 5 ( z; Z) e A 12 ( )

20 balanco do momento angular da quantidade de movimento para um fluido apolar estabelece a

simetria do tensor de tensoes (IT = IT7).



Este resultado para A é obtido considerando o fluido como stokesiano, ou de baixa
dissipacao por efeitos expansionais (maiores detalhes no apéndice “D”). Substituindo
a equagao constitutiva do meio fluido (2.3) na equagao de Cauchy (2.2), obtém-se as
equacoes de Navier-Stokes, considerando que a tinica forca de campo é devida ao campo

gravitacional g:

ou; Ou;\  Op 0 Ou;  Ou; 2 Oy,
P <0t T (%j) Oy * ox; {,u K@xj * (‘hi) 38:)0;5”1 } g (29)

A deducao da equacao da energia pode ser conduzida de duas formas diferentes, uma
apresentada a seguir (Cunha, F. R. 2003) e outra apresentada no apéndice “B” deste

trabalho (Bejan, A. 1994). A equac@o da energia em sua forma mais geral é dada por:

De oq;

Nesta equagao, o primeiro termo representa os efeitos convectivos, o segundo os efeitos
difusivos, o terceiro termo representa a taxa de geracao interna de calor e o ultimo
representa a taxa de producao de energia interna por acao viscosa. Para um fluido
newtoniano nas condicoes em que a viscosidade expansional k, é nula (vide apéndice

LLDD?):

1
ILi; = —pdij + 2p <3ij - 38555@') 7 (2.7)

e portanto, o produto entre II;; e s;; resulta em:

1
Hijsij = —psSy + 2,LL (Sijsij — 3(8”)2) s (28)

ou

LWl

Ijs;; = —pV - G + 24 <§;§— (v-ﬁ)2):—pv-ﬁ+q>. (2.9)

O termo P representa a taxa de dissipacao de energia mecanica por unidade de volume
do fluido, por acao da viscosidade de cisalhamento, e o termo —pV - U representa o

trabalho reversivel realizado pelo escoamento.
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Utilizando a lei de Fourier para material isotrépico e as relacoes de Maxwell da termo-
dindmica (ver no apéndice “B”), a equacao da energia pode ser escrita em funcao da
temperatura, para um fluido newtoniano compressivel, modelado como gés ideal, da

seguinte forma:

) +q" + ﬁT—p - Tij - (2.10)
Lj

PGy Dt

DT _ 9 ( IT

Nesta equacao, (3 representa o coeficiente de expansao térmica e 7 representa o tensor

de tensoes de cisalhamento, dados por:

B = ; para o gés ideal, (2.11)
Ou;  Ou; 2 0uy

o _f0us | 92.12

Tij H K@:Uj + 8@7) 301 5”1 ( )

O efeito de variagao de temperatura sobre o escoamento, de um fluido modelado como
gas perfeito, é implementado por meio das variagoes da viscosidade dinamica e da

massa especifica com a temperatura, definidas respectivamente pelas relagoes:

w=p(T)=al™ ,com a = 3,68 x 107" e n = 0,685 para o ar, (2.13)
p= % ,com R = 287,@% para o ar. (2.14)

Este modelo para a viscosidade é o modelo utilizado por Ng (1981) em seu trabalho

sobre estudos de escoamentos de camada limite sob aquecimento.

O sistema fechado de equacoes que representa o escoamento de um fluido newtoniano,
compressivel e stokesiano, nao afetado pela presenca de fontes de geracao interna de

calor, é composto pelas equagoes:

dp , Olpui)

0, (2.15)
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‘ = - o — S50y (2.1
P ( or 893]-) ox; " Ox; {M l(@xj * 89@-) 383355”1 } T pgi; (2:16)

DT Dp 0 or ou; Ou; 2 Oy ou;
_ 7P _ i) 2% 2.1
PCy Dt b Dt o0x; (ka@) * {,u l(@xj + 3%’) 369515”]} Ox; (2.17)
_ P
p =T (2.18)

respectivamente, a equacao da continuidade, as equacoes de Navier-Stokes, a equacao

da energia e a equacao de estado para gas perfeito.

2.2 Forma nao-dimensional das equagoes governantes

O processo de passar o sistema de equagoes governantes para a forma nao-dimensional,
definido pelas equagoes (2.15), (2.16), (2.17) e (2.18), é convencional, como proposto
no apeéndice “C”. Das escalas caracteristicas apresentadas no mesmo apéndice, surgem

os seguintes parametros fundamentais:

UpL Us U
Re=olo p_Coto o p o Uy D g
Lo k o 9o Lo o

sendo Re, Pr, Fr e My, respectivamente, os niimeros de Reynolds, Prandtl, Froude e
Mach, definidos em funcao dos valores de referéncia adotados, e ainda, considerando

co como a velocidade de propagagao das ondas sonoras no meio.

Uma atencao especial é dada a equagao da energia. Em sua forma nao-dimensional, a

equacao da energia ¢é escrita como:

Dp* 1
) + (v — 1)M§DL; + Mgﬁqﬁ : (2.20)

ot

Dpr+ 1 o (0T+
Dt  Re Prox; \ Ox;

com v sendo a relacdo entre os coeficientes de calor especifico®, a pressao e a volume
constante, e My é o nimero de Mach, definido como funcao dos valores de referéncia

da velocidade e da temperatura:

3Para o gas perfeito, é valido que a diferenca entre os coeficientes de calor especificos a pressio e

a volume constante ¢ igual & constante universal do gés perfeito R, isto é: Cp, — C, = R.
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, (2.21)

Uo
My = . 2.22
0 T (2.22)

IR

Considerando que os escoamentos estudados neste trabalho sao a baixos nimeros de
Mach (M, < 0,3), os termos de segunda ordem para o nimero de Mach podem ser

negligenciados, resultando na seguinte forma para a equacgao da energia:

(2.23)

ot DTt 1 0 <8T+>

Dt Re Pr ox; \ 0x;

H&a também uma ressalva a ser feita sobre a equacao de estado para o géas perfeito,
que pode ser escrita em uma forma especial devido a escolha da temperatura nao-

dimensional como mostrado no apéndice “C”, resultando em:

1
pt = T (2.24)

Portanto, o sistema adimensional de equacgoes é dado, em notagao cartesiana indicial,

por:
+ +
agt + aap;i’ = 0 (continuidade), (2.25)
ou; ou; op* 1 o7 1
+ [3 X 2 — _ - J? —_— + + N 1 - k 22
P < ot T 8Ij> ox; * Re Oz; T (Navier-Stokes), (2.26)
oT+ or+ 1 9 [ort
L x = i
p < ot i 89@-) Re Pr Ox; (8% > (energla), (227)
1
+
A (estado), (2.28)
on ouf  ouf\  20uf
| [ Ui\ 20U
Ty =M K(‘hj N 8:@) 3 Oy 5”1 ’ (2:29)
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Neste trabalho, C,, k e a sao considerados como constantes, e os valores de referéncia,
indicados pelo sub-indice o, sao tomados a partir do escoamento livre ou de condigoes
ambientais médias. Maiores detalhes sobre os valores de referéncia adotados estao no

apéndice “C”.

Por questoes de simplificacao da notacao utilizada, a partir deste ponto do texto as
variaveis em sua forma nao dimensional sao apresentadas da mesma forma que as
varidveis dimensionais (sem o simbolo ), estando estas (quaisquer formas dimensionais

subseqiientes) devidamente indicadas quando necessario.

2.3 Tratamento estatistico da turbuléncia

A turbuléncia é um fenomeno tipicamente tridimensional, transiente, rotacional, alta-
mente difusivo e dissipativo. Deve ser notado também que a turbuléncia nao é contro-
lada por caracteristicas moleculares do fluido, mas por caracteristicas do escoamento;
as menores escalas da turbuléncia sao ainda muitas vezes maiores do que a escala

molecular, sendo portanto um fenomeno enquadrado pela hipotese do continuum.

Seus efeitos sao mais importantes sob altos nimeros de Reynolds, ou seja, na grande
maioria dos escoamentos de interesse pratico em engenharia. A origem da turbuléncia
estd associada a instabilidade de escoamentos cisalhantes, gerando estruturas com com-
primentos caracteristicos diversos. As maiores escalas possuem a mesma ordem de
grandeza das caracteristicas geométricas do escoamento, enquanto as menores escalas
sao tais que toda a sua dissipacao é convertida em calor, nao sendo capaz de gerar

estruturas menores do que a ordem de grandeza das escalas de Kolmogorov.

Dentro deste contexto, a turbuléncia pode ser estudada em termos de seu vasto espectro
de energia, associado a estes comprimentos caracteristicos. O método de resolugao
direta das equacoes, DNS, capta todo o espectro, sendo portanto o extremo maximo
em termos de concordancia fisica e resolucao numeérica, obviamente, sendo o exato
oposto no quesito de desempenho computacional, quando comparado a outros métodos

de resolucao numérica.

Ainda assim, o valor das simulagoes numéricas diretas deve ser reconhecido, pois com

os recentes avangos na computagao, ja é possivel realiza-las para nimeros de Reynolds
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relativamente altos e em casos com geometrias mais complexas, fornecendo dados va-
liosos na calibracao de novos modelos de turbuléncia baseados em equacoes médias
estatisticas, capazes de prover resultados muito mais significativos do que seus ante-

cessores.

Uma vez que o poder computacional disponivel hoje em dia nao permite a aplicacao
industrial eficiente de uma metodologia de resolucao do sistema de equagoes gover-
nantes para todas as escalas de turbuléncia envolvidas, adota-se neste trabalho uma
metodologia de transformar as equagoes instantaneas (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28) em

equacgoes médias, obtidas através de tratamento estatistico a elas aplicado.

Esta operacao de média estatistica funciona como um filtro nas equacgoes, restringindo
a solucao do problema a caracteristicas médias do escoamento, perdendo determinadas
caracteristicas somente detectaveis quando o problema é resolvido integralmente no

tempo.

Este tratamento estatistico é baseado na suposicao de que todas as varidveis ins-
tantaneas podem ser consideradas como fung¢oes randomicas do espaco e do tempo,
podendo ser representadas por duas componentes, uma componente média e uma de
flutuacao. Para casos em que o fluido sofre pouca variacao de massa especifica, utiliza-
se a decomposicao de Reynolds, que para uma variavel aleatéria genérica ¢ assume a

forma:

I

pXt)=9(X) +¢ (X1) , (2.30)
com a média temporal definida por:
to
p(X)= lim [ (X t)dt, (2.31)

to—o0 Jo

onde ¢ é uma variavel qualquer do escoamento, o termo ¢ é o valor médio da variavel
e ¢’ é a correspondente flutuagao da variavel. O valor médio é tomado como a média
temporal da variavel em um periodo de tempo suficientemente amplo, de forma a
caracterizar um valor médio independente do tempo e a flutuacao é tal que a variavel

v seja um valor aleatorio centrado, ou seja, a média da flutuagao é nula.
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Porém, em escoamentos com variacao consideravel na massa especifica, a decomposicao
de Reynolds torna-se inapropriada, uma vez que o numero de correlacoes nao conheci-
das é suficiente para inviabilizar a resolucao do sistema de equacoes resultante. Para
solucionar este problema, Favre (1965) prop6s uma alternativa, aplicando a decom-
posicao de Reynolds apenas para a massa especifica e para a pressao, enquanto que
para a velocidade e para a temperatura, utilizou um valor médio ponderado pela massa
especifica. Considerando a varidvel aleatdria genérica ¢, a decomposigao de Favre é

definida como:

"

p(X 1) =9(X)+¢ (X1), (2.32)

sendo a média definida como:

<o L. o > pe
¢ (X) = - lim p (X, t)p (X t)dt = — . (2.33)
p to—o0 Jo p

Com base nesta definicao, nota-se que a média das flutuagoes da decomposicao de Favre

nao é nula, porém o produto desta pela massa especifica possui média nula:

pp” =0. (2.34)

As variaveis decompostas dessa forma sao dadas por:

w = Ui+u, (Favre) (2.35)
T = T+T" (Favre) (2.36)
p = p+p (Reynolds) (2.37)
p = p+p (Reynolds) (2.38)

Aplicando a decomposicao de Favre as equagdes (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28), e to-
mando o valor médio destas equagoes, obtém-se as equagoes médias do movimento

(considerando T = 6 para a flutuacio de temperatura):
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O sistema obtido é um sistema aberto, uma vez que no processo de decomposicao,
sao geradas duas novas incégnitas. Estas novas varidveis apareceram nas equacoes de
Navier-Stokes e na equacao da energia, definidas pelo tensor de correlagoes entre as
flutuacoes de velocidade, denominado de tensor de Reynolds, e pelo vetor de correlacoes
entre as flutuagoes de temperatura e de velocidade, dadas respectivamente pelo tensor

—//

i’ ®u” e pelo vetor u”6.

2.4 Os modelos de turbuléncia

O fechamento do sistema de equacoes médias é feito por meio de relagoes capazes de
modelar o tensor de correlagao entre as flutuacoes de velocidade e o vetor de correlacao

entre as flutuacoes de temperatura e de velocidade.

Podemos classificar as hipéteses de fechamento do tensor de Reynolds em duas cate-

gorias principais:

e Fechamentos de primeira ordem: sao baseados em uma relagao algébrica para
o tensor de Reynolds. Nesta categoria estao incluidos os modelos derivados da

hipé6tese de Boussinesq (1877), por exemplo.

e Fechamentos de segunda ordem: sao baseados na resolucao da equacgao evolutiva
do tensor de Reynolds. Dentre eles, podemos destacar os modelos diferenciais e

os modelos algébricos (explicitos ou nao).
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A modelagem do tensor de Reynolds considerada neste trabalho é advinda da hipotese
da viscosidade turbulenta de Boussinesq (1877). Esta hip6tese é baseada em uma
suposta similaridade entre os efeitos da turbuléncia e da viscosidade do fluido sobre o

escoamento.

Apesar de carecer dramaticamente de conceituacao fisica aceitavel, por desconsiderar
efeitos de anisotropia e variagoes temporais da turbuléncia, somente para citar algumas
deficiéncias graves do ponto de vista de caracterizacao da turbuléncia, a hipdtese de
Boussinesq é utilizada com freqiiéncia em estudos que visam problemas tipicos na
industria, ja que é capaz de prover resultados surpreendentemente significativos para

projetos de engenharia, em prazos razoavelmente curtos.

Comparativamente, os modelos de fechamento de segunda ordem sao baseados princi-
palmente em relagoes obtidas experimentalmente para modelar os termos da equagao
evolutiva do tensor de Reynolds. Apesar de ter caracteristicas fisicas consistentes,
sendo capazes inclusive de prever anisotropia, este tipo de fechamento é mais caro
computacionalmente, comparando-os aos fechamentos de primeira ordem, e normal-
mente, a implementacao envolve constantes restritivas para cada caso estudado, além

do fato principal, de que a convergéncia numérica é um desafio a parte.

Utilizando a similaridade proposta por Boussinesq, com base no tensor 1I;; (2.7), ou
seja, considerando possiveis variagoes na massa especifica do fluido, Jones e McGuirk
(1979) propuseram uma forma mais geral para a hipdtese de Boussinesq, por meio da

equacao:

_ 2 _ (%l 861 (911]
! = 2 2 s — B s’ 2.4
pu;u; = 3 <pl€ + 1 (%zzl) dij — fht <8xj + (%z:i) , (2.43)

em que j; representa a viscosidade turbulenta e k representa a energia cinética de

turbuléncia, definida pelo trago do tensor:
(uf ) . (2.44)

O vetor de correlagao entre as flutuacoes de temperatura e velocidade, que representa
um fluxo de calor turbulento, é modelado neste trabalho pela hipétese da difusividade

turbulenta:
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pu 0 = -y —=————-—, (2.45)

onde Pr; representa o numero de Prandtl turbulento, considerado como constante neste

trabalho, definido por:

C
Pr, = PT’“ ~0,9 . (2.46)
t

Toda a metodologia desenvolvida neste trabalho estd baseada nas expressoes (2.43) e
(2.45). Resta definir um modelo capaz de determinar os valores da viscosidade turbu-
lenta. As formas classicas para solucionar este problema sao: modelos a zero-equagao,
compostos por uma equagcao algébrica que determina a viscosidade turbulenta; modelos
a uma equacao, com a viscosidade turbulenta dada como uma fungao de um parametro
do escoamento e sua respectiva equacao evolutiva; e modelos a duas equacoes, com a
viscosidade turbulenta dada em fungao dois parametros do escoamento e suas equagoes

evolutivas.

Os modelos mais famosos sao os modelos a duas equacgoes, devido a robustez de calculo
principalmente, e também devido a boa relagao de custo computacional e resultados
concordantes com experimentos ou DNS. A excessdao do modelo a uma equacao de
Spallart-Almaras (1992), os demais modelos a zero ou uma equacao sao notadamente
inferiores, provendo resultados bastante simplérios em relacao aos modelos a duas

equacoes.

Os modelos classicos a duas equacoes baseiam-se de alguma forma no modelo kK — ¢
proposto por Harlow e Nakayama (1968), pois define-se a viscosidade turbulenta de
uma forma geral como o produto entre a energia cinética de turbuléncia (k - quantidade

primdria) e uma outra quantidade turbulenta mensuravel (quantidade secundéria):

= Cupr™y" | (2.47)

onde C), ¢ uma constante de proporcionalidade, x representa a quantidade secundaria
e a e b sdo expoentes (mais sobre essa andlise de escala no apéndice “G”). Uma vez

que a viscosidade turbulenta possui as mesmas dimensoes que a viscosidade do fluido,
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[m?][s7!], e que a energia cinética de turbuléncia possui dimensoes de energia, [m?][s?],
é uma questao simples de andlise dimensional definir os expoentes a e b, a partir do
momento em que a quantidade secundéria é escolhida. Tipicamente, sao utilizadas

quatro quantidades secundarias distintas, cada uma levando a um modelo diferente:

e Comprimento de mistura de Prandtl: | [m];

—3].

)

Taxa de dissipacao de energia cinética de turbuléncia: ¢ [m?][s

Dissipagao especifica de energia cinética de turbuléncia: w [s71;

e Tempo caracteristico de emissao turbulenta: ¢ [s].

A excessdo do comprimento de mistura de Prandtl, que pode ser modelado por ex-
pressoes algébricas, como no préprio modelo de Prandtl e suas variagoes, a dissipacao
especifica w e a escala de tempo caracteristica da turbuléncia ¢ tém suas equagcoes evo-
lutivas baseadas na equacao de €. Desta forma, veremos separadamente a equacao de
k e o modelo kK — ¢ implementado por Brun (1988), para entao detalhar a dedugao do

modelo kK — w proposto.

2.4.1 A equagao de energia cinética de turbuléncia «

O processo para obtencao da equacao evolutiva da energia cinética de turbuléncia é
realizado em duas etapas: primeiramente é obtida a equacao evolutiva do tensor de
Reynolds, e em seguida, a equagao da energia cinética de turbuléncia é obtida com o

traco da equacao do tensor de Reynolds.

Seguindo o desenvolvimento proposto por Brun (1988) e por Munhoz da Cruz (1989),
para escoamentos turbulentos nos quais o fluido de trabalho é modelado como gas per-
feito e as variagoes de sua massa especifica sao devidas exclusivamente a variacoes de
temperatura, podemos obter a equacao de transporte do tensor de Reynolds a partir
da equagao (2.5), reescrevendo-a considerando alguns (mas nao todos) argumentos da

simplificacdo de Boussinesq (1904) para escoamentos térmicos®. Consideremos uma

4Somente a decomposicio do termo gravitacional é utilizada diretamente. A premissa de que as
flutuagoes de massa especificas sdo pequenas nao é aplicada diretamente na formulagao apresentada,

e a massa especifica é mantida explicita nos termos das equagoes de transporte.
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expansao de primeira ordem para a massa especifica como funcao exclusiva da tempe-

ratura:

dp
p(T) = po + 87(T —To) , (2.48)

e que a pressao e a massa especifica podem ser decompostas com base nos valores de

referéncia py e py por:

p=pot+p e p=p+p, (2.49)

onde o sobrescrito " indica o valor da variavel em relagao ao valor de referéncia. Além
disso, o termo do gradiente de pressao pode incluir o termo gravitacional de referéncia,
somando-o a pressao hidrostética, o que resulta em Vpy = pog. Desta forma, a equagao

(2.5) pode ser reescrita como:

o ou; ou; op" 0Ty
142 . - " q; 2.
( * po) ( ot + i 81:]) 8@ * 8xj g ( 50)

com 7;; dado pela equacao (2.29). Nota-se claramente a motivacao da simplificacao
proposta por Boussinesq: se a razao (p"/pg) é pequena, as variagdes na massa especifica
pouco afetam o termo convectivo. De acordo com Turner (1973), essa aproximagao
também prové bons resultados mesmo para fortes aquecimentos, desde que o niimero
de Mach do escoamento permaneca baixo. Para o objetivo deste trabalho, é necessario
considerar variacoes significativas na massa especifica®, e portanto, a decomposicao
para a massa especifica é aplicada somente nos termos gravitacionais e de pressao.

Dessa forma, considerando o coeficiente de expansao térmica 3 definido por:

__L(o%
ﬁ_ P <6T>p:cte 7 (251)

50Ou seja, neste trabalho, ndo é assumido que (p"/py) << 1 como hipétese restritiva. Portanto,

esta formulagao é capaz de simular tanto situagoes de forte aquecimento, como situagoes em que
(p"/po) << 1 (causando o fenémeno da estratificagdo, comum em escoamentos atmosféricos e de
baixo aquecimento, nos quais U - VI' = 0 e a equagdo da continuidade se reduz a V -d = 0). A

expressao “escoamentos dilataveis” serve para frisar essa caracteristica da formulacao desenvolvida.
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a equagao (2.50) pode ser escrita como:

8ui Gul 8pT 87'1']'
4, = — pgiB(T — T, 2.52
p(@t +“Jaxj> oz, " o, pgif(T =To) , (2.52)

Com base na equacao (2.52), é possivel obter a equacao de transporte para as compo-
nentes do tensor de Reynolds. Inicialmente, a equagao (2.52) é decomposta conforme

a decomposicao de Favre:

(@Y 0w ) A )
(f’“’)( T R R T B
07 + ;)
ATy T Tig) 2,
- o, (2.53)

— (p+p)gBT+T —Tp) .

Tirando a média da equacao (2.53), obtemos uma equagao semelhante a equagao (2.40);
a diferenca entre ambas é devida somente as consideracoes anteriores sobre o termo

gravitacional:

o o T g a _//-/\//-l ~
<8uZ A,auz> _Op +_3TU B (puzu])__pgﬁgcr__qh), (2.54)

P\ot "%or, ) "om "oz,

Pela prépria defini¢do da decomposigao de Favre, dada na equagao (2.32), temos:

pui; = pu;t; + puu; (2.55)
e portanto, para obtermos a equagao evolutiva do tensor de Reynolds, é necessario

realizar a seguinte operacao, com base na equacgao da continuidade em suas formas

médias e instantaneas, e com base nas equagoes (2.53) e (2.54):

opuie) _  Bpw) . Olpwy) 9(p)
T Yo T W%y
_o(pw) | _o(pu;) ()

+ u; — U



Com isso, a equacao de transporte do tensor de Reynolds é representada por:

DR;;
7Dt] =Py + Gy + Ty — ey + Dij + Dy (2:57)

e cada um dos termos ¢é dado por:

= U ONveccao;
Dt P\ "o oy, :
- Ou; ou;
P, = —pluu,—L +ulu,—= Producao;
J P ( i k@xk J k@%) ¢
Gy = —p (gzuA;’/@ + gjuA;’/e) Geracao;
ou!  ou;
T, = +7p Ly Pressao;
J P (833] 8:@)
ou N ou; Dissipacs
gii = — | Tp=—L+Ti—" issipacao;
J k axk Jjk axk pag¢
a TR 5 o _ 72 5 T _ 7 . ~ .
Dy = — o (Puz‘ wiy, + Ok (w; P+ u;p') + O (u; P+ uy p )) Difusao turbulenta; e
D}, = — 9o (Tikuj + Tjk“z’) Difusao viscosa.

Tomando-se o trago da equagao (2.57), e com base no desenvolvimento de Uhlmann
(1997) e de Bredberg (1999) para modelar os termos desconhecidos resultantes, obtemos
a equacao de transporte da energia cinética de turbuléncia, porém, diferentemente dos
desenvolvimentos citados, é obtido um termo adicional para computar os efeitos de

variacgoes térmicas no fluido sobre a turbuléncia hidrodinamica:

ﬁ<8”+m6“> _ 9 [(1+ ! )a’i]+n—ﬁe+pﬁg"8T (2.58)

ot ox; Ozx; |\Re Re;o,.) Ox; Re, Pr,0z; ’

onde ¢ é a taxa de dissipacao da energia cinética de turbuléncia, Re; é o inverso da
viscosidade turbulenta (2.47), o, é o niimero de Schmidt para a energia cinética de
turbuléncia, e o termo II representa a producao de cisalhamento devido a turbuléncia,

definido por:
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1 ou;  Ou; 2 1 oy Ot
II = ! JY_Z(p - . v 9.
[(Ret) <8xj + 8:ci> 3 <p’€+ Re, 3$z> 52]] Ox; (2.59)

2.4.2 O modelo k — ¢ de Brun (1988) e Munhoz da Cruz (1989)

O modelo k — € proposto por Harlow e Nakayama (1968), implementado por Jones e
Launder (1972) e complementado posteriormente por Launder e Spalding (1974) é a
base do modelo implementado por Munhoz da Cruz (1989), e também do desenvol-
vimento do modelo proposto neste trabalho. A viscosidade turbulenta é dada pela

relacao de Prandtl e Kolmogorov:

K2 1
He = Cup? = Re, ’ (2.60)

onde C), ¢ uma constante de calibracao do modelo, de valor 0, 09, x representa a energia

cinética de turbuléncia e ¢ é a taxa de dissipacao da energia cinética de turbuléncia.

Dentre as quantidades turbulentas secundarias apontadas anteriormente, a saber, o
comprimento de mistura de Prandtl, [, a taxa de dissipacao da energia cinética de
turbuléncia, €, a taxa especifica de dissipacao, w, e o tempo caracteristico de emissao
turbulenta, ¢, somente a equacao da taxa de dissipacao € pode ser deduzida em sua

forma completa.

Para obter a equacao de transporte da taxa de dissipagao da energia cinética de tur-
buléncia, inicialmente deve-se subtrair a equacao (2.54) da equagao (2.53), obtendo
assim a equacao de transporte da flutuacdo da velocidade, u”. Apés sua obtencéo,
utiliza-se a prépria defini¢do de ¢, na forma dita compressivel (por admitir variacoes

de massa especifica):

T o
—pPEgij = — (Tik] + Tjkul) = Ejj =& —> pE= 2 (Tijuz) . (261)
Tk, k 0z,

Segundo as argumentagoes de Uhlmann (1997) e de Bredberg (2001), o tratamento
das correlagoes decorrentes da obtencao da equacao exata do transporte da taxa de

dissipacao da energia cinética de turbuléncia é complexo, envolvendo correlagoes de
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dificil obtencao experimental. Tamanha é a dificuldade de modelagem exata da equacao
de transporte de £ que Brun (1988) e Uhlmann (1997) baseiam a modelagem da equagao
compressivel de € nos mesmos moldes da deducao da equacao incompressivel, isto é,

com a defini¢ao:

ou, Ou,
=2 Chhat . 2.62
pe (Val'j (9.’13]) ( 0 )

A modelagem classica da equagao de € de varios modelos consagrados fica restrita
a analise da semelhanca com a equagao de k, simplesmente trocando a dimensao da
equagao (2.58) para as dimensoes de e, multiplicando-a por €/k e adicionando constan-
tes de calibragao, conforme mostrado no apéndice “E”. Dessa forma, Munhoz da Cruz

(1989) propods a implementagao da equagao de € como:

_%_FN.ﬁ 0 <1+ 1 )85
P ot uz@xi ~ Ox; [\Re  Re;o.) Oz;

€ ~ PBYi oT
- Ce H - Ca Ca )
+/<: ( ! 2P + Ces Re; Pr, 8:&-)

(2.63)

onde 0., C1, Co e C.3 s@o constantes de calibragao, e o termo II é definido em (2.59).
Esta equacdo é a mesma do modelo original implementado por Jones e Launder (1972),
a menos do termo de producao adicional devido a presenca de gradientes de tempera-
tura no fluido. Tomando as equagoes (2.39), (2.40), (2.41) e (2.42), aplicando o conceito
da equagao (2.60) para a viscosidade turbulenta, e tomando as equagoes (2.58) e (2.63),

o sistema fechado de equacoes para o modelo k — € implementado é dado por:

gft) %fzzl 0 (2.64)
(0] - 2 [ ) ()
P ((981: MJ‘S:Z) - aij [(RelPr * Rethrt> gﬂ / ~ (2.66)
(8 05) - £ (ko) ] 1o 252
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B %+ﬂ@ 0 ( 1 N 1 > Oe
P ot ‘Or; ) Ox; |\Re Re;o.) Ox;
€ A pBg; OT
+/€ <051H ngpff—F 053 Ret P’I“t 8$2> s (268)
1
— _ 2.69
p T (2.69)
onde:
1 Iiz
—_— = — 2.70
Ret 5 ( )
ou ou; 2 1 o0 o,
m = i ) 2 e+ — 5, | 22 2.71
[ (8% Ox z) 3 (pli—i— Re, 8:@) j] oz’ (271)
9 1\ o
S N | s 2.72
po=pt 3[(R6+Ret) &Eﬁ’m] ! (2:72)

com as constantes do modelo dadas por:

C,=0,09, Cy=1,44, Cp =192, C.5=0,288 , 0, =1, 0. =1,3, Pr,=0,9 .

Este modelo k—¢, baseado nos trabalhos de Brun (1988) e Munhoz da Cruz (1989), estd
implementado no cédigo TURBO-2D, sendo resolvido sob a metodologia de alto niimero
de Reynolds, isto é, as condicoes de contorno nas paredes solidas sao especificadas por
meio de leis de parede, para velocidade e temperatura, a serem detalhadas mais a

diante.

2.4.3 Progressos advindos de DNS sobre a camada limite turbulenta

O gréfico da figura (2.1) mostra a estrutura da camada limite turbulenta tipica de um
escoamento incompressivel sobre placa plana, explicitando a regiao interna, onde os
modelos de turbuléncia baseados na hipdtese de Boussinesq nao conseguem modelar
corretamente os efeitos viscosos, que atuam na mesma escala dos efeitos de difusao

turbulenta.
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Figura 2.1: Estrutura da camada limite turbulenta
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As varidveis caracteristicas da camada limite turbulenta, y* e u*, sdo definidas por:

« _ Uflys
y v
o=

Uf ’

(2.73)

(2.74)

onde uy é um parametro denominado velocidade de atrito (essas defini¢es estao trata-

das com mais detalhes adiante). Nesta figura, nota-se que ha uma regiao onde a sub-

camada viscosa, ou laminar, se sobrepoe a camada plenamente turbulenta, também

chamada de regiao logaritmica, formando o que se chama de regiao de transicao ou

zona-tampao (em inglés, buffer layer). Os gradientes de velocidade na regiao interna

da camada limite sao demasiadamente elevados e a representagao matematica deste

efeito é comprometida com os modelos baseados na viscosidade turbulenta. Para con-

tornar esta dificuldade, existem duas metodologias de simulagao numérica distintas:

e Simulacoes a alto niimero de Reynolds: a regiao interna da camada limite

¢ resolvida por expressoes algébricas explicitas, denominadas leis de parede;
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e Simulacoes a baixo niimero de Reynolds: a regiao interna da camada limite

é resolvida diretamente pelas equacoes médias.

A metodologia de alto nimero de Reynolds é computacionalmente mais barata, pois
resolver a regiao interna da camada limite explicitamente reduz a necessidade de refinar
a malha de célculo na regiao de proximidade imediata da parede. Por outro lado, com a
utilizagao de expressoes explicitas, a convergéncia numérica pode ficar comprometida.
Além disso, alguns detalhes do escoamento podem acabar negligenciados, dependendo
do quao restritivas, simpldrias ou complexas sejam as hipéteses utilizadas na deducao

das leis de parede utilizadas.

Ao adotar uma metodologia de baixo nimero de Reynolds, as condigoes de contorno
na regiao parietal sao especificadas, ou no méaximo calculadas por expressoes que de-
pendem exclusivamente de caracteristicas geométricas da malha de calculo utilizada.
O problema da utilizacao de expressoes explicitas nao ocorre neste caso, porém, para
resolver a regiao interna com um bom grau de concordancia fisica, deve-se utilizar ma-
lhas de cédlculo extremamente refinadas na regiao parietal. Além desse fato, um modelo
de viscosidade turbulenta nao é capaz, por si so, de captar todo o complexo compor-
tamento da camada limite, e neste caso, sao utilizadas fungoes de amortecimento para

um calculo mais coerente da viscosidade turbulenta na regiao parietal.

Um modelo de turbuléncia possui diversas constantes de calibracao, e mais ainda,
nos casos de simulagoes de baixo nimero de Reynolds, normalmente duas ou mais
funcoes de amortecimento, aplicadas diretamente na viscosidade turbulenta, em alguns
termos das equacoes de transporte das quantidades turbulentas, ou em ambos. Em
metodologias de baixo nimero de Reynolds, a calibracao das constantes e funcoes de
amortecimento é tao crucial como a utilizacao de leis de parede mais sofisticadas em

metodologias de alto Reynolds.

Eis que surge o papel fundamental das simulagoes numéricas diretas. Atualmente, é
possivel realizar DNS para escoamentos com ntmeros de Reynolds relativamente mais
altos (da ordem de 10%) e em geometrias relativamente mais complexas, como por
exemplo, a DNS de escoamento sobre degrau de Lee, Kim e Moin (1997). Ainda que
relativamente limitados, esses dados sao extremamente valiosos para a calibracao de
modelos de turbuléncia, que podem e sao aplicados largamente na industria, em casos
onde a complexidade da geometria e a demanda por resultados mais rapidos torna o

uso de DNS totalmente invidvel.
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Consideremos novamente a expressao (2.47), para o célculo da viscosidade turbulenta
com modelos a duas equacoes, sendo uma das quantidades turbulentas a energia cinética
de turbuléncia. Em metodologias de alto Reynolds, a constante C), é representada por
um numero constante. No caso do modelo k — ¢ mostrado anteriormente, por exemplo,
essa constante assume o valor de 0,09. Os resultados obtidos de simula¢oes numéricas
diretas mostram que C,, ao contrario do que se imaginava anteriormente, é varidvel na

regiao parietal.
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Figura 2.2: C), obtida por simulagdo numérica direta de Moser et al. (1999) [DNS] e algumas
fungodes utilizadas em modelos de turbuléncia baixo-Reynolds (extraida de Bredberg, 2001):
k—e de Jones e Launder [JL], de Chien [C], de Launder e Sharma com correc¢ao de Yap [LSY],
de Yang e Shih [YS] e de Abe, Kondoh e Nagano [AKN]; k —w de Wilcox em alto-Reynolds
[WHR] e em baixo-Reynolds [WLR]; x — ¢ de Speziale, Abid e Anderson [SAA] — extraido
de Bredberg (2001).

A figura (2.2) mostra os dados de DNS comparados com algumas fung¢oes de amorte-
cimento aplicadas a modelos de baixo Reynolds. E importante notar o valor constante
de 0,09 utilizado no modelo a alto Reynolds de Wilcox (1993), indicado no grafico da
figura (2.2), também adotado no modelo k — ¢ implementado no cédigo TURBO-2D.
Em metodologias de alto Reynolds, esse comportamento pode (e normalmente deve)
ser contornado ao calibrar a lei de parede utilizada para realizar o calculo além da

regiao de discrepancia mais evidente.
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Ja em modelos de baixo Reynolds, nao ha outra op¢ao senao a utilizacao de uma funcao
de amortecimento devidamente calibrada para captar o comportamento “correto” da
viscosidade turbulenta. De fato, a utilizacdo de tais func¢oes possui dois objetivos:
reduzir o valor de C), e corrigir o comportamento assintético previsto para o tensor de

Reynolds nas regioes de proximidade com o contorno solido.

Figura 2.3: Perfil de  (linhas cheias) obtido por simulagao numérica direta de escomento em
canal plenamente desenvolvido e o expoente da distancia a parede y, considerando x como
funcdo de y [k(y) = f(y°)] para Re, = 395 (linhas finas) e Re, = 590 (linhas grossas) —
Kim et al. (1987) — extraido de Bredberg (2001).

Outra caracteristica importante da camada limite turbulenta mostrada por simulacoes
numeéricas diretas sao os perfis de energia cinética de turbuléncia k e de sua taxa de
dissipacao ¢, apresentados nos graficos das figuras (2.3) e (2.4), juntamente com o fator
de dependéncia de cada uma com relagao a distancia a parede, provenientes de duas
DNS distintas, com nimero de Reynolds Re, = (Uy y,)/(v), definido em fungao da

espessura de momentum da camada limite y..
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Figura 2.4: Perfil de € (linhas cheias) obtido por simula¢ao numérica direta de escomento em
canal plenamente desenvolvido e o expoente da distdncia a parede y, considerando € como
funcdo de y [e(y) = f(y°)] para Re, = 395 (linhas finas) e Re, = 590 (linhas grossas) —
Kim et al. (1987) — extraido de Bredberg (2001).

Nestes graficos, estao mostrados dois fatores importantes: a dependéncia de cada

varidvel com uma relacio exponencial da distancia & parede (com y©) e o valor na

parede (em y = 0). Nota-se que a dependéncia de ambas nao é linear, nem tampouco

predita por um expoente constante; ademais, a taxa de dissipacao sofre maior influéncia

com a variagao do nimero de Reynolds do escoamento.

Tabela 2.1: Dependéncia das varidveis secunddrias com a distancia vertical a parede - DNS

de Kim et al (1987).

X|10<y*"<5|5<y"<30|y/Ly>0.1
l Y Y VY

£ y constante y !

S Yy Y Yy

w y~ y~? y

Existe uma forte motivagao para a utilizacao de w como segunda variavel de um modelo

a duas equagoes, conforme o trabalho de Bredberg (2001): o comportamento assintético

de w na regiao proxima a parede e sua dependéncia com a condi¢ao de contorno.
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Na tabela (2.1) e nas figuras (2.5) e (2.6) é mostrado o comportamento das varidveis
secundarias classicas com relacao a distancia normal a parede, com base nos dados de
DNS de Kim et al. (1987). Ressalta-se que de uma regido para a outra da camada
limite, o comportamento nao muda abruptamente conforme indicado na tabela, mas

de uma maneira sutil, conforme as figuras (2.5) e (2.6).

10 : :
— l=w/Vk

--- T=uw/k
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e Lines: y=1, \/y, y

10

10
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Figura 2.5: Variagoes das quantidades secundérias com y - regiao completa do escoamento
de canal - DNS de Kim et al. (1987) - Re, = 590 - extraido de Bredberg (2001).

Nota-se claramente que a variavel de descrigao mais problematica é : conforme a figura
(2.5), seu comportamento é o que mais se afasta do ajuste exponencial (no caso, y~1).
Na figura (2.6), nota-se a dificuldade de previsao na buffer-layer, pois o comportamento
muda subtamente com o aumento de y*. Para complicar, o valor de ¢ especificado na
parede pode influenciar fortemente os resultados, e conforme pode ser visto no grafico
correspondente da figura (2.4), o valor fisico é finito e diferente de zero - uma expressao

mal formulada pode resultar em calculos pouco coerentes com a realidade.

As quantidades w e ¢ s@o exatamente inversas, obviamente devido a propria defini¢ao
de ambas, isto é, ¢ = 1/w. Para ambos os casos, é possivel realizar uma aproximagao
razoavel, na regiao parietal com uma equacao linear, variando gradualmente para uma
aproximacao quadratica apds a sub-camada viscosa, e novamente para uma equagao

linear na regiao central do canal.

31



10 — T
— = ut/\/E
-—-- T=u/k
. - =k
—— Lines: y_g’ y_lyyy y2
10' B | :
10° | Il ]
10_1_ ~ ~, E
_2 / |
10 e : : —
10° 10’

log(y™)
Figura 2.6: Variacoes das quantidades secunddarias com y - camada limite interna do escoa-
mento de canal - DNS de Kim et al. (1987) - Re; = 590 - extraido de Bredberg (2001).

A curva mais simples de ser ajustada é a do comprimento de mistura [, sendo extrema-
mente concordante com uma expressao quadratica, que varia rapidamente para uma
dependéncia com relacao a y?. Porém, seu comportamento é totalmente anomalo no

centro do canal, conforme pode ser visualizado na figura (2.5).

De acordo com Bredberg (2001), a preferéncia por utilizar w como varidvel secundaria
¢é decorrente de seu comportamento mais previsivel na regiao parietal, pois conforme
o trabalho de Huang e Bradshaw (1995), a variacao de w na sub-camada viscosa ser
proporcional a y~2 garante um efeito estabilizador na resolucao numérica das equacoes
de Kk e w, ja que a tendéncia de qualquer erro numérico decorrente do processo de

resolucao terd uma tendéncia inerente de decair rapidamente, com o mesmo expoente.

Quanto ao quesito de condigoes de contorno, que sera detalhado mais adiante, a
principio pode parecer contrario ao senso comum que w seja de fato uma boa esco-
lha: € possui um valor finito e diferente de zero na parede, apesar da dificuldade em
sua predicao correta; tanto [ como ¢ sao nulas na parede, e sua implementacao é direta;
enquanto w tende a um valor infinito. Porém, dois fatos sao decisivos: a obtencao de
uma relacao para especificar o valor de w na proximidade da parede pode ser feita dire-

tamente de sua equacao evolutiva, e possui boa concordancia com dados de DNS. Além
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disso, o valor de w especificado na parede pouco influi nos resultados finais, desde que
seja grande, e sua tendéncia ao infinito é um fator positivo na estabilidade numérica na

resolucao do sistema de equagoes, conforme Huang e Bradshaw (1995) demonstraram.

A tnica desvantagem de modelos k — w, conforme a revisao de Bredberg (2001), é a
alta sensibilidade do modelo aos valores especificados para w no escoamento livre. A
utilizagao de valores diferentes, mesmo que de mesma ordem de grandeza e fisicamente
coerentes, pode resultar em solucoes totalmente diferentes e divergentes do comporta-
mento fisico esperado. O modelo extendido proposto neste trabalho sugere uma forma
de se contornar essa dificuldade, incluindo um termo adicional de difusao na equacao
de w e através de andlise de escala para especificar w no escoamento livre, baseado no
modelo de Bredberg (2002).

2.4.4 Desenvolvimento do modelo x — w proposto

Modelo proposto inicialmente por Wilcox (1993), baseia-se na utilizacdo da energia
cinética de turbuléncia k e da taxa de dissipacao especifica w como parametros de
definicao das escalas turbulentas de tempo e de comprimento, para o cdlculo da visco-

sidade turbulenta.

O modelo original de Wilcox (1993) utilizava uma equagao de transporte para w nos
mesmos moldes da equacao classica para ¢, porém com novas constantes e nimeros
de Schmidt para k e w bem altos (0, = 0, = 2). Este modelo, implementado tanto
para alto Reynolds como para baixo Reynolds calculava resultados razoaveis para es-
coamento de canal, porém, para escoamentos recirculantes como casos de degrau, ao
contrario dos modelos kK — ¢ comuns, superestimava o tamanho das zonas de recir-

culagao. Ainda assim, os perfis obtidos sao modestos.

Em seu trabalho de andlise dos avangos obtidos com DNS, Bredberg (2002) desenvolveu
uma metodologia para a obten¢ao da equacao de transporte de w a partir das equacoes
de x e de €, na qual surgem novos termos na equagao de w em relacao ao modelo original
de Wilcox (1993). Esses termos possuem fungoes importantes, como por exemplo,
relaxar a forte dependéncia do modelo com valores de contorno de w no escoamento
livre. Bredberg mostrou como escolher e realizar um ajuste fino nas constantes de

forma que os resultados fossem bastante compativeis com os resultados observados de
DNS.
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O modelo proposto por Bredberg (2002) é essencialmente deduzido a partir de equagoes
de k e ¢ para escoamentos nao influenciados por gradientes de temperatura no fluido.
Ao seguir a mesma metodologia de Bredberg (2002), porém com base no modelo k — ¢
de Brun (1988) e Munhoz da Cruz (1989), apresentado anteriormente, é deduzido um
modelo x — w diferenciado, onde a presenca de gradientes de temperatura no fluido
afetam o cédlculo das propriedades turbulentas do escoamento. Utilizando a definicao

de w:

(2.75)

podemos reescrever a equagao (2.58), com o termo de dissipacao expresso em funcao

de w, como:
(0k  _ Ok ) 1 1 Ok B pBg; OT
— i— | = — 4+ — IT - pC e (2.76
P ((% tu 3:1%) ox; [(Re + Reto,) 8332-] + PEuwh =+ Re; Pr; Ox; ( )

com o termo IT dado pela equagao (2.59). A partir da definigao (2.75), e aplicando o

operador derivada total, temos (mais detalhes no apéndice “E”):

(2.77)

Do D ( e\ 1D wDs
Dt Dt

- C, Kk :C“mFt_EDt'

Ao utilizar a definigdo (2.75), a viscosidade turbulenta, dada pelo inverso do nimero

de Reynolds turbulento, R;, também é redefinida como:

1 K
— = f.p— 2.78
R, J #pu) ) ( )
onde f, ¢ uma funcao de amortecimento, no caso do modelo ser implementado sob
a metodologia de baixo nimero de Reynolds. Utilizando as equagoes (2.75), (2.78),
(2.76) e (2.63) na relacdo (2.77), a equagdo para w é obtida, ainda em termos das
constantes do modelo k — ¢ utilizado como base (a dedugao completa estd mostrada

no apéndice “E”):
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K

Considerando o modelo original de Wilcox (1993), no qual a equagdo de w possui os
mesmos termos da equacao de ¢, eis que surgem dois termos adicionais, dados nas duas
tiltimas linhas da equagdo (2.79): o primeiro, proporcional a V2k, representa uma
difusao turbulenta adicional, e o segundo, proporcional a derivada cruzada Vk - Vw

representa o que Bredberg (2002) denominou como difus@o cruzada.

A fim de compatibilizar a equagao (2.79) com os dados de DNS para escoamentos de
canal, e também com argumentos baseados na aproximacao por interacao direta a duas
escalas - TSDIA (do inglés two-scale direct interaction approximation) de Yoshizawa
(1987), Bredberg (2002) concluiu em seu trabalho que as constantes da equagao de
w devem ser ajustadas, e nao calculadas diretamente a partir de um modelo Kk — ¢,

correndo-se o risco de nao obter nenhum ganho significativo com o novo modelo.

Além disso, Bredberg (2002) também mostra a importancia do termo de difusao cru-
zada: calibrando-se corretamente as constantes do modelo, este termo torna-se res-
ponsavel por um relaxamento consideravel na alta sensibilidade com respeito aos va-
lores de contorno do escoamento livre de w. O efeito negativo do termo de difusao
cruzada é que sua resolugao numérica adiciona uma instabilidade na equacao de w. Ja
o termo de difusao adicional, proporcional a V2, pode ser negligenciado: é fato de
que o termo se anula ao serem utilizados numeros de Schmidt turbulentos para k e
w idénticos (tal como no modelo k — w original de Wilcox), porém Bredberg concluiu
através de TSDIA que este termo somente deve ser utilizado no caso de uma diferenga
significativa entre os dois nimeros de Schmidt turbulentos, pois sua inclusao induz um

comportamento incompativel de w na regiao de parede.

A constante do termo de dilatacao térmica, incluido no modelo apresentado neste tra-

balho, se fosse deduzida diretamente da equagao (2.63) teria seu sinal trocado, passando
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a ser negativo e portanto, contrariando a fisica de um problema térmico: é de se espe-
rar que flutuacoes térmicas turbulentas aumentem a dissipagao turbulenta, em menor
taxa do que aumentam sua produgao, mas nunca atuem como elementos atenuadores
da dissipacao. Desta forma, a constante do termo gravitacional na equagao de w foi
modelada tal como propos Munhoz da Cruz (1989), porém considerando um valor ar-
redondado da constante, fazendo C,3 = (5/6)C.3. Para as outras constantes, foram

utilizados os valores apresentados por Bredberg (2002).

Ressalta-se também que este modelo é de baixo-Reynolds, isto é, as condig¢oes de con-
torno sao todas especificadas, a menos da condi¢ao de contorno de w, dada por uma
relacdo obtida diretamente da equagdo de transporte (2.84), e por isso é necessério
utilizar pelo menos uma funcao de amortecimento na viscosidade turbulenta. Obvi-
amente, a adocao de varias fungoes de amortecimento torna o calculo numérico mais
instavel, sendo desejavel o menor niimero possivel dessas funcoes quando o objetivo é
um modelo numericamente robusto. Sendo assim, neste trabalho apenas uma fungao
de amortecimento é adotada, diretamente na viscosidade turbulenta. A funcao adotada
é a mesma proposta por Bredberg (2002), obtida a partir de dados de DNS. Portanto,

o sistema fechado em sua forma final do modelo x — w proposto é:

gj %p;:l ) (2.80)
(o) = o v e ) (3 )]+ fom oo
(i) = 2l 1y o
(o) = [ i) ] e
]g%ngz | (2.83)
e ow P 1 1 ow
7 <8t+ulaxz> = o, KRe+ Retaw) 8@-]
61:4 (}; " Reja) g; Sﬁ; ’ o
. 1if | (2.85)
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onde:
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+ pk
f = 000+ <0,91+ T ){1—exp [— (%;’”)2775” . (2.89)

com as constantes do modelo dadas por:

C,=009, Cr =049, Cuu=0,072, C,3 =0,240,
Cu=11,0.=1,0,=18, Pry=09.

2.5 Condigoes de contorno - modelo x — ¢

No cédigo TURBO-2D, o modelo xk — ¢ é resolvido como alto-Reynolds, calculando as
condicoes de contorno parietais de velocidade e de temperatura com o auxilio de leis
de parede. As leis de parede modelam o complexo comportamento da regiao interna
da camada limite, por meio de uma expressao analitica explicita para o calculo da
velocidade tangencial e da temperatura na vizinhanca imediata do contorno sélido do
escoamento estudado. Para a direcao perpendicular a parede é considerada a condicao

de impenetrabilidade, ou seja, velocidade perpendicular a parede nula.

O gréfico da figura (2.1) mostra a estrutura da camada limite turbulenta tipica de
um escoamento incompressivel sobre placa plana, explicitando a regiao interna, onde o
modelo kK —¢e nao consegue modelar corretamente os efeitos viscosos. Nessa figura nota-
se que ha uma regiao onde a sub-camada viscosa, ou laminar, se sobrepoe a camada
plenamente turbulenta, também chamada de regiao logaritmica, formando o que se

chama de regiao de transi¢ao ou zona-tampao (em inglés, buffer layer).

Em simulagdes de alto Reynolds, a malha de calculo nao chega até a parede. Ao

invés disso, é imposto um parametro, definido como ys, que representa a distancia
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entre a malha de cédlculo e a parede fisica. A condicdo de contorno é imposta no
no de fronteira da malha, com as leis de parede dadas como funcoes desse parametro.
Ajustando corretamente y;, € possivel amenizar a dificuldade de representagao da regiao
interna da camada limite pelo modelo k—¢ alto-Reynolds, adicionando a capacidade de
capturar numericamente os pontos de descolamento e recolamento da camada limite em
escoamentos recirculantes. A figura (2.7) exemplifica como é o esquema de simulagao

a alto-Reynolds.

Y

Ys

1 I]..

Figura 2.7: Esquema de simulacao a alto-Reynolds

O numero de Reynolds local na camada limite, y*, é entao definido por:

yt=—=. (2.90)

A seguir sdo apresentadas as leis de parede de velocidade e de temperatura utilizadas
no cédigo TURBO-2D, além das expressoes para especificagao dos valores de k e de ¢

nos nés de fronteira nas simulagoes a alto-Reynolds.

2.5.1 Lei logaritmica classica

Partindo das equacoes médias de balanco de massa e de quantidade de movimento,
dadas pelas equagoes (2.39) e (2.40), obtemos a equagdo média de Prandtl para a
camada limite turbulenta bidimensional, mostrada em notacao cartesiana ortogonal

COIMOo:
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onde = é a direcao principal do escoamento e y é a direcao perpendicular. Se in-
tegrada ao longo da espessura da camada limite, considerando nulo o gradiente de

pressao,chega-se a relagao:

— ! =u? (2.92)

onde a constante de integragao, us?, representa uma medida da tensao de cisalhamento

na parede, chamada de velocidade de atrito, devido a sua natureza dimensional:

ujp == (2.93)

A integracao deste resultado é condicionada pela natureza fisica da regiao interna da
camada limite turbulenta. Para a sub-camada viscosa, onde os efeito da dissipacao
viscosa sado predominantes (i.e. o escoamento nesta regiao é laminar), o tensor de

Reynolds pode ser desconsiderado, resultando em uma lei de parede na forma:

yr=u", (2.94)

Y= Wi o =l (2.95)

Ja para a regiao turbulenta da camada limite, os efeitos de dissipacao viscosa sao muito
menores do que os efeitos de dissipacao turbulenta. Modelando o tensor de Reynolds
através da hipotese de Boussinesq, com a viscosidade turbulenta dada pela hipétese do

comprimento de mistura de Prandtl:
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obtém-se:
e (2.97)
u = — .
K n\y In >

onde K é a constante de Von Karman e Cj, é uma constante de calibracao, valendo

respectivamente 0,419 e 5,445.

A representacao da regiao de transicao entre a sub-camada viscosa e a regiao turbulenta
é feita tomando-se o ponto de intersecgao entre as equagoes (2.94) e (2.97), que se da
em y* = 11,64 , aplicando a relagdo (2.94) para valores de y* menores que 11,64 e a

relacdo (2.97) para valores de y* maiores que 11,64.

2.5.2 Lei de Mellor (1966)

A integracao da equagao (2.91) ao longo da espessura da camada limite, incluindo o

termo do gradiente de pressao resulta em:

aNJ: o 10p
"y — — Sty = up (2.98)

Com um procedimento semelhante ao adotado para a obtencao da equacao (2.94), é
obtida uma equacao para a sub-camada viscosa que considera os efeitos da presenca

de um gradiente de pressao na forma:

* * 1**
ut =y +§py2, (2.99)

onde p* representa o gradiente de pressao adimensional na regiao, dado pela relacao:
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P (2.100)
Para a regiao totalmente turbulenta, temos a seguinte relagao, obtida pelo mesmo

argumento que levou a obtengao da equacgao (2.97):

2 1 4y*
ut == \/1+**—1)+ +& 2.101
K( Py K<2+p*y*—|—2 1—|—p*y*> & (2.101)

onde &, ¢ uma constante de integracao, fungao do gradiente adimensional de pressao.
As relagoes (2.99) e (2.101) foram obtidas por Patankar e Spalding (1967). Levando
em conta a variagdo de &« com o gradiente de pressao, Mellor (1966) determinou
experimentalmente os valores da constante de integracao em funcao de p*, que podem

ser interpolados da tabela (2.2).

Tabela 2.2: Valores para interpolacao da constante de integracao &«

p* | —0,01 10,00 |0,02]0,05|0,10 | 0,20 | 0,25 | 0,33 | 0,50 | 1,00 | 2,00 | 10,00

€| 4,92 | 4,90 (4,94 |5,06|526|563|578|6,03|6,44 | 7,34 8,49 | 12,13

Mellor propos ainda uma relagao para calcular o valor de §,« para gradientes de pressao

muito fortes, com p* > 8, dada por:

W=

2 *
& = — +1,33(p")

o1l 1 4
% +4,38(p") 3 — ?ln <> . (2.102)

p*
2.5.3 Lei de Nakayama e Koyama (1984)

Como uma forma alternativa de obter uma relacao para calcular as condigoes de con-
torno para a velocidade, Nakayama e Koyama (1984) apresentaram em seu traba-
lho uma lei de parede deduzida da equacao média da energia cinética de turbuléncia,

equagao (2.41), que para a camada limite toma a seguinte forma:

de+ du,
dy Tdy
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onde J representa o fluxo difusivo de energia e 7 é a tensao de cisalhamento, dados

por:

v\ Ok du
J=p (l/ + t) e T=py—, (2.104)
o que torna possivel modelar o fluxo difusivo de energia cinética de turbuléncia por:

dr

1
:_ﬁo',i\/a Td% .

Compatibilizando métodos analiticos com os resultados experimentais de Stratford

J (2.105)

(1966), que descrevem detalhadamente a camada limite turbulenta sobre placa plana,
desde seu inicio até o colapso devido ao descolamento provocado pelo surgimento de
gradientes adversos de pressao, Nakayama e Koyama propuseram a seguinte relacao

para u*:

(2.106)

1t—1
ut = — 3(t—t5)+ln(t3+ ! )] ,

com

1+ 27 0,419 4+ 0, 539p*
t= =1 y* K* =~ ’ 2.107
V3 , T +pyt e i : ( )

sendo t; um valor de ¢ correspondente a uma posicao y*, onde a velocidade é pequena
se comparada a u*. A determinagao de y*, é feita com a relagao de Chen (1986), aqui

representada pela formulagao:

K C
% €

T (2.108)

= 1+ p034

Onde as constantes K e C sao as mesmas da lei de parede logaritmica classica. Por
ser baseada na equacao da energia cinética de turbuléncia, esa lei de parede é capaz

de prever o comportamento do escoamento quando submetido a gradientes adversos de
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pressao, melhorando muito o desempenho do modelo kK — £ em escoamentos recirculan-
tes, ao custo de elevar a demanda computacional e a instabilidade numérica, quando

comparada a lei logaritmica cléssica.

2.5.4 Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Através de uma analise da estrutura assintética da camada limite, Cruz e Silva Freire
(1998) derivam um novo sistema de equagoes para a camada limite turbulenta, to-
mando como base para a andlise assintotica uma regiao de descolamento e posterior

recolamento da camada limite. As expansoes assintéticas sao:

u(z,y) = wz,y)+ eus(z,y) , (2.109)
v(z,y) = %[vl(:r,y) + evy(z,y)] (2.110)
p(z,y) = pi(z,y) +epa(z,y) (2.111)
w(z,y) = eun (2,y) + Suig (z,y) (2.112)
e com as transformagoes de espago:
. L ulaa,u) = ule,y) (2113)
TA= 7~ Yn= —F~ UlZa,Yp) = w(2,Y) . .

Ale) 77" m(e) !

Estas expansoes sao entao aplicadas as equacoes de quantidade de movimento e da
continuidade, juntamente com as condigoes de contorno de tensao na parede e balanco

entre as tensoes turbulentas e viscosas:

ou o —— *u  Op
,ua—y =T, € ay (—pui Vso ) + ,ua—y2 =9 (2.114)

Préximo ao ponto de descolamento, a velocidade de atrito, (uf), ndo é um bom
parametro de referéncia, uma vez que tende a zero. Através da andlise assintética,
Cruz e Silva Freire (1998) determinaram uma velocidade de referéncia que deve ser

utilizada nestes casos, definida como a maior raiz real da equacao algébrica:
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3 _Tw,  _VOP_ 2.115
que no limite A — 0 fornece:
v Op 3
- 2.116
= (220) (2.116)

recuperando a expressao proposta por Stratford (1959) e Townsend (1976), que estu-
daram experimentalmente e analiticamente a estrutura da camada limite turbulenta

em regioes de baixa velocidade. A solugao proposta para esta andlise assintética é:

Tw 2 [Tw = 1dpy, Tw Uf y5>
U=-——4—+——— ——=In|=—) , 2117
Tl K\ p +pd:vy6+]7'w|K (Lc ( )
em que L. representa uma escala caracteristica de comprimento, definida por:
2

\/(Tw +oudpuy . Tw

p ) p dx p
L.= T i , (2.118)

p dx

em que K = 0,4 é a constante de von Karman. Esta lei de parede recai para a lei
logaritmica em regioes longe do descolamento e apds ao recolamento, e perto do ponto
de separagao, recai-se em uma equagao similar a de Stratford (1959). Igualmente & lei
de Nakayama e Koyama (1984), esta lei é bem mais sofisticada do que a lei logaritmica
classica, também é capaz de captar efeitos de gradientes adversos de pressao. As
desvantagens também sao as mesmas - torna o célculo mais instavel numericamente, e

aumenta a demanda computacional.

2.5.5 Condicoes de contorno para k e ¢

Na regiao interna da camada limite, as equacoes de transporte para a energia cinética
de turbuléncia e para sua taxa de dissipagao sao reduzidas ao equilibrio entre produgao

e dissipacao, levando as seguintes relagoes para x e para € na parede:
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Uf2 Uf3

e Sp:Kyé.

(2.119)

A velocidade de atrito, em todas as relagoes para as leis de parede anteriores, é calculada

de acordo com a seguinte expressao:

o(u-t
uf2 — }%e (gﬁ ) _U$Nuy”] _
Ys

Re ' Re

(1 42 )a@t)] : (2.120)

onde t representa o vetor tangencial a superficie da parede e n é o vetor normal a
parede, ambos no ponto considerado para o calculo. Esta metodologia para a obtencao
de valores de x e ¢ na parede é valida somente na auséncia de gradientes adversos

de pressao. Porém, nesta condicao, a hipdtese de equilibrio nao é mais valida como
mostrado no trabalho de Arora e Azad (1980).

Na auseéncia de um modelo fisico, capaz de relacionar os niveis de producao e dissipacao
turbulenta com o gradiente de pressao, um procedimento possivel é a inclusao da
representacao da velocidade de atrito em funcao do gradiente de pressao nas relagoes

para Kk e € acima, resultando em:

10p -1 105 3 -
Kp = (Uf2 + p&i%> (y/C',J e &= (Ufg + p&i%> (K ys)' . (2.121)

As expressoes de Arora e Azad (1980) melhoram a previsao de descolamento e recola-
mento da camada limite, desde que a lei de parede utilizada seja sensivel aos valores
calculados. Os resultados obtidos por Soares e Fontoura Rodrigues (2004) mostram

essa melhora em relacao a outros modelos k — ¢ utilizados na literatura.

2.5.6 Lei logaritmica para temperatura de Cheng e Ng (1982)

Para o célculo da condicao de contorno de temperatura nas simulagoes de alto-Reynolds

do modelo k — ¢, é empregada uma a temperatura de atrito é definida por:
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1 0T ——; 1 1 oT
Thuy = C T = < 2,122
1= |Re Proan " Lé [(Re Pr ' Re Prt) 8&]% (2.122)

onde n é um vetor unitario perpendicular a parede. As leis de parede adotadas para
este trabalho, para a sub-camada laminar e para a regiao turbulenta, propostas por

Cheng e Ng (1982), andlogas a lei logaritmica para a velocidade, sdo respectivamente:

To—T
M = y" Pr,e (2.123)
Ty ’
(TO - T) ]
- ¥ [ * C 2.124
Tf KNg n(y ) + Ng b ( )

onde Tj representa a temperatura na parede e Ky, e Cvg sao constantes determinadas

experimentalmente por Cheng e Ng (1982), valendo respectivamente 0,8 e 12, 5.

Para a implementagao numérica, o limite entre estas duas expressoes para a regiao
interna da camada limite é de y* = 15,96. Para valores de y* abaixo deste limite,
utiliza-se a expressao (2.123), para a sub-camada viscosa, e acima deste limite é utili-
zada a expressao (2.124) que representa a camada plenamente turbulenta. Tal qual as

leis de velocidade, esta lei de parede é utilizada somente com o modelo k — €.

2.5.7 Lei de Cruz e Silva Freire para temperatura (1998)

Considerando a mesma andlise assintotica da lei de parede de velocidade, aplicada a

temperatura:

T(iay) = Tl(ajay) +ET2(I,y) ) (2'125)

Cruz e Silva Freire (2002) derivaram uma lei de parede para a temperatura, aplicando

esta aproximacao assintética a equacao da energia:

Tw 1 dpw
T,—-T Pr, et s —

= In
Qu  KpCpup 1o 4 1wy,
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com 0s seguintes parametros:

P 1B
c, = N SUR

KpCpug V|C%“|

AX [ Pr Pr %%
AJ = L1Pry|— (5 —1) (5 2.12
J "Wk (Prt >(P7"t) ’ (2.128)

1
Tw |5

AX = 26|P| : (2.129)
Ur

+ AT, (2.127)

considerando, ainda, que K = 0,4 é a constante de von Karman e £ = 9,8 é uma
constante da lei de parede. Conforme mostrado em Soares e Fontoura Rodrigues (2004),
esta lei de parede fornece resultados muito parecidos a lei térmica logaritmica, excecao
feita cm relacao a casos de escoamentos recirculantes e de conveccao natural, onde o

uso desta lei aumenta a previsao do coeficiente de troca de calor.

2.6 Condigoes de contorno - modelo x — w

Em simulagoes de baixo-Reynolds, a camada limite é resolvida diretamente das equacoes
médias do escoamento, ao contrario das simulagoes a alto-Reynolds, que utilizam leis

de parede para velocidade e temperatura.

Y

Us

1 l.J,.

Figura 2.8: Esquema de simulacao a baixo-Reynolds

Como ja mostrado, em modelos de baixo-Reynolds como o modelo x — w proposto,
é necessaria a utilizacao de pelo menos uma funcao de amortecimento no célculo da
viscosidade turbulenta. A grande maioria dos modelos baixo-Reynolds classicos como

0 SST Kk — w de Menter (1994), utiliza parametros varidveis no lugar das constantes
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do modelo, outros chegam a utilizar niimeros de Schmidt variaveis, comprometendo

seriamente a estabilidade numérica do algoritmo.

O presente modelo se utiliza de somente uma fungao de amortecimento, para o calculo
da viscosidade turbulenta. A excessio de w, todas as condi¢oes de contorno sao espe-
cificadas diretamente na fronteira da malha de calculo, que em simulagoes de baixo-
Reynolds ¢é definida exatamente sobre a fronteira fisica do dominio, conforme mostra a
figura (2.8).

Ressalta-se que o parametro ys passa a ser definido diretamente da malha, como a
distancia relativa entre o n6é de parede e o primeiro né interno, passando a ser um
parametro da prépria malha de célculo. Portanto, a topologia da malha é mais rigorosa

do que exigem as simulagoes a alto-Reynolds.

As condigoes de contorno parietais sao sempre de velocidade e energia cinética de
turbuléncia nulas. Em casos térmicos, a temperatura (ou o fluxo de calor) também é
especificada diretamente com o valor definido. Apenas a condicao de contorno de w
é calculada, uma vez que na parede w tende a infinito. Bredberg (2002) deduz uma

relagdo a partir da equagao de w com o termo de difusao cruzada (2.84) na forma:

2v

2 )
uyé

Wy = (2.130)

Q

sendo esta relacao valida somente para y* < 2.5, conforme demonstrado por Wilcox
(1998), que também no mesmo trabalho, propoe serem necessarios entre 7 a 10 nds nesta
regido para que a integracao espacial nao seja degradada. Porém, Bredberg (1999)
reformula sua previsao inicial de que esta necessidade pode ser bastante relaxada sem
afetar significativamente os resultados gerados, inclusive de propriedades criticas como
o numero de Nusselt em escoamentos térmicos, reduzindo-a a 2 nés somente dentro
deste limite. Ainda assim, ha a necessidade de um grau de refinamento da malha na

regiao parietal muito maior do que em simulagoes com modelos a alto-Reynolds.

Em seu trabalho, Bredberg (2002) impoe a condic¢ao de contorno para w diretamente no
n6 de fronteira e no primeiro no interior, sob a argumentacao de impor uma derivada
normal correta ao campo de w. Esta implementacao é inviavel no cédigo TURBO-2D,

e uma alternativa foi implantada.
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Neste trabalho é proposto o ajuste do valor de w na parede para um valor ligeiramente
superior ao da expressao (2.130), sem perder a dependéncia com y;* e possibilitando,
numericamente, uma melhor aproximacao para o calculo da derivada normal ao campo
de w. Dessa forma, a condicao de contorno foi implementada no cédigo TURBO-2D

com a seguinte expressao, trocando-se C), por C,, em (2.130):

(2.131)
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3 Tratamento numérico

Esta secao esta dividida em dois tépicos principais: a discretizacao espacial e a discre-
tizacao temporal, utilizadas no cédigo TURBO-2D. Neste codigo, estao implementados
os dois modelos de turbuléncia apresentados: o modelo k—e alto-Reynolds apresentado,
e o modelo kK — w baixo-Reynolds proposto. Ambos utilizam a mesma metodologia de

solugao espacial e temporal, apresentadas a seguir.

3.1 Discretizacao espacial - Método dos Elementos Finitos

O esquema de solucgao espacial adotado neste trabalho é o método dos elementos fini-
tos (MEF). Apesar de ter implementacao relativamente mais complexa do que outros
métodos classicos em simulacao numérica de escoamentos, como o método de diferencas
finitas e o método dos volumes finitos (MVF), o MEF possui a grande vantagem de
poder discretizar facilmente quaisquer geometrias complexas. Para se utilizar MVF
em geometrias complexas e curvas, devem ser adotadas transformagoes de coordenadas
espaciais com custo computacional eqiiivalente ao MEF. Devido a facilidade de dis-
cretizagao espacial e generalidade quanto a geometria estudada, o MEF é largamente
utilizado em aplicacoes estruturais, ainda que pouco difundido na mecanica dos fluidos

computacional.

\
/ / \  emento

| Finito

[ /

Figura 3.1: Discretizagao espacial via elementos finitos
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Ao contrario do MVF, no qual as derivadas parciais das equagoes sao diretamente mo-
deladas através de balango nas fronteiras dos volumes de controle por meio dos valores
conhecidos das variaveis, o MEF transforma o problema diferencial em um problema
variacional. Uma breve discussao sobre os principios variacionais que fundamentam o

MEF esta apresentada no apéndice “F”.

Basicamente, o MEF ¢é o resultado da aplicacao de principios variacionais na extre-
mizacao de funcionais para a resolucao de uma ou de um sistema de equacoes diferen-
ciais. Tomemos como exemplo a equagao da continuidade, equagao (2.1). Inicialmente,
cada equagao diferencial que se deseja resolver define um funcional nulo (colocando-se

todos os seus termos de um lado da igualdade):

p 30) _9p, Opw) _ (3.1)

G (flfi, t, p(wi,t), ox;’ Ot ot Ox;

Cada funcao, suposta como solucao da equacao diferencial a ser resolvida, por exemplo
v = v(x;,t), é aproximada por uma fungao na seguinte forma, ainda em rela¢do ao

exemplo tomado com a equagao da continuidade:

N
p(l'“t) =v x’w Z ¢n xz y (32)

onde p,(t) representam os valores da fun¢ao nos pontos (z;) considerados, chamados
de parametros nodais, ¢, (x;) sao denominadas de func¢des de forma e N é o nimero
de fungoes linearmente independentes tomadas para aproximacao da solugao. E im-
portante ressaltar que a fungao aproximadora v(x;,t) também satisfaz as condicoes de
contorno do problema. A préxima etapa é resolver o sistema de equacoes obtido da

seguinte integral (ver apéndice “F”), quando sao aplicadas as condigbes de contorno:

v 0
/SG (xi,t,v(xi,t), 8v 3?) Gn(z;)dS =0 . (3.3)

Os métodos aproximados cléassicos, como o método de Rayleigh-Ritz e o método dos
residuos ponderados (mais em Assan, 2003) estimam as fungdes aproximadoras arbi-

trariamente. Obviamente, esses métodos possuem grande limitacao pratica, pois nao
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h&a um método ou técnica bem definidos para se saber a priori como é a forma ge-
ral da funcao aproximadora mais préxima da solucao exata, e sua precisao depende

fortemente de quao boa é a estimativa da funcao aproximadora.

No MEF o dominio de céalculo é particionado em pequenos sub-dominios, chamados de
elementos finitos, nos quais as equacgoes do problema sao resolvidas de forma acoplada
entre os elementos, e a aproximacao ¢é realizada elemento por elemento. A figura (3.1)

mostra um exemplo de discretizacao de um dominio de interesse pelo MEF.

A discretizagao espacial implementada no cédigo TURBO 2D baseia-se no método dos
elementos finitos bidimensional com elementos triangulares, com o método de Galerkin
para definir as funcoes de interpolacao espacial do problema. No método de Galerkin,
as funcoes de forma sao definidas a partir dos proprios elementos triangulares. A figura
(3.2) mostra como sao derivadas as fungoes de forma para elementos triangulares - note
que as fungoes ¢, sao unitarias nos pontos considerados e se anulam nos outros, de

forma a atender as condicoes de contorno do problema.

(@) (b) (©

Figura 3.2: Elementos triangulares e func¢oes de forma bidimensionais (drea sombreada)

Cada elemento triangular é composto pelos nés e pelas arestas que o definem. Os nés
sao numerados globalmente (em relagao ao niimero total de nés do dominio) e numera-
dos em cada elemento de 1 a 3 no sentido anti-horario. As equagoes sao resolvidas em
cada elemento, com o uso de fungoes aproximadoras definidas pelas equagoes de plano,
mostrados exemplificadamente na figura (3.2). As equagdes ¢,, definidas a cada nd,

sao definidas em elementos triangulares como (em notagao cartesiana bidimensional

r—y):

1
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Fica claro que as derivadas da equacgao diferencial passam a ser aproximadas por:

IPn, 1 .
al' = ﬂ(y] - yk) ; n?]7k = 17273 ; € (35)
0oy, 1 .
(9(]; = ﬂ(xk —xj); n,J, k=123, (3.6)

linearizando o problema diferencial, para cada elemento finito do dominio discreto.

Elemento P1 Elemento Iso/P2

Calculo da velocidade e

Célculo da presséo P
outras variaveis

Figura 3.3: Discretizagao espacial via elementos finitos P1/IsoP2

Para resolver o acoplamento pressao-velocidade, o dominio de calculo é discretizado em
elementos triangulares P1/IsoP2, nos quais a velocidade e a pressdo sao interpoladas
linearmente, sendo a pressao calculada sobre um elemento triangular e a velocidade e
demais variaveis sobre um conjunto de quatro elementos construidos pela reparticao
uniforme do elemento utilizado para o calculo da pressao, como mostrado na figura

(3.3).

Essa metodologia de calcular a pressao em uma malha P1, dita malha grossa, e as
demais variaveis resolvidas na malha IsoP2, denominada malha fina é possivel e fisica-
mente coerente pois os escoamentos estudados sao todos a baixos numeros de Mach,
e portanto nao é necessaria alta resolucao dos campos de pressao calculados. Dessa
forma, as equagoes do problema na forma diferencial sao transformadas em equacgoes

discretas no dominio com os seguintes passos:

1. Aproximacao da varidvel em questao pela expressao (3.2), utilizando a equagao

(3.4) como equagao de forma,;

2. Obtengao de um funcional nulo a partir da forma forte (diferencial) das equagoes,

como na equagao (3.1);
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3. Obtengao da forma fraca (discreta) das equagoes, resolvendo a equagao (3.3),

aplicando as condicoes de contorno, quando aplicaveis;

4. O sistema de equagoes lineares é entao resolvido, pelo método de resolugao es-
colhido; no caso do cédigo TURBO-2D, o método dos gradientes conjugados é

aplicado.

Ressalta-se que a distingao entre forma forte (diferencial) e forma fraca (discreta) serve
para ressaltar o fato de que, na forma forte, as condicoes estabelecidas na caracterizacao
do problema analisado sao satisfeitas em todos os pontos do dominio, provendo uma
solugao continua, enquanto, na forma fraca, apenas em pontos determinados, provendo

uma solucao discreta.

Para resolver o acoplamento pressao-velocidade, é utilizada uma variacao do método de
Uzawa, proposto por Buffat (1981), que calcula iterativamente os campos de velocidade
e pressao a partir de condigoes iniciais estimadas até que o residuo pré-determinado
seja atingido, incluindo neste processo um pré-condicionamento da matriz dos coefici-
entes, implementado diretamente no algoritmo de resolucao, pois o célculo numérico é

realizado pelo método de gradientes conjugados.

Todas os esquemas de aproximacao numérica estao sujeitos a um certo nivel de erro,
seja ele proveniente do truncamento de uma expansao em série de Taylor, ou pela ordem
do esquema de diferenciacao utilizado para a aproximacao. A principais conseqiiéncias
deste erro nas equagoes do movimento é o aparecimento de instabilidades numeéricas

na forma de oscilagoes numéricas, desprovidas de sentido fisico.

A aplicacao do método de Galerkin as equagoes do movimento nao foge a essa regra,
e induz o surgimento de instabilidades e oscilagoes numéricas desprovidas de sentido
fisico. Este fato ocorre devido a formulacao centrada do método de Galerkin aplicada ao
problema convectivo, que é parabdlico, como mostrado no trabalho de Huges e Brooks
(1979). Para contornar este problema, é utilizado no cédigo TURBO-2D o método de
difusdo balanceada proposto por Huges e Brooks (1979) e Kelly et a1(1980), implemen-
tado por Brun (1988), que consiste em acrescentar a equacao de Reynolds um termo

de difusao artificial com capacidade de atuagao somente no sentido do escoamento.

Esse efeito é mais notado nas simulacoes de baixo-Reynolds, uma vez que a degeneragao

dos elementos na regiao parietal é inevitavel, pois os elementos finitos nesta regiao ficam
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com a razao de aspecto extremamente alongada na direcao tangencial a parede. Esse
fenomeno é capaz inclusive de gerar assimetria axial em escoamentos modelados com
baixo-Reynolds. A saida é diminuir ao méximo a degeneragao dos elementos na regiao
da parede e nao abrir mao do método de difusao balanceada, sem o qual as simulacoes
baixo-Reynolds tém a convergéncia numérica seriamente comprometida, conforme pode

ser observado nas simulacoes desenvolvidas neste trabalho.

3.2 Discretizacao temporal e o algoritmo de resolucao

Para o cédigo TURBO 2D, no sistema de equagoes é tomada uma aproximacao de
primeira ordem para a derivada temporal, obtida com um esquema semi-implicito
seqiiencial com erro de truncamento de primeira ordem, o que permite a linearizacao
total do sistema de equagoes a cada passo no tempo. O algoritmo proposto por Brun
(1988) parte de um campo inicial conhecido no instante nAt, calculando o momen-
tum, a pressao, a temperatura, a massa especifica, a energia cinética de turbuléncia
e a variavel turbulenta secundaria (¢ ou w) em um instante (n + 1)At , onde n é um
nimero inteiro e At é um intervalo de tempo que define o passo com que o codigo

escala a resolucao das equagoes no tempo.

Esta sequéncia de calculos é dividida em quatro etapas principais. Na primeira, o
campo de temperatura no instante (n + 1)At é obtida utilizando a equacao da energia

discretizada no tempo, dada pela relacao:

N Tm,-‘rl . fm e afn—i—l ) ( 1 N 1 > afn—i—l (3 7)
_ u . = . .
P ; Or; |\RePr Re/” Pr,) Ox;

Na segunda etapa, a massa especifica é obtida no instante (n+1)At através da equacao

de estado: )

o1 = .
14 Tntt

p (3.8)

Na terceira etapa, os campos de momentum e de pressao sao calculados no
instante (n + 1)At, utilizando para isso o algoritmo de minimizagao de residuos de

Uzawa proposto por Buffat (1981), com o sistema acoplado de equagoes:
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Na quarta e tdltima etapa, as varidveis turbulentas sao calculadas no instante (n +
1)At. Notar que apenas uma das equagoes de varidveis secundérias, (3.12) ou (3.13),

é resolvida conforme a escolha do modelo de turbuléncia utilizado:

i1 K,n+1 — K" N - ann—l-l B 8 < 1 1 ) 8I€n+1
P At 7 Ox; B 83:] Re," o ox;
n —n-i—lﬂ . 8fn+1
Hn+l o —ni n+1 P 9i 3.11
+ Prn® Re? Pry Oxz; (3.11)
I €n+1 —en N an a€n+1 - a ( 1 1 ) 8€n+1
P At J Oz, N 8x] Re" o, Oz,
_|_in (051Hn+1 o C€2pn€n+l
ﬁnﬂﬁgi aTnJrl
C. , 3.12
+ 3Re§Z Pry Oz, ( )
Owntt —wn Owntt 0 1 1 dwntl w"
—n—+1 5 — - 70 Hn+1
P < ot Tt ox; > ox; l( + Re} aw> ox; ] + ot
n -n—+1 Tn+1
w2f W w + n ( w3 Re? P?“,g 8352
Co [ 1 1 OK™ Ow™
L 3.13
+ K (Re + Re?aw> ox; Ox; (3.13)

com o termo de producao II e o termo de pressao modificada p* dados por:

~n+1 aﬂn—l-l 9 1 a~n+1 8~n+1
= — = | p"s" 5 14
[<R€t>< 8:75] oz, ) 3 <p " +Ret Oz ) ”] Oz, (3-14)
2
3

S+l 41 1\ gut! 1, n+1
R R 3.15
b Pty [<R6+ Ret> 0x; tps ] ( )

Por 1ltimo ¢ atualizado o valor para o nimero de Reynolds turbulento, também em

funcao do modelo de turbuléncia utilizado:
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com f}' calculada com (k")/(w"v) como argumento. Como as condigoes de contorno
sao calculadas explicitamente (mesmo a condigdo de contorno para w nos céalculos a
baixo-Reynolds), ou seja, baseadas nos valores das propriedades no instante nAt para
determinar as condiges para o instante (n 4+ 1)At, é gerada uma forte instabilidade

numérica caracteristica dos procedimentos explicitos.

Para eliminar esta instabilidade indesejavel, é empregado o algoritmo de minimos
residuos proposto por Fontoura Rodrigues (1991), que adota um célculo iterativo
seqiiencial baseado na minimizacao dos erros resultantes do calculo da velocidade de

fricgao, definidos em mdédulo, para uma iteragao i em um instante (n + 1)At, por:

(ERRO)™ = ’

() = (&),

, (3.18)

onde as barras duplas indicam o valor absoluto dos vetores, o valor de (ufc)* é obtido
das leis de parede no instante (n + 1)At (ou diretamente do campo de velocidades,

n+1l «

no caso de simulagoes baixo-Reynolds) e o valor de (ufc)l ¢ obtido com uma relacao

numérica de recorréncia do préprio algoritmo de minimizagao.

O método de minimos residuos de Fontoura Rodrigues (1991) é essencial na con-
vergéncia numeérica de calculos a alto-Reynolds, principalmente em geometrias mais
complexas ou com o uso de leis de parede mais sofisticadas, como as leis de Nakayama
e Koyama (1984) e Cruz e Silva Freire (1998). Esse método também atua positivamente
na estabilidade numérica de calculos a baixo-Reynolds, pois ao recalcular os campos
de velocidade com base na minimizacao de ufc, possibilita o uso de passos de tempo
mais elevados e relaxa o requerimento de refinamento excessivo na regiao parietal, em

comparacgao a sua nao utilizacao.
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4 Resultados

Neste capitulo sao apresentados os casos teste utilizados para a validacao da imple-
mentacao do modelo k — w extendido. Inicialmente, serao apresentados os casos
isotérmicos, que justificaram a escolha do modelo isotérmico de Bredberg (2002): o
canal divergente de Driver e Seegmiller (1985) e a colina abrupta de Loureiro et al.
(2005). Em seguida serao apresentados os casos de camada limite térmica: o esco-
amento sobre placa plana fortemente aquecida de Ng (1981) e a convecgao natural
sobre placa vertical de Tsuji e Nagano (1988), selecionados para validar a modificagao

térmica ao modelo de Bredberg (2002) proposta neste trabalho.

4.1 Canal divergente de Driver e Seegmiller (1985)

O canal divergente de Driver e Seegmiller (1985) é um caso teste amplamente empre-
gado na validagao de algoritmos de modelagem numérica de escoamentos turbulentos de
camada limite, muito bem documentado com dados experimentais e outras simulacoes
numéricas. Os dados experimentais em formato eletronico encontram-se disponiveis no
site da comunidade européia ERCOFTAC !.

Este é um caso de escoamento turbulento incompressivel em um duto de perfil retangu-
lar, que passa por uma segao de expansao de razao 9 : 8, com a parede superior (oposta
ao degrau) inclindvel a partir do ponto do degrau. A configuracao experimental era
composta por um tunel de desenvolvimento do escoamento, com comprimento de 110
vezes a altura da secao de entrada, e a regiao de teste do degrau, feita com expansao
de 9 : 8 a fim de reduzir a influéncia de variagoes no gradiente de pressao externo (na
saida do duto) devido a expansao stbita, e largura doze vezes o tamanho da altura do
degrau, para diminuir os efeitos de tridimensionalidade. A figura (4.1) exemplifica o

caso estudado.

'European Research Community on Flow, Turbulence and Combustion - http://www.ercoftac.org
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Figura 4.1: Canal divergente - Esquema da segao de teste.

Neste trabalho, apenas o caso com inclinagao nula da parede superior foi considerado.

O escoamento estudado possui nimero de Reynolds igual a 36400, baseado na altura

do degrau, que na configuracao experimental era de 12, 7mm, e considerando o fluido

de trabalho (ar) como gés perfeito.

Tabela 4.1:

Canal divergente - etapas da campanha de implementacao e simulagao.

Etapa

Tarefa Objetivos e implementagoes

(1)

B ) Implementar o modelo Kk — w se-
Implementacao do modo baixo- ~
| gundo a equacd@o (2.79), contendo
Re e do modelo de turbuléncia. .
todos os termos deduzidos.

(2)

Gerar escoamento turbulento plena-
Simulagao numérica do escoa-
_ | mente desenvolvido, a ser utilizado
mento no duto anterior a secao o
como condicao de contorno de en-
do degrau. ~
trada para a simulagdao do degrau.

(3)

Avaliar a capacidade do modelo
Kk — w, a necessidade do termo pro-
Simulacdo numérica do escoa- | porcional a V2 na equacdo de w e
mento na secao do degrau. determinar quais constantes do mo-
delo sao mais adequadas ao escoa-

mento estudado.

(4)

Comparar os resultados obtidos
com os dados experimentais e de
Andlise dos resultados. ) N L. )
outras simulagbes numéricas dis-

poniveis.

Com o estudo deste caso teste, foram também avaliadas diferentes implementacoes

possiveis para o modelo k — w proposto: a conveniéncia de emprego da equagao (2.79)
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com todos os termos deduzidos ou negligenciando o termo proporcional a V2, conforme
a recomendagao de Bredberg (2002); a sele¢ao das constantes de calibragao do modelo
k — w com base nos dados experimentais, considerando os valores do modelo k — ¢
de Munhoz da Cruz (1989), seguindo as expressoes da equacao (2.79), e os valores
propostos por Bredberg (2002), conforme equagao (2.84). A tabela (4.1) mostra um
resumo da campanha de implementacao e das simulagoes realizadas com o caso do

canal divergente.

Outra atividade de importancia é a geracao da malha de calculo que discretiza o
dominio de solugao. Segundo Wilcox (1998), para que um modelo consiga captar a
alta intensidade dos gradientes da regiao interna da camada limite, seriam necessarios
pelo menos 10 elementos de cdlculo na malha nessa regiao, preferencialmente situados
em y* < 2,5. Porém, um estudo realizado por Bredberg (1999) sobre simulagoes de
baixo-Reynolds mostra que essa exigéncia pode ser atendida por 2 elementos, desde
que ambos estejam localizados na faixa de y* < 2,5. Este trabalho é mostra que a
influéncia no célculo de propriedades criticas na parede, como o nimero de Nusselt em
escoamentos térmicos, nao variou mais do que 2% ao se utilizar 2 elementos no lugar
dos 10 exigidos por Wilcox (1998).

Um estudo preliminar realizado no inicio do processo de validagao do modelo extendido
verificou a veracidade do resultado de Bredberg sobre a influéncia da malha de célculo,

no escoamento do duto de desenvolvimento do caso do canal divergente estudado.

Os resultados obtidos ao longo de todo o processo de validagao deste algoritmo mostram
que a distancia a parede dos dois primeiros nés de uma malha fina pode ser determinada

com base na escala caracteristica de Kolmogorov:

As &~ LoRe G/ (4.1)

onde A\s é a escala de Kolmogorov, e Ly e Re sao, respectivamente, o comprimento

caracteristico e o numero de Reynolds do escoamento.

Se ys representa a distancia a parede do primeiro né da malha grossa P1, como na
figura (2.8), em muitos casos a faixa de y* < 2,5 é respeitada se \s < ys < 2\s, pois na
geracao da malha fina de tipo IsoP2, a aresta de tamanho ys sera sempre dividida ao

meio, garantindo que o primeiro n6 da malha fina esteja abaixo de \s, e que o segundo
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seja pouco superior a As, que pela prépria definicao, corresponde a y* = 1. Seguindo
essa metodologia, todas as malhas para o modelo kK —w deste trabalho foram otimizadas
com base nesses argumentos, e todas apresentaram y* maximo menor do que 2,5 na

regiao da parede, validando esta metodologia.

Malha de pressio

n° nés: 550

n° elementos: 980

Malha de velocidade

N° nés: 2079

n° elementos: 3920

Figura 4.2: Canal divergente - Malha de desenvolvimento do escoamento de entrada para as
simulagdes com TURBO-2D k — ¢ (alto-Reynolds).

Os resultados numéricos obtidos com o TURBO-2D x—w foram comparados com dados
experimentais, com simulagoes numeéricas obtidas com o TURBO-2D k — ¢, utilizando
as quatro leis de parede apresentadas e com dados de outras simulagoes numéricas, dos

c6digos NPARC k — ¢ e WIND da NPARC/NASA 2.

1 Malha P1
101x25 nds
4800 elem.

Malha IsoP2
201x49 nos
0 19200 elem.

X

Figura 4.3: Canal divergente - Malha de desenvolvimento do escoamento de entrada para as
simulagoes com TURBO-2D k — w (baixo-Reynolds) - malha P1 de pressao e IsoP2 para as
demais varidveis.

Para o desenvolvimento dos perfis turbulentos plenamente desenvolvidos, as condicoes

de contorno impostas nas simulagoes com TURBO-2D k —¢ foram de cédlculo de parede

2National Project for Application-oriented Research in CFD Alliance - Associacao entre o Glenn
Research Center - NASA e do Air Force Arnold Engineering Development Center, com contribuigoes

da Boeing Company - http://www.grc.nasa.gov/WWW /wind /valid/
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nos contornos solidos, com y* maximo igual a 25 para as leis de parede, perfil uniforme
na entrada com u = 44,2m/s, v = 0 e k = 0 e € = 0, e na saida do dominio, pressao nula
e derivada nula para as demais variaveis. A massa especifica e a viscosidade do fluido
foram tomadas como constantes, com valores tomados a temperatura de referéncia de
293 K. A malha de cédlculo utilizada nas simulacoes de alto-Reynolds estd mostrado na
figura (4.2). Para as simulagoes de baixo-Reynoldsc om o TURBO-2D k — w, foram
impostas as mesmas condi¢oes de contorno, a menos da utilizacao de leis de parede. A
malha de calculo utilizada nas simulacoes com o modelo k — w foi baseada diretamente
da malha utilizada com o modelo k — €, sendo apenas refinada na regiao da parede,

conforme pode ser visualizado na figura (4.3).

Os perfis desenvolvidos nesta etapa foram entao utilizados como condicao de entrada

para a secao de teste do degrau. As outras condigoes de contorno para a secao do
z + _ . ~

degrau foram calculo de parede com vy . = 5 para as simulagdes com k — £ (como

indicado por Stratford, 1959), pressao nula e derivada nula na saida do dominio. O

dominio de célculo adotado para a segdo do degrau estd representado na figura (4.4).

SRR RN RN R NN

— >

aH —» AT
—* Re,=36400
—_

H T

FEETI TP i i i i ir i i i i iiiiiiiiiiiiririrzy
| | |

' -5H 32H |

Figura 4.4: Canal divergente - Dominio de calculo da secao de teste.

As malhas de célculo utilizadas neste segunda etapa foram refinadas nas proximidades
dos contornos sélidos e na regiao de recirculacao, até uma distancia de 10 alturas do
degrau, a partir do ponto de descolamento. O refinamento teve por base os gradientes
encontrados em uma simulagao preliminar, com condigoes unitarias, utilizando um
malha sem refinamento. As malhas utilizadas nas simulagoes estao mostradas nas
figuras (4.5) e (4.6), respectivamente para as simulag¢oes com o modelo k — ¢ e com
o modelo kK — w. Vale ressaltar que a malha necessaria para executar simulagoes com
baixo-Reynolds exige praticamente quatro vezes mais nés do que com a simulacao com

alto-Reynolds.
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Malha de pressao

n°nés: 714
n® elementos: 1300 RN

Malha de velocidade

n% nds: 2727

h® elementos: 5200

Figura 4.5: Canal divergente - Malha de calculo da secao do degrau para as simulagoes com
o modelo Kk — €.

o
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=
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10 X
]
Y 5 T
~ .
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M VA ; i .
S [matha P 3272 nes
i 6267 elementos
i #—fr"u.ry}r?-JHHf_j: L :r
| L Malha IsoP2: 12810 nos
of B — 25068 elementos
S e E

Figura 4.6: Canal divergente - Malha de calculo da secao do degrau para as simulagoes com
o modelo kK — w - malha P1 no alto, malha IsoP2 no meio e abaixo estd um detalhe do
refinamento na regiao do degrau da malha IsoP2.
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Para avaliar a necessidade de utilizar o termo proporcional a V?k na equacao de trans-
porte de w e quais constantes utilizar, o parametro utilizado foi o comprimento da zona
de recirculagao obtido, em comparagao com o experimental, de (6,26 4+ 0,1)h a partir

do descolamento, onde h representa a altura do degrau.

1
b 2 4 5!

Figura 4.7: Canal divergente - Zonas de recirculagdo obtidas com o modelo (k — w): (a)
utilizando a equagao (2.79) completa, com constantes derivadas do modelo k —¢; (b) também
utilizando as com constantes derivadas do modelo k — ¢, com o termo V2x desligado; e (c)
utilizagao da equagao (2.84), com as constantes propostas por Bredberg (2002).

Na figura (4.7) estao mostradas as trés zonas de recirculagdo obtidas com o modelo
k — w. Nota-se uma melhora evidente nos resultados somente ao se desligar o termo
proporcional a V2 na equagao de transporte de w, o que claramente justifica sua ex-
clusao e demonstra a forte influéncia negativa deste termo, no sentido de comprometer

o resultado da simulacao.

A diferenga dos resultados mostrados nas figuras (4.7 b) e (4.7 ¢) se deve somente as

constantes utilizadas no modelo, com a equacao de transporte de w dada pela equacao
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(2.84), sendo que na tltima figura estd mostrado o resultado da utilizagdo das cons-
tantes propostas por Bredberg (2002) ao invés de constantes deduzidas diretamente do
modelo k — . Fica evidente a superioridade das constantes calibradas com base em

dados de DNS, com resultado obtido dentro da faixa de incerteza experimental.

(b)

Y .
D5 F (c)
oE
L | | | | 1 ] ] ] 1 | ] ] 1 | | |
0 7 4 5
X
1.5
ok
05 F (d)
o
L 1| | | | ] | | | | | | | | | | |
0 7 y 5
X

Figura 4.8: Canal divergente - Zonas de recirculagao obtidas com o modelo (k — ¢): (a)
utilizando a lei de parede logaritmica classica; (b) utilizando a lei de parede de Mellor (1966);
(¢) utilizando a lei de parede de Cruz e Silva Freire (1998); e (d) utilizando a lei de parede
de Nakayama e Koyama (1984).

Na figura (4.8) estao mostradas as zonas de recirculagao obtidas com as simulagoes do
modelo k — € implementado no cédigo TURBO-2D, utilizando as quatro leis de parede

de velocidade mostradas anteriormente. E necessario ressaltar algumas observagoes:
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1. Ao se comparar a figura (4.7 a) com a figura (4.8 a) nota-se que o modelo kK — w
obtido diretamente das equacoes do modelo kK — ¢ sem qualquer calibragao de
termos e constantes, ou seja, utilizando a equagao (2.79) direamente, o resultado
recai praticamente no mesmo resultado obtido com o modelo original, utilizando

a lei logaritmica classica;

2. O modelo k — ¢ foi capaz de prever a zona de recirculacao secundaria, porém
somente quando foi utilizada a lei de parede de Nakayama e Koyama (1984).
Ressalta-se que a zona secundaria possui tamanho extremamente compativel com
o observado na DNS de Kim, Le e Moin (1997), de 1h de comprimento, apro-
ximadamente, além de que o requerimento de malha para obter esse resultado
¢ varias vezes inferior ao necessario para o modelo k — w de Bredberg (2002),

conforme mostra a figura (4.9); e

3. O modelo kK —w também foi capaz de prever uma zona de recirculagao secundaria,
identificada na simulacao numérica direta de escoamento sobre degrau de Kim,
Le e Moin (1997), para as trés situagoes estudadas, porém com tamanho bem
reduzido em relacao ao obtido da DNS. Esse resultado é previsivel em simulagoes
de Kk —w a baixo-Reynolds, conforme o trabalho de Principe (2003). As instabi-
lidades notadas no topo do degrau, conforme visto na figura (4.9 b) induzem a
acreditar que a malha utilizada estava relativamente “grossa” para captar com

mais detalhes a zona de recirculacao secundaria.

Com esse estudo, foi definido que o modelo de turbuléncia Kk — w isotérmico tomado
como base para a modificacao térmica proposta neste trabalho é o modelo proposto
originalmente por Bredberg (2002), exatamente como mostrado nas equagoes de (2.80)
a (2.89). Nao foram realizados testes com outras funcoes de amortecimento f,, pois o
modelo de Bredberg (2002) é o tinico encontrado na literatura que adota como referéncia

dados de DNS e que utiliza uma unica funcao de amortecimento.

A fim de obter uma andlise mais detalhada sobre o desempenho do modelo kK — w
de Bredberg (2002) foram adotados como base de comparagao os resultados das si-
mulacoes com o modelo kK — € e os dados experimentais nos perfis de velocidade em
x = —4h, —2h, —1h, 0, 1h, 2h, 3h, 4h, 5h, 6h, Th, 8h, 9h, 10h, 16h, 20h e 32h.
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Figura 4.9: Canal divergente - Zonas de recircula¢ao secundérias obtidas: (a) com o modelo
k—e¢ e a lei de parede de Nakayama e Koyama (1984); e (b) com o modelo k —w de Bredberg
(2002). A malha IsoP2 de cada caso estd mostrada em cinza, ao fundo da respectiva figura.
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Também foram tomados perfis de energia cinética de turbuléncia em x = 5h, 6h, 8h, 10h, 16h
e 32h, e gréficos de distribuigao do coeficiente de pressao C,, ao longo da parede do
degrau e da parede oposta ao degrau. Todos os graficos sao mostrados com valores nao
dimensionais, com base nos valores de referéncia, e neles os resultados sao indicados
pelo modelo de turbuléncia utilizado, e no caso do modelo k — &: (log): lei logaritmica
classica; (M): lei de Mellor; (NK): lei de Nakayama e Koyama; e (CSF): lei de Cruz e

Silva Freire.

3 3
Experimental = O { Experimental O©
K-0) K-0) ——
K-€ (log) —= } K-€ (log) —4a—
25t k-g (M) 251 K-g (M)
K- (NK) K-€ (NK)

‘¢ (CSF) k-¢ (CSF) -

y/h
N

y/h
N

-

15 O 15
% - &
—
1 Il Il 1 Il
0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 09 095 1 1.05 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 09 095 1 1.05
u/Uq u/Uq

(a) (b)

Figura 4.10: Canal divergente - Perfis de velocidade em x = —4h (a) e v = —2h (b).
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K-€ (log) —= K-€ (log) —a—
251 K-€ (M) 25 1 K-€ (M) .........
K-€ (NK) D K-g (NK) o D
-€ (CSF) K-€ (CSF) -
s 2 s 2

15 1.5 ;fgﬁ“
0 ——
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0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05

(a) (b)

Figura 4.11: Canal divergente - Perfis de velocidade em = = —1h (a) e x = 0h (b).
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As figuras (4.10) e (4.11) mostram a progressdao do escoamento até a chegada ao de-
grau, ponto onde haverda o descolamento provocado por imposi¢ao da geometria. O
comportamento das quatro simulacoes com o modelo kK — e é muito semelhante até este
ponto, concordando bem na regiao mais préxima da parede e na regiao superior, apre-
sentando uma pequena discordancia em uma regiao intermediaria. Os perfis obtidos

com o0 modelo Kk — w se aproximam melhor dos dados experimentais.

2 & 2 &
Experimental O Experimental O
K-00 —— K-00 ——
15 b K-€ (log) —a— 15 K-€ (log) —a—
: o :
K-¢ (CSF ....»“‘"‘ K-€ (CSF w““’“
< s 1 =
> > %K
0.5 A
Q
§
3,
0
0.8 1 -0.2 0 02 04 06 08 1
u/Uy
Figura 4.12: Canal divergente - Perfis de velocidade em = = 1h (a) e 2 = 2h (b)
2 2 &
Experimenta Experimental O
K-Q K-00 ——
15 + K-€ (lo i 15+ K-€ (log) —a—
’ K-¢ (M ' .
K-€ (NK
Kk-¢ (CSF
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Figura 4.13: Canal divergente - Perfis de velocidade em = = 3h (a) e x = 4h (b).
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Os gréficos das figuras (4.12), (4.13) e (4.14) mostram os perfis de velocidade na zona
de recirculagao. Observou-se que as melhores aproximagoes aos dados experimentais na
regiao mais préxima a parede foi obtida com o modelo kK —w. Dentre as leis de parede,
a que melhor se aproximou dos dados experimentais nessa regiao foi a lei de Cruz e
Silva Freire (1998), enquanto que a lei logaritmica foi a de pior resolugdo na regiao

préoxima a parede, porém apresentando bons resultados para o escoamento médio.

Nota-se que a partir de x = 4h, a lei logaritmica forneceu perfis de velocidade com a
camada limite recolada, perdendo a concordancia que obteve anteriormente na regiao
de escoamento médio. Os perfis obtidos com o modelo k—w certamente possuem melhor
concordancia com os dados experimentais, seguido das outras leis de parede capazes
de captar os efeitos do gradiente de pressao da regiao de recirculagao. Nota-se também
que devido a proximidade do ponto de recolamento, o perfil experimental de z = 6h
nao apresenta a zona de recirculagao, que se estende até x = 6,26h, obviamente devido
a dificuldade de medicao precisa dentro da subcamada laminar na proximidade do
recolamento da camada limite. O unico perfil de velocidade em x = 6h que apresentou

claramente a recirculacao foi o obtido com o modelo kK — w.
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Figura 4.16: Canal divergente - Perfis de velocidade em x = 10h (a) e z = 16h (b).

As figuras (4.15), (4.16) e (4.17) mostram a evolucao do perfil de velocidade apéds o
recolamento da camada limite, estando portanto no processo de redesenvolvimento da
camada limite. Na figura (4.15a) nota-se que o perfil obtido com a lei logaritmica se
aproxima melhor dos dados experimentais, ja que seu recolamento acontece prematu-

ramente em relagao as outras leis de parede e em relacao ao modelo Kk — w.
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Figura 4.17: Canal divergente - Perfis de velocidade em x = 20h (a) e z = 32h (b).

Nos gréficos (4.15a) e (4.15b), nota-se que as leis de Mellor e de Nakayama e Koyama
possuem comportamento semelhante, e a lei de Cruz e Silva Freire, apesar de nao
redesenvolver o perfil como a lei logaritmica, tal qual as leis de Mellor e de Nakayama
e Koyama, busca a mesma tendéncia do perfil experimental, ja que, proximo a parede,
o perfil obtido com a lei de Cruz e Silva Freire é muito semelhante ao experimental a
menos de um valor constante. Esse fato também foi observado no perfil obtido com o

modelo kK — w.

A progressao indicada por estas figuras mostra como o modelo Kk — w implementado
busca o redesenvolvimento da camada limite mais rapidamente do que as outras leis
de parede, a excessao da lei logaritmica, que mostra o recolamento muito antecipado.
Enquanto os perfis obtidos com o modelo kK — € somente recuperam satisfatoriamente
o escoamento médio ao final da segao de cédlculo, o perfil obtido com o modelo K — w
recupera o escoamento médio (mais ao centro do canal) desde x = 16h, e até x = 32h
mostra uma melhora gradual da concordancia com o perfil experimental na regiao
parietal. A seguir, sao apresentados os perfis de energia cinética de turbuléncia na

zona de recirculagao e apos o recolamento da camada limite.
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Figura 4.18: Canal divergente - Perfis de energia cinética de turbuléncia em x = 5h (a) e
x = 6h (b).

Nota-se, inicialmente, que os perfis de energia cinética de turbuléncia numéricos mo-

delam os perfis experimentais de modo que a aproximacao de forma é melhor do que

a quantitativa. Na regiao em que y < 1,5h, no primeiro perfil obtido, em x = 5h, os

valores maximos estimados pelas simulagoes sao inferiores aos valores experimentais.
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Figura 4.19: Canal divergente - Perfis de energia cinética de turbuléncia em x = 8h (a) e
x = 10h (b).

Na regiao de recirculagao, os valores méximos sao ligeiramente superestimados e a

jusante da recirculacao os perfis voltam a valores méximos ligeiramente inferiores aos
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experimentais, excessao feita ao resultado obtido com o TURBO-2D k — w, que obteve

boa aproximacao com os dados experimentais na zona de recirculacgao.
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Figura 4.20: Canal divergente - Perfis de energia cinética de turbuléncia em = = 16h (a) e
x = 32h (b).

Os perfis de energia cinética que melhor representaram o comportamento experimental
foram os obtidos com o modelo k—w, ficando a lei de parede logaritmica com o resultado
menos concordante com os dados experimentais, além de ser o de maior discrepancia
observada no valor de energia cinética de turbuléncia do escoamento médio. No geral,
as outras trés leis de parede geraram resultados razoaveis, com destaque para a lei de

parede de Cruz e Silva Freire (1998) nos perfis mais distantes do degrau, mostrados na
figura (4.20).

Também foram feitos graficos de distribui¢ao do coeficiente de pressao, C),, ao longo
das paredes solidas do dominio, para mostrar a capacidade do calculo em prever as
condigoes sob as quais o escoamento estara sujeito. O coeficiente de pressao foi calcu-

lado pela expressao:

Cp — p_pref

, 42
20U 42

em que p,.y representa uma medida de pressao do escoamento, no caso do canal diver-

gente, medida em x=0. Na figura (4.21a) nota-se claramente que todas as simulacoes
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superestimam os valores experimentais, além de mostrarem oscilagoes caracteristicas.
Qualitativamente, a lei de Mellor mostrou a melhor aproximacao no ponto de inflexao

do gréfico, em torno de x = 15h.

Para a parede inferior, nota-se uma melhor concordancia dos resultados obtidos até
o final da regiao de recirculagao, em x = 7h, com maior discrepancia observada no
resultado da lei logaritmica. Deste ponto em diante, novamente todos os resultados
superestimam os dados experimentais, com a melhor aproximacao dada pelo resultado
da lei de Mellor.

0.2 0.3
AdA
Ak _—
0.25 haas
0.15 (S etz s
OFe
0.2
y O Qooooaqg
0.1 0.15
Qo o T
o o
0.05 01
O 3
O] Experimental O 0.05 7 Experimental O
0 K-00 —— P K-00 ——
b, k- (log) —&— K K-€ (log) —4—
j" K-€ (M) anmmmnnnn 0 K-€ (M) anmmmnnnn
K-€ (NK) =
K-€ (CSF) -------- K-€ (CSF) ---------
-0.05 L L L L ) L L -0.05 L L L L ) L L
-5 0 5 10 15 20 25 30 -5 0 5 10 15 20 25 30
XIXg XIXq

(a) (b)

Figura 4.21: Canal divergente - Distribuicdo de C), ao longo das paredes: superior (a) e
inferior (b).

A seguir sao mostrados os campos qualitativos obtidos da simulagao com o modelo
Kk — w, com destaque para o campo de rotacional na parede, utilizado para determinar

com precisao a localizacao do ponto de recolamento da camada limite.

Os campos qualitativos de pressao e de velocidade, mostrados na figura (4.22) mostram
o gradiente adverso ao qual o escoamento esta sujeito e a faixa apds o degau onde ocorre
a recirculagdo. O campo de k, também mostrado na figura (4.22), exemplifica como
a expansao subita aumenta significativamente, em relagao ao escoamento anterior, a

energia cinética de turbuléncia da camada limite.

O campo de viscosidade turbulenta pr avaliado pelo modelo kK — w estd mostrado no

topo da figura (4.23). Ele pode ser interpretado de duas formas: se considerarmos uma
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dada energia cinética de turbuléncia de referéncia, os valores maximos de p7 mostram
onde a dissipagao é baixa, e os valores minimos de g7 mostram onde a dissipagao é
maxima, ou seja, na regiao da parede apenas. Por outro lado, se considerarmos um
dado nivel de dissipacao de referéncia, os valores maximos de pr mostram onde a
energia cinética de turbuléncia tende a ser conservada, e os valores minimos de pr

mostram onde a energia cinética sofre variagao.

P -0.136 -0122 -0.108 -0084 -008 -00BR -0052 -0038 -0.024 -001

k
—l:|:|:_

U: -0.16 -0.06 0.04 014 024 034 044 054 064 0.74 084 084

K. 0.0005 00035 00065 0.0095 0.0125 0.01585 DD185 EIDQ15 00245 0.0275

Figura 4.22: Canal divergente - Campos qualitativos do modelo K — w - P: pressao;
u:componente , do campo de velocidade; e x: energia cinética de turbuléncia.
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A tabela (4.2) mostra uma comparagao da localizagao do ponto de recolamento da
camada limite obtida com varias simulagoes numéricas, entre as simulagoes realizadas
com o codigo TURBO 2D, o resultado experimental e os resultados das simulagoes
com os cddigos do grupo NPARC da NASA: o NPARC k — € e o cédigo WIND, de
baixo-Reynolds, com modelos k — ¢ ( com e sem C), varidvel) e SST de Menter (1993),
que é bastante similar ao modelo de Bredberg (2002), por também utilizar um termo
de derivada cruzada na equacao de transporte para w, apesar de utilizar varias fungoes

de amortecimento.

MUT: 0.0002 0.0016 0.003 0.0044 00058 00OV2 0O00BGE 001 00114 00128

FCoT: -1 -0B-0B-04-02 0 02 04 0B 08

Figura 4.23: Canal divergente - Campos qualitativos do modelo k¥ — w - pp: viscosidade
turbulenta; e ROT": rotacional. Abaixo estd o detalhe, indicando o recolamento em x = 6,32h.

7



Tabela 4.2: Canal divergente - pontos de recolamento (z,) da camada limite em termos da
altura do degrau (h).

Modelo x,/h
TURBO 2D - Log 4,25
TURBO 2D - Mellor 5,26
WIND k —¢ 5,30
NPARC k —¢ 5,31
WIND K — ¢ var. C, 5,59

TURBO 2D - Nakayama e Koyama 5,74

TURBO 2D - Cruz e Silva Freire 5,82
TURBO 2D1 - k —w 6,32
WIND SST 6,43
Experimental 6,26 + 0,1

Tendo em vista os tempos computacionais observados, gastos pelo cédigo TURBO-2D
utilizando as leis de parede com o modelo alto-Reynolds x — ¢ e utilizando o modelo
baixo-Reynolds x — w, baseados em uma maquina Intel x86-32bits Pentium 4 HT a

2.800M hz, e considerando que:

e Com as leis de parede do modelo Kk — £, o uso do algoritmo de minimizacao
de Fontoura Rodrigues (1991) é mandatério e aumenta nitidamente o esforco
computacional (principalmente com as leis de Nakayama e Koyama e de Cruz e

Silva Freire); e

e Para utilizar o modelo kK —w, o método de minimizacao é praticamente desativado
(utilizado nas 2 primeiras iteragoes, de um total de 200.000, aproximadamente),
porém o modelo necessita do uso malhas de calculo com 5 a 7 vezes mais elementos

quando comparadas aquelas utilizadas para simulacoes alto-Reynolds;

conclui-se que para as condicoes apresentadas neste estudo, o esforco computacional

relativo é de 1:3, aproximadamente, comparando a utilizagao da lei de Nakayama e
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Koyama (modo do modelo k — € mais lento) em relagao a utilizacdo do modelo k — w,
ou seja, a utilizagao do modelo k — w torna o codigo TURBO-2D aproximadamente

trés vezes mais lento quando comparado ao modo mais lento do modelo xk — €.

Obviamente, ha um ganho em resultados proporcional, como visto nos varios perfis
analisados, e finalmente nos dados da tabela (4.2), onde é mostrado que o resultado
obtido com o modelo k — w implementado é o que mais se aproxima dos dados experi-
mentais, indicando a localizacao do ponto de recolamento da camada limite dentro da

faixa de incerteza experimental apontada por Driver e Seegmiller (1985).

O excelente resultado obtido reafirma a escolha em implementar o modelo kK — w
isotérmico proposto por Bredberg (2002) como base para incluir o termo de influéncia
do transporte turbulento térmico nas equagoes do modelo de turbuléncia, tal qual fez

Munhoz da Cruz (1989) para o modelo x — € implementado por Brun (1988).

Tabela 4.3: Canal divergente - Conclusoes do estudo

Observacgoes Conclusoes

Nao hé necessidade de refinamento além
As malhas de calculo utilizadas com o mo-
do indicado, na subcamada laminar, mas
delo k —w foram otimizadas, de modo que
pode-se aumentar o grau de refinamento
pelo menos os dois primeiros nés fiquem i ) )
N ] o nas regioes adjacentes para captar efeitos
na regiao laminar da camada limite, com

. secundérios (como a zona de recirculacgao
y* < 2,5.

secundéria mostrada).

_ ~ Fica comprovada a necessidade de ca-
A utilizacao de constantes nao calibradas
) _ | librar cuidadosamente as constantes, as
e do termo proporcional a V2x na equacio
) fungoes de amortecimento e os termos das
de w sem ajustes por DNS e/ou TSDIA - o
_ equagoes do modelo de turbuléncia com
promoveu resultados fracos em relacao ao

base em dados experimentais de alta pre-
modelo por Bredberg (2002).

cisao ou em estudos de DNS e/ou TSDIA.

A estabilidade numérica do cédigo ro-
) . O modelo escolhido é numericamente ro-
dando o modelo x — w é superior quando
) busto, satisfazendo o requisito de esta-
comparada ao uso das leis de parede sofis-
) ) ) _ | bilidade para a implementacao da modi-
ticadas em conjunto com o método de mi- ~
L . ficagao térmica proposta.
nimizagao de Fontoura Rodrigues (1991).
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4.2 Colina abrupta de Loureiro et al. (2005)

O caso teste da colina abrupta de Loureiro et al. (2005 e 2006) é formado por um
escoamento de canal no qual se estabelece um descolamento de camada limite causado
por um suave gradiente adverso de pressao a jusante da colina, similar ao caso teste do
difusor assimétrico de Buice e Eaton (1995), também estudado por Soares e Fontoura
Rodrigues (2004), com descolamento de camada limite turbulenta devido a presenga de
gradientes adversos de pressao, sendo considerado um caso de dificil predigao numérica
devido ao fraco gradiente adverso formado no difusor, tendo sido recomendado no 8°
ERCOFTAC como caso teste decisivo na validacao de modelos de turbuléncia aplicados
a escoamentos com descolamento de camada limite, devido a grande dificuldade de
previsao dos pontos de separacao e de recolamento da camada limite, bem como seu

redesenvolvimento.

Camada limite turbulenta

v (1)
200 _
i g Zona de recirculagao
Ponto de separagao Vortlces turbulentos
100

j\\m/aﬂu

O
Ponto de recolamento
/\% /
0
I]'lITl

-800 ) 800

Figura 4.24: Colina abrupta - esquema do caso (retirado de Loureiro et al. (2005), com
adaptagcoes).

Os estudos numéricos de Soares e Fontoura Rodrigues (2005) indicam que o descola-
mento de camada limite no caso da colina abrupta estudado por Loureiro et al. (2005)
¢ provocado por gradientes adversos ainda mais suaves do que os presentes no caso
do difusor assimétrico, tornando sua predi¢ao numérica mais dificil do que no difusor
assimétrico, sendo portanto um bom caso para validar a implementacao do modelo

K — w proposto. A figura (4.24) mostra um diagrama esquemético do caso.
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A partir do estudo do caso do canal divergente de Driver e Seegmiller apresentado, a
parte isotérmica do modelo Kk — w implementado no cédigo TURBO-2D é exatamente
o modelo proposto por Bredberg (2002). O objetivo do estudo do descolamento de
camada limite provocado pela colina abrupta é verificar se a metodologia empregada
neste modelo, de utilizar somente uma funcao de amortecimento, um termo adicional
de derivada cruzada e constantes calibradas com base em diversos casos estudados com
DNS, é robusta o bastante para prever com precisao razoavel casos considerados de

dificil simulagao numérica.

———— 600 mm } 600 mm } 600 mm ———

236 mir

Figura 4.25: Colina abrupta - dominio de calculo.

Os resultados obtidos com o modelo k£ — w implementado foram comparados com os
dados experimentais de Loureiro et al. (2005) e com os dados de simula¢do numérica
de Soares e Fontoura Rodrigues (2005). Para isso, foi aplicada a mesma metodologia
empregada por Soares e Fontoura Rodrigues (2005): o dominio de célculo foi definido
com 1800mm de comprimento, com a regiao da colina abrangendo os 600mm inter-
medidrios, como exemplificado na figura (4.25), sendo a altura do dominio de 236mm.
A forma da colina é descrita pela equagao (4.3), proposta por Loureiro (2004), é uma
forma modificada da curva conhecida por “Witch of Agnesi”, sendo h(x) a altura da
colina dada em funcao da distancia x a partir do comeco da colina, ambas dadas em
milimetros. Considerando-se que o inicio da secao da colina é em x = 600mm, a altura

maxima da colina é h = 60mm.

75
h(z) = 1T (22/150) 15 . (4.3)

O estudo experimental trata de um escoamento de canal, utilizando agua como fluido
de trabalho, com um nimero de Reynolds de 10.000 baseado na altura da linha d’agua

(a altura do dominio de cdlculo tomado é a mesma) e na velocidade de referéncia
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medida fora da camada limite. As simulagoes realizadas com o coédigo TURBO-2D por
Soares e Fontoura Rodrigues (2005) e neste trabalho foram executadas convertendo-se

o fluido de trabalho para ar, baseado na similaridade do mesmo nimero de Reynolds.
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s 37 i i | . il | 6460 elementos
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W i (39x341) nés
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0 3 35 i 75

xH

Figura 4.26: Colina abrupta - Malha P1 (no alto) e detalhe da malha IsoP2 utilizadas na
simulacao com o modelo kK — w proposto.

A malha de calculo obtida com a metodologia empregada na simulacao do canal diver-
gente, ou seja, calculada para que o valor maximo de y* na parede seja sempre inferior
a 2,5, esta apresentada na figura (4.26), e foi diretamente baseada na malha de célculo
utilizada por Soares e Fontoura Rodrigues (2005). Ressalta-se que a malha de calculo
IsoP2 utilizada por Soares e Fontoura Rodrigues (2005) possuia 13888 elementos, e que
os elementos adicionais na malha mostrada na figura (4.26) encontram-se quase que

em sua totalidade na regiao da sub-camada laminar da camada limite turbulenta.

As condigoes de contorno impostas foram de pressao relativa nula na saida do dominio
de célculo, velocidades especificadas na parte superior (velocidade vertical nula e ho-
rizontal igual & velocidade de vazao do escoamento no canal) e perfis experimentais
na entrada, para a velocidade tangencial u e para a energia cinética de turbuléncia
k, além de um valor pequeno de w, calculado com base nas escalas caracteristicas do
escoamento, também imposto na entrada do dominio de calculo. A notacao de leis de

parede e modelo de turbuléncia utilizado é a mesma apresentada anteriormente.
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Figura 4.27: Colina abrupta - Perfis de velocidade em x = 600mm (a) e x = 750mm (b).
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Figura 4.28: Colina abrupta - Perfis de velocidade em z = 900mm (a) e x = 930mm (b).

Nas figuras de (4.27) a (4.31) estdo mostrados diversos perfis de velocidade obtidos
na regiao da colina. A localizacao de cada perfil é dada em milimetros, a partir da
origem indicada na figura (4.25). Na figura (4.27), os perfis mostrados sdo a montante
do topo da colina, localizado em z = 900mm. Nota-se uma defasagem entre os perfis

da lei logaritmica classica em relacao aos perfis obtidos com o modelo Kk — w e com as
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demais leis de parede. Esse efeito se deve ao gradiente de pressao que surge na regiao

da colina: uma vez que a lei logaritmica nao é sensivel a pressao, é de se esperar que

os perfis obtidos com ela sejam diferentes dos obtidos com as demais leis de parede e

com o modelo Kk — w.
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Figura 4.29: Colina abrupta - Perfis de velocidade em = = 975mm (a) e x = 1050mm (b).
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Figura 4.30: Colina abrupta - Perfis de velocidade em x = 1125mm (a) e z = 1200mm (b).

12 14

84

y/H

0.7

0.6 |

Experimental X
K- ——

K-€ (log) —&—

0 02 04 06 08 1

u/Uq

(b)

12 14



0.7 0.7 T T T T
Expefiment Experimental X
L K- L K-00 ——
0.6 K-€ (lo 0.6 K-€ (log) —a—
K-S('\ K-E(M) .........
05 | K-€ (NE 05 K-€ (NK)
K- (CSF K- (CSF) -
0.4
T I
= > 03
0.2
0.1 /
0
0.2 0 02 04 06 08 1 12 14 02 0 02 04 06 08 1 12 14
ulU, u/Ug

(a) (b)

Figura 4.31: Colina abrupta - Perfis de velocidade em = = 1300mm (a) e x = 1500mm (b).

O descolamento observado experimentalmente ocorre exatamente no ponto de medigao
mostrado na figura (4.28 b), em = = 930mm. Na regiao de recirculagao, os melhores
resultados foram obtidos com o modelo kK — w, principalmente na regiao do perfil mais

proxima a parede, seguido pelos perfis obtidos com a lei de Cruz e Silva Freire.

Observa-se uma fraca concordancia do resultado obtido com a lei de Nakayama e
Koyama, devida a alta instabilidade da simulacao com esta lei, que operou limitada
a y* = 0,8. Obviamente, neste valor tao baixo de y* o modelo k — ¢ a alto-Reynolds
é ineficiente, e mesmo com o algoritmo de minimizagao de residuos ativado no limite,
nao era possivel aumentar o valor de y* na simulacao com a lei de Nakayama e Koyama
sem que o calculo divergisse. A titulo de comparacao, a simulagao com a lei de Cruz e
Silva Freire gerou resultados bem mais coerentes, mesmo tendo apresentado uma ins-
tabilidade numérica semelhante. A diferenca é que a lei de Cruz e Silva Freire tolerou
bem o calculo com y* = 3,1, que juntamente com o método de minimos residuos, ga-
rantiu os bons resultados. Certamente essa diferenca foi responsavel pelo desempenho
insatisfatorio da lei de Nakayama e Koyama no estudo realizado por Soares e Fontoura
Rodrigues (2005).

Os resultados obtidos com o modelo kK — w sdo tao bons quanto os obtidos com a lei
de Cruz e Silva Freire, porém um pouco melhores na regiao mais préoxima a parede. A

simulagao com o modelo x — w na malha utilizada limitou-se a um y* méaximo de 1,2
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nos primeiros nés da malha IsoP2, ratificando a validade da metodologia de geracao

de malha empregada.

O recolamento da camada limite observado experimentalmente ocorre pouco antes
de x = 1300mm. Observa-se claramente que a lei de Mellor prevé o recolamento
antecipadamente, e por essa razao, pode-se ter a falsa impressao de que os resultados
com ela obtidos sao melhores em x = 1300mm do que os resultados obtidos com o
modelo kK —w. Na verdade, observando a figura (4.31), nota-se que em = = 1300mm, o
modelo kK —w e a lei de Cruz e Silva Freire ainda captam muita recirculagao em relagao
aos dados experimentais, mas ao deslocarmos o ponto avaliado mais a jusante da colina,
em x = 1500mm, vemos que tanto o modelo k — w quanto a lei de Cruz e Silva Freire
rapidamente redesenvolvem o perfil de velocidade a praticamente o mesmo nivel de

concordancia do que a lei de Mellor, que prevé o recolamento mais antecipadamente.
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Figura 4.32: Colina abrupta - Perfis de energia cinética de turbuléncia em = = 600mm (a) e
x = 750mm (b).

Todos os perfis de energia cinética de turbuléncia calculados subestimaram pela mesma
diferenca o valor de energia cinética do escoamento médio, provavelmente devido a
forma de aplicacao da condicao de contorno de x na entrada: o perfil experimental é
interpolado linearmente entre os nés da malha, e o erro numérico torna-se essencial na
regiao mais proxima a parede, onde o gradiente de energia cinética de turbuléncia é

muito forte. Mesmo assim, os perfis de energia cinética de turbuléncia deixam mais
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evidente a robustez e a alta sensibilidade do modelo kK — w implementado, pois em

todos os casos as previsoes do modelo tiveram concordancia bem superior com os

dados experimentais em relacao aos perfis obtidos com o modelo k — ¢.
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Figura 4.33: Colina abrupta - Perfis de energia cinética de turbuléncia em z = 900mm (a) e
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x = 930mm (b).
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Figura 4.34: Colina abrupta - Perfis de energia cinética de turbuléncia em z = 975mm (a) e
x = 1050mm (b).
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Alguns resultados ja eram esperados, como a boa aproximacgao da lei logaritmica nos

dois perfis anteriores ao descolamento, e como o perfil de « fica totalmente subestimado

nos perfis
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Figura 4.36: Colina abrupta - Perfis de energia cinética de turbuléncia em x = 1300mm (a)
e x = 1500mm (b).
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Outro resultado esperado ¢é a fraca concordancia dos perfis obtidos com a lei de Na-
kayama e Koyama. Uma vez que essa lei se baseia exatamente no campo calculado de
Kk, os resultados ruins de velocidade ja indicavam qua a previsao dos perfis de x nao
seriam boas. Porém, é fato que apds o recolamento, o resultado da lei de Nakayama
e Koyama passa a ter concordancia melhorada, mas ainda insuficiente se comparada
com os demais resultados. O melhor resultado com modelo k — ¢ foi o obtido com a lei
de Cruz e Silva Freire, que supera o modelo x — w no perfil medido em x = 1200mm.
Nos demais perfis de energia cinética de turbuléncia, os resultados do modelo k —w sao
melhores. O gradiente na regiao mais préxima a parede foi bem aproximado, enquanto

os valores de x em uma regiao intermediaria chegaram a ser perfeitamente previstos,

como no perfil obtido em z = 1125mm.

05 p—— \

Figura 4.37: Colina abrupta - comparagao das zonas de recirculagao obtidas com os modelos
k — ¢ - lei de Mellor (a), lei de Nakayama e Koyama (b) e lei de Cruz e Silva Freire (c) - e
k—w (d).
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Sao mostradas as zonas de recirculagao obtidas com todas as simulacoes utilizadas, na

figura (4.37), e os campos qualitativos obtidos com o modelo k — w, na figura (4.38).
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Figura 4.38: Colina abrupta - campos qualitativos obtidos com o modelo kK — w para a
pressao (no alto), para o campo de velocidade horizontal (ao meio) e para a energia cinética
de turbuléncia.

Tabela 4.4: Colina abrupta - resultados da zona de recirculacao para os modelos e leis de
parede utilizadas no cédigo TURBO-2D - pontos de descolamento, recolamento, comprimento
da zona de recirculacgao e erro percentual em relacdo ao experimental.

Modelo Descolamento | Recolamento | Recirculagao Erro %
utilizado xq/H x;/H L, = (Xrﬁ_xd) %
Mellor 3,96 5,664 1,704 9,23%
Nakayama

e Koyama 3,94 6,125 2,185 40,06%
Cruz e Silva Freire 3,945 5,39 1,445 7,37%
K—w 3,905 5,45 1,545 0,96%
Experimental 3,94 5,50 1,56 —
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Comparado com o trabalho de Loureiro et al. (2006), o modelo k—w foi o que obteve o melhor
desempenho, seguido pela lei de Cruz e Silva Freire, mas com uma diferenga consideravel
entre ambos. Na tabela (4.4) estdo resumidos os valores obtidos com cada lei de parede e
com o modelo Kk — w para a zona de recirculagao. Dada a boa capacidade do modelo x — w
implementado na simulagao do escoamento sobre a colina abrupta, sao obtidos resultados
numéricos com precisao eqiiivalente a incerteza de medigao experimental. Os bons resultados

obtidos validam a escolha do modelo de Bredberg (2002) e a implementagao numérica.

4.3 Placa plana fortemente aquecida de Ng (1981)

Uma vez validada a implementacao do modelo x — w de Bredberg (2002) no c6digo
TURBO-2D, a etapa seguinte é caracterizada pela implementagao de um termo adi-
cional as equagoes de transporte de k e de w para computar os efeitos de gradientes

térmicos como agentes de produgao adicional de turbuléncia e de sua taxa de dissipacao.

A fim de verificar a influéncia deste termo de fonte nos resultados de simulagoes de
escoamentos turbulentos com transporte de energia, foram selecionados dois casos de
camada limite turbulenta hidrodinamica e térmica, um de conveccao forcada e outro de
conveccao natural. A metodologia para simulacao numérica da camada limite térmica
turbulenta sob conveccao forcada foi testada com uma simulacao de escoamento de ar
totalmente desenvolvido, que incide sobre placa plana horizontal, fortemente aquecida.
A base de comparacao para a simulacao numérica foram os dados experimentais de Ng
(1981).

No caso teste de Ng (1981) o escoamento é totalmente desenvolvido em tiunel de vento,
sob temperatura ambiente de 293K e velocidade de escoamento livre de 10,5m/s.
Este fluxo incide sobre a secao de teste, constituida por uma placa plana com 250
mm de comprimento, mantida sob temperatura constante de 1250 K. A parte final do
desenvolvimento do perfil de velocidade é feita em um canal de secao quadrada com

arestas de 100mm, apresentando 500mm de comprimento.

O canal de desenvolvimento apresenta em seu trecho inicial, medindo 250mm de com-
primento, parede inferior rugosa, concebida para acelerar o desenvolvimento do perfil.
Na segunda metade do canal de desenvolvimento a parede inferior é lisa, construida
com material e acabamento superficial idénticos ao da secao de teste, que, por sua vez,

se apresenta como um prolongamento natural da parede inferior do canal de desen-
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volvimento, totalmente exposta a atmosfera do laboratério. O nimero de Reynolds
do escoamento que entra na secao de teste, tomando como dimensao caracteristica a

altura da secao reta do canal de desenvolvimento, é de 66460.

T..R,
" < ,
O Sec#o de célculo T.. PR,

Figura 4.39: Placa aquecida - Esquema da montagem experimental e do dominio de célculo

04
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% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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04
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00 0.2 04 0.6 0.8 1
X

Figura 4.40: Placa aquecida - Malhas de cdlculo: pressao (superior) e velocidade (inferior)

O dominio de célculo adotado abrange apenas a regiao da secao de teste, sendo cons-

tituido por um retangulo medindo 100mm de altura e 250mm de comprimento. A

92



figura (4.39) demonstra o esquema da montagem experimental de Ng e o dominio de

calculo considerado.

As malhas para o cédlculo de pressao e velocidade est@o representadas na figura (4.40).
O refinamento destas malhas foi obtido apds diversas simulagoes de teste para avaliar
as regioes de maior gradiente, sendo estes observados na entrada do dominio e sobre o
contorno sélido, seguindo a metodologia de Soares e Fontoura Rodrigues (2003 e 2004),
que estudaram este caso com o modelo kK —e implementado no cédigo TURBO-2D, com
duas variantes de condig¢oes de contorno de parede: utilizar as leis logaritmicas cléssicas
e de Cheng e Ng (1982) para velocidade e temperatura em conjunto, ou utilizar as leis

de parede de Cruz e Silva Freire (1998 e 2002) para velocidade e temperatura.

Os resultados obtidos com o modelo kK — w foram confrontados com os dados experi-
mentais de Ng (1981) e com as simulagoes numéricas realizadas com o modelo k —¢ do
cédigo TURBO-2D, oriundos dos estudos realizados por Soares e Fontoura Rodrigues
(2003 e 2004). Foram realizadas duas simulacoes distintas com o modelo kK — w: uma
sem incluir o termo térmico adicional proposto nas equagoes (2.83) e (2.84), represen-
tada pela legenda [k — w], e outra considerando os termos adicionais nas equagoes de

K e w, representada pela legenda [k — w*].

Uma vez que a documentagao do caso teste nao abrange dados suficientes da taxa
de dissipacao de energia cinética de turbuléncia na entrada do dominio de célculo,
os valores corretos de w a serem impostos como condicao de contorno de entrada no
dominio deveriam ser, e foram, estimados. E também sabido que modelos k—w cldssicos
sofrem uma forte influéncia dos valores de w do escoamento médio, muitas vezes, valores
estimados por andlises de escala e fisicamente coerentes, com pouca diferenga, como
por exemplo 2,3Hz e 2,8H z, podem gerar resultados completamente diferentes. Além
disso, a convergéncia numérica é seriamente comprometida a medida em que os valores

escolhidos de w para o escoamento livre variam demais em relagao ao valor “correto”.

Como ja citado anteriormente, o termo de derivada cruzada na equacao de w possui
como finalidade reduzir a forte influéncia negativa que os valores de w para o esco-
amento médio tenham sobre os resultados finais, além de corrigir o comportamento
assintético da equacao de w de tal forma que os resultados obtidos com DNS sejam
recuperados. Foi realizado um teste parelelo baseado no caso teste de Ng a fim de

verificar, qualitativamente, a influéncia do termo de derivada cruzada.
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Basicamente, o teste foi conduzido da seguinte forma:

Teste (a): Foi imposto um valor arbitrario de w, e realizada uma simula¢do com
o termo de derivada cruzada desligado. O resultado dessa simulacao

claramente divergiu para uma situagao desprovida de sentido fisico;

Teste (b): Em seguida foi realizada outra simulagdo numérica com as mesmas
condicoes de contorno arbitrarias, porém com o termo de derivada cru-
zada ligado. Constatou-se que, embora o resultado obtido dessa forma
ainda estivesse longe do ideal, o termo de derivada cruzada relaxa subs-
tancialmente a dependéncia dos resultados com relacao ao valor de w
imposto, pois o campo de velocidade obtido ja se aproxima de uma si-

tuagao real;

Teste (¢): Por fim, é mostrada a simulagdo com o valor corrigido de w imposto,
que gerou os resultados definitivos, confirmando que o termo de derivada
cruzada nao acaba completamente com a dependéncia dos valores do
escoamento médio de w, mas tem a capacidade de controlar fortemente o

calculo para que nao se chegue a uma situagao de divergéncia numérica.

Esses testes do termo de derivada cruzada foram realizados com o termo térmico adi-
cional das equacoes de k e w desligados, e os campos de velocidade obtidos estao

mostrados, na mesma ordem em que foram citados, na figura (4.41).

O valor inicialmente utilizado para w foi calculado com uma anélise de semelhanga
de escala, entre a dissipacao das menores escalas e das maiores escalas, da seguinte
forma: suponhamos que haja um ponto de intersecao entre um vértice da ordem do
comprimento caracteristico do escoamento com um vértice do tamanho da escala de
Kolmogorov. Uma vez que a velocidade linear neste ponto ¢ igual para os dois votices,
a freqiiéncia das maiores escalas pode ser estimada pois a velocidade caracteristica de
um vértice da escala de Kolmogorov é Re(='/4. Sendo w;, o valor da freqiiéncia das

maiores escalas, que sera imposta como condi¢ao de contorno, temos que:

Re~1/4
w = — > 44
L= (4.4)
onde Re é o nuimero de Reynolds do escoamento e Ly é a escala de comprimento

caracteristica do caso estudado, que para a placa plana aquecida é exatamente o com-

primento da secao de calculo.
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Figura 4.41: Placa aquecida - Campos qualitativos de velocidade horizontal: referente ao
teste descrito como “Teste (a)”; referente ao teste descrito como “Teste (b)”; e referente ao
teste descrito como “Teste (c)”.

Verificou-se com esse teste que o valor estimado dessa forma ainda é muito elevado
para ser utilizado como condi¢ao de contorno. Apds testar uma ampla gama de va-

lores, chegou-se a um valor étimo para a condicao de contorno de w como sendo 40
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vezes menor do que o calculado pela equacao (4.4). Ressalta-se também que no caso
experimental, a camada limite foi desenvolvida em um duto com alta rugosidade super-
ficial, com o intuito de desenvolver mais rapidamente um perfil turbulento plenamente
desenvolvido. Ocorre que a transicao da interface rugosa para a lisa provoca uma al-
teracao nitida no perfil de energia cinética de turbuléncia, conforme pode ser observado
no campo da figura (4.42), chegando a provocar uma pequena zona de recirculagdo no

inicio na placa, conforme pode ser visto na figura (4.43).
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Figura 4.42: Placa aquecida - Campos qualitativos de p e de k referentes ao teste descrito
como “Teste (c)”.

Tendo definido a condi¢ao de contorno para w, as demais condigoes de contorno impos-
tas foram as seguintes: para a regiao de entrada do dominio de célculo, sao impostos

os perfis experimentais de Ng (1981) para temperatura, velocidade e energia cinética
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de turbuléncia, além do valor estimado para a taxa de dissipacao w; para a parede
aquecida é feita integracao até a parede onde prevalecem condi¢oes de impenetrabili-
dade e temperatura de 1250 K; para o contorno do dominio de célculo oposto a parede
aquecida, sao especificados valores ambientais de pressao e temperatura, para as com-
ponentes u, Kk e w sao adotados os mesmos valores do perfil experimental na entrada
do dominio, e para a componente vertical da quantidade de movimento é imposta uma
condicao de derivada nula; e finalmente para a regiao de saida do dominio de calculo
¢ imposta pressao de referéncia e sao impostas condigoes de derivada nula na direcao

longitudinal para todas as demais variaveis.

0.002 [ ,\\

0.002 0.004
X

Figura 4.43: Placa aquecida - Recirculagao devida a transicao de parede rugosa para parede
lisa - note que as distancias da figura sao adimensionalizadas pelo comprimento da placa.
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Figura 4.44: Placa aquecida - Perfis de velocidade horizontal: x = 125mm (a) e x = 182 (b).
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Os resultados apresentados sao relativos aos perfis transversais de velocidade e de massa
especifica, em duas estacoes de coleta de dados, situadas a 125mm e 182mm do inicio
da secao de teste, além de resultados tomados ao longo de todo o comprimento da
secao de teste, representando respectivamente as espessuras das camadas limites de

velocidade e de temperatura e nimeros de Stanton locais do escoamento sobre a placa.

Os resultados obtidos das simulagdes com o modelo kx — w, indicados por (kK — w)
para o modelo isotérmico de Bredberg (2002) e (k — w*) para o modelo extendido
proposto neste trabalho, sao confrontados com os dados experimentais e com os dados
das simulacoes numéricas do codigo TURBO-2D utilizando o modelo x — ¢, com as
leis logaritmicas classica e de Ng para velocidade e temperatura, indicados por (k — ¢
log), e com as leis de Cruz e Silva Freire, para velocidade e temperatura, indicados por
(k — e CSF), obtidos por Soares e Fontoura Rodrigues (2004).

Nota-se que o modelo kK — w oferece uma melhor aproximacao aos dados experimentais
para os perfis de velocidade obtidos, mostrados na figura (4.44), na regiao da parede,
enquanto o modelo K —¢ representa melhor o escoamento mais ao final da camada limite.
Porém a utilizagao dos termos térmicos propostos nao modificou significativamente os
perfis, tal como aconteceu com os resultados obtidos com o modelo k — ¢ utilizando

diferentes leis de parede de velocidade e temperatura.
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Figura 4.45: Perfis de energia cinética de turbuléncia em x = 125mm (a) e z = 182 (b).
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O mesmo efeito é observado nos perfis de energia cinética de turbuléncia, mostrados nas
figuras (4.45a) e (4.45b), com o modelo Kk — w tentando se aproximar melhor do valor
maximo na proximidade da parede, e o modelo k — € recuperando melhor os valores ao
final da camada limite. Ainda assim, nota-se uma queda significativa da representacao
do perfil de k em relagao aos casos isotérmicos. Esse fato é explicado devido a natureza
do escoamento parietal térmico, ainda mais evidente sob o forte aquecimento deste caso:
nao existe a condi¢ao de eqiiilibrio entre producao e dissipagao de turbuléncia, base
da prépria hipotese da viscosidade turbulenta. Como ambos os modelos se baseiam
nesta hipdtese, é realmente de se esperar que a medida em que o escoamento estudado
tem a condicao de nao-eqiilibrio mais evidente, os resultados das simulacoes sejam
mais discrepantes. Dessa forma, um ou outro modelo devera se destacar nao em obter
perfis mais concordantes, mas sim em predizer corretamente as propriedades criticas

na parede, como o nimero de Stanton, por exemplo.

Os resultados obtidos para os perfis de massa especifica, tanto na figura (4.46a) como
na figura (4.46b), sdo semelhantes e mostram mais nitidamente o efeito da condigao de
nao-equilibrio do escoamento estudado. O modelo x —w, mais sensivel a este fato, falha
em predizer os valores do escoamento médio, onde o modelo k — € se destaca. Nota-se
também que a influéncia da modificagao proposta ao modelo x — w é minima, mesmo
nos perfis de energia cinética de turbuléncia, claramente devido ao fato de que as forgas

de inércia sao muito mais influentes neste escoamento do que as forgas gravitacionais.
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Figura 4.46: Perfis de massa especifica em x = 125mm (a) e z = 182 (b)
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Figura 4.47: Espessura da camada limite turbulenta de velocidade (a) e espessura da camada
limite turbulenta de temperatura (b)

Nas figuras (4.47a) e (4.47b) estdo apresentadas, respectivamente, as espessuras das
camadas limites de velocidade e de temperatura, tomadas ao longo de todo o compri-
mento longitudinal da placa aquecida. Mais uma vez, nota-se como o modelo kK — ¢
preve melhor o escoamento na regiao proxima ao final da camada limite, tendo o modelo

k — w essencialmente superestimado todos os valores de espessura de camada limite.

O resultado da figura (4.47a) mostra que a estimativa obtida pelo modelo kK — ¢ é
idéntica para as duas leis de parede quando calcula-se a camada limite hidrodinamica,
e a lei de Cruz e Silva Freire para temperatura melhora um pouco o resultado para
a camada limite térmica mais ao centro da placa, enquanto a lei logaritmica mostra
melhores resultados no final da placa aquecida. Pelos resultados de camada limite
hidrodinamica e térmica, pode-se concluir que a modificacao proposta ao modelo Kk —w

nao influi significativamente a previsao de propriedades do escoamento longe da parede.

Ao se avaliar, porém, a taxa de transferéncia de calor na parede, através do nimero
de Stanton, verifica-se que o modelo k —w consegue captar muito bem as propriedades
do escoamento na regiao mais proxima a parede. Na figura (4.48), estd apresentado
o resultado correspondente ao nimero de Stanton local, que representa um coeficiente
sem dimensao de troca de calor por convecgao, definido por St, avaliado ao longo de
todo o comprimento da placa plana aquecida, pela relagao recomendada por Incropera

e DeWitt (1966) onde o gradiente de temperatura é tomado na forma nao-dimensional:
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St =

Este resultado mostra dois fatos de suma importancia. O primeiro é que, enquanto o
modelo k—¢e se mostrou mais adequado ao calculo das propriedades do escoamento mais
afastado da parede, isto €, a concordancia com os dados experimentais dos resultados
obtidos com ele é boa mais ao final da camada limite, o modelo x — w capta muito
bem os gradientes de velocidade e temperatura imediatamente préximos a parede, e
consequientemente, as propriedades criticas como a taxa de troca de calor entre o fluido

e a parede sao muito bem aproximados. O modelo k — € ja apresenta concordancia

extremamente reduzida na subcamada laminar. Ressalta-se que nas simulagoes de

Soares e Fontoura Rodrigues (2004), o valor de y* para as simulagoes com o modelo

Kk — € se situaram na subcamada laminar, com valor maximo de y* igual a 8.
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Figura 4.48: Numero de Stanton para o escoamento sobre a placa plana aquecida

A outra forte evidéncia mostrada por este resultado é a diferenca obsrvada entre os

graficos de nimero de Stanton para o modelo isotérmico de Bredberg e para o modelo
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extendido, proposto neste trabalho. Nota-se que os termos adicionais nas equacoes
de Kk e w agem positivamente como atenuadores das oscilacoes obtidas no célculo das
propriedades na vizinhanca préxima a parede, possibilitando uma melhor concordancia

com os dados experimentais.

Concluindo, o estudo deste caso mostrou que o modelo k —w é mais sensivel a condicoes
de nao equilibrio do que o modelo k—¢. Porém, o modelo xk—w mostra-se muito bom em
prever propriedades criticas do escoamento na regiao da parede, haja visto o excelente

resultado obtido para o nimero de Stanton local ao longo da parede aquecida.

Tabela 4.5: Placa aquecida - Conclusoes do estudo

Observacgoes

Conclusoes

O modelo k —w sofre menos influéncia dos va-
lores de w para o escoamento médio quando
possui um termo de derivada cruzada devida-

mente calibrado.

Os valores de w podem ser estimados inicial-
mente com a equagao (4.4), e posteriormente
ajustados/corrigidos de forma que os resulta-

dos obtidos sejam satisfatérios.

O modelo k — w utilizado supera o modelo
k — € no calculo de propriedades criticas na

regiao parietal.

Por ser mais sensivel a condicoes de nao-
eqiiilibrio, a modelagem na regiao logaritmica
pode ser comprometida com o modelo kK — w,
sem contudo comprometer o calculo na subc-

mada laminar.

A extensao térmica ao modelo k —w de Bred-
berg (2002) se mostrou eficiente no célculo do
coeficiente de troca de calor ao longo da placa

aquecida.

A previsdo de propriedades criticas na in-
terface sélido-fluido é melhorada com a uti-
lizacao do modelo proposto, justificando sua

aplicacao e o objetivo deste trabalho.

Este estudo também mostra que, mesmo em escoamentos estabelecidos em condigoes
de nao-eqiiilibrio e dominados por forcas de inércia, a presenca de termos de fonte nas
equacoes de k e de w ¢é benéfica no sentido de eliminar eventuais oscilacoes numéricas
nos resultados. Em muitos casos de escoamentos turbulentos térmicos de interesse em
engenharia, o que se deseja é exatamente prever as propriedades de troca de calor
do fluido com a parede. Com isso, conclui-se que, mesmo com custo computacional
relativamente maior, o modelo Kk — w extendido proposto neste trabalho é bastante
adequado a aplicagoes de escoamentos turbulentos parietais térmicos. A tabela (4.5)

resume as observagoes e conclusoes obtidas com este estudo.
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4.4 Convecgao natural sobre placa vertical de Tsuji e Nagano (1988)

Com o objetivo de fechar a campanha de validacao do modelo extendido proposto,
julgou-se necessario validar a metodologia deste trabalho em escoamentos turbulentos
provocados exclusivamente pela acao de gradientes térmicos no fluido. Para isso, o
caso da convecgao natural sobre placa plana vertical de Tsuji e Nagano (1988) é re-
comendado pela ERCOFTAC para este tipo de estudo, devido a boa documentacao

experimental e numérica disponivel.

O caso em questao trata de um escoamento de ar sobre uma placa plana vertical de
cobre com quatro metros de altura por um de largura, provocado exclusivamente pelo
aquecimento da placa a uma temperatura constante de 60°C'. A turbuléncia neste tipo
de escoamento é provocada exclusivamente por forcas gravitacionais induzidas pelo
gradiente térmico no fluido, com flutuacoes significativas de velocidade e temperatura
ocorrendo a velocidades baixas. A placa fica suspensa, longe do chao e das paredes do
laboratério, e a camada limite naturalmente transiciona de laminar para turbulenta
em um ponto préximo a 80cm de altura, a partir da borda da placa. As escalas

caracteristicas deste escoamento, em funcao dos parametros térmicos, sao:

1. Temperatura ambiente: T, = 15,0°C’;

2. Viscosidade cinemdtica ambiente: v = 1,67 1075 m?/s;

3. Pressao atmosférica ambiente: p, = 1017hPa;

4. Temperatura da placa aquecida: T,, = 60,0°C'

5. Numero de Prandtl: Pr = 0.71;

6. Numero de Grashof local: Gr, = [g(T\, — T.)y?]/[(273 + T,)v?] = 5,50 10%3;

7. Numero de Nusselt local: Nuy, = (¢u.2)/[(Tw — Tu) )

(gw € o fluxo de calor na parede e A\, é a condutividade térmica do fluido);

8. Velocidade de referéncia: U, = (g(T,, — T,)v/(273 4+ T,))/?) = 0,0295 m/s.

Na figura (4.49) é mostrado o diagrama do caso teste e a localizagdo do dominio de
calculo. De acordo com os autores e contribuintes da ERCOFTAC, duas aproximacoes

podem ser utilizadas para resolver numericamente este caso. A primeira, nao utilizada
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neste trabalho, consiste em simular a placa desde o inicio, passando pela transi¢ao para
regime turbulento e entao medir as propriedades turbulentas em y = 2,535m. A outra
alternativa é iniciar o célculo em y = 1,438m, tendo como condi¢ao de contorno de
entrada os perfis experimentais. Como fenomeno de transicao nao é objeto de estudo

neste trabalho, a segunda estratégia numérica foi adotada.

25m parede
aquecida -

Figura 4.49: Conveccao natural - Diagrama do caso teste e do dominio de célculo.

A malha de calculo para este caso também foi gerada com base na analise das escalas
caracteristicas, e estd mostrada na figura (4.50). As simulagdes com esta malha ficaram
quase no limite de utilizagao, com um y* maximo verificado de 2,3. Para este caso,
foi seguida a mesma metodologia aplicada no estudo da conveccao forcada sobre placa
plana fortemente aquecida: o modelo kK — w foi utilizado com e sem a extensao térmica

proposta, e os resultados estao apresentados seguindo a mesma notagao.

As condigoes de contorno impostas foram os perfis experimentais na entrada, e condicoes
ambientes nos outros contornos. A condicao de contorno para w foi calculada com base
nos valores experimentais disponiveis de tempo caracteristico de emissao turbulenta.
Os resultados obtidos, mais uma vez, foram confrontados com os dados experimentais e
com os resultados apresentados por Soares e Fontoura Rodrigues (2004) para os perfis
de velocidade e de temperatura em trés pontos da placa, além da avaliacao do nimero

de Nusselt do escoamento em fun¢ao do nimero de Rayleigh local.
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Figura 4.50: Conveccao natural - Malhas de cédlculo utilizadas: malha P1 a equerda, malha
IsoP2 ao centro e a direita o detalhe do refinamento da malha na regiao parietal.
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Figura 4.51: Convecgao natural - Campos qualitativos de velocidade, temperatura e de ener-
gia cinética de turbuléncia - repare nos valores de velocidade vertical negativos, indicando a
entrada de ar pela parte superior do dominio (simulagao com o modelo extendido).

Este caso possui algumas caracteristicas interessantes, como por exemplo, a camada
limite imposta como condicao de entrada nao é plenamente desenvolvida. O compri-

mento de referéncia mostou ser um fator decisivo na predicao de fluxo térmico, por vezes
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causando forte instabilidade e até mesmo divergéncia numérica. O valor mais acertado
para o comprimento caracteristico foi exatamente a posicao y na qual o calculo se ini-
cia, ou seja, tomando-o como 1,438m. Outro fato curioso é a condicao de contorno
ambiental para velocidade e pressao. Os autores apontam que ha um pequeno fluxo la-
teral no sentido da placa entrando no dominio, e que por vezes a velocidade vertical em

pontos afastados da placa eram negativos e também pequenos em ordem de grandeza.

O cédigo TURBO-2D nao se adaptou a estas condigoes de velocidade, e superestimou
em todos os casos o fluxo lateral de massa. A saida foi impor condicao de velocidade
nula na lateral oposta a parede, e permitir que um fluxo de massa entre pela parte
superior do dominio, do lado oposto ao da placa. Essa estratégia numérica resolveu

o problema de imposicao do fluxo lateral e nao atrapalhou os resultados na regiao da

parede.
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Figura 4.52: Conveccao natural - Perfis de velocidade e temperatura em y = 1,918m.

De fato, era de se esperar que as diferencas entre o modelo isotérmico de Bredberg
(2002) e o modelo extendido proposto neste trabalho ficassem mais evidentes nos per-
fis de velocidade e de temperatura, porém esse fato somente ocorreu nos perfis de
velocidade e de temperatura em y = 1,918 m, visualizados na figura (4.52), e ainda as-
sim, as diferencas observadas foram realmente pequenas, diferentemente do que ocorre
com as leis de parede logaritimica e de Cruz e Silva Freire para o modelo kK — €. Esta
ultima gerou perfis de velocidade com comportamento semelhante ao observado pelas
simulagoes com o modelo Kk —w na regiao mais proxima a parede e recupera o compor-

tamento da lei logaritmica na regiao mais externa da camada limite. Curiosamente, no
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perfil obervado em y = 3,244m na figura (4.54), o perfil de velocidade vertical calculado

pela lei de Cruz e Silva Freire destoou em relagao aos demais.
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Figura 4.53: Conveccao natural - Perfis de velocidade e temperatura em y = 2,535m.
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Figura 4.54: Conveccao natural - Perfis de velocidade e temperatura em y = 3,244m.

Observa-se que em y = 1,918m, o modelo k — ¢ com a lei logaritmica calculou melhor a

regiao proxima a parede, em especial, conseguiu prever bem o valor méaximo do perfil

de velocidade. Ja na regiao mais externa, deixou de concordar satisfatoriamente com

os dados experimentais, exatamente ao contrario do modelo x —w para o mesmo perfil.

107



No geral, todos os modelos obtiveram concordancia razoavel com os dados experimen-
tais, com maior destaque para a lei logaritmica que modelou melhor os valores méaximos
de velocidade e se aproximou mais dos dados experimentais em todos os perfis de tem-

peratura medidos.

800 ! ! ! !
K- -eeeees | | |
K—w* LR )
K-S (log) LI I I “\‘\‘\ﬂ‘
700 B K'E(CSf) '"\,'\"-" ‘:\\:‘\'\\! 7
Experimental +—— Pt
: \:‘\\“\%ﬂ\‘-‘- 4
600 &
>
Z
500 s
O
300 ‘ ‘ ‘
5e+10 le+11 1.5e+11 2e+11 2.5e+11

Ra

Figura 4.55: Conveccao natural - Grafico do nimero de Nusselt pelo nimero de Rayleigh
local.

O teste final é avaliar o coeficiente de troca de calor entre a parede e o fluido, corre-
lacionando o ntiimero de Nusselt com o nimero de Rayleigh. O niimero de Nusselt foi
medido nas simulagoes como o gradiente de temperatura adimensional no primeiro né

da malha:

Nu(y) = <i§)x:o , (4.6)

e o numero de Rayleigh definido por Ra = GrPr, utilizando a correlagao experimental

levantada pelos autores do caso experimental:

Ra(y) = Gr(y).Pr = 3,905 107y* . (4.7)
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Novamente, apesar de ter obtido concordancia razoavel nos perfis de velocidade e tem-
peratura, o modelo K — w modelou com alto grau de concordancia a realidade experi-
mental do fenomeno de transferéncia de calor em regime turbulento na camada limite
gerada por conveccao natural. E, exatamente como observado no caso da convecgao
forcada de Ng (1981), a utilizagdo da extensao térmica ao modelo de turbuléncia de
Bredberg (2002) suavizou as oscilagoes caracteristicas do modelo isotérmico. Conforme
os resultados apresentados por Soares e Fontoura Rodrigues (2004), a lei logaritmica
de temperatura de Cheng e Ng (1982) também gera bons resultados para o coeficiente

de transferéncia de calor.

Resta comprovada a eficacia da extensao térmica proposta ao modelo de turbuléncia
k — w de Bredberg (2002), pois é comprovado um efeito estabilizador que atua posi-
tivamente no calculo das propriedades criticas de escoamentos térmicos na interface
da parede sélida com o fluido. Deve ser ressaltado que a calibracao das constantes
da extensao do modelo seguiu exatamente o proposto por Munhoz da Cruz (1989). E
possivel que uma calibracao mais refinada dos termos adicionais, tanto na equacao de
transporte de k como na de w possa melhorar ainda mais a predi¢ao das caracteristicas

turbulentas de escoamentos dilataveis.

Fica também comprovado que a extensao ao modelo de turbuléncia é benéfica tanto em
escoamentos com predominancia de forcas de inércia (como no caso de Ng) como em
casos de conveccao natural turbulenta. Com isso, mostrou-se que é possivel adequar
modelos de turbuléncia consagrados de forma a melhorar a previsao de escoamentos

turbulentos parietais dilataveis.
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5 Conclusao

Este trabalho teve como objetivo implementar um modelo x — w de baixo-Reynolds no
cddigo académico TURBO-2D, robusto e numericamente estavel, vindo de uma geragao
de modelos de turbuléncia a duas equacoes extensivamente calibrado com base em
resultados obtidos de simulagoes numéricas diretas. O modelo proposto por Bredberg
(2002) foi implementado com sucesso e provou ser um modelo que atende plenamente
ao que se pretendeu com este trabalho, sendo capaz de gerar excelentes resultados
em escoamentos isotérmicos e dilataveis, com apenas uma funcao de amortecimento

aplicada diretamente ao calculo da viscosidade turbulenta.

Além disso, foi proposta uma metodologia de deducao das equagoes de um modelo
de turbuléncia, que resulta em uma extensao as equacoes de um modelo tradicional,
tornando-o capaz de computar os efeitos de flutuagoes turbulentas térmicas na geragao
de turbuléncia hidrodinamica. Nos escoamentos térmicos estudados, tal extensao pro-
moveu um efeito atenuador de oscilagoes numéricas no calculo das propriedades criticas
da interacao entre o fluido e a parede, como o niimero de Nusselt e o nimero de Stanton,
ambas de alto interesse em projetos de engenharia nos quais o transporte de energia
térmica por escoamentos turbulentos é importante. As ocilagoes numéricas foram ate-
nuadas tanto para o caso de convecgao forgada como no caso de convec¢ao natural, sem
contudo comprometer de forma alguma os bons resultados ja fornecidos pelo modelo
de Bredberg (2002).

Os resultados confirmaram a robustez da metodologia analitica e numérica empregada,
nao deixando duvidas da importancia do papel fundamental dos pesquisadores de si-
mulagoes numéricas diretas. A aplicacao direta de DNS em casos de interesse industrial
é sem duvida inviavel, porém é impossivel negar os avancos advindos da pesquisa em
simulacao numérica direta na obtencao e calibracao de novos modelos de turbuléncia

mais sofisticados e robustos.
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A Teorema do transporte de Reynolds

O teorema do transporte de Reynolds estabelece que, para uma variavel qualquer YT

do escoamento, sua taxa de variacao em uma porc¢ao fluida de volume dV é dada por:

Dt/VTdV:/V<Dt+Tami>dV, (A1)

onde u; sao as componentes do vetor de velocidade. A equacao da continuidade é

obtida fazendo-se T = p, obtendo:

D Dp ou;
= — = A2
ot Jy? Y /V(Dt—i_paxi)dv’ (A.2)

mas o resultado do lado esquerdo da equacao é:

Dm

D
= dV = —" =0 . A.
Dt/vp Vi=pr =0 (A-3)

Esta integral se anula devido ao principio de conservacao da massa, significando que
a massa do sistema nao pode ser gerada nem destruida. Aplicando o teorema da

localizagao, obtém-se a equacgao da continuidade:

Dy, ou

—0. (A.4)

Uma importante conseqiiéncia deste resultado na dedugao da equagao da quantidade
de movimento e da equacao da energia é o seguinte: aplicando o teorema do transporte,

fazendo T — pT, temos:

D DpY Ou;
E/va dv = /V (Dt +praxi> v (A.5)
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entao

D DY Dp ou;
Ht/va dV—/V [thJrT (m paxi>] v . (A.6)

Nota-se que o termo em parénteses é nulo, o que resulta em:

D DY
2 ord :/ Ziav A.
Dt/vp V=L e (A7)

E importante ressaltar que este resultado é vélido para qualquer p, pois nao foi feita
nenhuma consideracao sobre compressibilidade ou sobre qualquer outra caracteristica
do fluido. Este resultado é utilizado neste trabalho para a dedugao das equagoes de

Navier-Stokes e da energia.
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B Desenvolvimento da equagao da energia

Da primeira lei da termodinamica, temos:

devida ao escoamento por conducao

taxa de geracao taxa de trabalho
interna de calor transmitido ao meio.

taxa de energia acumulada
no volume de controle

( transferéncia de calor ) n ( transferéncia de calor )

Cada termo da equacao acima, na mesma ordem apresentada, é dado por:

De @q;, " auz

Pt o T4 TPy, RO (B-1)

Em termos da entalpia do fluido, dada por:

1
h=e+—p, (B.2)
p
tendo portanto:

Dh  De 1D D
bt S St (B.3)
Dt Dt pDt p?>Dt

e ainda, utilizando a lei de Fourier para a conducao:

" aT

i = kg (.4)

chega-se a:
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Dh . a aT " & B & (9u2
pr ~ Ox; <k8x2> taot Dt +uo p (Dt +p3xi> ’ (B.5)

onde nota-se que o ultimo termo é nulo por estar multiplicado pela equacao da conti-

nuidade. Tomando-se ainda a representagao de Maxwell para a entalpia:

1
dh =Tds + —dp , (B.6)
p

com ds dado por:

dp> _Gour s _—ﬁdp , (B.7)
T=cte P

S ds
ar | + (
p=cte ) ap T

e com (3 representando o coeficiente de expansao térmica definido por:

1(0p
- () | (B.35)
p aT p=cte
chega-se a:
Dh DT Dp
— = —+(1-0T)— . B.

Utilizando a relagao acima com a equacao da energia em termos da entalpia, obtém-se

a forma final da equacao da energia em funcao da temperatura, dada por:

Lj

pCyp

DT 0 I or
Dt

Nesta equacao, 7 representa o tensor de tensoes de cisalhamento, dado por:

. E)uz 8uj 281@
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C Forma nao-dimensional das variaveis

A forma nao-dimensional das variaveis principais das equacoes governantes é dada

abaixo, com os valores com subscritos o representando os valores de referéncia adotados:

Tabela C.1: Forma nao dimensional das varidveis

Variavel adimensional | Adimensionalizacao

Velocidade u; %
0
: + L4
Comprimento x; Lo
Massa especifica + £
P P 00
Pressao p* .

300U

T-T;

+ 0
Temperatura T T
Viscosidade Dinamica T %

Devido a forma nao-dimensional da temperatura, e equagao de estado pode ser
reescrita de uma forma peculiar. Considerando-se a equacao de estado para um ponto

do escoamento livre e um ponto qualquer do escoamento estudado, tem-se:

Po p
= == 1
Po e 1% R (C )
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Dividindo toda a expressao acima por p:

Tomando a definicao de T'", chega-se portanto a relacao:

pr(TT+1) = Ii : (C.4)

Considerando que as variagoes de pressao pouco alteram a massa especifica do fluido,

temos que pg =~ p e portanto:
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D Discussao sobre a equacgao constitutiva para o meio fluido

A equagao constitutiva para um fluido newtoniano, ou seja, um fluido homogéneo de

estrutura isotropica mesmo na presenca do escoamento, é dada por:

I = —pdi; + Aeudij + 2peq; (D.1)

onde p é a pressao termodinamica, ou de equilibrio. Tomando-se o traco da equacao

acima, tem-se:

[Ty + oo + T35 = —3p + 3Aey + 2uey - (DQ)

A pressao mecanica é definida por:

_Hn + g + I35
3 )

Pm =

Com isto, temos:

2
Pm =D — <)\ + 3,u> €1 - (D.4)

Definindo o segundo coeficiente de viscosidade, ou viscosidade expansional e sabendo
que o trago de ¢; ¢ o divergente do campo de velocidade, chega-se a relacao entre

pressao mecanica e pressao termodinamica:
Pm — Do = —k,V -4 . (D.5)
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Nota-se que o segundo coeficiente de viscosidade, k,, mede um desvio da situagao
de equilibrio a qual um fluido pode estar sujeito. A partir desta relacao, podemos

reescrever a equacao constitutiva das seguintes formas (fazendo A =k, — 2/3p):

1
I;; = —podij + kueudij + 24 (Qj - 36115@') ou (D.6)
1
Hij = —pm&‘j + 2# <E¢j — 3€ll5ij> . (D?)

Da segunda lei da termodinamica, temos que k, > 0. No caso de fluido stokesiano, que
possui baixa dissipacao por efeitos expansionais, em escoamentos de baixa freqiiéncial,
k, — 0. Como neste trabalho o fluido considerado é o ar modelado como gas perfeito,

newtoniano e stokesiano, temos o seguinte:

2

0 que nos permite escrever a equagao constitutiva como:

1
Hij = —p5ij +2u <€ij — 36”@-]-) . (Dg)

ITal como mostrado no trabalho de Cunha et. al (2006):

(@o)*(1 - )

e = T (o) 2

onde w é a freqiiéncia de excitacdo do fluido, ¢ é o tempo caracteristico de relaxacdo do fluido e ¢
e um parametro da velocidade de propagac@o da perturbacao no fluido. Se o escoamento é dito de
baixa freqiiéncia de excitagao, k, naturalmente tende a valores muito pequenos. Portanto, esse fato

leva & consideracao de que k,, ¢ nula para escoamentos de baixa freqiiéncia.
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E Obtencao da equacao de transporte de w

Existem basicamente duas formas de se obter a equacao de transporte para w, a partir
de sua definicao. Uma delas, chamada de forma simplificada, foi utilizada por Wilcox
(1993) em seu modelo original. A outra, chamada de forma completa, é a utilizada

neste trabalho, proposta por Bredberg (2002).

Na verdade, estas duas metodologias podem ser aplicadas nao sé para w, mas para ob-
ter uma equagao evolutiva para qualquer variavel turbulenta secundaria, baseando-se
exclusivamente nas equacoes de k e de €. Deve ser mencionado também que, indepen-
dentemente da forma escolhida, o primeiro passo é reescrever o termo de dissipacao
da equagao de k (2.58) em fungao da varidvel secundéria escolhida. No caso deste
trabalho, basta aplicar diretamente a defini¢ao (2.75), conforme mostrado na equagao
(2.76). Em seguida, deve-se tomar uma das duas formas citadas. Reescrevendo a

equagao (2.75):

e =Cykw , (E.1)

e também reescrevendo as equacoes de k e € de forma simplificada:

Dk
— = A I1+-D+ B E.2
D
pﬁi — A+ % (Call + CooD + CyB) | (E.3)

com os termos das equagoes e o numero de Reynolds turbulento Re; dados por:

0 1 1 Ok
de = ow; [(Re + Re; O'H> axZ] ’ (E4)

0 1 1 Oe
AE - (920, [(}%6+ Ret 0'5> 6%] ' (E5)
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1 ou;  ou; 2 (_ 1 ou; o
M = i i) _“ - TS| 22 E.
[(Ret) <0$J + 8-7%) 3 (pl% + Ret 81’[) 5ZJ‘| a'Tj ’ ( 6)

D = —pe, (E.7)
pBg; 0T
_ E.
Re, Pr,0x; ’ (E.8)
1 K2
— = C,p— E.9
R@t Mp c ) ( )

temos a base para aplicar qualquer uma dessas formas de obtencao da equagao de w.
A seguir serd detalhado passo-a-passo o processo de obtencao com os dois métodos,

apontando as principais diferencas entre as equacoes obtidas.

E.1 Forma simplificada

A forma simplificada consiste basicamente trocar a dimensao da equagao de transporte
de k diretamente na dimensao da variavel secundaria desejada, tal qual na obtencao da
equacao de transporte para € (2.63), e ainda, acrescentando constantes de calibracao.
Seja y uma quantidade secundaria qualquer. A equacao de transporte para essa variavel

secundaria em sua forma geral, baseada na obtencao pela forma simplificada, é:.

Dy . 0 1 1 ox X
"Dt ~ Oz KR@ " Re, Ux) @mz‘l T e (Call+ CaD + CB) (E.10)

onde II, D e B sao dados pelas equagoes (E.6), (E.7) e (E.9), respectivamente, com o
termo de dissipacao D dado em funcao da varidvel secundaria escolhida conforme sua
prépria defini¢do, que pode ser obtida pela equagao (2.47). Além disso, o nimero de
Schmidt turbulento para x, dado por o, e os parametros C;, Cys e C,3 devem ser
definidos constantes ou varidveis (a partir de fungdes de amortecimento apropriadas)

conforme a conveniéncia e metodologia adotada.

O modelo k — w proposto originalmente por Wilcox (1993), implementado em uma
metodologia de alto-Reynolds, por exemplo, era exatamente a equagao (E.10), fazendo
X = w, reescrevendo o termo de dissipacao como D = —C\,pkw e com as constantes
definidas por C,, = 0,09, 0, = 0, = 2 (valor considerado relativamente alto), C,; =

5/9, C,2 = 0,075 e C_3 = 0. Outros autores, inclusive o préprio Wilcox, apresentaram
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modelos kK — w de baixo-Reynolds com vérias combinacoes de nimeros de Schmidt

turbulentos, constantes e fun¢oes de amortecimento, todos baseados na equagao (E.10).

E.2 Forma completa

A forma completa é obtida através de uma manipulagdo com as equagoes (E.2) e
(E.3), de acordo com a equagdo (2.77), considerando a massa especifica invariante.

Reescrevendo a equagao (2.77), temos:

Dw 1 De wDk

— = —— E.11

Dt Cu,sDt kK Dt’ (E.11)
e substituindo ¢ pela relacao (E.1) na equagao (E.3) e na definicao de Re;, obtemos os

termos da nova equagao para w. Iniciemos com os termos A, e A.:

1 w 1 0 1 fur\ 0(Ckw)
O“IQAE RAH N Ok Oz, KR@ + wa€> ox;
w 0 1 furk '\ Ok
K OT; [(Re * waﬁ> axil ’ (E.12)
~ 1 09 |1 9(Cukw) N fuk O(Cpkw)
N C,k0x; | Re O, wo. 0,
w o |1 0k  fuk Ok
~om [Rax w0 axi] 7 (E.13)
1 09 |1 9(Cukw) 1 9 | fur O(Cukw)
N Cuk0z; |Re  Ox; Cuk Oz, |\wo.  Ox;
wd |1 0k w 0 | fuk Ok
kO, [Re&xi] kO Lua,.C 8@-] ’ (E.14)
= Al + A2 — Ag — A4 , (E15)

onde os termos Ay, Ay, Az e Ay representam os termos da equagdo (E.14) na mesma
ordem em que aparecem. Resolvendo as derivadas dos termos A; e Ay por regra da

cadeia, temos:

0 1 Ow w O 1 Ok 2 1 0k Ow
A= <Reaxi>+mxi (max)*meaxiaxi’ (E-16)
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A, — 0 1 8w>+w8< 1 6/1>+2 1 0Ok Ow (B.17)
K 0x;

0x; \ Re, 0. 0x; Re, 0. 0z; k Re; 0. 0x; Ox;
w 0 1 Ok
w 0 1 0Ok
Ay = —— E.1
4 K Oz; (Retanﬁxi> ’ (E.19)
e portanto:
LA—EA 0 <1+ 1 )aw +2<1+ 1 )(911&0
Cuk k" Ox; |\Re Reyo.) Ox; k \Re Re;o./) Ox; 0x;
w 0 1 1 1\ Ok
o [R (o) a] - (E.20)

Para os outros termos, a deducao ¢ direta:

1 ¢ w
< I | —
Corer (Call+ CeD + C3B) p (T+ D+ B)
1
CMK'(“) (CEIH + CgQD + ngB) — g (H + D+ B) =
Cuk K
w
- [(CE1 I~ (Cp — 1)Cupwr + (Coy — 1)B| =
w 5w
2 (Ca = 1 - {(052 _ 1)Cu]pw +2(Ca- 1B (E.21)

Juntando as equacoes (E.20) e (E.21), temos a nova equagao de transporte de w, base

do modelo do presente trabalho:

(0w  _ Ow 0 1 1 ow w
2 (é?t * “ax> = o [(3 + Fora) axi] (G =Dl
w _ pBg; 0T
Z = -1 1)
—i—m ( (Ceo — 1)Cpwk + (Ccs )Ret Pr 8xi>
Lwo (1 N 1) Ok
k Ox; | Rey \o. o0,/ Ox;
2 /1 1 Ok Ow
— (= ) E.22
+r<; (Re * Re, a€> Ox; 0x; ( )
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De fato, as constantes resultantes desse processo completo podem ser derivadas di-
retamente das equagoes de base, porém nenhum ganho significativo serd realmente
observado, tal como os resultados com o canal divergente obtidos mostram. As novas
constantes de calibracao devem ser ajustadas para refletir uma situacao definida. No
caso do modelo proposto, as constantes foram calibradas por Bredberg (2002), com ar-
gumentos derivados da aproximagcao direta a duas escalas de Yoshizawa (1987) e para

compatibilizar os resultados mostrados em diversas DNS disponiveis na literatura.

A diferenca entre se utilizar a forma completa em relagao a forma simples é o surgi-
mento de termos adicionais, no caso mostrado, um proporcional a (9?x/0x?) e outro
proporcional a derivada cruzada (0x/0x; Ow/0x;). Na verdade, o resultado obtido com
a forma completa depende das equagoes tomadas como base e da varidvel secundaria
a ser obtida. Utilizando o mesmo desenvolvimento da forma completa apresentado,
porém visando obter a equagao ¢, Speziale et al. (1992) obtiveram outro termo adi-
cional além dos citados, proporcional a (9s/dz;)?. Outra possibilidade: utilizando a
equagao de w obtida com a metodologia simples (E.10) e tomando-a como base para
obter uma equacao para € pela metodologia completa, também surgem novos termos

em relacao a equagao (2.63), como mostrado por Bredberg (2001).

Obviamente, é natural se perguntar sobre a validade de qualquer destas metodologias
apresentadas, e ainda, sobre a validade da inclusao de termos adicionais as equacoes
classicas. Um dos estudos mais citados na literatura é a correcao proposta por Yap
(1987) adotada em alguns modelos k — € de baixo-Reynolds, que possui a finalidade de
corrigir os valores de € na regiao da parede em escoamentos recirculantes. Bredberg
(1999) mostrou que o termo de derivada cruzada pode atuar como uma corregao de Yap,
desde que o nimero de Schmidt turbulento seja cuidadosamente calibrado. Diversos
autores de modelos de baixo-Reynolds tém adotado uma dessas alternativas, buscando

modelos mais sofisticados e compativeis com os resultados advindos de DNS.

Concluindo, discutir sobre estar acertando ou errando ao adotar uma das formas de
deducao da equagao para a variavel secundaria é fatil. O importante é adotar termos
nas equagcoes coerentemente calibrados com a metodologia de calculo adotada e com o
objetivo de obter um modelo mais robusto com custo computacional competitivo em
relacao a modelos de alto-Reynolds, que demandam menos poder computacional e nao
parecem necessitar de extensa calibragao para prover resultados razoavelmente com-
pativeis com dados experimentais, mas apenas de uma lei de parede mais sofisticada,

conforme os vérios resultados de Soares e Fontoura Rodrigues (2004 e 2005).
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F Principios de calculo variacional

Consideremos uma funcao y = f(x) diferencidvel no dominio estudado, por exemplo
no intervalo z; < x < xy. Sabe-se do calculo diferencial que a condi¢ao necessaria para

que esta fungao tenha um valor extremo em um ponto do intervalo z, é que:

() = (d f(“’))zzxe ~0. (F.1)

Geometricamente, isso significa dizer que a reta tangente a curva f(z) no ponto .
possui declividade nula (é horizontal). Para saber se trata-se de um ponto de maximo
ou minimo, a segunda derivada da funcao no ponto extremo deve ser avaliada - se
f"(z.) > 0, o ponto é de maximo; se " (z.) < 0, o ponto é de minimo. Analogamente,
se tivermos uma fun¢ao a duas ou mais varidveis, como g(x,y) por exemplo, o ponto

extremo pode ser encontrado no ponto em que seu diferencial é nulo:

0 0
dg — a%dx —+ agdy =0em (l’e, ye) ’ (FQ)

ou de forma andloga, podemos dizer que Vg = 0 em (z,y.). Através de uma analise
semelhante das segundas derivadas de g(z,y), também pode ser avaliado se o ponto

extremo encontrado é de maximo, minimo ou de sela.

No célculo variacional, estes mesmos conceitos sao aplicados, porém nao mais a funcoes,
mas a funcionais. Um funcional é uma entidade que depende de uma funcao, ou seja,
é uma “funcao de funges”, como por exemplo F' = F(z,y,y") com y = y(z). Um dos
objetivos do cédlculo variacional é estudar os métodos que permitem achar os valores
extremos de funcionais, e o Método dos Elementos Finitos é uma das aplicagoes diretas

destes conceitos do calculo variacional.

Seja F' um funcional dependente da funcio y e de sua primeira derivada vy = dy /dx,

representado pela notagao:
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F=F(ry,y), (F.3)

e que no intervalo z; < x < x5 a fungao y(z) assume os valores y; = y(z1) e y2 = y(x2),

conforme mostrado na figura (F.1).

y(x)

y, = f(xl) ,,,,,,,,,,, - L—»yl(x) =y(x) + )\]n(X)

10

Xy X5 X

Figura F.1: Aproximagao de uma funcao y(x) por combinagao linear entre g(z) e n(x) para
alguns valores de .

Diz-se que uma funcao é admissivel quando, dentro de uma certa tolerancia e satisfa-
zendo as condigoes de contorno, representam a fungao exata y(z). A fun¢do admissivel

tem a forma:

y(x) = y(x) + An(z) , (F.4)

onde n(z) é uma funcdo arbitraria que satisfaz as condigoes de contorno: n(z;) =0 e
n(xzg) = 0, e A é um nimero pequeno. Para uma mesma funcao 7(zx), obtém-se uma

familia de fungoes admissiveis g(z), variando os valores de A.

Para cada valor fixo de z, o produto An(z) pode ser entendido como uma variagao da

funcao exata. Assim, pode-se exprimir essa variacao por:

oy = An(z) e &y =\ () . (F.5)
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Dessa forma, a variagdo de F' associada a variagao de y(z), e conseqiilentemente de

/ . , .
y (z), para um determinado valor de = é escrita como:

OF = F(x,y + A, y/ + )\fr]/) — F(z,v, y/) . (F.6)

Expandindo a expressao F(z,y 4+ A,y + An') em série de Taylor, desconsiderando os

termos de segunda ordem em X e unindo as definicoes de oy e dy, temos:

oF OF , 10%F
SF = |F+ —Xn+ — ——— (W) +.. | -F F.
(7 G oo+ b 0w ) < F (E7
e portanto:
OF oF .,
F=—"— —0y . F.
0 ay5y+ay,5y (F.8)

A expressao (F.8) é a representacao da primeira variagao de F. O operador variacional
0 tem as mesmas propriedades do operador diferencial relativamente a variavel depen-
dente, como a comutatividade, por exemplo. Ou seja, se possuirmos um funcional

definido por:
Y = /x2 F(z,y,y)dz (F.9)
z1

a sua primeira variacao é dada por:

5Y = / SFdz — / <88];5y + g;,&/) dz . (F.10)

O problema que se deseja resolver consiste em encontrar a funcao y(z) que satisfaz as
condigoes de contorno do problema e que torna o funcional Y estacionario, ou seja, que
torne a sua primeira variagao nula, conforme mostrado por Assan (2003). Podemos

reescrever o funcional Y em termos das funcoes admissiveis y:
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Y:/x F(z,5,7)dz . (F.11)

Supondo que a funcdo y(z) de fato torna o funcional Y extremo, a equagao anterior
coincide com esse valor extremo de Y para A = 0. Como A é o parametro que identifica

as varias fungoes admissiveis, temos validas as seguintes relagoes:

_ Ay Y
oY = d—é)\ e, portanto, x =0. (F.12)
dX\ ) \_,

Unindo as equagoes (F.4) e (F.12) em (F.10), temos que:

dy 2 JF OF dyj OF dy
ay ar _ Y F.1
(dA)AZO ( o dA dw) i </ <8y oy d)\> dx) ] (F.13)

reescrevendo em termos de n(z) (F.5):

w (OF  OF , w (9F  OF ,
o= — il . F.14
</m1 <ag"+ag’">dx>m /ml (aywray,n)dm (F.14)

Integrando por partes o ultimo termo da equagao anterior leva a:

N (L T T P
d\ )y Jm | Oy dz \ 0y’ 7 3y/n

onde nota-se claramente que o ultimo termo se anula, pois 7(x) é nula em ambos os

€2

, (F.15)

1

pontos 1 e z3. Retomando a primeira relacao de (F.12), temos:

Y [ L B Py  CE N PR

Finalmente, reescrevendo esta ultima equacao, relembrando que dy é uma funcao apro-

ximadora para y(x), denotada agora por v(x), temos:
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§Y = /:2 [gj — jx <g§)] v(z)dx =0 . (F.17)

De fato, a partir de (F.17), fica demonstrado que a primeira variagao do funcional Y é
nula no intervalo considerado apenas se o termo entre colchetes é nulo. Quando isso é
verdadeiro, o termo entre colchetes em (F.17) igualado a zero é chamado de Equagdo de
Fuler-Lagrange, que na verdade, também ¢ um funcional, para o qual as derivadas de
primeira ordem sao definidas no dominio considerado (ou entao a equagao torna-se um
absurdo). Generalizando, podemos dizer que se um funcional qualquer L = L(z,y,y')
é nulo e possui derivadas definidas em um determinado intervalo z; < x < x4, e além
disso, se uma fungao qualquer v = v(x) se anula nos pontos * = x; e x = x2 e possui

derivadas definidas no intervalo considerado, é verdadeiro que:
T2 ,
/ L(z,y,y )v(x)de =0 . (F.18)
x1

A equagao (F.18) é a base fundamental do método dos elementos finitos, pois ela
prové uma forma de aproximar as solugoes para problemas representados por equacgoes

diferenciais em um dominio definido.
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G Analises de escalas turbulentas

No desenvolvimento analitico deste trabalho, escolhe-se uma forma para representar a

viscosidade turbulenta, na equacao (2.47), porém sem fazer maiores consideragoes.

Consideremos um escoamento turbulento com estruturas turbulentas distribuidas em
varias escalas de comprimento, desde as maiores, da ordem de Lg, até as menores, da
ordem de \g. Da prépria definicao da energia cinética de turbuléncia e de sua taxa
de dissipacao, temos que (considerando incompressibilidade, apenas para simplificar as

equagoes da andlise, sem contudo restringir de fato para casos incompressiveis):

Se tomarmos uma escala intermediaria A, e considerando uma flutuagao de velocidade
’ . / . . ~ . . s .
caracteristica desta escala como u,, temos que a taxa de dissipa¢ao da energia cinética

de turbuléncia pode ser descrita por semelhanca de escala como:

ko~ (uy)? (G.3)
(uy)?
e~ (G.4)

ja& que para esta escala intermediaria, nao podemos afirmar que o termo convectivo
¢ mais ou menos influente do que o termo difusivo das equacoes de transporte da
quantidade de movimento. Para as maiores escalas, o termo convectivo é dominante,

e portanto temos que:




Ja para as menores escalas, o termo difusivo é dominante sobre o termo convectivo, e

portanto podemos tomar a expressao (G.2) e obter:

gwyﬁﬁff. (G.6)

/ 7z Z. ~ .
Fazendo uy ~ v/) é possivel reescrever a expressao anterior somente em termos de v

e A, obtendo para as menores estruturas:

3

Nj'
Ao

(G.7)

39

Com poucas operagoes, é possivel reescrever as equagoes (G.5) e (G.7) na seguinte

forma, ja mencionada no trabalho:

3/4
2 ()~ (Ren) ™ (G8)

que relaciona diretamente as escalas caracteristicas de comprimento das menores estru-
turas e das maiores estruturas. Se utilizarmos as escalas de tempo ¢, como tr, ~ Lo/Uy
ety ~ )\3 /v, respectivamente para as maiores estruturas e para as menores estrutu-
ras, obtemos expressoes semelhantes a (G.8), relacionando diretamente as escalas de

velocidade e de tempo das maiores e das menores estruturas turbulentas:

t v o\ Y2 _

% - <UOL0> ~ (ReLo) Y2 ) (Gg)
0

! 1/4

1;;; ~ (UOVLO ~ (Regy) " (G.10)

O modelo do comprimento de mistura de Prandtl relaciona a viscosidade turbulenta
com o gradiente transversal de velocidade e uma escala caracteristica de comprimento,

da seguinte forma:
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, (G.11)

onde [* = by é o comprimento de mistura, diretamente proporcional a uma escala de
comprimento multiplicada por uma constante, neste caso representada por b. Reti-
rando a constante de proporcionalidade e assumindo que y representa uma escala de

comprimento das estruturas turbulentas, temos que:

v~ A2~ Ny (G.12)

~ / , . 72
Da expressdo (G.4), temos que uy ~ (Ae)'/3. Além disso, se  escala com u) conforme

a expressao (G.3), podemos reescrever a expressao (G.12) como:

4/3 K2
v~ AAe)? ~ /\()\6)1/382 ~ (A? ~ (G.13)

Para tornar a expressao (G.13) em uma equagao, é necessario acrescentar uma cons-
tante de proporcionalidade. Se a chamarmos de C),, obtemos a expressao utilizada por
Harlow e Nakayama (1968):

By =0, (G.14)

Neste ponto, é possivel aceitar a utilizagao de uma outra variavel secundaria diferente,
desde que relacionada com ¢ e as outras propriedades aqui mostradas, de alguma forma,
como w por exemplo, que pode ser definida como w = ¢/k. Extrapolando para uma
relacdo mais geral, podemos escrever a expressao (2.47) e utiliza-la como base para

derivar outros modelos de turbuléncia a duas equacoes.
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