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Resumo

Neste trabalho, consideramos a arquitetura de Eletrodinamica Quantica de Circuitos (EDQc),
onde um atomo artificial de dois niveis interage com um tinico modo do campo eletromagnético quan-
tizado confinado em um ressonador guia-de-onda sobre um chip supercondutor. Devido ao ambiente
de alto controle em que a EDQc é formulada, consideramos modulagoes temporais peridédicas de
um ou mais parametros do sistema, impostas por um agente externo, caracterizando um sistema de
EDQc nao-estaciondrio. Um Hamiltoniano efetivo foi obtido para descrever a dinamica do sistema
e, de maneira mais intuitiva, caracterizar o efeito fisico a ser tratado de acordo com a frequéncia
de modulagao imposta. Também descrevemos a dinamica para modulagoes simultaneas e multi-
frequéncias. Entre os efeitos estudados estao os ja conhecidos efeito Casimir dinamico (ECD) e o
comportamento anti-Jaynes-Cummings (AJC). Além desses efeitos, discutimos o regime anti-efeito
Casimir dinamico (AECD), que foi apresentado recentemente.

Em seguida, propomos duas abordagens para estudarmos os efeitos da dissipacao Markoviana
nas transicoes induzidas por modulacao usando os estados vestidos da interacao atomo-campo. A
primeira abordagem foi através da equagao mestra padrao da optica quantica, e a segunda abordagem
foi através da equacao mestra na representacao vestida, que foi recentemente apresentada. Nos
analisamos como os diferentes canais dissipativos afetam a dinamica do sistema e averiguamos a

possibilidade de implementacao dos fenomenos fisicos estudados na arquitetura de EDQc.



Abstract

In this work, we consider the circuit Quantum Electrodynamics architecture, where an arti-
ficial two-level atom interacts with a single mode of a quantized Eletromagnetic field confined in a
waveguide resonator on a superconducting chip. Due to formulation of cQED in a highly controllable
environment we consider that one or more system parameters undergo periodic time-modulation by
an external agent. This regime characterizes the nonstationary circuit QED. We obtain an effective
Hamiltonian to intuitively describe the dynamics of the system and characterize the physical effect to
be treated according to the frequency of modulation. We describe the dynamics for a single-tone and
a multi-tone modulations of one or multiple parameters. We study some previously known effects,
such as the dynamical Casimir effect (DCE) and the anti-Jaynes-Cummings behavior. Besides these
effects, we discuss the recently presented anti-dynamical Casimir effect (ADCE).

We employ two different approaches to asses the effects of Markovian dissipation on modulation-
induced transitions between the atom-field dressed states. The first approach is the standard master
equation of Quantum Optics and the second approach is through the recently presented dressed-
picture master equation. We analyze how different dissipation channels affects the time evolution
and verify the possibility of implementing of the studied physical phenomena in the cQED architec-

ture.

i



Agradecimentos

Agradeco a minha familia por todo apoio emocional e afetuoso que me deram.

Agradeco ao professor Alexandre Dodonov por sua qualidade como lider e disposicao em ensinar.

Agradego a pessoa Alexandre Dodonov por toda compreensao e boas conversas.

Agradeco aos amigos do convivio diario, especialmente aqueles que utilizaram seu precioso tempo
com visitas ou mensagens de apoio quando estive longe deles.

Agradeco aos colegas fisicos por toda ajuda.

Aos amigos que fiz na UnB por momentos de descontragao nos corredores da universidade: muito
obrigado.

Agradecgo aos professores Arsen, Antony e Pinzul por me estimularem a estudar mais.

Por fim, a CAPES pelo suporte financeiro.

1ii



Abreviaturas

AECD: Anti-efeito Casimir dinamico
AJC: Anti-Jaynes-Cummings
DU: Dinamica Unitaria
DAP: Defasagem atomica pura
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EDQ: Eletrodinamica Quantica
EQCec: Eletrodinamica Quantica de circuitos
EMP: Equacao mestra padrao
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RAP: Relaxacao atomica pura
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RPC: Relaxacao pura da cavidade
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RWA: Rotating wave approximation (Aproximagao de onda girante)
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Capitulo 1

Introducao

A Eletrodinamica Quantica (EDQ) de circuitos nao-estaciondarios tem sido uma das areas de
pesquisa mais ativas nos ultimos anos. Eles consistem de “a4tomos artificias” mesoscopicos supercon-
dutores interagindo com um campo eletromagnético confinado em um ressonador guia-de-onda [1-3]
sob condigoes nao-estacionarias impostas por um agente externo. Os estudos de circuitos de Eletro-
dinamica Quéantica derivam da bem-sucedida realizacdo em sistemas de estado-sélido, ampliando a
drea tradicional de EDQ de cavidades! [4-7]. Na construcao de circuitos de EDQ), utiliza-se de jungoes
Josephson, que sob certas condi¢oes podem formar atomos artificiais com niveis discretos de energia
(ou qubits supercondutores, como ficaram conhecidos) [2,4]. Como ramo do estado sélido, o regime
nao-estacionario de circuitos quanticos supercondutores vem a luz dada a possibilidade inédita de
modulagoes temporais de parametros do sistema, permitidas pelo ambiente altamente controlavel de
estado sélido. Entre os parametros citados estao a frequéncia da cavidade, frequéncias de transicoes
atomicas (no caso de diversos niveis) e for¢a de acoplamento &tomo-campo, todos ajustados como
fungoes temporais controladas externamente [3,13].

Entretanto, qualquer sistema fisico aberto evolui de maneira irreversivel, estando qualquer
observavel ou controle sujeitos a decoeréncia em virtude de defasagem ou relaxacao. Esses fenomenos
foram objetos de estudo na Mecanica Quantica desde os primoérdios, podendo-se citar L. Landau e
W. Pauli como alguns de seus precursores [14,15]. De forma direta, isso atribui-se a um ambiente

que drena a informacao de um sistema quantico, crescendo, entao, sua entropia durante a evolucao.

1Os termos “cavity Quantum Electrodynamics” e “circuit Quantum Electrodynamics” foram traduzidos livremente

para Eletrodinamica Quéantica de cavidades e Eletrodindamica Quéantica de circuitos, respectivamente.
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No estudo desses problemas ¢ interessante dividir o sistema total em duas partes: o sistema S de
interesse em particular e o ambiente, usualmente definido como reservatorio R, com um nimero
muito grande de graus de liberdade, como salienta W. Vogel e D.-G. Welsh [19]. Como o sistema
é alterado, ele sera também chamado de sistema dinamico, enquanto o ambiente é tratato como
sistema dissipativo, banho (térmico) ou reservatério.

Essa dinamica irreversivel tem sido verificada em EDQ de cavidades ha algumas décadas com
a observacao de decoeréncia na evolucao de superposi¢oes mesoscopicas de estados quanticos, por
exemplo [11]. Mais recentemente, circuitos supercondutores quanticos tém sido estudados de forma
detalhada oferecendo grandes contribuigoes a respeito de processos de relaxacao e defasagem [1, 3].
Estudos tedricos ajudaram a esclarecer o impacto da medigao em processos de defasagem em um
qubit supercondutor na arquitetura de EDQ de circuitos [10]. Outros efeitos dissipativos aos quais
a arquitetura de ED(Q de circuitos estd sujeita, em particular, a relaxagao atomica e relaxacao pura
da cavidade, s@o afirmados como aspectos importantes a serem analisados [16].

O Efeito Casimir Dinamico (ECD) é um dos maiores expoentes do sucesso desse ramo de
pesquisa em EDQ de circuitos [36]. Como sabido, o ECD [39] é um fenomeno nao-estaciondrio
caracterizado pela criacao de fétons a partir do estado fundamental ou um estado inicial qualquer
do sistema. A ocorréncia do fenomeno se da com a rapida mudanca na geometria da cavidade ou
propriedades materiais das fronteiras ou meio dentro da cavidade. Em alguns trabalhos voltados a
geracao de fétons em circuitos de Eletrodinamica (Quantica nao-estaciondrios estao inclusos os efeitos
de dissipagdo, como nos trabalhos [7,12,27], ou recentemente em estudos relacionados ao Efeito
Casimir Dinamico [25], todavia, a maioria dos estudos levam em consideragao apenas a analise da
dinamica unitaria para diferentes regimes de parametros e formas de modulacao.

Recentemente [42,43], foi mostrado que a modulagao temporal de parametros do sistema
usando perturbagdo harménica simples ou multi-frequéncia (compreendendo duas ou mais fungoes
do tempo harmonicas) faz surgir novos tipos de interagdes efetivas [41]. Para isso, uma equagao
diferencial piloto foi deduzida sob uma série de aproximacoes para descrever a evolucao temporal
das amplitudes de probabilidade. A partir desta equacao é possivel descrever o comportamento do
sistema nao-estacionario em resposta a modulagoes harmonicas ressonantes. Porém, tal formulagao
analitica foi somente para sistemas fechados, na auséncia de perdas. Diante disso, é de grande in-

teresse analisar como dissipacao altera fenomenos de modulacao temporal de parametros ligados a



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

arquitetura de EDQ de circuitos mais sofisticados [38]. Para isto, no capitulo 2, serd proposto um
Hamiltoniano efetivo aproximado que fornece a mesma fisica que equacgao diferencial piloto, porém
simplifica enormemente a notagdo um tanto complicada apresentada em [43]. Assim, a partir das
modulagoes fornecidas em [43], os fendmenos de criagao ou aniquilagao de excitagdes a serem analisa-
dos serao: Efeito Casimir dinamico, geracao de pares de excitagoes do vdacuo no regime ressonante,
comportamento anti-Jaynes-Cummings (AJC), anti-efeito Casimir dinamico (AECD) e, por iltimo,
a incrementacao via modulacdo em dupla-frequéncia.

O objetivo do trabalho é investigar quais fendmenos podem ser implementados experimen-
talmente com a tecnologia atual e compreender como os diferentes canais de dissipacao afetam a
dinamica. Para isso, dois modelos Markovianos a temperatura zero serao propostos a fim de con-
tabilizar efeitos dissipativos, seguindo a abordagem de [19,20]. E bem conhecido que os sistemas
quanticos abertos podem ser descritos pela equagao mestra abaixo, onde Léo superoperador Liou-
villiano que descreve os efeitos dissipativos. A primeira abordagem vai considerar que o qubit e a
cavidade sao independentes para se chegar a uma expressao mais simples do Liouvilliano. A equagao

% = [H,ﬁ] + Lp, (1.1)
onde H descreve o Hamiltoniano do sistema, serd utilizada a fim de se saber como a dinamica unitaria
¢ modificada na presenca de decoeréncia. Serao deduzidos valores assintéticos de vérias observaveis
e, em seguida, a dinamica serd comparada numericamente com a segunda abordagem. Na Equacao

Mestra Padrao [19,20,30,31,40] obtida sob aproximacao de Markov o kernel dissipativo é

Lovpe = KkD[a] e +7D[6_] 0 + 2D [5,] e, (1.2)
onde a (6_) é o operador abaixamento da cavidade (do atomo) e &, é o operador de inversao atomica.
As taxas de relaxacao atomica e da cavidade sao v e k, respectivamente, enquanto -y, refere-se a taxa
de defasagem atomica pura. D [O] p= % <OﬁOT — OTOﬁ — ﬁOTO) ¢ conhecido como superoperador
Lindbladiano estudado em [21], embora sua estrutura geral (preservando a hermiticidade, norma-
lizagao e positividade de p) tenha sido deduzida por outros autores anteriormente, por exemplo [22].
No capitulo 4 mais consideragoes serao feitas.

A outra abordagem levard em conta a Equagdao Mestra apresentada mais recentemente

em [16], que leva em consideragdo o acoplamento qubit-ressonador. Isto se difere drasticamente
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da Equacao Mestra Padrao, onde havia um tnico canal de dissipacao para cada subsistema. Os
autoestados que incluem tal acoplamento sao os Estados Vestidos, definidos e explicados no apéndice
D. A frequéncia Ag; = A\, — A; se refere a frequéncia de transi¢do entre autoestados [j) <> |k) e
tais transigoes incoerentes ocorrem a taxas que dependem da densidade espectral dos banhos aquelas
frequéncias. Sua deducgao sera realizada capitulo 3 e sua parte dissipativa sera dada pela agao do

superoperador Liouvilliano

o+ Y Tu( k) D)kl e+ D> T (G, k) D) (k[ e (1.3)

Jik#7 j.k>j

Lrye =D [Z‘D ) 15) (]

Na expressdo acima, os parametros I'; (7, k) = & (Ay;) ‘Xj"“|2 el (4, k) =7 (A)) ‘aﬁ,k|2 (sendo X% =
(j1X|k) e 03 = (jlo,|k), X = (a+a') e 0, = (0_ 4 0)) referem-se ao ressonador e o qubit, sendo
K (Ag;) e v (Ayg;) suas taxas de dissipagao, respectivamente. O termo I' (j,k) = L', (j, k) + [ (J, k)
serve para compactar a notacao dos termos para as taxas de relaxacao. Como sera visto mais adiante,
O (j) = \/@ 097 surge devido ao banho o, que é responsdvel pela defasagem, com 7, (w) sendo a
densidade espectral de ruidos a frequéncia w e 0% = (j|o.|k) é o elemento de matriz nao-diagonal do
termo de defasagem. Neste trabalho nao sera considerado um modelo especifico para as densidades
espectrais dos reservatorios. Assim, serd usada a hipotese mais simples de que as taxas de dissipacao
sao nulas para w < 0 e constantes para w > 0, sendo idénticas as respectivas taxas na Equacao
Mestra Padrao.

Devido a dificuldade de se obter solugoes analiticas em determinados casos, a Equacao Mestra
na representacao de estados vestidos sera resolvida numericamente no capitulo 6, enquanto a Equacao
Mestra Padrao sera utilizada para determinar os principais efeitos dissipativos, tanto analiticamente
(no regime assintético, capitulo 5) quanto numericamente (para tempos finitos, capitulo 6). Por
ultimo, ambas as equacoes mestras serao comparadas com o intuito de se verificar se existem dis-
tingoes significativas quanto as suas previsoes, ja que, a primeira vista, a segunda equagao ¢ mais

completa e deve fornecer resultados mais préximos da realidade.



Capitulo 2

Descricao analitica para a EDQ de

circultos nao-estacionarios

O problema a ser tratado consiste na interacao de N atomos de dois niveis, ou qubits, com um
modo do campo eletromagnético confinado em um ressonador guia-de-onda via interacao de dipolo.

Tal interagao atomo-campo é descrita pelo Hamiltoniano generalizado de Rabi [48]:
H/h—wn—i—Z[ —I—ga+a)(0(+)+0())+zx(a +a?)| | (2.1)

sendo w a frequéncia da cavidade, a and a' sdo os operadores escadas bosonicos e 7 = afa. J4
para o 4tomo temos os operadores ' = |g®)(e®], 65? = e (gD e o) = e (D] — |gD) (W],
com g} e |e®) representando o estado fundamental e o excitado, respectivamente, para o [-ésimo
qubit. Supomos modulagbes temporais da forma X = Xy + exfx, onde X = {w,Q,¢,x}, tendo:
w = wy + €, f, como a frequéncia da cavidade, 2 = Qy + o fq como a frequéncia de transicao do
atomo, g = go + £,f, 0 parametro de acoplamento atomo-campo e x é o coeficiente de squeezing,
que ¢ incluso por causa da completeza do Hamiltoniano, embora sua presenca nao é necessaria para
implementar os fendomenos considerados aqui. A parte independente do tempo de x é oriunda de
termos proporcionais ao quadrado do potencial vetorial, que aparecem naturalmente quando se usa o
Hamiltoniano de acoplamento minimo e aproximacao de dipolo em primeira ordem ou ordem superior.
Usualmente essa parte pode ser eliminada por uma transformacao apropriada da fungao de onda e
seu unico efeito é alterar ligeiramente as frequéncias de modulacao ressonantes. A parte dependente

do tempo é relacionada a alguns processos de amplificagdo paramétrica [33]. No contexto do regime

6
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ECD amodulacio externa temporal da frequéncia da cavidade resulta em x = (4w) ™" dw/dt [32], [33].
No trabalho, essa parte de y nao recebera tanta atencao quanto os parametros w, {1 e g, pois seus
efeitos serao qualitativamente similares. A funcao adimensional que descreve as modulagoes externas
¢ definida como

fx =) w{sin (n(”t + ¢§?)> =5 >y (e“’bg?)e””m - e—wg?)e—””(”) , (2.2)
J J

onde X = {w, 9,9, x}, wgg) < 1 é o peso da modulagdo X com a j-ésima frequéncia (aqui sera
considerado wg) =1), d)&? sua fase (aqui no trabalho serd considerada igual a zero) e o indice j corre

sobre todas as modulacdes de frequéncias nao nulas 7).

2.1 Solucao Geral

O Hamiltoniano (2.1) serd escrito em termos dos estados normalizados de Dicke, que torna a
notacao mais simplificada. Para k excitacoes, onde &k = 0,1,2..., N, o estado de Dicke é definido

como [42]:

k) = VRN = B)I/NUY " [e)]e®) - [el)|g*D) - gh), (2.3)

onde a soma corre entre todas as possiveis permutacoes de qubits excitados e nao excitados. Assim,

o Hamiltoniano (2.1) sera reescrito como:

N N-1
H/h=wh+ Y Epbrr+ Y Gila+a)(0riik + Orrsn), (2.4)
k=1 k=0

com o operador que descreve o conjunto de estados atomicos oy ; = |k)(j|, com o paramétro Ej =

EQ=FEor+cprfae Gy = g\/(k +1) (N — k) = Goi + egify sendo o acoplamento dtomo-campo.
Agora, é proposto um ansatz na representacao de Schrodinger, de forma que a funcao de

onda expandida seja:

W)=Y e Aus(t)lens) (2.5)

n=0 S

onde |p,s) é o Estado Vestido (dressed state), autoestado com n excitagbes do Hamiltoniano sem
os termos contra-girantes e os dependentes explicitamente do tempo, e A, s denotam os respectivos

autovalores (ver apéndice D). O indice S é usado para diferenciar os autoestados com o mesmo
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nimero de excitagbes. Ja o coeficiente A, s(t) é a amplitude de probabilidade para tais estados.
Para se obter a solugao analitica, a amplitude de probabilidade A,, s5(t) ¢é reescrita em termos de uma

nova amplitude by, 7(t) (que varia lentamente com o tempo) da seguinte forma

An7(t) = exp [ Z Z mTT [cos (n(j)t+ qﬁg?) — Cos ¢§?}] (2.6)

X=w,,g
’ {bm Yy Y e,
SET ) X=wy
[ez‘t(Am,T—Am,s-s-n(J)) B 1} [ezt(kmf—,\m’s_n(jw B 1}
X ’L(z)(J) _ ,L(z)(J)
Am7 = Ams + 1) s — Ay — 1)

Como mostrado em [42], faz-se necesséario eliminar termos que oscilam rapidamente, que sao
dados de acordo com a frequéncia de modulacdo 7%, ja que eles ndo produzem acoplamento resso-
nante entre diferentes amplitudes de probabilidade b, s(t). As altas frequéncias sao definidas aqui
como n¥) > wy , enquanto as baixas frequéncias n9) < wy. A equacdo é escrita sendo denotado o
somatorio Z; para todas as altas frequéncias (posteriormente, o somatério Z;’ correrd para todas
as baixas frequéncias) e ) ¢ corre para todos os valores permitidos de S para diferentes autoestados

dados por m. Os coeficientes sao definidos da seguinte forma

Tolr s = e (@m 7|7 om.s), (2.7)
Colrs = ZgE 0 (P 7|51k P (2.8)
k=1
N-1
Drs = Z 5G,kw§j)<90m,7|(d6k+1,k + @ 6 s om,s) - (2.9)
k=0

Nota-se que eles sao simplesmente os elementos de matriz tomados entre os estados vestidos com o
mesmo 1m.

O parametro v, 7, que independe do tempo, é o shift de frequéncia e definido como

2

’Z AkmSTGOk‘ ‘Z Akm+2TSGOk

U T =
7 ; (AT — Am—2.5)

TN 2.10
()‘m+2,$ - >\m,T) 7 ( )

sendo que os seus coeficientes sao dados por

Ak,m+2,T,S = <¢m,T‘&&k,k+1 |90m+2,$>7 (2-11)
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e Av, 7 denota pequenas corregoes para o shift de frequéncia, que serao desprezados posteriormente.

Apés célculos massivos, a equagao simplificada para a amplitude de probabilidade b, 7-(t) foi obtida

em [42,43]

by () = —@ZZ” Z S A )DXd ssin (00t + 69 ) bs(t) (2.12)
X=w,2

T Z Zj @m+2,T,s€7it(A’”+2’S7;\'”’T777(j>)bm+2,8(t)
S

/ S 5 i
S e ),
S

com A, 7 = A7 + Vi, sendo os autovalores efetivos e os coeficientes

Oniars — gz S

R X=w,,g

Go Nemt2, 7R — XoLomt2, TR is)

r
)\m+2,R _ Am+2,$ + TI( 7) m+2 R,Se

Go KAemi2 RS — iXoLami2 RS 1x,) l¢<f)
r m,T,RE
)\m T ™ )‘m R + 77( 7 e

N—-1

1 - .

—5 (E ed M kmizTs — foxLz,m+2,T,s> ) (2.13)
k=0

enquanto as profundidades de modulacoes sao definidas por

j N () )
Eg?k = €q kw(])ez¢gﬂ : Eg?) =ex ’lU( b)) Z¢X (X = w, ngy X) 7Gk’ = GO,k + EG,kfg-

kg

Tal resultado foi obtido sob varias aproximagcoes, sendo a mais importante a aproximacdao de onda
girante (Rotating wave approximation (RWA), em inglés).

Segundo [42], as expressoes anteriores foram obtidas sob as seguintes condigoes:

S GO,kAk,m,T,S‘ L L
7 X0 2,m+2rr,$|7 lexLomiaT.s] <1 (2.14)
UJO WO wO
k.j k.j k.j
5 Am.s — A ‘F s — 1 ’T’T‘ Lo
G Pons ] [r2os ~ m77] Bizssr o 2.15)
G07k‘ wo wWo Wo

Além disso, as corregoes para os shifts de frequéncia sao da ordem de

2
k,j
‘Fm T,8

@ (Al/m T) o

O leitor pode se direcionar para as referéncias [42,43,49] para maiores detalhes.
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2.2 Efeitos fisicos devidos a modulacoes ressonantes

A partir de agora a atencao serd restringida ao caso de um tnico qubit N = 1. Diante do exposto
anteriormente, uma nova fun¢ao de onda expandida serda proposta, que serd equivalente a (2.5).
Entretanto, a nova funcao de onda é uma aproximacao dado que sua amplitude de probabilidade sera
bn.s(t), ou seja, a solucdo da equagao (2.12). Além disso, os autovalores corrigidos S\n,S = A7+ Vi, T,
que sao os argumentos das exponenciais em (2.12), demonstram a extrema importancia dos shifts de

ressonancia para o ajuste fino da frequéncia de modulacao. A funcao de onda serd, entao,

[ (1)) = by ()lpo) + 3 ST b, ()l pns), (2.16)

n=1 8=+
com |p, s) sendo os Estados Vestidos (apéndice D), que s@o autoestados do Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings. Enfatizamos aqui que aproximamos 5\m73 por A, s, ou seja, daqui para frente desprezamos
nos célculos analiticos os shifts de frequéncia de ordem de g2 /wy. Isto se faz necessdrio para tratar
de modo unificado as dinamicas unitaria e dissipativa (ver capitulo 4).
A partir daqui serd também proposto um Hamiltoniano efetivo, que compacta a notacao
de [43], de modo que serd possivel obter efeitos relacionados a criagao e aniquilacao de f6tons. Para

tanto, tal Hamiltoniano na representacao de interagao sera

] =0 —it(Amt2.5—Am,7—n)
H=3" 330 cemtCmestnr=n) o 1) (0 a 5] + hec, (2.17)
m,S, T j

onde o termo nY) referente & frequéncia de modulacido serd ressonante quando estiver de acordo
com a diferenca \,425 — A 7 €, assim, indicard o fenomeno fisico a ser tratado. Tais modulagoes
sao indicadas em [43] e [49] e serdo explicitadas aqui; em seguida serd necessiario mostrar que o
Hamiltoniano (2.17) é uma boa aproximacao e a modulacao fornece os coeficientes de acoplamento
Opmo,7,s. A afirmacao sobre o Hamiltoniano ser uma alternativa mais eficaz para analise do problema
deve-se ao fato de que a diferenga A, 125 — A\, 7, quando fora da ressonancia, permite que a maioria

=) 4
Emrs| Além

termos sejam eliminados via RWA, mais especificamente quando A\,12.5 — A7 >
disso, os shifts de ressonancia serao desprezados na correcao dos autovalores, eles serao da ordem de
O (g2 /wo, X2/wo). Entretanto, isto nao traz alteragoes mateméaticas significativas.

Apesar do Hamiltoniano (2.17) ter sido apresentado sem uma justificativa anterior, pode-se

mostrar que as aproximagoes citadas anteriormente fazem com que tal Hamiltoniano fornega equacoes



CAPITULO 2. DESCRICAO ANALITICA 11

diferenciais para a amplitude de probabilidade que se assemelham & equagao diferencial (2.12) (ob-
viamente diferindo por termos desprezados). A equagao de Schrodinger fornece para uma fungao
de onda da forma [¢ (t)) = > 7 (1) |om 1) a expressao (lembrando que estamos trabalhando na

representacgao de interacao)

[Z CmT |90m T>] = [Z cmT |(10m7’>]
— Z ZZ /7_ S *“5 )‘m/+28 At 1 — "(]))Cm,T (t) |90m’,7’”>

m ST J
X (P42, s\ Isom 7) (2.18)

+ Z Z Z = /S T’e +2,T'—/\m’v3_"(j))cm,7 (@) [ 27)

m/ S, T J
<90m’8| ‘90m7'>

- Z Z (]/7’ S >\ 2,8 A T n(J)>Cm’+2,S (t)‘@m/77’/’>

m/ ST J

I S A NI

m' ST J

que, quando operamos (@, 7|, tem como resultado final
. ! i Ay )
Cm, T (t) - Z Zj @m+2,7’,86 Zt()\m+2’5 Am,T =1 >cm+2,$ (t) (2'19)

()
_ZZ mST t(Am, 7= Am—2,5— nJ)Cm72,S(t)'

Na equacao anterior, foi usado o coeficiente de acoplamento Eg)T s = 10,4275, que permitiu tal
resultado. O resultado (2.19) serd igual & b, 7(f) ao se eliminar a primeira linha via RWA em
(2.12). Daqui em diante, todos os efeitos fisicos analisados serdo obtidos quando a frequéncia n¥/)
for ajustada para ressonancia, quando sera possivel obter um Hamiltoniano efetivo simplificado. Tal
Hamiltoniano indicara como a dinamica do sistema se comportara ao tornar explicitos os possiveis
acoplamentos entre estados na forma |@,, 7) <> (Pm+2.s|. Assim, embora o Hamiltoniano efetivo néo
traga novidades em comparagao com a equagao (2.12), ela permite visualizar o comportamento fisico

de maneira muito mais intuitiva. Ademais, serd mostrado que a expansao em termos de estados

vestidos tornara a analise da EMP muito mais simples.



Capitulo 3

Equacao Mestra na representacao dos

Estados Vestidos

Na equacgao mestra padrao a construcao é tomada considerando que o qubit e a cavidade nao
interagem entre si. Entretanto, quando o acoplamento qubit-cavidade é considerado, uma construcao
mais sofisticada dos termos dissipativos na EM é necessaria. Ao se levar em conta o acoplamento
entre os subsistemas, a construcao dos termos dissipativos sera toda feita sob a representagao dos
Estados Vestidos. Entao, diferentemente da EMP, que foi construida no formalismo de Estados Des-
pidos, o acoplamento g leva a transigoes entre estados emaranhados qubit-ressonador {|g,0) . |¢n +)}
(EV) induzidas pelos reservatérios. Daqui em diante, por conveniéncia notacional, os estados serao
denotados por |j), com j crescendo de acordo com a energia. Além do mais, o parametro de acopla-
mento o para sistema-banho, sendo [ o modo do banho, sera considerado o foco da construcao. No
texto abaixo b; e blT sao operadores escadas para o modo [ do banho e enfatizamos que h = 1. Este

capitulo segue de perto o artigo [16].

3.1 Formalismo matematico para construcao da Equacao

Mestra

Inicialmente, considera-se um sistema S amortecido por um reservatério R. A discussao a

respeito da equacao mestra se inicia com o Hamiltoniano da forma

12
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H=Hgs+ Hgr + Hgpg, (31)

onde Hg e Hi sao os Hamiltonianos que descrevem o sistema S e o reservatorio R, respectivamente.
Ja o termo Hgr ¢ o Hamiltoniano para a interacao entre S e R. Em seguida, considera-se um

operador x (t) como sendo o operador densidade para S @ R e define-se

p(t)="Trrlx )], (3-2)

onde p(t) é o operador densidade reduzido quando tomado o trago parcial sobre os estados do
reservatério. Para um operador O, no espago de Hilbert de S, mesmo sem o conhecimento de (),
apenas conhecendo-se o operador densidade p (t), é possivel calcular seu valor médio na representacao

de Schrodinger:

(0) = Trson [Ox (1)] = Trs {OTra x ()} = Trs [Op (1)]. (3.3)

Assim, serd possivel obter uma equacao para p(t) em que as propriedades de R sejam apenas
parametros.

A evolugao do operador densidade para o sistema S @ R é dada por

X = —i[H,x], (3.4)

com h =1 e H dado pela equacao (3.1). Primeiro, vamos mudar para a representacao de interacao

Hs+HpR)t

fazendo uma transformacao unitaria com U = e~ . Desta forma, reescrevemos

X () = ei(Hs+HR)tX (t) e_i(HS‘f‘HR)t’ (3.5)
onde o Hamiltoniano de interacao dependente explicitamente do tempo torna-se
]N{SR (t) — ei(HS+HR)tHSR6_i(HS+HR)t. (36)

Dai obtem-se, separando o rapido movimento gerado por Hg e Hr do movimento lento gerado por

Hgg, a equacao diferencial

S =i [fsn(t) %] (3.7)

Integrando formalmente (3.7), o resultado seré:

[t [fan @) 5(0)] (33)
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e substituindo o comutador em (3.7) para x (t) obtém-se exatamente uma equacao integro-diferencial

t
d 1

ZX (1) = = [ Hsn (1), (0)] - /dt’ Hsn (), | Hsn (#), X ()] ] (3.9)

Serd assumido que a interagao inicia-se em t = 0 e que nao existem correlagoes entre S e R no tempo
inicial. Assim, y (0) = x (0) e entao
X (0) = p(0) pr, (3.10)

onde pr é o operador densidade inicial do reservatorio. Note que

iHgt e—iHst —

Trr[x] =e"p p (3.11)

fornece
t

d

G0 = [ atTre [Asn (), [Hsn (@) X )] (3.12)

onde, por simplicidade, o termo %T TR { [ﬁ[ sr(t),x (0)} } foi eliminado assumindo que
Trgp [ﬁ[ sr (1) pR] = 0. Isso é garantido se os operadores do reservatorio acoplados a .S tém valor
médio sendo zero no estado pr como acontece para reservatérios no equilibrio térmico.
Logo, em consequéncia da evolugao temporal e assumindo que o acoplamento entre o sistema
e o reservatorio é fraco, somado ao fato de que o reservatorio tem intimeros graus de liberdade,
qualquer variavel do reservatério somente pode ser afetada fracamente pelo sistema. Isto permite

escrever
X(t)=p(t) pr+ O(Hsr). (3.13)
Agora, serd feita a aprorimacdo de Born, desprezando-se termos superiores a segunda ordem no

Hamiltoniano de interacao Hgg

t
d

a’W=- / At'Tra | fsn (), | Hsn ()5 (¢) pa] | (3.14)

O comportamento de um sistema Markoviano depende somente do tempo presente. Por enquanto,
essa equacao nao é Markoviana, pois a evolugao futura de p(t) depende do passado através da
integragao sobre g (). Em seguida, outra aproximacao serd feita, que consiste na troca do operador
densidade p (t') ( dependente do tempo passado t’) pelo operador p (t) (dependente do tempo presente

t). Essa troca é conhecida como aproximacao de Markov:
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t

Shl) = / At Trg [Hsw (1), [Hsa () (1) pr] | (3.15)
0
Agora, o modelo serd reescrito de uma forma mais especifica definindo

Hgp = Z s;Bi, (3.16)
onde s; opera no espaco de Hilbert do sistema S e B; opera no espaco de Hilbert do reservatério R.

Assim, o Hamiltoniano serd reescrito na representacao de interacao como

Hgp = Zgz ) B; (t), (3.17)
que permite reescrever a equagao (3.15) da seguinte forma
d ~ o ~ N D / ~ (4]
() = —Z AT |5 () By (1), |55 (#) B; () .5 (¥) pr | (3.18)

’L]O

onde a propriedade ciclica do traco foi usada e as propriedades do reservatorio estao inclusas nas

fungoes de correlagao. H. Carmichael [20] justifica que a troca de p (t') por p (t) é possivel se as fungoes
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de correlagdo decaem rapidamente na escala de tempo em que p (¢) varia. Sob esse argumento, o que

se deseja é que as funcoes de correlacao obedecam a relacao

<Bi (t) B, (t’)> o S(t—1). (3.19)

R

Assim, a aproximacao de Markov depende de duas escalas de tempo amplamente separadas: uma
escala de tempo lenta para a dinamica do sistema S; e uma escala de tempo réapida, caracterizando o
decaimento das fungoes de correlagao do reservatério. Isto implica que uma equagao mestra Marko-
viana nao permite descrever a dinamica do sistema em intervalos de tempo muito curtos (em inglés,

isso é conhecido como “coarse-grained averaging”).

3.2 Dissipadores para os banhos 0, e X

Nesta se¢ao, sera deduzido o Liouvilliano referente aos banhos acoplados aos operadores o, e
X. O reservatorio sera tomado estando em equilibrio térmico. Para tal, o ponto de partida serd o

Hamiltomiano de interacao

Hgp = Z (e%} (C + CT) <bl + b;r) , (320)

que engloba o qubit ¢ — o_ ou o ressonador ¢ — a. Na representacao de interacao o Hamiltoniano

serd (inserindo a relagdo de completeza em termos de estados vestidos)
Hey — Z est (¢ + ) emitist <bl6—ivlt n blfewlt>
!
— Z Z ZaleiEjt |]> <]| (C 4 CT) |k> <l€’ e tBxt (blefivlt + b;reivlt)
1k

=Sl G+ ) ) Gk (e )
1,7,k

= Y Ci |j) (k] et (ble’“’lt + b}emt) , (3.21)

l7j7k

com Cjr = (j| (c+ ) |k) e Ajy = E; — Ej. Em seguida, o somatdrio serd separado em trés partes:

Hgp = a,Cy; 1) ] (ble—mt i bkmt) + Z aCl |5) (| et (ble_”lt 1 bZreivlt>
Lj Lk<j
+ 3 @Gyl (k] et (ble*i“lt + bjeivzf) . (3.22)

Lk>j
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Nos termos onde j = k é possivel mostrar que (j| (c + CT) |7) = 0. Entretanto, isso sé serd possivel
se os autoestados |j) possuirem uma paridade bem definida, ja que ¢ pode ser o_ referindo-se ao
qubit ou a para a cavidade (esses operadores alteram a paridade quando aplicados em um estado).

aTa—&-UJra,

Introduzindo o operador paridade IT = (—1) , pode-se mostrar que |j) tem uma paridade

bem definida se [Hg, II] = 0 (apéndice A). Assim, como o operador X tem paridade impar
(X L) = GITTIXTT ) = = GITT XL ) = = (LX)
esse resultado sé serd possivel se (j] X |j) = 0. Logo, o Hamiltoniano se reduzira a

Hsp =Y aiCl|j) (k| e+ (bze_wlt + szew’t> + ) anCi|j) (k| e (blé’_wlt + bgemt> - (3.23)
Lk<j Lk>j

Nos termos onde k < j , serd trocada a ordem dos indices e usado o fato de que Cy; = CJ e Ay = —

A, devido a condigao k > j

Hgp = Z a;Cij |k) (j] €4 (bzeﬂlvlt + szeivlt) + Z aCyr, ) (k| e+ (bleﬂ'vlt + bgeivlt>

Lk>j Lk>j
- Z alojk |k> <.]| e_iAjkt <bl€_wlt -+ b;rei”lt) -+ Z Oélek ‘]> <I{j| eiAjkt (ble—ivlt + b;emt>
Lk>j Lk>j
= ST k) (] (e )t pfeir20)1)
Lk>j
+ ) Gy lj) (k| & (bze’i(””Af’“)t + b}ei(“l+Ajk)t> . (3.24)
Lk>j

Repare que v; — Aj; serd colocado como v; + Ay, de forma que as frequéncias de transicao entre
os estados sejam positivas. Diante deste fato, os argumentos das exponenciais que os contém serao
muito maiores que o termo de acoplamento o;Cx, permitindo que o método RWA (Apéndice B) seja
utilizado para elimina-los. Os termos restantes de Hgp serao reescritos em uma nova notagao para

que posssamos compactar o Hamiltoniano. Para tanto, definiremos

§(t) =D Clg) (k| e (3.25)

Jk>7

B(t) =Y abe ™, (3.26)
l

assim, o Hamiltoniano toma a forma

Hgp = 5(t)BT(t) + 57(t) B(¢). (3.27)



(3.28)
(3.29)

—iurt
E agbie™",

> Cirlg) (k[ e,

Jk>j

s2(t) = §(t) =D Cplk) (e,
J,k>j

Bi(t) = Bi(t)=>_ ajdfe™,

(t)

s1(t) = 35(¢)
Bg(t) =
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Na equagao (3.18), como os indices i e j correm de 1 a 2, serd definido que

que permite escrever a equacao mestra como

<
/ \ S )
~ X S ~ A ~ ~ C
~— ~— ~— B —~ — —~ —~ <~ +~
— ~ — — o~ ~ ~DDA —_— T~ = o +> + ~
1 -~ —~ ~—
M m M m [Sa) ' = = = = = o Q 'm
< o> < -y < —~ < ~+| —-+— B ~B 2 [
+ > += = + + = 2 ~~ > 3o
R N R R ) o = BB '
— <
{aq) [Sa[IaY N M ™ Qa)] — Yo A — Q NP
~ T ~ T~~~ ~— N ,T( b ' Qq M ~
— .H_ — .“, — J— — v ~B ~ ~ ~—— ~—— —
~ = ~ = 3 ~~ — o o +~ 3
-~ ~— + ~— + + -~
i wn N V) 1 v & g \I/ — = — = ren T
e V) e @ Q. 3 e —
\I/ o —~ — = = T VA ~~ —
— < —~ < —~ C — ~— ~~ e 3 S
< S < S < Ry S < C —~ S
T 2 T =2 - = X v o Y - =
S~— ~ +—~
) QL ) QL 2 QL QL o 3o < QL '
Q SE = QU tn 3+ X =~
—~ — — <D ~—~ ~— —~
=~ ES " ES = S ~ | ) QU — 3 ~
~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— QL +~ W..L/ Yo +~ ~— ~—
— N — — ~N o~ N ¥ —~ ~ Nl ~— — —
™ ) ™~ v L ' ) = NS v o I T tn )
_ _ _ _ _ QU 10 | | _ | _ _
TR OE LN OE Loz S o o e =
— R — N N R
™y QUL 5 QUL G USTRERVA N Uu\ o ~(p T QU W
oL o Y o T » —~ < —~ ~ < 5
R R SN o S - = ~ oy =0 3 NaNaS
~— ~ . N . ~— ~— IV R -~ ~— -~ Y
N — o ] — ~— — -+ — ~— - -
— ™ —
w o ™ gy M g —— W gy M ;e
¥ + <N + < 4 < o ¥ —~ S + S + S
Y ~— o ~— 3o -~ + = Y +~ > ~— > ~—
~— — ~— ~ ~— ~ ~(\ ~— ~ X 4 ) 4 '
- R ! t
o I M MR g R TS o i M, S w8 m
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As funcgoes de correlacao serao explicitamente calculadas:

<BT(t)BT (t’)> - <Za7b}ewltoszgei”lt/> Za* giu(t+t) <b}b}>R:o, (3.33)
_ Za* * wl (t+t") <bTbT> — 0’ (334)

_ <Z O[lble_iwtalble_ivl/t/> _ Z gy~ (bib) , = 0, (3.35)
1

R
<B(t’)f3(t) = Y e () =0, (3.36)
l
<B*(t)l§ t)) = <Z aible™togbe” “’lt> :Za;‘a i (t=t) <bTbl>
! !
= Y ajae™n (v, T), (3.37)

l

<E3T(t’)f3<t>> - <Zale it o bye t> Z —in(t=tg (p, T (3.38)

l

<B (t) Bf (t')> = <Z alble_i”ltazkb;ei”ltl> Zaloz e~ it <b bT>
!

l

= ; oyoge =) <blTbl + 1>R = ; oqafe ™ [ (v, T) + 1], (3.39)

B(t") Bt (¢ = alble_i”’t/a*bTei”lt aaje wi(t=t') ﬁ v,T)+ 1], 3.40)
101

l

com n (v, T) =Trg (prlTbl> sendo o nimero médio de fétons para um oscilador com frequéncia v
em equilibro térmico a temperatura 7. Note que 7 (v,T') foi obtido através da propriedade ciclica
do traco.

Eliminando as funcoes de correlacao nulas da EM e fazendo uma troca de variaveis 7 = ¢t —t/,
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chegamos a

SES
™
-
SN—
I
c>\w

dT{ ['Z (Conl® € k) (31 5 (=) 15) (k| = Y 1Cml* €5 1) (k] |K) <j|ﬁ(t—7)]

i,k>j Ji.k>j

x <BT(¢)B (t— 7)>R

+ | D 1Ol e 1) (K 5 (¢ = 1) k) (il = Y 1CmI* €45 (¢ = 7) [k) (5] 1) (k\]

Lj,k>j J:k>j

X <B(t—r) B (t)>

R

| D G e B ) (K 5 (E = 7) [k) G = D (Ol e ’Ajkt|k><jllj><k|ﬁ(t—7)]

Lj,k>j J.k>j

X <B(t) Bt (t—¢)>

R

+ | D 1O e k) (G p (¢ —7) 15) (k| = Y (Ol e 24p (t—T)UHkaHj\]

Lj,k>j Ji:k>j

x <BT (t—7)B (t)>R} . (3.41)

Introduzindo a densidade de estados D (v), tal que D (v)dv fornece o nimero de osciladores com

frequéncia no intervalo v a v + dv, nés poderemos trocar o somatério por uma integral [20], obtendo:

<Bf(t)z§(t—7)> = S jaff e (v, T) - / dve™™D (v) |y (V)27 (0, T);  (3.42)

R
l

R

<BT(t—T)B(t)> — Z]al\Ze’i”’Tﬁ(v,T)% / dve™™D (v) |oy (0))>7 (v, T);  (3.43)

<B (t) Bf (t—T)> = Z’Oél‘ A (v, T) + 1]

R

o

R / dve=7"D (v) oy (0)] [7 (0, T) + 1] : (3.44)

<B(t—7)éf(t)> = S jaf e (0, T) + 1]

R

R / dve="D (v) oy ()] [7 (0, T) +1].. (3.45)
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Logo, a EM toma a forma

t

G = [ / o 32 104D (0 o ) (3.46)

(e (0. T) 8) G150 — 7)) (6~ 3 172 7)
PR 0 T) 1] 15) (4150 7)) Gl =50 =) ) o]
e e [ (0, T) + 1] [5) (K| (0= 7) 1K) (] = [B) Gk (= 7)
e e At (0, T) k) (] p (t — 7) 15) (K] — 5 (t — 7) 15) (GI]}
= [ / @ 3 0w D)o {0 ) (6 (6= 7) ) G =5 (¢ =) k) (k]

+€_,<W+A]k) [13) Gkl 5 (¢ — 7) |K) (G| — k) (k] 5 (t — )]

e/ () (1, T) [[k) il 3 (8 — ) 15) k| = 15) i1 5 (2 = 7)

+13) (bl 5 (¢ = 7) |R) (] = 5 (£ — ) k)

e ) (1, T) [15) (k| 5 (= 7) 1K) ] — [K) (K] 5 (2 — 7)
)

+1R) Glp=7)15) (Kl = p(t = 7)17) G-

Os tempos 7 que dominam a integral sao muito pequenos em comparacao com a escala de tempo que
controla a evolugao de p, portanto serd feita a troca de p(t — 7) por p(t). Além do mais, esse fato
permite estender o tempo t até o infinito, ja que a integracao em 7 é dominada por tempos muito
menores que a escala de tempo t. Logo

t

; P
1‘ d —Z(vl-l-Ajk)t — A s 4

Jim 0 Te 7o (v + Ajx) ZUz v (3.47)

t t 73

i i(wragm)t — “i(—n=Ba)t — 1 (—py — Ay + 6
tli>rgv dre’ i tliglo dre J md (—v — Aji) + ZUl A (3.48)
0 0
P P
= W(S[—(UZ—FAJ]C)]—FZ' =7T(5(Ul+Ajk)+Z
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onde P ¢ o valor principal de Cauchy. Apéds fazermos A, = —Ay;

%ﬁ(t) = Z?Td(Akj)QQ(Akj)lcjk|2

Jk>j

< [17) (kLo (8) [F) <j| + |J'> <k!ﬁ( )[E) (gl = p (t) k) (K| =

+ 10 m/ UZ+A

Ji:k>j

(17} (Kl p (8 )|k> (Gl = p @) [k) (k| + [k) (k[ p(2) =

+ Z wd (Agz) @ (Ayy) |Cjk| n(Ajk,T)

Ji,k>3

< ALR) Gl @) 15) kI = 15) Gl p (&) + 15) (kL p (2) k) (G =
p(t)15) (Kl

+117) Kkl p (@) k) G = [k) </<¢|p( )+|/f>< |

< A[k) Gl @) 1) kI =13) Glo @) + 15) Kkl p @) k) Gl = p
—[19) Kl p @) k) G| = [k) (k| p (2) + ) (3] A (2) 15) (K|

Para voltar a representacao de Schrodinger, basta fazer outra transformacao
. : —igt | 4 iHgt
pt) = —i[Hy, pl + €750 | = p (1) | 5.

Logo, podemos organizar os termos de forma que se chegue ao Hamiltoniano

H (t) = Hs — Y [Cyul* {Lu Ik} (K] + [Liy (1k) (K] + 17) (D]}

ik
com os coeficientes dados por
P ['(v)
Ly = d
ik 2 v + A]k
0
P, T _
L, = —|[d Ay, T
ik 21 UU1+Ajkn( k5 )

T% = 27D (Ag;) 0 (D) |Cul .

1) (k1o (2) [k) (]

—p()17) I}

—p () 17) Gl -

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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O resultado final sera

O = =il ]+ X T 1) (1) (= 50 (0)14) 4] = 5 18) Gkl 0) (3.55)

Ji:k>j

+Zwkmp{mwwwww;@wwﬁmwmﬂ

+Zwk%p®wmomwﬁmwww@wwﬂ
— —ilH o)+ 3 T (A, T D) Gl () + 3 T L+ 7 (A, T D) (k1L ().

7,k>7 7,k>7

O Hamiltoniano Hy (t) é o Hamiltoniano Lamb-shifted do sistema e L’y sao os Lamb shifts causados
pelo acoplamento ao ambiente. A fungao I' (v) é a taxa de relaxagdo. No caso da perda de f6tons,
a troca ¢ — a serd feita e a taxa de relaxagao I' (v) serd trocada por k (r). No caso da relaxagao
atomica, a troca entre os operadores ¢ — o_ serd feita e a taxa I' (v) serd trocada por « (v). Além

disso, os Lamb shifts serao desprezados.

3.3 Dissipadores para o banho o,

3.3.1 Modelo classico

Agora, serd demonstrada a parte da defasagem da equagao (1.3). Para isso, define-se a

fungao f(t) em

Hus = f()o. (3.56)
como uma fungao estocastica, que modula a frequéncia do qubit, com valor médio nulo. Em seguida,
expressa-se o0 Hamiltoniano em termos dos estados vestidos para, em seguida, ir a representacao de
interagao:

Hgey (t Zf ) (k| (j] o |k) e+t = Zf ) 7) (k| offeiart, (3.57)

onde f(t) serd expressado em termos da Transformada de Fourler (apéndice C). Para tal, algumas
defini¢des que garantam essa possibilidade sao necessarias.

Entao, f(t) serd definido como

f@)zbﬁécmﬁ() ot (3.58)

o0
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de forma que se possa escrever
Haer (t) = Y 15) (k[ 02 f-a,, (1), (3.59)
ik

sendo

fAjk (t) _ /Ajk+l9jk dwf(w)ei(w_Ajk)t‘

Nesse intervalo de frequéncia 29, em torno de Aj; considera-se que vem a maior contribuigao para

a defasagem, de forma que a aproximagao é valida se ¥;;, < Aj;. Com o auxilio do Teorema de

Wiener-Khintchin, tem-se
E[f(w)f(=w)] =0 (w — ) Sp(w), (3.60)

onde E [z] é o valor médio classico de = e Sy(w) é a densidade espectral de f(t). Isso permite escrever,

entao,
fw) =1/ (W) (W), (3.61)
de modo que o valor médio classico da fungao & (w) seja nulo E[¢ (w)] = 0 e EF[¢(w)&(—w')] =

§(w—w'). Assim, com Sf(w) sendo aproximadamente constante em cada componente individual

Bjki
ﬁjk )
Fanlt) = \f50(80) [ " dw (s e (3.62)

Ao definir 9,; um intervalo muito pequeno de frequéncia, a escala de tempo de defasagem serd muito

mais lenta que 1/9;;, permitindo fazer formalmente ¥, — co. Logo,

fagi () = /S5 (Agk) /_OO dws(w + Aje)e™ = 1/ S(Aji)€a,, (1) (3.63)

e al o Hamiltoniano toma a forma
Haey (8) = D 17) (k[ 025/ Sp(=Aji) (1) (3.64)
ik
Esse Hamiltoniano permite escrever a equagao de Born como

W dT{Z oo™ (1) (K15 (¢ = T)13) (k| = 13) (k1 ') ) (¢ = 7)) E [ @) (')

dt ~
jk]lk/

+ > ool M (15) (k15 (t = 7) |7) (K| = 5t =) |7} (K] J) (R E [f(W)f(—w’)]} (3.65)

jkj/k/
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Se for feita uma troca de indices 7 por k£ no primeiro somatério e j por k' no segundo somatorio,
percebe-se que os Unicos termos que nao se anulam ocorrem quando 7= j e k'= k.

i) _ / dT{Zoz’%z’k’ 1) (K15 (6 — ) 1K) G — [K) Gl 57 (K] 3 (¢ — 7)) E (@) £ (—)]

dt ~
jk]/k/

+ > ot oM (1) (Kl o (t = 7) [K) ('] = A (t =) [K) (5] 3) (kI B [f(w)f(—W’)]} (3.66)

jkj/k/

Diante disso, a contribuicao para a equacao mestra, ao se reorganizar os termos, sera:
2 %
jk
> Jolt] DIlj) (kl] +

2 [Z \/T 715 k?|]

O termo v4 (—Ajx) = 25¢(—A,j) surgiu da correlagdo na equacao (3.66).

3.3.2 Modelo Quantico

Nesta secao usaremos um modelo quantico para a descricao da defasagem, que leva a re-
sultados similares aos da secao anterior. O procedimento serd o mesmo adotado na se¢ao sobre os
banhos acoplados aos operadores o, e X: definir um Hamiltoniano de acoplamento, mudar para a
representacgao de interagao e, por fim, usar a equagao (3.18).

O Hamiltoniano livre, com b; e b} sendo os operadores escadas para o modo j do banho tendo
frequéncia v;, ¢ dado por:

Z v;blb;. (3.67)

O Hamiltoniano de interacao entre o sistema e o banho é:
_ § : T
HSB = Oéjkbjka'JrO',, (368)
jk
onde a;;, é a forca de acoplamento. Como se sabe essa interacao corresponde a transferéncia de um

quantum de energia do modo do banho para outro através de uma excitagao virtual do qubit. O

7 H5+HB)t

passo seguinte é escrever o Hamiltoniano na representacio de interacdo com U = e~ e inserir
duas relacoes de fechamento
H(t) = D233 apdlbie® " m) (m| oo |n) (o] 4"
jk m n
= ) apblee T Z, Im) (n] e St (3.69)
JjkY;iVk mn ; .

Jjkmn
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com Z,, = (m|oyo_|n) . E possivel observar que o valor médio térmico nao serd nulo quando os

indices j = k, diferentemente do que ocorria nos banhos acoplados aos operadores o, e X, onde

a interagao dos operadores do banho com o sistema tinha valor médio nulo no equilibrio térmico

(vide as equagodes (3.33)-(3.40)). A solugao encontrada ¢é inserir esses termos no Hamiltoniano total,

chegando ao Hamiltoniano efetivo:

HZS‘ = HS + Z ajjbjijmn |m> <n| eiAmnt.
jmn
Como o banho esta em equilibrio térmico

Hy=Hs+ Y jjn (T) Zyn [m) (n] e,

jmn

A partir daqui, define-se o0 Hamiltoniano de interacao de forma simplificada como:

com

s(t) = Z Zmn M) (n e'fmnt — Z Zn (1)

B(t) = Z&jkb;r-bkei(l/j_yk)t

ik

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

e entao reescreve-se a equacao de Born usando os mesmos procedimentos das se¢oes anteriores:

dz—it) - _/0 dt’ {[s(t)s (t,) p (t’) — s (t’) ; (t/) s(t)](B(t)B (t/>>R
Fla(E) s () s(8) = s ()5 () s ()] (B () B (D)}

t

= _/ dt' Z {[Zmn (t) L (tl) p (tl) — Znw (t/) p (t/) L <t>] <B (t) B (tl>>R

mnm/n/

+ [/5 (t/> Ly (t,) Znn (t) = Zmn (t) p (t,) Ly (t,)] <B (t/) B (t)>R}
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- /0 dr Y [ Zon () Zoprs (£) €720 75 (E = T) = Zigay (1) €727 5 (6= 7) Zipn (1)]
X (B(t)B(t—7))g
+ [Pt = 7T) Zyr () € 20T Zoy (8) = Zign (8) p(t = T) Zirr (£) € 2w T (B (t — 7) B ()) o }

= = > AlZun () Zuwwr () B (t =7) = Zywras () P (t = T) Zyun (1)

x / dreidunT (B(t)B(t—1))p
(5 (t = T) Ziir (£) Ziin () — Zin (£) p1 (t = T) Zirrr (2)]
X dre”“m'w™ (B (t — 1) B (t)>R}

0
) { S (Zuin Zo )y (| 200 (= ) m) (n

mnm’n/

— Zn Loy St B )y (n] |m) (0] p (¢ — 7)] (3.74)
t
« / dre B (B (1) B (t = 7))

0
+ > [ ZunZawe e Smint [m) (n p (t — ) [m) (0|

mnm’n/

t
=t = 7)) ) 0 Z Z ) [ et (5 (¢ = 1) B ()}
0

Aqui sera feita uma troca dos indices m por n no primeiro somatério e também de m’ por n’ no
segundo somatorio, obtendo

dp (t , ,

SO { 5™ [ZuwwrZom I G0 €2tei2mt o (¢ = 7) 1) G (375)

nmm'n/

t
_anZm/nleiAnmteiAm/n/t |n> <m’ m/> <n/| o1 (t . 7_)] % / d,]_e—iAm/n/T <B (t) B (t . 7_))
0

+ D L Zume Bt St (m) () pr (£ = 7) [0) (1

mnn/m/’

t
~pr (¢ = 7)) (0 ) (0] Zo ZoeocteiSn] ¢ [ dre e (B (¢~ ) B <t>>}
0

Obtém-se, portanto, termos nao nulos somente quando m = m’ e n = n/. Diante disso, usando
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- {Z [ Zonn Zym Im0) (n]| €3St 5 (8 — 7) [n) (] = Zyn Zynme > e 2t n) (n) 6 (t — 7)]

mn

x /0 dre BT (B (1) B (t - 1)

+ Z [Zin Zme @t @mmt ImY (n| p (t — 7) |n) (m| = 6 (t — 7) [n) (n| Zun Zigme @i mnt]

mn

x /0 e (Bt - 1) B (t)>R}

= {Z 1 Znl* [m) (0] (8 = 7) ) (] = | Zuna]* 1) (0] (= 7)]

mn

x /0 dre= T (B(8) B (t — 1))

+ > (1 Zunl” Im) (] 5 (t = 7) ) (] = | Zouul* 5 (t = 7) In) (]

mn

x /0 dremidumT (B(t—7)B (t)>R} (3.76)

As funcoes de correlacao tém como resultado

BOBE-1), = > 2 amagw (bbbl ) e, (3.77)
kAR

(B(t—=7)B (1) = ;J;/ajkaj,k, <bj,bk,b}bk>Rei(”r"k')t et (3.78)

Em ambos os casos, o valor médio s6 nao anula quando j = k' e j' = k, pois para o estado térmico

<b}bk¢j> = 0. Portanto, sendo ay; = o

(Bt)B(t—7))p = Z QKO <b;r'bka]rgbj>R e vimuR)t gilve—v;)(t=T)

j#k
= 3k, (T) [ (T) + 1] 5=, (3.79)
Jj#k
(B(t—7)B(t)r, = Z kL <blbjb}bk>R ik —v7) (t=7) (v —vi)t
J#k
= > ohny (T) [ (T) + 1 e /v, (3.80)

J#k



CAPITULO 3. EQUACAO MESTRA NA REPRESENTACAO DOS ESTADOS VESTIDOS 29

Esse resultado nos permite resolver as integrais na equagao (3.76) da mesma forma que na segao 3.2

t t

lim [ drel@vTAmIT = im [ dreT VAT — 16 (0! 4 v — Ay (3.81)
t—o00 0 t—o00 0
P P
—1 - ) h— Anm .—7
Z—v’+v—Anm mo (v —v )+ZU/—U+Anm
K P
Jim [T A < (0 v D) 552

Da mesma forma que na secao 3.2, estendendo o somatério a uma integral introduzindo a densidade

de estados D (v), obtém-se

¢
/ dre A" (B()B(t — 7)), = {7?5 (V' —v+ App) + ZUL
0

dvdv'a YD (v)D @) (v, T) R, T)+1]

/
= ﬂ]odm Ap) D () D (0 — Apy)
[n

n(v,T)
% 71 (0 = Doy T) + 1] (3.83)
, Oodvdv’oz2(v,v’)D(v)D( Na(v,T) a0, T)+1]
—|—z77/ L I A Ve ’
/0 dre "7 (B (t — 1) B (thr = {m? (V' — v+ Apm) — i—v’ — "U7:- A

8

x [ dvdv'a® (v,v") D (v) D (V)7 (v,T) [n (@, T)+ 1]

\8 o\

= 7 [ dva® (v,v — Apm) D (v) D (v — Ap) 72 (v, T)
X(Eﬁ (v — Anm,T) + 1] (3.84)
dvdv'a? (v,0") D (v) D (V") a (v, T) [n (v, T) + 1]
_ZP/ v —v+ A '
Definindo
Yom = 27r/d'ua2 (v,v = Apm) D (V) D (v —Ap) 2 (0, T) [0 (v — Dy, T) + 1],
- [ dodv'a? (v,v)D (V) D (V)7 (v, T) [ (v, T) + 1]
Lyn = PO/ - ;
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entao, o resultado sera:

) 5 7 P ) (0l () ) G+ ) (] s (8) ) o] — ) (] (8) = () )

mn

+ D Lo | Zun|” [Im) (] 5(£) [n) (m] — |m) {nl p (2) [n) (m]| + 5 (2) [n) (n] = |n) n] 5 (D)].

Assim, voltando ao formalismo de Schrddinger, definindo 74 (Ay,) = Ymn/2 € usando a relacao

Zyn = (Omn + 02"™) /2, o resultado serd

p0) = il p] + 3 L | Za [ (8 ) (0] — ) (] p 1) (389
#2200 2 ) ol 0 e ] = 5 ) G 2) = 50) o) Gl
#202m) 5 Jor ) (a0 ) ] = 1) (0 0) = 5 0) 1)
mm#n

— [Hg,p(t)} + %(0)15 [Z g™ [m) (m|

p(t) + Emm) S 52 ) (] (1)

onde Hog = H5+ 30| Zyn|? Linn |2) (n| é 0 Hamiltoniano Lamb-shifted. Repare que se forem despre-
mn
zados os Lamb shifts, sera obtida a mesma equacao mestra que no caso classico. Como o reservatério

. . e . —BH
foi tomado desde o principio em equilibrio térmico, o estado de Gibbs pgr = Tre?ﬁﬁm, com 3 = kBLT,
S

é um estado estacionario. O estado estacionario tem como propriedade
Z Wnn’Pn’ = Z Wn’npna (386)
n’ n!

onde P, = (n|pg|n) sdo as populagoes e W,,,» sdo taxas de emissdo ou absor¢ao entre os estados.
Essa relagao expressa o fato ébvio de que, em um estado estaciondrio, a soma de todas as transi¢oes
por unidade de tempo para um estado n deve ser balanceada pela soma de todas as transicoes de
n para outros estados n. A rela¢do conhecida como relagao de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [29],
fornece uma importante relagao [23,24]

w
7¢( ) _ ew/kBT' (387)
Vo (—w)
A relag@o anterior é a importante afirmagao de que para cada par de estados a transicao deve ser
balanceada e a razao entre as taxas de transicao é proporcional a diferenca de energia entre os estados.

Tal relagao é conhecida como balan¢o detalhado. O tratamento quantico feito nesta secao engloba
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a temperatura respeitando o balan¢o detalhado [16], isso implica que para temperatura T = 0,
Yo (w) = 0 para w < 0. Entretanto, essa condi¢ao nao requer conhecimento detalhado do banho,
mas somente propriedades termodinamicas. Em particular, nao é necessario invocar a Mecanica
Quantica (ver [28]). Essa relagao de balango detalhado pode ser demonstrada em Fisica Classica

para um sistema em contato com um banho térmico a temperatura 71" através da relagao
Wope en/F8T = W7, e=en/ksT (3.88)

onde g, é a energia do estado n. A quebra do balango detalhado implica em aumento da entropia

termodinamica (irreversibilidade).



Capitulo 4

Consideracoes sobre a Equacao Mestra

Padrao

Até o momento, foi deduzida uma descri¢ao analitica (sob uma série de aproximagoes) de
como a modulacdo externa com frequéncia n), de acordo com a frequéncia ressonante do sistema
atomo-campo, permite obter efeitos de criagao e aniquilagao de fétons. Além disso, uma formulagao
mais completa para a equacao mestra foi obtida considerando o acoplamento qubit-cavidade na base
dos EV. Entretanto, quando os subsistemas sao tratados separadamente, a formulacao é feita em
torno de Estados Despidos, que se revestem ou de atomo ou de campo. Devido a isso, opera-la sobre
o operador densidade total é, em principio, menos trabalhoso, bastando apenas que facamos certas
aproximagoes justificadas.

O interesse agora é entender como a dissipagao afeta a evolugao temporal de tais fenomenos
nao-estacionarios. Para tanto, sera considerado um tnico qubit interagindo com o campo eletro-
magnético, de modo que os estados vestidos do sistema corresponderao aos autoestados do Hamilto-

niano de Jaynes-Cummings [8,19] (Apéndice D)
Hjc = won + Qle) (e] + go (a0+ + aTa_) , (4.1)

com wy sendo a frequéncia do campo, €2y a frequéncia de transicao atomica e gy o termo de acopla-

mento atomo-campo. Os seus autovalores sao dados por

A 1
)\0 = O, )\n,S = Won — T -+ 8567“ (42)

32
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com

A_ = Wo — QO (43)

sendo o termo de dissintonia entre dtomo e campo, 3, = /A2 +4gin = A,y — A\p—. O indice
S = =+ é definido para diferenciar os autovalores com mesmo n, com n sendo o numero total de

excitagoes do sistema. Com relagao aos autoestados, tem-se

v0) =19,0)
[ons) = (Snslg,n) + cnsle,n —1)) (4.4)
obtidos no apéndice D, sendo
Sm+ = sSinf,,
Sm,— = €080,
Cm4+ = COSO,y,
Cm,— = —sinb,.

. A_ . A~ . . N N .
Ainda, o termo 6,-q = arctan 2=22 tem importancia devido a sua dependéncia com o termo de
) n> 290\/5

dissintonia, que define tanto o Regime Ressonante (RR) quanto o Regime Dispersivo (RD). O RR
é obtido quando a comparacao entre a frequéncia de acoplamento gy para o sistema atomo-campo e
o termo de dissintonia A_ fornece |A_| < go. Por outro lado, o RD serd obtido quando a mesma
comparagao fornece go/n/ |A_| < 1 para todos os valores relevantes de n.

Por formalidade, é definido que |pg) = |po—) com €y = 0, mas podemos ver que |pg+) =
le, —1), que obviamente é nao-fisico, entdo, definimos que |pg+) = 0. Além disso, para o RR
0,0 = 7/4, enquanto no RD duas situagoes sao possiveis: A_ >0en>00ouA_<0en > 0. Para
A_ > 0 os estados vestidos até primeira ordem em {°-/n sao (obtidos através da expansao em série

dos resultados do apéndice D)

g
lont) =~ lgin)+ A—Oﬂle, n—1), (4.5)

)~ R-Valgn) = len - 1), (4.6)
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com os coeficientes expandidos até segunda ordem

2 4 1 2 1 gt
sin?6, ~ 1-— z—%_n + z—%nz , sinf, ~1— Ez—%_n + 5%”27
2 4 1 2
cos’ b, = i—%n — i—%nZ , cosl, ~ %\/ﬁ (1 — 52—%71) :
2
sin 20, = 2%\/5 , sin?20,, ~ 4§—%n ;
% 9%
cos20, ~ —1+ 2A—%n , cos? 20, ~1— 4A—gn.
J& para A_ < 0, os estados vestidos até primeira ordem em {*-+/n sao
9o
fns) =~ nlg,n) + le,n 1), (4.7)
9o
lon—) =~ |g,n)+ A—\/ﬁ|e,n —1), (4.8)

com os coeficientes obtidos até segunda ordem

L

2 4 1 a2
sin?0, =~ g—on—g—OnQ, sin&nz—ﬂ\/ﬁ( ——g—on):

A% At A_ 2 A%
cos’f, ~ 1- z—%nJr K—inQ , costh ~1— §%n+ §§—3n2,
2
sin 20, ~ —%\/ﬁ , cos20,=1-— 2%” :
4q2 2
sin” 2, ~ A%fn , cos”20, =1— i—gn.

No RD, os autoestados expandindos até primeira ordem em {°-/n podem ser generalizados de acordo

com o simbolo de dissintonia D = A_/|A_|, que facilita a notagao, sendo dados por

lonp) = |g,n)+ X—O\/me, n—1), (4.9)
lon_p) ~ —D|le,n—1)— K—O\/ﬂg,n) ) (4.10)

Os EV tomados em ordem zero no RD sao dados aproximadamente por

[on,p) = |8, 1); |on,—p) = |e,n —1).

Esse formalismo serd importante no estudo da Equac¢ao Mestra Padrao (EMP), pois seréo
abordados efeitos tanto no RR quanto no RD. Entretanto, no RD serao consideradas no méximo

expansoes em segunda ordem.
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4.1 Equacao Mestra Padrao
Na presenca de dissipacao, a dinamica do sistema ¢é descrita pela equagao mestra

D il + £, (4.11)

sendo £ o superoperador Liouvilliano. Muito conhecida na literatura e ja apresentada, a equacao

mestra padrao a temperatura zero é definida por (1.2)
Lpype = wD i) e +1D[6_] o +2D[5.] e, (4.12)

com D [O] p=13 (OﬁOT —010p — ﬁOTO) sendo o superoperador Lindbladiano e 6, = |e){e|—|g)(g].
Os parametros K, 7 e 7, sao, respectivamente, as taxas de relaxagao da cavidade, relaxamento do
qubit e defasagem pura do qubit.

Na representacao de interacio os operadores serdio reescritos através de U = e #H7¢ sendo
obtido o operador densidade p = UpU' e qualquer operador como O = e*HscOe~*sc [47]. Logo, a
EMP

. . K
po= —ilHp+35

’7
+?¢ (Uzpaz - p)

(QapaT —alap — paTa) + % (20_poy —o 0 _p—poio_) (4.13)

na representacao de interagao se torna

d7 B
d—f > [H, /3} + g (2apa! — atap — pata) + % (25_j6, — G465 — oo 5_)  (4.14)
Yb sn ~n -
—l—?qb (6.p5. —p).

Além disso, o operador densidade sera expadido na base dos estados vestidos

p= > Z Py (1) |on.s) (fm7] (4.15)

S, T=xn,m=0

= Z {ﬁrt,}—rz’—|ﬁpn,+><30m,+| + pr::’r;|50n,—><90m,—| + 15:,7n_z|90n,+><90m,—| + (ﬁ:{;)* |90n,—><90m,+|} )

n,m=0

observado-se que " = (/3;2;;)* » Prjm = (/5;{,;)* s P = (pmn) e S, T = £ (indices mudos).
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4.2 Simplificacoes para EMP

De posse das definigoes a respeito da EMP na representacao de interacao (a mesma usada
no capitulo 2) e do operador densidade expandido em termos dos EV, pode-se obter as equagoes
diferenciais para p37 (t). E interessante escrever “individualmente” os trés termos de (4.12), de
modo que se possa analisar como cada efeito no RR e no RD serd afetado pela relaxagao atomica
pura, defasagem atomica pura e relaxacao pura da cavidade. Ainda, algumas simplificacoes serao
fundamentais para a analise do comportamento assintético do sistema sob a dissipagao. Assim, para

a relaxagao atomica pura

d - . L o\
= > { Bllen ) eu + pulon el + Blislena) (ou| + (Fin) lon- el
N, M=0
Yo~~~ o~ aan o~
Db s ). (4.16)

bastando projetar do lado esquerdo o bra (¢py | e do lado direito o ket |ppr4) para ter a equacao

diferencial para jy;;

d . Y
%P;AJZ = §<<PN,+

(25 iy — 645 — ps5-) loar): (4.17)

de forma semelhante, apenas atuando do lado esquerdo (py | e do direito |@ps )

d___ 7<
dtpNM ~ 9 ¥YN,—

(2656, — 65— 555 [our,_); (4.18)
enquanto g, 7} = (ﬁ;,g:;)*, basta escrever a equacdo diferencial para jyy,

d ._ v N el
N §<90N,+| (26-p6+ — 645-p — po+5-) |pm,-)- (4.19)

%pNM =

Através da aplicacao direta dos operadores no operador densidade, as equacoes diferenciais para a

relaxacao atomica pura serao

d , .
Eﬁ};\} = % {2 sin @ sin HMe’t(AN*_AM*) [cos On 1 COS 9M+1e_“<’\N“’+_’\M“’+>ﬁ;\r,’:17MH (4.20)

— sin @41 cos 9N+16*lt(>\N+1,+*/\M+1,—) ~+,—

PN 1M1 — sin 11 cos Oy

(A1, 4= AN+1,—) (51— * ; ] “(ANF1,-—AM41,— ) 57—
e ) (pMJrLNH) +sinfyy1sinby e ( )PN+1,M+1
— ((:os2 On + cos? HM) ﬁ;]@

1 - - .
ot e i o0 i) )
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d __ _ ; ; ~
%ﬁN’M - % {2 cos Oy cos 9M€Zt(AN’7_/\M’7) [COS 041 cOS (9N+1€_Zt(/\N+1’+_>\MH’+)/)E'il,MH(‘l-Ql)
—sin @41 cos 9N+1e_it(AN“’+_AM“’*),5;(/;171\/[“
— sin Oy cos 9M+1672't(AN“"7)‘M+1’+) (51\+4’11,N+1)*
+sin /41 sin 9N+1€_it(AN+1’__AM“’_)ﬁJ:/J:LMH] — (sin” Oar + sin® O ) pvs
11 (sin 20y et Omemans) shoe 4 i 99 et Cane =) (519 L
5 Ne PNy s 20, € (PMN) 3
i”h_ _ 7 24in ¢ 0 it(AN,+—>\M,,) it(>xM+1,+—>\N+1,+) 0 ) oo (4 22)
dtpN’M = 5 S b cosbre e COSUM+1 COSUN+1PN 11, M+1 :

_efzt()\NJrlHr*)\MJrl,*) sin 0M+1 cos 9N+1ﬁ—~]\_/_;1 M

. B . L "
_elt()\M+1,+ )\N+1a—) COS QM—l-l sin QN—‘,-I (pj\}—‘rl N+1)
_|_€—’Lt()\N+1,f—>\IVI+1,—) sin 0M+1 sin 9N+1,5&7;1 M+1]

_ 1/, . _ — . ; _ -
— (cos2 O + sin® GM) P+ 3 (Sm 29Ne”(’\Nv+ /\N’_)PN’M + sin 29Me”(’\Ma+ AM,—);;E’XZ) } )

Continuando com as simplificagoes e repetindo o procedimento anterior para separar as
equacoes diferenciais, a defasagem atomica pura tera as seguintes equagoes

d e

wPvM = o [(cos 20y cos 20n — 1) piin; — et =Anr ) i 201 cos 20n piins (4.23)

— COS 29Meit<AN'+_’\N'*) sin 260y (ﬁxﬂ_\,)* + et =An =) g=it(Aare—=dar-) iy 207 sin 29Nﬁ~’z_v71\_4] ;

d - :
i = 2 (cos20n cos 20x — 1) iy + €M) sin 20, cos 20 (517 4.24
"M 2 NM My

+ cos QgMefit(ANnL*)\N,—) sin 29]\/57\_7’]\_/[ + e“(’\Mﬁ*)‘M’—) sin ZQMe*“()‘N**)‘N’—) sin 29Nﬁj(,’]ﬂ ;
Gt = =22 [(cos20a cos 28y + 1) gy + €= sin 26 cos 20w, (4.25)
TPva =~ | (cos 26 cos 20y P+ € sin 20 cos 20N Py .

— COS 29Meit<AN'+_’\N'*) sin 20N Py — ot (AN AN =) pit(Aars =M= ) gipy 207 sin 20y (ﬁ;\%]—v)*}
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Por fim, no caso da relaxacao pura da cavidade

%ﬁ;j} = g {26“(’\1\’*7’\]‘4’*) [eit(’\M“*f)‘N“’*) (\/M + 1sinfy;sin Oy + V' M cos 0s cos (9M+1>
X (\/m sin Oy sin Oy 41 + VN cos Oy cos 9N+1> ﬁ;,-tl,M—i-l
_'_ef’it()\N-&-l,-&-*)‘M-&-l,—) <m sin By cos a1 — VM cos 0y sin 0M+1)
X (\/m sin Oy sinOy_1 + VN cos Oy cos 9N+1) PN 1M1
feitMarsr e =An,-) (\/m sin 6 sin Oy41 + VM cos Oy cos «9M+1)
X (WSin On cosOni1 — V'N cos O sin ¢9N+1> (ﬁX/[’;l,NH)*
Lt (Arn-—Anga,-) <\/M7—|—1 sin Oy cosOyr1 — VM cos 0y sin 6M+1>
X (\/m sinfy cos On 1 — VN cos Oy sin 9N+1> /317\/;1,M+1}

— [N 4+ M — cos® Oy — cos” O] e

1 . ) N
~3 [eﬂt(AMﬁ*AM'*) sin 20y iy + (A=) sin 29y (Prin) ] } ; (4.26)
d ) )
%ia]f\f’]\i/l _ g {26175()\1\7,7—)\1\4,7) |:elt(>\]u+1,+—>\N+1,+) <\/M -+ 1cos GM sin 9M+1 — VM sin HM COS 9M+1)

X (\/m cosfy sinfyi1 — VN sin Oy cos 9N+1) PN 1M1
_|_e—it(AN+1,+—)‘M+1f) <\/m cos By cos Oy + VM sin 0, sin 9M+1>
X (\/m cosOysinfy 1 — VN sin 0y cos 9N+1> ,5;’;171\/[“
+e”(AM+1a+_’\N+L—) (W cos s sin Oy — VM sin 0 cos 9M+1)
X <\/N7—|—1 cos By cosOy+1 + VN sinfy sin 9N+1) (ﬁXﬂLNH)*
_|_e“(AM+1»*‘AN+1’*) (MCOS OprcosOpriq + VM sin 0, sin 9M+1>
X (\/m cosfy cosOni1 + V/N sin 0y sin ‘9N+1> ﬁ]_\[’;17M+1i|

— [N+ M —sin® Oy — sin® Ou] pyas

_ % [e—it(*m—wﬁ) sin 20y iy, + et o) gin 20, (,5;4’1;)*} } : (4.27)



CAPITULO 4. CONSIDERACOES SOBRE A EQUACAO MESTRA PADRAO 39

d , A
aﬁ}’]\} = g {26”(’\’“_’\’”'*) [ezt(/\zw+1,+—>\zv+1,+) (\/m cos By sin Oy — vV M sin 0y cos (9M+1>

X (\/W sinfy sinfy 1 + VN cos Oy cos 9N+1> ﬁpil,MJrl
_i_e—it(ANH#—AMH»*) <\/M7+1 cos Oy cos Oy + VM sin 6, sin 9M+1>
X (\/WSiﬂ Onsinfy 1+ V'N cos O n cos 9N+1> ﬁJJ\F/J:LMH
_,_eit(/\M+1,+—)‘N+1v—) <m cosBysinbyrq — VM sin 0, cos 9M+1>
X (\/m sinfy cos Ox1 — VN cos Oy sin 9N+1> (ﬁ;\rﬂl,zvﬂ)*
_i_e—it(ANH,f—AMH,*) <\/m cos By cosOpri1 + VM sin 6, sin 9M+1>
X (\/m sinfy cosOn1 — V/N cos Oy sin 9N+1) ,51_\/4:1,M+1]

— [N + M — cos® 0y — sin® QM} ﬁ;’]\}

_ % |:€it()\N,+_)\N,7> sin 291\7:5]7\/7]\74 + eit(/\M*_)‘M**) sin 29M,5]J\r/;ﬂ } . (4.28)

O método RWA se mostra muito util novamente, pois permitira eliminar termos que oscilam
rapidamente nas equagoes diferenciais para as amplitudes de probabilidade. Quando se considera o
par de equagoes

dA(t) dB(t)

— ith — 7itwA 4.2
S = —aeB(), o = g A (129)

as solugoes exatas sao

GitW/2 (W — R) Ay — 2iqBy) €F/2 + (W 4+ R) Ay — 2iqB,] e /2

Al = 2R

(4.30)

w2 (W + R) Bo + 2igAg] e'™/2 — [(W = R) By + 2igAo] e”"
2R )
onde os parametros q e W sdo constantes, R = /W2 —4q2. Para |¢/W| < 1, os resultados

B(t) =

(4.31)

aproximados serdo A ~ Ay e B ~ By, ou seja, dA/dt ~ 0 e dB/dt ~ 0 nas equacoes diferenciais.
Entao, os shifts de frequéncia negligenciados serao da ordem de O (¢?/W). Para uma aplicacao
direta, no caso A\, + — A\, — = B, > K,7, 7 pode-se eliminar termos que oscilarao rapidamente. As
frequéncias ressonantes serao modificadas por causa dos shifts de ressonancia desprezados. Assim,

as frequéncias ressonantes deverao ser ajustadas manualmente.



Capitulo 5

Comportamento assintético

O Hamiltoniano (2.17), como visto no capitulo 2, torna possivel analisar a dinamica unitéria
para determinados efeitos fisicos de maneira mais simplificada. Apesar da dinamica unitaria ter sido
analisada em [42] e [43], é necessdrio que a notagao seja compactada para que seja possivel trabalhar
algebricamente a EMP. Além disso, como a dinamica foi obtida utilizando-se a representacao vestida
da interagao atomo-campo, no capitulo anterior expandimos o operador densidade na representacao
dos EV.

Neste capitulo, investigaremos como a dinamica do sistema sera afetada pelos efeitos dis-
sipativos. No entanto, a investigagao serd restrita ao comportamento analitico assintético para a
Equacao Mestra Padrao. Para tanto, o formalismo do capitulo anterior sera levado em consideragao
e o método RWA sera muito importante na analise. Os efeitos fisicos analisados serao: geracao de
pares de excitagcoes no Regime Ressonante, Regime anti-Jaynes-Cummings, Regime anti-efeito Casi-
mir dinamico e efeito Casimir dinamico fundamental. Além disso, verificaremos como os processos
de criacao e aniquilagao de excitagoes incrementados (através de modulagdes multi-frequéncias) tém

suas dinamicas afetadas pela dissipacao.

40
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5.1 Comportamento para duas excitagoes

5.1.1 Geracao de pares de excitacoes no regime ressonante

O objetivo desta secao é demonstrar como a dissipacao modifica a dinamica do processo de
criagao e aniquilagao de fotons a partir do Estado de zero excitagées (EZE) |g.0) . Os autovalores
(4.2) permitem estipular a frequéncia ressonante de modulgao n¥). Usando o resultado obtido (2.17),
a modulacao em 7" = 2wy + Rgov/2, com R = =+, no regime ressonante A_ = 0, fornece a seguinte

condicao de ressonancia: Apq2.5 — A7 = Ao — Ao —

Hyp= Y B0 gemtOmas im0 ) o o5 + huc. (5.1)
m,S, T
Logo, m =0, S =R e T = —, dai conclui-se que o Hamiltoniano efetivo serd
Hegr = 20 rlo) (ool + he. = lpo.-) (am] + 0l pam) (o | (5.2)

que acopla os estados |pg_) <+ (Y2 r|. Ademais, de acordo com (2.13),

5 5 (0 5:(r)
0= igoR\/T_T(T) = Z'go'R,% (6_ —+ 5& gi + R \/_5X ,

2wy 2wo Qo 90

onde T ¢ a profundidade total da modulacdo. O processo consiste, entdo, na transicdo periédica
entre EZE e estados emaranhados atomo-campo contendo duas excitagoes no total.
A dinamica unitaria é dada pela equagao
a _
dt

que estd na representacao de interacao. Lembrando que p é escrito como

po= D inlens)enrl
S, T N,M=0
_ S ~t,+ ~— oty
= Z {PN,M ON oM 1| + pN,M‘SON,*><(10M,*| + PN,M‘SON,+><90M,7
N,M=0

—1 [Heff7ﬁ] )

+ (i) lew Mol }
a equacao para a dinamica se simplifica a forma

d .
Eﬂif@ = —i{pns] [(Z Z PNM (0100, ) (p2.rllon.s) (PrT] + 0 |802,R><900,—||%0N,s><90M,T|)>
S, T N,M=0

- (Z > A Olens) el earl + 07 on.s) (earrlear) (o] ))] |orr.T)

S, T N,M=0

_ [<6N70657_9ﬁ§}\§ + 5N72557R9*ﬁ&ﬂ> - (5M,25R79ﬁ;%5 + 5M,057,_9*ﬁ;‘>;v§)] . (5.3)
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Como o estado inicial é |go,— ) = |g,0), é apropriado escrever a equacao diferencial para p,; , que

: lacao par tado |g,0). Como ¢é ivel observar aparecera termos (97%:) e pR%
¢ a populagao para o estado |g,0). Como é possivel observar aparecerdo os termos (0py; | € Py

i
, g . . ~R,— .. , . .o,
(o indice sobrescrito i em (0,020 ) indica que estd sendo tomada somente a parte imaginaria do

termo) , fazendo-se necessario escrever a equacao diferencial para estes termos:

jtﬁ(?o_ = z(eﬁ;%é—)i; (5.4
L) = e [ -
%@R = (9pzo ) (5.6)

Agora o comportamento assintético do sistema sera analisado quando a dissipacao esta pre-
sente. Usando as equagoes (4.20), (4.21) e (4.22) para relaxagao atomica pura, uma formulagao geral

serd escrita (lembrando que no RR: 6y =0 e 6,59 = 7/4)

d _ _ v o
=Py = 5 (P +AT),
d ___ Ly
EPO,M>O §§p0,M7
d ___ Ly
EPN>0,0 §§pN,0 )
d~—, O TSV Y —it(\ Y ~t.
21 PN>0.>0 5 (§€t< N-—Aur-) (e v M+1’+)p1—~\-fj-—1,M+1

+6 ()\N+1 = AM41,— )pN—f—l M+1> . ﬁ]—\/]\}) ’

iﬁ+,+ _’_Vﬁ+ +
dtPN>0MANM>0 5PN
d . v (L. ~
—PN>0,N Py [pJJ\rfil M1 T PN M—i—l} — Pt )
dt 2 2
d 4 _ Iy 4
dtPN>0 0 _§§pN,0 )
d 4 YL aOns—rnr it( A ) ~
dt/)1+v>0 M>0 9 (§et< wot ) (e s NH#)P;L M+1

+6_Zt(AN+1 A _)PN+1 M+1) ﬁ}’]\)

< A S “R.R _
A equagao para a populagio py;  sob relaxagao atomica pura envolve termos py; (com R = +), de
modo que suas equacoes precisam ser escritas. No geral, pela estrutura das equacoes, ¢ possivel notar
que populagoes sao acopladas entre si. Nesta secao serao consideradas no maximo duas excitacoes

(termos com N > 2 serao negligenciados) e o método RWA serd de grande utilidade, visto que
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haverao termos que oscilam rapidamente e serao desprezados. As equacoes para a evolugao unitaria

sob a relaxagao atomica pura sao

d __ R\ Y L R-R
gifoo = 2 <9P2,é ) Ty (Pl 1t ) ; (5.7)
d i [ 1 Y i
i (‘9P20 ) = - |‘9|2 [Po,b - P?,éﬂ 29 <9/720 ) ) (5.8)
d rr 7 (l[rr -R ~R,R
%Pl,i = 2\ 9 [Pz 5 T P2 2 } = P11 ) (5.9)
d ._pn_ Y1 _p_ ~ o
EPL? "= 9 (5 [PQ,? ®+ P?R} - P11R7 R) ’ (5.10)
d rr =\ VRR
P —2 (9,02,6 ) 5Pz (5.11)
d _g_r Y -R,-R
a 22 = 5P R (5.12)
sendo que a aproximacao A, + —\, — = 3, > v permitiu eliminar termos que oscilam rapidamente nas

exponenciais através do método RWA. A solugao assintética é uma andlise interessante, pois permite
saber quais populagoes serao permitidas apds o sistema evoluir por um tempo grande. Entretanto,
0 preco que se paga ¢ nao saber como o sistema se comporta ao longo do tempo. Fazendo o lado

esquerdo das equagoes igual a zero, a solucao assintdtica sera

~—R,—R
P22 =0,
RR _Ll.rR
P11 2022 )
R-R _L.rRr
P11 5/)2, )
~R,— i -7 .
<9P2,0 > 9 P?lR,
RR !‘9| P

P22 _(‘9| +( /4)) Po,0 >

que devido a normalizacao

U - ~R,-R
Poo + P11 +1)11 +022 + Py =1

torna possivel escrever as probabilidades

o

W ’9’2 + (7/4)2 RR ’9’2 SRR _ ~R~R _
3167 + (1747

1
= v P22 = o9 20 P =P =5
B O e 1 L
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Fisicamente, o que se deseja é que os efeitos de dissipacao sejam minimizados. Diante disso, a

condicao desejada é |0 > ~ fornecendo as probabilidades para os estados

—_
—_

J— “RR

p ) ~ p ~ ~_R7_R ~
R T

~ P11 ~

~R,R
y P11

)

| =

Como observado, duas novas populagoes ,5751’72 e ﬁflR’fR surgem mostrando que a relaxagao atomica
altera a dinamica unitéria.

No caso da defasagem atomica pura, as equagoes (4.23), (4.24) e (4.25) serdo necessarias.
Ap6s novamente ter sido utilizado o método RWA, aproximando A\,  — A\, - = B3, > 74, termos que

oscilam rapidamente foram eliminados para que se pudesse chegar a dinamica sob DAP

d o > \¢
i =2 (075 ) (5.13)
d / & \i o ~ N\
= (05 ) = =107 o — b | = % (0ak ) (5.14)
dt 2
d . =\ - R
S0y =2 (9p§é ) +3 [—p%R + f’ R} , (5.15)
d __pn_ Y, R -
%PQ} R= ?d) |:_p22R7 N pgn] ; (5.16)

com solugoes assintéticas (e sob a condi¢ao de normalizagao)

- R-R_ -RR_ 1
Poo0 = P22 = P22 = §
Esse resultado ¢ interessante, pois mostra que a dinamica unitaria é afetada pela defasagem atomica.
i
Ot ao-di 1 (0p5 i intoti t t lacao pyyo
ermo nao-diagonal (6py, | vai a zero assintoticamente, enquanto a populacao pgy passa a
ser nao-nula.
Analisando como a dinamica unitaria serd afetada pela relaxacao pura da cavidade, de posse

das equagoes (4.26), (4.27) e (4.28), obtem-se

S =2 (0055) + 5 (R ), (517)

S (0055) = 10 7oy — o8] S (0055) (5.18)

G =5 (5| (V) e (va- 1) ) - ). (519)
dprat (% {(ﬂ v1) B (Vaa) ﬁ?ﬂ - pRR) , (5.20)
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d _ i3

aﬂ?ﬁR <9P20 ) 2"‘3P§2R: (5.21)
d __»_ 3
%Pz?’ ® = 2'%/7227a I (5.22)

Lembrando que o método RWA foi importante para chegar a tais equacoes. Igualando o lado esquerdo

das equagoes a zero o resultado assintético serd

=\ 3 Rrr
(902,0> —_Z”Pm )

P22R = =0,
SRR 6] P
22 2 20,0 >
|9| + (3k/4)

= (vaa) e
1
~—R,-R _ 1 (\@ _ 1> ﬁ;z,éR.

P11 5
Em virtude da condicao de normalizacao conclui-se que as populacoes atingidas sao
p = 6° + (3k/4)° GRR 6]
00 5167 + (3&/4)2 TP 5101 + (3k/4)°
- 1 2 1 .
B = L (vae) B = (Ve 1)

com probalidades, na condigao || > &,

—— 1 rr
Poo Rty Pa N

R 0,58, o R a1, T x 1072

(@
o]

Logo, a dinamica unitaria é drasticamente afetada, ja que estados antes nao atingidos tornam-se

permitidos gracas aos efeitos da dissipacao. E importante notar que em todos os casos o sistema

atinge um estado estacionario com ntimero finito de excitagoes.

5.1.2 Regime anti-Jaynes-Cummings (AJC)

Agora vamos considerar a modulagao com frequéncia ressonante /) = wy+Qy—2(5_ —d,) no re-

gime dispersivo |A_[/2 > go\/Tmaz (cOm N4, sendo o nimero méximo de excitagoes), desprezando-

se corregoes de ordens superiores [43], onde 0+ = g2 /AL (A, = wo+Qp). Como mostrado em [43], tal
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ressonancia ocorre quando n(‘] ) ~ A2—p — Ao,p. A dinamica unitaria serd descrita pelo Hamiltoniano

efetivo
Hep= Y Eipse Oz 2nr 1D lon 1) (mias] + hc. (5.23)
m,S, T
de modo que a frequéncia sera ressonante se m = 0, S = =D e T = D. Logo, obtemos o Hamiltoniano

de anti-Jaynes-Cummings [41,49]

Hujo = E(()T)D,—D|900,D> (¢a,-p| + h.c. = Olpo, ) (@2, | + 0|02 D) {0, , (5.24)
com
1
0= ZEQODT(J)
J J J J
) = _5‘(0) e n &5 " 2:()

A, A g TUAC
Como o regime dispersivo ¢é aqui tratado, serd importante generalizar as expressoes através do simbolo
de dissintonia D =A_/|A_| = +. O regime AJC consiste no processo de criagdo de um féton ao
passo que ha a mudanca do estado atomico fundamental para o estado excitado. Observa-se através

do Hamiltoniano efetivo que os estados acoplam-se da forma |¢gp) <> |p2.-p), 0 que corresponde

a transicao entre estados |g,0) — |e, 1) se considerarmos a expansao em ordem zero para R>-/n.
Diante das consideragoes iniciais, a dinamica unitaria sera dada por
ap -
—i | Haj50,pl,
a [Hasc, p)
com |po ) = |¢o,p)
d ST
at PN = Z Z PNM Hepplons)(pm,T]
S, T N,M=0
S ~S, T
- (Z > PN,M|90N,S><90M,T|Heff>] lorT) (5.25)
S, T N,M=0
= —i [ (Owods, 050" + Owads, 00" For ) — (Goaudpr RN + doaid_7073N5")]
Escrevendo as equacoes correspondentes
d __ _ p_\?
P00 :2(9/)2,0’ ) ; (5.26)

c;lt (901\[ 2,M= o)i = -6 [ﬁoib — fas D} ; (5.27)
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d i
~—D,~D __ ~—D,—
P22 = —2 <902,0 ) ) (5.28)
dt
os efeitos da dissipacao serao analisados analiticamente.

Inicialmente, a relaxacdo atomica pura (RAP) serd analisada e, para isso, serd muito mais

simples escrever expressoes gerais com o auxilio das equagoes (4.20), (4.21) e (4.22), além, é claro,

do RWA. Portanto as expressoes gerais sao
d - 9% - 9%\ ~-p-D
giPoo =7 (A_%_Pfip + (1 - A_%_ P11’ 5 (5.29)

d 9% N 9% __p- 95 -
%P%EO,N =7 <[A—% (N +1) p]?ffl,NJrl + (1 - A—% (2N +1) pN?ri,Jl\?H - A_OQNP?,J?! , (5.30)

d __p_p 9% ~—D,~D 9% ~—D,~D

%PNW,N =7 (A_%_NpNH,NH —|1- A—%N PN,N ) (5.31)
d —p—\" Y 92 ——p,—\"
i <9PN>0,0) ~ 9 (1 - A_%N <9PN,0 ) ’ (5.32)

. . ~ 90 " ~ o
onde foi considerada a expansao em —— até segunda ordem! Logo, comegando pela equacao diferen-

cial para py; e, em seguida, escrevendo as equagoes para termos que se acoplam, obtem-se

& o =2 (Gﬁ‘p’_)i b (Sogpp (1o 9 5oer (5.33)
dt 0,0 2,0 A% 1,1 A% 1,1 ’ .
L o) = =i [ - "] - 2 (1= 252 (0707 (531
dt ) ) ) 2 AQ_ ’ ’
d . 9 o~ 95 o\ D 9 -
Eﬂfip =7 ({A—%_QP%D + (1 - A—%_?) oy | — A—%_P?,ip ) (5.35)
d__p_ 95 9\ =D, -
oo =1 (A—%_pgf’ P (1 —ar )T (5.36)
d __p_ D \¢ g2 D
Ty =2 (5270) =~ (1 — A—%Q) prs ", (5.37)
d 2
~DD _ 90 9;D:D (5.38)

EPQQ = _W_Ag P22 -
2
Fazendo o lado esquerdo das equagbes igual a zero, assintéticamente obtém-se (com % < 1)
0

~D7D N
P22 = 0,

2
~—D,-D _ Y0 DD
P22 A2 P11 >
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2
~~D,-D _ Y90 ~-D,-D _ go ~D,D

P11 = A_2P2,2 T AL AP
——p-\" - 90 ~D.D
<902 0 > T 9 Az A2 P11
i 7\
Poo = A_% 1+ <m) ] ﬁfip-

Usando esse resultado junto a condigao de normalizagao

ﬁao_+P11 ‘f’Pl_? D+P2_2D D+52sz—1

chega-se ao resultado

~D,D __

P11 (5.39)

2
9% v 5.9
1+ 5 (“(2\9\) (1 2A2)>

Quando v < |6] a populagao tem solucao aproximada ﬁf’lp ~ 1 e somente um féton é gerado.

Ja para a DAP, generalizando as equagoes (4.23), (4.24) e (4.25) de acordo com a dissintonia

(novamente a generalizagdo das equagoes serd dada em fungao do simbolo de dissintonia), tem-se

d

2P0 =0, (5.40)
d pp ~—D,—D
dtpN>0N = QN%SAQ [ PNN + PN N } ) (5.41)
d __p_p 2 ~ ~D,D
dtION>0N = 2N7¢ A2 [—p Py PN N} ) (5.42)
d . i g2 PR
at (901\720 0) = (1 - A% N) (901\[% > : (5.43)

Termos que oscilam rapidamente, 3, > 74, foram eliminados via RWA. Entao, juntos a DU, as

equacoes serao

d - i

dtﬂoo = (9P20D ) g (5.44)

e — 0P g — 520 1 - 909 (952 5.45
i 020 —_| | Poo — P22 ) _A_z_ P20 ) ( . )
d 50D _ _9 (s D i 4 9_3 ~—D,—D , ~D,D 546
il = —2(bpy + ’Y¢AQ_ —P22 T P22 | (5.46)

d pp | go -D,—D 5 47

dtp22 %A? 022 +P22 ) (5.47)
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que, quando igualadas a zero, fornecem a solugao assintotica

~—D,— i
<9/)2,0 ) =0,
~—D,—D
/02 2 = P22 )
~— DD
Poo = P22

Nesse caso, uma nova probabilidade para o sistema transitar surge e altera a evolugao do sistema.
J— p-p pp 1
Poo = Doy = P22 = —3 (5.48)

Esta secao se encerra com a analise do comportamento assintético quando hé a presenca da
RPC descrita através EMP. Utilizando as equacoes para a relaxacao da cavidade, além de eliminar
termos que oscilam rapidamente e considerar no maximo duas excitacoes, a formulacao geral até

segunda ordem é

d __ _ . g o
d ~D,D N+ (1 98 ~D,D 90 50D (1 93 ~D,D 550
dtpN>0N (N+1) |1~ AZ PNT1N+1 T AZ N2 PN+1.N+1 TAZ PNN | (5.50)
d_p.p N 9% ~—D,~D N N ~—D -D
qrPN>oN =R L+ A2 ) PN+LN+1 T -1+ -5 Ag PN, , (5.51)
d o\ K g2 b _\!
G (o) = =5 [ v -1+ B (038) (5.52)
Logo, a dinamica sob a presenca deste canal dissipativo fornece
d —— 2 0~_D 1 9(2) ~D, D gO ~—D —-D 5 53
dtﬂoo = P20 +’f T Az P11 +A2p ; (5.53)
4 (p; = — 101 |poy — Pag " 1429 | (9527 5.54
it P20 =—10] Poo — P22’ + A2 P20 ) (5.54)
d _ -
Gl = (2 (1 = ) G (1 = ) 7 ’D> , (5.55)
d __p_ g\ g
oy = ((1 + AT ) Prs " = Aghil D) , (5.56)
d g\
TPy =2 (1 - A—“) Py (5.57)

d ~—D,—D ~—D,— : go ~—D,-D
dtp22 = 2<P20 9) (1+ A2 T2 P2 (5.58)
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e a solugao assintética podera ser analisada. Igualando o lado esquerdo das equacoes acima a zero,

o resultado sera

~D,D
Pao = 0,
~—D,-D _ Y0 ~—D,-D
2,2 AQ 1,1 )
2
DD __ Y99 ~—D,-D 90 ~—D,-D
P11 el P22 A4 PLL )

( ~—D,—>i _ K 90 ~—D -D
2 A2 ’

2
K ~—D,—D
”(2|9|)]”“ '

Nesse caso, a condi¢ao de normalizagao permite concluir que

i " {H i% (“ (2T9|)2>}1 )

e a condicdo k < |f| mostra que uma excitacdo atomica serda gerada com o sistema tendendo ao

estado |e,0), tendo em vista que no regime dispersivo |A_| > go. Entretando, ndo ha completa
2
transferéncia, dado que py, =~ AQ ,51_? P

Quando as relaxacoes sao analisadas em conjunto,

s =2 (05 Y o] (- B) st Bp ) n (gt (1 ) e
qtroo 2,0 AQ 1,1 A2z P11 Az P11 A2 1,1

5.60)
C(05:27) =~ 10 [pos — 275 [1+2 gz} (65:27) 1 (1— a5 2) (67:27)" (.61)
%p;?‘” (05;5 ) e (1 + zg 2) FrD Py (1 - zg 2) py PP (5.62)
j,}?;’ — 2% ( Kg > poP 2 zg o (5.63)
it = (2 (- gh) e - (1- 4 k)
+y ({z—ézﬁgf + (1 - i—g_3> @39} - %ﬁff) (5.64)
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obtem-se como solucao assintética

ﬁ?,ép_oa
9, g
e m(-) e
P22 p 72 P11 s
HA—(;_+7<1—A—3_3)
2 2
- [n 1+§%)+7§%] [ﬁ(l—%)—l—’y%} o
1,1 = 1,1
e )| S )

i 98 AN 95 9
c(ir2gh) e (1-28) ] (-8 ],
ﬁ(;b_ = ]‘+ ° 2|9| ° g2 7 g27 ﬁl,i ’
- a7 (13
( — 2 gg 2
_ K+7+255 (k—7) 522D
2 |9| 2,2

L L
Probabilidades nao-nulas sao atingidas, de forma que a DU é novamente modificada. Podemos checar
facilmente que para v = 0 ou k = 0 teremos as solugoes obtidas previamente. Ademais, caso a solugao
para ambas as relaxagoes seja tomada até primeira ordem em LU v ~ k a DU é afetada de tal

forma que o sistema tem estados com probabilidades (v, k < |6])

-1
~—D,—D YR 1

) — 2 . . ~ — 5.66

P22 [ + o + ”J 4 ( )

v K |

Opn = |2+ —+ — ~ = 5.67

Po,0 { + o + 7} 1 ( )
~D,D a YK 1

_ g4 L4 ~ 5.68

P11 P, { + o + 7] 1 ( )

(5.69)
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5.1.3 Regime anti-efeito Casimir dinamico (AECD)

O regime anti-ECD previsto recentemente por [43,49] ocorre no RD e consiste na aniquila¢ao
coerente de duas excitacoes do sistema via acoplamento |px p) <> |pr—2_p) para um dado valor £ > 3

ou, a grosso modo, uma transi¢ao equivalente a |g, k) <> |e, k—3), levando em conta a aproximagao em

ordem zero em {*/n no RD. Em palavras, o que foi afirmado na setenga anterior pode ser entendido

como trés fotons sendo aniquilados ao passo que uma excitagao atomica é criada. Como visto, esse

efeito é implementado com a modulagao da frequéncia n,E;A) = 3wy — Qo +2(00-—64)(k—1) ~

Ak, p — Ak—2—p € fornece através de (2.17) o Hamiltoniano efetivo

= (Olor—2,-p)(@rp| + 07 |@rD) (Pr—2,-DI) ; (5.70)
com
~0-090
0 = —iD k(k—1)(k—2)TW
Dy V= 1) (k2
A A A
A _ el wo+ A e e '
2&)0 + A_ 2(,00 + A_ QO Jdo

Nesse regime, a DU ¢é obtida considerando-se inicialmente o sistema em um dado estado com proba-

. ~D,D - . .
bilidade p ., de forma que sua equagao e as demais que a acoplam sejam

d i
gies =2 (95:.57) (5.71)
d /. __ i N o
g OADR) =—1or [ - 750 (5.72)
d __p_ - i
Eﬂfé,@ = —2 <9pk?2’z> : (5.73)

A RAP tem como equagoes gerais

d 9% _ 9% __p_ 9o
_PZ}DO,N =7 _g (N+1) PJ?/ELNH +|1- _02 (2N +1) PNz’l,Jl\?H - —%Npg’ﬁ , (5.74)
dt A% A% AG

d __p_p 9% ~—D,~D 9% ~—D,~D
apN>0,N =7 (A_%N:ON-H,N-H —|1- A_%N PN,N ) (5.75)

d () i 7 9 YA
- (epN§§M>O,M ﬂ) =5 (1 + 5z (M= N)) (epNﬁf) _ (5.76)
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Quando a DU esta sob RAP e o comportamento é analisado no regime assintético e em primeira

ordem em go/A_, as equagoes que a descrevem serao

i~—D,—D ~-D,-D
dtﬂk+1,k+1 — VPt 1t 10

d pp D -D,-D
dtpk: p =2 (ka—z,k) + 7Pk+1 k+1

d __p -D _ -D,—D
dtpkk ’Vpkk )

d 2 -D,-D Y ( DD\’
dt (epk ) = — 0] [pkk — Prok 2} ) (901@—%) )
d pp - D-D
dtﬁk Lk—1 — ’kak )

d __p_ )

-D,
Epkq,k 1= VP 1 k—17

dpDD ,pr -D
dt k—2,k—2 — k—1,k—1>

d ~—D,—-D 9 Q~_D’D -D,-D
Epk72,k72 == Pr—2k — VPy— 2,k—25
d pp -D,

-D
dtpk: 3k—3 — = YPk_ 2. k—2>
iﬁfp,fp N —D,-D
g e-3k—=3 = h—3.k—3"

(5.77)

(5.78)
(5.79)
(5.80)
(5.81)
(5.82)
(5.83)
(5.84)
(5.85)

(5.86)

Ob inica solucio nao-nula ser lacao o2 .. P k=3, ob
S€rva-s€ que a ulllCa SOoluc¢ao nao-Nnula s€ra para a populacao pk73,k73‘ ara O caso = 9, observa-

se que o sistema vai assintoticamente para o EZE, diferentemente do visto anteriormente em outros

efeitos em que havia equilibrio em estados que nao fossem o EZE. Se a solucao for tomada para a

proxima ordem em % e k£ > 3 para largas escalas de tempo teremos também pk 3 p—s = 0 e a tnica

solugio assintética nao-nula serd o estado gpy -

J& para a DAP, com equagoes gerais

_D-D
dtPN>0N_2N7¢A2 [ pNN+pNN }

d ~—D,—D 92 ~—D,—D |, ~D,D
dtpN>0N 2N’Y¢A_% [_pN,J\? + PN’,N]

jt (6 ~N>o M>0 M;ézv)i = ( A2 (N + M)) (eﬁNﬁ,})y,

a dinamica sob dissipacao terd como equagoes

d~DD ~—D,D 92 ~DD , ~—D,—D
dtpkk :2<9 Pr— 2k> +2k7¢Ag [ Peg T Pri }7

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)
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d _p_p 9% ~~D,~D , ~DD
Epk,k = 2k7¢Az_ [ Pri’ T Prk } ) (5.91)
d (, pp\'_ DD  ~—D,-D 90 ~—D,D
- epk72,k = _|9| Prg — Pr—agk—2| — Vo ~ A2 2(k—=1) ) (0p,_ 2k ) (5.92)
dt A?
d ~—D,~D 0~_D’D L 93 -D,—-D ~D,D
d_tpk72,k72_ =200, 55 +2( _2)7¢A2 —Pr—s k-2 T Prog—2| (5.93)
d pp — 9 (k—9 9% DD ~—D,—D A
—Prap—2 = 2( )% 7 | T Prlog—2 T Pr_s s 2| - (5.94)
dt AZ
A solucao assintética serd
DD _ ~—D,—D
Pri = Prr s
~—D,D
(6 Pr— 2k> — 07

DD ~—D,—D
Pr. 2k—2 = Pr_2k—2

DD _ ~D,-D
Pri = Pr—2k—2

enquanto a normalizagao
~—D,~D _ DD -D,—D ~D,D
Prik’ = Prk = Prsp—2 = Prlok2
mostra como o comportamento esperado serda completamente alterado pela defasagem para longas

escalas de tempo.

A RPC tem expressoes gerais da forma

d ~D,D 92 ~D,D 9 ~—D,—D ~D,D
dtpN>ON ((N+ 1) (1 - A_% PNy1,N+1 T A% PN+1,N+1 -N|1--"F Ag PNN | s (5.95)

d __p_ @\ _p_ g2 ~_

EPNZb,]e =K (N (1 + A—%_) PNEEJ?H - (N 1+ A% N) PN?V D) ) (5.96)
d (. ik 9% 90 7l (e i
dat <0pN1;ODM;£N> - 9 {N+ M — ( - A_(;N) + A_O M} ( pNZODM;éN> ‘ (5.97)

Nesse caso, nao ¢ interessante a analise da RPC, pois a tinica solu¢ao nao-nula sera o EZE. Como o
AECD é um efeito muito fraco e |g,0) nao acopla com nenhum outro estado, teremos fétons sendo

perdidos para o reservatorio em um decaimento praticamente exponencial.
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5.2 Comportamento para quatro excitacoes

5.2.1 Geracgao de fétons do vacuo incrementada no regime ressonante

Voltando ao RR, vamos considerar uma modulacao multi-frequéncia ou, mais especificamente,
dupla modulacio em € e g, com as frequéncias dadas por (" = 2wy + Rgov2 e 1 = 2wy +
90 (2722 — \/572), com R, Ry = £. A modulacio n(™? é ressonante quando nt/) = AR, — A2 € nesse

caso 0 Hamiltoniano efetivo se torna

A=Y 3 29 e tOms s o ) (Gl + e, (5.98)
m,S,T n(r) n(r2)
= Olpo—) (2Rl + 0% 02r) (@0~ | + b2lp2,r) (Pars| + O3]0aR) (P2R] - (5.99)
Lembrando que no RR A_ =0, 6y = 0, 0,-0 = 7/4, aqui serd considerado no maximo quatro

excitagoes, além, é claro, do método RWA para eliminar termos que oscilam rapidamente. Os termos

0 e 65 sao dados por

1 0 V3 .
0= ZRz\/ﬁgoT(T) R 92 = :.;721)77%2 = —ZRQ\/T_QQT( 2), (5100)

onde para 6 sera considerada a modulacao para {2 e para #5 o parametro g, sendo

CIERORNG 5(r)
N S AL

T(T) = — 4+ = —
2wp 2w go Jo
(r2) ) 02 20 (V2+RR
Yo _— S fa f9 Rgz’\/_ v (V2 2)‘
2w 2w o 9o

Nesse modelo, a DU é descrita por

d _ . ~ * ~— ~Ro * ~
= ST = i [(JN,Oas,,ep% + 5na0s R0 Py s + Ona0s RO + S ads 1,0 p%) (5.101)

— (Om20r 7085 + Orr0d7 0°AN5 + OnradrrabaiNs + Ouadr 03N )|
que torna possivel escrever as equacoes da parte unitaria partindo do EZE
d ___ R\
%Po,b =2 (sz,(’) )
d o - .
at <9/)20 ) == ‘9‘21000 - (992/9313(2) ) + |9| RR

(00 ) = 0P (0857 ) — 10F (02075 R)
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d ~Ra, ~ ~Ra, ~ 2 2
G (a5 = — 0ol 5%+ (0026557 + 6o 5™
d 3 i
dtP?zR =2 (02055 ) <9/72 0 >

d . -
EPZZRQ = (92 e R) :

T
O indice sobrescrito r em (992ﬁf§’_> indica que a parte real foi tomada. Uma solucao analitica

para a DU pode ser obtida expandindo-se a fungao de onda na representacao de interagao

) = Algo,-) + Blpar) + Cloams) + ), (5.102)

onde Y engloba todas as outras amplitudes de probabilidade nao acopladas pelo Hamiltoniano. A

equacao de Schrodinger

I‘I’> H|W) = =i (0B]go,-) + 0" Alpar) + 03 Blpar,) + 0:C|esr)) (5.103)
fornece
A=—ifB, (5.104)
B = —if*A —i6,C, (5.105)
C = —if;B. (5.106)

A solucao para By =0 é

0 0
A = (AO + e—iC’O) cos Rt — R220 [29* (0% Ag + 05Cp) cos? §Rt (5.107)
—20"03 A0 + (R? — 2165)*) Cy] ,
6*A in Rt

B - —i( o+9}2%00)st 7 (5.108)

205 (0" Ao + 05Cp) cos® SRt —20"05 Ay + (R — 262|%) Co
c - R2 i i , (5.100)

com R = 1/]0]> + |62|*. Entéo, para Co =0e Rt =7
2 |6,”

A = —A (1 - | (5.110)
B = 0, (5.111)
- M, (5.112)

RZ
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e havera completa transferéncia de populagoes de A para C fazendo 6, = z6*, sendo

xr = <CO +/CE + A%) /Ao = £1. Assim, ajustando-se |0| = |6, pode-se criar o estado vestido
|04 r,). Outras duas situagdes podem ser observadas: quando Cp =0 (Ag = 1) e Rt = 27 o estado
retorna ao estado inicial e quando Cy = 0 e |f] > |0] obtém-se A = A, (B,C < 1).

A dinamica sob a presenca da RAP, considerando no maximo quatro excitagoes, fornece as

equacoes
d__ _ v/
dt —Pop =2 <9P20 ) + By (P?ln + 10112 R) (5.113)
d J o T ~ 1y /7, »_\t
S (00557) =~ 107 i — (602052) -+ 1o B — 51 (0787 (5.114)
d _ ~ _ 1 Ro—\"
(00.557)" = 16, (00557 ) — 1of” (025 R) — 2 (b0:737) (5.115)
dt 22
d ~ ~ y } i
< (05R) =~ 10 A+ (0005 ) 4 e AT - 1 (5T (5.116)
d rr Y (llrr , ~r-R ~R,R
dtpl’i =513 [92 2 T P27 } P11 (5.117)
(- 8 ~R,R ~—R,—R
Epl,l 7 = 5 \9 [/12,2 + P23 } — P11 (5-118)
d ~R,R ~R2,R ¢ ~R,— oy (1 ~R2,Ro —Rs ~R,R
dtp22 =2 (92P4,2 ) -2 (992,0 ) + 513 [P —|—p33 ] — P22 (5.119)
d 1
S =1 (s [T ] - g (5.120)
dt 2\ 2
d Ry Ry V(1 Ro Ry | RaRo ~—Ra,—Ra
P33 =5\3 [P4,4 + Psa ] — P33 : (5.121)
d ﬁiR,iR _ 1 1 [ﬁ*RQ,*RQ _'_ ﬁRQ,RQ] _ ﬁ*R,*R (5 122)
a1P22 5\ 9 |P33 3,3 2,2 .
d _ ~ oy
g =2 (92,01?;’73) — i (5.123)
d _ _gr,-Rr Y ~—Ry,—R
gy = 5P e (5.124)
Na evolugao unitdria pode ocorrer a transferéncia completa de populagoes entre py; e pR 2R2 ge
0] = |f2]. J& no caso com dissipacao obtém-se para estes parametros a solugao assintética

R b U 7 N N E A et A C7E N R W
Poo = |0|2 <§|9|2+ﬁ) P22
2 8

(5.125)
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216)?
~Ro,Ra | | ~72,72. (5126)

Peg ~ = 2 o\ P22
(3107 +%)

A condigao v < |#] mostra que as populagoes tem como resultados aproximados

157273 ~ §~—,—
2,2 4f00,0 )

~“RoRo _ ~—\—
Pas = Pop >

~—Ro,—Ra __
P44 =0,

RR _ ~R-R D
P11 = P11 gpo,o )

~R2,Ra _ ~—Ro,—Rs _ ~—R,—R _ . _
P33~ = P33 = P22’ = §Po,0 .

Logo, a condicao de normalizacao nos fornece

2

Poo = 11’

o que demonstra que o estado atingido assintoticamente possui uma probabilidade bastante pequena

de ter zero excitacoes.

Para a RPC, as equacoes para o caso R = R, sao

Covi =2(055 ) + 5 (R ) (5127)

(0085 ) =10y — (0 ) 107 R - (00 ) (5128)

< (00:%) = 10aP (00557) "~ 10 (22’ —gg(eezﬁﬁ‘)r (5.129)

C(0o0) = 10 P+ (007 ) 06l P — 5 (020 (5.130)
G =5 (5| (V) e (va-) | - ) (5131)

O = (% {(ﬂ £1) R (vVa-a) pg,f} —ﬁi?"R) (5.132)

>
=2 (eaf) =2 (8) o (5 [(5a) (- ve) o] o)
(5.133)
Gt =5 (G| (e v e (Vi ve) e sl ) s
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d 1 2 2 _p_ -
G =5 (5| va) AT (2 va) | - (5.135)

dt 2
PO (% [(2 +V3) R (2 v3) ﬁff} - 55;?‘7‘) (5.136)
%5 =2 (QQﬁZéRY - 7gﬁff (5.137)
%’3 = _7552,35’%- (5.138)

E a solucao assintética junto a condicao de normalizagao fornece probabilidades

~R,-R U
P11 ~ 0, 22/00,0 )

pri’ 4, 05005,
paz” ~ 1,3900) -
Pry KA 3,53 x 10725y,
prys ~ 1,390
i R T,18 X 107350,

P’ ~ poy = 0,11,

quando |f5| = |0] > k. Se se considerar Ro= —R, a solucado assintdtica fornecerd como probabilidades

nao nulas
P 6,600
i~ 2,260
Pro "~ 2,23007 s
oy & 071505 s
ﬁ?jgf ~ 7,18 x 107250y,
pay K~ 1,390,

~R,~R . =
P44 ~ poo = 0,06.
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A dinamica, apds considerarmos no maximo quatro excitacoes e eliminarmos termos de rapida

oscilagdo por RWA, sob a DAP obtida das equagoes (4.23), (4.24) e (4.25) fornece as seguintes

equacoes '
%ﬁgb— —9 (eﬁ;ﬁr)l, (5.139)
G (05) == 0Py — (o0.s) IO AR -2 (0%r) . Gan)
i<992553—> 16,2 <«9ﬁ§(’]_>i—|0| (92~R2R> («992~R2—)r, (5.141)
j (92~R2 R) — 1057 PR + (902,3353’ ) + |0 P2 Re — 12 (92~R2 R) , (5.142)
S =2 (™) 2 (078 ) + 2 [+ R (5.143)
S =2 [k iy, (5.144)
%ﬁ]jj“? = 2 (05" + 22 [ 4 (5.145)
G e 2 T [ e g gaa). (5.146)

No limite assintético as probabilidades nao nulas, obtidas pela normalizagao, sao

R~R _ ~RR _ ~~Ro,—Rs _ ~RaRa __ 1
Poo = Pz 2 = P22 = P4 = P44 = 5

Concluindo, para taxas v, k, 7, < || quatro excitacoes podem ser geradas do vacuo.

5.2.2 Regime anti-ECD incrementado

O comportamento anti-ECD pode ser incrementado combinando a sua frequéncia de modulagao

a frequéncia modulada n,(cm) =A, —2(0_—0dy)(k—3), k> 4. O hamiltoniano efetivo é, entao,

3 —it(Amt2.5—Am. 7 —n)
Ho= > 3 20 e Cmesber=no ) (o s] + huc. (5.147)
m,S, T (A) A2)

= (¢ |90k,D><90k72,7D‘ + 0] pr—2,-0){Pr,p| + 03]Pr—2-D) (Pr—a,0| + O2|Pr—1.0)(Pr—2,-D) ,
com # permanecendo o mesmo para o regime anti-ECD e

1
92 = i§gop\/ k — ?)T(AQ),

T _ _a(uA2) 8gxz) . €§A2) . i2€§<A2)
Ay Ay 9o A
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Nesse regime combina-se simultaneamente o acoplamento |pyp) — |@r—2_p) via anti-ECD
com o acoplamento |px_2 _p) = |pr_4ap) via comportamento AJC, obtendo a aniquilagdo de quatro
excitagoes a partir do estado |g, k) (g, k| no RD. Quando k = 4, em um caso especifico, o estado inicial
|g,4) vai ao EZE |g,0). Importante observar que o Hamiltoniano efetivo é semelhante em estrutura
ao obtido em (5.98), entdo as equagoes (5.107)-(5.109) podem ser aplicadas com as substituigoes
apropriadas para estimar o coeficiente #,. Se o estado inicial da cavidade é conhecido e a populagao
do estado atomico excitado é desprezivel, pode-se transferir as populagoes de |px p) para |@r_4p).

A DU ¢ descrita pelas equagoes

9P =2 (0555)" (5.148)

C(6552) = 0P o2 + 108 555" — (90:085) (5.149)

< (00:0%,)" = 0ol (03,25 107 () (5.150)
C(002) = 10, 3% + (00705, + 1o D5 (5.151)
%ﬁ;ﬂ;;ﬂ = —2 <9,5,;?2’2>i +2 (%ﬁi’;ﬁ_z)i, (5.152)
AP (VoA (5.153)

de forma que serao analisadas as influéncias da DAP e RAP. Quando a DU estéd sob DAP, considerando-

. ~D.D - . -
se um estado inicial p, )., as equagoes obtidas serao

d . D\ G D
ool =2 (05.58) + 2y | =0 +her ") (5.154)
dopp o 90 [—;TD’*D n ﬁm’} (5.155)
d Pk oA k.k kk | .
d (. _pp\i ~ D o \"
a7 <9pk—D27,Z) = —o) kaka +16)° pk—Dé,k?2 - (992P?l€,k>
) .
g o (A
s (1 - QA—% (k — 1)) <9pk3};> : (5.156)

d R r ~_ 7 o 7 92 _ r
= (00:675,) =10 (05.557) =101 (0:70735-) —voag2 (b —2) (00285,) s (5:157)
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d D-D \' 2 -—D,_D DD \" 2 DD
(02pki4,k72> = — 0] P 5 n t (992Pki4,k> +1602]” Py g s

dt
2 .
g b\
—y (1 - 20k - 3)) (92[)574};72) , (5.158)

d - _ = i 5 i 92 o ~
apk?ik?Q =—2 (epk—pé,pk) + 2 (92{35242—2) +2(k—2) %A—% [_pk—Dé,k?Q + P?E,k—Q} ,  (5.159)

d pp 92 ~D,D ~—D,—D
— P opo=2(k—2) Yoy [_pkl2,k—2 + pk—é,k—2} ) (5.160)
dt AZ
d ~D,D — _9(p, ;0P : 9(k — 4 9(2) ~D,D ~—D,—D 161
Epkle,kfél = - 20k ap—2) T (k — )%A_g Prlak—at Pr_dp_al|- (5.161)
d 5 DD _ 9L _4 93 ~—D,—D ~D,D 162
T Pr_ak—4 = (k — )%_2 “Pr—dj—a T Prlap—a|> (5.162)
dt A“
sendo sua solucao assintética quando k = 4
DD _ ~-D~D _ ~D-D __ DD _ ~——
Paa = P4 = P22 = P22 = Poo >
DD _ ~—D,—D
Pl = Py para qualquer [.

Assim, a DU é drasticamente afetada. Se k > 4, a solucao assintética diz que

~D,-D __ DD _ ~D-D __ DD -~ DD _ DD
Pk .k =Prk — Prok2=Prok2= Prak-a= Prak 4

DD _ ~—D,—D
Pl =P para qualquer .

Analisando a dinamica unitaria sob RAP, com o auxilio de (4.20), (4.21) e (4.22) obtém-se, com

aproximagoes em primeira ordem em go/A_, as seguintes equagoes

d _p_p ~—D,—D
Epkﬂ,kﬂ = ~VPri1,k+1) (5.163)
d pp ——pD\° ~—D,—D
%pk,k =2 (991472@) T VPha 1 1 (5.164)
d . i R o N r v . )
= (0850 = =108 50 +107 5 55%e = (00:505,) = 3 (9537 (5.165)
d DD \" 2 (h~—DD\" 2 p-p \' 7 93 D \"
E (‘992;%74,/%) = |92| <0pk—2,k) - |9| (02pk—4,k72> T 9AZ (2]‘3 - 4) (99201{74&) ; (5-166>

DD ~—D,— DD \" ~D,D v p-p \'.
(02pk—4,k72> = - |92|2 pk—Q,kle + (992:01674,1@) + |92|2 Pr_ak—a — By (9201#4,1{72) ) (5.167)

Sl
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d_p-p ~D,-D
%pk—f,k—l —VPe1 k-1 (5.168)
d ~D,D ~—D,—D
P22 = VP11 (5.169)
d _p_p D-p \' DD
dtpk 2h-2 = <9pk 2k> +2 (92Pk—4,k—2) = VPr=3 k25 (5.170)
d __p_ D
R VAR TN s (5.171)
d ~D,D ~D,—D -D,—D
dtpk 4k—4 = —2 (02pki4,k—2) + 05 - 3.k—35 (5.172)
d _p-p —D,—D
i Pk-ak—4 = TV Pr—ak-a (5.173)

A anélise da solu¢ao em primeira ordem prediz que para qualquer k > 4 a solucao assintética é que
~D,D , o~ . . - -
apenas p;”3 . 5 ¢ nao-nulo e, portanto, 1gua1 a 1 pela normalizagao. Se a solucao for tomada em

~D,D

90
ordem superior em {*, a populagao pk 3 r_3 também decai indo assintéticamente para py

5.3 Efeito Casimir Dinamico fundamental (ECDg)

Para uma simples modulacao fazendo a ressonancia do ECD 1n”) ~ 2wy, a amplitude de proba-

bilidade obedece a equagao diferencial [42,49]

i)m,T(t) _ Z|:@m+277_786—it(5\m+2,8—S\W,T_T](D))bm+27$(t) (5.174)
S

—O* STe (5\ T S\m7275_77(D))bm,275<t) .

A frequéncia n®) corresponde as diferencas Apia.s — Am.7 somente no RD |A_| /2 > goy/n. Além

disso, foi demonstrado que a frequéncia efetiva da cavidade pode ser

Wy = wo+0_ — L — 0y, (5.175)

We = wo—0_+ 0y — 0y, (5.176)

com &, = 4xo/A4 sendo o shift de frequéncia relativo a presenca do coeficiente de squeezing. Como
observado na andlise em [49], a modulacao da frequéncia acopla somente estados |, p) ¢+ |@m+op)
ou |@Pm>0-p) > |Pmr2—_p). O primeiro caso ocorre quando o dtomo esta predominantemente no

estado fundamental, enquanto o segundo ocorre predominantemente no estado excitado do atomo.
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O foco aqui serd a modulacao n@ = 2wy, que produz o ECDg e consiste na criagao ou aniquilagao
de pares de fotons a partir de m, sempre partindo do estado atomico fundamental representado pela
aproximacao |pm,p) ~ |g,m) (expansdo em ordem zero dos EV no RD). Tal modulagao fornece o

Hamiltoniano efetivo

7it()\m+2,5 7>\m,7'777(d) )

+ h.c.

hE

Hep =

Ome | om.7)S

&~ 3
L

max

(01m,p) (Pms2,0] + 0| Omi2p)(PmDl) (5.177)

12

[e=]

3

onde L4, representa o nimero maximo de excitagoes permitidas. Tal tratamento aproximado per-
mite levar em conta os efeitos de saturacao de uma forma simplificada [43,49]. Os coeficientes obtidos

através de (2.13) sao

10_€2
b = =2/ + 1) (m +2)T,
2A
d d d d
ro _ (£ e s Al
Wo Wo 90 08

A dinamica unitéria desse Hamiltoniano foi estudada em [43], onde foi mostrado que geragao de

fétons do véacuo sofre satuaracao devido ao efeito Kerr. Ainda, a DU mostra que somente estados

P serao populados
d _ e
S =2 (007 (5.178)
d o ) -
s = =i 0555 = 00 — 056y (5.179)
d _ 5 -
dtpOD]\3>2 [‘902 M 5M—2§L903h3_2 —Om<rt P3ﬁ+2] ; (5.180)
d _ 5 . 5 - .~
dtpgfo M>0 = [(5N§L8P£f2,M +0 5N—2§LIOZ’—D2,M> - (5M—2§L9/)§’§4_2 + om<r0 Pg’,@w)] :
(5.181)

Através das equagoes fornecidas pela DU, vemos que g2~ (0) = 0. Definindo o conjunto {0, D}

correspondendo formalmente a {0, —}, a RAP terd como equag()es

d __ _ g2
—hoy = WA% pri s (5.182)

d ~D,D g ~D,D 9 ~DD
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d ~D,D Y 92 ~D,D
%pN>O,M>O,M7£N = _iA_%_ (N + M) pyiars (5.184)
d
ot 9% vphP (5.185)

%PO,M;AN Ty AZ Ponr s

ao passo que a RPC apenas permite que tais equacoes sejam definidas

d ___ 9%\ oo
gifoo = F 1 - Az )P (5.186)
d _pp 9% ~D,D ~D,D
gPvson =R (LT Ry ((N +1) Anvines — NPN,N) 5 (5.187)
90
d ~D,D k ( - A_2_> ~D,D
P00 =~ oMby, (5.188)
93
d pp " < B A_g) ~D,D
EPN’>0,M>0,M;£N = _T (N + M) pN:M' (5'189)

Observa-se que a relaxacao atomica pura e a relaxacao pura da cavidade sao qualitativamente seme-

lhantes considerando que

2 2
90 90

2
ou seja, é como se a taxa de relaxacao da cavidade sofresse um aumento dado por k = 'yz—%.



Capitulo 6

Analise Numérica dos Efeitos de

Dissipacao em EDQ de circuitos

Até o momento os efeitos dissipativos de circuitos quanticos supercondutores em que os
parametros do qubit sofrem modulacao temporal externa foram analisados apenas assintéticamente.
Como mostrado, a dinamica unitaria para todos os regimes ¢é alterada. Entretanto, o preco pago na
andlise anterior foi nao ter informacao a respeito do comportamento do sistema ao longo do tempo.
Durante a construcao da EMEV foi levado em conta o acoplamento entre os subsistemas, tendo
o papel de protagonista. Como a EMEV propoe uma descricao mais completa para o fendmeno
de dissipacao em EDQ de circuitos, a proposta deste capitulo é analisar numericamente como o
sistema se comporta sob tal descricao e, em seguida, verificar se ha diferencas quando comparada a
EMP. Além da comparacao nimerica exata entre os dois modelos de dissipacao, serao analisadas as
solucoes aproximadas obtidas no capitulo anterior. A abordagem para resolver a EM serd o método
de integracao de Runge-Kutta em quinta e sexta ordem, de modo que as equagoes diferenciais para os
elementos da matriz densidade serao o alvo. Além disso, a anélise nao contemplard o chamado regime
de acomplamento ultra-forte (go < wo) [2,3,16,45] limitando a andlise ao regime de acomplamento
fraco estudado em [44] e o acoplamento forte . O acoplamento fraco é definido quando a constante
de acoplamento atomo-campo gy € muito pequena comparada a frequéncia da cavidade wy, go < wp.
Quando a comparacdo entre gy e wy fornece a relacao gy < 1071wy o regime de acoplamento serd
definido como o acoplamento forte [2].

Através da solucao numerica é possivel saber como as populagoes se modificam ao longo do

66
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tempo, o que permite o calculo do niimero médio de excitagoes do qubit e da cavidade e como a
distribuigao de fétons se altera através do parametro ¢ de Mandel [17]. O parametro @) de Mandel
sera uma maneira conveniente de caracterizar se os estados serao nao-classicos através da distribuicao

da probabilidade de fétons

(AR%) — () _ () — ()" = () (6.1)

T (n)

Valores positivos de () indicam uma estatistica super-poissoniana, por exemplo, estado térmico ou
vacuo comprimido. Se @) for nulo, a distribuicao serd poissoniana e podemos citar como exemplo
o estado coerente. Se () for negativo sua distribuicao serd sub-poissoniana, que fornece um estado
puramente quantico, como o estado estado de Fock (ou superposigao deles) ou estado coerente com-
primido.

A anélise nimerica para o comportamento do fenémeno de criagao e aniquilacao de estados
emaranhados com duas excitacoes a partir do EZE foi feita com os parametros gy = 1071wy, A_ =0,
cq = 10710 e n™ = 2wy + gov/2, obtendo |§] =~ 2 x 1073gy. O valor usual para a frequéncia da
cavidade é wy/2m = 8 GHz [44], entretanto, para fins da andlise, apenas as razoes entre parametros
foram consideradas, tendo sido utilizado wy = 1. A taxa de dissipagao utilizada para RAP foi
v =5 x 107%w. O nimero médio de fétons criados sob relaxacao atomica pura foi obtido a partir
da solugao geral das equagoes analiticas aproximadas, representado na figura 6.1-(c). Além disso, a
solucdo exata para o problema sob relaxagao atomica, exibida na figura 6.1-(b), mostra que o valor
esperado é aproximadamente igual a solucao analitica para o ntimero médio de fotons. Todavia,
a escala de tempo adimensional 7' utilizada nas figuras 6.1-(a),(c),(e) depende do parametro |6
(7" =t x10|), ao passo que a solucao exata, mostrada nas figuras 6.1-(b),(d), (f), foi obtida utilizando-
se a escala de tempo adimensional 7 =t X go. O resultado tedrico previa (n) = 1,5 na auséncia de
dissipagao, entretanto sob relaxagao atomica pura esse valor esperado é reduzido. Como mostrado
na figura (6.1) ambas as equagdes mestras mostram resultados semelhantes para a taxa de dissipagao
utilizada. Além disso, como mostrado em [44] ambas predizem resultados semelhantes no regime de
acoplamento fraco g < wy.

Além do exposto anteriormente, o fator () mostra que sob o efeito desse canal de dissipacao a
distribuicao tende a ser sub-poissoniana. Ainda, como pode ser observado, tanto na solucao analitica

aproximada (figura 6.1-(e)) quanto na solugao exata para as duas equagdes mestras (figura 6.1-(d)),
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Figura 6.1: Geracao de excitacoes a partir do EZE no regime ressonante. (a) Comportamento analitico
aproximado para as populagoes. (b) Nimero médio de fétons criados sob RAP para a EMP (EMEV)
em preto (vermelho). (c) Nimero médio de fétons obtidos a partir da solugao analitica aproximada. (d)
Probabilidade de excitagao atomica para EMP (EMEV) em preto (vermelho). (e) Probabilidade de excitacao

atomica para solugao analitica aproximada. (f) fator Q de Mandel.
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o sistema tem probabilidade de excitacao atomica nao-nula. Para tempos maiores de observacao,
P. se estabiliza em valores nao-nulos. Na figura 6.1-(a), o comportamento das populag¢oes pode ser
observado e, para tempos maiores de observacao, tendem aos valores previstos analiticamente. As

R

~ ~—,— ~R,R ~R, =~ = . 3
populagdes fy 5 , f11 € Pay . foram representadas por gy, pit e p&, respectivamente.

Figura 6.2: Fenomeno ECDg.(a) Ntumero médio de fétons sem dissipagao. (b) Comparativo ntiimerico exato
para o nimero médio de f6tons sob relaxacao atémica pura (preto) e relaxagao pura da cavidade (vermelho).
(c) Probabilidade de excitacao atomica para RAP (RPC) em preto (vermelho). (d) Fator Q de Mandel para
RAP (RPC) em preto(vermelho).
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No ECDg, foi demonstrado analiticamente que as taxas de relaxacao do atomo e do campo
levam a comportamento semelhante, pois o decaimento atomico permite que a cavidade dissipe
energia com taxa efetiva kK = ’yg—%. Os parametros go = 107'wy, A_ = 10gy, eq = 1071Q e
n@ = 2(wy + §_ — &) foram utilizados na anslise nimerica, com tempo adimensional 7 = t x go.
Como previsto anteriormente, a figura 6.2-(b) mostra que para tempos curtos o numero médio de

fétons criados sob RAP e RPC, utilizando a EMP com taxas v = k = 2,5 x 104wy, respectivamente,
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é aproximadamente igual para ambos os casos. Além do mais, como mostrado em [44], ocorre
saturacao no nimero médio de fétons criados para valores nao-nulos de ()\m+2,p — Amp — n(d)) xm
(para valores grandes de m) sem que seja relacionado aos efeitos dissipativos. O fenémeno de colapso-
ressurgimento de (n) [9], [34] é observado em [44], mas sem que seja associado a emissao ou reabsorgao
de fétons pelo dtomo. A probabilidade de excitagdo do dtomo mostrada na figura 6.2-(c) mostra
pouca diferenca para ambos os canais dissipativos, sendo que sob RAP P, é menor, como esperado
intuitivamente. O parametro () indica uma distribuicao super-poissoniana para todos os tempos,
sem que haja distingao entre as relaxagoes. Isso indica que para tempos curtos o estado criado é
aproximadamente o vacuo comprimido. A diminuicao de () para tempos maiores deve-se aos efeitos

de saturacao comentados acima.
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Figura 6.3: Fenomeno anti-ECD sob dissipagao via RAP. (a) Distribuicao das populagoes ao longo do
tempo adimensional 7" =t x |0]. (b) Nimero médio de f6tons criados e aniquilados em fungéo do tempo.

(¢c) Probabilidade de excitagao atomica. (d) Fator @ ao longo do tempo adimensional 7’.
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A descrigao tedrica do regime anti-ECD previa a transi¢ao entre os estados na forma |g, k) <>
le, k — 3), entretanto, a solugao analitica assintética demonstrou que o sistema vai ao EZE sob RAP
como unica solu¢ao nao nula. A figura 6.3 trata de um caso especifico para k = 4 e foi obtida a partir

- .\ , . . ~ , Jo
da solucao analitica do capitulo anterior, considerando a expansao até segunda ordem em —. Os

. . _ _ A _
parametros utilizados foram gy = 5 x 10™2wy, A_ = 10gy, eq = 1071y, ni )~ 5,04 e 0] ~ 10~ gy,
normalizando os parametros em relacao a wy = 2. A descricao analitica para a dinamica unitéria
prevé que trés fétons sao eliminados seguido de uma excitacao atomica. Analiticamente se espera um

comportamento |g,4) — |g,0) sob RAP, pois foi observado que somente o estado |g,0) tinha solugao
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assintotica nao-nula. Na figura 6.3-(a) a populagao pi (representada por p?’) vai & zero em funcio
do tempo adimensional 7/, enquanto outras populacoes tém probabilidade nao-nula por um intervalo
de tempo muito curto até ir a zero. Em seguida, a populacao p?’lp aparece e, a medida que o tempo
adimensional passa, a probalidade p,; emerge caracterizado por um processo muito lento de emissao
espontanea. A figura 6.3-(b) mostra como o nimero médio de fétons ndo obedece a evoluc¢ao unitéaria
e lentamente vai a zero. Nesse mesmo intervalo de tempo, a probabilidade de excitacao atomica vai a
zero, indicando a transigao de |e, 1) — |g, 1). A medida que h4 um decaimento para o EZE, o fator Q
mostra que distribui¢ao dos fétons tende a uma distribuigdo poissoniana (para tempos muito longos
@ vai a zero). E importante salientar que no regime AECD a resposta do sistema a perturbacao

harmonica consiste na tranferéncia de energia do sistema para o agente externo.

Figura 6.4: Fenomeno anti-ECD: solucao exata para EMP. (a) Nimero médio de fétons na auséncia (pre-
senga) de dissipacao em preto (vermelho). (b) Probabilidade de excitagao atomica P, sem (com) a presenca
de dissipacao em preto (vermelho). (c) Fator ) em funcao do tempo sem (com) a presenca de dissipagao
em preto (vermelho). (d) Probabilidade para o estado atomico fundamental sem (com) efeitos dissipativos

em preto (vermelho).
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Diferentemente, o processo sofre uma drastica modificacao quando os trés canais de dissipacao
estao presentes, como pode ser observado na figura 6.4. As taxas de dissipacao utilizadas foram
v =195 = Kk = 2,5 x 107*wy e, como é possivel observar na figura 6.4-(a), o nimero médio de
fotons criados vai rapidamente a zero. Na figura 6.4, a andlise se restringiu a um intervalo de tempo
limitado, porém para tempos maiores o nimero médio de fétons criados repete periodicamente o
comportamento mostrado sem a presenca de dissipagao. A mudancga do estado fundamental para o
estado excitado do d&tomo pode ser observada na figura 6.4-(b) na linha preta, entretanto, a presenga
dos trés canais dissipativos alteram drasticamente o comportamento com essa probabilidade indo a
zero. Além disso, a estatistica tende a ser poissoniana a medida que o nimero médio de fétons vai
a zero, como visto na figura 6.4-(c). O efeito é , entao, considerado um efeito fraco, necessitando
que modulagao tenha um ajuste muito fino e a perturbacao mantida por tempos prolongados. O
resultado previsto e mostrado em [44] prediz que ambas as equagoes mestras produzem praticamente

o mesmo resultado quando a analise é feita no regime de acoplamento fraco.



CAPITULO 6. ANALISE NUMERICA 74

Figura 6.5: Dupla modulacao da frequéncia no regime ressonante. (a) Numero médio de f6tons sob dis-
sipagao para a EMP (EMEV) em preto (vermelho).(b) Fator Q para EMP (EMEV) em preto (vermelho).

(c) Probabilidade de excitagao atomica P, descrita pela EMP (EMEV) em preto (vermelho).
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Quando o sistema foi modulado em multi-frequéncias, mais especificamente em modulacao de
duas frequéncias, os efeitos foram incrementados. Com a modulagao simultanea aplicada a €2 e g no
regime ressonante, com frequéncias 0 = 2wy + gov/'2 e N = 2wy + go (2 — \/5), respectivamente,
combina-se simultaneamente o acoplamento |pg ) — |¢2.+) com acoplamento |@2 ) — |p4 ). Tal
modulacao foi realizada e mostrada em [44], com os parametros go = 5 x 1072wy, A_ = 0, eq =
5 x 1072Qp, €, = 1,97 x 107%gg e com taxas de dissipagdo v = 74 = £ = 5 x 107wy, onde foram
obtidos os resultados da figura 6.5. E possivel obter o coeficiente |65 a partir de || conhecendo-se
o estado inicial do sistema como mostrado no estudo analitico do capitulo anterior. No caso em
questao, as estimativas forceneram ||, |f2] ~ 1073g,. Entretanto, é importante salientar que tal
resultado foi obtido sob o regime de acoplamento fraco. Ademais, o efeito de dissipagao descrito

pelas duas equagoes mestras ¢ indistinguivel para taxas de dissipacao moderadas e a geracao de
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fétons incrementada devida a multi-modulacao pode ser observada na figura 6.5-(a). Além do mais,
a distribuicao de fétons dado pelo fator () permanece semelhante ao longo do tempo para as duas
equagoes e confirma a geracao de estados nao-classicos.

O regime anti-Jaynes-Cummings foi estudado analiticamente prevendo seu comportamento
alterado devido a dissipagao. Todavia, carece, ainda, de ser estudado através da solugao numérica
exata. No capitulo anterior previu-se sob algumas condigoes que a dinamica dissipativa sob RAP
fornecia a probabilidade ﬁfip ~ 1 (pP). A figura 6.6-(a) mostra como essa populagdo se comporta
em fungdo do tempo a medida que gy, (py ) se aproxima de zero. A figura 6.6-(c) mostra como as
populagoes se comportam quando o sistema sofre com o processo de dissipacao somente via RCP,
mostrando que ﬁi?’fp (57 7) tende aproximadamente a 1, como previsto no comportamento analitico
assintético. Os parametros usados na modulacao foram gy = 5 x 10 2wy, A_ = 10go, €o = 1071Qy,
com taxas 7 = 74 = £ = 2,5 x 107%w,. Nesse caso, 0] ~ 8 x 1073gy e o tempo adimensional

considerado foi 7/ =t x |6].
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Figura 6.6: Regime anti-Jaynes-Cummings. (a) Comportamento das populagoes em funcdo do tempo adi-
mensional 7/ =t x |f| sob dissipacao gerada por RAP. (b) Nimero médio de fétons criados sem dissipagao
em preto e com dissipagao analisada para EMP (EMEV) em azul (vermelho). (¢) Comportamento das po-
pulagdes em fungao do tempo adimensional 7’ sob dissipa¢ao gerada por RCP. (d) Probabilidade de excitacao
atomica sem dissipacdo em preto e com dissipagao analisada para EMP (EMEV) em azul (vermelho). (e)
Numero médio de fétons gerados sob a presenca de dissipacao analisada para RAP (RPC) em preto (ver-

melho). (f) Fator @ sem dissipa¢ao na linha preta e com dissipacao analisada para EMP (EMEV) em azul

(vermelho).
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O regime AJC é o efeito que descreve o processo de mudanca do estado fundamental para
o estado atomico excitado simultanea a criagdo de um féton [49], [50]. A figura 6.6-(b) demonstra

como o numero médio de fétons se comporta em funcao do tempo adimensional 7 = ¢ X g, tornando
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possivel a comparacao entre os dois modelos de dissipacao utilizados. Como é possivel perceber, a
EMP e a EMEV nao demonstram distingao e a geracao de fotons ainda é possivel com a presenca dos
trés canais de dissipagao. A figura 6.6-(d) mostra que a probabilidade de excita¢ao atomica quando
hé dissipacao é nao-nula e sem distingao entre as equagoes mestras utilizadas. Quanto ao fator @)
pode-se ver na figura 6.6-(f) que o carater nao-cldssico prevalece durante a dinamica do sistema e
para tempos mais longos a distribuigao permanece sub-poissoniana. J& os ruidos presentes em () sao
oriundos de dispersoes de f6tons que sao amplificadas quando (n) ~ 0 . O ntimero médio de f6tons
criados quando ha dissipagao via relaxagao atomica pura ou via relaxacao pura da cavidade é visto

na figura 6.6-(e) descritos pela EMP.
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Figura 6.7: Dupla modulagdo da frequéncia: regime AECD incrementado. (a) Nimero médio de fétons
sem (com) a presenca de dissipa¢ao em preto (vermelho). (b) Probabilidade de excitagao atémica sem (com)
a presenca de dissipagdo em preto (vermelho). (c¢) Fator Q sem (com) a presenga de dissipacao em preto
(vermelho). (d) Probabilidade para o estado atomico fundamental sem (com) a presenga de dissipacao em

preto (vermelho).
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A incrementagao do regime anti-ECD pode ser analisada no capitulo anterior. Como visto,
com a dupla modulacao da frequéncia quatro fétons eram subtraidos do estado |g, k) (g, k| . A mo-
dulagao de g com frequéncia 775{‘2) ~ 2.98 (considerando wy = 2), com profundidade da modulacao
gy &~ 1,47 x 10~?go, serd utilizada e os demais parametros sdo os mesmos utilizados para o regime
AECD. Nesse caso, com taxas de dissipagao 7 = 74 = k = 2,5 x 10wy 0 comportamento do sistema
é completamente alterado. Na figura 6.7-(a) o nimero médio de f6tons pode ser observado sem a

presenga de dissipac@o na curva em linha preta e quando sob dissipagao observa-se (1) indo imedi-

atamente a zero na curva em vermelho. Para a andlise dos efeitos dissipativos a EMP foi utilizada.
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Semelhante a andlise do regime AECD, a presenca dos trés canais dissipativos destroem o interes-
sante comportamento da incrementacao do regime AECD. A probabilidade de excitacao atomica
vai rapidamente a zero nesse caso e a probabilidade para o estado atomico fundamental é méaxima

quando a dissipacao esta presente.

Figura 6.8: Dupla modulacao da frequéncia: regime AECD incrementado. Taxas de dissipacao moderadas
para EMP. (a) Nimero médio de fétons sem (com) a presenca de dissipagdo em preto (vermelho). (b)
Probabilidade de excitagdo atomica sem (com) a presenca de dissipacdo em preto (vermelho). (c) Fator
Q sem (com) a presenca de dissipacdo em preto (vermelho). (d) Probabilidade para o estado atomico

fundamental sem (com) a presenga de dissipacao em preto (vermelho).
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Assim como no regime AECD, é necessario um ajuste mais fino dos parametros e as taxas
de dissipacao devem ser mais moderadas para que seja possivel a observagao do fenémeno [44]. A
figura 6.8 mostra que as taxas de dissipagio v = 74 = £ = 2,5 x 107w, possibilitam a observagao

de excitacoes sendo destruidas e geradas. Além disso, é necessario que a observacao seja para largas
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escalas de tempo. Na figura 6.8-(a) pode-se ver que fétons continuam sendo destruidos e gerados,
entretanto hd uma reducao no contraste em comparacao com a dinamica unitaria. Se o fenomeno
é observado em tempos maiores, serd possivel observar que o envelope de (n) decai exponencial-
mente, apresentando oscilagoes periddicas. O regime anti-ECD incrementado, assim como o regime
AECD, encontra-se no limiar de implementacao experimental devido a necessidade de manter duas

modulagoes muito bem ajustadas.



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

No presente trabalho, o estudo foi desenvolvido em torno do regime nao-estacionario de circuitos
de eletrodinamica quantica. Toda formulagao matematica da dinamica unitaria ja havia sido previa-
mente estudada em alguns trabalhos a partir da interacao de um qubit, nomenclatura utilizada para
referir-se a um atomo artificial, com um campo eletromagnético confinado em um ressonador guia-
de-onda. Para isso, considerou-se a modulacao externa de parametros do sistema X = {w,, g, x}
de forma periddica ou com certos perfis nao-periédicos (superposigdo de pertubagdes harmonicas).
Uma equagao diferencial foi obtida [ver equagao (2.12)], através de muitas aproximagoes, que tornou
possivel estipular as frequéncias ressonantes a partir dos autovalores corrigidos obtidos no formalismo
dos Estados Vestidos.

Um Hamiltoniano efetivo foi deduzido aqui para que a notacao fosse compactada e que,
apenas com a frequéncia ressonante, fornecesse o acoplamento entre os estados quanticos. Assim,
os seguintes efeitos foram analisados: geracdo de fotons do vdcuo no regime ressonante; efeito anti-
Jaynes-Cummings; efeito Casimir dinamico e similares no regime dispersivo. O mnosso intuito foi
estimar taxas de criacao e aniquilacao de excitacoes em circuitos dissipativos de eletrodinamica
quantica. Para isso, duas equacoes mestras Markovianas foram utilizadas, Equacao Mestra Padrao e
Equacao Mestra na representacao dos Estados Vestidos, de forma que se pudesse analisar a dinamica
em circuntancias reais para diferentes fenomenos. Bastante conhecida na literatura, a primeira
equacao mestra é de mais facil manuseio, ja que ela opera ou apenas para atomo ou para campo.
Devido a sofisticagao usada na formulagao da segunda equacgao mestra, que é mais completa, seu

manuseio e operacao analitica sao mais complexos, exigindo que seja resolvida numericamente.

81
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Inicialmente, uma solugao analitica foi obtida para descobrir o comportamento assintotico
do sistema (impondo a taxa de interagdo coerente maior que as taxas de dissipagao) e obter uma
ideia geral a respeito dos efeitos de diferentes canais dissipativos. Em seguida, a solu¢ao numérica
computacional foi implementada para que se comparasse as diferentes propostas de dissipagao. Os
resultados indicam que os fenomenos podem ser implementados realisticamente. Para a maioria
dos efeitos, que sao de geragao de um ou dois pares de excitagoes a partir do vadcuo no regime
ressonante, ou geragdo de um par de excitagoes no regime dispersivo (AJC), a implementagao é
mais facil. Nesses efeitos, a taxa de geracao ¢ da ordem de |f| ~ 1073gy enquanto as taxas de
dissipacao sao menores. Ja para efeitos de criagao de fétons a partir do vacuo via ECD ou aniquilacao
de duas ou quatro excitagoes via anti-ECD e anti-ECD incrementado, respectivamente, as taxas
sao da ordem de 0| ~ 107%gy. Os processos de aniquilagao de fétons (usando simples- ou dupla-
modulagao) caracterizam-se como processos lentos e necessitam que a dissipagao seja mais moderada.
Arquiteturas de EDQ de circuitos de ponta podem permitir que essa implementacao seja realizada.

Os fendmenos analisados no regime de acoplamento fraco ou forte [2] nao apresentaram di-
ferencas significativas na comparacao entre as duas equacoes mestras utilizadas. Analises futuras
podem verificar o surgimento de diferencas qualitativas nos resultados para o regime de acoplamento
ultra-forte [16]. Os requisitos para implementar em laboratério os fenémenos aqui abordados sao
desafiadores, mas a verificacao de fendmenos nao-estacionarios em eletrodinamica quantica de cir-
cuitos podera forcenecer novas maneiras de geracao de estados emaranhados por meio de termos
contra-girantes no Hamiltoniano de interacao luz-matéria.

Os resultados dessa dissertacao foram publicados no artigo [44].



Apeéendice A

Operador Paridade

Este apéndice tem como objetivo demonstrar que o operador paridade II =

(_1)aTa+a+o,

[47], que define a paridade dos autoestados |j) do Hamiltoniano de Rabi, comuta com o Hamiltoniano

e os seus autovalores rotulam paridade par ou fmpar.

Inicialmente, considere que n = a'a e £ = o, 0_ , entdo,

—iTn 1N o

e ae = ae’ = —a;
e—zﬁnaTewm _ aTe—Zﬂ' — CLT,
67“7E0'76“rE = g e = —0_;
6—17rEO_+€z7rE — O_+e—z7rE = —0y.
Logo,
ael™ = _ei™g [CL, ezwn] — Qaemn;
aTezﬂ'n — _ezﬂ'naT — [GT, ewrn} — 2aT€zﬂ'n;
o esz — —GM—ECT_ N [O’_, GZWE} — 9% esz;
o, em—E — _€z7rE0_+ N [0+7 GWE} — 20_+ emrE'
Assim, o comutador [ao, 1] fica
[QU+, H] — |:CLO‘+, ezﬂ'neer] = qe'™ [0+7 BZWE} + [a’ 6171’77,] esz0+
— aewrn20_+ e’Lﬂ’E + 2aez7rn€z7rEo_+
— zaemnemrE [emeO__i_emE i 0_4_} — 07
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enquanto para [CLTO'_,H} teremos

[CLTO'_, H] — [CLTO'_, eiﬂ'neiﬂ'E] —_ aTeiwn [O'_, eiTrE} + [CLT, eiﬂn] 6i7rE0__
— aTeiﬂ'n20__6i7rE + 2aTei7rn€i7rEo__ (AlO)

_ ZCLTemneMrE [emeo_iemE + 0,7} = 0.
Os outros termos terao seus comutadores dados por
[CLO'_, H] — [CLO'_, ezﬁnemE] — qe'™ [0__7 emE} + [CL, 6z7m] eurEO__

= ae™20_e"™F 4 2ae™ e o (A.11)

_ 2a€z7rnez7rE [e—zﬂEJ_eZﬂE + 0_:| — O,

[&TU+’ H] - [aT0+, eifrnein] — gfetmm [0+, emE] + [aT, emn] einU+
— aTeiwn20_+ei7rE + 2aT6i7rn6i7rE0_+ (A12)

— 2aT€z7rnez7rE [6—2ﬂE0_+€zTrE + U-&—} =0.

Isto mostra que a relacao de comutacao realmente se anula e os autoestados do Hamiltoniano de

Rabi tem paridade bem definida.



Apeéendice B

Aproximacao de onda girante (Rotating

wave approximation-RWA)

Na nossa analise sempre é possivel reduzir as equagoes relevantes do sistema em duas equacoes

diferenciais acopladas:
d

%A(t) = —q¢"B(1), (B.1)
%B(t) = —qe"™WA(®). (B.2)

A solucao das equagoes diferencias é simples: basta que as equacoes sejam desacopladas e, em seguida,

resolvidas em separado. Para isso, inicialmente, isolamos A e B (a varidrel ¢ do tempo sera omitida)

6itW dB
A = — — B.3
efz'tW dA
B = — — B.4
para depois deriva-las com relacao ao tempo, obtendo:
d e"WdB W d’B
—A=—iW e —_— B.5
dt P T (B.5)
e
dB MW dA e A
— =1 —_— — —. B.
i - WerTw T Ty ae (B.6)
Ao substituirmos as equagdes (B.1) e (B.2) nas equagoes anteriores, as equagoes serao desacopladas:
d’A dA
T _iIWE=ZG2A = 0 B.7
az a1 ’ (B.7)
d*B dB
— +iW— —¢*B = 0. B.8
az g T (B8)
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As solucoes de equacoes diferenciais de segunda ordem sao da forma A = e* e B = e*, onde \ é

uma constante. Ao serem inseridas em (B.7) e (B.8) fornecem equagoes de segundo grau. Logo, para

a substituicao em A, teremos

AN —iWA—¢* =0,

com solucoes

A = i(W+R)/2,
Ao = i(W—R)/2,

(B.9)

(B.10)
(B.11)

onde R = \/W? —4¢? . Entao, A pode ser escrita como uma combinagao linearmente independente

das solucoes propostas:

A= Aleit(W+R)/2 + A2eit(W7R)/2.
Analogamente, podemos chegar na solucao para B

B = Bje "W-R)2 | B ~it(W+R)/2.

Para se obter os coeficientes de A, manipularemos algebricamente da seguinte forma
2R
Av=|=—=1]A
o= (55 ) Ao

AO :Al +A2

e definiremos

Em seguida, fazemos a seguinte manipulacao

2R+W —W 2qBy — 2qB
Ao—< + >A0+QO qbo

2R 2R
a 2R 2R '

Lembrando da condicao Ay = A; + A, definiremos

A= 2R

[AO (W —R) — 2@'qBo]
AQ = - 3

2R

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)
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para chegarmos a solugao

Gitw/2 (W — R) Ay — 2igBy eith/2 4 (W + R) Ay — 2igBy] e~ itR/2

At) = B.1
(v — (B.19)
Obtemos de forma andloga a solucao

B(t) = e-itW/2 [(W + R) By + 2iqAg] et/ — (W — R) By + 2iqAy) e"‘RW. (B.20)

2R

Impondo as condigoes W? — 4¢*> > 0 e |q| < |[W]|, pode-se aproximar situagoes préticas
em que W é um termo de alta frequéncia em comparacao com a taxa de acoplamento ¢. Assim,
expandindo o termo R, teremos

2q°
R~ |W|—- —. (B.21)
W

Nesse caso, as solugoes para A (t) e B (t) podem ser aproximadas por

, a( w22
1 [2W Ay — 2iqBy] €"7*/W 4 2iqBye t( W )

At) ~ B.22
(t) S R (B.22)
- itq? /W 2q HW/2
~ Age — —e sin (Wt/2) By,
w
analogamente
2. 2 .
B(t) ~ Bye ¥t — qu—m/v/z sin (Wt/2) Ay. (B.23)
Entretanto, a condicao |¢| < |W| fornece as solugoes aproximadas
A~ A()’, B~ BQ’ (B24)
que podem ser pensadas em termos de suas derivadas temporais
dA dB
— =0; — =0. B.25
dt Todt ( )

E de suma importancia enfatizar que toda vez que fazemos o RWA introduzimos incertezas
nas frequéncias relevantes do sistema de ordem de ¢*/W, que foram chamados de NFS (neglected
frequency shift) em [43]. O conhecimento da ordem de magnitude destes shifts é importante na hora
de ajustar as frequéncias ressonantes em simulagoes nimericas.

O método RWA sera ttil sempre que for necessario eliminar termos com réapidas oscilacoes e

sempre serd cabivel quando as condigoes forem as mesmas deste apéndice.



Apeéendice C

Densidade Espectral

Este apéndice tem como objetivo demonstrar as propriedades da densidade espectral da
fungdo randomica cléssica f (t) no termo de defasagem da Equagdo Mestra na representacao dos
Estados Vestidos. Indicamos a referéncia [46] para uma leitura mais aprofundada do tema. Inici-
almente, faremos uma breve revisao de propriedades tteis sobre séries de Fourier e integrais. Se o
leitor desejar, deixamos como indicacao de leitura a referéncia [51] para maiores detalhes e exemplos
conexos ao conteudo.

Seja x(t) uma fungao (real ou complexa) periddica de varidvel real ¢ (o tempo, por exemplo),

se x(t) é absolutamente integravel sobre o periodo T, isto é,

/OT 2 (t)| dt < oo, (C.1)

entdo x(t) tem uma série de Fourier associada

z(t) = Z ane™ 0wy = % (C.2)

n=—0oo

onde a,, é o n-ésimo coeficiente da série de Fourier, que é dado por

1 [ :
a, = —/ x(t)e "0t dt. (C.3)
T Jo

Uma condigao alternativa para z(t) é que ela seja de quadrado integravel para 0 <t < T, isto

é, que
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T
/ lz(t)[* dt < oco. (C4)

0
Uma série uniformemente convergente de fungoes continuas sempre resulta em uma func¢ao continua
(fungdes senoidais, por exemplo). Entretanto, algumas restrigdes garantem que a série de Fourier
para a funcdo z(t) convergird uniformemente [51]. A soma do lado direito de (C.2) converge para

x(t) no sentido que

2
lim dt = 0. (C.5)
N—oo

x(t) — Tio a, et

n=—oo

T
0

Isso significa que o limite do erro médio quadratico vai a zero e é conhecido como convergéncia na

média, que nos permite escrever
N

x(t) = A}l_r)noo Z ane™ . (C.6)
n=—N

Daqui em diante, assumiremos que a condigao de (C.4) é sempre satisfeita para um nimero
finito 7', sendo T" o periodo de uma fungao periédica. A condigao da equagao (C.4) é requisito para
que a energia em um periodo de z(t) seja finita. Por conveniéncia, nés escreveremos z(t) = z(t).

Quando a condicao (C.4) é satisfeita, um dos principais resultados que se pode obter é o

teorema de Parseval

Sl = [l ©7)

que afirma que a energia média no sinal é igual a soma das energias médias em cada componente
da frequéncia. Este teorema tera muita importancia nas definicoes das préximas secoes. Reforcamos

que a prova rigorosa dessas afirmagdes pode ser encontrada em [51].

C.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier z(t) de uma fungao X (f) é definida por

x(t) = /00 X(f)e™'df; w=2nf (C.8)

se a integral existe. A transformada inversa de Fourier de z(t) é definida por
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o0

X(f) = /_ z(t)e ™ dt; w=2nf (C.9)

[e.e]

se ela existe.
Um dos mais bésicos resultados da teoria da Transformada de Fourier é o teorema de Plan-
cherel, que afirma que se X(f) é de quadrado-integravel em toda a linha, —co < f < oo, isto é,

se

/OO IX(F)P df < oo, (C.10)

o0

entao existe uma fungao z(t) que também é de quadrado-integravel em toda a linha que é relacionada

a X (f) pelas equagoes

A

z(t) = lim X (f)e™'df, (C.11)
A—o0 _A
A

X(f) = lim x(t)e ™dt. (C.12)
A—o0 —A

Sob essa condicao das equagoes (C.11) e (C.12), um analogo do teorema de Parseval surge

/ " ety dt = / T X dr. (C.13)

o0 o0

As equagoes (C.11) e (C.12) sao conhecidas como um par Transformada de Fourier. Se X(f) é

absolutamente integravel, entao x(t) serd dada por (C.8). Ainda, se z(t) é absolutamente integrével,

~

X (f) = X(f) serd dada por (C.9).

C.2 Densidade espectral de uma funcao peridédica

Nés agora introduziremos a funcao conhecida como densidade espectral de poténcia

(ou simplesmente densidade espectral), que fornece a distribuigdo da frequéncia da poténcia de
um sinal ou ruido, e sua relagao com a fun¢ao de autocorrelacao.

Seja x(t) uma fungao periddica de periodo T', que tem “energia” finita por periodo, isto é,

que satifaz a equagao (C.4). Entao, pelo Teorema de Parseval a média temporal da energia (ou a

poténcia) é igual a soma dos termos, cada termo associado com uma frequéncia na sua expansao em
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série de Fourier. Cada termo ¢ interpretado como a média temporal da energia de um componente
particular da frequéncia. Nés somos levados a definir uma fungao S(f), a densidade espectral de

poténcia, por

=Sl (F—nfo): f= 7 (C.14)

onde S(f) consiste de uma série de impulsos com as frequéncias componentes de x(t) e é uma medida

para a distribui¢ao de poténcia em z(t). A poténcia total em x(t) é

[ s =S ol = [ (.15)

O Espectro de Poténcia G(f) de z(t) é definido como

/ St (C.16)

O espectro de poténcia de uma funcao periddica é uma funcao escada com saltos a frequéncias
harmonicas.
Agora serd introduzida a funcao de autocorrelagdo $(7) de uma fungdo amostral de um

processo randomico definida por

R(r) = lim — / Ut Ty ()t (C.17)

T—00 2T _T

No caso de uma funcao periodica com uma série de Fourier associada como na equagao (C.4), tem-se

Z a’ exp(—inwyt ] {Z a,, explinwy(t + 7')]} dt. (C.18)

Ao trocarmos as ordens do somatorio e da integral, além de usarmos o seguinte resultado

17 , . sin[(n —m) wot]
Th_r)xolo 5T /_T exp[—i(n — m)wot]dt = 711_{]20 et 1, (C.19)
se m = n, chegamos ao resultado
= Z |an|” exp (inwoT) . (C.20)

—00

Se for tomada a Transformada de $(7), o resultado serd

/00 R(7)exp (—iwT) dr = / Z |an | exp (inwer) exp (—iwT) dr (C.21)

= Z lanl* 8 (f =nfo) = S(f)
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Assim, para uma fungao periédica z(t), a densidade espectral de poténcia e sua funcdo de
correlac¢do formam um par Transformada de Fourier. Além disso, é interessante notar que em (C.14)
toda a informagcao a respeito das fases das frequéncias presentes na expansao da série de Fourier de
x(t) sao perdidas em S(f). Por exemplo, duas funcoes z(t) e 2'(t) com os coeficientes de Fourier com

mesma magnitude e fases diferentes terao a mesma densidade espectral.

C.3 Densidade espectral de um processo randoémico

Um processo randomico estaciondrio com fungoes amostrais z(t) é dito periédico com
periodo T se sua func¢ao de correlagao R(7) é periddica com periodo T. Um processo é dito esta-
ciondrio se para qualquer €, x(t + €) tem a mesma estatistica que x(t). Se todas as fun¢oes amostrais
de um processo randémico sao periddicas o processo é dito periédico. Indicamos a referéncia [46]
para uma explicacao mais completa sobre Varidveis randomicas e Distribuicao de probabilidades.

Seja um processo periddico estaciondrio de periodo T' tendo fungoes amostrais x(t). Suponha,
por conveniéncia, que o valor médio F(z;) seja zero. Entdo, se as fungoes amostrais sdo periddicas e

podem ser expandidas em série de Fourier, teremos

——y 2m
Z T wy = —, (C.22)
T
n=-—oo
onde
== / Je ot (C.23)
Essas expressoes sdo como as equagoes (C.2) e (C.3), mas agora os coeficientes de Fourier z, sao

variaveis randomicas no lugar de nimeros.
Com as defini¢oes anteriores, é possivel mostrar que o requisito para que o processo randomico
seja periddico exige que x,, e x,, sejam descorrelacionados, com n # m. O valor médio de uma variavel

randomica é dado por

1 T T ' '
Bla.r,) = B [ /O /O Bt (s)e M0t 05 gt
1 T T ( )
_ iwo (ms—nt
- 4 /O /0 R(t — s)etotms=nt) gt (C.24)

= Z bnei’nwot, (C25)

n=—oo

onde definimos R(7) como
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sendo uma funcdo periédica para todo 7. Logo, substituindo R(7) em (C.24), teremos

1 T T k=0 4 '
E(wnen) = 5 / / D petteolizgieotmemnt) gy (C.26)
0 0

k=—00

T b,,m=mn
_ bk/ ezwo(m—k)sds/ ezwo(k—n)tdt )
LY |

k=—o00 07 m 7£ n
Esse resultado afirma nao somente que x,, e x,, sao descorrelacionados para n # m, mas também
que n-ésimo coeficiente de Fourier da fungao de correlagao R(7) é igual a variancia do m-ésimo
coeficiente de Fourier de z(t). Este fato é importante para definir o andlogo estatistico para uma
fungao periddica x(t) (como na se¢ao anterior). Assim, a energia em um sinal representado por um
processo randomico é mais razoavelmente definida sendo a média estatistica das energias nas funcoes
amostrais. Entao, temos para a energia em um sinal no intervalo de tempo T’

B /_ T ePd) = E / Z Tpeineot Z x*ezmotdt] (C.27)

[e.9]

= E Z 2 )*T| =T Z b,
sendo a média temporal da energia em um sinal dada por y "—> b,.

A densidade espectral de poténcia S(f) para um processo estacionario periddico serd definida

como (analogamente ao definido na se¢ao anterior)

= Y bud(f—nfo), (C.28)
onde
I :
by = — / R(t)e "™t (C.29)
T 0

A transformada de Fourier da funcao de correlacao é

/ R(T)e—inwo’rd,r _ / Z bneinoneindT

0o —00 h—— o

= S b (f—nfe) = S, (C.30)

n=—oo
Como podemos observar, a densidade espectral é uma transformada de Fourier da funcao de

autocorrelagao. Este resultado trata-se do Teorema de Wiener-Khintchin.



Apeéendice D

Estados Vestidos e autovalores de

Jaynes-Cummings

O Hamiltoniano que descreve a interacao luz-matéria sob a aproximacao de onda girante é

o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings (JC) [8]:
- Q
Hjo = won + 700,3 + 90 (a0+ + CLTO'_) , (D.1)

onde wy ¢ a frequéncia do campo, €2y é a frequéncia de transicao atomica e gy € o termo de acoplamento
dtomo-campo. O termo f é o operador ntimero (a'a), os termos a' e a sdao os operados de criacao
e aniquilagao. O operador do estado atomico é o, e pode ser representado por meio dos operadores
oreo_: 0, =o0.0_ —0o_o4 [18]. Sabe-se que este Hamiltoniano descreve fielmente a interagao
atomo-campo quando gy <K wy.

O menor estado de energia pode ser obtido com a aplicagao de (D.1) no estado de excitacao

atomica fundamental

- Q
Haclg.n) = [on = 2] lo.0) + govlen = 1), (D)
onde podemos obter para o estado fundamental
. Q

Essa é a menor energia para o sistema, entretanto, iremos inserir esse valor como corre¢ao no Hamil-

toniano (D.1) para que sua energia minima seja
. 0,
Hjo + > lg,0) = 0. (D.4)
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Assim, o autovalor para o estado de vacuo sera nulo \y = 0. A aplicagdo do Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings no autoestado |g,n) forneceu uma superposigdo dos estados |g,n) e |e,n —1). Logo,

escreveremos os autoestados de JC |p,) como

lon) = alg,n) + Ble,n—1), (D.5)

que seja normalizado
|{n ‘90n>|2 =+ 5 =1 (D.6)

Observando os coeficientes na normalizacao do autoestados de JC, propomos que os autoestados
sejam da forma

|on.+) =sinb, |g,n) + cos b, |e,n — 1) (D.7)

ou

|on,—) = cos b, |g,n) —sinb, |e,n —1). (D.8)

Estados quanticos da forma (D.7) e (D.8) sdo conhecidos na literatura como FEstados Vestidos
(tradugao para dressed states) por englobarem descri¢ao sobre a intera¢do entre atomo e campo
dentro de um tnico estado.

A notacao pode ser compactada da seguinte maneira

v0) = 19,0) (D.9)
[Pn,s) = (Snslg,n) + casle,n—1)) (D.10)
Sp4 = sind,,
Sp,— = C€0slp,
Cpt = COSOby, (D.11)
Cp_ = —sinb,.

O simbolo § = £+ é um simbolo mudo que serve para diferenciar estados com mesmo nimero de

excitacoes, que podem ser invertidos com uma algebra simples

lg,n) = sinb, [@n+) +cosby |pn_), (D.12)
le,n—1) = cosby,|@n ) —sinb, |, ) . (D.13)
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Seus autovalores podem ser obtidos diretamente pela aplicacao do Hamiltoniano JC nos EV
Hiclens) = Anslons)- (D.14)
Comegando com § = +, a equacgao de autovalor sera
]:ch|g0n7+> = A\p+ 800, |g,n) + A\ 4 cosO, |e,n — 1) (D.15)
ou

IA{JC’|('0n7+> = (won sin 6,, + gov/n cos Hn) lg,n) (D.16)

+ [gov/nsinb, + (wo (n — 1) + Qo) cosb,,] le,n — 1) .

A comparacao entre as duas equacoes fornece, apds uma algebra simples, o resultado

sin,, (An+ — won)

go/n

cos B, = (D.17)

goy/nsin 6,
)\n,—l— — Wo (n — 1) - QO’

que ao serem igualadas e resolvidas para A, ;, apés uma pequena algebra, teremos

—A_ + 2won £ /A% + 4g2n
)\n,+ - 2 y (Dlg)

cos B, = (D.18)

onde A_ = wy—Qp é o termo de dissintonia. Introduzindo a defini¢ao 3, = /A% + 4g2n, as solugoes

para o autovalor A, ; serao

A1
Ay = won — — + =f,. (D.20)
’ 2 2
Escolhendo o sinal +, a solugao de A, 4 sera
A1
)\n,—i- = W — 7 + 5571 (D21)

O autovalor A, _ pode ser obtido de maneira anédloga, entao

A1
)\m, = Won — 7 — §Bn <D22)

Esses autovalores podem ser generalizados novamente pelo simbolo &

A 1
)\n,S = Won — 7 -+ 85671 <D23)
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sin Oy, (A, +—won

Além disso, podemos manipular cos6,, = T) de tal forma que obteremos
n 2 n
tand, — Jov/n 290/

()‘n,—i- - wO”) B 671 —A_

ou, apos nova algebra, o angulo
B+ A

2g0v/n

0,, = arctan
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(D.24)

(D.25)
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