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Eṕıgrafe

“...ela demonstrou tanto prazer

de estar em minha companhia

que eu experimentei uma sensação

que até então não conhecia

de ser querer bem

de se querer quem se tem

e ela me faz tão bem

ela me faz tão bem

que eu também quero

fazer isso por ela...”

(Tão Bem. Lulu Santos)

“Best remain silent and be thought a fool,

that open your mouth and remove the doubt”.

(Abraham Lincoln)

“Uma razão por que a matemática goza de

especial estima sobre todas as demais ciências,

é que suas leis são absolutamente certas e

indiscut́ıveis, enquanto que as das outras são, até

certo ponto, debat́ıveis e com o perigo constante de

serem derrotadas por fatos recém descobertos”.

(Max Planck, 1929)



Resumo

de Andrade, Agenor Freitas. Grupos com restrições em classes de
conjugação verbal. Braśılia, 2016. 80p. Tese de Doutorado. Departamento
de Matemática, Universidade de Braśılia.

O presente trabalho contém dois resultados principais. O primeiro trata da seguinte

situação. Dada uma palavra w e um grupo G, denotaremos por Gw o conjunto de

todos os w-valores em G e por w(G) o correspondente subgrupo verbal. Mostraremos

que se w = γn ou w = δn e se G for um grupo tal que para todo g ∈ G exista um

número finito de subgrupos de Chernikov C1, . . . ,Ck tais que gGw ⊆
k⋃

i=1

Ci, então o

subgrupo 〈gw(G)〉 é de Chernikov.

O segundo resultado principal desta tese aborda o conceito de comutadores coprimos

generalizados introduzido por Shumyatsky em [37]. Sobre esse assunto considerare-

mos a seguinte situação. Suponha que G seja um grupo finito e X o conjunto de

todos os γ∗n-comutadores ou δ∗n-comutadores em G. Mostraremos que se |gX | ≤ m

para todo g ∈ G, então a ordem do n-ésimo termo da série inferior de Fitting de G

é (m,n)-limitada.

Palavras–chave

classes de conjugação; comutadores coprimos; grupos de Chernikov; residual

nilpotente; subgrupos verbais



Abstract

de Andrade, Agenor Freitas. Groups with restrictions in verbal con-
jugacy classes. Braśılia, 2016. 80p. PhD. Thesis. Departamento de Mate-
mática, Universidade de Braśılia.

This work has two main results. The first concerns the following situation. Given

a word w and a group G, we denote by Gw the set of all w-values in G and by

w(G) the corresponding verbal subgroup. We show that if w = γn or w = δn and G

is a group in which for every g ∈ G there exist finitely many Chernikov subgroups

C1, . . . ,Ck such that gGw ⊆
k⋃

i=1

Ci, then the subgroup 〈gw(G)〉 is Chernikov.

The second main result of this thesis addresses the concept of generalized coprime

commutators introduced by Shumyatsky in [37]. Suppose that G is finite group and

X is either the set of all γ∗n-commutators or the set of all δ∗n-commutators in G. We

show that if |gX | ≤m for all g∈G, then the order of the nth term of the lower Fitting

series of G is (m,n)-bounded.

Keywords

Chernikov groups; conjugacy classes; coprime commutators; nilpotent resi-

dual; verbal subgroups



Lista de śımbolos

G,H,X ,Y, . . . grupos, conjuntos, etc

k, l,m,n, . . . inteiros positivos

π um conjunto de números primos

x,y,g,h, . . . elementos de um grupo/conjunto

1 elemento identidade de um grupo ou o grupo trivial {1}
xy y−1xy

xG classe de conjugação de x em G

XG {xg;x ∈ X ,g ∈ G}
w palavra de grupo

Gw conjunto dos w-valores de G

xGw classe de conjugação verbal de x em G

[x,y] x−1y−1xy

[x1, . . . ,xn] [[x1, . . . ,xn−1],xn]

[g,α] g−1gα, α um automorfismo de G

H ≤ G H é um subgrupo de G

H < G H é um subgrupo próprio de G

HEG H é um subgrupo normal de G

〈X〉 subgrupo gerado pelo subconjunto X

〈Xλ;λ ∈ Λ〉 subgrupo gerado pelos subconjuntos Xλ

|x| ordem do elemento x

|X | ordem (cardinalidade) do conjunto X

|G : H| ı́ndice de H em G

Z(G) o centro de um grupo G

CG(x) centralizador do elemento x em G

CG(H) centralizador de H em G

NG(H) normalizador de H em G

〈XG〉 fecho normal de X em G

[H,K] subgrupo comutador

[H,n K] [[H,K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
n−1

],K]



G′ = [G,G] subgrupo derivado de G

[G,α] 〈[g,α];g ∈ G〉
Aut(G) grupo dos automorfismos de G

w(G) subgrupo verbal associado à w em G

γn(G) n-ésimo termo da série central inferior de G

γ∞(G) o residual nilpotente de um grupo G

G(n) n-ésimo subgrupo derivado de G

Zα(G) α-ésimo centro de G

Z∞(G) hipercentro de G

Fi(G) i-ésimo termo da série superior de Fitting

Di(G) i-ésimo termo da série inferior de Fitting

G0 parte radicável de um grupo de Chernikov

tam(G) tamanho de um grupo de Chernikov

Res f (G) residual finito de G

Cp∞ o p-grupo quase-ćıclico (Prüfer), p primo

Oπ(G) π-subgrupo normal maximal de G

δ∗k(G) subgrupo gerado pelos δ∗k-comutadores de G

γ∗k(G) subgrupo gerado pelos γ∗k-comutadores de G
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Introdução

Sejam X ,Y subconjuntos de um grupo G. Denotaremos por XY o conjunto

{xy;x ∈ X ,y ∈ Y}, onde xy = y−1xy é chamado o conjugado de x por y. No caso onde

X = {x}, denotaremos XY por xY . Se x ∈ G o conjunto xG é chamado a classe de

conjugação de x em G.

Um grupo G é chamado um FC-grupo se gG for finito para todo g∈G. Além

disso, G é chamado um BFC-grupo se gG for finito para todo g ∈ G e se o número

de elementos em gG for limitado por uma constante que não dependa da escolha do

elemento g ∈ G.

Uma palavra de grupo, ou simplesmente uma palavra é um elemento não

trivial do grupo livre F = F(X) onde X é um conjunto de geradores livres {x1,x2, . . .}.
Dada uma palavra w = w(x1, . . . ,xs), um elemento h de um grupo G é cha-

mado um w-valor se existirem g1, . . . ,gs ∈G tais que h = w(g1, . . . ,gs). Denotaremos

por Gw o conjunto de todos os w-valores de G e por w(G) o subgrupo gerado por

Gw, chamado o subgrupo verbal associado à palavra w. Para cada x ∈ G o conjunto

xGw chama-se de a classe de conjugação verbal de x em G.

Em [11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky introduziram uma generali-

zação ‘verbal’ de FC-grupos. Mais precisamente, consideraram a seguinte situação.

Dada uma palavra w, um grupo G é dito um FC(w)-grupo se xGw for finito para todo

x∈G. Posteriormente Brazil, Krasilnikov e Shumyatsky introduziram em [5] a noção

de BFC(w)-grupos. Um grupo G é chamado um BFC(w)-grupo se xGw for finito para

todo x ∈ G e se o número de elementos em xGw for limitado por uma constante que

não dependa da escolha do elemento x.

Um subgrupo H de um grupo G é dito FC-imerso em G se xH for finito

para todo x ∈ G e H é dito BFC-imerso em G se o número de elementos em xH for

limitado por uma constante que não dependa da escolha do elemento x. O principal

resultado de [11], caracteriza os FC(w)-grupos em termos do subgrupo verbal, desde

que a palavra w seja concisa.

Teorema 1.33 [[11], Teorema A.] Sejam w uma palavra concisa e G um FC(w)-

grupo. Então o subgrupo verbal w(G) é FC-imerso em G.
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Recorde que uma palavra w é dita concisa se sempre que o conjunto dos w-

valores for finito para um grupo G então isso acarrete a finitude do subgrupo verbal

w(G).

Tendo em vista os resultados anteriores, Muñoz-Escolano e Shumyatsky em

[24] consideraram a seguinte questão. Dada uma palavra concisa w e um grupo G,

assuma que para todo x ∈ G o subgrupo 〈xGw〉 satisfaça à determinada condição de

finitude. É verdade que uma condição similar é também satisfeita por 〈xw(G)〉 para

todo x ∈ G?

O comutador de dois elementos de x e y é definido da seguinte maneira

x−1y−1xy e será denotado por [x,y]. Lembremos que dados um grupo livre F = F(X)

e um inteiro positivo k, a k-ésima palavra central inferior é definida indutivamente

da seguinte forma.

γ1(x1) = x1, γk(x1, . . . ,xk) = [γk−1(x1, . . . ,xk−1),xk],

onde xi ∈ X para todo i.

Já a k-ésima palavra derivada δk, é definida indutivamente, da seguinte

forma:

δ0(x1) = x1, δk(x1, . . . ,x2k) = [δk−1(x1, . . . ,x2k−1),δk−1(x2k−1+1, . . . ,x2k)],

onde xi ∈ X para todo i. Os subgrupos verbais de um grupo G associados às palavras

γk e δk serão denotados respectivamente por γk(G) e G(k).

O principal resultado apresentado em [24] foi o seguinte teorema.

Teorema 3.1 [[24], Teorema 1.1] Sejam n um inteiro positivo e w a n-ésima palavra

central inferior γn ou a n-ésima palavra derivada δn. Suponha que G seja um grupo

tal que 〈gGw〉 seja de Chernikov para todo g ∈G. Então 〈gw(G)〉 é de Chernikov para

todo g ∈ G.

Recorde que um grupo G é dito de Chernikov se possuir um subgrupo de

ı́ndice finito que seja um produto direto de um número finito de grupos do tipo Cp∞ ,

para vários primos p. Por um resultado obtido independentemente por Shunkov

[39] e por Kegel e Wehrfritz [18] grupos de Chernikov são precisamente os grupos

localmente finitos que satisfazem a condição minimal sobre seus subgrupos, isto é,

grupos no qual qualquer subconjunto não vazio de subgrupos possui um subgrupo

minimal.

Nesta tese consideramos a seguinte situação. Sejam n um inteiro positivo

e w a palavra δn ou γn. Suponha que G seja um grupo tal que para todo g ∈ G

exista um número finito de subgrupos de Chernikov cuja união contenha a classe de
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conjugação verbal gGw . Sob estas hipóteses mostramos que 〈gw(G)〉 é de Chernikov

para todo g ∈ G.

Teorema 3.2 Sejam n um inteiro positivo e w a palavra central inferior γn ou

a palavra derivada δn. Suponha que G seja um grupo tal que, para cada elemento

g ∈G exista um número finito de subgrupos de Chernikov cuja união contenha gGw.

Então 〈gw(G)〉 é de Chernikov para todo g ∈ G.

Uma famı́lia de subgrupos {Hi}i∈I de um grupo G é chamada uma cobertura

para G se

G =
⋃
i∈I

Hi.

É natural nos perguntarmos quais informações sobre G podem ser deduzidas

à partir de propriedades dos subgrupos Hi.

Em [32], Rogério e Shumyatsky consideraram a situação onde um grupo G

é tal que o conjunto de todos os δk-comutadores (respectivamente, γk-comutadores)

estivesse contido em uma união de um número finito de subgrupos de Chernikov e,

obtiveram os seguintes resultados.

Teorema 2.1 [[32], Teorema 1.] Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que

o conjunto de todos os δk-comutadores esteja contido em uma união de um número

finito de subgrupos de Chernikov. Então G(k) é de Chernikov.

Teorema 2.2 [[32], Teorema 2.] Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que

o conjunto de todos os γk-comutadores esteja contido em uma união de um número

finito de subgrupos de Chernikov. Então γk(G) é de Chernikov.

No decorrer da demonstração do Teorema 3.2, baseando-nos nas técnicas

utilizadas por Rogério e Shumyatsky em [32], consideramos a situação onde subcon-

juntos normais de um grupo dado estivessem contidos em uma união de um número

finito de subgrupos de Chernikov e obtivemos o seguinte resultado que generaliza os

Teoremas 2.1 e 2.2.

Teorema 2.3 Seja X um subconjunto normal de um grupo G. Suponha que exista

um número finito de subgrupos de Chernikov tais que X esteja contido na união

desses subgrupos. Então 〈X〉 é de Chernikov.

Como consquência do Teorema 2.3 obtemos o seguinte resultado.

Corolário 2.9 Sejam w uma palavra de grupo e G um grupo. Suponha que o conjunto

de todos os w-valores de G esteja contido em uma união de um número finito de

subgrupos de Chernikov. Então o subgrupo verbal w(G) é de Chernikov.

Outro foco de nosso trabalho é o estudo dos comutadores coprimos gene-

ralizados γ∗k e δ∗k , introduzido por Shumyatsky em [37], como uma ferramenta para
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estudar propriedades de grupos finitos que possam ser expressas em termos dos

comutadores de elementos de ordens coprimas.

Todo elemento de um grupo finito G é um γ∗1-comutador. Sejam k ≥ 2 e X

o conjunto de todos os elementos de G que sejam potências de γ∗k−1-comutadores.

Um elemento x ∈G é chamado um γ∗k-comutador se existirem a ∈ X e b ∈G tais que

x = [a,b] e (|a|, |b|) = 1. O subgrupo de G gerado por todos os γ∗k-comutadores será

denotado por γ∗k(G).

Similarmente os δ∗k-comutadores são definidos como segue. Todo elemento

de um grupo finito G é um δ∗0-comutador. Sejam k ≥ 1 e Y o conjunto de todos

os elementos de G que sejam potências de δ∗k−1-comutadores. Um elemento x ∈ G é

chamado um δ∗k-comutador se existirem a,b ∈ Y tais que x = [a,b] e (|a|, |b|) = 1. O

subgrupo de G gerado por todos os δ∗k-comutadores será denotado por δ∗k(G).

O último termo da série central inferior de um grupo finito G é chamado

o residual nilpotente de G e, é usualmente denotado por γ∞(G). A série inferior de

Fitting de um grupo G é definida recursivamente por

D0(G) = G e Di+1(G) = γ∞(Di(G)),

para i = 0,1,2, . . . . Em [37], Shumyatsky mostrou que se k≥ 2 então o conjunto dos

γ∗k-comutadores geram γ∞(G) e se k≥ 1 então o conjunto dos δ∗k-comutadores geram

o subgrupo Dk(G).

Observe que os comutadores coprimos γ∗k e δ∗k não são palavras, porém em

várias situações se comportam como palavras.

Com as notações apresentadas anteriormente provamos os seguintes teore-

mas que limitam a ordem do residual nilpotente de um grupo finito.

Teorema 4.20 Sejam k≥ 2 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o conjunto

de todos os γ∗k-comutadores de G. Suponha que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então

|γ∗k(G)| é (m,k)-limitado.

Recorde que se k ≥ 1 os subgrupos Dk(G) e δ∗k(G) coincidem.

Teorema 4.21 Sejam k≥ 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o conjunto

de todos os δ∗k-comutadores de G. Suponha que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então

|Dk(G)| é (m,k)-limitado.

O Caṕıtulo 1, é introdutório com resultados já conhecidos a respeito da

teoria de grupos e serve de base conceitual para o desenvolvimento desta tese.

Nesse caṕıtulo, abordaremos assuntos como palavras de grupos, comutadores, grupos

localmente finitos, grupos radicáveis, grupos de Chernikov e de algumas de suas

propriedades, que serão muito úteis nos Caṕıtulos 2 e 3. O Caṕıtulo 2, destina-se à

demonstração do Teorema 2.3 (e seu corolário). O objetivo central do Caṕıtulo 3, é
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provar o Teorema 3.2. O Caṕıtulo 4 aborda os comutadores coprimos δ∗k e γ∗k . Nesse

caṕıtulo faremos uma apresentação do tema expondo alguns dos principais resultados

já apresentados sobre os comutadores coprimos generalizados, entre outros. Por fim,

o objetivo principal do Caṕıtulo 4 é provar os Teoremas 4.20 e 4.21. Os principais

resultados obtidos nesta tese foram publicados em [3] e [38].



CAṔITULO 1
Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é estabelecer notações, definições e resultados

preliminares que serão utilizados nos demais caṕıtulos desta tese. Essencialmente,

os resultados e notações apresentados aqui podem ser encontrados em [14, 15, 29, 30,

31, 33], entre outras referências clássicas. Entretanto, para facilitar a leitura, faremos

alguns breves comentários sobre temas como: palavras de grupos, grupos localmente

finitos, FC-grupos, grupos radicáveis e grupos de Chernikov, entre outros.

Ao longo desta tese a expressão “{m,n, . . .}-limitado” significa “limitado por

uma função que depende apenas dos parâmetros m,n, . . .”.

Usaremos o śımbolo H ≤ G para dizer que H é um subgrupo de um grupo

G. Já o śımbolo NEG denota que N é um subgrupo normal em G.

Dado um subconjunto X de um grupo G, definimos o subgrupo gerado por X ,

o qual denotaremos por 〈X〉, como o menor subgrupo de G que contém o subconjunto

X .

Seja H um subgrupo de um grupo G. Para cada x ∈ G o conjunto Hx =

{hx;h ∈ H} é chamado uma classe lateral (à direita) de H. Podemos selecionar um

elemento de cada classe lateral de H (usando o axioma da escolha) e denotar por T

o conjunto resultante dos representantes das classes laterais (à direita). Então G é

a união disjunta

G =
⋃
t∈T

Ht,

e assim cada elemento de G pode ser escrito (de maneira única) na forma ht onde

h ∈H e t ∈ T . O conjunto T é chamado um transversal (à direita) de H em G. Note

que |T | é igual à cardinalidade do conjunto das classes laterais de H. A cardinalidade

do conjunto de classes laterais de H em G é chamado o ı́ndice de H em G e será

denotado por |G : H|.
Sejam X ,Y subconjuntos de um grupo. Escreveremos XY para denotarmos

o conjunto {xy;x ∈ X ,y ∈ Y}, onde xy = y−1xy é chamado o conjugado de x por y.

Em particular, dado um grupo G e um elemento x ∈ G o conjunto xG, de todos

os conjugados de x em G é chamado a classe de conjugação de x em G. Se X
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for um subconjunto não vazio de G então o fecho normal de X em G é o menor

subgrupo normal de G que contenha X . Denotaremos o fecho normal de X em G

por 〈XG〉. É fácil verificar que 〈XG〉 = 〈g−1Xg;g ∈ G〉. Note que se H ≤ G então

〈HG〉= 〈Hg;g ∈ G〉.
Um subconjunto X é dito normal em G se para todo x ∈ X e para qualquer

g ∈ G o elemento xg for novamente um elemento de X .

Um homomorfismo de um grupo G em um grupo H é uma aplicação

α : G → H tal que (xy)α = (x)α(y)α, para quaisquer x,y ∈ G. Chamamos α de

um isomorfismo de G em H se α for um homomorfismo bijetor. Em particular,

um automorfismo de G é um isomorfismo de G em G. O conjunto de todos os

automorfismos de G será denotado por Aut(G). É um resultado bem conhecido

que Aut(G) é um grupo com a operação de composição de aplicações. Seja g ∈ G

e considere a aplicação αg : G→ G dada por xαg = xg. Então para cada g ∈ G a

aplicação αg é um isomorfismo de G. Chamamos αg o automorfismo interno de G

induzido por g e denotaremos por Inn(G) o conjunto de todos os automorfismos

internos de G. É claro que Inn(G)EAut(G).

Os seguintes subgrupos de um grupo G serão considerados no decorrer desta

tese.

• Z(G) = {x ∈ G;xg = gx,para todo g ∈ G} é chamado o centro de G.

• Para cada x ∈ G o subgrupo CG(x) = {g ∈ G;gx = xg} é denomiado o centrali-

zador de x em G.

• Se H ≤ G então o subgrupo CG(H) = {g ∈ G;gh = hg,para todo h ∈ H} é dito

o centralizador de H em G.

• Se H ≤ G então o subgrupo NG(H) = {g ∈ G;hg ∈ H,para todo h ∈ H} é

chamado o normalizador de H em G.

Lema 1.1 (Robinson, [29]). Para um grupo G valem os seguintes resultados.

1. Z(G)EG e G/Z(G)∼= Inn(G).

2. Se x ∈ G então |xG|= |G : CG(x)|.

3. Se H ≤G então CG(H)ENG(H) e NG(H)/CG(H) é isomorfo à um subgrupo de

Aut(H).

Sejam x,y elementos de um grupo G. O elemento x−1y−1xy é chamado o

comutador de x e y e será denotado por [x,y]. O subgrupo de G gerado por todos os

comutadores [x,y], onde x,y∈G é chamado o subgrupo derivado de G e será denotado
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por G′. Sejam k ≥ 3 e g1, . . . ,gk elementos em G. Então o comutador de peso k de

g1, . . . ,gk é definido indutivamente como

[g1,g2, . . . ,gk] = [[g1, . . . ,gk−1],gk].

O próximo lema descreve algumas propriedades de comutadores em um

grupo.

Lema 1.2 ([29], 5.1.5, p. 123). Sejam x,y,z elementos de um grupo G. Então:

1. [x,y] = [y,x]−1.

2. [xy,z] = [x,z]y[y,z] = [x,z][x,z,y][y,z].

3. [x,yz] = [x,z][x,y]z = [x,z][x,y][x,y,z].

O seguinte resultado é bem conhecido e sua demonstração pode ser obtida

em [14].

Lema 1.3 ([14], Lema 2.2.2, p.19). Sejam n um inteiro positivo e G um grupo.

Suponha que x e y sejam elementos de G tais que [x,y,y] = 1. Então [x,y]n = [x,yn].

Dados dois subconjuntos não vazios X e Y de um grupo G, denotaremos por

[X ,Y ] o subgrupo gerado pelo conjunto

{[x,y];x ∈ X ,y ∈ Y}.

Em particular, se H,K forem dois subgrupos de G então

[H,K] = 〈[h,k];h ∈ H,k ∈ K〉.

Se n for um inteiro positivo, definimos recursivamente os subgrupos [H,0 K] = H e

para n≥ 1
[H,n K] = [[H,n−1 K],K].

Lema 1.4 ([15], Lema 4.1). Se H e K são subgrupos de um grupo então

[H,K]E 〈H,K〉.

Lema 1.5 ([29], 5.1.6, p.124). Sejam X um subconjunto e K um subgrupo de um

grupo. Então:

1. 〈XK〉= 〈X , [X ,K]〉.

2. 〈[X ,K]K〉= [X ,K].



21

3. Se K = 〈Y 〉 então [X ,K] = 〈[X ,Y ]K〉.

Se α for um automorfismo de um grupo G então denotaremos o elemento

g−1gα por [g,α]. Assim, podemos definir o subgrupo

[G,α] = 〈[g,α];g ∈ G〉.

Se A≤ Aut(G) então A é chamado um grupo de automorfismos de G. Para um grupo

de automorfismos A de um grupo G, os seguintes subgrupos de G serão considerados

nessa tese.

• O comutador de G e A,

[G,A] = 〈[G,α];α ∈ A〉.

• O grupo dos pontos fixos de A (também conhecido como o centralizador de A

em G),

CG(A) = 〈g ∈ G;gα = g, para todo α ∈ A〉.

Lema 1.6 ([15], Lema 4.28). Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito

G e suponha que (|G|, |A|) = 1. Então

G = CG(A)[G,A].

Uma ação de um grupo G em um grupo H é um homomorfismo de G em

Aut(H). Uma ação θ de G em H é dita fiel se seu núcleo for trivial. Note que quando

um grupo G age fielmente sobre um grupo H então claramente G pode ser visto

como um grupo de automorfismos de H. Por fim, uma ação de G em H é chamada

trivial se ela fixar todo elemento de H.

Lema 1.7 ([15], Lema 4.29). Seja A um grupo finito agindo sobre um grupo finito

G e suponha que (|G|, |A|) = 1. Então [G,A,A] = [G,A].

Lema 1.8 ([36], Lema 2.2). Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G

com (|A|, |G|) = 1. Suponha que B seja um subconjunto normal de A tal que A = 〈B〉.
Seja i ≥ 1 um inteiro. Então [G,A] é gerado por subgrupos da forma [G,b1, . . . ,bi],

onde b1, . . . ,bi ∈ B.

O próximo resultado é conhecido como o Lema dos Três Subgrupos.

Lema 1.9 ([29], 5.1.10, p.126). Sejam H,K,L subgrupos de um grupo G. Suponha

que [H,K,L] = 1 = [K,L,H]. Então [L,H,K] = 1.
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Lema 1.10 ([6], Lema 1.6). Sejam N,H1, . . . ,Hl subgrupos de um grupo G. Suponha

que NEG. Se K = 〈H1, . . . ,Hl〉 então

[N,K] = [N,H1] . . . [N,Hl].

Demonstração. Observe que [N,K] = 〈[x,k];x ∈ N,k ∈ K〉. Como K = 〈H1, . . . ,Hl〉,
temos que dado k ∈ K então k = hi1 . . .his, com hi j ∈ Hi j para todo j = 1, . . . ,s, onde

1≤ i1, . . . , is ≤ l. Sendo NEG, dado x ∈ N segue que

[x,hi1 . . .his] ∈
s

∏
j=1

[N,Hi j ].

Portanto conclúımos que [N,K] ≤ [N,H1] . . . [N,Hl]. A outra inclusão é imediata. O

lema está provado.

Um grupo finito P é dito ser um p-grupo se |P|= pn, para algum primo p e

para algum inteiro positivo n.

Teorema 1.11 ([14], Teorema 1.2.14, p.8). Um p-grupo abeliano finito P é o produto

direto de subgrupos ćıclicos Hi,1≤ i≤ n. Além disso, o inteiro n e as ordens |Hi| são

unicamente determinados.

Nas condições do Teorema 1.11 se |Hi| = pei , diremos que P é do tipo

(pe1, pe2, . . . , pen). Em particular, um grupo do tipo (p, p, . . . , p), é chamado de p-

grupo abeliano elementar.

Dado um p-grupo finito P (p primo), para cada i ≥ 1 defina o seguinte

subgrupo

Ωi(P) = {x ∈ P;xpi
= 1}.

Decorre do Teorema 1.11 que se P for abeliano então o subgrupo Ω1(P) é abeliano

elementar .

Teorema 1.12 ([14], Teorema 2.1.6, p. 18). Se P for um p-grupo abeliano finito

então o subgrupo Ωi(P) é caracteŕıstico em P para todo i.

Teorema 1.13 ([14], Teorema 5.2.4, p. 178). Seja A um p′-grupo de automorfismos

de um p-grupo abeliano P. Suponha que A age trivialmente sobre Ω1(P). Então A = 1.

Teorema 1.14 ([14], Teorema 5.2.3, p.177). Seja A um p′-grupo de automorfismos

de um p-grupo abeliano P. Então

P = CP(A)× [P,A].
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1.0.1 Subgrupos de Hall

Seja π um conjunto não vazio de números primos. Um inteiro positivo n é

dito um π-número se todo divisor primo de n pertence a π. Um elemento x de um

grupo finito é chamado um π-elemento, se a ordem de x for um π-número. Por fim,

um grupo finito G é chamado um π-grupo, se todo elemento de G for um π-elemento.

O complementar do conjunto π (isto é, os números primos que não pertencem à π)

será denotado por π′.

Um subgrupo H de um grupo finito G é chamado um π-subgrupo de Hall

de G se, H for um π-grupo e se |G : H| for um π′-número. Note que, se H for um

π-subgrupo de Hall de G então

(|H|, |G : H|) = 1.

Os π-subgrupos normais de um grupo G possuem um comportamento

interessante. De fato, suponha que H e K sejam π-subgrupos com K EG. Então

H∩K e HK/K são π-grupos, de modo que, podemos concluir que HK é um π-grupo.

Consequentemente, o subgrupo gerado por todos os π-subgrupos normais de G é um

π-grupo. Esse é o único π-subgrupo normal maximal de G o qual denotaremos por

Oπ(G).

1.1 Subgrupos verbais

Uma palavra de grupo, ou simplesmente uma palavra é um elemento não

trivial do grupo livre F = F(X) onde X é um conjunto de geradores livres {x1,x2, . . .}.
Considere w = w(x1, . . . ,xs) uma palavra. Podemos escrever

w = xn1
i1 . . .x

nk
ik ,

onde n j é um inteiro e i j ∈ {1, . . . ,s}, j = 1, . . . ,k. Nesta tese, consideraremos todas

as palavras em sua forma reduzida. Para uma referência mais detalhada sobre o

assunto consultar Robinson [29, Caṕıtulo 2] ou Johnson [17, Caṕıtulo 1].

Uma palavra w = w(x1, . . . ,xs) pode ser sempre vista como um função

definida em qualquer grupo. Um elemento g de um grupo G é chamado um w-

valor de G se existirem g1, . . . ,gs ∈G tais que g = w(g1, . . . ,gs). Denotaremos por Gw

o conjunto de todos os w-valores de G, isto é,

Gw = {w(g1, . . . ,gs);gi ∈ G}.
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O subgrupo verbal associado à palavra w, o qual denotaremos por w(G), é o subgrupo

gerado pelo conjunto Gw, isto é,

w(G) = 〈w(g1, . . . ,gs);gi ∈ G〉.

Dado um homomorfismo de grupos α : G→H e uma palavra w, então para

g1, . . . ,gs ∈ G vale que w(g1, . . . ,gs)
α = w(gα

1 , . . . ,g
α
1 ). Consequentemente, w(G)α ≤

w(H). Em particular, todo subgrupo verbal de um grupo G é normal.

A seguir apresentamos alguns exemplos de palavras.

Exemplo 1.15. Sejam F = F(X) um grupo livre e X um conjunto de geradores

livres. São palavras:

1. O comutador (de peso 2) w = [xi,x j], nos geradores xi,x j, i 6= j;

2. Para k ≥ 1, a k-ésima palavra central inferior γk, é definida indutivamente,

da seguinte forma:

γ1(x1) = x1, γk(x1, . . . ,xk) = [γk−1(x1, . . . ,xk−1),xk],

onde xi ∈ X para todo i.

3. Para k ≥ 0, a k-ésima palavra derivada δk, é definida indutivamente, da

seguinte forma:

δ0(x1) = x1, δk(x1, . . . ,x2k) = [δk−1(x1, . . . ,x2k−1),δk−1(x2k−1+1, . . . ,x2k)],

com xi ∈ X para todo i.

Um elemento g de um grupo G é chamado um γk-comutador se existirem

g1, . . . ,gk elementos em G tais que g = γk(g1, . . . ,gk). Analogamente, um elemento

g ∈ G é dito um δk-comutador, se existirem g1, . . . ,g2k elementos em G tais que

g = δk(g1, . . . ,g2k).

Lema 1.16 ([24], Lema 2.6). Sejam k ≥ 0 um inteiro, G um grupo e y ∈ G um

elemento qualquer. Se x1, . . . ,xk são δk-comutadores então [y,x1, . . . ,xk] é também um

δk-comutador.

Os seguintes subgrupos serão considerados no decorrer dessa tese.

γk(G) = 〈γk(g1, . . . ,gk);gi ∈ G〉.

G(k) = 〈δk(g1, . . . ,g2k);gi ∈ G〉.
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O subgrupo γk(G) é chamado o k-ésimo termo da série central inferior de

G, enquanto o subgrupo G(k) é chamado o k-ésimo subgrupo derivado de G (ou

simplesmente, a k-ésima derivada de G). Um grupo G é dito nilpotente (de classe

≤ k) se γk+1(G) = 1. Já G é chamado um grupo solúvel (de comprimento derivado

≤ k) se G(k) = 1.

O seguinte teorema é conhecido como o Teorema de Fitting.

Teorema 1.17 ([29], 5.2.8, p.133). Sejam H e K dois subgrupos normais nilpotentes

de um grupo. Suponha que H possua classe de nilpotência c1 e que K possua classe

de nilpotência c2. Então HK é nilpotente e possui classe de nilpotência no máximo

c1 + c2.

O subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de um grupo

G é chamado o subgrupo de Fitting de G e será denotado por F(G). Se G for finito

então F(G) é nilpotente.

Se G for um grupo finito e n um inteiro positivo, defina recursivamente, os

seguintes subgrupos Fn(G). Considere F0(G) = 1 e para cada n≥ 1, defina

Fn(G)/Fn−1(G) = F(G/Fn−1(G)).

Então

1 = F0(G)≤ F(G) = F1(G)≤ F2(G)≤ . . . ,

é chamada a série superior de Fitting. Um grupo (finito) G é solúvel se, e somente

se, Fn(G) = G para algum inteiro n. O menor inteiro n tal que Fn(G) = G é chamado

a altura de Fitting de G (veja Robinson [29], 5.4.5, p. 149).

1.2 Grupos localmente finitos

Um conceito que utilizaremos e que será muito importante ao longo desta

tese é o de grupos localmente finitos. Dedicamos essa seção a definir e apresentar

algumas propriedades sobre tais grupos.

Seja x um elemento de um grupo G. Diremos que x possui ordem finita,

digamos n, se o subgrupo ćıclico 〈x〉 tiver ordem n. Se 〈x〉 for infinito então diremos

que x possui ordem infinita. Escreveremos |x| para nos referirmos à ordem do

elemento x.

Um grupo é dito periódico (ou de torção) se todos seus elementos possuem

ordens finitas. Se as ordens dos elementos de um grupo são finitas e limitadas, então

o grupo é dito de expoente finito. O expoente de um grupo é então o mı́nimo múltiplo
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comum entre as ordens de todos os elementos. Obviamente, um grupo finito possui

expoente finito e grupos com expoente finito são grupos periódicos.

Lema 1.18 ([33], 195, p.75). A classe dos grupos periódicos é fechada a subgrupos,

quocientes e extensões de seus membros.

O seguinte resultado é bem conhecido. Uma demonstração para tal fato pode ser

deduzida dos resultados de Robinson [29, 4.2.9] e [29, 4.2.10], p.103.

Lema 1.19. Sejam m e n dois inteiros positivos. Suponha que G seja um grupo

abeliano m-gerado de expoente n. Então |G| ≤ mn.

Um grupo G é chamado localmente finito se todo subgrupo finitamente

gerado de G for finito. Em particular, todo grupo localmente finito é periódico.

Não é dif́ıcil ver que a classe dos grupos localmente finitos é fechada com

respeito a subgrupos e imagens homomórficas. O teorema a seguir (devido à Schmidt

[35]) garante que a classe dos grupos localmente finitos é fechada a extensões.

Teorema 1.20 ([30], Teorema 1.45). Se N for um subgrupo normal de um grupo G

tal que N e G/N sejam localmente finitos, então G é localmente finito.

O próximo resultado é bem conhecido.

Lema 1.21 ([33], 455, p.195). Um grupo solúvel e periódico é localmente finito.

Lema 1.22 ([24], Lema 2.9). Seja X um conjunto normal em um grupo localmente

finito G. Se a for um elemento de G tal que o conjunto aX seja finito, então o

conjunto a〈X〉 é também finito.

Demonstração. Sejam x1, . . . ,xn elementos de X tais que aX = {ax1, . . . ,axn}. Consi-

dere Y = 〈x1, . . . ,xn〉. Note que Y é finito, pois G é localmente finito. Consequente-

mente, a classe de conjugação aY é também finita. Seja N = 〈X〉. Afirmamos que

aN = aY . De fato, seja y ∈ N. Logo y pode ser escrito como um produto y = y1 . . .ym,

onde yi ∈ X , para todo i ∈ {1, . . . ,m}. É claro que aY ⊆ aN . Assim, para concluirmos

a demonstração do lema, é suficiente que mostremos que ay ∈ aY . Se m = 1 então

ay ∈ {ax1, . . . ,axn} ⊆ aY . Assim, podemos assumir que m ≥ 2 e utilizarmos indução

sobre m. Suponha que ay1 = ax1 . Para cada i = 2, . . . ,m, seja zi = x1yix−1
1 . Sendo X

um subconjunto normal em G, segue que zi ∈ X , para todo ı́ndice i. Então

ay = ax1y2...ym

= az2...zmx1.

Por indução sobre m, segue que az2...zm ∈ aY . Uma vez que x1 ∈ Y , segue que

(az2...zm)x1 = ay ∈ aY . O lema está provado.
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Observação 1.23. De forma mais geral podemos definir grupos localmente-X , onde

X é um propriedade de grupo. Seja X uma propriedade de grupo (por exemplo,

finitude, nilpotência, etc). Um grupo G é dito um localmente-X (ou localmente X -

grupo) se cada subgrupo finitamente gerado de G for um X -grupo.

1.3 Grupos que possuem coberturas finitas

Uma cobertura de um grupo G é uma famı́lia {Si}i∈I de subconjuntos de

G tais que G =
⋃
i∈I

Si. Se {Hi}i∈I for um cobertura de G por subgrupos, é natural

indagarmos quais informações sobre G podem ser deduzidas a partir de propriedades

dos subgrupos Hi. Observe que todo grupo pode ser coberto por subgrupos ćıclicos.

De fato, G =
⋃
x∈G

〈x〉. Assim, faz sentido que consideremos apenas coberturas por um

número finito de subgrupos. No caso em que a cobertura é finita, muito pode ser dito

sobre a estrutura do grupo G. O primeiro resultado nesta direção foi apresentado por

Baer (veja Neumann [25]), onde ele provou que um grupo G admite um cobertura

por um número finito de subgrupos abelianos se, e somente se, G for central-por-

finito , isto é, se |G : Z(G)| for finito. A parte não-trivial disso pode ser deduzida do

seguinte resultado devido à B.H. Neumann [26].

Lema 1.24 ([30], Lema 4.17). Seja G =
n⋃

i=1

Sigi, onde S1, . . . ,Sn são subgrupos de

G (não necessariamente distintos). Então podemos omitir desta união qualquer Sigi

para os quais o ı́ndice |G : Si| seja infinito.

Além disso, foi observado por Baer que se um grupo possui uma cobertura

por um número finito de subgrupos ćıclicos então esse grupo é ćıclico ou finito (veja

Robinson [30, p.123], corolário do Teorema 4.33). Mais recentemente, Fernández-

Alcober e Shumyatsky provaram em [10] que, se um grupo G é tal que o conjunto de

todos os comutadores está contido em uma união de um número finito de subgrupos

ćıclicos, então G′ é finito ou ćıclico. Isso sugere a questão sobre a estrutura de grupos

para os quais o conjunto de todos os γk-comutadores (ou, todos os δk-comutadores,

respectivamente) esteja contido em uma união de um número finito de subgrupos

ćıclicos. Em [7] Cutolo e Nicotera mostraram que se um grupo G é tal que o conjunto

de todos os γk-comutadores esteja contido em uma união de um número finito

de subgrupos ćıclicos então γk(G) é finito-por-ćıclico. Até o momento ainda não

é conhecido um resultado similar para as palavras derivadas δk.
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1.4 Grupos com classes de conjugação finitas

Um elemento g de um grupo G é chamado um FC-elemento se g possuir

apenas um número finito de conjugados em G, isto é, se a classe de conjugação gG

for finita ou, equivalentemente, se o ı́ndice |G : CG(g)| for finito. É um resultado bem

conhecido que em um grupo G os FC-elementos formam um subgrupo caracteŕıstico.

Lema 1.25 ([29], 14.5.5, p.441.). Em qualquer grupo o conjunto dos FC-elementos

forma um subgrupo caracteŕıstico.

O conceito de FC-elemento pode ser visto como uma generalização de um

elemento do centro de um grupo (é claro que tais elementos possuem apenas um

conjugado). Por essa razão o subgrupo de todos os FC-elementos é chamado de

FC-centro de G. Observe que o centro de G está contido no FC-centro de G.

Um grupo é chamado um FC-grupo se ele coincide com seu FC-centro. Em

outras palavras, um grupo G é um FC-grupo se, xG for finito para todo x ∈ G. Em

particular, os grupos abelianos e todos os grupos finitos são FC-grupos.

Não é dif́ıcil verificar que a classe dos FC-grupos é fechada com respeito

à formação de subgrupos, imagens homomórficas e produtos diretos. O seguinte

resultado é devido à Dietzmann, e sua demonstração pode ser obtida em Robinson

[29, 14.5.7], p.442 (veja também Robinson [30, Corolário 2], p.45).

Lema 1.26 (Lema de Dietzmann). Seja X um subconjunto finito e normal de um

grupo G. Suponha que todos os elementos de X possuam ordens finitas. Então 〈X〉 é

finito. Em particular, se a ∈ G for um elemento de ordem finita, que possui apenas

um número finito de conjugados então 〈aG〉 é finito.

O próximo resultado é devido à Baer e sua demonstração pode ser obtida, por

exemplo, em [29].

Lema 1.27 ([29], 14.5.6, p.442). Se G for um FC-grupo então G/Z(G) é um grupo

de torção residualmente finito.

Recorde que um grupo G é residualmente finito se dado g 6= 1 em G existir

NEG tal que g /∈ N e G/N seja finito.

O seguinte resultado descreve a estrutura de FC-grupos.

Lema 1.28 ([30], Teorema 4.32). Seja G um FC-grupo. Então:

1. G/Z(G) é localmente normal e finito.

2. Os elementos de ordem finita em G formam um subgrupo localmente normal

e finito que contém o subgrupo G′.
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O seguinte resultado descreve os FC-grupos periódicos.

Lema 1.29 ([29], 14.5.8, p.443). Um grupo periódico G é um FC-grupo se, e somente

se, cada subconjunto finito de G estiver contido em um subgrupo normal e finito em

G.

Um grupo G é chamado um BFC-grupo se existir um inteiro positivo m tal

que |xG| ≤m para todo x ∈G, ou seja, nenhum elemento em G possui mais do que m

conjugados. É claro que todo BFC-grupo é um FC-grupo. O seguinte resultado de

B.H. Neumann descreve os BFC-grupos, em termos de seus subgrupos derivados.

Lema 1.30 ([29], 14.5.11, p. 444). Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente se,

o subgrupo derivado G′ for finito.

O próximo resultado é conhecido como Teorema de Schur.

Lema 1.31 ([30], Teorema 4.12). Seja G um grupo tal que |G : Z(G)|= n. Então G′

é finito e (G′)n = 1.

Além disso, Wiegold [42] determinou um limitante para a ordem de |G′| em

termos da ordem de |xG|.

Teorema 1.32 ([42], Teorema 4.7). Se G for um BFC-grupo, tal que |xG| ≤ n para

todo x ∈ G. Então G′ possui ordem n-limitada.

1.4.1 FC(w)-grupos

Uma noção importante que será considerada nessa tese é a de classe de

conjugação verbal. Dada uma palavra w, para cada elemento x de um grupo G o

conjunto xGw é chamado a classe de conjugação verbal de x em G.

Em [11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky introduziram uma generali-

zação ‘verbal’ de FC-grupos e apresentaram resultados importantes sobre grupos

com restrições em classes de conjugação verbal. Mais precisamente, consideraram

a seguinte situação. Dada uma palavra w, um grupo G é chamado um FC(w)-

grupo se xGw for finito para todo x ∈ G. Por analogia, em [5] Brazil, Krassilnikov

e Shumyatsky introduziram a noção de BFC(w)-grupos. Assim, um grupo G foi cha-

mado um BFC(w)-grupo se xGw for finito para todo x∈G e, se o número de elementos

em xGw for limitado por uma constante que não dependa da escolha do elemento x.

Em outras palavras, G é um BFC(w)-grupo se existe um inteiro positivo m tal que

|xGw | ≤ m para todo x ∈ G.

Uma palavra w é dita concisa se sempre que o conjunto dos w-valores for

finito para um grupo G então isso acarrete a finitude do subgrupo verbal w(G).
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Sejam G um grupo e w uma palavra. Na década de 1960, P. Hall questionou se toda

palavra seria concisa, porém a resposta para esse problema é não. Em [16] Ivanov

provou que este problema possui solução negativa, em sua forma geral (veja também

Olshanskii [27, p.439]). Por outro lado, muitas palavras importantes são concisas.

Por exemplo, Turner-Smith mostrou em [41] que as palavras γk e δk eram concisas

([41, Proposição 6], p.175). Outros resultados sobre palavras concisas podem ser

encontrados em Merzlyakov [23] e Wilson [43].

Um subgrupo H de G é dito FC-imerso em G se xH for finito, para todo x∈G

e H é dito ser BFC-imerso em G se o número de elementos em xH for limitado por

uma constante que não dependa da escolha do elemento x. Considere uma palavra w

e G um grupo, tal que o subgrupo verbal w(G) seja FC-imerso em G. Então G é um

FC(w)-grupo. O principal resultado de [11], caracteriza os FC(w)-grupos, em termos

do subgrupo verbal, e garante que a rećıproca desse fato é também verdadeira, desde

que a palavra w seja concisa.

Teorema 1.33 ([11], Teorema A.). Sejam w uma palavra concisa e G um FC(w)-

grupo. Então o subgrupo verbal w(G) é FC-imerso em G.

O seguinte resultado é uma extensão do Lema 1.28, que garante que o grupo

quociente G/Z(G) é localmente finito, desde que G seja um FC-grupo.

Proposição 1.34 ([11], Proposição 2.4). Sejam w uma palavra concisa e G um

FC(w)-grupo. Então o grupo quociente G/CG(w(G)) é localmente finito.

Como consquência da Proposição 1.34, temos o seguinte resultado.

Corolário 1.35 ([11], Corolário 2.5). Sejam w uma palavra concisa e G um FC(w)-

grupo. Então o subgrupo [G,w(G)] é localmente finito.

O seguinte resultado generaliza o Lema de Dietzmann (Lema 1.26).

Corolário 1.36 ([11], Corolário 2.6). Sejam n um inteiro positivo, w = γn a n-ésima

palavra central inferior e G um grupo. Se x for um elemento de G que possua ordem

finita e se a classe de conjugação verbal xGw for finita, então o subgrupo 〈xG〉 é

localmente finito.

Com as notações estabelecidas anteriormente, o seguinte resultado é imediato.

Lema 1.37. Seja G um FC(w)-grupo periódico, onde w = δk ou w = γk. Então G é

localmente finito.

Demonstração. Primeiramente, considere w = δk. Então [G,G(k)] é localmente finito

(Corolário 1.35). Consequentemente, G(k+1) é localmente finito. Logo o quociente
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G/G(k+1) é um grupo solúvel e periódico e, portanto é localmente finito (Lema 1.21).

Disto segue que G é localmente finito (Teorema 1.20).

Seja w = γk, então γk+1(G) = [G,γk(G)] é localmente finito (Corolário 1.35).

Portanto, G/γk+1(G) é um grupo periódico e nilpotente e portanto é localmente

finito (Lema 1.21). O lema está provado.

Em [5] Brazil, Krassilnikov e Shumyatsky, apresentaram o seguinte resultado

que caracteriza os BFC(w)-grupos, em termos do subgrupo verbal w(G), desde que

a palavra w seja concisa. Mais precisamente, provaram o seguinte resultado.

Teorema 1.38 ([5], Teorema 1.2). Seja w uma palavra concisa. Um grupo G é um

BFC(w)-grupo se, e somente se, w(G) for BFC-imerso em G.

1.5 Grupos hipercentrais

Seja α um ordinal. Podemos definir a série (transfinita e generalizada)

central superior de um grupo G como:

Z0(G) = 1,

Zα+1(G)/Zα(G) = Z (G/Zα(G)) ,

juntamente com a seguinte condição de completude

Zλ(G) =
⋃

α<λ

Zα(G),

onde λ é um ordinal limite. Uma vez que a cardinalidade de G não pode ser

excedida, existe um ordinal β tal que Zβ(G) = Zβ+1(G) = . . . , isto é, existe um

subgrupo terminal, chamado o hipercentro de G. Por simplicidade, dado um grupo

G, denotaremos o hipercentro de G por Z∞(G). É usual nos referirmos ao subgrupo

Zα(G) como o α-ésimo centro de G. Um grupo G é chamado de hipercentral se

G = Z∞(G).

Um subgrupo H de um grupo G é dito ascendente (em G) se existir uma

série ascendente de H em G, isto é, se existir

H = H0EH1E · · ·Hβ = G.

Combinando os resultados [29, 12.2.1] e [29, 12.2.4] de Robinson, conclúımos

que em grupos hipercentrais todo subgrupo é ascendente. Destacamos esse resultado

na forma da seguinte proposição.
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Proposição 1.39. Todo subgrupo de um grupo hipercentral é ascendente.

1.6 Grupos de Chernikov

O objetivo dessa seção é introduzir os grupos de Chernikov, notações

e algumas propriedades relacionadas a esses grupos, que terão um papel muito

importante nos Caṕıtulos 2 e 3, onde estudaremos propriedades de determinadas

classes de conjugação verbal de um grupo que estejam contidas em uma união de

um número finito de subgrupos de Chernikov. Além disso, abordaremos os grupos

radicáveis que também serão muito importantes para os resultados obtidos nesta

tese.

Começamos com a noção de grupos quase-ćıclicos. Considere p um número

primo e para cada inteiro i, seja Cpi um grupo ćıclico de ordem pi. Existe uma

maneira natural de vermos cada subgrupo Cpi como um subgrupo de Cpi+1 , de modo

que podemos considerar que

1 <Cp <Cp2 <Cp3 < .. . .

Defina

Cp∞ =
∞⋃

n=0

Cpn .

Para cada primo p, o grupo Cp∞ é chamado um p-grupo quase-ćıclico (ou um p-grupo

de Prüfer).

É bem conhecido que todo subgrupo próprio de Cp∞ é Cpn para algum inteiro

n e que Cp∞/Cpn ∼=Cp∞ . Assim, Cp∞ é um grupo infinito no qual todo subgrupo próprio

é ćıclico finito e, tal que todo quociente próprio é isomorfo à Cp∞ (veja Rose [33],

p.52).

Um grupo G é chamado um grupo radicável (diviśıvel) se todo elemento

for uma n-ésima potência para todo inteiro positivo n. Assim, se G for um grupo

radicável segue que dado g ∈G e um inteiro positivo n, existe g1 ∈G tal que gn
1 = g.

Em particular, note que para cada primo p, o grupo quase-ćıclico Cp∞ é radicável.

O seguinte resultado é uma caracterização da estrutura de grupos abelianos

radicáveis.

Teorema 1.40 ([29], 4.1.5, p.97). Um grupo abeliano G é radicável se, e somente

se, for um produto direto de cópias isomorfas de Q e de p-grupos quase-ćıclicos,

para vários primos p.
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Em particular, decorre do Teorema 1.40 que se G for periódico então G será

um grupo abeliano e radicável se, e somente se, for um produto direto de grupos

quase-ćıclicos.

Corolário 1.41. Um grupo abeliano periódico é radicável se, e somente se, for um

produto direto de p-grupos quase-ćıclicos, para vários primos p.

Os seguintes resultados embora sejam elementares são importantes e serão

úteis ao longo dessa tese.

Lema 1.42 ([33], 470(iv), p.202). Se G for um grupo abeliano radicável não-trivial

então G não pode ser finitamente gerado. Em particular, grupos abelianos radicáveis

não triviais são infinitos.

Lema 1.43 ([12], Ex. 2(b), p.67). Se G for um grupo radicável não-trivial, então G

não possui subgrupos próprios de ı́ndice finito.

Demonstração. É suficiente que mostremos que G não possui subgrupos normais

de ı́ndice finito. Seja N um subgrupo normal de ı́ndice finito em G. Suponha que

|G : N| = k. Logo xk ∈ N para todo x ∈ G. Seja g ∈ G. Uma vez que G é radicável

existe z ∈ G tal que g = zk. Consequentemente g ∈ N e assim G = N. O lema está

provado.

O seguinte resultado é uma consequencia direta do Lema 1.43.

Corolário 1.44. Sejam A1, . . . ,An subgrupos abelianos e radicáveis de um grupo G.

Se G = 〈A1, . . . ,An〉 então G não possui subgrupos próprios de ı́ndice finito.

Demonstração. Seja 1 6= H um subgrupo próprio de ı́ndice finito em G. Então H∩Ai

possui ı́ndice finito em Ai para todo i = 1, . . . ,n e assim pelo Lema 1.43 segue

que H ∩Ai = Ai. Logo Ai ≤ H, para todo ı́ndice i = 1, . . . ,n. Como G = 〈A1, . . . ,An〉
conclúımos que G≤ H, uma contradição. O lema está provado.

O próximo resultado garante que, em particular, subgrupos quase-ćıclicos

de FC-grupos são centrais.

Teorema 1.45 ([40], Teorema 1.9). Seja H um subgrupo de um FC-grupo G. Se H

não possui subgrupos próprios de ı́ndice finito então H é um grupo abeliano radicável

contido em Z(G).

Observe que o grupo dos racionais (em relação à soma) é radicável, porém

o subgrupo dos números inteiros (vistos como subgrupo de Q) não é radicável.

Assim, a classe dos grupos radicáveis não é fechada com respeito a subgrupos. O

próximo resultado, cuja demonstração pode ser obtida na seção §23 (“Complete

abelian groups”) de Kurosh [21], garante que a classe dos grupos abelianos radicáveis

é fechada a quocientes.
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Lema 1.46 ([21], p.163). Todo quociente de um grupo abeliano radicável é radicável.

O próximo resultado garante que grupos abelianos gerados por subgrupos

radicáveis são radicáveis.

Lema 1.47 ([21], p.194). Um grupo abeliano gerado por subgrupos radicáveis é

radicável.

Demonstração. Seja I um conjunto de ı́ndices e suponha que G = 〈Ai, i∈ I〉, onde Ai é

um subgrupo radicável para todo i∈ I. Dados g∈G e n um inteiro positivo, devemos

mostrar que existe g1 ∈ G tal que gn
1 = g. Como g ∈ G temos que g = ai1 . . .air , onde

ai j ∈ Ai j com i j ∈ I para todo j = 1, . . . ,r. Uma vez que Ai j é radicável existe b j ∈ Ai j

tal que ai j = bn
j . Logo

g = ai1 . . .air = (b1 . . .br)
n.

Portanto g1 = b1 . . .br é um elemento de G tal que gn
1 = g. O lema está provado.

O Lema 1.47 vale de modo mais geral. De fato, podemos deduzir que um

grupo gerado por subgrupos radicáveis que se centralizam é radicável.

Ainda sobre grupos radicáveis, apresentamos abaixo o seguinte resultado.

Lema 1.48 ([30], Lema 3.13). Seja R um subgrupo normal, abeliano e radicável de

um grupo G e seja H um subgrupo de G tal que

[R,n H] = [R,H, . . . ,H︸ ︷︷ ︸
n

] = 1,

para algum inteiro positivo n. Se H/H ′ for periódico então [R,H] = 1.

Lema 1.49 ([6], Lema 1.33). Seja A um subgrupo periódico, abeliano e radicável de

um grupo G. Se A for ascendente então 〈AG〉 é abeliano e radicável.

Demonstração. Suponha que A seja um subgrupo ascendente de G. Seja A =

A0E A1E · · ·Aβ = G uma série ascendente de A em G. Para cada ordinal α < β

defina Hα = 〈AAα〉. Então Hα+1 ≤ 〈AAα+1
α 〉= Aα. Consequentemente, Hα+1 normaliza

Hα. Portanto, para 1≤α≤ β os subgrupos Hα são os termos de uma série ascendente

de A em Hβ = 〈AG〉. Suponha por contradição, que 〈AG〉 não seja abeliano. Seja α o

menor ordinal tal que Hα não seja abeliano. Então claramente, 1 < α não pode ser

um ordinal limite, assim

Hα = 〈AAα〉= 〈HAα

α−1〉.

Seja g ∈ Aα. Então os subgrupos abelianos Hα−1 e Hg
α−1 são ambos normais em Hα.

Consequentemente,

[Hα−1,H
g
α−1,H

g
α−1] = 1.
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Logo, [Hα−1,H
g
α−1] = 1 (Lema 1.48). Isso mostra que 〈AAα〉= Hα é abeliano, contra-

riando nossa escolha. Portanto, 〈AG〉 é abeliano. Além disso, 〈AG〉 é radicável (Lema

1.47). O lema está provado.

Os lemas que se seguem sobre grupos radicáveis desempenharão um papel

muito importante na demonstração do principal resultado do Caṕıtulo 3.

Lema 1.50 ([24], Corolário 2.2). Seja A um subgrupo abeliano e radicável de um

grupo nilpotente e periódico G. Então A é central em G.

O próximo resultado decorre do Lema 1.50.

Lema 1.51. Sejam R1 e R2 dois subgrupos normais, periódicos, abelianos e radicá-

veis de um grupo. Então o produto R1R2 é abeliano.

Demonstração. Uma vez que R1 e R2 são normais, periódicos e abelianos segue que

o produto R1R2 é nilpotente de classe menor que ou igual a 2 (Teorema 1.17). Sendo

R1 e R2 radicáveis, segue que Ri≤ Z(R1R2), para i = 1,2 (Lema 1.50). Portanto, R1R2

é abeliano. O lema está provado.

O Lema 1.51 pode ser estendido, por indução para um número finito de

tais subgrupos, isto é, se R1, . . . ,Rl forem subgrupos normais, periódicos, abelianos

e radicáveis então o produto R = R1 . . .Rl é abeliano. Destacamos esse fato na forma

do seguinte corolário.

Corolário 1.52. Sejam R1, . . . ,Rl subgrupos normais, periódicos, abelianos e radi-

cáveis de um grupo G. Então o produto R1R2 . . .Rl é abeliano.

Lema 1.53 ([24], Corolário 2.3). Seja A um grupo periódico agindo sobre um grupo

periódico, abeliano e radicável G. Então [G,A,A] = [G,A].

Lema 1.54 ([24], Lema 2.4). Seja A um grupo finito agindo sobre um grupo

periódico, abeliano e radicável G. Então [G,A] é radicável.

Demonstração. Uma vez que

[G,A] = ∏
a∈A

[G,a],

para mostrarmos que [G,A] é radicável é suficiente que provemos que [G,a] é radicável

para todo a ∈ A (Lema 1.47).

Sejam x ∈ [G,a] e n um inteiro positivo. Então existe g∈G tal que x = [g,a].

Sendo G radicável, existe g1 ∈ G tal que gn
1 = g. Por outro lado, como G é abeliano,

segue que

[g1,a]n = [gn
1,a].
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Assim x1 = [g1,a] é um elemento de [G,a] tal que xn
1 = [g,a] = x e, conse-

quentemente [G,a] é radicável. O lema está provado.

Diremos que um grupo G satisfaz a condição minimal para subgrupos, ou

simplesmente, que G satisfaz min, se todo subconjunto não vazio S, constitúıdo

de subgrupos de G e parcialmente ordenado pela relação de inclusão, possuir um

elemento minimal, isto é, existir H ⊆ S com a propriedade de que não exista L ⊆ S

tal que L⊆ H.

Note que todos grupos finitos claramente satisfazem a condição minimal

para subgrupos. Além disso, para cada primo p, o p-grupo quase-ćıclico Cp∞ satisfaz

min, uma vez que seus subgrupos próprios são finitos.

Diremos que um grupo G satisfaz a condição de cadeia descendente para

subgrupos se, toda sequência descendente de subgrupos H1 ≥ H2 ≥ . . . , em G

se torna eventualmente estacionária, isto é, existe um inteiro positivo n tal que

Hn = Hn+1 = . . . .

O seguinte resultado garante que um grupo satisfaz min se, e somente se,

ele satisfaz a condição de cadeia descendente para subgrupos. O próximo resultado

é bem conhecido. A versão que apresentamos para este resultado pode ser obtida na

tese de doutorado de Enio [22, Teorema 1.7.5]

Lema 1.55. Um grupo G satisfaz min se, e somente se, G satisfaz a condição de

cadeia descendente para subgrupos.

Definição 1.56. Diremos que um grupo G é de Chernikov se G for uma extensão

finita de um grupo abeliano satisfazendo a condição minimal para subgrupos (min).

É devido a Kuroš um resultado bem conhecido, que afirma que um grupo

abeliano satisfaz min se, e somente se, for um produto direto de um número finito

de grupos quase-ćıclicos e grupos ćıclicos finitos de ordem potência de um primo,

a demonstração desse fato pode ser obtida em Robinson [29, 4.2.11], p.104 (veja

também Fuchs [12, Teorema 19.2], p. 65). Destacamos esse resultado na forma do

seguinte teorema.

Teorema 1.57 (Kuroš). Seja G um grupo abeliano. Então G satisfaz min se, e

somente se, G for um produto direto de um número finito de p-grupos quase-ćıclicos

e grupos ćıclicos de ordem potência de um número primo.

Observe que um grupo de Chernikov G possui um (único) subgrupo de ı́ndice

finito que é um produto direto de um número finito de grupos quase-ćıclicos, o qual

denotaremos por G0. Chamaremos G0 a parte radicável de G. Note que a parte

radicável de um grupo de Chernikov G é um subgrupo minimal de ı́ndice finito em

G e que, portanto é caracteŕıstico em G.
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Lema 1.58 (Robinson, [30], p.68). Seja G um grupo de Chernikov. Então:

1. G é localmente finito.

2. G satisfaz min.

3. G possui expoente finito se, e somente se, for finito.

Os próximos dois lemas nos fornecem uma caracterização importante sobre

a parte radicável de um grupo de Chernikov G. O residual finito de G, o qual

denotaremos por Res f (G), é a interseção de todos subgrupos normais N em G cujos

quocientes G/N sejam finitos. Observe que Res f (G) é um subgrupo caracteŕıstico

em G e que o quociente G/Res f (G) não precisa ser necessariamente finito. Porém,

quando G/Res f (G) é finito então Res f (G) é o menor subgrupo normal de G com

quociente finito.

Lema 1.59 ([22], Lema 1.7.19). Se G for um grupo de Chernikov, então G0 =

Res f (G).

Demonstração. Uma vez que G satisfaz min segue que G/Res f (G) é finito. Sendo

G0 um subgrupo normal em G de ı́ndice finito, segue que Res f (G)≤ G0. Considere

o quociente G0
= G0Res f (G)/Res f (G). Então G0

é um grupo abeliano e radicável

(Lema 1.46). Além disso, G0
deve ser finito (uma vez que G/Res f (G) é finito).

Portanto G0
é trivial (Lema 1.42) e consequentemente G0 ≤ Res f (G). O lema está

provado.

O próximo resultado é bem conhecido e, a demonstração aqui apresentada

é uma consequência direta do Lema 1.59.

Lema 1.60. Seja H um subgrupo de um grupo de Chernikov G. Então H0 ≤ G0.

Demonstração. O subgrupo H0 é minimal de ı́ndice finito em H (Lema 1.59). Seja

H = H∩G0. Como G0 possui ı́ndice finito em G segue que H possui ı́ndice finito em

H. Como HEH segue que H0 = Res f (H)≤ H ≤ G0. O lema está provado.

Não é dif́ıcil verificar que a classe dos grupos de Chernikov é fechada para

subgrupos e quocientes. Porém, menos óbvio é o fato de que a classe dos grupos de

Chernikov seja fechada a extensões. A seguinte proposição, garante que de fato a

classe dos grupos de Chernikov é fechada para extensões.

Proposição 1.61 ([30], Corolário do Teorema 3.12, p.69). A classe dos grupos de

Chernikov é fechada para subgrupos, quocientes e extensões.
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Por um resultado obtido por Shunkov [39] e independentemente também

por Kegel e Wehrfritz [18, 19] temos que os grupos de Chernikov são exatamente

os grupos localmente finitos que satisfazem a condição minimal para subgrupos. A

versão que apresentamos a seguir pode ser encontrada em [19].

Teorema 1.62 ([19], Corolário 5.8). Para um grupo localmente finito G, as seguintes

condições são equivalentes.

1. G é um grupo de Chernikov;

2. G satisfaz a condição minimal para subgrupos;

3. O centralizador de todo elemento não trivial de G satisfaz a condição minimal

para subgrupos;

4. Todo subgrupo abeliano de G satisfaz min.

Seja G0 a parte radicável de um grupo de Chernikov G. Suponha que G0

possua ı́ndice i em G e que G0 seja o produto de exatamente j grupos do tipo Cp∞ ,

para vários primos p. O par ordenado ( j, i) é chamado o tamanho de G. Quando

necessário, representaremos o tamanho de um grupo de Chernikov G por tam(G). O

conjunto de todos os pares ( j, i) pode ser ordenado lexograficamente, isto é, dados

dois pares ( j1, i1) e ( j2, i2) diremos que ( j1, i1) < ( j2, i2) se, e somente se, j1 < j2 ou

se j1 = j2 e i1 < i2.

Lema 1.63 ([2], Lema 2.7). Seja G um grupo de Chernikov.

1. Se H for um subgrupo próprio de G então o tamanho de H é estritamente

menor do que o tamanho de G.

2. Se N for um subgrupo normal e infinito de G então o tamanho de G/N é

estritamente menor do que o tamanho de G.

No item 2. do Lema 1.63 é importante que N seja infinito. Por exemplo, se

p for um número primo então G = Cp∞ é um grupo de Chernikov. Note que para

cada inteiro positivo n, o subgrupo N = Cpn é um subgrupo normal finito contido em

G. Entretanto, G/N ∼= G e assim possuem o mesmo tamanho.

Um grupo G tem camadas finitas (tradução do termo em inglês “finite-

layer”) se G possuir apenas um número finito de elementos de qualquer ordem dada.

O próximo resultado pode ser encontrado em Robinson [29, Exerćıcio 4.3.5],

p. 113.

Lema 1.64. Seja p um número primo. Um p-grupo abeliano satisfaz min se, e

somente se, tem camadas finitas.
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Uma demonstração detalhada para o Lema 1.64 pode ser obtida em Garcia

[13, Proposição 1.23].

O Teorema de Kuroš (Teorema 1.57) combinado com o Lema 1.64 nos

fornece que se um grupo abeliano satisfaz min então esse grupo tem camadas finitas.

Destacamos esse resultado na forma do seguinte corolário.

Corolário 1.65. Se G for um grupo abeliano satisfazendo min então G possui

camadas finitas.

O próximo resultado é bem conhecido e a demonstração que apresentamos

será deduzida do Corolário 1.65.

Lema 1.66. Seja G um grupo de Chernikov. Se G0 ≤ Z(G) então G tem camadas

finitas.

Demonstração. Seja {d1, . . . ,dn} um transversal de G0 em G. Recorde que G é

localmente finito (Lema 1.58(1)). Suponha que di possua ordem mi para todo

i = 1, . . . ,n. Consideraremos os elementos de G que possuem ordem m. Se provarmos

que cada classe lateral diG0 que contém um elemento de ordem m possui de fato

somente um número finito de elementos desta ordem, então G conterá também um

número finito de elementos de ordem m. Seja g ∈ diG0 e suponha que g ∈ G possua

ordem m. É claro que existe z ∈ G0 tal que g = diz. Por hipótese G0 ≤ Z(G), donde

obtemos que

1 = gm = dm
i zm.

Como |di|= mi segue que zmmi = 1. Então o número de elementos de diG0 que possuem

ordem m é limitado pelo número de elementos de G0 que possuem ordem divisora

de mmi. Como G0 é abeliano e satisfaz min (Lema 1.58(2)) segue do Corolário 1.65

que G0 tem camadas finitas. Portanto apenas um número finito de elementos em G0

possui ordem mmi e, consequentemente G tem camadas finitas. O lema está provado.

Em particular, o Lema 1.66 garante que um grupo radicável e de Chernikov

possui apenas um número finito de elementos de uma determinada ordem.

O próximo resultado é bem conhecido e garante que um grupo gerado por

um número finito de subgrupos de Chernikov que se centralizam é de Chernikov.

Lema 1.67. Seja G um grupo gerado por um número finito de subgrupos de

Chernikov que se centralizam. Então G é de Chernikov.

Demonstração. Sejam C1, . . . ,Cn subgrupos de Chernikov tais que G = 〈C1, . . . ,Cn〉
com [Ci,C j] = 1, i 6= j com i, j ∈ {1, . . . ,n}. Provaremos o lema por indução sobre n.
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Se n = 1 então é claro que G é de Chernikov. Suponha n≥ 2 e, por indução sobre n

suponha o resultado verdadeiro para grupos gerados por no máximo n−1 subgrupos

de Chernikov que comutem entre si. Seja N = 〈C1, . . . ,Cn−1〉. Então N é de Chernikov.

Por hipótese, dados i, j ∈ {1, . . . ,n} os subgrupos Ci e C j se centralizam e, portanto,

podemos concluir que N é normal em G . Como G/N está contido na imagem de

Cn em G/N segue que G/N é de Chernikov. Como N e G/N são de Chernikov segue

pela Proposição 1.61 que G é de Chernikov. O lema está provado.

Para um grupo de Chernikov G, denotaremos por G∗ o subgrupo [G,G0].

Lema 1.68 ([24], Lema 2.7). Seja G um grupo de Chernikov. Suponha que exista

um inteiro positivo m tal que G possa ser gerado por elementos de ordem dividindo

m. Se G∗ = 1 então G é finito.

Demonstração. Como G∗ = 1, temos que G0 ≤ Z(G). Assim G/Z(G) é finito e,

consequentemente G′ é finito (Lema 1.31). Como G é gerado por elementos de ordem

m, conclúımos que G possui expoente finito. De fato, sejam x ∈G e x sua imagem no

grupo quociente G/G′. Temos que x = x1 · · ·xs, onde cada elemento xi possui ordem

dividindo m. As imagens de xi em G/G′ comutam (G/G′ é abeliano) e, assim xm = 1.

Portanto, o grupo quociente G/G′ possui expoente finito. Sendo G′ finito, conclúımos

que G possui expoente finito (Lema 1.18) e, portanto é finito (Lema 1.58 (3)). O

lema está provado.

Lema 1.69 ([24], Lema 2.8). Seja G um grupo tal que 〈xG〉 seja de Chernikov, para

todo x∈G. Então todos os subgrupos abelianos e radicáveis de G geram um subgrupo

abeliano e radicável.

Um resultado útil que será utilizado no decorrer desta tese é o seguinte

teorema acerca de grupos de Chernikov, cuja demonstração pode ser obtida em

Robinson [30, Teorema 4.23], p.115 (veja também Polovickii [28]).

Teorema 1.70 (Polovickii). Seja G um grupo tal que G/Z(G) seja de Chernikov.

Então G′ é de Chernikov.

1.6.1 Grupos de automorfismos de grupos de Chernikov

Uma questão relevante sobre grupos de Chernikov é o estudo de seus grupos

de automorfismos (veja por exemplo Robinson [30, Caṕıtulo 3]). Em geral, se um

grupo G for de Chernikov então não é verdade que Aut(G) seja de Chernikov. O

seguinte resultado é devido a Baer [4].
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Lema 1.71 ([30], Lema 3.28). Seja G um produto direto de um número finito de

grupos do tipo Cp∞ (para vários primos p) e seja α um automorfismo não-trivial de

G que fixe todo elemento de ordem p e, quando p = 2, fixe todo elemento de ordem

4. Então α possui ordem infinita.

Ainda nesse contexto, o próximo resultado de Baer nos apresenta uma

condição para que grupos de automorfismos de grupos de Chernikov sejam de

Chernikov.

Teorema 1.72 ([30], Teorema 3.29). Seja A um grupo de automorfismos de um

grupo de Chernikov G. Se A for periódico, então A é de Chernikov.

Reciprocamente, em Schlette [34] (“The Main Theorem”, p.403, item 4

(b)) foi provado que se G for um grupo periódico, cujos grupos periódicos de

automorfismos são de Chernikov, então G é de fato um grupo de Chernikov. O

seguinte resultado é devido a Baer [4] e sua demonstração pode ser obtida em

Robinson.

Teorema 1.73 ([30], Teorema 3.39.2). Seja A um grupo periódico de automorfismos

de um grupo de Chernikov G. Então A/A∩ Inn(G) é finito.

Corolário 1.74 ([30], Corolário do Teorema 3.29.2, p.85). Seja G um grupo de

Chernikov. Se o centro de G possui ı́ndice finito então qualquer subgrupo periódico

dos automorfismos de G é finito.

Lema 1.75 ([24], Lema 2.5). Seja A um grupo radicável e de Chernikov agindo sobre

um grupo de Chernikov B. Então [B,A,A] = 1.

Demonstração. Seja B0 a parte radicável de B. Então A/CA(B0) é finito (Teorema

1.73). Observe que A não possui subgrupos de ı́ndice finito (Lema 1.43). Assim,

segue que CA(B0) = A e, portanto, [A,B0] = 1. Por outro lado, B/B0 é finito e,

consequentemente, segue que A/CA(B/B0) é também finito. Novamente, como A não

possui subgrupos de ı́ndice finito, segue que [B,A]≤ B0. Assim segue que

[B,A,A]≤ [B0,A] = 1.

O lema está provado.

A demonstração do Lema 1.75, pode ser repetida ainda que seja retirada a

hipótese de A ser de Chernikov, de modo que vale o seguinte resultado mais geral.

Lema 1.76. Seja A um grupo periódico e radicável agindo sobre um grupo de

Chernikov B. Então [B,A,A] = 1.
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Observação 1.77. Mais sobre o matemático S. N. Chernikov e o desenvolvimento

da teoria de grupos infinitos pode ser obtido em [8]. Nesse artigo, os autores se

propõem a mostrar o desenvolvimento e a continuação dos estudos em que S. N.

Chernikov manteve-se como autor principal e a demonstrar a extensão da influência

exercida pelas ideias e resultados de Chernikov na teoria moderna de grupos infinitos.

Com essa observação encerramos o caṕıtulo.



CAṔITULO 2
Um critério para um subgrupo normal

ser de Chernikov

2.1 Resultados obtidos

Se {Hi}i∈I for uma cobertura de um grupo G por subgrupos, é natural

indagarmos quais informações sobre G podem ser deduzidas a partir de propriedades

dos subgrupos Hi. No caso em que a cobertura é finita, muito pode ser dito sobre a

estrutura do grupo G. O primeiro resultado nesta direção foi apresentado por Baer

(veja Neumann [25]), onde ele provou que um grupo G admite um cobertura por

um número finito de subgrupos abelianos se, e somente se, G for central-por-finito.

Além disso, foi observado por Baer que, se um grupo possuir uma cobertura por um

número finito de subgrupos ćıclicos então esse grupo é ćıclico ou finito (veja Robinson

[30, p.123], Corolário do Teorema 4.33). Mais recentemente, Fernández-Alcober e

Shumyatsky provaram em [10], que se um grupo G é tal que o conjunto de todos os

comutadores está contido em uma união de um número finito de subgrupos ćıclicos

então G′ é finito ou ćıclico. Isso sugere a questão sobre a estrutura de grupos cujo

conjunto de todos os γk-comutadores (todos os δk-comutadores, respectivamente)

esteja contido em uma união de um número finito de subgrupos ćıclicos. Em [7]

Cutolo e Nicotera mostraram que se um grupo G é tal que o conjunto de todos

os γk-comutadores está contido em uma união de um número finito de subgrupos

ćıclicos então γk(G) é finito-por-ćıclico. Até o momento ainda não é conhecido um

resultado similar para as palavras derivadas δk.

Em [32] Rogério e Shumyatsky provaram os seguintes teoremas envolvendo

subgrupos de Chernikov.

Teorema 2.1 ([32], Teorema 1). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que

o conjunto de todos os δk-comutadores esteja contido em uma união de um número

finito de subgrupos de Chernikov. Então G(k) é de Chernikov.
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Teorema 2.2 ([32], Teorema 2). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que

o conjunto de todos os γk-comutadores esteja contido em uma união de um número

finito de subgrupos de Chernikov. Então γk(G) é de Chernikov.

Nesse caṕıtulo nos propomos a generalizar os Teoremas 2.1 e 2.2, subs-

tituindo a hipótese do conjunto de todos os δk-comutadores (respectivamente, γk-

comutadores) de um grupo G estar contido em uma união de um número finito de

subgrupos de Chernikov por um subconjunto normal estar contido em uma união

de um número finito de subgrupos de Chernikov. Mais precisamente, provaremos o

seguinte resultado.

Teorema 2.3. Seja X um subconjunto normal de um grupo G. Suponha que exista

um número finito de subgrupos de Chernikov tais que X esteja contido na união

destes subgrupos. Então 〈X〉 é de Chernikov.

O objetivo principal deste caṕıtulo é provar o Teorema 2.3.

2.2 A prova do Teorema 2.3

Iniciamos os resultados desse caṕıtulo com o seguinte lema.

Lema 2.4. Se G for um grupo hipercentral gerado por seus subgrupos quase-ćıclicos,

então G é abeliano.

Demonstração. Seja I um conjunto de ı́ndices e suponha que G seja um grupo

hipercentral tal que

G = 〈Qi;Qi ≤ G é quase-ćıclico, i ∈ I〉.

Seja Q um subgrupo quase-ćıclico de G. Sendo G hipercentral, segue que Q é

ascendente (Proposição 1.39) e, portanto 〈QG〉 é abeliano e radicável (Lema 1.49).

Sejam x,y ∈ G. Então x = x1 · · ·xs, onde xi ∈ Qix com ix ∈ I para todo i ∈ {1, . . . ,s}.
Analogamente, y = y1 · · ·yl, onde y j ∈ Q jy com jy ∈ I para todo j ∈ {1, . . . , l}.
Considere M como o produto dos fechos normais de todos os subgrupos Qix e Q jy .

Então M é abeliano (Lema 1.51). Como x,y ∈M, segue que x e y comutam. Uma vez

que x e y foram escolhidos arbitrariamente em G, conclúımos que G é abeliano. O

lema está provado.

Uma outra demonstração para o Lema 2.4 pode ser obtida combinando os

Corolários 1 e 2 do Teorema 9.23 de [31], p.125.

Seja X um subconjunto normal de um grupo G satisfazendo as hipóteses do

Teorema 2.3. Suponha que C1, . . . ,Ck sejam os subgrupos de Chernikov cuja união
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contenha todos os elementos de X . Dentre todas as escolhas posśıveis para tais

subgrupos, tome C1, . . . ,Ck tais que a soma de seus tamanhos, digamos s(X), seja

minimal. Assim,

s(X) =
k

∑
i=1

tam(Ci),

é o menor posśıvel. A prova do Teorema 2.3 se dará por indução sobre s(X).

Seja G um contra exemplo, tal que a soma s(X) é a menor posśıvel.

Dividiremos a demonstração do Teorema 2.3 em diversos lemas que se seguem.

Lema 2.5. Os subgrupos C1, . . . ,Ck são gerados por elementos de X . Em particular,

〈X〉= 〈C1, . . . ,Ck〉.

Demonstração. Suponha que exista um ı́ndice i∈{1, . . . ,k} tal que Ci não seja gerado

por elementos de X . Seja Mi um subgrupo minimal infinito de Ci gerado por todos

elementos de X . Então Mi <Ci. Consequentemente, o tamanho de Mi é estritamente

menor do que o tamanho de Ci (Lema 1.63 (1)). Além disso, temos que

X ⊆C1∪·· ·∪Ci−1∪Mi∪Ci+1∪·· ·∪Ck.

Por simplicidade, denote por M j o subgrupo C j, para cada j 6= i. Seja s(M) a soma

dos tamanhos dos subgrupos M1, . . . ,Mk. Como tam(Mi) < tam(Ci) conclúımos que

s(M) < s(X). Portanto, por hipótese de indução, o subgrupo 〈M1, . . . ,Mi, . . .Mk〉 é

de Chernikov e assim segue que 〈X〉 é de Chernikov, uma contradição. Logo para

todo ı́ndice i ∈ {1, . . . ,k} podemos supor que Ci é gerado por elementos de X . Por

fim, note que 〈X〉 ≤ 〈C1, . . . ,Ck〉. Por outro lado, como para cada i = 1, . . . ,k temos

que Ci = 〈Ci ∩X〉 e assim segue que Ci ≤ 〈X〉 para todo ı́ndice i, donde obtemos a

igualdade desejada. O lema está provado.

Sejam C0
1 , . . . ,C

0
k as partes radicáveis de C1, . . . ,Ck, respectivamente. Denote

por C o fecho normal em G dos subgrupos C0
1 , . . . ,C

0
k .

C = 〈(C0
1 , . . . ,C

0
k )〉. (2.1)

Então C não possui subgrupos próprios de ı́ndice finito (Corolário 1.44).

Se C = 1 então C0
i = 1 para todo ı́ndice i = 1, . . . ,k e, consequentemente, cada

subgrupo de Chernikov Ci seria finito. Logo X seria um subconjunto normal e finito,

de modo que o subgrupo 〈X〉 seria finito (Lema 1.26). Assim podemos supor que

C 6= 1. Em particular, existe i∈ {1, . . . ,k} tal que C0
i 6= 1. Sem perda de generalidade,

suponha que C0
1 6= 1. Note que, isso significa que podemos supor que C1 seja infinito.
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Seja H um subgrupo infinito minimal de C1, gerado por elementos de X .

Observe que sendo H infinito então H é infinitamente gerado, uma vez que grupos

de Chernikov são localmente finitos (Lema 1.58 (1)).

Lema 2.6. Para todo x ∈ G, existe um ı́ndice i tal que Hx ≤Ci.

Demonstração. De fato, suponha que exista x ∈G tal que Hx �Ci, para todo ı́ndice

i = 1, . . . ,k. Seja L⊆ X , infinito tal que H = 〈L〉. Então Lx ⊆ X , uma vez que X é um

subconjunto normal em G. Assim,

Lx ⊆
k⋃

i=1

Ci.

Obviamente, existe um ı́ndice j ∈ {1, . . . ,k} tal que Lx ∩C j seja infinito.

Defina T = Hx∩C j. Consequentemente T é infinito. Note que T x−1
é um subgrupo

infinito contido em C1, gerado por elementos de X (pois T é gerado por elementos de

X). Como H é minimal com esta propriedade, segue que Hx = T e portanto Hx ≤C j.

O lema está provado.

Lema 2.7. O subgrupo C é abeliano.

Demonstração. Seja a um elemento qualquer em H0. Dado x ∈G existe um ı́ndice i

tal que Hx≤Ci (Lema 2.6). Consequentemente, todo conjugado ax pertence a C0
i para

algum i∈{1, . . . ,k} (Lema 1.60). Como cada subgrupo C0
i tem camadas finitas (Lema

1.66), conclúımos que a classe de conjugação aG é finita e que, portanto, a classe aC

também é finita. Uma vez que C não possui subgrupos próprios de ı́ndice finito, segue

que a ∈ Z(C). Portanto, mostramos que H0 ≤ Z(C). Note que Z(C)EG. Passando

ao quociente, podemos repetir o argumento anterior substituindo G por G/Z(C)

e, concluirmos que se C 6= Z(C), então Z2(C) 6= Z(C). Continuando este processo,

podemos ver que C é hipercentral. Como C é gerado por subgrupos quase-ćıclicos,

segue que C é abeliano (Lema 2.4).

Lema 2.8. Seja N = 〈(H0)G〉. Então N é um subgrupo de Chernikov.

Demonstração. Recorde que C é abeliano (Lema 2.7). Assim, dados dois ı́ndices

i, j ∈ {1, . . . ,k}, segue que os subgrupos C0
i e C0

j se centralizam. Se x ∈ G então pelo

Lema 2.6 existe i ∈ {1, . . . ,k} tal que (H0)x ≤C0
i . Portanto, conclúımos que N é um

subgrupo do grupo M = 〈C0
1 , . . . ,C

0
k 〉. Uma vez que M é de Chernikov (Lema 1.67)

conclúımos que N é de Chernikov (Proposição 1.61). O lema está provado.
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Agora estamos em condições de completar a prova do Teorema 2.3.

A Prova do Teorema 2.3

Seja N = 〈(H0)G〉. Como N EG, podemos considerar o quociente G/N.

Observe que N é infinito (pois H0 ≤N). Sendo N de Chernikov (Lema 2.8) segue que

a soma dos tamanhos das imagens de C1, . . . ,Ck no quociente G/N é estritamente

menor do que a soma dos tamanhos de C1, . . . ,Ck (Lema 1.63(2)). Portanto por

indução sobre a soma dos tamanhos de C1, . . . ,Ck a imagem de 〈X〉 em G/N é de

Chernikov. Uma vez que N é de Chernikov segue 〈X〉 é de Chernikov (Proposição

1.61). O teorema está provado.

�

Como citado no ińıcio do caṕıtulo, o Teorema 2.3 generaliza os Teoremas

2.1 e 2.2. De fato, destacamos que vale o seguinte resultado mais geral.

Corolário 2.9. Sejam w uma palavra de grupo e G um grupo. Suponha que o

conjunto de todos os w-valores de G esteja contido em uma união de um número

finito de subgrupos de Chernikov. Então o subgrupo verbal w(G) é de Chernikov.

Demonstração. Seja Gw o conjunto dos w-valores de G. Então Gw é um subconjunto

normal em G. O resultado agora é imediato pelo Teorema 2.3.



CAṔITULO 3
Grupos com classes de conjugação verbal

limitadas

3.1 Resultados obtidos

Recorde que se w for uma palavra, então Gw denota o conjunto dos w-

valores de G e w(G) = 〈Gw〉 denota o subgrupo verbal associado à palavra w. Em

[11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky denominaram grupos G com a propriedade

que xGw seja finito para todo x∈G de FC(w)-grupos. Lembremos que FC-grupos são

exatamente os grupos com classes de conjugação finitas. O principal resultado de

[11] garante que se w for uma palavra concisa então um grupo G é um FC(w)-grupo

se, e somente se, xw(G) for finito para todo x ∈ G. Em particular, segue que se G for

um FC(w)-grupo então o subgrupo verbal w(G) é um FC-grupo. Posteriormente, foi

mostrado em [5] que se w for uma palavra concisa, tal que xGw possua no máximo m

elementos para todo x ∈G, então existe uma função f = f (m,w) tal que xw(G) possui

no máximo f elementos, para todo x ∈ G. Ainda sobre o estudo de condições de

finitude para classes de conjugação verbal, Muñoz-Escolano e Shumyatsky provaram

em [24] o seguinte resultado.

Teorema 3.1 ([24], Teorema 1.1). Sejam n um inteiro positivo e w a n-ésima palavra

central inferior γn ou a n-ésima palavra derivada δn. Suponha que G seja um grupo

tal que 〈gGw〉 seja de Chernikov para todo g ∈G. Então 〈gw(G)〉 é de Chernikov para

todo g ∈ G.

Nesse caṕıtulo buscamos fortalecer o Teorema 3.1, provando o seguinte

teorema.

Teorema 3.2. Sejam n um inteiro positivo e w a palavra central inferior γn ou a

palavra derivada δn. Suponha que G seja um grupo tal que, para cada elemento g∈G

exista um número finito de subgrupos de Chernikov cuja união contenha gGw. Então

〈gw(G)〉 é de Chernikov para todo g ∈ G.

O objetivo deste caṕıtulo é provar o Teorema 3.2.
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3.2 Resultados auxiliares

Dedicamos esta seção à obtenção de resultados que serão importantes na

demonstração do Teorema 3.2.

Proposição 3.3. Seja G um grupo gerado por um elemento g e por algum subgrupo

radicável S. Suponha que G possua um número finito de subgrupos de Chernikov cuja

união contenha a classe de conjugação gS. Então o subgrupo 〈gS〉 é de Chernikov.

Seja G = 〈g,S〉 um grupo satisfazendo as hipóteses da Proposição 3.3.

Suponha que a proposição seja falsa e que, portanto, o subgrupo 〈gS〉 não seja de

Chernikov. Sejam C1, . . . ,Ck os subgrupos de Chernikov tais que

gS ⊆
k⋃

i=1

Ci.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que os subgrupos C1, . . .Ck sejam

escolhidos de tal maneira que a soma de seus tamanhos seja o menor posśıvel.

Dividiremos a prova da Proposição 3.3 em diversos lemas que se seguem.

Lema 3.4. Para cada i = 1, . . . ,k o subgrupo Ci é gerado por elementos de Ci∩gS.

Demonstração. De fato, suponha que exista um ı́ndice i ∈ {1, . . . ,k} tal que Ci não

seja gerado por elementos de Ci∩gS. Seja Mi um subgrupo infinito de Ci gerado por

todos elementos de gS. Então Mi <Ci. Note que

gS ⊆C1∪·· ·∪Ci−1∪Mi∪Ci+1∪·· ·∪Ck.

Como Mi < Ci segue que a soma dos tamanhos dos subgrupos

C1, . . . ,Ci−1,Mi,Ci+1, . . .Ck é estritamente menor do que a soma dos tamanhos

dos subgrupos de Chernikov C1, . . . ,Ci, . . . ,Ck (Lema 1.63(2)). Porém isso é uma

contradição uma vez que os subgrupos C1, . . . ,Ck foram tomados tais que a soma de

seus tamanhos seja minimal. O lema está provado.

Seja U = 〈gS〉. Como G = 〈g,S〉 conclúımos que U = 〈gG〉. Em particular, o

subgrupo U é normal em G. Observe entretanto que o subconjunto gS em geral não

é normal em G.

Lema 3.5. Existe ao menos um ı́ndice i ∈ {1, . . . ,k} tal que o subgrupo Ci seja

infinito.

Demonstração. De fato, se todos os subgrupos C1, . . . ,Ck fossem finitos, então gS

seria finito, pois

gS ⊆
k⋃

i=1

Ci.
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Como |gS|= |S : CS(g)| (Lema 1.1 (2)) segue que o subgrupo CS(g) possui ı́ndice finito

em S. Sendo S radicável, conclúımos que S = CS(g) (Lema 1.43) e, em particular,

gS = {g}. Como existe um ı́ndice i ∈ {1, . . . ,k} tal que g ∈ Ci, conclúımos que

o elemento g possui ordem finita e assim o subgrupo U = 〈gS〉 seria finito uma

contradição. O lema está provado.

Sem perda de generalidade, suponhamos que o subgrupo C1 seja infinito.

Dentre todos os subgrupos infinitos de C1 que são gerados por elementos de gS,

tomemos um minimal com essa propriedade. Seja K tal subgrupo.

Lema 3.6. Para todo x ∈ S existe um ı́ndice j ∈ {1, . . . ,k} tal que Kx ≤C j.

Demonstração. Seja Y = K∩gS. Observe que K = 〈Y 〉. Sendo C1 de Chernikov, segue

que C1 é localmente finito (Lema 1.58 (1)). Uma vez que K foi tomado um subgrupo

infinito, contido em C1, temos que K não pode ser finitamente gerado. Logo podemos

assumir que Y seja infinito. Como S normaliza o subconjunto gS segue que Y z ⊆ gS,

para todo z ∈ S. Seja x um elemento qualquer em S. Obviamente existe um ı́ndice

j ∈ {1, . . . ,k} tal que Y x∩C j seja infinito. Considere L como sendo o subgrupo gerado

por C j∩Y x. Então Lx−1
é um subgrupo infinito de K, gerado por algum subconjunto

de Y . Devido à minimalidade de K conclúımos que Lx−1
= K e, portanto, segue que

Kx ≤C j. O lema está provado.

Lema 3.7. Se K0 denota a parte radicável de K então [K0,S] = 1.

Demonstração. Seja a ∈ K0. Para cada x ∈ S podemos combinar os Lemas 1.60 e

3.6 para concluirmos que existe um ı́ndice j ∈ {1, . . . ,k} tal que ax ∈C0
j . Como cada

subgrupo C0
j tem camadas finitas (Lema 1.66), segue que a classe de conjugação aS é

finita e consequentemente temos que CS(a) = S (Lema 1.43). Assim [a,S] = 1. Como

a foi escolhido arbitrariamente em K0, segue que [K0,S] = 1. O lema está provado

Agora estamos em condições de concluirmos a demonstração da Proposição 3.3.

A prova da Proposição 3.3

Seja G = 〈g,S〉, onde S é um subgrupo radicável de G. Suponhamos que

existam C1, . . . ,Ck, subgrupos de Chernikov, tais que gS ⊆
k⋃

i=1

Ci. Suponhamos ainda

que C1 seja infinito (Lema 3.5). Sem perda de generalidade, assuma que g ∈C1. De

fato, se g 6∈C1, tome z ∈ S tal que g1 = gz ∈C1 (tal elemento z existe, pois gS ⊆∪Ci).

Note que G = 〈g1,S〉. Assim, podeŕıamos repetir todos os argumentos dos lemas

anteriores substituindo o elemento g por g1 ∈C1. Seja K um subgrupo minimal de

C1 gerado por elementos de gS. Como descrito na demonstração do Lema 3.6, seja

Y = K∩gS. Note que g ∈ Y , pois claramente g ∈ gS e uma vez que estamos supondo
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g ∈C1 segue que g ∈ K. Portanto, conclúımos que G = 〈Y,S〉. Uma vez que K = 〈Y 〉
e como K0 é normal em K conclúımos que Y normaliza K0. Além disso, [K0,S] = 1
(Lema 3.7). Logo K0 é normal em G. Sendo K infinito, segue que K0 é infinito (Lema

1.42). Assim o tamanho da imagem de C1 em G/K0 é estritamente menor do que o

tamanho de C1 (Lema 1.63(2)). Portanto por indução sobre a soma dos tamanhos

do subgrupos C1, . . . ,Ck conclúımos que 〈gS〉K0/K0 é de Chernikov. Sendo K0 de

Chernikov obtemos que 〈gS〉 é de Chernikov (Proposição 1.61). A proposição está

provada.

�

3.3 A prova do Teorema 3.2

A partir de agora assumiremos as hipóteses do Teorema 3.2. Primeiramente,

provaremos o Teorema 3.2 considerando o caso w = δn. Posteriormente, na subseção

3.3.2, apresentaremos a demonstração do Teorema 3.2 para o caso w = γn.

3.3.1 O caso w = δn

Sejam n um inteiro positivo, w = δn e X = Gw o conjunto de todos os δn-

valores de G. Denote por H o subgrupo gerado por X . Portanto,

H = G(n).

Suponha que G seja um grupo satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.2, isto é,

suponha que para todo elemento g ∈ G exista uma quantidade finita de subgrupos

de Chernikov cuja união contenha gGw . Com estas notações, mostraremos que 〈gH〉
é de Chernikov para todo g ∈ G.

Seja B o subgrupo de G gerado por todos os subgrupos da forma [T,x] onde

T é um subgrupo abeliano e radicável contido em G e x um elemento de X que

normalize T .

Lema 3.8. O subgrupo B é abeliano.

Demonstração. Seja S = [T,x], onde T é um subgrupo abeliano e radicável, e x um

elemento de X que normalize T . Observe que G é um grupo periódico, pois para

cada g ∈G, existe um subgrupo de Chernikov C tal que g ∈C. O Lema 1.54 garante

que o subgrupo S é radicável. Decorre do Lema 1.53 que

S = [S,x] = [S,x, . . . ,x︸ ︷︷ ︸
n

].
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Pelo Lema 1.16 conclúımos que todo elemento de S é um δn-comutador. Consequen-

temente, S é um grupo abeliano e radicável contido em X . Seja a ∈ G um elemento

qualquer. Decorre da Proposição 3.3 que o subgrupo 〈aS〉 é de Chernikov. Clara-

mente o subgrupo S (radicável) age sobre o subgrupo de Chernikov 〈aS〉 e assim pelo

Lema 1.76 conclúımos que

[〈aS〉,S,S] = 1.

Em particular, segue que [a,S,S] = 1. Consequentemente conclúımos que os sub-

grupos S e Sa comutam. Como a foi escolhido arbitrariamente em G, segue que os

subgrupos S e Sg comutam para todo g∈G. Portanto, o fecho normal 〈SG〉 é abeliano.

O Lema 1.51 garante que um produto de subgrupos normais, abelianos, radicáveis

e periódicos é abeliano. Sendo B um produto de tais grupos, conclúımos que B é

abeliano. O lema está provado.

Claramente B é um subgrupo normal de G. Observe entretanto que B≤ H.

De fato, B é gerado por subgrupos da forma [T,x], com x∈X agindo sobre o subgrupo

abeliano e radicável T . Como observado na demonstração do Lema 3.8, temos que

[T,x] = [T,x, . . . ,x︸ ︷︷ ︸
n

], de modo que, todo elemento em [T,x] é um δn-comutador. Logo

[T,x]⊆ X donde conclúımos que [T,x]≤H. Sendo B gerado por tais subgrupos segue

que B≤H. Assim, podemos considerar o grupo quociente H/B. O próximo resultado

garante que esse quociente é um FC-grupo.

Lema 3.9. O grupo quociente H/B é um FC-grupo.

Demonstração. Sob a hipótese adicional de que B = 1, é suficiente provarmos que H

seja um FC-grupo. Provaremos primeiramente que o ı́ndice |H : CH(x)| é finito para

todo x ∈ X . Portanto, a partir de agora assuma que B = 1. Suponha o lema falso e

escolha x∈ X tal que |H : CH(x)| seja infinito. Sejam Y = xX e C1, . . . ,Ck os subgrupos

de Chernikov tais que

Y ⊆
k⋃

i=1

Ci.

Sem perda de generalidade podemos assumir que os subgrupos C1, . . . ,Ck foram

escolhidos de tal maneira que a soma dos seus tamanhos seja a menor posśıvel. Neste

caso, é claro que cada subgrupo Ci é gerado por elementos de Ci∩Y . Se os subgrupos

C1, . . . ,Ck fossem todos finitos então Y seria finito e portanto pelo Teorema 1.33 a

classe de conjugação xH seria finita também. Porém como |xH |= |H : CH(x)| (Lema

1.1(2)) segue que ao menos um dos subgrupos C1, . . . ,Ck é infinito. Assuma que C1

seja infinito e seja Y1 = Y ∩C1. Note que C1 = 〈Y1〉 (pois estamos assumindo que C1

seja gerado por elementos de Y ∩C1). Seja C0
1 a parte radicável de C1. Para todo y∈Y1

temos que [C0
1 ,y]≤ B. Como B = 1 segue que Y1 centraliza C0

1 e assim conclúımos que



3.3 A prova do Teorema 3.2 53

C0
1 ≤ Z(C1). Logo pelo Lema 1.68 segue que C1 é finito, uma contradição. O lema

está provado.

O próximo resultado garante que o grupo G é localmente finito.

Lema 3.10. O grupo G é localmente finito.

Demonstração. Pelo Lema 3.9 temos que o grupo quociente H/B é um FC-grupo.

Uma vez que G seja um grupo periódico, conclúımos pelo Lema 1.29 que H/B é

localmente finito. Como B é um grupo periódico abeliano (Lema 3.8) segue que B

é localmente finito. Consequentemente, pelo Teorema 1.20 conclúımos que H é um

subgrupo localmente finito. Observe agora que o quociente G/H é solúvel e periódico.

Decorre do Lema 1.21 que G/H é localmente finito. Novamente, utilizando o Teorema

1.20 conclúımos que G é localmente finito. O lema está provado.

Lema 3.11. Para todo g∈G, então a imagem de C = 〈gH〉 em G/B é de Chernikov.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos assumir que B = 1 e assim segue

que H é um FC-grupo (Lema 3.9). Como G é um grupo localmente finito (Lema 3.10)

segue que 〈xH〉 é finito para todo x ∈H. Denote por Q o subgrupo gerado por todos

os subgrupos abelianos e radicáveis contidos em H. Pelo Lema 1.69 conclúımos que

Q é abeliano e radicável. Sendo H periódico segue que Q é um produto direto de

grupos quase-ćıclicos (Teorema 1.40). Porém pelo Teorema 1.45 temos que cada um

desses subgrupos quase-ćıclicos é central em H. Desse modo, conclúımos que todos

os subgrupos abelianos e radicáveis de H são centrais.

Sejam g ∈ G e C1, . . . ,Ck o número finito de subgrupos de Chernikov tais

que,

gX ⊆
k⋃

i=1

Ci.

Denote por C0
i a parte radicável de Ci. Uma vez que H é FC-grupo, conclúımos

que o subgrupo J = 〈C0
1 , . . . ,C

0
k 〉 é de Chernikov, visto que é gerado por um número

finito de subgrupos de Chernikov que se centralizam (Lema 1.67). Seja n a ordem

do elemento g e seja

J1 =
n−1

∏
i=0

Jgi
.

Note que J1 é um subgrupo de Chernikov. Seja M = H〈g〉 e observe que M normaliza

J1. Para ver isso note que para todo i = 1, . . . ,k o subgrupo C0
i está contido no

centralizador de H em G. De fato, dado x ∈ X , para cada ı́ndice j = 1, . . . ,k, denote

por M j o subgrupo [C0
j ,x]. Seja i∈ {1, . . . ,k}. Assim, Mi é abeliano e radicável (Lema



3.3 A prova do Teorema 3.2 54

1.54). Além disso,

Mi = [Mi,x] = [Mi,x, . . . ,x︸ ︷︷ ︸
n

] (Lema 1.53).

Consequentemente, Mi ⊆ X . Como estamos supondo B = 1, segue que Mi = 1.

Logo conclúımos que C0
i ≤ CG(H). Portanto H centraliza J e uma vez que H EG

segue que H centraliza Jgi
para todo i = 0,1, . . . . Consequentemente conclúımos que

[M,J1] = [H〈g〉,J1]≤ J1.

Observe que os subgrupos C1, . . . ,Ck possuem imagens finitas no quociente

MJ1/J1. Consequentemente, a imagem da classe de conjugação verbal gX em MJ1/J1

é finita e portanto obtemos que a imagem da classe de conjugação gH em MJ1/J1

é finita (Lema 1.22). Como g possui ordem finita, segue que a imagem de 〈gH〉 em

MJ1/J1 é finita (Lema 1.26). Por fim, sendo J1 de Chernikov, conclúımos que 〈gH〉 é

de Chernikov (Proposição 1.61). O lema está provado.

Lema 3.12. Para todo h ∈ H o subgrupo [B,h] é de Chernikov.

Demonstração. Suponha primeiramente que h ∈ X . Por um argumento já repetido

diversas vezes nesse caṕıtulo, temos que [B,h] ⊆ X . Além disso, [B,h] é abeliano

e radicável (Lema 1.54). Consequentemente, o subgrupo 〈h[B,h]〉 é de Chernikov

(Proposição 3.3). Porém [B,h] = [B,h,h] (Lema 1.53) e como [B,h,h]≤ 〈h[B,h]〉 (Lema

1.5(1)), conclúımos que [B,h] é de Chernikov para todo h ∈ X .

Agora podemos deixar de lado a hipótese de que h ∈ X e assumirmos que

h ∈ H. Uma vez que h ∈ H segue que h pode ser escrito como um produto de um

número finito de elementos em X . Sejam x1, . . . ,xl ∈ X tais que h = x1 . . .xl. Então

[B,h]≤
l

∏
i=1

[B,xi].

Como mostrado anteriormente [B,xi] é de Chernikov para todo i = 1, . . . , l. Além

disso [B,xi]≤ B para todo i ∈ {1, . . . , l} e assim segue que os subgrupos [B,xi] e [B,x j]

comutam para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , l}. Consequentemente, o produto

l

∏
i=1

[B,xi]

é de Chernikov (Lema 1.67) e disso segue que [B,h] é de Chernikov. O lema está

provado.

Lema 3.13. Seja A um subgrupo de H cuja imagem em G/B seja abeliana e

radicável. Então [B,A] = 1.
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Demonstração. Seja a ∈ A e denote por A a imagem de A em G/B. Como B

é abeliano (Lema 3.8) segue que A age naturalmente sobre [B,a] e claramente

[B,a,A] = [B,a,A]. Pelo Lema 3.12 o subgrupo [B,a] é de Chernikov. Segue do

Lema 1.76 que [B,a,A,A] = 1. Logo conclúımos que [B,a,A,A] = 1. Em particular,

[B,a,a,a] = 1. Pelo Lema 1.53 temos que [B,a] = [B,a,a]. Consequentemente segue

que [B,a] = 1. Como a foi escolhido de maneira arbitrária no subgrupo A conclúımos

que [B,A] = 1. O lema está provado.

Lema 3.14. Para todo g ∈ G o subgrupo [B,g] é de Chernikov.

Demonstração. Como observado na prova do Lema 3.8, se T for um subgrupo

abeliano e radicável e se x ∈ X for um elemento que normalize T , então S = [T,x]

é um subgrupo abeliano e radicável contido em X . Consequentemente, conclúımos

que B é o produto de seus subgrupos abelianos e radicáveis S1,S2, . . . , cada um dos

quais, por sua vez, está contido em X . Sejam g ∈ G e C1, . . . ,Ck a quantidade finita

de subgrupos de Chernikov tais que

gX ⊆
k⋃

i=1

Ci.

Para cada i = 1, . . . ,k, defina

Bi = Ci∩B.

Uma vez que G é localmente finito (Lema 3.10), segue que g possui ordem finita. Seja

|g|= n. Para cada i = 1, . . . ,k e para todo j ∈ {0,1, . . . ,n−1} considere os subgrupos

da forma

(Bi)
g j

= {bg j
;b ∈ Bi}.

Observe que, para qualquer escolha de ı́ndices i e j, temos que (Bi)
g j ≤ B, pois BEG.

Seja D o produto de todos os subgrupos da forma (Bi)
g j

. Assim

D = ∏
i, j

(Bi)
g j
.

Então D é um subgrupo de Chernikov, uma vez que é gerado por um número finito

de subgrupos de Chernikov que se centralizam (Lema 1.67). Observe que D é normal

em B〈g〉.
Uma vez que cada subgrupo Sl está contido em X , segue que

gSl ⊆
k⋃

i=1

Ci.
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Considere a classe de conjugação gSl = {gz;z ∈ Sl}. Como B possui ı́ndice finito em

B〈g〉, conclúımos que a imagem de gSl em B〈g〉/D é finita.

Sejam g e Sl, respectivamente, as imagens de g e Sl em B〈g〉/D. Então Sl é

radicável (Lema 1.46). Como a imagem de gSl em B〈g〉/D é finita, conclúımos que

o ı́ndice |Sl : CSl
(g)| é finito e portanto segue que Sl = CSl

(g). Seja x ∈ Sl e denote

por x sua imagem em B〈g〉/D. Então x ∈ Sl e consequentemente [x,g] = 1. Portanto,

[x,g]D≤ D, ou seja [x,g] ∈ D. Logo

[Sl,g]≤ D.

Em particular, segue que o subgrupo [Sl,g] é de Chernikov.

Por fim, como observado anteriormente, o subgrupo B coincide com o

produto dos subgrupos S1,S2, . . . . Assim, obtemos a seguinte igualdade

[B,g] = ∏
l

[Sl,g].

Como para todo l = 1,2, . . . temos que [Sl,g]≤ D, conclúımos que

[B,g]≤ D.

Consequentemente, [B,g] é de Chernikov uma vez que o produto ∏
l

[Sl,g] é de

Chernikov (Lema 1.67). O lema está provado.

Lema 3.15. Para todo g ∈ G o subgrupo [B,〈gH〉] é de Chernikov.

Demonstração. Sejam g ∈ G, K = 〈gH〉 e C = CK(B). Então K/C age naturalmente

sobre B. Além disso, é claro que [B,K] = [B,K/C]. Lembremos que, a imagem de K em

G/B é de Chernikov (Lema 3.11). Considere o subgrupo K1 = K∩H. Como K1 ≤ K

segue que a imagem de K1 em G/B também é de Chernikov. Seja A o subgrupo de

K1 cuja imagem em G/B coincida com a parte radicável da imagem de K1 em G/B.

Como A≤H segue que [A,B] = 1 (Lema 3.13) e portanto conclúımos que A≤C. Note

que, módulo H, o subgrupo K é ćıclico finito (gerado pela imagem de g módulo H).

Consequentemente, K1 possui ı́ndice finito em K. Além disso, A possui ı́ndice finito

em K1. De fato, sejam K1 e K0
1 as imagens de K1 e da parte radicável da imagem de

K1 em G/B, respectivamente. Então |K1 : A|= |K1 : K0
1|. Como o ı́ndice de K0

1 em K1

é finito, segue que o ı́ndice de A em K1 é também finito. Uma vez que A está contido

em C, segue que o grupo quociente K/C é finito. Suponha que |K : C|= m. Tomemos

x1, . . . ,xm conjugados de g tais que {x1C, . . . ,xmC} seja um conjunto normal em K/C.

Assim K = 〈C,x1, . . . ,xm〉 e como [B,C] = 1, segue que [B,K] coincide com o produto

dos subgrupos [B,x1], . . . , [B,xm] (Lema 1.10). Uma vez que cada subgrupo da forma
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[B,xi] é de Chernikov (Lema 3.14), segue pelo Lema 1.67 que o produto

m

∏
i=1

[B,xi],

é de Chernikov. Consequentemente, o subgrupo [B,K] é de Chernikov. O lema está

provado.

Agora estamos em posição de completar a prova do Teorema 3.2, para o

caso w = δn.

A prova do Teorema 3.2, para o caso w = δn

Sejam g ∈ G e K = 〈gH〉. Decorre do Lema 3.15, que o subgrupo [B,K] é de

Chernikov. Note que [B,K] é normal em HK. Considere o quociente V = HK/[B,K].

Denotaremos a imagem de um subgrupo T de HK em V , por T .

Como [B,K] = 1 conclúımos que B ≤ CV (K) e portanto B ∩ K ≤ Z(K).

Consequentemente, o quociente K/K ∩B é de Chernikov. De fato, como KB/B é

de Chernikov (Lema 3.11) segue que K/K ∩B é de Chernikov, donde obtemos que

K/K∩B é de Chernikov. Consequentemente K′ é de Chernikov (Teorema 1.70), onde

K′ denota o subgrupo derivado de K.

No quociente HK/[B,K] podemos supor que B∩K ≤ Z(K). Assim, podemos

repetir os argumentos do parágrafo anterior e concluirmos que K′ é também de

Chernikov. Note que K′ é normal em HK. Passando ao quociente HK/K′ podemos

supor que K é abeliano. Sendo K gerado por elementos de mesma ordem (a saber,

elementos que possuem a mesma ordem que o elemento g), conclúımos que K possui

expoente finito. Assim, 〈gX〉 é um subgrupo abeliano de expoente finito. Como

〈gX〉= 〈C1, · · · ,Ck〉, decorre que, para cada i = 1, . . . ,k o subgrupo Ci é abeliano, de

Chernikov e possui expoente finito. Logo para todo i = 1, . . . ,k segue que o subgrupo

Ci é finito (Lema 1.58(3)). Em particular, a classe de conjugação gX é finita e uma

vez que G é um grupo localmente finito (Lema 3.10) conclúımos que gH é finito

(Lema 1.22). Consequentemente K = 〈gH〉 é finito. O teorema está provado.

�

Com a demonstração do Teorema 3.2 (caso w = δn) atingimos parcialmente

o objetivo deste caṕıtulo. A seguir apresentaremos uma demonstração do Teorema

3.2, para o caso w = γn.

3.3.2 O caso w = γn

Na Seção 3.3.1 provamos o Teorema 3.2 para o caso w = δn. Provaremos

agora o Teorema 3.2, considerando w como sendo a n-ésima palavra central inferior,
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γn. Essencialmente, as demonstrações feitas para o caso w = δn e w = γn são as

mesmas. Entretanto, optamos por explicitar a prova do caso w = γn para uma melhor

compreensão do texto.

Sejam n um inteiro positivo, X o conjunto de todos γn-valores de G e H = 〈X〉.
Então H = γn(G). Denote por B̂ o subgrupo de G gerado por todos os subgrupos

abelianos, radicáveis e de Chernikov contidos em X . Assim

B̂ = 〈T ;T ⊆ X ,T é abeliano, radicável e de Chernikov〉.

Então B̂ é abeliano. De fato, sejam g ∈ G e T ⊆ X um subgrupo abeliano, radicável

e de Chernikov. Logo 〈gT 〉 é de Chernikov (Proposição 3.3) e consequentemente

[〈gT 〉,T,T ] = 1 (Lema 1.75). Em particular, [g,T,T ] = 1 e portanto segue que 〈T G〉
é abeliano. Observe que B̂ é abeliano, pois coincide com um produto de subgrupos

normais, periódicos, abelianos e radicáveis (Lema 1.51). Além disso, B̂ é um subgrupo

normal em G. Seguindo as ideias apresentadas no Lema 3.9 podemos concluir que o

quociente H/B̂ é um FC-grupo e, que consequentemente, G é um grupo localmente

finito.

Seguindo a mesma linha de racioćınio da Seção 3.3.1 podemos então mostrar

que dado g ∈ G a imagem do subgrupo 〈gH〉 em G/B̂ é de Chernikov. Além disso, é

posśıvel mostrar que [B̂,〈gH〉] é de Chernikov para todo g ∈ G. Assim, estamos em

posição de completar a prova do Teorema 3.2.

A prova do Teorema 3.2, para o caso w = γn

Sejam g ∈ G e K = 〈gH〉. Então o subgrupo [B̂,K] é de Chernikov. Note

que [B̂,K] é normal em HK de modo que, podemos considerar o grupo quociente,

U = HK/[B̂,K]. Sejam B e K as imagens de B̂ e K em U , respectivamente.

Obviamente [B,K] = 1. Como a imagem de K em G/B̂ é de Chernikov

conclúımos que K/Z(K) é de Chernikov e, portanto K′ é de Chernikov (Teorema

1.70) onde K′ denota o subgrupo derivado de K.

Repetindo os argumentos anteriores, podemos concluir que K′ é de Cherni-

kov. Seja L = 〈gX〉. Observe que L é gerado por um número finito de subgrupos de

Chernikov. Suponha que L = 〈C1, . . . ,Ck〉. Uma vez que K′ seja de Chernikov con-

clúımos que L′ é também de Chernikov. Assim o grupo quociente L/L′ é abeliano

gerado por seus subgrupos de Chernikov CiL′/L′ e, portanto L/L′ é de Chernikov

(Lema 1.67). Em particular, obtemos que L = 〈gX〉 é de Chernikov. Esse argumento

pode ser repetido à todos elemento do grupo G, de modo que podemos utilizar o

Teorema 3.1 e concluirmos que K é de Chernikov. A prova do Teorema 3.2 agora

está completa.

�
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Com a demonstração do Teorema 3.2 atingimos o objetivo desse caṕıtulo e,

com ela o encerramos.



CAṔITULO 4
Limitando a ordem do residual nilpotente

de um grupo finito

4.1 Comutadores coprimos em grupos finitos

Os comutadores coprimos γ∗k e δ∗k foram introduzidos por Shumyatsky em

[37], como uma ferramenta para se estudar propriedades de grupos finitos, que

possam ser expressas em termos dos comutadores de elementos de ordens coprimas.

Todo elemento de um grupo finito G é um γ∗1-comutador. Sejam k ≥ 2 e X

o conjunto de todos os elementos de G que sejam potências de γ∗k−1-comutadores.

Um elemento x ∈G é chamado um γ∗k-comutador se existirem a ∈ X e b ∈G tais que

x = [a,b] e (|a|, |b|) = 1. O subgrupo de G gerado por todos os γ∗k-comutadores será

denotado por γ∗k(G).

Similarmente os δ∗k-comutadores são definidos como segue. Todo elemento

de um grupo finito G é um δ∗0-comutador. Sejam k ≥ 1 e Y o conjunto de todos

os elementos de G que sejam potências de δ∗k−1-comutadores. Um elemento x ∈ G é

chamado um δ∗k-comutador se existirem a,b ∈ Y tais que x = [a,b] e (|a|, |b|) = 1. O

subgrupo de G gerado por todos os δ∗k-comutadores será denotado por δ∗k(G).

Observação 4.1. Note que se G for um grupo periódico podemos tratar de co-

mutadores de elementos de ordens coprimas, sendo portanto, que o conceito γ∗k-

comutadores (respectivamente, δ∗k-comutadores) introduzido anteriormente, pode ser

generalizado a grupos periódicos em geral.

O seguinte resultado sobre os comutadores coprimos é imediato.

Lema 4.2 ([37]). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo finito. Suponha que x∈G

seja um γ∗k-comutador (respectivamente, δ∗k-comutador). Então x pode ser visto como

um γ∗i -comutador (respectivamente, δ∗i -comutador), para todo i≤ k.

Lema 4.3 ([37]). Seja N um subgrupo normal de um grupo finito G. Seja

x ∈ G tal que sua imagem em G/N seja um γ∗k-comutador (respectivamente, um
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δ∗k-comutador). Então existe um γ∗k-comutador y ∈ G (respectivamente, um δ∗k-

comutador) tal que x ∈ yN.

Lema 4.4 ([37]). Sejam k > 1 um inteiro positivo e G um grupo finito. Então G é

nilpotente se, e somente se, γ∗k(G) = 1.

Além disso, em [37] foi estudada a influência que os δ∗k-comutadores exercem

sobre a estrutura de G. O paqb-Teorema de Burnside diz que um grupo finito cuja

ordem é diviśıvel por somente dois primos é solúvel (veja [14, Teorema 4.3.3]). O

seguinte teorema é uma generalização do Teorema de Burnside. Como usual, o π-

subgrupo normal maximal de um grupo G será denotado por Oπ(G).

Teorema 4.5 ([37], Teorema 2.4). Sejam k um inteiro positivo e π um conjunto

consistindo de, no máximo, dois números primos. Suponha que G seja um grupo

finito tal que todos os seus δ∗k-comutadores sejam π-elementos. Então G é solúvel e

δ∗k(G)≤ Oπ(G).

O próximo resultado garante que se um grupo finito G satisfaz δ∗k(G) = 1,

então G é solúvel e possui altura de Fitting no máximo k. Relembre que a altura de

Fitting h = h(G) de um grupo finito solúvel G é o menor número h tal que G possua

um série normal de comprimento h, onde todos os quocientes sejam nilpotentes.

Teorema 4.6 ([37], Teorema 2.6). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo finito.

Então δ∗k(G) = 1 se, e somente se, G for um grupo solúvel com altura de Fitting no

máximo k.

Corolário 4.7 ([37], Corolário 2.7). Sejam k um inteiro positivo e p um número

primo. Suponha que G seja um grupo finito tal que todos os δ∗k-comutadores sejam

p-elementos. Então G é solúvel e h(G)≤ k + 1.

O último termo da série central inferior de um grupo finito G é chamado o

residual nilpotente de G e, é usualmente denotado por γ∞(G). Observe que

γ∞(G) =
⋂

i

γi(G).

A série inferior de Fitting de um grupo G é definida recursivamente por

D0(G) = G e Di+1(G) = γ∞(Di(G)),

para i = 0,1,2, . . . .

Lema 4.8 ([37]). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo finito.



4.1 Comutadores coprimos em grupos finitos 62

1. Se k ≥ 2 então γ∗k(G) = γ∞(G).

2. Se k ≥ 1 então δ∗k(G) = Dk(G).

Ainda sobre δ∗k(G) o seguinte resultado é verdadeiro.

Lema 4.9 ([1], Lema 2.3). Seja k ≥ 0 um inteiro. Para um grupo finito G vale a

seguinte igualdade

δ
∗
k(δ
∗
1(G)) = δ

∗
k+1(G).

Um grupo é dito metanilpotente se existir NEG nilpotente, tal que G/N

seja nilpotente. Observe que todo grupo metanilpotente é solúvel e que subgrupos

e quocientes de grupos metanilpotentes são metanilpotentes. O próximo resultado

segue imediatamente da definição de grupos metanilpotentes.

Lema 4.10. Um grupo finito G é metanilpotente se, e somente se, γ∞(G) for

nilpotente.

Lema 4.11 ([1], Lema 2.4). Sejam G um grupo metanilpotente finito, p um número

primo e P um p-subgrupo de Sylow de γ∞(G). Se H for um p′-subgrupo de Hall de

G então

P = [P,H].

Lema 4.12 ([1], Lema 2.6). Sejam k ≥ 0 um inteiro positivo e G um grupo solúvel

finito de ordem pan, onde p é um primo e n não é diviśıvel por p. Se P for um

p-subgrupo de Sylow de G então P∩ δ∗k(G) é gerado por n-ésimas potências de δ∗k-

comutadores contidas em P.

O seguinte resultado é devido à Khukhro e Shumyatsky [20].

Proposição 4.13 ([20], Lema 2.3). Sejam p um primo, m um inteiro positivo e

V um p-grupo abeliano elementar finito. Suponha que H seja um p′-grupo finito de

automorfismos de V . Se |[V,h]| ≤m para todo h∈H então |[V,H]| é m-limitado. Além

disso, neste caso |H| é m-limitado.

Observe que os comutadores coprimos γ∗k e δ∗k não são palavras, porém se

comportam como palavras. Recorde que no Caṕıtulo 1, vimos que uma palavra

w é dita concisa se o subgrupo verbal w(G) for finito sempre que o conjunto

dos w-valores Gw for finito implicar. Entretanto, o conceito de ser “conciso” pode

ser aplicado em diversos outros contextos (não apenas em palavras de grupos).

Suponha que X seja uma classe de grupos e para cada grupo G ∈ X, seja φ(G) um

subconjunto de G. Podemos então indagar se uma eventual finitude do subconjunto

φ(G) acarretaria na finitude do subgrupo gerado por φ(G). Conforme observado por

Acciarri, Shumyatsky e Thillaisundaram em [1] os comutadores coprimos δ∗k e γ∗k
respeitam o fenômeno de serem concisos (no sentido definido anteriormente).
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Teorema 4.14 ([1], Teorema 1.1). Sejam k ≥ 1 um inteiro e G um grupo finito.

Suponha que o conjunto dos γ∗k-comutadores possua ordem m. Então |γ∗k(G)| é m-

limitado.

Teorema 4.15 ([1], Teorema 1.2). Sejam k ≥ 0 um inteiro e G um grupo finito.

Suponha que o conjunto dos δ∗k-comutadores possua ordem m. Então |δ∗k(G)| é m-

limitado.

Observe que a limitação para |γ∗k(G)| e |δ∗k(G)| não depende de k, Esse fenô-

meno foi denominado por Fernández-Alcober e Morigi em [9] como uniformemente

conciso.

4.2 Resultados obtidos

Em [11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky provaram que se w é uma

palavra concisa então um grupo G é um FC(w)-grupo se, e somente se, o subgrupo

verbal w(G) for FC-imerso em G, isto é, se xw(G) for finito para todo x ∈G (Teorema

1.33). Em [5] Brazil, Krassilnikov e Shumyatsky introduziram o conceito de palavras

limitadamente concisas e, mostraram que se m for inteiro positivo e se w for uma

palavra limitadamente concisa tal que G seja um grupo com a propriedade que

|xGw | ≤ m para todo x ∈ G então existe um inteiro d, {m,w}-limitado, tal que

|xw(G)| ≤ d. Na seção anterior apresentamos dois resultados (Teoremas 4.14 e 4.15)

que nos asseguram que, em grupos finitos, os conjuntos dos comutadores coprimos

possuem a propriedade de serem uniformemente concisos.

Seguindo a forma de pensar que foi apresentada em [11], introduzimos agora

a noção de BFC(X)-grupos. Sejam k um inteiro positivo, G um grupo finito e, X

o conjunto de todos δ∗k-comutadores (ou, respectivamente γ∗k-comutadores) de G.

Diremos que G é um BFC(X)-grupo se o número de elementos em gX for limitado por

uma constante que não dependa da escolha do elemento g. Decorre imediatamente

da definição de BFC(X)-grupo que subgrupos e quocientes de BFC(X)-grupos são

BFC(X)-grupos.

Reunindo então estes fatos, surge naturalmente a seguinte indagação, que

estende o Teorema 1.38, proposto em [5], para o conjunto dos δ∗k-comutadores (ou,

respectivamente, γ∗k-comutadores). Sejam G um grupo finito e k um inteiro positivo.

Denote por X o conjunto de todos os δ∗k-comutadores (ou, respectivamente γ∗k-

comutadores) de G. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para

todo g ∈ G. É verdade que g〈X〉 possui ordem (m,k)-limitada para todo g ∈ G? A

resposta para essa pergunta é positiva e, será respondida na forma das seguintes

proposições.
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Proposição 4.16. Sejam k ≥ 2 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o

conjunto de todos os γ∗k-comutadores de G. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo

tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então |gγ∗k(G)| é (m,k)-limitado, para todo g ∈ G.

Corolário 4.17 (Proposição 4.16). Sejam k≥ 2 um inteiro e G um grupo localmente

finito. Denote por X o conjunto de todos os γ∗k-comutadores de G e suponha que G

seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então |gγ∗k(G)| é (m,k)-

limitado, para todo g ∈ G.

Recorde que dado um grupo finito G, os subgrupos δ∗k(G) e Dk(G) coincidem

(Lema 4.8 (2)).

Proposição 4.18. Sejam k ≥ 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o

conjunto de todos os δ∗k-comutadores de G. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo

tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então |gDk(G)| é (m,k)-limitado, para todo g ∈ G.

Corolário 4.19 (Proposição 4.18). Sejam k≥ 1 um inteiro e G um grupo localmente

finito. Denote por X o conjunto de todos os δ∗k-comutadores de G e suponha que G

seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então |gδ∗k(G)| é (m,k)-

limitado, para todo g ∈ G.

Após provarmos as Proposições 4.16 e 4.18, dedicaremo-nos aos resultados

principais deste caṕıtulo, onde obtemos uma limitação para as ordens dos subgrupos

γ∗k(G) e Dk(G), em termos apenas dos parâmetros m e k em BFC(X)-grupos finitos

tais que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Mais precisamente, provaremos os seguintes

teoremas.

Teorema 4.20. Sejam k ≥ 2 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o

conjunto de todos os γ∗k-comutadores de G. Suponha que |gX | ≤ m para todo g ∈ G.

Então |γ∗k(G)| é (m,k)-limitado.

Teorema 4.21. Sejam k ≥ 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o

conjunto de todos os δ∗k-comutadores de G. Suponha que |gX | ≤ m para todo g ∈ G.

Então |Dk(G)| é (m,k)-limitado.

O objetivo central deste caṕıtulo é provar os Teoremas 4.20 e 4.21. Entre-

tanto as demonstrações desses resultados passam pelas provas das Proposições 4.16 e

4.18 respectivamente. Observe também que uma prova para a Proposição 4.16 pode

ser obtida mediante uma demonstração da Proposição 4.18, pela simples substitui-

ção do termo “δ∗k-comutador” pelo termo “γ∗k-comutador” em toda a demonstração

da Proposição 4.18. Sendo assim, concentraremos inicialmente nossos esforços em

provarmos a Proposição 4.18.
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4.3 A prova da Proposição 4.18

O esquema geral da prova da Proposição 4.18 segue a linha dos resultados

apresentados por Brazil, Krasilnikov e Shumyatsky em [5].

Dado um subconjunto Y de um grupo G, diremos que um subgrupo H ≤ G

possui Y -́ındice m, se Y estiver contido em uma união de precisamente m classes

laterais (à direita) de H em G.

Lema 4.22. Sejam H1 e H2 dois subgrupos de um grupo G e suponha que H1 e

H2 possuam Y -́ındices m1 e m2, respectivamente. Então a intersecção H1∩H2 possui

Y -́ındice no máximo m1m2 em K.

Demonstração. Por definição, existem x1, . . . ,xm1 e y1, . . . ,ym2 elementos de K tais

que

X ⊆
m1⋃
i=1

H1xi e X ⊆
m2⋃
j=1

H2y j.

Consequentemente,

X ⊆
⋃
i, j

(H1xi∩H2y j) =
⋃
i, j

(H1∩H2)ai, j,

onde ai, j ∈H1xi∩H2y j. Portanto, H1∩H2 possui X -́ındice no máximo m1m2. O lema

está provado.

O seguinte resultado é um corolário imediato do Lema 4.22

Corolário 4.23. Seja G um grupo e suponha que H1,H2, . . . ,Hs ≤ G possuem Y -

ı́ndices m1,m2, . . . ,ms, respectivamente, então a intersecção H1 ∩ ·· · ∩Hs possui Y -

ı́ndice no máximo m1m2 . . .ms.

Demonstração. Basta utilizar indução sobre s em conjunto com Lema 4.22.

De agora em diante, nesta seção, a menos que se diga o contrário G denota

um grupo finito, X o conjunto de todos os δ∗k-comutadores de G e K o subgrupo

gerado por X . Portanto, pelo Lema 4.8(2), temos que K = Dk(G).

Lema 4.24. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤m para todo g∈G.

Então CK(g) possui X -́ındice no máximo m em K para todo g ∈ G.

Demonstração. Seja a ∈G um elemento qualquer e sejam g1, . . . ,gs elementos em X ,

dois a dois distintos, tais que

aX = {ag1, . . . ,ags}.
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Sob nossas hipóteses, podemos então escolher os elementos g1,g2, . . . ,gs tais que

s ≤ m. Se x ∈ X então ax ∈ aX e portanto, existe um ı́ndice i ∈ {1, . . . ,s} tal que

ax = agi . Consequentemente xg−1
i centraliza o elemento a e assim x ∈CK(a)gi, donde

obtemos que

X ⊆
s⋃

i=1

CK(a)gi,

com s ≤ m. Portanto, CK(a) possui X -́ındice no máximo m em K. O lema está

provado.

Observação 4.25. A seguinte definição para δ∗k-comutadores em grupos finitos é

equivalente à apresentada na página 60. Para cada elemento a de um grupo G seja

δ∗0(a) = a, e para k ≥ 1 defina

δ
∗
k(a1, . . . ,a2k) = [δ∗k−1(a1, . . . ,a2k−1)n,δ∗k−1(a2k−1+1, . . . ,a2k)m],

se existirem inteiros positivos m e n tais que

(|δ∗k−1(a1, . . . ,a2k−1)m|, |δ∗k−1(a2k−1+1, . . . ,a2k)n|) = 1. (4.1)

Se não existirem os inteiros positivos m e n tais que a equação (4.1) seja satisfeita,

defina δ∗k(a1, . . . ,a2k) = 1.

Note que todo elemento do tipo δ∗k(a1, . . . ,a2k) definido acima é um δ∗k-

comutador. O próximo lema garante que a rećıproca também é verdadeira, isto

é, todo δ∗k-comutador de um grupo G é um elemento do tipo δ∗k(a1, . . . ,a2k), para

adequados a1, . . . ,a2k ∈ G.

Lema 4.26. Seja y um δ∗k-comutador de um grupo G. Então existem a1, . . . ,a2k ,

elementos de G, tais que y = δ∗k(a1, . . . ,a2k). Em particular,

δ
∗
k(G) = 〈δ∗k(a1, . . . ,a2k);ai ∈ G〉.

Demonstração. A prova do lema se dará por indução sobre k. Se k = 0 então y = δ∗0(y)

e não há o que se demonstrar. Por indução, suponha o resultado verdadeiro para

k−1, isto é, se x for um δ∗k−1-comutador então existem elementos g1, . . . ,g2k−1 em G

tais que

x = δ
∗
k−1(g1, . . . ,g2k−1).

Como y é um δ∗k-comutador, por definição (página 60) existem x1,x2 potências de

δ∗k−1-comutadores tais que y = [x1,x2], com (|x1|, |x2|) = 1. Assim, existe um inteiro

positivo m e existem a1, . . . ,a2k−1 elementos de G tais que x1 = δ∗k−1(a1, . . . ,a2k−1)m.
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Analogamente, existe um inteiro positivo n e existem a2k−1+1, . . . ,a2k ∈ G tais que

x2 = δ∗k−1(a2k−1+1, . . . ,a2k)n. Logo,

y = [δ∗k−1(a1, . . . ,a2k−1)m,δ∗k−1(a2k−1+1, . . . ,a2k)n] = δ
∗
k(a1, . . . ,a2k).

O lema está provado.

Lema 4.27. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para todo

g ∈ G. Se y ∈ X então existe um inteiro positivo (m,k)-limitado, digamos n, tal que

yn ∈ Z(G).

Demonstração. Seja a0 um elemento qualquer de G. Pelo Lema 4.26 existem

a1, . . . ,a2k elementos em G tais que y = δ∗k(a1, . . . ,a2k).

Denote por E o subgrupo gerado por a0,a1, . . . ,a2k . Observe que y é um δ∗k-

comutador em E. Seja Y o conjunto de todos os δ∗k-comutadores de E. Claramente

Y ⊆ X . Por hipótese |aX
i | ≤ m, para cada i = 0,1, . . . ,2k. Em particular, segue que

|aY
i | ≤ m, para todo i = 0,1, . . . ,2k. Assim, temos que E é um BFC(Y )-grupo.

Portanto, segue que para cada i = 0,1, . . . ,2k o subgrupo Cδ∗k(E)(ai) possui Y -́ındice

≤ m em δ∗k(E) (Lema 4.24). Como Z(E) =
2k⋂

i=0

CE(ai), conclúımos que o subgrupo

Z(E)∩δ∗k(E) possui Y -́ındice ≤m2k+1 em δ∗k(E) (Corolário 4.23). Consequentemente,

o número de δ∗k-comutadores no quociente E/Z(E) é no máximo m2k+1
. Decorre,

portanto, do Teorema 4.15 que a ordem do subgrupo δ∗k(E/Z(E)) é (m,k)-limitada.

Sendo y um δ∗k-comutador de E, segue que sua imagem no quociente

δ∗k(E)/δ∗k(E)∩Z(E), possui ordem (m,k)-limitada. Assim, existe um inteiro, digamos

n = n(m,k), tal que yn ∈ δ∗k(E)∩ Z(E). Em particular, yn ∈ Z(E). Como a0 ∈ E,

conclúımos que yn e a0 comutam. Por fim, como o elemento a0 foi escolhido

arbitrariamente em G podemos então garantir que esse processo se repete a qualquer

outro elemento deste grupo. Logo, dado y ∈ X existe n = n(m,k) tal que yn ∈ Z(G).

O lema está provado.

Seja a um elemento qualquer do grupo G e, suponha que G seja um BFC(X)-

grupo tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Sejam u1, . . . ,us−1,us = 1 elementos de X

tais que

aX = {au1, . . . ,aus−1,a}. (4.2)

Nossa hipótese implica que os elementos u1, . . . ,us−1,us = 1, podem ser

escolhidos de maneira que s ≤ m. Seja h ∈ K um elemento qualquer. Note que h

pode ser escrito como um produto de um número finito de elementos de X e, assim o

seguinte resultado, cuja demonstração segue passo a passo a demonstração do Lema

2.3 de [5], é verdadeiro.
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Lema 4.28. Seja h = x1 · · ·xl, onde x1, . . . ,xl ∈ X . Então

ah = aui1ui2 ···uil

para adequados i1, . . . , il tais que 1≤ i1, i2, . . . , il ≤ s.

Demonstração. A prova que apresentaremos será por indução sobre l. Se l = 1 então

h = x1 e ah = ax1 = aui1 , para 1 ≤ i1 ≤ s. Suponha que o lema seja verdadeiro para

todos os elementos de K que possam ser escritos como um produto de no máximo

l−1 elementos de X . Observe que ax1 = aui , para algum 1≤ i≤ s. Consequentemente,

segue que

ah = ax1···xl

= auix2···xl

= ac2···clui,

onde c j = uix ju−1
i , para j = 2, . . . , l.

Note que, c j ∈ X pois X é um subconjunto normal em G. Por hipótese de

indução, segue que,

ac2···cl = aui1ui2 ···uil−1 ,

para adequados i1, . . . , il−1 tais que 1≤ i1, . . . , il−1 ≤ s. Portanto,

ah = (ac2···cl )ui

= ac2···clui

= aui1 ui2 ···uil−1uil ,

onde consideramos il = i e 1≤ i1, . . . , il−1, il ≤ s. O lema está provado.

Observação 4.29. Uma relação de ordem < sobre um conjunto A é dita uma relação

de ordem total se:

(a) < for antissimétrica, reflexiva e transitiva.

(b) Para quaisquer a,b ∈ A, com a 6= b, temos que a < b ou b < a.

Seja A um conjunto e seja < uma relação de ordem sobre A. Diremos que A = (A,<)

é um conjunto bem ordenado se todo subconjunto não vazio de A tiver um elemento

minimal, isto é, se ø 6= B⊆ A então existe b0 ∈ B tal que b0 < b para todo b∈ B\{b0}.

É um fato bem conhecido que N, o conjunto dos números naturais, é um conjunto

bem ordenado.
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Seja a ∈ G e suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para

todo g ∈ G. Sejam u1, . . . ,us−1,us = 1 elementos de X escolhidos como na equação

(4.2), tais que aX = {au1, . . . ,aus−1,aus = a}, com s≤ m.

Defina uma relação de ordem < , sobre o conjunto de todos os produtos

(formais) da forma ui1ui2 · · ·uil , onde 1≤ i j ≤ s para cada j = 1, . . . , l como segue:

ui1ui2 · · ·uil < u j1u j2 · · ·u jl′ ,

se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

(i) l < l′ ou;

(ii) l = l′ e existe um ı́ndice t ≤ l tal que it < jt e iv = jv para todo v > t.

Note que a relação de ordem < definida anteriormente é uma relação de

boa ordem para o conjunto dos produtos da forma ui1ui2 · · ·uil . De fato, a ordenação,

nesse caso é feita pelos ı́ndices e, estes possuem entradas em N. Como observado

anteriormente, N é bem ordenado. Resumimos isso no seguinte lema.

Lema 4.30. A relação de ordem < definida anteriormente é uma boa ordenação

para o conjunto constitúıdo por todos os produtos da forma ui1ui2 · · ·uil , com l ≥ 1,

onde 1≤ i j ≤ s, para cada j = 1, . . . , l.

Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G.

Sejam a∈G e h∈K. Então h = x1 . . .xl, onde xi ∈ X para todo i = 1,2, . . . , l. Suponha

que aX = {au1, . . . ,aus−1,aus = a}, para adequados ui ∈X , com s≤m (como na equação

(4.2)). A relação < definida anteriormente é uma relação de boa ordem sobre o

conjunto de todos os produtos da forma ui1ui2 · · ·uil , com l ≥ 1, onde 1≤ i j ≤ s, para

cada j = 1, . . . , l (Lema 4.30). Seja ui1ui2 . . .uil o menor produto destes elementos tais

que

ah = aui1ui2 ···uil .

Lema 4.31. Seja ui1ui2 . . .uil o menor produto descrito anteriormente. Então i1 ≥
i2 ≥ ·· · ≥ il.

Demonstração. De fato, suponha que exista um ı́ndice n tal que in < in+1. Assim,

temos que

ah = aui1 ···uin−1uinuin+1uin+2 ···uil

= aui1 ···uin−1u′uin uin+2 ···uil ,

onde u′ = uinuin+1u−1
in ∈ X . Pelo Lema 4.28, temos que

aui1 ...uin−1u′ = au j1 ...u jn−1u j′ ,
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para adequados j1, . . . , jn−1, j′ tais que 1≤ j1, . . . , jn−1, jn+1 ≤ s. Portanto,

ah = au j1 ...u jn−1u j′ uinuin+2 ...uil .

Porém isso é uma contradição com a escolha do menor produto ui1ui2 . . .uil , uma vez

que, por definição, temos :

u j1 . . .u jn−1u j′uinuin+2 . . .uil < ui1 . . .uin−1uinuin+1uin+2 . . .uil ,

pois estamos supondo que in < in+1.

Agora estamos em posição de concluirmos a prova da Proposição 4.18.

A prova da Proposição 4.18

Recorde que G é um BFC(X)-grupo finito tal que |gX | ≤m para todo g ∈G.

Sejam a ∈ G e h um elemento arbitrário de K = Dk(G). Combinando os Lemas 4.28

e 4.31, conclúımos que

ah = aui1ui2 ...uil ,

com i1 ≥ i2 ≥ ·· · ≥ il. Equivalentemente, temos que

ah = au
ms−1
s−1 ...u

m2
2 u

m1
1 ,

para adequados inteiros não negativos m1,m2, . . . ,ms−1, onde s ≤ m. Sabemos que

existe um inteiro não negativo n = n(m,k), tal que yn ∈ Z(G), para cada y ∈ X (Lema

4.27) e, assim podemos então supor que mi ≤ n, para cada i = 1,2, . . . ,s− 1. Logo

segue que

ah = au
ms−1
s−1 ...u

m2
2 u

m1
1 ,

com mi≤ n e s≤m. Como h∈K foi tomado arbitrariamente segue que |aK| ≤ (n+1)m,

ou seja, |aK| é (m,k)-limitado. A Proposição 4.18 está provada.

�

Destacamos na Observação 4.1 que a noção de δ∗k-comutadores (respecti-

vamente, γ∗k-comutadores) pode ser estendida naturalmente para grupos periódicos

em geral. A demonstração da Proposição 4.18 depende do Lema 4.27. Porém tal

demonstração pode ser reproduzida (literalmente) no caso onde o grupo em questão

seja localmente finito. De fato, note no Lema 4.27 que o subgrupo E é um BFC(X)-

grupo finitamente gerado e, portanto, é finito (estamos supondo G localmente finito

nesse caso). Assim, podemos usar o Teorema 4.15 (válido para grupos finitos) e con-

cluirmos que se G for um BFC(X)-grupo localmente finito, tal que |gX | ≤ m para

todo g ∈ G, então para cada y ∈ X existe um inteiro (m,k)-limitado, digamos n, tal
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que yn ∈ Z(G). Dessa maneira podemos repetir a demonstração da Proposição 4.18

para BFC(X)-grupos localmente finitos, de modo que vale o seguinte resultado.

Corolário 4.19 Sejam k≥ 1 um inteiro e G um grupo localmente finito. Denote por

X o conjunto de todos os δ∗k-comutadores de G e suponha que G seja um BFC(X)-

grupo tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então |gδ∗k(G)| é (m,k)-limitado, para todo

g ∈ G.

Com a demonstração da Proposição 4.18, atingimos o primeiro objetivo pro-

posto nesse caṕıtulo. Na próxima seção, apresentaremos uma noção da demonstração

da Proposição 4.16, inteiramente análoga à demonstração da Proposição 4.18 feita

nessa seção.

4.4 A prova da Proposição 4.16

Nesta seção G denota um grupo finito, X o conjunto de todos os γ∗k-

comutadores de G e K o subgrupo gerado por X . Assim, pelo Lema 4.8(1), se k≥ 2,

temos que K = γ∞(G).

Obviamente é claro que vale um análogo do Lema 4.24, para o conjunto de

todos os γ∗k-comutadores de G.

Seguindo a linha de racioćınio da seção anterior, apresentaremos uma

definição equivalente à apresentada na página 60, para γ∗k-comutadores em grupos

finitos. Para todo elemento a ∈ G, defina γ∗1(a) = a, e recursivamente defina para

k ≥ 2
γ
∗
k(a1, . . . ,ak) = [γ∗k−1(a1, . . . ,ak−1)n,ak],

se existir um inteiro positivo n tal que

(|γ∗k−1(a1, . . . ,ak−1)n|, |ak|) = 1, (4.3)

ou, γ∗k(a1, . . . ,ak) = 1, se não existir um inteiro positivo n que satisfaça à equação

(4.3).

É claro que todo elemento do tipo γ∗k(a1, . . . ,ak) definido acima é um γ∗k-

comutador. O próximo lema (análogo ao Lema 4.26) garante que a rećıproca também

é verdadeira, isto é, todo γ∗k-comutador de G é um elemento do tipo γ∗k(a1, . . . ,ak),

para adequados a1, . . . ,ak ∈ G.

Lema 4.32. Seja y um γ∗k-comutador de G. Então existem a1, . . . ,ak, elementos em

G, tais que y = γ∗k(a1, . . . ,ak). Em particular,

γ
∗
k(G) = 〈γ∗k(a1, . . . ,ak);ai ∈ G〉.
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O próximo resultado é análogo ao Lema 4.27, agora para γ∗k-comutadores.

Lema 4.33. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para todo

g ∈G. Se x ∈ X , então existe um inteiro positivo (m,k)-limitado, digamos n0, tal que

xn0 ∈ Z(G).

Demonstração. Seja a0 um elemento qualquer de G. Para cada x ∈ X o Lema 4.32

garante a existência de k elementos em G tais que x = γ∗k(a1, . . . ,ak).

Denote por E o subgrupo gerado por a0,a1, . . . ,ak. Então x é um γ∗k-

comutador em E. Seja Z o conjunto de todos os γ∗k-comutadores de E. Claramente

Z ⊆ X . Assim temos que |aZ
i | ≤ m, para todo i = 0,1, . . . ,k. Logo E é um BFC(Z)-

grupo e, consequentemente, para cada i = 0,1, . . . ,k, o subgrupo Cγ∗k(E)(ai) possui

Z -́ındice ≤m em γ∗k(E) (Lema 4.24). Assim, o subgrupo Z(E)∩γ∗k(E) possui Z -́ındice

≤ mk+1 em γ∗k(E) (Lema 4.23). Passando ao quociente E/Z(E) e usando o fato do

conjunto de todos os γ∗k-comutadores de E ser uniformemente conciso (Teorema 4.14)

conclúımos que o ı́ndice de |γ∗k(E) : Z(E)∩ γ∗k(E)| é (m,k)-limitado.

Sendo x um γ∗k-comutador de E segue então que sua imagem no quociente

γ∗k(E)/γ∗k(E) ∩ Z(E), possui ordem (m,k)-limitada. Consequentemente, existe um

inteiro, digamos n0 = n0(m,k), tal que xn0 ∈ γ∗k(E)∩Z(E). Em particular, xn0 ∈ Z(E).

Como a0 ∈ E segue que xn0 e a0 comutam. Por fim, como o elemento a0 foi escolhido

arbitrariamente em G podemos então garantir que esse processo se repete a qualquer

outro elemento de G. O lema está provado.

Agora estamos em posição de concluirmos a prova da Proposição 4.16.

A prova da Proposição 4.16

Recorde que G é um BFC(X)-grupo finito tal que |gX | ≤m para todo g ∈G.

Sejam a um elemento qualquer do grupo G e v1, . . . ,vs−1,vs = 1, elementos de X ,

tomados tais que s≤ m e com a propriedade que

aX = {av1, . . . ,avs−1,a}. (4.4)

Seja h ∈ K = γ∞(G) um elemento qualquer. Então h pode ser escrito como

um produto de um número finito de elementos de X , de modo que podemos assim

repetir a prova do Lema 4.28 e mostrarmos que se h = x1 · · ·xl, onde x1, . . . ,xl ∈ X

então

ah = avi1vi2 ···vil ,

para adequados i1, . . . , il tais que 1 ≤ i1, i2, . . . , il ≤ s. Considere a relação de boa

ordem < definida na seção anterior (página 69) . Seja vi1vi2 . . .vil o menor produto
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dos elementos v1, . . . ,vs tal que

ah = avi1vi2 ...vil .

Assim, segue que i1 ≥ i2 ≥ ·· · ≥ il (Lema 4.31). Equivalentemente, temos

ah = av
ms−1
s−1 ...v

m2
2 v

m1
1 ,

para adequados inteiros não negativos m1,m2, . . . ,ms−1, onde s ≤ m. Como existe

um inteiro positivo n0 = n0(m,k), tal que xn0 ∈ Z(G) para todo x ∈ X (Lema 4.33),

podemos supor que mi ≤ n0 para todo i = 1,2, . . . ,s− 1. Assim, dado a ∈ G, segue

que

ah = au
ms−1
s−1 ...u

m2
2 u

m1
1 ,

com mi ≤ n0 e s≤m. Como h∈K, foi tomado arbitrariamente, conclúımos então que

|aK| ≤ (n0 + 1)m. A Proposição 4.16 está provada.

�

Tendo em vista as observações feitas na seção anterior, obtemos o seguinte

corolário.

Corolário 4.17 Sejam k≥ 2 um inteiro e G um grupo localmente finito. Denote por

X o conjunto de todos os γ∗k-comutadores de G e suponha que G seja um BFC(X)-

grupo tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Então |gγ∗k(G)| é (m,k)-limitado, para todo

g ∈ G.

4.5 A prova dos Teoremas 4.20 e 4.21

Esta seção destina-se às demonstrações dos resultados centrais desse caṕı-

tulo. O seguinte lema é uma consquência direta da Proposição 4.13.

Lema 4.34. Sejam p um primo, m um inteiro positivo e V um p-grupo abeliano

finito. Suponha que H seja um p′-grupo finito de automorfismos de V . Se |[V,h]| ≤m

para todo h ∈ H então |[V,H]| é m-limitado.

Demonstração. Seja N = Ω1(V ) = {x ∈V ;xp = 1}. Sendo V abeliano, temos que N é

abeliano elementar (vide página 22). Além disso o Teorema 1.12 garante que N é um

subgrupo caracteŕıstico de V . Seja h ∈H um automorfismo tal que xh = x, para todo

x ∈ N. Denote por A o subgrupo gerado por h. Logo A age trivialmente sobre N e,

consequentemente, pelo Teorema 1.13 conclúımos que A = 1 e, em particular, decorre

que h = 1. Em outras palavras, H age fielmente sobre N. Uma vez que [N,h]≤ [V,h]
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para todo h ∈ H, conclúımos que |[N,h]| ≤ m para todo h ∈ H. Consequentemente a

Proposição 4.13 garante que a ordem do subgrupo [N,H] é m-limitada. Esse mesmo

resultado garante que |H| é m-limitado. Novamente sendo V abeliano temos que

[V,H] = ∑
h∈H

[V,h].

Portanto |[V,H]| ≤ m|H|. Como |H| é m-limitado, o resultado segue. O lema está

provado.

Agora estamos em condição de provar os Teoremas 4.20 e 4.21.

A prova do Teorema 4.20

Recorde que k≥ 2 é um inteiro positivo e que G é um grupo finito. Como de

costume, denotaremos por X o conjunto de todos os γ∗k-comutadores de G. Suponha

que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX | ≤ m para todo g ∈ G. Mostraremos, sob

estas condições, que o subgrupo γ∗k(G) possui ordem (m,k)-limitada.

Seja K = γ∗k(G). Então decorre da Proposição 4.16 que K é um subgrupo

BFC-imerso em G. Em particular, K é um BFC-grupo tal que |kK| ≤ n, para todo

k∈K, onde n é um inteiro (m,k)-limitado. Consequentemente, K′ possui ordem (m,k)-

limitada (Teorema 1.32), onde K′ denota o subgrupo derivado de K. Note que K′ é

normal em G, de modo que podemos considerar o quociente G/K′ e, assim podemos

supor que K seja abeliano. Sendo K um grupo finito, segue que K coincide com o

produto direto de seus subgrupos de Sylow. Logo, para concluirmos que K possui

ordem (m,k)-limitada é, suficiente que mostremos que cada um de seus subgrupos de

Sylow possui ordem (m,k)-limitada. Seja π(K) = {p1, . . . , ps} o conjunto de todos os

números primos divisores da ordem de K e P1, . . . ,Ps os correspondentes subgrupos

de Sylow de K. Tome pi ∈ π(K) e considere Pi o respectivo subgrupo de Sylow de

K. Passando ao quociente G/Op′i
(G), onde Op′i

(G) denota o p′i-subgrupo normal

maximal de G, podemos, sem perda de generalidade, supor que K = Pi. Sendo Pi

abeliano, segue que G é metanilpotente (Lema 4.10). Se H for um p′i-subgrupo de

Hall de G, então pelo Lema 4.11 conclúımos que

Pi = [Pi,H].

Para cada h ∈ H temos pelo Teorema 1.14 que

P = [P,h]×CP(h).

Assim segue da Proposição 4.16 que |[P,h]| é (m,k)-limitado. Pelo Lema 4.34 temos

que P = [P,H] possui ordem (m,k)-limitada. O teorema está provado.
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A prova do Teorema 4.21

Sejam k ≥ 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o conjunto

de todos os δ∗k-comutadores de G. Suponha que seja G um BFC(X)-grupo tal que

|gX | ≤ m para todo g ∈ G. Mostraremos que o subgrupo Dk(G) possui ordem (m,k)-

limitada.

Seja K = 〈X〉. Pelo Lema 4.8(2) temos que K = Dk(G). Decorre da Proposição

4.18 que K é um subgrupo BFC-imerso em G. Em particular, K é um BFC-grupo

tal que |gK| ≤ n0, para algum inteiro n0 = n0(m,k). Consequentemente, K′ possui

ordem (m,k)-limitada (Teorema 1.32). Note que K é normal em G, de modo que

podemos considerar o quociente G/K′ e supor que K seja abeliano. Assim, para

concluirmos que a ordem de K é (m,k)-limitada é, suficiente que mostremos que

a ordem de cada um de seus subgrupos de Sylow seja (m,k)-limitada. Considere

π(K) = {p1, . . . , ps}, o conjunto de todos os números primos divisores da ordem de

K, e P1, . . . ,Ps os correspondentes subgrupos de Sylow de K. Para cada i = 1, . . . ,s
escolha um p′i-subgrupo de Hall em Q = Dk−1(G). Se a ∈Hi então Pi = [Pi,a]×CPi(a)

(Teorema 1.14). Portanto, pela Proposição 4.18 temos que |[Pi,a]| é (m,k)-limitado

para todo a ∈Hi. Pelo Lema 4.34 conclúımos que |[Pi,Hi]| é (m,k)-limitado. Observe

que K = γ∞(Q) (Lema 4.8(2)) é abeliano e portanto pelo Lema 4.10 segue que Q é

metanilpotente. Pelo Lema 4.11 temos que Pi = [Pi,Hi] para todo i = 1, . . . ,s. Como

a ordem de K é justamente o produto da ordem de seus subgrupos de Sylow, o

resultado segue. O teorema está provado.

�

Com a demonstração dos Teoremas 4.20 e 4.21 atingimos todos os objetivos

propostos nesse caṕıtulo e, assim o encerramos.



Referências Bibliográficas
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