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Epigrafe

“Best remain silent and be thought a fool,

that open your mouth and remove the doubt”.

(Abraham Lincoln)

“...ela demonstrou tanto prazer

de estar em minha companhia

que eu experimentei uma sensacao
que até entao nao conhecia

de ser querer bem

de se querer quem se tem

e ela me faz tao bem
ela me faz tao bem
que eu também quero

fazer isso por ela...”

(Tao Bem. Lulu Santos)

“Uma razao por que a matemadtica goza de

especial estima sobre todas as demais ciéncias,

é que suas leis sao absolutamente certas e

indiscutiveis, enquanto que as das outras sao, até

certo ponto, debativeis e com o perigo constante de

serem derrotadas por fatos recém descobertos”.

(Max Planck, 1929)



Resumo

de Andrade, Agenor Freitas. Grupos com restricoes em classes de
conjugacao verbal. Brasilia, 2016. 80p. Tese de Doutorado. Departamento
de Matematica, Universidade de Brasilia.

O presente trabalho contém dois resultados principais. O primeiro trata da seguinte
situagao. Dada uma palavra w e um grupo G, denotaremos por G,, o conjunto de
todos os w-valores em G e por w(G) o correspondente subgrupo verbal. Mostraremos

que se w =%, ou w =09, e se G for um grupo tal que para todo g € G exista um

k

nimero finito de subgrupos de Chernikov Cy,...,Cy tais que g% C UCi, entao o
i=1

subgrupo <gW(G)> ¢ de Chernikov.

O segundo resultado principal desta tese aborda o conceito de comutadores coprimos
generalizados introduzido por Shumyatsky em [37]. Sobre esse assunto considerare-
mos a seguinte situacao. Suponha que G seja um grupo finito e X o conjunto de
todos os Yi-comutadores ou &-comutadores em G. Mostraremos que se [gX| < m
para todo g € G, entao a ordem do n-ésimo termo da série inferior de Fitting de G

é (m,n)-limitada.

Palavras—chave
classes de conjugacao; comutadores coprimos; grupos de Chernikov; residual

nilpotente; subgrupos verbais



Abstract

de Andrade, Agenor Freitas. Groups with restrictions in verbal con-
jugacy classes. Brasilia, 2016. 80p. PhD. Thesis. Departamento de Mate-
matica, Universidade de Brasilia.

This work has two main results. The first concerns the following situation. Given
a word w and a group G, we denote by G, the set of all w-values in G and by
w(G) the corresponding verbal subgroup. We show that if w =1, or w =39, and G
is a group in which for every g € G there exist finitely many Chernikov subgroups
k
C1,...,Cy such that g% C UCi, then the subgroup (g"(9) is Chernikov.
i=1
The second main result of this thesis addresses the concept of generalized coprime
commutators introduced by Shumyatsky in [37]. Suppose that G is finite group and
X is either the set of all y;-commutators or the set of all §;-commutators in G. We
show that if [gX| <m for all g € G, then the order of the nth term of the lower Fitting

series of G is (m,n)-bounded.

Keywords
Chernikov groups; conjugacy classes; coprime commutators; nilpotent resi-

dual; verbal subgroups



Lista de simbolos

G,H.,X.Y,...

k,l,mn,...
T
'x7y7g’h7"'

(8.0
HLG
H<G
HJG
(X)
<X;L;7\.EA>

|X]
|G : H|
Z(G)

grupos, conjuntos, etc

inteiros positivos

um conjunto de niimeros primos
elementos de um grupo/conjunto
elemento identidade de um grupo ou o grupo trivial {1}
ylxy

classe de conjugacao de x em G
{x¥%;xeX,g € G}

palavra de grupo

conjunto dos w-valores de G

classe de conjugacgao verbal de x em G
xilyflxy

[ty - -y Xn—1],%n]

g g% o um automorfismo de G

H é um subgrupo de G

H é um subgrupo proprio de G

H é um subgrupo normal de G
subgrupo gerado pelo subconjunto X
subgrupo gerado pelos subconjuntos Xj
ordem do elemento x

ordem (cardinalidade) do conjunto X
indice de H em G

o centro de um grupo G

centralizador do elemento x em G
centralizador de H em G
normalizador de H em G

fecho normal de X em G

subgrupo comutador

[H.K,... K],K|

n—1



G' =[G,G]
[G,al
Aut (G)
w(G)
n(G)
Yoo (G)
G
Z4(G)
Z(G)
F(G)
D;(G)

tam(G)
Res;(G)
Cp-
0z(G)
5 (G)
Y (G)

subgrupo derivado de G

(lg.0;8 € G)

grupo dos automorfismos de G

subgrupo verbal associado a w em G
n-ésimo termo da série central inferior de G
o residual nilpotente de um grupo G
n-ésimo subgrupo derivado de G

a-ésimo centro de G

hipercentro de G

i-ésimo termo da série superior de Fitting
i-ésimo termo da série inferior de Fitting
parte radicavel de um grupo de Chernikov
tamanho de um grupo de Chernikov
residual finito de G

o p-grupo quase-ciclico (Priifer), p primo
m-subgrupo normal maximal de G
subgrupo gerado pelos §;-comutadores de G

subgrupo gerado pelos y;-comutadores de G
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Introducao

Sejam X,Y subconjuntos de um grupo G. Denotaremos por XY o conjunto
{x;x€ X,y Y}, onde ¥¥ =y~ 'xy é chamado o conjugado de x por y. No caso onde
X = {x}, denotaremos X¥ por x!. Se x € G o conjunto x¥ é chamado a classe de
conjugacao de x em G.

Um grupo G é chamado um FC-grupo se g% for finito para todo g € G. Além
disso, G é chamado um BFC-grupo se g€ for finito para todo g € G e se o niimero
de elementos em g for limitado por uma constante que nao dependa da escolha do
elemento g € G.

Uma palavra de grupo, ou simplesmente uma palavra é um elemento nao
trivial do grupo livre F = F(X) onde X é um conjunto de geradores livres {x1,x2,... }.

Dada uma palavra w = w(x,...,xs), um elemento & de um grupo G é cha-
mado um w-valor se existirem gi,...,gs € G tais que h = w(gy,...,gs). Denotaremos
por G,, o conjunto de todos os w-valores de G e por w(G) o subgrupo gerado por
G,,, chamado o subgrupo verbal associado a palavra w. Para cada x € G o conjunto
x% chama-se de a classe de conjugacdo verbal de x em G.

Em [11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky introduziram uma generali-
zacao ‘verbal’ de FC-grupos. Mais precisamente, consideraram a seguinte situacao.
Dada uma palavra w, um grupo G é dito um FC(w )-grupo se x®» for finito para todo
x € G. Posteriormente Brazil, Krasilnikov e Shumyatsky introduziram em [5] a nogao
de BFC(w)-grupos. Um grupo G é chamado um BFC(w )-grupo se x®» for finito para
todo x € G e se o nimero de elementos em x for limitado por uma constante que
nao dependa da escolha do elemento x.

Um subgrupo H de um grupo G é dito FC-imerso em G se x for finito
para todo x € G e H é dito BFC-imerso em G se o nimero de elementos em x7 for
limitado por uma constante que nao dependa da escolha do elemento x. O principal
resultado de [11], caracteriza os FC(w)-grupos em termos do subgrupo verbal, desde

que a palavra w seja concisa.

Teorema 1.33 [[11], Teorema A.] Sejam w uma palavra concisa e G um FC(w)-

grupo. Entdo o subgrupo verbal w(G) é FC-imerso em G.
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Recorde que uma palavra w é dita concisa se sempre que o conjunto dos w-
valores for finito para um grupo G entao isso acarrete a finitude do subgrupo verbal
w(G).

Tendo em vista os resultados anteriores, Munoz-Escolano e Shumyatsky em
[24] consideraram a seguinte questdo. Dada uma palavra concisa w e um grupo G,
assuma que para todo x € G o subgrupo (x¢») satisfaca & determinada condicdo de
finitude. E verdade que uma condicao similar é também satisfeita por <xW(G)> para
todo x € G?

O comutador de dois elementos de x e y é definido da seguinte maneira
x~'y~lxy e serd denotado por [x,y]. Lembremos que dados um grupo livre F = F(X)
e um inteiro positivo k, a k-ésima palavra central inferior é definida indutivamente

da seguinte forma.

Yixn) =x1, YO, x0) = Y1 (1, X—1), X,

onde x; € X para todo i.
J& a k-ésima palavra derivada O, é definida indutivamente, da seguinte

forma:

8()()C1) = X1, Sk(xh...,xzk) = [Sk,l(xl,...,xzk_l),Sk,l(xzk_1+l,...,xzk)],

onde x; € X para todo i. Os subgrupos verbais de um grupo G associados as palavras
Yk € O serdo denotados respectivamente por ¥ (G) e GW.

O principal resultado apresentado em [24] foi o seguinte teorema.

Teorema 3.1 [[24], Teorema 1.1] Sejam n um inteiro positivo e w a n-ésima palavra
central inferior Y, ou a n-ésima palavra derivada 8,. Suponha que G seja um grupo
tal que (gO*) seja de Chernikov para todo g € G. Entdo (g"\9) ¢ de Chernikov para
todo g € G.

Recorde que um grupo G é dito de Chernikov se possuir um subgrupo de
indice finito que seja um produto direto de um nimero finito de grupos do tipo Cp=,
para varios primos p. Por um resultado obtido independentemente por Shunkov
[39] e por Kegel e Wehrfritz [18] grupos de Chernikov sdo precisamente os grupos
localmente finitos que satisfazem a condi¢ao minimal sobre seus subgrupos, isto é,
grupos no qual qualquer subconjunto nao vazio de subgrupos possui um subgrupo
minimal.

Nesta tese consideramos a seguinte situagao. Sejam n um inteiro positivo
e w a palavra d, ou Y¥,. Suponha que G seja um grupo tal que para todo g € G

exista um numero finito de subgrupos de Chernikov cuja uniao contenha a classe de
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Gy

conjugacao verbal g¥v. Sob estas hipoteses mostramos que (gW(G)> é de Chernikov

para todo g € G.

Teorema 3.2 Sejam n um inteiro positivo e w a palavra central inferior ¥, ou
a palavra derivada O,. Suponha que G seja um grupo tal que, para cada elemento
g € G exista um nimero finito de subgrupos de Chernikov cuja unido contenha go».
Entao <gW(G)> ¢ de Chernikov para todo g € G.

Uma familia de subgrupos {H;}ic; de um grupo G é chamada uma cobertura

G =|JH:.

icl

para G se

E natural nos perguntarmos quais informagcoes sobre G podem ser deduzidas
a partir de propriedades dos subgrupos H;.

Em [32], Rogério e Shumyatsky consideraram a situacao onde um grupo G
é tal que o conjunto de todos os §;-comutadores (respectivamente, Y-comutadores)
estivesse contido em uma uniao de um nimero finito de subgrupos de Chernikov e,

obtiveram os seguintes resultados.

Teorema 2.1 [[32], Teorema 1.] Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que
o conjunto de todos os d-comutadores esteja contido em uma unido de um niumero
finito de subgrupos de Chernikov. Entio G®) ¢ de Chernikov.

Teorema 2.2 [[32], Teorema 2.] Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que
o conjunto de todos os Y-comutadores esteja contido em uma unido de um numero

finito de subgrupos de Chernikov. Entdo Y (G) € de Chernikov.

No decorrer da demonstracao do Teorema 3.2, baseando-nos nas técnicas
utilizadas por Rogério e Shumyatsky em [32], consideramos a situagao onde subcon-
juntos normais de um grupo dado estivessem contidos em uma uniao de um nimero
finito de subgrupos de Chernikov e obtivemos o seguinte resultado que generaliza os

Teoremas 2.1 e 2.2.

Teorema 2.3 Seja X um subconjunto normal de um grupo G. Suponha que exista
um numero finito de subgrupos de Chernikov tais que X esteja contido na unido

desses subgrupos. Entdo (X) é de Chernikov.
Como consquéncia do Teorema 2.3 obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.9 Sejam w uma palavra de grupo e G um grupo. Suponha que o conjunto
de todos os w-valores de G esteja contido em uma unido de um numero finito de

subgrupos de Chernikov. Entdo o subgrupo verbal w(G) é de Chernikov.

Outro foco de nosso trabalho é o estudo dos comutadores coprimos gene-

ralizados ¥} e &, introduzido por Shumyatsky em [37], como uma ferramenta para



16

estudar propriedades de grupos finitos que possam ser expressas em termos dos
comutadores de elementos de ordens coprimas.

Todo elemento de um grupo finito G é um Yyj-comutador. Sejam k> 2 e X
o conjunto de todos os elementos de G que sejam poténcias de y;_;-comutadores.
Um elemento x € G é chamado um v; -comutador se existirem a € X e b € G tais que
x =la,b] e (|al,|b|) = 1. O subgrupo de G gerado por todos os Y;-comutadores serd
denotado por Y (G).

Similarmente os §;-comutadores sdo definidos como segue. Todo elemento
de um grupo finito G é um Jj-comutador. Sejam k > 1 e Y o conjunto de todos
os elementos de G que sejam poténcias de §; ,-comutadores. Um elemento x € G é
chamado um &} -comutador se existirem a,b €Y tais que x = [a,b] e (|al,|b]) =1. O
subgrupo de G gerado por todos os 6;-comutadores serd denotado por §;(G).

O dltimo termo da série central inferior de um grupo finito G é chamado
o residual nilpotente de G e, é usualmente denotado por Ye(G). A série inferior de

Fitting de um grupo G é definida recursivamente por
Dy(G) =G e Di11(G) = ¥»(Di(G)),

parai=0,1,2,.... Em [37], Shumyatsky mostrou que se k > 2 entdo o conjunto dos
Yi-comutadores geram Yo.(G) e se k > 1 entao o conjunto dos §;-comutadores geram
o subgrupo Dy (G).

Observe que os comutadores coprimos ¥; e 8 nao sao palavras, porém em
varias situacoes se comportam como palavras.

Com as notacoes apresentadas anteriormente provamos os seguintes teore-

mas que limitam a ordem do residual nilpotente de um grupo finito.

Teorema 4.20 Sejam k> 2 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o conjunto
de todos os "y -comutadores de G. Suponha que 1gX| < m para todo g € G. Entao
Vi (G)| € (m,k)-limitado.

Recorde que se k > 1 os subgrupos Dy(G) e 8;(G) coincidem.

Teorema 4.21 Sejam k> 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o conjunto
de todos 0s Si—comutadores de G. Suponha que |gX| < m para todo g € G. Entao
|Di(G)| € (m,k)-limitado.

O Capitulo 1, é introdutério com resultados ja conhecidos a respeito da
teoria de grupos e serve de base conceitual para o desenvolvimento desta tese.
Nesse capitulo, abordaremos assuntos como palavras de grupos, comutadores, grupos
localmente finitos, grupos radicaveis, grupos de Chernikov e de algumas de suas
propriedades, que serao muito uteis nos Capitulos 2 e 3. O Capitulo 2, destina-se a

demonstracao do Teorema 2.3 (e seu corolario). O objetivo central do Capitulo 3, é
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provar o Teorema 3.2. O Capitulo 4 aborda os comutadores coprimos J; e ;. Nesse
capitulo faremos uma apresentacao do tema expondo alguns dos principais resultados
ja apresentados sobre os comutadores coprimos generalizados, entre outros. Por fim,
o objetivo principal do Capitulo 4 é provar os Teoremas 4.20 e 4.21. Os principais

resultados obtidos nesta tese foram publicados em [3] e [38].



CAPITULO 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é estabelecer notagoes, defini¢oes e resultados
preliminares que serao utilizados nos demais capitulos desta tese. Essencialmente,
os resultados e notagoes apresentados aqui podem ser encontrados em [14, 15, 29, 30,
31, 33|, entre outras referéncias cldssicas. Entretanto, para facilitar a leitura, faremos
alguns breves comentarios sobre temas como: palavras de grupos, grupos localmente
finitos, FC-grupos, grupos radicaveis e grupos de Chernikov, entre outros.

Ao longo desta tese a expressao “

m,n,...}-limitado” significa “limitado por
uma funcao que depende apenas dos parametros m,n,...”.

Usaremos o simbolo H < G para dizer que H é um subgrupo de um grupo
G. Ja o simbolo N <G denota que N é um subgrupo normal em G.

Dado um subconjunto X de um grupo G, definimos o subgrupo gerado por X,
o qual denotaremos por (X), como o menor subgrupo de G que contém o subconjunto
X.

Seja H um subgrupo de um grupo G. Para cada x € G o conjunto Hx =
{hx;h € H} é chamado uma classe lateral (a direita) de H. Podemos selecionar um
elemento de cada classe lateral de H (usando o axioma da escolha) e denotar por T
o conjunto resultante dos representantes das classes laterais (& direita). Entao G é
a uniao disjunta

G=|JH1,

teT

e assim cada elemento de G pode ser escrito (de maneira unica) na forma At onde
heHeteT. O conjunto T é chamado um transversal (a direita) de H em G. Note
que |T| é igual a cardinalidade do conjunto das classes laterais de H. A cardinalidade
do conjunto de classes laterais de H em G ¢ chamado o indice de H em G e sera
denotado por |G : H].

Sejam X,Y subconjuntos de um grupo. Escreveremos X! para denotarmos
o conjunto {x’;x € X,y € Y}, onde ¥ = y~'xy é chamado o conjugado de x por y.
Em particular, dado um grupo G e um elemento x € G o conjunto x¢, de todos

os conjugados de x em G é chamado a classe de conjugacio de x em G. Se X
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for um subconjunto nao vazio de G entao o fecho normal de X em G é o menor
subgrupo normal de G que contenha X. Denotaremos o fecho normal de X em G
por (X%). B facil verificar que (X%) = (g7'Xg:g € G). Note que se H < G entao
(HO) = (H¥:g € G).

Um subconjunto X é dito normal em G se para todo x € X e para qualquer
g € G o elemento x8 for novamente um elemento de X.

Um homomorfismo de um grupo G em um grupo H é uma aplicacao
o:G — H tal que (xy)* = (x)*(y)*, para quaisquer x,y € G. Chamamos a de
um isomorfismo de G em H se o for um homomorfismo bijetor. Em particular,
um automorfismo de G é um isomorfismo de G em G. O conjunto de todos os
automorfismos de G sera denotado por Aut(G). E um resultado bem conhecido
que Aut(G) é um grupo com a operagao de composi¢ao de aplicagoes. Seja g € G
e considere a aplicacdo 0, : G — G dada por x* = x8. Entdo para cada g € G a
aplicacao o, ¢ um isomorfismo de G. Chamamos 0, o automorfismo interno de G
induzido por g e denotaremos por Inn(G) o conjunto de todos os automorfismos
internos de G. E claro que Inn(G) <Aut(G).

Os seguintes subgrupos de um grupo G serao considerados no decorrer desta

tese.

e Z(G) = {x € G;xg = gx,para todo g € G} é chamado o centro de G.

Para cada x € G o subgrupo Cg(x) = {g € G;gx =xg} é denomiado o centrali-

zador de x em G.

e Se H < G entao o subgrupo Cg(H) = {g € G;gh = hg,para todo h € H} é dito

o centralizador de H em G.

e Se H < G entao o subgrupo Ng(H) = {g € G;h® € H,para todo h € H} ¢

chamado o normalizador de H em G.
Lema 1.1 (Robinson, [29]). Para um grupo G valem os sequintes resultados.
1. Z(G)<G e G/Z(G) = Inn(G).
2. Se x € G entio |x°| = |G : Cg(x)|.

3. Se H<G entio C6(H)ING(H) e Ng(H)/Cg(H) € isomorfo a um subgrupo de
Aut(H).

Sejam x,y elementos de um grupo G. O elemento x~'y~!xy é chamado o
comutador de x e y e sera denotado por [x,y]. O subgrupo de G gerado por todos os

comutadores [x,y], onde x,y € G é chamado o subgrupo derivado de G e seré denotado
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por G'. Sejam k>3 e g1,...,8 elementos em G. Entao o comutador de peso k de

g1,---,8k ¢ definido indutivamente como

(81,82, .8k = [lg1,- - 8k—1], 8k]-

O préximo lema descreve algumas propriedades de comutadores em um

grupo.

Lema 1.2 ([29], 5.1.5, p. 123). Sejam x,y,z elementos de um grupo G. Entdo:
1 [yl =
2. [y,2] =[x, 2P [y 2] = 2l 23] [ 2]
3. [e,yz] = 2] b yl© = 2] eyl x, 2l

O seguinte resultado é bem conhecido e sua demonstracao pode ser obtida
em [14].

Lema 1.3 ([14], Lema 2.2.2, p.19). Sejam n um inteiro positivo e G um grupo.

Suponha que x ey sejam elementos de G tais que [x,y,y] = 1. Entdo [x,y]" = [x,y"].

Dados dois subconjuntos nao vazios X e Y de um grupo G, denotaremos por

[X,Y] o subgrupo gerado pelo conjunto
{[x,y;x€X,yeY}.
Em particular, se H,K forem dois subgrupos de G entao
[H,K| = ([h,k];h € H,k € K).

Se n for um inteiro positivo, definimos recursivamente os subgrupos [H,0K|] = H e
paran > 1
[HanK] - [[Hﬂ’l—] K]7K]

Lema 1.4 ([15], Lema 4.1). Se H e K sao subgrupos de um grupo entao
|H,K]<(H,K).

Lema 1.5 ([29], 5.1.6, p.124). Sejam X um subconjunto e K um subgrupo de um
grupo. Entao:
1 (xK) = (X, X, K))

2. {([X,K%) = [X,K].
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3. Se K= (Y) entio [X,K] = ([X,Y]X).

Se o for um automorfismo de um grupo G entao denotaremos o elemento

g 'g* por [g,a]. Assim, podemos definir o subgrupo
[G.o] =([g,a];g € G).

Se A < Aut(G) entao A é chamado um grupo de automorfismos de G. Para um grupo
de automorfismos A de um grupo G, os seguintes subgrupos de G serao considerados

nessa tese.

e O comutador de G e A,
[G,A] = ([G,0]; a0 € A).

e O grupo dos pontos fixos de A (também conhecido como o centralizador de A
em G),
Cc(A) = (g € G,g* = g, para todo o € A).

Lema 1.6 ([15], Lema 4.28). Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito
G e suponha que (|G|, |A]) = 1. Entdo

G = Cs(A)[G,A].

Uma a¢do de um grupo G em um grupo H é um homomorfismo de G em
Aut(H). Uma agao 0 de G em H é dita fiel se seu nucleo for trivial. Note que quando
um grupo G age fielmente sobre um grupo H entao claramente G pode ser visto
como um grupo de automorfismos de H. Por fim, uma acao de G em H é chamada

trivial se ela fixar todo elemento de H.

Lema 1.7 ([15], Lema 4.29). Seja A um grupo finito agindo sobre um grupo finito
G e suponha que (|G|,]A|) = 1. Entdo [G,A,A] = [G,A].

Lema 1.8 ([36], Lema 2.2). Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G
com (|Al],|G|) = 1. Suponha que B seja um subconjunto normal de A tal que A= (B).
Seja i > 1 um inteiro. Entao [G,A] € gerado por subgrupos da forma [G,by,...,bi,
onde by,...,b; €B.

O proximo resultado é conhecido como o Lema dos Trés Subgrupos.

Lema 1.9 ([29], 5.1.10, p.126). Sejam H,K,L subgrupos de um grupo G. Suponha
que [H,K,L] =1=[K,L,H|. Entio [L,H,K]=1.
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Lema 1.10 ([6], Lema 1.6). Sejam N,Hy,...,H; subgrupos de um grupo G. Suponha
que NJG. Se K = (Hy,...,H) entdo

IN,K] = [N,Hi]...[N,H].

Demonstragao. Observe que [N,K] = {([x,k];x € N,k € K). Como K = (Hy,...,H)),
temos que dado k € K entao k = hj, ... h;;, com h;; € H;; para todo j=1,...,s, onde
1<iy,...,ig <Il. Sendo N 4G, dado x € N segue que

N
[x,hil ---his] € H[N,Hij].
j=1
Portanto concluimos que [N,K]| < [N,H;|...[N,H;]. A outra inclusao ¢ imediata. O

lema esta provado. O

Um grupo finito P é dito ser um p-grupo se |P| = p", para algum primo p e

para algum inteiro positivo n.

Teorema 1.11 ([14], Teorema 1.2.14, p.8). Um p-grupo abeliano finito P € o produto
direto de subgrupos ciclicos Hj,1 <i<n. Além disso, o inteiro n e as ordens |H;| sdo

unicamente determinados.

Nas condigbes do Teorema 1.11 se |H;| = p®, diremos que P é do tipo
(p1,p2,...,p%). Em particular, um grupo do tipo (p,p,...,p), é chamado de p-
grupo abeliano elementar.

Dado um p-grupo finito P (p primo), para cada i > 1 defina o seguinte
subgrupo

Qi(P) = {xe Pix¥ = 1}.

Decorre do Teorema 1.11 que se P for abeliano entao o subgrupo Q;(P) é abeliano

elementar .

Teorema 1.12 ([14], Teorema 2.1.6, p. 18). Se P for um p-grupo abeliano finito

entdo o subgrupo Q;(P) € caracteristico em P para todo i.

Teorema 1.13 ([14], Teorema 5.2.4, p. 178). Seja A um p’-grupo de automorfismos
de um p-grupo abeliano P. Suponha que A age trivialmente sobre Qy(P). Entao A= 1.

Teorema 1.14 ([14], Teorema 5.2.3, p.177). Seja A um p'-grupo de automorfismos

de um p-grupo abeliano P. Entao

P =Cp(A) x [P.A].
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1.0.1 Subgrupos de Hall

Seja T um conjunto nao vazio de ntimeros primos. Um inteiro positivo n é
dito um m-ntimero se todo divisor primo de n pertence a . Um elemento x de um
grupo finito é chamado um 7-elemento, se a ordem de x for um m-nimero. Por fim,
um grupo finito G é chamado um %-grupo, se todo elemento de G for um m-elemento.
O complementar do conjunto T (isto é, os nimeros primos que nao pertencem a T)
ser4 denotado por 1.

Um subgrupo H de um grupo finito G é chamado um n-subgrupo de Hall
de G se, H for um m-grupo e se |G : H| for um '-ndmero. Note que, se H for um

n-subgrupo de Hall de G entao
(IH|,|G: H]) = 1.

Os m-subgrupos normais de um grupo G possuem um comportamento
interessante. De fato, suponha que H e K sejam m-subgrupos com K < G. Entao
HNK e HK/K sao m-grupos, de modo que, podemos concluir que HK é um 7-grupo.
Consequentemente, o subgrupo gerado por todos os T-subgrupos normais de G é um
m-grupo. Esse é o unico ®-subgrupo normal maximal de G o qual denotaremos por
Ox(G).

1.1 Subgrupos verbais

Uma palavra de grupo, ou simplesmente uma palavra ¢ um elemento nao

trivial do grupo livre F = F(X) onde X é um conjunto de geradores livres {x1,x2,... }.

Considere w = w(xy,...,x;) uma palavra. Podemos escrever
_ 4 g
w=x"... Xk
onde nj é um inteiro e i; € {1,...,s}, j=1,...,k. Nesta tese, consideraremos todas

as palavras em sua forma reduzida. Para uma referéncia mais detalhada sobre o
assunto consultar Robinson [29, Capitulo 2] ou Johnson [17, Capitulo 1].

Uma palavra w = w(xy,...,x;) pode ser sempre vista como um funcao
definida em qualquer grupo. Um elemento g de um grupo G é chamado um w-
valor de G se existirem gi,..., g € G tais que g = w(g1,...,gs). Denotaremos por G,

o conjunto de todos os w-valores de G, isto é,

Gy ={w(g1,.-..85):8i € G}.
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O subgrupo verbal associado a palavra w, o qual denotaremos por w(G), é o subgrupo

gerado pelo conjunto G, isto é,

w(G) = (w(g1,.-.,85):8i € G).

Dado um homomorfismo de grupos & : G — H e uma palavra w, entao para
g1,---,8s € G vale que w(gi,...,8:)% =w(g},...,8y). Consequentemente, w(G)* <
w(H). Em particular, todo subgrupo verbal de um grupo G é normal.

A seguir apresentamos alguns exemplos de palavras.

Exemplo 1.15. Sejam F = F(X) um grupo livre e X um conjunto de geradores

livres. Sao palavras:
1. O comutador (de peso 2) w = [x;,xj], nos geradores x;,x;,i # j;

2. Para k > 1, a k-ésima palavra central inferior Vi, € definida indutivamente,

da sequinte forma:

Yi(x1) =x1,  Ye(xrs. o, x0) = Y1 (21, Xk—1), X,

onde x; € X para todo i.

3. Para k>0, a k-ésima palavra derivada Oy, € definida indutivamente, da

sequinte forma:

8()()61) = X1, Sk(xl,...,xzk) = [Sk_l(X1,...,xzk—l),Sk_](xzk—l_H,...,)Czk)],

com x; € X para todo i.

Um elemento g de um grupo G é chamado um 7Y;-comutador se existirem
g1,---,8k elementos em G tais que g = Yk(g1,-..,8%). Analogamente, um elemento

g € G ¢é dito um Og-comutador, se existirem gi,...,g, elementos em G tais que

2="30k(g1,---,8k)-

Lema 1.16 ([24], Lema 2.6). Sejam k > 0 um inteiro, G um grupo e y € G um
elemento qualquer. Se xi,...,x; sdo Ox-comutadores entdo [y, xi,...,x;] € também um

Ok -comutador.

Os seguintes subgrupos serao considerados no decorrer dessa tese.

%W (G) = (V(g1,-.-,8¢):8i € G).
G = (Ok(g1,---,84);8i € G).
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O subgrupo Y(G) é chamado o k-ésimo termo da série central inferior de
G, enquanto o subgrupo G® é chamado o k-ésimo subgrupo derivado de G (ou
simplesmente, a k-ésima derivada de G). Um grupo G é dito nilpotente (de classe
< k) se %k+1(G) = 1. J4 G é chamado um grupo solivel (de comprimento derivado
<k)se G =1.

O seguinte teorema é conhecido como o Teorema de Fitting.

Teorema 1.17 ([29], 5.2.8, p.133). Sejam H e K dois subgrupos normais nilpotentes
de um grupo. Suponha que H possua classe de nilpoténcia ¢ e que K possua classe
de nilpoténcia cy. Entao HK € nilpotente e possui classe de nilpoténcia no mdximo

c1tc.

O subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de um grupo
G ¢é chamado o subgrupo de Fitting de G e serd denotado por F(G). Se G for finito
entdo F(G) é nilpotente.

Se G for um grupo finito e n um inteiro positivo, defina recursivamente, os

seguintes subgrupos F,(G). Considere Fy(G) =1 e para cada n > 1, defina
Fy(G)/Fa1(G) = F(G/Fy1(G)).

Entao

1=F(G) <F(G)=F(G)<h(G)<...,

é chamada a série superior de Fitting. Um grupo (finito) G é soluvel se, e somente
se, F,(G) = G para algum inteiro n. O menor inteiro n tal que F,(G) = G é chamado
a altura de Fitting de G (veja Robinson [29], 5.4.5, p. 149).

1.2 Grupos localmente finitos

Um conceito que utilizaremos e que sera muito importante ao longo desta
tese é o de grupos localmente finitos. Dedicamos essa secao a definir e apresentar
algumas propriedades sobre tais grupos.

Seja x um elemento de um grupo G. Diremos que x possui ordem finita,
digamos n, se o subgrupo ciclico (x) tiver ordem n. Se (x) for infinito entao diremos
que x possui ordem infinita. Escreveremos |x| para nos referirmos a ordem do
elemento x.

Um grupo é dito periddico (ou de tor¢ao) se todos seus elementos possuem
ordens finitas. Se as ordens dos elementos de um grupo sao finitas e limitadas, entao

o grupo ¢ dito de expoente finito. O expoente de um grupo é entao o minimo miltiplo
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comum entre as ordens de todos os elementos. Obviamente, um grupo finito possui

expoente finito e grupos com expoente finito sao grupos perioddicos.

Lema 1.18 ([33], 195, p.75). A classe dos grupos periddicos € fechada a subgrupos,

quocientes e extensoes de seus membros.

O seguinte resultado é bem conhecido. Uma demonstragao para tal fato pode ser
deduzida dos resultados de Robinson [29, 4.2.9] e [29, 4.2.10], p.103.

Lema 1.19. Sejam m e n dois inteiros positivos. Suponha que G seja um grupo

abeliano m-gerado de expoente n. Entdo |G| < m".

Um grupo G é chamado localmente finito se todo subgrupo finitamente
gerado de G for finito. Em particular, todo grupo localmente finito é periddico.

Nao é dificil ver que a classe dos grupos localmente finitos é fechada com
respeito a subgrupos e imagens homomorficas. O teorema a seguir (devido a Schmidt

[35]) garante que a classe dos grupos localmente finitos é fechada a extensoes.

Teorema 1.20 ([30], Teorema 1.45). Se N for um subgrupo normal de um grupo G

tal que N e G/N sejam localmente finitos, entao G € localmente finito.
O proximo resultado é bem conhecido.
Lema 1.21 ([33], 455, p.195). Um grupo solivel e periddico € localmente finito.

Lema 1.22 ([24], Lema 2.9). Seja X um conjunto normal em um grupo localmente
finito G. Se a for um elemento de G tal que o conjunto aX seja finito, entdo o

conjunto a) ¢ também finito.

Demonstragdo. Sejam xi,...,x, elementos de X tais que a® = {a*!,...,a™}. Consi-
dere Y = (x1,...,x,). Note que Y é finito, pois G é localmente finito. Consequente-
mente, a classe de conjugacdo a' é também finita. Seja N = (X). Afirmamos que
aV =a". De fato, seja y € N. Logo y pode ser escrito como um produto y =y ...y,
onde y; € X, para todo i € {1,...,m}. E claro que a¥ C aV. Assim, para concluirmos
a demonstracao do lema, é suficiente que mostremos que @* € a¥. Se m = 1 entéao
@ €{a",...,a"} Ca¥. Assim, podemos assumir que m > 2 e utilizarmos inducio
sobre m. Suponha que @' = a*'. Para cada i =2,...,m, seja z; = xly,-xl_]. Sendo X

um subconjunto normal em G, segue que z; € X, para todo indice i. Entao

& = 2eIm

. ImX
aZZ ImX1 .

Por inducdo sobre m, segue que a2 € q¥. Uma vez que x; € Y, segue que

(a2 =@ € a¥'. O lema estd provado. O
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Observacao 1.23. De forma mais geral podemos definir grupos localmente-X, onde
X € um propriedade de grupo. Seja X wma propriedade de grupo (por exemplo,
finitude, nilpoténcia, etc). Um grupo G € dito um localmente-X (ou localmente X-

grupo) se cada subgrupo finitamente gerado de G for um X-grupo.

1.3 Grupos que possuem coberturas finitas

Uma cobertura de um grupo G é uma familia {S;};c; de subconjuntos de

G tais que G = USi' Se {H,}ier for um cobertura de G por subgrupos, é natural
il

indagarmos quais informacoes sobre G podem ser deduzidas a partir de propriedades

dos subgrupos H;. Observe que todo grupo pode ser coberto por subgrupos ciclicos.

De fato, G = U (x). Assim, faz sentido que consideremos apenas coberturas por um

xeG
nimero finito de subgrupos. No caso em que a cobertura ¢é finita, muito pode ser dito

sobre a estrutura do grupo G. O primeiro resultado nesta direcao foi apresentado por
Baer (veja Neumann [25]), onde ele provou que um grupo G admite um cobertura
por um numero finito de subgrupos abelianos se, e somente se, G for central-por-
finito | isto é, se |G : Z(G)| for finito. A parte nao-trivial disso pode ser deduzida do

seguinte resultado devido a B.H. Neumann [26].

n

Lema 1.24 ([30], Lema 4.17). Seja G = USig,-, onde Si,...,S, sao subgrupos de
i=1

G (ndo necessariamente distintos). Entao podemos omitir desta unido qualquer S;g;

para 0os quais o indice |G : S;| seja infinito.

Além disso, foi observado por Baer que se um grupo possui uma cobertura
por um nimero finito de subgrupos ciclicos entao esse grupo é ciclico ou finito (veja
Robinson [30, p.123], coroldrio do Teorema 4.33). Mais recentemente, Fernandez-
Alcober e Shumyatsky provaram em [10] que, se um grupo G é tal que o conjunto de
todos os comutadores esta contido em uma uniao de um numero finito de subgrupos
ciclicos, entao G’ ¢ finito ou ciclico. Isso sugere a questao sobre a estrutura de grupos
para os quais o conjunto de todos os yr-comutadores (ou, todos os §-comutadores,
respectivamente) esteja contido em uma unido de um ndmero finito de subgrupos
ciclicos. Em [7] Cutolo e Nicotera mostraram que se um grupo G é tal que o conjunto
de todos os yr-comutadores esteja contido em uma unidao de um numero finito
de subgrupos ciclicos entao Y (G) é finito-por-ciclico. Até o momento ainda néo

¢ conhecido um resultado similar para as palavras derivadas 8.
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1.4 Grupos com classes de conjugacao finitas

Um elemento g de um grupo G é chamado um FC-elemento se g possuir
apenas um nimero finito de conjugados em G, isto é, se a classe de conjugacao g©
for finita ou, equivalentemente, se o indice |G : C(g)| for finito. E um resultado bem

conhecido que em um grupo G os FC-elementos formam um subgrupo caracteristico.

Lema 1.25 ([29], 14.5.5, p.441.). Em qualquer grupo o conjunto dos FC-elementos

forma um subgrupo caracteristico.

O conceito de FC-elemento pode ser visto como uma generalizacao de um
elemento do centro de um grupo (é claro que tais elementos possuem apenas um
conjugado). Por essa razao o subgrupo de todos os FC-elementos é chamado de
FC-centro de G. Observe que o centro de G esta contido no FC-centro de G.

Um grupo é chamado um FC-grupo se ele coincide com seu FC-centro. Em
outras palavras, um grupo G é um FC-grupo se, x© for finito para todo x € G. Em
particular, os grupos abelianos e todos os grupos finitos sao FC-grupos.

Nao ¢ dificil verificar que a classe dos FC-grupos ¢é fechada com respeito
a formacao de subgrupos, imagens homomorficas e produtos diretos. O seguinte
resultado é devido a Dietzmann, e sua demonstracao pode ser obtida em Robinson
29, 14.5.7], p.442 (veja também Robinson [30, Corolario 2], p.45).

Lema 1.26 (Lema de Dietzmann). Seja X um subconjunto finito e normal de um
grupo G. Suponha que todos os elementos de X possuam ordens finitas. Entio (X) é
finito. Em particular, se a € G for um elemento de ordem finita, que possui apenas

um naimero finito de conjugados entio (a®) ¢ finito.

O préximo resultado é devido a Baer e sua demonstracao pode ser obtida, por

exemplo, em [29].

Lema 1.27 ([29], 14.5.6, p.442). Se G for um FC-grupo entio G/Z(G) € um grupo

de tor¢ao residualmente finito.

Recorde que um grupo G é residualmente finito se dado g # 1 em G existir
N <G tal que g ¢ N e G/N seja finito.

O seguinte resultado descreve a estrutura de FC-grupos.
Lema 1.28 ([30], Teorema 4.32). Seja G um FC-grupo. Entdo:
1. G/Z(G) é localmente normal e finito.

2. Os elementos de ordem finita em G formam um subgrupo localmente normal

e finito que contém o subgrupo G'.
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O seguinte resultado descreve os FC-grupos periddicos.

Lema 1.29 ([29], 14.5.8, p.443). Um grupo periédico G é um FC-grupo se, e somente
se, cada subconjunto finito de G estiver contido em um subgrupo normal e finito em
G.

Um grupo G é chamado um BFC-grupo se existir um inteiro positivo m tal
que [xY| < m para todo x € G, ou seja, nenhum elemento em G possui mais do que m
conjugados. E claro que todo BFC-grupo é um FC-grupo. O seguinte resultado de

B.H. Neumann descreve os BFC-grupos, em termos de seus subgrupos derivados.

Lema 1.30 ([29], 14.5.11, p. 444). Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente se,
o subgrupo derivado G' for finito.

O préximo resultado é conhecido como Teorema de Schur.

Lema 1.31 ([30], Teorema 4.12). Seja G um grupo tal que |G : Z(G)| =n. Entio G'
¢ finito e (G')" = 1.

Além disso, Wiegold [42] determinou um limitante para a ordem de |G'| em
termos da ordem de [x|.
Teorema 1.32 ([42], Teorema 4.7). Se G for um BFC-grupo, tal que |x°| < n para

todo x € G. Entao G' possui ordem n-limitada.

1.4.1 FC(w)-grupos

Uma noc¢ao importante que sera considerada nessa tese é a de classe de
conjugacao verbal. Dada uma palavra w, para cada elemento x de um grupo G o
conjunto x% é chamado a classe de conjugacdo verbal de x em G.

Em [11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky introduziram uma generali-
zacao ‘verbal’ de FC-grupos e apresentaram resultados importantes sobre grupos
com restricoes em classes de conjugacao verbal. Mais precisamente, consideraram
a seguinte situagao. Dada uma palavra w, um grupo G é chamado um FC(w)-
grupo se xO for finito para todo x € G. Por analogia, em [5] Brazil, Krassilnikov
e Shumyatsky introduziram a nogdo de BEC(w)-grupos. Assim, um grupo G foi cha-
mado um BFC(w)-grupo se x%» for finito para todo x € G e, se o nimero de elementos

e1m )CGW

for limitado por uma constante que nao dependa da escolha do elemento x.
Em outras palavras, G é um BFC(w)-grupo se existe um inteiro positivo m tal que
1xO%| < m para todo x € G.

Uma palavra w é dita concisa se sempre que o conjunto dos w-valores for

finito para um grupo G entao isso acarrete a finitude do subgrupo verbal w(G).
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Sejam G um grupo e w uma palavra. Na década de 1960, P. Hall questionou se toda
palavra seria concisa, porém a resposta para esse problema é nao. Em [16] Ivanov
provou que este problema possui solu¢ao negativa, em sua forma geral (veja também
Olshanskii [27, p.439]). Por outro lado, muitas palavras importantes sdo concisas.
Por exemplo, Turner-Smith mostrou em [41] que as palavras Y e & eram concisas
([41, Proposicao 6], p.175). Outros resultados sobre palavras concisas podem ser
encontrados em Merzlyakov [23] e Wilson [43].

Um subgrupo H de G é dito FC-imerso em G se x! for finito, para todo x € G
e H é dito ser BFC-imerso em G se o nimero de elementos em x for limitado por
uma constante que nao dependa da escolha do elemento x. Considere uma palavra w
e G um grupo, tal que o subgrupo verbal w(G) seja FC-imerso em G. Entao G é um
FC(w)-grupo. O principal resultado de [11], caracteriza os FC(w)-grupos, em termos
do subgrupo verbal, e garante que a reciproca desse fato é também verdadeira, desde

que a palavra w seja concisa.

Teorema 1.33 ([11], Teorema A.). Sejam w uma palavra concisa e G um FC(w)-

grupo. Entdo o subgrupo verbal w(G) é FC-imerso em G.

O seguinte resultado é uma extensao do Lema 1.28, que garante que o grupo

quociente G/Z(G) é localmente finito, desde que G seja um FC-grupo.

Proposicao 1.34 ([11], Proposigao 2.4). Sejam w uma palavra concisa e G um

FC(w)-grupo. Entio o grupo quociente G/Cg(w(G)) € localmente finito.
Como consquéncia da Proposicao 1.34, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.35 ([11], Corolério 2.5). Sejam w uma palavra concisa e G um FC(w)-

grupo. Entdo o subgrupo [G,w(G)] € localmente finito.
O seguinte resultado generaliza o Lema de Dietzmann (Lema 1.26).

Corolario 1.36 ([11], Corolério 2.6). Sejam n um inteiro positivo, w =", a n-ésima
palavra central inferior e G um grupo. Se x for um elemento de G que possua ordem
finita e se a classe de conjugacdo verbal xXO for finita, entdo o subgrupo (x®) ¢é

localmente finito.
Com as notagoes estabelecidas anteriormente, o seguinte resultado é imediato.

Lema 1.37. Seja G um FC(w)-grupo periddico, onde w = 8 ou w =Y. Entao G é

localmente finito.

Demonstragao. Primeiramente, considere w = ;. Entao [G, G(k)] ¢é localmente finito

k+1)

(Corolério 1.35). Consequentemente, G ¢ localmente finito. Logo o quociente
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G/ G*+1) & um grupo soltivel e periddico e, portanto é localmente finito (Lema 1.21).
Disto segue que G ¢é localmente finito (Teorema 1.20).

Seja w = Y, entao Yi+1(G) = [G,Y%(G)] ¢ localmente finito (Corolario 1.35).
Portanto, G/¥r+1(G) é um grupo periédico e nilpotente e portanto é localmente

finito (Lema 1.21). O lema esté provado. O

Em [5] Brazil, Krassilnikov e Shumyatsky, apresentaram o seguinte resultado
que caracteriza os BFC(w)-grupos, em termos do subgrupo verbal w(G), desde que

a palavra w seja concisa. Mais precisamente, provaram o seguinte resultado.

Teorema 1.38 ([5], Teorema 1.2). Seja w uma palavra concisa. Um grupo G € um

BFC(w)-grupo se, e somente se, w(G) for BFC-imerso em G.

1.5 Grupos hipercentrais

Seja o um ordinal. Podemos definir a série (transfinita e generalizada)

central superior de um grupo G como:

Za+1(G)/Za(G) = Z(G/Za(G)),

juntamente com a seguinte condicao de completude

ZX(G) - U Zoc(G)a

<A

onde A é um ordinal limite. Uma vez que a cardinalidade de G nao pode ser
excedida, existe um ordinal B tal que Zg(G) = Zg(G) = ..., isto é, existe um
subgrupo terminal, chamado o hipercentro de G. Por simplicidade, dado um grupo
G, denotaremos o hipercentro de G por Z.(G). E usual nos referirmos ao subgrupo
Zo(G) como o o-ésimo centro de G. Um grupo G é chamado de hipercentral se
G =Z.(G).

Um subgrupo H de um grupo G é dito ascendente (em G) se existir uma

série ascendente de H em G, isto é, se existir
H=Hy<H <---Hy=G.

Combinando os resultados [29, 12.2.1] e [29, 12.2.4] de Robinson, concluimos
que em grupos hipercentrais todo subgrupo ¢é ascendente. Destacamos esse resultado

na forma da seguinte proposicao.
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Proposicao 1.39. Todo subgrupo de um grupo hipercentral é ascendente.

1.6 Grupos de Chernikov

O objetivo dessa segao é introduzir os grupos de Chernikov, notacoes
e algumas propriedades relacionadas a esses grupos, que terao um papel muito
importante nos Capitulos 2 e 3, onde estudaremos propriedades de determinadas
classes de conjugacgao verbal de um grupo que estejam contidas em uma uniao de
um numero finito de subgrupos de Chernikov. Além disso, abordaremos os grupos
radicaveis que também serao muito importantes para os resultados obtidos nesta
tese.

Comecamos com a nocgao de grupos quase-ciclicos. Considere p um ntmero
primo e para cada inteiro i, seja C, um grupo ciclico de ordem pi. Existe uma
maneira natural de vermos cada subgrupo C,; como um subgrupo de C,i+1, de modo

que podemos considerar que
1<Cp <Cp<Cp<....

Defina -
Cr-=|JCp.
n=0

Para cada primo p, o grupo Cp= é chamado um p-grupo quase-ciclico (ou um p-grupo
de Priifer).

E bem conhecido que todo subgrupo préprio de Cp~ é Cpn para algum inteiro
ne que Cpe/Cpn = Cp=. Assim, Cp= é um grupo infinito no qual todo subgrupo préprio
é ciclico finito e, tal que todo quociente préprio é isomorfo & Cp~ (veja Rose [33],
p.52).

Um grupo G é chamado um grupo radicdvel (divisivel) se todo elemento
for uma n-ésima poténcia para todo inteiro positivo n. Assim, se G for um grupo
radicavel segue que dado g € G e um inteiro positivo n, existe g1 € G tal que g} = g.
Em particular, note que para cada primo p, o grupo quase-ciclico Cp~ é radicével.

O seguinte resultado é uma caracterizacao da estrutura de grupos abelianos

radicaveis.

Teorema 1.40 ([29], 4.1.5, p.97). Um grupo abeliano G € radicdvel se, e somente
se, for um produto direto de copias isomorfas de Q e de p-grupos quase-ciclicos,

para varios primos p.
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Em particular, decorre do Teorema 1.40 que se G for periédico entao G sera
um grupo abeliano e radicavel se, e somente se, for um produto direto de grupos

quase-ciclicos.

Corolario 1.41. Um grupo abeliano periodico € radicdvel se, e somente se, for um

produto direto de p-grupos quase-ciclicos, para varios primos p.

Os seguintes resultados embora sejam elementares sao importantes e serao

lteis ao longo dessa tese.

Lema 1.42 ([33], 470(iv), p.202). Se G for um grupo abeliano radicdvel nao-trivial
entao G nao pode ser finitamente gerado. Em particular, grupos abelianos radicdveis
nao triviais sao infinitos.

Lema 1.43 ([12], Ex. 2(b), p.67). Se G for um grupo radicdvel nao-trivial, entio G
nao possui subgrupos proprios de indice finito.

Demonstracao. E suficiente que mostremos que G nao possui subgrupos normais
de indice finito. Seja N um subgrupo normal de indice finito em G. Suponha que
|G : N| = k. Logo x* € N para todo x € G. Seja g € G. Uma vez que G é radicével
existe z € G tal que g = z*. Consequentemente g € N e assim G =N. O lema estd

provado. O

O seguinte resultado é uma consequencia direta do Lema 1.43.

Corolario 1.44. Sejam Ay,...,A, subgrupos abelianos e radicdveis de um grupo G.

Se G = (Ay1,...,A,) entao G ndo possui subgrupos proprios de indice finito.

Demonstracao. Seja 1 # H um subgrupo préprio de indice finito em G. Entao HNA;

possui indice finito em A; para todo i = 1,...,n e assim pelo Lema 1.43 segue
que HNA; =A;. Logo A; < H, para todo indice i =1,...,n. Como G = (Ay,...,A,)
concluimos que G < H, uma contradigao. O lema esta provado. O]

O proximo resultado garante que, em particular, subgrupos quase-ciclicos

de FC-grupos sao centrais.

Teorema 1.45 ([40], Teorema 1.9). Seja H um subgrupo de um FC-grupo G. Se H
nao possui subgrupos proprios de indice finito entao H é um grupo abeliano radicdvel
contido em Z(G).

Observe que o grupo dos racionais (em rela¢do a soma) é radicavel, porém
o subgrupo dos ntdmeros inteiros (vistos como subgrupo de Q) nao é radicdvel.
Assim, a classe dos grupos radicaveis nao é fechada com respeito a subgrupos. O
préximo resultado, cuja demonstracao pode ser obtida na segao §23 (“Complete
abelian groups”) de Kurosh [21], garante que a classe dos grupos abelianos radicaveis

é fechada a quocientes.
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Lema 1.46 ([21], p.163). Todo quociente de um grupo abeliano radicdvel € radicdvel.

O préximo resultado garante que grupos abelianos gerados por subgrupos

radicéveis sdo radicaveis.

Lema 1.47 ([21], p.194). Um grupo abeliano gerado por subgrupos radicdveis €

radicqvel.

Demonstragao. Seja I um conjunto de indices e suponha que G = (A;,i € I), onde A; é
um subgrupo radicavel para todo i € I. Dados g € G e n um inteiro positivo, devemos
mostrar que existe g1 € G tal que g} = g. Como g € G temos que g = a;, ...q;,, onde
ai; €A;; com ij € I para todo j=1,...,r. Uma vez que A;; ¢ radicavel existe b; € A;;
tal que a;;, = b?. Logo

g=aj ...aj = (by...b;)".

Portanto g1 = by ...b, ¢ um elemento de G tal que g} = g. O lema estd provado. [

O Lema 1.47 vale de modo mais geral. De fato, podemos deduzir que um
grupo gerado por subgrupos radicaveis que se centralizam é radicavel.

Ainda sobre grupos radicaveis, apresentamos abaixo o seguinte resultado.

Lema 1.48 ([30], Lema 3.13). Seja R um subgrupo normal, abeliano e radicdvel de

um grupo G e seja H um subgrupo de G tal que

R,H|=[R,H,... H =1,

n
para algum inteiro positivo n. Se H/H' for periddico entao [R,H] = 1.

Lema 1.49 ([6], Lema 1.33). Seja A um subgrupo periddico, abeliano e radicdvel de

um grupo G. Se A for ascendente entdo (A®) ¢ abeliano e radicdvel.

Demonstracdo. Suponha que A seja um subgrupo ascendente de G. Seja A =
ApdA; 9---Ag = G uma série ascendente de A em G. Para cada ordinal o < 3
defina Hy = (A%). Entdao Hyy1 < (Aé““> = Aq. Consequentemente, Hy1 normaliza
Hy. Portanto, para 1 < a < os subgrupos Hy, sao os termos de uma série ascendente
de A em Hp = (A%). Suponha por contradicio, que (A%) nio seja abeliano. Seja o o
menor ordinal tal que Hy nao seja abeliano. Entao claramente, 1 < o nao pode ser
um ordinal limite, assim
Hy = <AAQ> = <H321>'

Seja g € Ay. Entao os subgrupos abelianos Hy—1 € Hgfl sao ambos normais em Hy.
Consequentemente,
[H(X—l ) Hg

a—1

HS |]=1.
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Logo, [Ha—1,HS ] =1 (Lema 1.48). Isso mostra que (A¢) = Hy é abeliano, contra-
riando nossa escolha. Portanto, (A%) é abeliano. Além disso, (A%) é radicavel (Lema
1.47). O lema esta provado. O

Os lemas que se seguem sobre grupos radicaveis desempenharao um papel

muito importante na demonstragao do principal resultado do Capitulo 3.

Lema 1.50 ([24], Corolario 2.2). Seja A um subgrupo abeliano e radicdvel de um

grupo nilpotente e periodico G. Entao A € central em G.
O proximo resultado decorre do Lema 1.50.

Lema 1.51. Sejam Ry e Ry dois subgrupos normais, periodicos, abelianos e radicd-

veis de um grupo. Entao o produto RiR, € abeliano.

Demonstracao. Uma vez que R e Ry sao normais, peridédicos e abelianos segue que
o produto RR; é nilpotente de classe menor que ou igual a 2 (Teorema 1.17). Sendo
R) e R, radicaveis, segue que R; < Z(R|R;), parai=1,2 (Lema 1.50). Portanto, R|R;

é abeliano. O lema esta provado. O

O Lema 1.51 pode ser estendido, por indug¢ao para um ntmero finito de
tais subgrupos, isto é, se Ry,...,R; forem subgrupos normais, periddicos, abelianos
e radicaveis entao o produto R = R ...R; é abeliano. Destacamos esse fato na forma

do seguinte corolério.

Corolario 1.52. Sejam Ry,...,R; subgrupos normais, periodicos, abelianos e radi-

caveis de um grupo G. Entao o produto RiR>...R; € abeliano.

Lema 1.53 ([24], Corolario 2.3). Seja A um grupo periddico agindo sobre um grupo
periodico, abeliano e radicdvel G. Entao [G,A,A] = [G,A].

Lema 1.54 ([24], Lema 2.4). Seja A um grupo finito agindo sobre um grupo

periddico, abeliano e radicdvel G. Entao [G,A] € radicdvel.

Demonstracao. Uma vez que

[G. Al =]]IG.dl.
acA
para mostrarmos que [G,A] é radicavel é suficiente que provemos que [G,a] é radicdvel
para todo a € A (Lema 1.47).
Sejam x € [G,a] e n um inteiro positivo. Entao existe g € G tal que x = [g,q].
Sendo G radicdvel, existe g1 € G tal que g} = g. Por outro lado, como G ¢ abeliano,
segue que

[g1,a]" = [g7,d].
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Assim x; = [g1,a] é um elemento de [G,a] tal que x| = [g,a] = x e, conse-

quentemente [G,a] é radicdvel. O lema estd provado. O]

Diremos que um grupo G satisfaz a condi¢cao minimal para subgrupos, ou
simplesmente, que G satisfaz min, se todo subconjunto nao vazio S, constituido
de subgrupos de G e parcialmente ordenado pela relacao de inclusao, possuir um
elemento minimal, isto é, existir H C § com a propriedade de que nao exista L C S
tal que LC H.

Note que todos grupos finitos claramente satisfazem a condicao minimal
para subgrupos. Além disso, para cada primo p, o p-grupo quase-ciclico Cp= satisfaz
min, uma vez que seus subgrupos préprios sao finitos.

Diremos que um grupo G satisfaz a condicao de cadeia descendente para
subgrupos se, toda sequéncia descendente de subgrupos H; > Hy > ..., em G
se torna eventualmente estaciondria, isto €, existe um inteiro positivo n tal que
Hy=Hp 1 =....

O seguinte resultado garante que um grupo satisfaz min se, e somente se,
ele satisfaz a condigao de cadeia descendente para subgrupos. O proximo resultado
¢é bem conhecido. A versao que apresentamos para este resultado pode ser obtida na
tese de doutorado de Enio [22, Teorema 1.7.5]

Lema 1.55. Um grupo G satisfaz min se, e somente se, G satisfaz a condi¢ao de

cadeia descendente para subgrupos.

Definicao 1.56. Diremos que um grupo G é de Chernikov se G for uma extensao

finita de um grupo abeliano satisfazendo a condigdo minimal para subgrupos (min).

E devido a Kuros um resultado bem conhecido, que afirma que um grupo
abeliano satisfaz min se, e somente se, for um produto direto de um nitmero finito
de grupos quase-ciclicos e grupos ciclicos finitos de ordem poténcia de um primo,
a demonstragdo desse fato pode ser obtida em Robinson [29, 4.2.11], p.104 (veja
também Fuchs [12, Teorema 19.2], p. 65). Destacamos esse resultado na forma do

seguinte teorema.

Teorema 1.57 (Kuros). Seja G um grupo abeliano. Entio G satisfaz min se, e
somente se, G for um produto direto de um numero finito de p-grupos quase-ciclicos

e grupos ciclicos de ordem poténcia de um niumero primo.

Observe que um grupo de Chernikov G possui um (tinico) subgrupo de indice
finito que é um produto direto de um nimero finito de grupos quase-ciclicos, o qual
denotaremos por G°. Chamaremos G° a parte radicdvel de G. Note que a parte
radicavel de um grupo de Chernikov G é um subgrupo minimal de indice finito em

G e que, portanto é caracteristico em G.
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Lema 1.58 (Robinson, [30], p.68). Seja G um grupo de Chernikov. Entdo:
1. G € localmente finito.
2. G satisfaz min.
3. G possui expoente finito se, e somente se, for finito.

Os proximos dois lemas nos fornecem uma caracterizagao importante sobre
a parte radicavel de um grupo de Chernikov G. O residual finito de G, o qual
denotaremos por Resy(G), é a intersecao de todos subgrupos normais N em G cujos
quocientes G/N sejam finitos. Observe que Resy(G) é um subgrupo caracteristico
em G e que o quociente G/Res +(G) nao precisa ser necessariamente finito. Porém,
quando G/Resy(G) é finito entao Ress(G) é o menor subgrupo normal de G com

quociente finito.

Lema 1.59 ([22], Lema 1.7.19). Se G for um grupo de Chernikov, entio G° =
Resy(G).

Demonstracdo. Uma vez que G satisfaz min segue que G/Resy(G) é finito. Sendo
G% um subgrupo normal em G de indice finito, segue que Resyp(G) < G°. Considere
0 quociente G’ = G'Res 1(G)/Ress(G). Entao G’ 6 um grupo abeliano e radicével
(Lema 1.46). Além disso, G’ deve ser finito (uma vez que G/Resy(G) é finito).
Portanto G ¢ trivial (Lema 1.42) e consequentemente G° < Res¢(G). O lema estd
provado. O

O proéximo resultado é bem conhecido e, a demonstracao aqui apresentada

¢ uma consequeéncia direta do Lema 1.59.
Lema 1.60. Seja H um subgrupo de wm grupo de Chernikov G. Entio H° < G°.

Demonstragio. O subgrupo H° é minimal de ndice finito em H (Lema 1.59). Seja
H=HNG. Como G° possui indice finito em G segue que H possui indice finito em
H. Como H < H segue que H = Resp(H) <H < G°. O lema estd provado. m

Nao é dificil verificar que a classe dos grupos de Chernikov é fechada para
subgrupos e quocientes. Porém, menos 6bvio é o fato de que a classe dos grupos de
Chernikov seja fechada a extensoes. A seguinte proposigao, garante que de fato a

classe dos grupos de Chernikov é fechada para extensoes.

Proposicao 1.61 ([30], Coroldrio do Teorema 3.12, p.69). A classe dos grupos de

Chernikov € fechada para subgrupos, quocientes e extensdes.
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Por um resultado obtido por Shunkov [39] e independentemente também
por Kegel e Wehrfritz [18, 19] temos que os grupos de Chernikov sao exatamente
os grupos localmente finitos que satisfazem a condigao minimal para subgrupos. A

versao que apresentamos a seguir pode ser encontrada em [19].

Teorema 1.62 ([19], Corolério 5.8). Para um grupo localmente finito G, as sequintes

condicoes sao equivalentes.
1. G ¢ um grupo de Chernikov;
2. G satisfaz a condigao minimal para subgrupos;

3. O centralizador de todo elemento nao trivial de G satisfaz a condi¢ao minimal

para subgrupos;
4. Todo subgrupo abeliano de G satisfaz min.

Seja G° a parte radicével de um grupo de Chernikov G. Suponha que G
possua indice i em G e que G° seja o produto de exatamente j grupos do tipo Cp~,
para varios primos p. O par ordenado (j,i) é chamado o tamanho de G. Quando
necessario, representaremos o tamanho de um grupo de Chernikov G por tam(G). O
conjunto de todos os pares (j,i) pode ser ordenado lexograficamente, isto é, dados
dois pares (j1,i1) e (Ja2,i2) diremos que (ji,i1) < (j2,i2) se, e somente se, j; < jp ou
se j1 = ja el <Ip.

Lema 1.63 (2], Lema 2.7). Seja G um grupo de Chernikov.

1. Se H for um subgrupo proprio de G entao o tamanho de H é estritamente

menor do que o tamanho de G.

2. Se N for um subgrupo normal e infinito de G entdo o tamanho de G/N €

estritamente menor do que o tamanho de G.

No item 2. do Lema 1.63 é importante que N seja infinito. Por exemplo, se
p for um nimero primo entao G = Cp= ¢ um grupo de Chernikov. Note que para
cada inteiro positivo n, o subgrupo N = C,» é um subgrupo normal finito contido em
G. Entretanto, G/N = G e assim possuem o mesmo tamanho.

Um grupo G tem camadas finitas (tradu¢ao do termo em inglés “finite-
layer”) se G possuir apenas um nimero finito de elementos de qualquer ordem dada.

O préximo resultado pode ser encontrado em Robinson [29, Exercicio 4.3.5],
p. 113.

Lema 1.64. Seja p um nimero primo. Um p-grupo abeliano satisfaz min se, e

somente se, tem camadas finitas.
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Uma demonstracao detalhada para o Lema 1.64 pode ser obtida em Garcia
[13, Proposicao 1.23].

O Teorema de Kuros (Teorema 1.57) combinado com o Lema 1.64 nos
fornece que se um grupo abeliano satisfaz min entao esse grupo tem camadas finitas.

Destacamos esse resultado na forma do seguinte corolario.

Corolario 1.65. Se G for um grupo abeliano satisfazendo min entdo G possui

camadas finitas.

O proéximo resultado é bem conhecido e a demonstracao que apresentamos

seré deduzida do Coroléario 1.65.

Lema 1.66. Seja G um grupo de Chernikov. Se G° < Z(G) entio G tem camadas
finitas.

Demonstragao. Seja {di,...,d,} um transversal de G° em G. Recorde que G é
localmente finito (Lema 1.58(1)). Suponha que d; possua ordem m; para todo
i=1,...,n. Consideraremos os elementos de G que possuem ordem m. Se provarmos
que cada classe lateral d;G° que contém um elemento de ordem m possui de fato
somente um numero finito de elementos desta ordem, entao G contera também um
nimero finito de elementos de ordem m. Seja g € d;G° e suponha que g € G possua
ordem m. E claro que existe z € G° tal que g = d;z. Por hipétese G° < Z(G), donde
obtemos que
1=g¢g"=d"7".

Como |d;| = m; segue que " = 1. Entao o ntimero de elementos de d;G® que possuem
ordem m é limitado pelo nimero de elementos de G° que possuem ordem divisora
de mm;. Como G° é abeliano e satisfaz min (Lema 1.58(2)) segue do Corolario 1.65
que G° tem camadas finitas. Portanto apenas um ntmero finito de elementos em G°

possui ordem mm; e, consequentemente G tem camadas finitas. O lema esta provado.
m

Em particular, o Lema 1.66 garante que um grupo radicavel e de Chernikov
possui apenas um nuimero finito de elementos de uma determinada ordem.
O proximo resultado é bem conhecido e garante que um grupo gerado por

um nimero finito de subgrupos de Chernikov que se centralizam é de Chernikov.

Lema 1.67. Seja G um grupo gerado por um numero finito de subgrupos de

Chernikov que se centralizam. Entao G € de Chernikov.

Demonstragao. Sejam Cy,...,C, subgrupos de Chernikov tais que G = (Cy,...,Cp)

com [C;,Cj| =1,i# j com i,j € {1,...,n}. Provaremos o lema por indugao sobre n.
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Se n =1 entao ¢ claro que G é de Chernikov. Suponha n > 2 e, por indugao sobre n
suponha o resultado verdadeiro para grupos gerados por no maximo n— 1 subgrupos
de Chernikov que comutem entre si. Seja N = (Cy,...,C,—1). Entao N é de Chernikov.
Por hipétese, dados i,j € {1,...,n} os subgrupos C; e C; se centralizam e, portanto,
podemos concluir que N é normal em G . Como G/N estd contido na imagem de
C, em G/N segue que G/N é de Chernikov. Como N e G/N sao de Chernikov segue
pela Proposicao 1.61 que G é de Chernikov. O lema esta provado. O]

Para um grupo de Chernikov G, denotaremos por G* o subgrupo [G,GY].

Lema 1.68 ([24], Lema 2.7). Seja G um grupo de Chernikov. Suponha que exista
um inteiro positivo m tal que G possa ser gerado por elementos de ordem dividindo
m. Se G* =1 entao G ¢ finito.

Demonstragdo. Como G* = 1, temos que G° < Z(G). Assim G/Z(G) ¢ finito e,
consequentemente G’ é finito (Lema 1.31). Como G é gerado por elementos de ordem
m, concluimos que G possui expoente finito. De fato, sejam x € G e X sua imagem no
grupo quociente G/G'. Temos que x = x - - x5, onde cada elemento x; possui ordem
dividindo m. As imagens de x; em G/G’' comutam (G/G’ ¢ abeliano) e, assim X" = 1.
Portanto, o grupo quociente G/G’ possui expoente finito. Sendo G finito, concluimos
que G possui expoente finito (Lema 1.18) e, portanto é finito (Lema 1.58 (3)). O

lema esta provado. ]

Lema 1.69 ([24], Lema 2.8). Seja G um grupo tal que (x°) seja de Chernikov, para
todo x € G. Entao todos os subgrupos abelianos e radicaveis de G geram um subgrupo

abeliano e radicdvel.

Um resultado 1til que sera utilizado no decorrer desta tese é o seguinte
teorema acerca de grupos de Chernikov, cuja demonstragao pode ser obtida em
Robinson [30, Teorema 4.23], p.115 (veja também Polovickii [28]).

Teorema 1.70 (Polovickii). Seja G um grupo tal que G/Z(G) seja de Chernikov.
Entao G' é de Chernikov.

1.6.1 Grupos de automorfismos de grupos de Chernikov

Uma questao relevante sobre grupos de Chernikov é o estudo de seus grupos
de automorfismos (veja por exemplo Robinson [30, Capitulo 3]). Em geral, se um
grupo G for de Chernikov entdao nao é verdade que Aut(G) seja de Chernikov. O

seguinte resultado é devido a Baer [4].
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Lema 1.71 ([30], Lema 3.28). Seja G um produto direto de um nimero finito de
grupos do tipo Cp~ (para vdrios primos p) e seja o um automorfismo nao-trivial de
G que fize todo elemento de ordem p e, quando p =2, fixe todo elemento de ordem

4. Entao o possui ordem infinita.

Ainda nesse contexto, o proximo resultado de Baer nos apresenta uma
condigao para que grupos de automorfismos de grupos de Chernikov sejam de

Chernikov.

Teorema 1.72 ([30], Teorema 3.29). Seja A um grupo de automorfismos de um

grupo de Chernikov G. Se A for periddico, entao A € de Chernikov.

Reciprocamente, em Schlette [34] (“The Main Theorem”, p.403, item 4
(b)) foi provado que se G for um grupo periddico, cujos grupos periédicos de
automorfismos sao de Chernikov, entao G é de fato um grupo de Chernikov. O
seguinte resultado é devido a Baer [4] e sua demonstracao pode ser obtida em

Robinson.

Teorema 1.73 ([30], Teorema 3.39.2). Seja A um grupo periddico de automorfismos
de um grupo de Chernikov G. Entio AJANInn(G) € finito.

Corolario 1.74 ([30], Corolario do Teorema 3.29.2, p.85). Seja G um grupo de
Chernikov. Se o centro de G possui indice finito entao qualquer subgrupo periodico

dos automorfismos de G € finito.

Lema 1.75 ([24], Lema 2.5). Seja A um grupo radicdvel e de Chernikov agindo sobre
um grupo de Chernikov B. Entao [B,A,A] = 1.

Demonstragio. Seja BY a parte radicdvel de B. Entao A/Ca(B°) ¢ finito (Teorema
1.73). Observe que A nao possui subgrupos de indice finito (Lema 1.43). Assim,
segue que C4(BY) = A e, portanto, [A,B°] = 1. Por outro lado, B/B° é finito e,
consequentemente, segue que A/Ca(B/B°) é também finito. Novamente, como A nio

possui subgrupos de indice finito, segue que [B,A] < BY. Assim segue que
[B,A,A] < [B®,A] = 1.

O lema esta provado. n

A demonstracao do Lema 1.75, pode ser repetida ainda que seja retirada a

hipdtese de A ser de Chernikov, de modo que vale o seguinte resultado mais geral.

Lema 1.76. Seja A um grupo periddico e radicdvel agindo sobre um grupo de
Chernikov B. Entdo [B,A,A] = 1.
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Observacao 1.77. Mais sobre o matemdtico S. N. Chernikov e o desenvolvimento
da teoria de grupos infinitos pode ser obtido em [8]. Nesse artigo, os autores se
propoem a mostrar o desenvolvimento e a continuacdo dos estudos em que S. N.
Chernikov manteve-se como autor principal e a demonstrar a extensao da influéncia

exercida pelas ideias e resultados de Chernikov na teoria moderna de grupos infinitos.

Com essa observacao encerramos o capitulo.



CAPITULO 2

Um critério para um subgrupo normal

ser de Chernikov

2.1 Resultados obtidos

Se {H;}ie; for uma cobertura de um grupo G por subgrupos, é natural
indagarmos quais informagoes sobre G podem ser deduzidas a partir de propriedades
dos subgrupos H;. No caso em que a cobertura é finita, muito pode ser dito sobre a
estrutura do grupo G. O primeiro resultado nesta diregao foi apresentado por Baer
(veja Neumann [25]), onde ele provou que um grupo G admite um cobertura por
um numero finito de subgrupos abelianos se, e somente se, G for central-por-finito.
Além disso, foi observado por Baer que, se um grupo possuir uma cobertura por um
nimero finito de subgrupos ciclicos entao esse grupo é ciclico ou finito (veja Robinson
(30, p.123], Corolario do Teorema 4.33). Mais recentemente, Ferndndez-Alcober e
Shumyatsky provaram em [10], que se um grupo G é tal que o conjunto de todos os
comutadores esta contido em uma uniao de um numero finito de subgrupos ciclicos
entao G’ é finito ou ciclico. Isso sugere a questao sobre a estrutura de grupos cujo
conjunto de todos os Yr-comutadores (todos os &-comutadores, respectivamente)
esteja contido em uma unido de um numero finito de subgrupos ciclicos. Em [7]
Cutolo e Nicotera mostraram que se um grupo G ¢ tal que o conjunto de todos
0s Yr-comutadores esta contido em uma uniao de um ntmero finito de subgrupos
ciclicos ent@ao Y (G) é finito-por-ciclico. Até o momento ainda nao é conhecido um
resultado similar para as palavras derivadas .

Em [32] Rogério e Shumyatsky provaram os seguintes teoremas envolvendo

subgrupos de Chernikov.

Teorema 2.1 ([32], Teorema 1). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que
o conjunto de todos os d-comutadores esteja contido em uma unidao de um nimero
finito de subgrupos de Chernikov. Entiao G® ¢ de Chernikov.



2.2 A prova do Teorema 2.3 44

Teorema 2.2 ([32], Teorema 2). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo tal que
o conjunto de todos os Y-comutadores esteja contido em wma unido de um numero

finito de subgrupos de Chernikov. Entao YW (G) € de Chernikov.

Nesse capitulo nos propomos a generalizar os Teoremas 2.1 e 2.2, subs-
tituindo a hipdtese do conjunto de todos os & -comutadores (respectivamente, Y-
comutadores) de um grupo G estar contido em uma unido de um numero finito de
subgrupos de Chernikov por um subconjunto normal estar contido em uma uniao
de um nimero finito de subgrupos de Chernikov. Mais precisamente, provaremos o

seguinte resultado.

Teorema 2.3. Seja X um subconjunto normal de um grupo G. Suponha que exista
um numero finito de subgrupos de Chernikov tais que X esteja contido na uniao

destes subgrupos. Entao (X) € de Chernikov.

O objetivo principal deste capitulo é provar o Teorema 2.3.

2.2 A prova do Teorema 2.3

Iniciamos os resultados desse capitulo com o seguinte lema.

Lema 2.4. Se G for um grupo hipercentral gerado por seus subgrupos quase-ciclicos,

entao G € abeliano.

Demonstracdao. Seja I um conjunto de indices e suponha que G seja um grupo

hipercentral tal que
G = (0;;0; < G é quase-ciclico,i € I).

Seja @ um subgrupo quase-ciclico de G. Sendo G hipercentral, segue que Q ¢
ascendente (Proposicdo 1.39) e, portanto (Q°) é abeliano e radicével (Lema 1.49).
Sejam x,y € G. Entdo x = xj---x,, onde x; € Q; com iy € I para todo i € {1,...,s}.
Analogamente, y = y;---y;, onde y; € Q; com jy, € I para todo j € {1,...,[}.
Considere M como o produto dos fechos normais de todos os subgrupos Q;, e Qj,.
Entao M é abeliano (Lema 1.51). Como x,y € M, segue que x e y comutam. Uma vez
que x e y foram escolhidos arbitrariamente em G, concluimos que G é abeliano. O

lema esta provado. O

Uma outra demonstracao para o Lema 2.4 pode ser obtida combinando os
Coroldrios 1 e 2 do Teorema 9.23 de [31], p.125.
Seja X um subconjunto normal de um grupo G satisfazendo as hipdteses do

Teorema 2.3. Suponha que Cy,...,Cy sejam os subgrupos de Chernikov cuja uniao
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contenha todos os elementos de X. Dentre todas as escolhas possiveis para tais
subgrupos, tome Ci,...,Cy tais que a soma de seus tamanhos, digamos s(X), seja

minimal. Assim,
k
s(X) = Ztam(C,-),
i=1

¢ o menor possivel. A prova do Teorema 2.3 se dard por inducdo sobre s(X).
Seja G um contra exemplo, tal que a soma s(X) é a menor possivel.

Dividiremos a demonstracao do Teorema 2.3 em diversos lemas que se seguem.

Lema 2.5. Os subgrupos Ci,...,Cy sao gerados por elementos de X. Em particular,
(X)=(Cy,...,Cy).
Demonstragao. Suponha que exista um indice i € {1,...,k} tal que C; ndo seja gerado

por elementos de X. Seja M; um subgrupo minimal infinito de C; gerado por todos
elementos de X. Entao M; < C;. Consequentemente, o tamanho de M; é estritamente

menor do que o tamanho de C; (Lema 1.63 (1)). Além disso, temos que
XCCU---UC1UM;UCiy1 U---UC.

Por simplicidade, denote por M; o subgrupo Cj, para cada j #i. Seja s(M) a soma
dos tamanhos dos subgrupos Mjy,...,My. Como tam(M;) < tam(C;) concluimos que
s(M) < s(X). Portanto, por hipétese de inducdo, o subgrupo (My,...,M;,...My) é
de Chernikov e assim segue que (X) é de Chernikov, uma contradigao. Logo para
todo indice i € {1,...,k} podemos supor que C; é gerado por elementos de X. Por
fim, note que (X) < (Cy,...,C). Por outro lado, como para cada i =1,...,k temos
que C; = (C;NX) e assim segue que C; < (X) para todo indice i, donde obtemos a

igualdade desejada. O lema esta provado. O]

Sejam CY,....CY as partes radicéveis de Cy,...,Cy, respectivamente. Denote
J ) '~k p ) y Cks p

0 0
por C o fecho normal em G dos subgrupos Cj,...,C;.

C=((C?...,c%). (2.1)

Entao C nao possui subgrupos préprios de indice finito (Corolario 1.44).

Se C =1 entao C? =1 para todo indice i = 1,...,k e, consequentemente, cada
subgrupo de Chernikov C; seria finito. Logo X seria um subconjunto normal e finito,
de modo que o subgrupo (X) seria finito (Lema 1.26). Assim podemos supor que
C # 1. Em particular, existe i € {1,...,k} tal que C? # 1. Sem perda de generalidade,

suponha que C? # 1. Note que, isso significa que podemos supor que Cj seja infinito.
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Seja H um subgrupo infinito minimal de C;, gerado por elementos de X.
Observe que sendo H infinito entao H ¢é infinitamente gerado, uma vez que grupos
de Chernikov sao localmente finitos (Lema 1.58 (1)).

Lema 2.6. Para todo x € G, existe um indice i tal que H* < C;.

Demonstragio. De fato, suponha que exista x € G tal que H* £ C;, para todo indice
i=1,...,k. Seja L C X, infinito tal que H = (L). Entao L* C X, uma vez que X é um
subconjunto normal em G. Assim,

*c|c.

-

1

1

Obviamente, existe um indice j € {I1,...,k} tal que L*NC; seja infinito.

Defina T = H*NC;. Consequentemente 7T ¢ infinito. Note que %' ¢ um subgrupo

infinito contido em Cjy, gerado por elementos de X (pois T é gerado por elementos de

X). Como H é minimal com esta propriedade, segue que H* =T e portanto H* < C;.
O lema esta provado.

O

Lema 2.7. O subgrupo C € abeliano.

Demonstracdo. Seja a um elemento qualquer em H®. Dado x € G existe um ndice i
tal que H* < C; (Lema 2.6). Consequentemente, todo conjugado a* pertence a ClQ para
algum i € {1,...,k} (Lema 1.60). Como cada subgrupo C? tem camadas finitas (Lema
1.66), concluimos que a classe de conjugacio a® ¢ finita e que, portanto, a classe a©
também é finita. Uma vez que C nao possui subgrupos proprios de indice finito, segue
que a € Z(C). Portanto, mostramos que HY < Z(C). Note que Z(C) < G. Passando
ao quociente, podemos repetir o argumento anterior substituindo G por G/Z(C)
e, concluirmos que se C # Z(C), entao Z,(C) # Z(C). Continuando este processo,
podemos ver que C é hipercentral. Como C é gerado por subgrupos quase-ciclicos,
segue que C é abeliano (Lema 2.4).

[
Lema 2.8. Seja N = ((H°)S). Entdo N ¢ um subgrupo de Chernikov.

Demonstragao. Recorde que C é abeliano (Lema 2.7). Assim, dados dois indices
i,j€{l,...,k}, segue que os subgrupos CZQ e C? se centralizam. Se x € G entao pelo
Lema 2.6 existe i € {1,...,k} tal que (H°)* < C?. Portanto, concluimos que N é um
subgrupo do grupo M = <C?,...,C,?>. Uma vez que M é de Chernikov (Lema 1.67)
concluimos que N é de Chernikov (Proposigao 1.61). O lema estd provado.

]
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Agora estamos em condicoes de completar a prova do Teorema 2.3.
A PROVA DO TEOREMA 2.3

Seja N = ((H?)Y). Como N <G, podemos considerar o quociente G/N.
Observe que N é infinito (pois HY < N). Sendo N de Chernikov (Lema 2.8) segue que

a soma dos tamanhos das imagens de Cj,...,C; no quociente G/N é estritamente
menor do que a soma dos tamanhos de Cy,...,C; (Lema 1.63(2)). Portanto por
indugao sobre a soma dos tamanhos de Cy,...,C; a imagem de (X) em G/N é de

Chernikov. Uma vez que N é de Chernikov segue (X) é de Chernikov (Proposicao

1.61). O teorema esta provado.
0

Como citado no inicio do capitulo, o Teorema 2.3 generaliza os Teoremas

2.1 e 2.2. De fato, destacamos que vale o seguinte resultado mais geral.

Corolario 2.9. Sejam w uma palavra de grupo e G um grupo. Suponha que o
conjunto de todos os w-valores de G esteja contido em uma uniao de um numero

finito de subgrupos de Chernikov. Entdo o subgrupo verbal w(G) é de Chernikov.

Demonstracao. Seja Gy, o conjunto dos w-valores de G. Entao G,, é um subconjunto

normal em G. O resultado agora ¢é imediato pelo Teorema 2.3. O]



CAPITULO 3

Grupos com classes de conjugacao verbal

limitadas

3.1 Resultados obtidos

Recorde que se w for uma palavra, entao G,, denota o conjunto dos w-
valores de G e w(G) = (Gy,) denota o subgrupo verbal associado & palavra w. Em
[11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky denominaram grupos G com a propriedade
que x% seja finito para todo x € G de FC(w)-grupos. Lembremos que FC-grupos sio
exatamente os grupos com classes de conjugacao finitas. O principal resultado de
[11] garante que se w for uma palavra concisa entao um grupo G é um FC(w)-grupo
se, e somente se, x*(9) for finito para todo x € G. Em particular, segue que se G for
um FC(w)-grupo entao o subgrupo verbal w(G) é um FC-grupo. Posteriormente, foi
mostrado em [5] que se w for uma palavra concisa, tal que x“* possua no maximo m
elementos para todo x € G, entao existe uma funcdo f = f(m,w) tal que (0 possui
no maximo f elementos, para todo x € G. Ainda sobre o estudo de condigdes de
finitude para classes de conjugacao verbal, Munoz-Escolano e Shumyatsky provaram

em [24] o seguinte resultado.

Teorema 3.1 ([24], Teorema 1.1). Sejam n um inteiro positivo e w a n-ésima palavra
central inferior Y, ou a n-ésima palavra derivada 8,. Suponha que G seja um grupo
tal que (gO*) seja de Chernikov para todo g € G. Entdo (g"\9) ¢ de Chernikov para
todo g € G.

Nesse capitulo buscamos fortalecer o Teorema 3.1, provando o seguinte

teorema.

Teorema 3.2. Sejam n um inteiro positivo e w a palavra central inferior ¥, ou a
palavra derivada §,,. Suponha que G seja um grupo tal que, para cada elemento g € G
exista um nimero finito de subgrupos de Chernikov cuja unido contenha g% . Entdo
(g"9) ¢ de Chernikov para todo g € G.

O objetivo deste capitulo é provar o Teorema 3.2.
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3.2 Resultados auxiliares

Dedicamos esta secao a obtencao de resultados que serao importantes na

demonstracao do Teorema 3.2.

Proposicao 3.3. Seja G um grupo gerado por um elemento g e por algum subgrupo
radicdvel S. Suponha que G possua um numero finito de subgrupos de Chernikov cuja

unido contenha a classe de conjugacdo g5. Entdo o subgrupo (gs) ¢ de Chernikov.

Seja G = (g,5) um grupo satisfazendo as hipéteses da Proposi¢ao 3.3.
Suponha que a proposicdo seja falsa e que, portanto, o subgrupo (g%) nio seja de

Chernikov. Sejam Cy,...,Cy os subgrupos de Chernikov tais que
k
g cla.
i=1

Sem perda de generalidade, podemos assumir que os subgrupos Ci,...C; sejam
escolhidos de tal maneira que a soma de seus tamanhos seja o menor possivel.

Dividiremos a prova da Proposicao 3.3 em diversos lemas que se seguem.
Lema 3.4. Para cadai=1,...,k o subgrupo C; € gerado por elementos de CiNg°.

Demonstragao. De fato, suponha que exista um indice i € {1,...,k} tal que C; nao
seja gerado por elementos de C;NgS. Seja M; um subgrupo infinito de C; gerado por

todos elementos de g5. Entdo M; < C;. Note que
S CCU---UC_ | UM;UCi U+ UCy.

Como M; < C; segue que a soma dos tamanhos dos subgrupos
Ci,....,Ci—1,M;,Ci11,...C ¢é estritamente menor do que a soma dos tamanhos
dos subgrupos de Chernikov Ci,...,C;,...,C; (Lema 1.63(2)). Porém isso é uma
contradicao uma vez que os subgrupos Cy,...,Cy foram tomados tais que a soma de

seus tamanhos seja minimal. O lema esta provado. O

Seja U = (g%). Como G = (g,S) concluimos que U = (g%). Em particular, o
subgrupo U é normal em G. Observe entretanto que o subconjunto g5 em geral nio

¢ normal em G.

Lema 3.5. Existe ao menos um indice i € {1,...,k} tal que o subgrupo C; seja
infinito.
Demonstracdo. De fato, se todos os subgrupos Ci,...,Cy fossem finitos, entdo g°

seria finito, pois

k
g cla.
i=1
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Como |g5| = |S: Cs(g)| (Lema 1.1 (2)) segue que o subgrupo Cs(g) possui indice finito
em S. Sendo S radicavel, concluimos que S = Cs(g) (Lema 1.43) e, em particular,
g® = {g}. Como existe um indice i € {I,...,k} tal que g € C;, concluimos que
o elemento g possui ordem finita e assim o subgrupo U = (g%) seria finito uma

contradicao. O lema esta provado. O

Sem perda de generalidade, suponhamos que o subgrupo C; seja infinito.
Dentre todos os subgrupos infinitos de C; que sido gerados por elementos de g5,

tomemos um minimal com essa propriedade. Seja K tal subgrupo.
Lema 3.6. Para todo x € § existe um indice j € {1,...,k} tal que K* < C;.

Demonstragio. SejaY = KNg5. Observe que K = (Y). Sendo C; de Chernikov, segue
que C; é localmente finito (Lema 1.58 (1)). Uma vez que K foi tomado um subgrupo
infinito, contido em Cy, temos que K nao pode ser finitamente gerado. Logo podemos
assumir que Y seja infinito. Como S normaliza o subconjunto g% segue que Y2 C g5,
para todo z € S. Seja x um elemento qualquer em S. Obviamente existe um indice
j€{1,...,k} tal que Y*NC; seja infinito. Considere L como sendo o subgrupo gerado
por C;NY*. Entao ¥ éum subgrupo infinito de K, gerado por algum subconjunto
de Y. Devido a minimalidade de K concluimos que ' =K e, portanto, segue que
K* < Cj. O lema esta provado. O

Lema 3.7. Se K denota a parte radicdvel de K entdo [K°,S] = 1.

Demonstracdo. Seja a € K°. Para cada x € § podemos combinar os Lemas 1.60 e
3.6 para concluirmos que existe um indice j € {1,...,k} tal que a* € C?. Como cada
subgrupo C}) tem camadas finitas (Lema 1.66), segue que a classe de conjugacao a® é
finita e consequentemente temos que Cs(a) =S (Lema 1.43). Assim [a,S] = 1. Como

a foi escolhido arbitrariamente em K°, segue que [K°, 8] = 1. O lema est4 provado [

Agora estamos em condigoes de concluirmos a demonstracao da Proposicao 3.3.
A PROVA DA PROPOSICAO 3.3

Seja G = (g,S), onde S é um subgrupo radiciavel de G. Suponhamos que
k

existam Cy,...,Cy, subgrupos de Chernikov, tais que g5 C U C;. Suponhamos ainda
i=1
que C] seja infinito (Lema 3.5). Sem perda de generalidade, assuma que g € C;. De

fato, se g € Cy, tome z € S tal que g1 = g° € C] (tal elemento z existe, pois g5 C UG;).
Note que G = (g1,S). Assim, poderfamos repetir todos os argumentos dos lemas
anteriores substituindo o elemento g por g; € C;. Seja K um subgrupo minimal de
C1 gerado por elementos de g5. Como descrito na demonstracao do Lema 3.6, seja

Y =KnNgS. Note que g €Y, pois claramente g € g5 e uma vez que estamos supondo
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g € Cy segue que g € K. Portanto, concluimos que G = (¥,S). Uma vez que K = (Y)
e como K é normal em K concluimos que ¥ normaliza K°. Além disso, [K°,S] = 1
(Lema 3.7). Logo K? é normal em G. Sendo K infinito, segue que K ¢ infinito (Lema
1.42). Assim o tamanho da imagem de C; em G/K" é estritamente menor do que o
tamanho de C; (Lema 1.63(2)). Portanto por indugao sobre a soma dos tamanhos
do subgrupos Ci,...,C; concluimos que (g5)K°/K® é de Chernikov. Sendo K° de
Chernikov obtemos que (g%) é de Chernikov (Proposicdo 1.61). A proposicio estd

provada.

3.3 A prova do Teorema 3.2

A partir de agora assumiremos as hipoteses do Teorema 3.2. Primeiramente,
provaremos o Teorema 3.2 considerando o caso w = J,. Posteriormente, na subsecao

3.3.2, apresentaremos a demonstracao do Teorema 3.2 para o caso w = ,.

3.3.1 O caso w=219,

Sejam n um inteiro positivo, w =3, e X = G,, o conjunto de todos o0s O,-

valores de G. Denote por H o subgrupo gerado por X. Portanto,
H=G".

Suponha que G seja um grupo satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.2, isto é,
suponha que para todo elemento g € G exista uma quantidade finita de subgrupos
de Chernikov cuja unido contenha g . Com estas notacdes, mostraremos que (g'?)
¢ de Chernikov para todo g € G.

Seja B o subgrupo de G gerado por todos os subgrupos da forma [T,x] onde
T é um subgrupo abeliano e radicavel contido em G e x um elemento de X que

normalize T.
Lema 3.8. O subgrupo B ¢é abeliano.

Demonstracao. Seja S = [T,x], onde T é um subgrupo abeliano e radicavel, e x um
elemento de X que normalize T. Observe que G é um grupo periédico, pois para
cada g € G, existe um subgrupo de Chernikov C tal que g € C. O Lema 1.54 garante

que o subgrupo § é radicavel. Decorre do Lema 1.53 que

S=[S8,x] =[S,x,...,x].
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Pelo Lema 1.16 concluimos que todo elemento de S é um §,-comutador. Consequen-
temente, S é um grupo abeliano e radicavel contido em X. Seja a € G um elemento
qualquer. Decorre da Proposicdo 3.3 que o subgrupo (a°) é de Chernikov. Clara-
mente o subgrupo S (radicdvel) age sobre o subgrupo de Chernikov (a’) e assim pelo

Lema 1.76 concluimos que

[(a),S,8] = 1.

Em particular, segue que [a,S,S] = 1. Consequentemente concluimos que os sub-
grupos S e § comutam. Como a foi escolhido arbitrariamente em G, segue que 0s
subgrupos S e §¢ comutam para todo g € G. Portanto, o fecho normal (SG) é abeliano.
O Lema 1.51 garante que um produto de subgrupos normais, abelianos, radicaveis
e periddicos ¢ abeliano. Sendo B um produto de tais grupos, concluimos que B é

abeliano. O lema esta provado. [

Claramente B é um subgrupo normal de G. Observe entretanto que B < H.
De fato, B é gerado por subgrupos da forma [T, x], com x € X agindo sobre o subgrupo
abeliano e radicavel T. Como observado na demonstracao do Lema 3.8, temos que
[T,x] = [T,x,...,x], de modo que, todo elemento em [T,x] é um §,-comutador. Logo

n
[T,x] C X donde concluimos que [T,x] < H. Sendo B gerado por tais subgrupos segue
que B < H. Assim, podemos considerar o grupo quociente H/B. O préximo resultado

garante que esse quociente ¢ um FC-grupo.
Lema 3.9. O grupo quociente H/B é um FC-grupo.

Demonstracao. Sob a hipdtese adicional de que B = 1, é suficiente provarmos que H
seja um FC-grupo. Provaremos primeiramente que o indice |H : Cgy(x)| é finito para
todo x € X. Portanto, a partir de agora assuma que B = 1. Suponha o lema falso e
escolha x € X tal que |H : Cy(x)| seja infinito. Sejam ¥ =xX e Cy,...,Cy os subgrupos

de Chernikov tais que
k
yclJc.
i=1

Sem perda de generalidade podemos assumir que os subgrupos Ci,...,C; foram
escolhidos de tal maneira que a soma dos seus tamanhos seja a menor possivel. Neste
caso, é claro que cada subgrupo C; é gerado por elementos de C;NY. Se os subgrupos
Ci,...,Cy fossem todos finitos entao Y seria finito e portanto pelo Teorema 1.33 a
classe de conjugacdo x7 seria finita também. Porém como |x| = |H : Cy(x)| (Lema
1.1(2)) segue que ao menos um dos subgrupos Cj,...,Cy é infinito. Assuma que C}
seja infinito e seja ¥; =Y NCj. Note que C; = (Y}) (pois estamos assumindo que Cj
seja gerado por elementos de Y NCy). Seja C? a parte radicavel de Cy. Para todoy € ¥}

temos que [C?,y] < B. Como B =1 segue que Y centraliza C(l) e assim concluimos que
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C(l) < Z(Cy). Logo pelo Lema 1.68 segue que C; é finito, uma contradi¢ao. O lema
esta provado.

m
O préximo resultado garante que o grupo G € localmente finito.
Lema 3.10. O grupo G € localmente finito.

Demonstragao. Pelo Lema 3.9 temos que o grupo quociente H/B é um FC-grupo.
Uma vez que G seja um grupo periédico, concluimos pelo Lema 1.29 que H/B é
localmente finito. Como B é um grupo periédico abeliano (Lema 3.8) segue que B
¢é localmente finito. Consequentemente, pelo Teorema 1.20 concluimos que H é um
subgrupo localmente finito. Observe agora que o quociente G/H é soltuvel e periédico.
Decorre do Lema 1.21 que G/H é localmente finito. Novamente, utilizando o Teorema

1.20 concluimos que G ¢ localmente finito. O lema esta provado. n
Lema 3.11. Para todo g € G, entdo a imagem de C = (gf) em G/B ¢ de Chernikov.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos assumir que B =1 e assim segue
que H é um FC-grupo (Lema 3.9). Como G é um grupo localmente finito (Lema 3.10)
segue que (x) é finito para todo x € H. Denote por Q o subgrupo gerado por todos
os subgrupos abelianos e radicaveis contidos em H. Pelo Lema 1.69 concluimos que
Q é abeliano e radicavel. Sendo H periédico segue que Q é um produto direto de
grupos quase-ciclicos (Teorema 1.40). Porém pelo Teorema 1.45 temos que cada um
desses subgrupos quase-ciclicos é central em H. Desse modo, concluimos que todos
os subgrupos abelianos e radicaveis de H sao centrais.

Sejam g € G e Cy,...,C; o nimero finito de subgrupos de Chernikov tais

que,
Kk
gclya.
=1

Denote por ClQ a parte radicdvel de C;. Uma vez que H é FC-grupo, concluimos
que o subgrupo J = <C(1), . ,C,?) ¢ de Chernikov, visto que é gerado por um numero
finito de subgrupos de Chernikov que se centralizam (Lema 1.67). Seja n a ordem

do elemento g e seja
n—1 .
L =11
i=0

Note que J; é um subgrupo de Chernikov. Seja M = H(g) e observe que M normaliza
J1. Para ver isso note que para todo i =1,...,k o subgrupo ClQ esta contido no
centralizador de H em G. De fato, dado x € X, para cada indice j=1,...,k, denote
por M o subgrupo [C?,x]. Seja i€ {l1,...,k}. Assim, M; é abeliano e radicavel (Lema
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1.54). Além disso,
M; = [M;,x] = [Mj,x,...,x] (Lema 1.53).

Consequentemente, M; C X. Como estamos supondo B = 1, segue que M; = 1.

Logo concluimos que C? < Cg(H). Portanto H centraliza J e uma vez que H <G

segue que H centraliza Je para todo i =0,1,.... Consequentemente concluimos que
(M, 1] =[H(g),J1] <J1.
Observe que os subgrupos Ci,...,C; possuem imagens finitas no quociente

MJy /Jy. Consequentemente, a imagem da classe de conjugacio verbal g¥ em MJ; /J;
é finita e portanto obtemos que a imagem da classe de conjugacdo g em MJ; /J;
)

é finita (Lema 1.22). Como g possui ordem finita, segue que a imagem de (g") em

MJy/J; é finita (Lema 1.26). Por fim, sendo J; de Chernikov, conclufmos que (gf) ¢

de Chernikov (Proposi¢ao 1.61). O lema esta provado. O
Lema 3.12. Para todo h € H o subgrupo [B,h| é de Chernikov.

Demonstra¢ao. Suponha primeiramente que & € X. Por um argumento ja repetido
diversas vezes nesse capitulo, temos que [B,h] C X. Além disso, [B,h] é abeliano
e radicavel (Lema 1.54). Consequentemente, o subgrupo (hB#) é de Chernikov
(Proposicao 3.3). Porém [B,h] = [B,h,h] (Lema 1.53) e como [B,h,h] < (hB/)) (Lema
1.5(1)), concluimos que [B,h] é de Chernikov para todo h € X.

Agora podemos deixar de lado a hipdtese de que h € X e assumirmos que

h € H. Uma vez que h € H segue que h pode ser escrito como um produto de um

niumero finito de elementos em X. Sejam xi,...,x; € X tais que h =x;...x;. Entao
l
[B,h] < T][B,xi.
i=1
Como mostrado anteriormente [B,x;] é de Chernikov para todo i =1,...,/. Além

disso [B,x;] < B para todo i € {1,...,l} e assim segue que os subgrupos [B,x;] e [B,x;]

comutam para quaisquer i, j € {1,...,l}. Consequentemente, o produto

l

HBx,

=1

¢ de Chernikov (Lema 1.67) e disso segue que [B,h] é de Chernikov. O lema estd
provado. O

Lema 3.13. Seja A um subgrupo de H cuja imagem em G/B seja abeliana e
radicdvel. Entdo [B,A] = 1.
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Demonstragio. Seja a € A e denote por A a imagem de A em G/B. Como B
é abeliano (Lema 3.8) segue que A age naturalmente sobre [B,a] e claramente
[B,a,A] = [B,a,A]. Pelo Lema 3.12 o subgrupo [B,a] é de Chernikov. Segue do
Lema 1.76 que [B,a,A,A] = 1. Logo concluimos que [B,a,A,A] = 1. Em particular,
[B,a,a,a] = 1. Pelo Lema 1.53 temos que [B,a| = [B,a,a]. Consequentemente segue
que [B,a] = 1. Como a foi escolhido de maneira arbitraria no subgrupo A concluimos

que [B,A] = 1. O lema estd provado. [
Lema 3.14. Para todo g € G o subgrupo [B,g| é de Chernikov.

Demonstracao. Como observado na prova do Lema 3.8, se T for um subgrupo
abeliano e radicavel e se x € X for um elemento que normalize T, entdao S = [T,x]
¢ um subgrupo abeliano e radicavel contido em X. Consequentemente, concluimos
que B é o produto de seus subgrupos abelianos e radicaveis Si,S53,..., cada um dos
quais, por sua vez, esta contido em X. Sejam g € G e Cy,...,C; a quantidade finita

de subgrupos de Chernikov tais que

k
g¥ C Uc.
i=1
Para cada i =1,...,k, defina
B, =CiNB.

Uma vez que G ¢é localmente finito (Lema 3.10), segue que g possui ordem finita. Seja
|g| =n. Paracadai=1,... k e para todo j € {0,1,...,n— 1} considere os subgrupos
da forma

B))¢ = {p*:b € B}.

Observe que, para qualquer escolha de indices i e j, temos que (Bi)gj < B, pois BLG.

Seja D o produto de todos os subgrupos da forma (Bi)gj. Assim
D=T](B).
iJ

Entao D é um subgrupo de Chernikov, uma vez que é gerado por um nimero finito
de subgrupos de Chernikov que se centralizam (Lema 1.67). Observe que D é normal
em B(g).

Uma vez que cada subgrupo §; esta contido em X, segue que

C =

gl

i=1
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Considere a classe de conjugacdo g% = {g%z € S;}. Como B possui indice finito em

B(g), concluimos que a imagem de g% em B(g)/D é finita.

Sejam g e S, respectivamente, as imagens de g e S; em B(g)/D. Entao S; é
radicdvel (Lema 1.46). Como a imagem de g% em B(g)/D é finita, concluimos que
o fndice |S; : Cs,(g)| ¢ finito e portanto segue que S = Cs,(8)- Seja x € 5 e denote
por X sua imagem em B(g)/D. Entao X € §; e consequentemente [x,g] = 1. Portanto,

[x,g]D < D, ou seja [x,g] € D. Logo
[S1,8] < D.

Em particular, segue que o subgrupo [S;,g| é de Chernikov.
Por fim, como observado anteriormente, o subgrupo B coincide com o

produto dos subgrupos S;,S3,.... Assim, obtemos a seguinte igualdade
B,g] = []I5::¢l-
l
Como para todo I =1,2,... temos que [S;,g] < D, concluimos que
[B,g] < D.

Consequentemente, [B,g] é de Chernikov uma vez que o produto H[Sl, gl é de
l
Chernikov (Lema 1.67). O lema estd provado. O

Lema 3.15. Para todo g € G o subgrupo [B,{g")] é de Chernikov.

Demonstracdo. Sejam g € G, K = (gf) e C = Cx(B). Entdao K/C age naturalmente
sobre B. Além disso, é claro que [B,K| = [B,K/C]. Lembremos que, a imagem de K em
G/B é de Chernikov (Lema 3.11). Considere o subgrupo K; = KNH. Como K; <K
segue que a imagem de K; em G/B também é de Chernikov. Seja A o subgrupo de
K cuja imagem em G/B coincida com a parte radicavel da imagem de K; em G/B.
Como A < H segue que [A,B] =1 (Lema 3.13) e portanto concluimos que A < C. Note
que, médulo H, o subgrupo K é ciclico finito (gerado pela imagem de g médulo H).
Consequentemente, K; possui indice finito em K. Além disso, A possui indice finito
em K. De fato, sejam K e f(l) as imagens de K e da parte radicavel da imagem de
K; em G/B, respectivamente. Entao |Kj : A| = |K :E(l)|. Como o indice de E(l) em K|
é finito, segue que o indice de A em K é também finito. Uma vez que A esta contido
em C, segue que o grupo quociente K/C é finito. Suponha que |K : C| = m. Tomemos
X1,...,Xn conjugados de g tais que {x;C,...,x,C} seja um conjunto normal em K/C.
Assim K = (C,xy,...,x,) e como [B,C] =1, segue que [B,K] coincide com o produto

dos subgrupos [B,xi],...,[B,xy| (Lema 1.10). Uma vez que cada subgrupo da forma
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[B,xi] é de Chernikov (Lema 3.14), segue pelo Lema 1.67 que o produto

[Baxi]a

amE

1

I
_

é de Chernikov. Consequentemente, o subgrupo [B,K] é de Chernikov. O lema estd

provado. O

Agora estamos em posicao de completar a prova do Teorema 3.2, para o
caso w = 0,,.
A PROVA DO TEOREMA 3.2, PARA O CASO w =90,

Sejam g € G e K = (g"). Decorre do Lema 3.15, que o subgrupo [B,K] é de
Chernikov. Note que [B,K] é normal em HK. Considere o quociente V = HK/[B, K].
Denotaremos a imagem de um subgrupo T de HK em V, por T.

Como [B,K] =1 concluimos que B < Cy7(K) e portanto BNK < Z(K).
Consequentemente, o quociente K/KNB é de Chernikov. De fato, como KB/B é
de Chernikov (Lema 3.11) segue que K/KNB é de Chernikov, donde obtemos que
K/KNB ¢ de Chernikov. Consequentemente K ¢ de Chernikov (Teorema 1.70), onde
K’ denota o subgrupo derivado de K.

No quociente HK /[B, K] podemos supor que BNK < Z(K). Assim, podemos
repetir os argumentos do pardgrafo anterior e concluirmos que K’ é também de
Chernikov. Note que K’ é normal em HK. Passando ao quociente HK/K' podemos
supor que K é abeliano. Sendo K gerado por elementos de mesma ordem (a saber,
elementos que possuem a mesma ordem que o elemento g), concluimos que K possui
expoente finito. Assim, (g¥) é um subgrupo abeliano de expoente finito. Como
(gX) = (C1,---,Cy), decorre que, para cada i = 1,...,k o subgrupo C; é abeliano, de
Chernikov e possui expoente finito. Logo para todo i =1,...,k segue que o subgrupo
C; ¢ finito (Lema 1.58(3)). Em particular, a classe de conjugacdo g* é finita e uma
vez que G é um grupo localmente finito (Lema 3.10) concluimos que g é finito

(Lema 1.22). Consequentemente K = (gf) ¢ finito. O teorema est4 provado.
0

Com a demonstrac¢ao do Teorema 3.2 (caso w = §,) atingimos parcialmente
o objetivo deste capitulo. A seguir apresentaremos uma demonstracao do Teorema

3.2, para o caso w =Y.

3.3.2 O casow=Y,

Na Secao 3.3.1 provamos o Teorema 3.2 para o caso w = 9,. Provaremos

agora o Teorema 3.2, considerando w como sendo a n-ésima palavra central inferior,
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V.. Essencialmente, as demonstragoes feitas para o caso w =9, e w =7, sao as
mesmas. Entretanto, optamos por explicitar a prova do caso w =1, para uma melhor
compreensao do texto.

Sejam n um inteiro positivo, X o conjunto de todos y,-valores de G e H = (X).
Entao H = v,(G). Denote por Bo subgrupo de G gerado por todos os subgrupos

abelianos, radicaveis e de Chernikov contidos em X. Assim

~

B=(T;T CX,T ¢ abeliano, radicavel e de Chernikov).

Entdo B ¢ abeliano. De fato, sejam g € G e T C X um subgrupo abeliano, radicavel
e de Chernikov. Logo {g7) é de Chernikov (Proposicio 3.3) e consequentemente
[(g"),T,T] =1 (Lema 1.75). Em particular, [g,7,T] = 1 e portanto segue que (T%)
é abeliano. Observe que B é abeliano, pois coincide com um produto de subgrupos
normais, periédicos, abelianos e radicaveis (Lema 1.51). Além disso, Béum subgrupo
normal em G. Seguindo as ideias apresentadas no Lema 3.9 podemos concluir que o
quociente H /B\ ¢ um FC-grupo e, que consequentemente, G é um grupo localmente
finito.

Seguindo a mesma linha de raciocinio da Se¢ao 3.3.1 podemos entao mostrar
que dado g € G a imagem do subgrupo (g} em G/ B é de Chernikov. Além disso, é
possivel mostrar que [B\? (g")] é de Chernikov para todo g € G. Assim, estamos em
posicao de completar a prova do Teorema 3.2.
A PROVA DO TEOREMA 3.2, PARA O CASO w =1,

Sejam g € G e K = (g"). Entdo o subgrupo [E,K] ¢ de Chernikov. Note
que [E, K] é normal em HK de modo que, podemos considerar o grupo quociente,
U = HK/[B,K]. Sejam B e K as imagens de B e K em U, respectivamente.

Obviamente [B,K] = 1. Como a imagem de K em G/B é de Chernikov
concluimos que K/Z(K) ¢ de Chernikov e, portanto K ¢ de Chernikov (Teorema
1.70) onde K denota o subgrupo derivado de K.

Repetindo os argumentos anteriores, podemos concluir que K’ é de Cherni-
kov. Seja L = (gX). Observe que L é gerado por um niimero finito de subgrupos de
Chernikov. Suponha que L = (Cy,...,C;). Uma vez que K’ seja de Chernikov con-
clufmos que L' é também de Chernikov. Assim o grupo quociente L/L' é abeliano
gerado por seus subgrupos de Chernikov GL'/L’ e, portanto L/L' é de Chernikov
(Lema 1.67). Em particular, obtemos que L = (gX) é de Chernikov. Esse argumento
pode ser repetido a todos elemento do grupo G, de modo que podemos utilizar o
Teorema 3.1 e concluirmos que K é de Chernikov. A prova do Teorema 3.2 agora

esta completa.
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Com a demonstragao do Teorema 3.2 atingimos o objetivo desse capitulo e,

com ela o encerramos.



CAPITULO 4

Limitando a ordem do residual nilpotente

de um grupo finito

4.1 Comutadores coprimos em grupos finitos

Os comutadores coprimos y; e 6; foram introduzidos por Shumyatsky em
[37], como uma ferramenta para se estudar propriedades de grupos finitos, que
possam ser expressas em termos dos comutadores de elementos de ordens coprimas.

Todo elemento de um grupo finito G é um y;-comutador. Sejam k> 2 e X
o conjunto de todos os elementos de G que sejam poténcias de y;_,-comutadores.
Um elemento x € G é chamado um y;-comutador se existirem a € X e b € G tais que
x = [a,b] e (|al,|b]) = 1. O subgrupo de G gerado por todos os Y;-comutadores sera
denotado por Y (G).

Similarmente os §;-comutadores sao definidos como segue. Todo elemento
de um grupo finito G é um §j-comutador. Sejam k> 1 e Y o conjunto de todos
os elementos de G que sejam poténcias de §;_-comutadores. Um elemento x € G ¢
chamado um &} -comutador se existirem a,b €Y tais que x = [a,b] e (|a,|b]) =1. O

subgrupo de G gerado por todos os 6;-comutadores sera denotado por §;(G).

Observacao 4.1. Note que se G for um grupo periodico podemos tratar de co-
mutadores de elementos de ordens coprimas, sendo portanto, que o conceito Y-
comutadores (respectivamente, 8;-comutadores) introduzido anteriormente, pode ser

generalizado a grupos periodicos em geral.
O seguinte resultado sobre os comutadores coprimos é imediato.

Lema 4.2 ([37]). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo finito. Suponha que x € G
seja um Yy -comutador (respectivamente, SZ—comutador). Entao x pode ser visto como

um Y} -comutador (respectivamente, 87 -comutador), para todo i < k.

Lema 4.3 ([37]). Seja N um subgrupo normal de um grupo finito G. Seja

x € G tal que sua imagem em G/N seja um Yi -comutador (respectivamente, um
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8 -comutador). Entdo existe um Y;-comutador y € G (respectivamente, um -

comutador) tal que x € yN.

Lema 4.4 ([37]). Sejam k> 1 um inteiro positivo e G um grupo finito. Entao G €

nilpotente se, e somente se, Y (G) = 1.

Além disso, em [37] foi estudada a influéncia que os 6;-comutadores exercem
sobre a estrutura de G. O p?g”-Teorema de Burnside diz que um grupo finito cuja
ordem ¢ divisivel por somente dois primos é soluvel (veja [14, Teorema 4.3.3]). O
seguinte teorema ¢é uma generalizacao do Teorema de Burnside. Como usual, o 7-

subgrupo normal mazimal de um grupo G serd denotado por Ox(G).

Teorema 4.5 ([37], Teorema 2.4). Sejam k um inteiro positivo e ® um conjunto
consistindo de, no mdzrimo, dois numeros primos. Suponha que G seja um grupo
finito tal que todos os seus & -comutadores sejam T-elementos. Entdo G € solivel e
5(G) < 0x(G).

O préximo resultado garante que se um grupo finito G satisfaz §;(G) =1,
entao G ¢ soluvel e possui altura de Fitting no méximo k. Relembre que a altura de
Fitting A = h(G) de um grupo finito solivel G é o menor nimero h tal que G possua

um série normal de comprimento A, onde todos os quocientes sejam nilpotentes.

Teorema 4.6 ([37], Teorema 2.6). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo finito.
Entio 8;(G) =1 se, e somente se, G for um grupo solivel com altura de Fitting no

mdximo k.

Corolario 4.7 ([37], Corolario 2.7). Sejam k um inteiro positivo e p um nimero
primo. Suponha que G seja um grupo finito tal que todos os &8;-comutadores sejam
p-elementos. Entao G é solivel e h(G) <k+1.

O 1ltimo termo da série central inferior de um grupo finito G é chamado o

residual nilpotente de G e, é usualmente denotado por Y..(G). Observe que
%-(G) = NW(G).
A série inferior de Fitting de um grupo G ¢é definida recursivamente por
Do(G) =G e Diy1(G) ="Y-(Di(G)),

parai=0,1,2,....

Lema 4.8 ([37]). Sejam k um inteiro positivo e G um grupo finito.
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1. Se k >2 entio V;(G) =Y (G).
2. Sek>1 entao 6;(G) = Dy(G).
Ainda sobre 6;(G) o seguinte resultado é verdadeiro.

Lema 4.9 ([1], Lema 2.3). Seja k > 0 um inteiro. Para um grupo finito G vale a

sequinte iqualdade
5;(81(G)) = ;41 (G).
Um grupo é dito metanilpotente se existir N <G nilpotente, tal que G/N
seja nilpotente. Observe que todo grupo metanilpotente é solivel e que subgrupos

e quocientes de grupos metanilpotentes sao metanilpotentes. O préximo resultado

segue imediatamente da definicao de grupos metanilpotentes.

Lema 4.10. Um grupo finito G € metanilpotente se, e somente se, Yo(G) for

nilpotente.

Lema 4.11 ([1], Lema 2.4). Sejam G um grupo metanilpotente finito, p um nimero
primo e P um p-subgrupo de Sylow de Yo(G). Se H for um p'-subgrupo de Hall de
G entao

P =[P H|.

Lema 4.12 ([1], Lema 2.6). Sejam k >0 um inteiro positivo e G um grupo solivel
finito de ordem p®n, onde p € um primo e n nao € divisivel por p. Se P for um
p-subgrupo de Sylow de G entao PN O (G) € gerado por n-ésimas poténcias de O} -

comutadores contidas em P.
O seguinte resultado é devido a Khukhro e Shumyatsky [20].

Proposicao 4.13 ([20], Lema 2.3). Sejam p um primo, m um inteiro positivo e
V um p-grupo abeliano elementar finito. Suponha que H seja um p'-grupo finito de
automorfismos de V. Se |[V,h]| <m para todo h € H entdo |[V,H]

disso, neste caso |H| é m-limitado.

é m-limitado. Além

Observe que os comutadores coprimos Yy; e §; nao sao palavras, porém se
comportam como palavras. Recorde que no Capitulo 1, vimos que uma palavra
w é dita concisa se o subgrupo verbal w(G) for finito sempre que o conjunto
dos w-valores G,, for finito implicar. Entretanto, o conceito de ser “conciso” pode
ser aplicado em diversos outros contextos (ndo apenas em palavras de grupos).
Suponha que X seja uma classe de grupos e para cada grupo G € X, seja ¢(G) um
subconjunto de G. Podemos entao indagar se uma eventual finitude do subconjunto
¢(G) acarretaria na finitude do subgrupo gerado por ¢(G). Conforme observado por
Acciarri, Shumyatsky e Thillaisundaram em [1] os comutadores coprimos &; e v;

respeitam o fenémeno de serem concisos (no sentido definido anteriormente).
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Teorema 4.14 ([1], Teorema 1.1). Sejam k > 1 um inteiro e G um grupo finito.
Suponha que o conjunto dos Y -comutadores possua ordem m. Entdo (G)| € m-

limitado.

Teorema 4.15 ([1], Teorema 1.2). Sejam k >0 um inteiro e G um grupo finito.
Suponha que o conjunto dos &;-comutadores possua ordem m. Entao |8;(G)| € m-

limitado.

Observe que a limitacao para |Y;(G)| e |8;(G)| nao depende de k, Esse feno-
meno foi denominado por Ferndndez-Alcober e Morigi em [9] como uniformemente

CONCILSO.

4.2 Resultados obtidos

Em [11] Franciosi, de Giovanni e Shumyatsky provaram que se w é uma
palavra concisa entdao um grupo G é um FC(w)-grupo se, e somente se, o subgrupo
verbal w(G) for FC-imerso em G, isto é, se x*(9) for finito para todo x € G (Teorema
1.33). Em [5] Brazil, Krassilnikov e Shumyatsky introduziram o conceito de palavras
limitadamente concisas e, mostraram que se m for inteiro positivo e se w for uma
palavra limitadamente concisa tal que G seja um grupo com a propriedade que
xO%| < m para todo x € G entdo existe um inteiro d, {m,w}-limitado, tal que
x(9)| < d. Na secdo anterior apresentamos dois resultados (Teoremas 4.14 e 4.15)
que nos asseguram que, em grupos finitos, os conjuntos dos comutadores coprimos
possuem a propriedade de serem uniformemente concisos.

Seguindo a forma de pensar que foi apresentada em [11], introduzimos agora
a nogao de BFC(X)-grupos. Sejam k um inteiro positivo, G um grupo finito e, X
o conjunto de todos &;-comutadores (ou, respectivamente Y;-comutadores) de G.
Diremos que G ¢ um BFC(X)-grupo se o ntimero de elementos em g* for limitado por
uma constante que nao dependa da escolha do elemento g. Decorre imediatamente
da defini¢ao de BFC(X)-grupo que subgrupos e quocientes de BFC(X)-grupos sao
BFC(X)-grupos.

Reunindo entao estes fatos, surge naturalmente a seguinte indagacao, que
estende o Teorema 1.38, proposto em [5], para o conjunto dos &;-comutadores (ou,
respectivamente, y;-comutadores). Sejam G um grupo finito e k um inteiro positivo.
Denote por X o conjunto de todos os &;-comutadores (ou, respectivamente 7;-
comutadores) de G. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |g¥| < m para
todo g € G. E verdade que g<x> possui ordem (m,k)-limitada para todo g € G? A
resposta para essa pergunta é positiva e, sera respondida na forma das seguintes

proposicoes.
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Proposicao 4.16. Sejam k > 2 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o
conjunto de todos os Y;-comutadores de G. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo
tal que |gX| < m para todo g € G. Entdo |g%\9)| ¢ (m,k)-limitado, para todo g € G.

Corolério 4.17 (Proposicao 4.16). Sejam k > 2 um inteiro e G um grupo localmente
finito. Denote por X o conjunto de todos os Y;-comutadores de G e suponha que G
seja um BFC(X)-grupo tal que |g¥X| < m para todo g € G. Entdo ’gy,*((G)‘ é (m,k)-
limitado, para todo g € G.

Recorde que dado um grupo finito G, os subgrupos 8;(G) e D(G) coincidem
(Lema 4.8 (2)).

Proposicao 4.18. Sejam k > 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o
conjunto de todos os 8;-comutadores de G. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo
tal que |gX| < m para todo g € G. Entio |gP«9)| é (m,k)-limitado, para todo g € G.

Coroldrio 4.19 (Proposicao 4.18). Sejam k> 1 um inteiro e G um grupo localmente
finito. Denote por X o conjunto de todos os 8;-comutadores de G e suponha que G
seja um BFC(X)-grupo tal que |gX| < m para todo g € G. Entio |g%\9)| é (m,k)-
limitado, para todo g € G.

Apés provarmos as Proposicoes 4.16 e 4.18, dedicaremo-nos aos resultados
principais deste capitulo, onde obtemos uma limitacao para as ordens dos subgrupos
Y:(G) e Di(G), em termos apenas dos parametros m e k em BFC(X)-grupos finitos
tais que |gX| < m para todo g € G. Mais precisamente, provaremos os seguintes

teoremas.

Teorema 4.20. Sejam k > 2 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o

congunto de todos os Y;-comutadores de G. Suponha que 1g%| < m para todo g € G.
Entao |Y{(G)| € (m,k)-limitado.

Teorema 4.21. Sejam k > 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o
conjunto de todos os 8 -comutadores de G. Suponha que |g¥| <m para todo g € G.
Entao |Di(G)| € (m,k)-limitado.

O objetivo central deste capitulo é provar os Teoremas 4.20 e 4.21. Entre-
tanto as demonstragoes desses resultados passam pelas provas das Proposicoes 4.16 e
4.18 respectivamente. Observe também que uma prova para a Proposicao 4.16 pode
ser obtida mediante uma demonstracao da Proposicao 4.18, pela simples substitui-
cdo do termo “d;-comutador” pelo termo “y;-comutador” em toda a demonstragao
da Proposigao 4.18. Sendo assim, concentraremos inicialmente nossos esforgos em

provarmos a Proposicao 4.18.
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4.3 A prova da Proposicao 4.18

O esquema geral da prova da Proposicao 4.18 segue a linha dos resultados
apresentados por Brazil, Krasilnikov e Shumyatsky em [5].

Dado um subconjunto Y de um grupo G, diremos que um subgrupo H < G
possui Y-indice m, se Y estiver contido em uma uniao de precisamente m classes
laterais (a direita) de H em G.

Lema 4.22. Sejam H, e Hy dois subgrupos de um grupo G e suponha que Hp e
Hjy possuam Y -indices my e my, respectivamente. Entao a interseccao Hy NHy possui

Y-indice no mazrimo mimy em K.
Demonstracao. Por definicao, existem xp,...,%n, € y1,...,Ym, elementos de K tais
que

my ma

XC|JHixi e XC|JHy;.
i=1 j=1

Consequentemente,

X CJHixiNHay;) = J(H N Ha)a j,
ij i,j

onde a; j € Hix; N Hyy;. Portanto, Hy N H, possui X-indice no maximo myms. O lema

esta provado. O
O seguinte resultado é um corolario imediato do Lema 4.22

Corolario 4.23. Seja G um grupo e suponha que Hy,Hy,....Hy < G possuem Y -
indices my,ma,...,mg, respectivamente, entao a interseccao HyN---NHg possui Y-

indice no mdximo mimy ... my.
Demonstracao. Basta utilizar inducao sobre s em conjunto com Lema 4.22. O

De agora em diante, nesta se¢ao, a menos que se diga o contrario G denota
um grupo finito, X o conjunto de todos os §;-comutadores de G e K o subgrupo

gerado por X. Portanto, pelo Lema 4.8(2), temos que K = Dy(G).

Lema 4.24. Suponha que G seja um BFO(X)-grupo tal que |gX| <m para todo g € G.

Entao Cg(g) possui X-indice no mdzximo m em K para todo g € G.

Demonstracdo. Seja a € G um elemento qualquer e sejam g, ..., gy elementos em X,

dois a dois distintos, tais que

a ={a®,....a%).
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Sob mnossas hipdteses, podemos entao escolher os elementos gi,g2,...,¢s tais que
s <m. Se x € X entdo a* € a¥ e portanto, existe um indice i € {1,...,s} tal que
a* = a%. Consequentemente xg; ' centraliza o elemento a e assim x € Ck(a)g;, donde

obtemos que

S
X | JCk(a)gi,
i=1

com s < m. Portanto, Ck(a) possui X-indice no maximo m em K. O lema estd

provado. O

Observacao 4.25. A seguinte definicao para 8;-comutadores em grupos finitos é
equivalente a apresentada na pdgina 60. Para cada elemento a de um grupo G seja
dy(a) =a, e para k> 1 defina

Si(al,...,azk) = [Sltfl(al,...,azk_l)",ﬁifl(aqu“,...,azk)m],

se exwistirem inteiros positivos m e n tais que

(|8}§71(Cl]7...,azk—])m|, |81t71(02k—1+17--~=azk)n|) =1 (4.1)

Se nao ezistirem os inteiros positivos m e n tais que a equagao (4.1) seja satisfeita,
defina 8 (ai,...,ax) = 1.

Note que todo elemento do tipo &;(ai,...,a.x) definido acima é um &;-
comutador. O proximo lema garante que a reciproca também ¢é verdadeira, isto
é, todo §;-comutador de um grupo G é um elemento do tipo &;(ay,...,a), para

adequados ay,...,ax € G.

Lema 4.26. Seja y um &;-comutador de um grupo G. Entdo existem ai,...,ax,

elementos de G, tais que y =8} (ai,...,ax). Em particular,
8;(G) = (§;(ay,...,ax);a; € G).

Demonstragdo. A prova do lema se dard por indugao sobre k. Se k=0 entao y = &;(y)
e nao ha o que se demonstrar. Por indugao, suponha o resultado verdadeiro para
k—1, isto ¢, se x for um &;_,-comutador entao existem elementos g,...,8x-1 em G
tais que

x=38_1(81,--,8p1)-
Como y é um &;-comutador, por definicao (pagina 60) existem xj,x, poténcias de

d;_,-comutadores tais que y = [x1,x2], com (|x1],|x2]) = 1. Assim, existe um inteiro

positivo m e existem ay,...,a-1 elementos de G tais que x| = Slt_l(al,...,azk—l)m.
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Analogamente, existe um inteiro positivo n e existem ay-1,1,...,ax € G tais que

x2 =08 (ax-1,q,...,ax)". Logo,

y=[8r_1(ar,...;ap—1)",8;_1(as—1,1,...,a)"] = & (ar,...,ay).

O lema esta provado. O

Lema 4.27. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX| < m para todo
g€ G. Sey€eX entao existe um inteiro positivo (m,k)-limitado, digamos n, tal que
y' € Z(G).

Demonstracao. Seja ap um elemento qualquer de G. Pelo Lema 4.26 existem
at,...,a elementos em G tais que y = 6;(ay,...,ay).
Denote por E o subgrupo gerado por ag,ar,...,a,. Observe que y é um 6;-
comutador em E. Seja Y o conjunto de todos os §;-comutadores de E. Claramente
Y C X. Por hipétese |af(| < m, para cada i =0,1,...,2K. Em particular, segue que
la¥| < m, para todo i =0,1,...,2%k. Assim, temos que E é um BFC(Y)-grupo.
Portanto, segue que para cada i =0,1,...,2% o subgrupo ng(E) (a;) possui Y-indice
zk

<m em 6;(E) (Lema 4.24). Como Z(E) = ﬂCE(ai), concluimos que o subgrupo
i=0

Z(E)NY;(E) possui Y-indice < m* 1 em 8/ (E) (Corolario 4.23). Consequentemente,

k1
2" Decorre,

o ntimero de §;-comutadores no quociente E/Z(E) é no maximo m
portanto, do Teorema 4.15 que a ordem do subgrupo &;(E/Z(E)) é (m,k)-limitada.

Sendo y um §j-comutador de E, segue que sua imagem no quociente
8;(E)/8;(E)NZ(E), possui ordem (m,k)-limitada. Assim, existe um inteiro, digamos
n = n(m,k), tal que y" € 8;(E)NZ(E). Em particular, y* € Z(E). Como ag € E,
concluimos que y" e ap comutam. Por fim, como o elemento ag foi escolhido
arbitrariamente em G podemos entao garantir que esse processo se repete a qualquer
outro elemento deste grupo. Logo, dado y € X existe n = n(m,k) tal que y" € Z(G).

O lema esta provado. O

Seja a um elemento qualquer do grupo G e, suponha que G seja um BFC(X)-

grupo tal que |g¥X| < m para todo g € G. Sejam uy,...,us 1,us; = 1 elementos de X
tais que

a ={a",...,d ", a}. (4.2)

Nossa hipotese implica que os elementos uy,...,us_1,us = 1, podem ser
escolhidos de maneira que s < m. Seja h € K um elemento qualquer. Note que h
pode ser escrito como um produto de um nimero finito de elementos de X e, assim o

seguinte resultado, cuja demonstragao segue passo a passo a demonstracao do Lema
2.3 de [5], ¢ verdadeiro.
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Lema 4.28. Seja h=x;---x;, onde x1,...,x; € X. Entao

ah = M1y Ui

para adequados iy,...,1; tais que 1 <iy,ip,...,i; <.

Demonstracao. A prova que apresentaremos sera por inducao sobre [. Se [ = 1 entao
h=x; ed" =a" =a", para 1 <i; <s. Suponha que o lema seja verdadeiro para
todos os elementos de K que possam ser escritos como um produto de no maximo

[ — 1 elementos de X. Observe que a*! = a", para algum 1 <i <s. Consequentemente,

segue que
ah — g
a2
ac? e
onde ¢; = uixjufl, para j=2,...,1l.

Note que, ¢j € X pois X ¢ um subconjunto normal em G. Por hipétese de
inducao, segue que,

acz...c[ _ auilu’émuilfl :

para adequados iy,...,i;j_; tais que 1 <iy,...,i;_; <s. Portanto,
ah — (aC2~“C1)M,'
g2 citi
a"intti i

onde consideramos i; =ie 1 <iy,...,ij_1,i; <s. O lema esta provado. O

Observacgao 4.29. Uma relacdao de ordem < sobre um conjunto A € dita uma relagao

de ordem total se:
(a) < for antissimétrica, reflexiva e transitiva.
(b) Para quaisquer a,b € A, com a # b, temos que a <b ou b < a.

Seja A um conjunto e seja < uma relag¢ao de ordem sobre A. Diremos que A= (A, <)
¢ um conjunto bem ordenado se todo subconjunto nao vazio de A tiver um elemento
minimal, isto é, se @ # B C A entdo eziste by € B tal que by < b para todo b € B\{bp}.

E um fato bem conhecido que N, o conjunto dos niimeros naturais, ¢ um conjunto

bem ordenado.
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Seja a € G e suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |g¥| < m para
todo g € G. Sejam uy,...,us—1,us; = 1 elementos de X escolhidos como na equacgao
(4.2), tais que a® = {a",...,a"",a" = a}, com s < m.

Defina uma relagao de ordem < , sobre o conjunto de todos os produtos

(formais) da forma wu; u;, - --u;,, onde 1 <i; <s para cada j=1,...,] como segue:
Uiy Uiy =~ Uiy < UjyUjp == Ujjys

se, e somente se, as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) 1<l ou;
(ii) I =1 e existe um indice t <[ tal que i; < j; e i, = j, para todo v > 1.

Note que a relagao de ordem < definida anteriormente é uma relagao de
boa ordem para o conjunto dos produtos da forma u;, u;, - - - u;,. De fato, a ordenagao,
nesse caso ¢ feita pelos indices e, estes possuem entradas em N. Como observado

anteriormente, N é bem ordenado. Resumimos isso no seguinte lema.

Lema 4.30. A relagcao de ordem < definida anteriormente € uma boa ordena¢ao
para o conjunto constituido por todos os produtos da forma u; u;, ---u;,, com > 1,

onde 1 <i; <s, para cada j=1,...,1.

Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |g¥| < m para todo g € G.
Sejama€ GeheK. Entao h=x;...x;, onde x; € X paratodoi=1,2,...,l. Suponha
que aX = {a"1,...,a",a" = a}, para adequados u; € X, com s <m (como na equacio
(4.2)). A relacdo < definida anteriormente é uma relacdo de boa ordem sobre o
conjunto de todos os produtos da forma wu; u;, - --u;,, com I > 1, onde 1 <i; <s, para
cada j=1,...,l (Lema 4.30). Seja u; uj, ...u;, o menor produto destes elementos tais
que

ah = gttty Uiy |

Lema 4.31. Seja u; u;,...u;, o menor produto descrito anteriormente. Entao iy >
ip > - 2.

Demonstracao. De fato, suponha que exista um indice n tal que i, < i,+1. Assim,

temos que

a' = ghtiv i Min iy Wiy ol
s oeee . / . . - .
= " i W iy

-1

onde u' = u;,u;,, u; * € X. Pelo Lema 4.28, temos que

. . / . . .
au,1 "'ulnfl u — au‘ll “'an—l MJ/
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para adequados ji,..., ju—1,Jj tais que 1 < ji,..., ju—1, junt+1 < s. Portanto,

ah — aujl el ”j/”in”in+2'~~“i[ )

Porém isso ¢ uma contradicao com a escolha do menor produto u; u;, ...u;,, uma vez

que, por definicao, temos :
Wjy oo Uj, WjUi U, o UG < Ujy ... Uj,_, Wi Wiy Uiy - - Ui,

pois estamos supondo que i, < i,11. O

Agora estamos em posicao de concluirmos a prova da Proposicao 4.18.
A PROVA DA PROPOSICAO 4.18

Recorde que G é um BFC(X)-grupo finito tal que |g¥| < m para todo g € G.
Sejam a € G e h um elemento arbitrério de K = Dy(G). Combinando os Lemas 4.28
e 4.31, concluimos que

ah — g u[2...uil,

com ij > ip > --- > i;. Equivalentemente, temos que

me__ m m

h o ousTh M

a =aqa s-1 2 1,
r u inteiros nao n 1vos my,my,...,mg_1, onde s < m. m u
ara adequados inteiros nao negativos my,my,...,my_1, onde s < Sabemos que

existe um inteiro nao negativo n = n(m,k), tal que y" € Z(G), para cada y € X (Lema

4.27) e, assim podemos entao supor que m; < n, para cada i =1,2,...,5s — 1. Logo
) ) ) ) )
segue que
me__ m m
h st
a =aqa s1 2 1 ,

com m; <nes<m.Como h € K foi tomado arbitrariamente segue que |aX| < (n+1)",

ou seja, |ak| é (m,k)-limitado. A Proposicao 4.18 estd provada.
0J

Destacamos na Observagao 4.1 que a nocdo de 8;-comutadores (respecti-
vamente, Y;-comutadores) pode ser estendida naturalmente para grupos periédicos
em geral. A demonstracao da Proposi¢ao 4.18 depende do Lema 4.27. Porém tal
demonstracao pode ser reproduzida (literalmente) no caso onde o grupo em questao
seja localmente finito. De fato, note no Lema 4.27 que o subgrupo E é um BFC(X)-
grupo finitamente gerado e, portanto, é finito (estamos supondo G localmente finito
nesse caso). Assim, podemos usar o Teorema 4.15 (valido para grupos finitos) e con-
cluirmos que se G for um BFC(X)-grupo localmente finito, tal que |gX| < m para

todo g € G, entdo para cada y € X existe um inteiro (m,k)-limitado, digamos n, tal
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que Y" € Z(G). Dessa maneira podemos repetir a demonstragao da Proposigao 4.18

para BFC(X)-grupos localmente finitos, de modo que vale o seguinte resultado.

Corolario 4.19 Sejam k > 1 um inteiro e G um grupo localmente finito. Denote por
X o conjunto de todos os 8;-comutadores de G e suponha que G seja um BFC(X)-
grupo tal que |gX| < m para todo g € G. Entio |g%\9)| ¢ (m,k)-limitado, para todo
g€eaq.

Com a demonstracao da Proposigao 4.18, atingimos o primeiro objetivo pro-
posto nesse capitulo. Na préoxima secao, apresentaremos uma noc¢ao da demonstracao
da Proposicao 4.16, inteiramente analoga a demonstracao da Proposicao 4.18 feita

nessa secao.

4.4 A prova da Proposicao 4.16

Nesta secio G denota um grupo finito, X o conjunto de todos os ¥;-
comutadores de G e K o subgrupo gerado por X. Assim, pelo Lema 4.8(1), se k > 2,
temos que K = Yo (G).

Obviamente é claro que vale um analogo do Lema 4.24, para o conjunto de
todos os y;-comutadores de G.

Seguindo a linha de raciocinio da segao anterior, apresentaremos uma
defini¢ao equivalente a apresentada na pagina 60, para y;-comutadores em grupos
finitos. Para todo elemento a € G, defina Yj(a) = a, e recursivamente defina para
k>?2

Yf((al,...,ak) = [Y,E_l(al,...,ak_l)",ak],

se existir um inteiro positivo n tal que

(We—1(ars - ar—1)"|s lax]) = 1, (4.3)
ou, Yi(ai,...,ax) = 1, se nao existir um inteiro positivo n que satisfaca a equagao
(4.3).

E claro que todo elemento do tipo Y;(ai,...,ar) definido acima é um 7;-

comutador. O préximo lema (andlogo ao Lema 4.26) garante que a reciproca também
é verdadeira, isto é, todo Y;-comutador de G é um elemento do tipo ¥ (ai,...,a),

para adequados ay,...,a; € G.

Lema 4.32. Sejay um Y -comutador de G. Entao existem ay,...,ax, elementos em

G, tais que y =" (ai,...,ar). Em particular,

Ye(G) = (Yi(a1,...,ax);a; € G).
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O préximo resultado é andlogo ao Lema 4.27, agora para Y;-comutadores.

Lema 4.33. Suponha que G seja um BFC(X)-grupo tal que |gX| < m para todo
g€G. Sex€eX, entao existe um inteiro positivo (m,k)-limitado, digamos ng, tal que
K" e Z(G).

Demonstracao. Seja ap um elemento qualquer de G. Para cada x € X o Lema 4.32
garante a existéncia de k elementos em G tais que x =Y (ar,...,a).

Denote por E o subgrupo gerado por ag,ai,...,a;. Entao x é um v;-
comutador em E. Seja Z o conjunto de todos os y;-comutadores de E. Claramente
Z C X. Assim temos que |a?| < m, para todo i =0,1,...,k. Logo E é um BFC(Z)-
grupo e, consequentemente, para cada i =0,1,...,k, o subgrupo CY;i(E) (a;) possui
Z-indice <m em Y (E) (Lema 4.24). Assim, o subgrupo Z(E) N7y;(E) possui Z-indice
<m**! em ¥} (E) (Lema 4.23). Passando ao quociente E/Z(E) e usando o fato do
conjunto de todos os y;-comutadores de E ser uniformemente conciso (Teorema 4.14)
concluimos que o indice de |V;(E) : Z(E) NV, (E)| é (m,k)-limitado.

Sendo x um Y;-comutador de E segue entao que sua imagem no quociente
Y (E)/Y(E)NZ(E), possui ordem (m,k)-limitada. Consequentemente, existe um
inteiro, digamos ng = no(m, k), tal que x™ € ¥;(E)NZ(E). Em particular, x"0 € Z(E).

Como ag € E segue que x™ e ag comutam. Por fim, como o elemento aq foi escolhido

arbitrariamente em G podemos entao garantir que esse processo se repete a qualquer

outro elemento de G. O lema esta provado. O]

Agora estamos em posicao de concluirmos a prova da Proposicao 4.16.
A PROVA DA PROPOSIGAO 4.16

Recorde que G é um BFC(X)-grupo finito tal que |gX| < m para todo g € G.
Sejam a um elemento qualquer do grupo G e vy,...,vs_1,vs = 1, elementos de X,

tomados tais que s < m e com a propriedade que
a ={a",...,a" ", a}. (4.4)

Seja h € K = ¥(G) um elemento qualquer. Entao h pode ser escrito como
um produto de um nimero finito de elementos de X, de modo que podemos assim
repetir a prova do Lema 4.28 e mostrarmos que se h = xy---x;, onde xy,...,x; € X
entao

' = gV i
para adequados iy,...,i; tais que 1 <iy,is,...,i; <s. Considere a relacao de boa

ordem < definida na secdo anterior (pagina 69) . Seja vj,vi,...v; o menor produto

1
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dos elementos vy,...,vs tal que

ah — avil Vig--Vi )

Assim, segue que ij > ip > --- > i; (Lema 4.31). Equivalentemente, temos

mg_ | my mj
ah:avs—l VTV 7

para adequados inteiros nao negativos myp,mo,...,mg_1, onde s < m. Como existe

um inteiro positivo ng = ng(m,k), tal que x™ € Z(G) para todo x € X (Lema 4.33),

podemos supor que m; < ng para todo i =1,2,...,5s — 1. Assim, dado a € G, segue
que
mg_ | my m
ah _ ausfl ...u22u1 ! 7

com m; <nges<m. Como h € K, foi tomado arbitrariamente, concluimos entao que
|aX| < (no+1)™. A Proposicio 4.16 esta provada.

OJ

Tendo em vista as observagoes feitas na se¢ao anterior, obtemos o seguinte

corolério.

Corolario 4.17 Sejam k > 2 um inteiro e G um grupo localmente finito. Denote por
X o conjunto de todos os Y;-comutadores de G e suponha que G seja um BFC(X)-
grupo tal que |gX| < m para todo g € G. Entio |g%\9)| é (m,k)-limitado, para todo
geai.

4.5 A prova dos Teoremas 4.20 e 4.21

Esta secao destina-se as demonstracoes dos resultados centrais desse capi-

tulo. O seguinte lema é uma consquéncia direta da Proposicao 4.13.

Lema 4.34. Sejam p um primo, m um inteiro positivo e V. um p-grupo abeliano
finito. Suponha que H seja um p'-grupo finito de automorfismos de V. Se |[V,h]| <m

para todo h € H entdo |[V,H]| é m-limitado.

Demonstragao. Seja N =Q (V)= {x € V;x’ =1}. Sendo V abeliano, temos que N é
abeliano elementar (vide pdgina 22). Além disso o Teorema 1.12 garante que N é um

h = x, para todo

subgrupo caracteristico de V. Seja h € H um automorfismo tal que x
x € N. Denote por A o subgrupo gerado por h. Logo A age trivialmente sobre N e,
consequentemente, pelo Teorema 1.13 concluimos que A = 1 e, em particular, decorre

que h = 1. Em outras palavras, H age fielmente sobre N. Uma vez que [N,h] < [V, A
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para todo h € H, concluimos que |[N,h]| < m para todo h € H. Consequentemente a
Proposigao 4.13 garante que a ordem do subgrupo [N,H| é m-limitada. Esse mesmo

resultado garante que |H| é m-limitado. Novamente sendo V abeliano temos que

V,H] =) [V,h].
heH
Portanto |[V,H]| < m|H|. Como |H| ¢ m-limitado, o resultado segue. O lema estd

provado. O

Agora estamos em condicao de provar os Teoremas 4.20 e 4.21.
A PROVA DO TEOREMA 4.20

Recorde que k> 2 é um inteiro positivo e que G é um grupo finito. Como de
costume, denotaremos por X o conjunto de todos os y;-comutadores de G. Suponha
que G seja um BFC(X)-grupo tal que |g¥| < m para todo g € G. Mostraremos, sob
estas condicdes, que o subgrupo ¥;(G) possui ordem (m,k)-limitada.

Seja K = v;(G). Entao decorre da Proposicao 4.16 que K é um subgrupo
BFC-imerso em G. Em particular, K é um BFC-grupo tal que |[kX| < n, para todo
k € K, onde n é um inteiro (m,k)-limitado. Consequentemente, K’ possui ordem (m, k)-
limitada (Teorema 1.32), onde K’ denota o subgrupo derivado de K. Note que K’ é
normal em G, de modo que podemos considerar o quociente G/K’ e, assim podemos
supor que K seja abeliano. Sendo K um grupo finito, segue que K coincide com o
produto direto de seus subgrupos de Sylow. Logo, para concluirmos que K possui
ordem (m,k)-limitada é, suficiente que mostremos que cada um de seus subgrupos de
Sylow possui ordem (m, k)-limitada. Seja ©(K) = {p1,...,ps} 0 conjunto de todos os
nimeros primos divisores da ordem de K e Py,...,P; os correspondentes subgrupos
de Sylow de K. Tome p; € n(K) e considere P; o respectivo subgrupo de Sylow de
K. Passando ao quociente G/0,(G), onde O,/(G) denota o pi-subgrupo normal
maximal de G, podemos, sem perda de generalidade, supor que K = P;. Sendo P;
abeliano, segue que G é metanilpotente (Lema 4.10). Se H for um pl-subgrupo de

Hall de G, entao pelo Lema 4.11 concluimos que
P; =[P, H].
Para cada h € H temos pelo Teorema 1.14 que
P =[P,h] x Cp(h).

Assim segue da Proposicao 4.16 que |[P,h]| é (m,k)-limitado. Pelo Lema 4.34 temos

que P = [P,H]| possui ordem (m,k)-limitada. O teorema estd provado.
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A PROVA DO TEOREMA 4.21

Sejam k > 1 um inteiro e G um grupo finito. Denote por X o conjunto
de todos os §;-comutadores de G. Suponha que seja G um BFC(X)-grupo tal que
|gX| < m para todo g € G. Mostraremos que o subgrupo Di(G) possui ordem (m, k)-
limitada.

Seja K = (X). Pelo Lema 4.8(2) temos que K = Di(G). Decorre da Proposigao
4.18 que K é um subgrupo BFC-imerso em G. Em particular, K é um BFC-grupo
tal que |gX| < ng, para algum inteiro ny = ng(m, k). Consequentemente, K’ possui
ordem (m,k)-limitada (Teorema 1.32). Note que K é normal em G, de modo que
podemos considerar o quociente G/K' e supor que K seja abeliano. Assim, para
concluirmos que a ordem de K é (m,k)-limitada é, suficiente que mostremos que
a ordem de cada um de seus subgrupos de Sylow seja (m,k)-limitada. Considere
n(K) ={pi1,...,ps}, o conjunto de todos os nimeros primos divisores da ordem de
K, e Pj,...,P; os correspondentes subgrupos de Sylow de K. Para cada i =1,...,s
escolha um pl-subgrupo de Hall em Q = Dy_;(G). Se a € H; entdo P; = [P;,a] X Cp,(a)
(Teorema 1.14). Portanto, pela Proposigao 4.18 temos que |[P;,a]| é (m,k)-limitado
para todo a € H;. Pelo Lema 4.34 concluimos que |[P;, Hj|| é (m,k)-limitado. Observe
que K =Y.(Q) (Lema 4.8(2)) é abeliano e portanto pelo Lema 4.10 segue que Q é
metanilpotente. Pelo Lema 4.11 temos que P; = [P;, H;| para todo i = 1,...,s. Como
a ordem de K é justamente o produto da ordem de seus subgrupos de Sylow, o

resultado segue. O teorema estd provado.

O

Com a demonstracao dos Teoremas 4.20 e 4.21 atingimos todos os objetivos

propostos nesse capitulo e, assim o encerramos.



Referéncias Bibliograficas

1]

AccCIARRI, C., SHUMYATSKY, P. and THILLAISUNDARAM, A. Conciseness of

Coprime Commutators in Finite Groups. Bulletin of the Australian Mathema-
tical Society, 89 (2014), 252-258.

AMBERG, B. and KAzZARIN, L. On The Product of Two Chernikov Subgroups.
Israel Journal of Mathematics, 175 (2010), 363-389.

ANDRADE, A. F. and SHUMYATSKY, P. Bounding the order of the nilpotent

residual of a finite group. Bulletin of the Australian Mathematical Society,
d0i.10.1017/S0004972716000150, to appear.

BAER, R. Finite extensions of abelian groups with minimum condition. Trans.

Amer. Math. Soc., 79 (1955), 521-540.

BraAziL, S., KRASILNIKOV, A. and SHUMYATSKY, P. Groups with bounded
verbal conjugacy classes. J. Group Theory 9 (2006), 127-137.

Casovro, C. Groups with all subgroups subnormal. Dipartimento di Matematica
“Ulisse Dini”, Universita di Firenze, Italy, 2007.

Curtoro, G. and NICOTERA, C. Verbal sets and cyclic coverings. J. Algebra,
324 (2010), 1616-1624.

Dixon, M. R., KIRICHENKO, V.V., KURDACHENKO, L..A, OTAL, J., SEMKO,
N.N, SHEMETKOV, L.A and SUBBOTIN I. Ya. S. N. Chernikov and the
development of infinite group theory. Algebra and Discrete Mathematics (2),
13 (2012), 169-208.

FERNANDEZ-ALCOBER, G.A and MORIGI, M. Outer commutator words are
uniformly concise. J. London Math. Soc. 82 (2010), 581-595.

FERNANDEZ-ALCOBER, G.A and SHUMYATSKY, P. On groups in which

commutators are covered by a finitely many cyclic subgroups. J. Algebra, 319
(2008), 4844-4851.



Referéncias Bibliograficas 7

[11]

[12]

[13]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[21]

[22]

[24]

[25]

[26]

Franciosi, S., de GIOVANNI, F. and SHUMYATSKY, P. On group with finite
verbal conjugacy classes. Houston J. Math. 28 (2002), 683-689.

FucHs, L. Abelian groups. Oxford: Pergamon (1960).

GARCIA, E.F FC-grupos e a subclasse dos FO-grupos. Dissertacao de Mestrado,
UnB, Brasilia, (2004).

GORENSTEIN, D. Finite Groups. Chelsea Publishing Company, New York
(1980).

Isaacs, ILM. Finite Group Theory. Amer. Math. Soc., vol, 92 (2008).

IvaNov, S.V. P.Hall’s conjecture on the finiteness of verbal subgroups. Soviet
Math. 33 (1989), 59-70.

JOHNSON, D.L. Presentations of groups. 2nd ed (London Mathematical Society
student texts; 15, (1997).

KEGEL, O.H and WEHRFRITZ, B.A.F. Strong finiteness conditions in locally
finite groups. Math. Z. v. 117 (1970), 309-324.

KEGEL, O.H and WEHRFRITZ, B.A.F. Locally finite groups. North-Holland,
Amsterdam (1973).

KHUKHRO, E. I. and SHUMYATSKY, P. Almost Engel Finite and Profinite
Groups. arXiv:1512.0609 (2015).

KurosH, A. G. The Theory of Groups Vol. 1. 2nd ed (Chelsea Publishing
Company, 1960).

LimA, F. E. do Nascimento. Centralizadores em Grupos Localmente Finitos.
Tese de Doutorado, UnB, Brasilia (2013).

MERzZLYAKOV, Ju. . Verbal and Marginal subgroups of linear groups. Dokl.
Akad. Nauk SSSR 177 (1967), 1008-1011.

MuNo0z-EsCcOLANO, J.M and SHUMYATSKY, P. A finiteness condition for
verbal conjugacy classes in a group. Publ. Math. Debrecen, 82/1 (2013), 97-105.

NEUMANN, B.H. Groups covered by finitely many cosets. Publ. Math. Debrecen
3 (1954), 227-242.

NEUMANN, B.H. Groups covered by permutable subsets. J. London Math. Soc.
29 (1954), 236-248.



Referéncias Bibliograficas 78

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

OLSHANSKII, A.Yu. Geometry of defining relations in groups, Mathematics
and its applications 70 (1991) (Soviet Series). Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht.

Porovickil Ya. D. Locally extremal and layer-extremal groups. Mat. Sb. 58
(1962), 685-694.

RoBINSON, D. J. S. A course in the Theory of Groups, 2nd ed. (Springer-
Verlag, 1996).

ROBINSON, D. J. S. Finiteness Condition and Generalized Soluble Groups,
Part 1, (Springer-Verlag, 1972).

RoBINSON, D. J. S. Finiteness Condition and Generalized Soluble Groups,
Part 2, (Springer-Verlag, 1972).

ROGERIO, J.R. and SHUMYATSKY, P. A finiteness condition for verbal sub-
groups. J. Group Theory 10 (2007), 811-815.

ROSE J. S. A course on Group Theory. 1st ed., (Dover, 2014).

SCHLETTE, A. Artinian, almost abelian groups and their group of auto-
morphisms. Pacific J. Math., 29 (1969), 403-425.

ScHMIDT, O.J. Infinite soluble groups. Mat. Sb. 17 (1945), 145-162.

SHUMYATSKY, P. On the Ezxponent of a Verbal Subgroup in a Finite Group.
Journal of the Australian Mathematical Society, v. 93 (2012), 325-332.

SHUMYATSKY, P. Commutators of elements of coprime orders in finite groups.
Forum Mathematicum, v. 27 (2015), 575-583.

SHUMYATSKY, P. and ANDRADE, A.F. On groups with small verbal conjugacy
classes. Publ. Math. Debrecen, v. 88/3-4 (2016), 477-485.

SHUNKOV, V.P. On the minimality problem for locally finite groups. Algebra
and Logic 9 (1970), 137-151.

TOMKINSON, M. J. FC-groups. Pitman, Boston (1984)

TURNER-SMITH, R.F. Finiteness conditions for wverbal subgroups. J. London
Math. Soc. 41 (1966), 166-176.

WIEGOLD, J. Groups with boundedly finite classes of conjugate elements. Proc.
Roy. Soc. London Ser. A 328 (1957), 389-401.

WILSON, J. On outer-commutator words. Can. J. Math. 26 (1974), 608-620.



Indice Remissivo

Y-indice, 65 elemento minimal, 36

T-grupo, 23
srip FC

m-subgrupo de Hall, 23
centro, 28

w-valor, 23

[ to, 2
indice de um subgrupo, 18 elemento, 28

grupo, 28
agao FC(w)-grupo, 29
de grupos, 21 fecho normal, 19
fiel, 21
trivial, 21 gripo
p-grupo, 22

altura de Fitting, 25

automorfismo, 19 p-grupo abeliano elementar, 22

camadas finitas (finite-layer), 38

interno, 19
central-por-finito, 27
BFC(X)-grupo, 63 de Chernikov, 36
BFC(w)-grupo, 29 de expoente finito, 25
BFC-grupo, 29 hipercentral, 31

centralizador localmente finito, 26

de um elemento, 19 localmente-X, 27

de um subgrupo, 19 metanilpotente, 62

centro de um grupo, 19 nilpotente, 25

classe de conjugacio, 18 periédico (ou de Torgdo), 25
quase-ciclico (Priifer), 32
radicdvel (divisivel), 32

residualmente finito, 28

classe de conjugacao verbal, 29
classe lateral, 18

cobertura de um grupo, 27

comutador, 19 soldvel, 25

8,-comutador, 24 grupo de automorfismos, 21

5:-comutador, 60 grupo dos pontos fixos, 21
Yi-comutador, 24
Y;-comutador, 60

condicdo de cadeia descendente, 36

hipercentro de um grupo, 31

homomorfismo, 19

condicdo minimal para subgrupos, 36 isomorfismo, 19



Indice Remissivo

80

Lema dos Trés Subgrupos, 21
normalizador de um subgrupo, 19

palavra, 23
central inferior, 24
concisa, 29
derivada, 24

parte radicavel, 36

residual finito, 37

residual nilpotente, 61

série inferior de Fitting, 61
série superior de Fitting, 25
subconjunto normal, 19
subgrupo

BFC-imerso, 30

de Fitting, 25

derivado, 19

FC-imerso, 30

gerado por um conjunto, 18

verbal, 24

tamanho (grupo de Chernikov), 38

transversal, 18



	Capa
	Folha de Rosto
	Aprovação
	Direitos Autorais
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	1 Preliminares
	1.0.1 Subgrupos de Hall
	1.1 Subgrupos verbais
	1.2 Grupos localmente finitos
	1.3 Coberturas para grupos
	1.4 FC-grupos
	1.4.1 FC(w)-grupos

	1.5 Grupos hipercentrais
	1.6 Grupos de Chernikov
	1.6.1 Grupos de automorfismos de grupos de Chernikov


	2 Um critério para um subgrupo normal ser de Chernikov
	2.1 Resultados obtidos
	2.2 A prova do Teorema 2.3

	3 Grupos com classes de conjugação verbal limitadas
	3.1 Resultados obtidos
	3.2 Resultados auxiliares
	3.3 A prova do Teorema 3.2
	3.3.1 O caso w = n
	3.3.2 O caso w=n


	4 Limitando a ordem do residual nilpotente de um grupo finito
	4.1 Comutadores coprimos em grupos finitos
	4.2 Resultados obtidos
	4.3 A prova da Proposição 4.18
	4.4 A prova da Proposição 4.16
	4.5 A prova dos Teoremas 4.20 e 4.21

	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo

