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Resumo

Seja G um grupo abeliano finito e seja F' um corpo. Suponha que R seja um anel (F-
algebra) G-graduado e o um 2-cociclo anti-simétrico. Neste trabalho, caracterizamos anéis
(F-algebras) G-graduados primitivos a direita com um ideal a direita graduado minimal
em termos de pares bilineares nao degenerados graduados. Se GG é um grupo de ordem p,
onde p é um nimero primo, a caracterizagao de anéis (F-algebras) G-graduados primitivos
a direita com um ideal & direita graduado minimal e uma o-involucao esta relacionada
com uma forma sesquilinear nao degenerada hermitiana ou anti-hermitiana graduada.
Além de generalizarem o Teorema de Kaplansky que trata da classificacao de involucoes
em anéis primitivos, esses resultados também generalizam os resultados de Racine, em
[25], e Bahturin, Bresar e Kochetov, em [1], que classificam superinvolugbes em superanéis
primitivos e involucoes graduadas em anéis graduados primitivos, respectivamente. Ainda
no caso em que G é um grupo de ordem prima p, obtemos corolarios relacionados com
uma descricao de o-involucoes em algebras graduadas simples. Em particular, obtemos
descrigao de o-involugdes no anel Zs-graduado R = M, (D) de matrizes n X n sobre um

anel Zs-graduado de divisao D no caso de algumas classes de graduacoes elementares em
R.

Palavras-chave: Anel graduado primitivo, o-involucao, 2-cociclo, o-adjunta e anel

graduado de divisao.
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Abstract

Let G be a finite abelian group and F' a field. Suppose that R is a G-graded ring
(or F-algebra) and o is an anti-symmetric 2-cocycle. In this work, we characterize right
primitive G-graded rings (F-algebras) with a minimal graded right ideal in terms of non-
degenerate graded bilinear pairs. If GG is a group of order p, where p is a prime number, the
characterization of a right primitive G-graded ring with a minimal graded right ideal and
a o-involution is related to a nondegenerate e-hermitian sesquilinear graded form. This
generalises the theorem of Kaplansky about the classification of involutions in primitive
rings, and similar results of Racine, in [25], for superinvolutions, and of Bahturin, Bresar,
and Kochetov, in [1], for graded involutions. Also, when G is a group of a prime order p,
we obtain some corollaries about description of o-involutions in simple graded algebras. In
particular, we describe o-involutions in the Zs-graded ring R = M,,(D) of n x n matrices

over a Zs-graded division ring D, for some classes of elementary gradings of R.

Keywords: Graded primitive ring, o-involution, 2-cocycle, o-adjoint and graded di-

vision ring.
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Introducao

Seja G um grupo abeliano finito e seja F' um corpo. Consideramos anéis associativos e
F-algebras associativas, ambos de caracteristica diferente de 2. Um anel (F-algebra) R é

G-graduado se é escrito como soma direta de subgrupos aditivos abelianos (F-subespacos)

R = @Ra tais que R,Rp C Rao+p para todos o, 5 € G.

aeG
Seja 0 : G x G — Z um 2-cociclo tal que o(a, 8) = o(B, )™t para todos «, 8 € G,
onde Z = {1,—1} se R é um anel G-graduado e Z = F* se R ¢ uma F-algebra G-
graduada. Uma o-involugao em um anel G-graduado R é uma aplicagdo Z-linear graduada

de grau neutro %, : R — R que satisfaz as relacoes
rrtr =1 e (rarp)” =o(a, B)ryry

para quaisquer 1 € R,rq, € Rq,73 € Rg e o, € (. De maneira andloga, uma o-
involu¢ao em uma F-algebra G-graduada A é uma aplicacao F-linear graduada de grau

neutro *, : A — A tal que

a =a e (aaa3)" = oo, B)ay ay

para quaisquer a € A,a, € Ay,a3 € Age a, B €G.

Se o é um bicaracter anti-simétrico, dizemos que #*, é uma involugao colorida. Se
o(a,B) = 1 para todos «, 8 € G, entdao *, é uma involugao graduada. Se G = Zy e

o(a,B) = (—1)*8 para @, 3 € G, entdo *, é uma superinvolucdo. Por fim, se o(a, §) =

)
(—=1)*, com &, 3 € Z3, *, ¢ uma Zs-involucio.

Entendemos por anel graduado primitivo & direita um anel graduado R tal que existe
um R-modulo a direita graduado M irredutivel e fiel. Varios autores contribuiram com
o estudo da teoria estrutural de anéis primitivos com um ideal minimal unilateral. In-
formagoes sobre o assunto podem ser encontradas, por exemplo, em [19], [22], |26]. Em

particular, uma demonstracao do Teorema de Kaplansky, que caracteriza involucoes em
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anéis primitivos a direita com um ideal a direita minimal em termos de formas nao de-
generadas hermitianas e alternadas | [22], Theorem 4.6.8]. Vale mencionar que uma das
aplicacoes do Teorema de Kaplansky é a descricao de involugoes do primeiro tipo na
F-algebra M, (F) das matrizes n x n sobre um corpo F' algebricamente fechado de carac-

teristica 0.

Motivado pelo que é apresentado em [16], [19], |22] e [26], Racine em |25] mostra
resultados estruturais analogos para superanéis. Em [12], Villa prova a existéncia de su-
perinvolucoes em superélgebras primitivas. Ja em [25|, Racine também apresenta dois
teoremas: [Theorem 6] e [Theorem 7]. Nestes, Racine classifica anéis primitivos com um
superideal unilateral minimal e com superinvolucao em termos de aplicacoes bi-aditivas
nao degeneradas graduadas e em termos de formas hermitianas e anti-hermitianas nao
degeneradas graduadas. E mais, quando o corpo F' é algebricamente fechado e de caracte-
ristica diferente de 2, Bahturin, M. Tvalavadze e T. Tvalavadze descrevem as superélgebras

simples de dimensao finita com superinvolugao [3].

Jaber em [18] estuda a existéncia de Zs-involugdes na algebra Zs-graduada A =

M, 4+p(D), onde D & uma algebra de divisao.

Sejam G um grupo abeliano finito e F' um corpo algebricamente fechado de caracte-
ristica diferente de 2. Em [1], Bahturin, Bresar e Kochetov, com o objetivo de classificar,
a menos de isomorfismo, todas as G-graduacoes da F-algebra de Lie finitaria simples
de transformagoes lineares (linear especial, ortogonal e simplética) em espaco vetorial de
dimensao infinita sobre um corpo F', provaram uma caracteriza¢ao para F-algebras (ou
anéis) G-graduadas primitivas a esquerda com um ideal & esquerda G-graduado minimal e
involugao graduada, similar ao apresentado em [25]. Em [27], Sviridova descreve todas as
algebras *,,-graduadas simples de dimensao finita, onde G = Z,, ¢ ¢ um ndmero primo ou
g =4, ' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e x4 é uma involugao
graduada. Também para involucoes graduadas Bahturin, Shestakov e Zaicev, em [4], e
Bahturin e Zaicev, em [5], descrevem as involugoes graduadas em M, (F) quando F' é um
corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2. J4 Bahturin e Giambruno
em [2] descrevem G-graduagdo em M, (F) admitindo uma involugao graduada, também

para F' um corpo algebricamente fechado e de caracteristica diferente de 2.

Bergen e Grzeszczuk mostram em [9] como élgebras de Jordan coloridas simples sur-
gem naturalmente de dlgebras associativas graduadas simples e de algebras associativas

graduadas simples com involucao colorida.

No6s podemos observar que casos particulares de o-involugoes (involugoes graduadas,

superinvolugoes, involugbes coloridas, etc) aparecem em varios estudos. Motivados por
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essa teoria desenvolvida em [1], [12], [22] e [25], nosso trabalho seguird nessa linha. Es-
tudamos a estrutura de anéis G-graduados primitivos a direita e F-algebras G-graduadas
primitivas & direita com um ideal & direita G-graduado minimal. Trabalhamos com dois
tipos de aplicagoes graduadas: par bilinear nao degenerado graduado e forma sesquilinear
nao degenerada graduada. Definimos a o-adjunta de um elemento homogéneo do anel

graduado de endomorfismos de um modulo graduado.

O objetivo deste trabalho é classificar anéis (F-algebras) G-graduados primitivos a
direita com um ideal a direita G-graduado minimal em termos de pares bilineares nao
degenerados graduados e anéis graduados primitivos a direita com um ideal a direita
graduado minimal e com o-involugao em termos de formas sesquilineares nao degeneradas
graduadas, como feito em [22]. No primeiro teorema exigimos como hipdtese que G seja
um grupo abeliano finito e no segundo teorema que G seja um grupo de ordem p, onde p

¢ um numero primo.

Sejam D um anel (F-algebra) G-graduado de divisao, V um D-espaco vetorial & es-
querda G-graduado e W um D-espago vetorial & direita G-graduado, (—, —), um par
bilinear nao degenerado graduado associado ao par de espagos duais com torcao V x W e
*, a o-adjunta associada a (—, —), (veja Definicdo 3.2.1 e Definigao 3.2.3). Denota-
mos por L7 (V') o subanel (F-subalgebra) graduado de End (V') de todos os operadores
que possuem c-adjunta e Fi.° (V') o ideal bilateral graduado de L7 (V') de todos os ope-
radores que possuem posto finito e possuem o-adjunta. As classificacoes que obtivemos

estao relacionadas com L{j7 (V') e F.7(V). A saber, provamos os:

Teorema 3.4.2. Seja G um grupo abeliano finito. Se R € um anel (F-dlgebra) G-
graduado primitivo a direita com um ideal a direita graduado minimal e o € um 2-cociclo
anti-simétrico tal que o(a, —a)2 = 1 para todo a € G, entao existe um par de espacos

duais com torcao pV e Wp tal que
Fiy (V) SR C LY (V),

onde D é um anel (F-dlgebra) G-graduado de divisao. Reciprocamente, dado um par de
espacos duais com torcao V e W sobre um anel G-graduado de divisao D, qualquer anel
G-graduado R satisfazendo

Fi" (V) SR C Ly (V)

¢ graduado primitivo & direita e R contém um ideal o direita graduado minimal. Além

disso, Fip” (V') € o tnico ideal graduado minimal de R.

Teorema 4.3.1. Sejam G um grupo ciclico de ordem prima e R um anel (F-dlgebra)

G-graduado. Entao, R é um anel graduado primitivo & direita com um ideal & direita
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graduado minimal e uma o-involucao x, se, e somente se, existe um R-mdodulo a direita

graduado V tal que:

a) V xV éum par sesquilinear & esquerda com tor¢ao;
b) End}% (V) possui uma o-involugao;

C) *, € a o-adjunta associada a uma forma sesquilinear hermitiana ou anti-hermitiana

nao degenerada graduada;

d) 7 CR C LY e R € invariante pela ag¢do de *,.

O Teorema 3.4.2 generaliza os teoremas [[25], Theorem 6] e [[1], Theorem 3.3|, os
quais os dois tltimos se realizam em o(a, 3) = (—1)*° para todos @, 3 € Zy e o(a, 3) = 1
para todos «, 8 € G, respectivamente. No Teorema 3.4.2 caracterizamos anéis gradu-
ados primitivos a direita com um ideal a direita graduado minimal em termos de pares
bilineares nio degenerados graduados. E importante ressaltar que nesse teorema nao pe-
dimos que exista uma o-involu¢do na F-algebra (anel) G-graduada de divisao, pois se D
é uma F-algebra G-graduada de divisao pode existir um 2-cociclo ¢ tal que D nao admite
uma o-involugdo. Assim é o caso da algebra de divisdo Zs-graduada F[Z], visto que

F[Zs] nao admite superinvolugoes (veja [14]).

Ja o Teorema 4.3.1 consiste em uma generalizacdo do teorema [[25], Theorem 7.
Nesse caracterizamos anéis graduados primitivos a direita com um ideal a direita graduado
minimal e o-involucoes em termos de formas sesquilineares e-hermitianas nao degeneradas
graduadas. Mostramos ainda que o anel (F-algebra) graduado de divisdao D admite uma

o-involucao.
Varias consequéncias e aplicagoes sao obtidas de todos esses resultados.

Para o aprofundamento dessas discussoes, dividimos este trabalho em quatro capitu-
los. O Capitulo 1, intitulado "Preliminares"possui seis secoes, onde apresentamos os
resultados basicos relacionados a teoria de anéis associativos graduados e & teoria de &l-
gebras associativas graduadas por grupos abelianos finitos utilizados no decorrer de todo
texto. O Capitulo 2 trata dos resultados antecedentes exibidos em [1], [9], [12], [18],
[22], |25] e |27]. No terceiro capitulo definimos o-involucdo, par de espacos duais gradu-
ados com torcao e provamos o Teorema 3.4.2. Por fim, no Capitulo 4, verificamos
que a estrutura apresentada na Secao 3.2 continua valida para uma forma sesquilinear
e-hermitiana nao degenerada graduada e, além disso, provamos o Teorema 4.3.1. Sao
feitas, entao, algumas consequéncias e exemplos. Em particular, entre as consequéncias,

obtemos uma descricao de o-involugoes em F-algebras graduadas simples de dimensao
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finita para G-graduacoes por um grupo ciclico de ordem prima. Provamos que todas as
o-involugoes nessas F-algebras sao induzidas por adjuncao em respeito de uma forma
sesquilinear e-hermitiana nao degenerada graduada em um espago graduado de dimen-
sao finita. O trabalho termina com "Consideracoes finais", onde levantamos algumas

questoes, por exemplo, hipotese mais fracas para o grupo G.



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicoes e alguns resultados relacionados a
teoria de anéis associativos graduados e a teoria de &lgebras associativas graduadas por
grupos abelianos finitos, os quais fazem parte da fundamentacao teoérica necessaria as
discussoes deste trabalho. Esse aparato teorico pode ser encontrado em [6], |7], [8], [11] e

[23]. Em todo trabalho, G é um grupo abeliano aditivo finito.

1.1 Anéis Graduados

O objetivo principal aqui ¢ apresentar definicoes e resultados basicos sobre anéis gra-

duados.

Seja (R, +,.) um anel associativo e seja (G, +) um grupo abeliano finito com elemento

neutro 0.

Definicao 1.1.1. Um anel R é chamado G-graduado se R pode ser escrito como soma

direta de subgrupos aditivos R,

R=EPR. (1.1)

aclG
tais que RoRp C Ratp para todos o, B € G.
Em particular, se G = Z,, dizemos que R é um superanel.
A graduacdo é dita nao trivial se R, # (0) para algum 0 # a € G.
Os elementos do conjunto A(R) = U R, sao chamados de elementos homogéneos do

acG
anel R. Um elemento nao nulo r € R, é denominado elemento homogéneo de grau a.
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Qualquer elemento nao nulo » € R é expresso de forma tnica como soma finita de

elementos homogéneos: r = g T, onde 7, € R,. Os elementos nao nulos r, na decom-
aeG

posicao sao chamados de componentes homogéneas de r.
Se X é um subanel nao nulo de R, entao escrevemos X, = X N R, para a € G.

Dizemos que X é um subanel graduado de R se X = @ X,. Analogamente, obtemos as

aeG
notagoes e nocoes de ideal a esquerda graduado , ideal & direita graduado e ideal bilateral

graduado quando X é, respectivamente, um ideal a esquerda, um ideal & direita e um
ideal bilateral. Observamos que um subanel (ou ideal) é graduado se, e somente se, ele
¢ gerado como anel (ideal) por elementos homogéneos. No caso em que Z é um ideal

bilateral graduado de R, o quociente R/I é um anel graduado com graduagao dada por:

(R/1)a = (Ra+1)/I e R/T =D (R/I)a.

acG
Exemplo 1.1.1. Sejam R um anel associativo e S = R[z1,...,x4] 0 anel de polindmios
comutativos e associativos nas varidveis xy,...,xq. Dado uma d-upla (aq,...,aq) € VA

o anel S € munido com a sequinte Z-graduacdo:

S =& S.,

nez

onde

rm € R, aymi+ ... +agmg=n

— mi md
S, = g Ty . Ty

(m1,...,mq)=meZd
Observamos que no exemplo acima G é um grupo infinito.

De posse da definicao de anel graduado, temos os seguintes resultados bem conhecidos

na literatura (veja [|7], Proposition 1] e [[23], Proposition 1.1.1]).

Proposicao 1.1.1. Seja R = EBRQ um anel G-graduado unitdrio. Entdao, valem as

aeG
sequintes propriedades:

a) 1 € Ry e Rg € um subanel de R;

b) ser~! € o inverso do elemento homogéneo r € R, entio 1~ € R_,.

Demonstragao. a) Como RogRo C Ry e Ro é um subgrupo de R, basta mostrar que

1 € Ry. Seja 1 = Zra a decomposicao de 1 com r, € R,. Entao, para todo

acCG
sg € Rpg, temos que

sg = sgl = Zsﬁra e SgTq € Rags-
aceG
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Consequentemente, sgr, = 0 para todo o # 0. Assim, para qualquer s € R, sr, =0
para todo « # 0. Em particular, para s = 1, obtemos r, = 0 para qualquer « # 0.

Portanto, 1 = ry € Ry e, com isso, concluimos que Ry ¢ um subanel de R.

b) Assuma que r € R, é invertivel. Se r~! = Z (r 1a, onde (r71), € R,, entdo

aceG
1=rr1= Zr(r‘l)a. Ja que 1 € Ry e r(r 1), € Ryta, temos que 7(r~1), = 0
aceG
para todo a # —A\. Como r é invertivel, segue que (r~1), # 0 para a = —\.
Portanto, r~! = (r~1)_, € R_,. E isto finaliza a prova da proposigao.

Vale ressaltar que R, é um Ry-bimodulo para todo o € G.

Definicao 1.1.2. Um anel unitirio G-graduado é denominado um anel G-graduado de

divisao se todos os seus elementos homogéneos nao nulos sao invertiveis.

Se R ¢ um anel graduado de divisao, claramente Ry ¢ um anel de divisao.

Definicao 1.1.3. Seja R um anel G-graduado. O anel oposto G-graduado de R, RP,

€ o grupo aditivo graduado R com multiplicacao dada por
Ta Oopg, T8 = TTa (1.2)

para quaisquer ro € R, 78 € Rg e o, B € G.

Finalizamos esta secao com a definicao de isomorfismo de anéis graduados, que é

similar a definicao de isomorfismo de anéis.

Definicao 1.1.4. Sejam R = @Ra e B = @Ba dois anéis G-graduados. Um ho-

acG aeG
momorfismo (isomorfismo) de anéis ¢ : R — B é chamado de homomorfismo (isomor-

fismo) de anéis graduados se ¢ preserva a estrutura graduada, isto €, $(R.) C B, para
todo a € G.

Sejam R = @Ra e B= @Ba anéis G-graduados. Uma aplicacao aditiva de anéis
acCG aceG
¢ : R — B ¢ chamada de graduada de grau (homogéneo) 5 se p(R,) C B,+p para todo

a€G.

Em particular, um isomorfismo (homomorfismo) de anéis graduados é um isomorfismo

(homomorfismo) graduado de grau 0 (neutro) de anéis graduados.



1.2 Mobdulos Graduados

A seguir, apresentaremos propriedades basicas de um importante objeto de estudo, a
saber, modulos graduados. O estudo de tal objeto motivou inimeros avangos na teoria de
algebras graduadas, tal como a classificacao de dlgebras graduadas simples de dimensao

finita sobre um corpo algebricamente fechado.

Seja R um anel G-graduado. Considere (M, +) um grupo abeliano.

Definigao 1.2.1. Um R-mddulo a direita M € chamado G-graduado se

M =P M,,

aeG

onde {M,, | a € G} é uma familia de subgrupos aditivos do grupo abeliano (M,+) e
marg € Mot para quaisquer rg € Rg, mq € My e o, B € G.

Os elementos do conjunto h(M) = U M, sao chamados elementos homogéneos do
aclG

modulo M, e qualquer elemento nao nulo m = E mg € decomposto de forma tnica como

aceG
soma finita de elementos homogéneos m,,.

Um R-submoédulo N de um R-médulo G-graduado M é G-graduado se

N =& N,

aeG

onde N, = N N M,, ou equivalentemente, para cada n € N, todas as suas componentes
homogéneas também pertencem a N. Em particular, um ideal a direita G-graduado ¢ um

R-moédulo graduado.

Um R-modulo graduado M induz uma graduacao no R-modulo quociente M /N, onde
N é um submoédulo graduado de M. Tal graduacao é dada por: (M/N), :={m+N |m €
M,}. Analogamente, podemos definir R-moédulo a esquerda G-graduado e R-bimo6dulo
G-graduado. Em geral, todo médulo a direita graduado M contém pelo menos dois

submodulos graduados, M e {0}, os quais sdo chamados triviais.

Seja M um R-moédulo a direita graduado. E bem conhecido que o anulador a direita
de um R-moédulo M, Annip(M)={re R | mr =0, Vm e M}, é um ideal bilateral de

R. O lema abaixo mostra que Ann (M) herda a estrutura graduada de R.

Lema 1.2.1. Seja M um R-mddulo & direita graduado. Entao, Annl (M) é um ideal
bilateral graduado de R.
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Demonstragao. Para cada a € G, considere Annlp (M), = {rq € Ro | mro, =0, ¥ m €
M}. Primeiramente observamos que Ann% (M), ¢ um subgrupo de Annj (M) para todo

a € G. Por outro lado, se r € Annly (M), N Z Anng (M)g, entdo r € Ry N Z Rps.
a#BeG e

Como R, N Z Rs = (0), temos que r = 0. Com isso, a soma, Z Anny (M), é direta.
a£BeG acd

Seja r € Annl, (M), entdo r = Zrm onde r, € R, para todo a € G, e mr = 0 para
aceG

todo m € M. Em particular, 0 = mgr = Zmﬁra para todo § € G. Assim, como M é
aceG

graduado, temos que mgr, = 0 para todo a € G. Logo, Annf (M) C @Ann%(M)a E,

portanto, Annj (M) = @ Anny (M),. O

Analogamente, o anulador & esquerda de um R-moédulo & esquerda J, Annk(J) =
{reR |rj=0,Vje J}, éum ideal bilateral graduado de R.

Em particular, para um anel graduado R podemos considerar o anulador a esquerda
Annk (rR) e o anulador a direita Annly(Rz). Ambos sao ideais bilaterais graduados de

R.
Defini¢ao 1.2.2. Um R-mddulo & direita graduado M é dito fiel se Annly (M) = (0).

Definicao 1.2.3. Um R-mddulo graduado M ¢€ dito irredutivel se 0 e M sao seus unicos

R-submddulos graduados.

Seja K um conjunto de elementos homogéneos do R-moédulo a direita G-graduado M.

Entao, K = U Kpg, onde K3 é o subconjunto de K de todos os elementos homogéneos de
BeG

ml,n]-
grau § € G. Seja I um ideal & direita graduado de R. Denotamos K1 = {Z ki | k; €

l?j
K,i € I,ml,nj eN }
Lema 1.2.2. Sejam M um R-mddulo a direita graduado e I um ideal a direita graduado
de R. Se K C M é um conjunto de elementos homogéneos ou um submddulo graduado,

entao KI € um R-submodulo graduado de M.

Demonstracao. De fato, como I é um ideal a direita graduado e K C M, temos que
KI C M e KI é um R-submo6dulo de M. Vamos mostrar que é graduado. Considere o
seguinte subgrupo de M

(KD).= > Kalps

{a,8€G|a+p=1}
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Como M é graduado e (KI), C M,, temos que (KI), N Z (KI), = (0). Assim,
T#YEG

a soma ZUG)T ¢ direta. Ademais, ¢ facil ver que KI = EB(K])T' Agora, dados

TEG TG
me € K,rg € Ig e r; € R;, temos

(marg)r: = ma(rars),

ja que my, € M e M é um R-modulo a direita graduado. Como I é um ideal & direita
graduado, temos que rgr; € Igi,. Logo, KI ¢ um submoddulo a direita graduado de
M. O

Em particular, aplicando o lema anterior para K = {m,} € M,, obtemos que m,I é

um R-submoédulo a direita graduado de M.

1.3 Algebras Graduadas

Nesta se¢ao, recordaremos alguns conceitos basicos sobre F-algebras G-graduadas,
onde F' é um corpo e G é um grupo abeliano finito. As defini¢does que serao apresentadas
aqui sao analogas as apresentadas na Secao 1.1. Vale lembrar que, em particular, uma

F-algebra é um anel.

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma F-dlgebra A é G-graduada se A pode ser escrita
como a soma direta de F-subespacos
A=EP A (1.3)
acG

tais que para quaisquer o, B € G, Ay Az C Aqqp.

Diremos que A é uma superélgebra se G = Z.

Uma vez que na definicdo acima temos uma soma direta de espagos vetoriais, todo

elemento de A pode ser escrito de forma tinica como soma finita de elementos homogéneos.

Um subespaco B C A é graduado ou homogéneo se B = EB (BN A,). Em outras
aclG

palavras, B é graduado se, para qualquer b = Zba € B, tem-se necessariamente b, €

aclG
B, para todo a € G. De forma anéloga, podemos definir subélgebra graduada e ideais

graduados.

Observe que para F-adlgebras G-graduadas, anéis graduados e modulos graduados é

suficiente definir a operagao de multiplicagdo apenas nos elementos homogéneos.
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Definicao 1.3.2. Sejam A e B duas F-dlgebras G-graduadas. Dizemos que um homo-
morfismo de F-dlgebras p : A — B é um homomorfismo de F-dlgebras G-graduadas (ou
homomorfismo graduado de grau neutro) se, para todo o € G, temos p(Ay) C B,. Se ¢
for também bijetivo, dizemos que ¢ é um isomorfismo (ou isomorfismo graduado de grau

neutro) de F-dlgebras G-graduadas e A e B sao F-dlgebras G-graduadas isomorfas.

Em geral, vamos considerar homomofismos de anéis (F-algebras) graduados de grau

neutro.

Defini¢ao 1.3.3. Uma F-dlgebra G-graduada A é dita simples se A*> # (0) e A ndao

contém ideais bilaterais G-graduados nao triviais.

Como ilustracao das definicoes acima, apresentaremos dois exemplos classicos de al-
gebras graduadas. Estas algebras sao de grande importancia no estudo das &lgebras

graduadas simples.

Exemplo 1.3.1. [ [6], Example 2.1] Seja R = M, (F) a dlgebra de matrizes n X n sobre
um corpo F e seja G um grupo abeliano. Fize uma n-upla a= (ay,...,q,) € G™ de
elementos de G. Entao, a n-upla o define uma G-graduacao em R da seguinte maneira:
Sejam e;;,1 < 1,5 < n, matrizes unitdarias da dlgebra R. Para cada § € G, considere o
conjunto

Rs = Span{e;; | aj — a; = B}.

Verifica-se imediatamente que R;Rg C R4 para quaisquer 7,3 € G e, portanto,

R=ERs

é uma G-graduacao. Esta G-graduacao é chamada de graduacao elementar definida pela

n-upla a.

Exemplo 1.3.2. [ [6], Example 2.4] Seja R = F[G| a dlgebra de grupo de G sobre um
corpo F', ou seja, R = Span{r, | « € G} com o produto rorg = 1oy, onde {r, |« € G} é

uma base de R. A dlgebra R € equipada com a G-graduagao canonica R = @Ra, onde

aeG
Ra = Span{r,} € um espago vetorial de dimensao 1 e todos os elementos homogéneos

nao nulos sao invertiveis.

Um fato conhecido ¢ que, em geral, uma F-algebra graduada simples nao é necessari-
amente simples como F-algebra. Por exemplo, a F-algebra F[G] de grupo de G sobre F,
onde G é um grupo nao trivial, nao é simples, mas é simples como F-algebra graduada

com graduagdo canonica apresentada no Exemplo 1.3.2 (veja [6]).
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Definicao 1.3.4. Uma F'-dlgebra G-graduada é chamada de dlgebra G-graduada de divi-

sao se € unitdria e todo elemento homogéneo nao nulo possui inverso.

Observamos que se D é uma F-algebra graduada de divisao, entao D, é uma F-algebra

de divisao.

Claramente, toda F-algebra graduada de divisdo é uma F-algebra graduada simples.
Porém, a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, a F-algebra de matrizes com graduacao

elementar é graduada simples, mas nao é uma F-algebra graduada de divisao.

Atentamos ainda que F-algebras graduadas de divisao e anéis graduados de divisao

nao contém ideais unilaterais graduados nao triviais.

Definic¢ao 1.3.5. Um mddulo a direita (4 esquerda) graduado sobre um anel (F-dlgebra)

graduado de divisao é chamado espago vetorial & direita (4 esquerda) graduado.

Sejam D um anel (F-dlgebra) graduado de divisdo e M um D-espago vetorial a direita.

Um conjunto {my, ma,...,my} C h(M) é D-dependente (ou linearmente dependente so-
k

bre D) se existem elementos dy, . . ., d, € h(D), nao todos nulos, tais que Z m;d; = 0. Por
i=1

[10], [24] e [28], todos os resultados padroes de algebra linear, como independéncia linear
e conjunto gerador, continuam valendo para espagos vetoriais sobre anéis (F-algebras)
graduados de divisdo, pois sao modulos livres, veja [|24], Proposition 4.6.1] e [|28], Pro-
position 2.5]. Mostram também que todas as bases homogéneas de M tém a mesma
cardinalidade e, portanto, faz sentido falar de dimensao do modulo a direita graduado
M, a qual denotamos por dimp(M). Como Dy é um anel (F-algebra) de divisdo, temos
que cada M, para todo o € G, & um Dy-espaco vetorial a direita. E facil ver que um
conjunto {my, ma,...,mi} C M, é D-dependente se, e somente se, {my, mg,...,mg} é
Do-dependente. Nastasescu e Oystaeyen mostraram em [24| que se D é um anel graduado

de divisao, entao as seguintes condicoes sao equivalentes:

1) M é finitamente gerado sobre D;
2) M tem base finita sobre D;

3) M tem uma base homogénea finita sobre D.

1.4 Homomorfismos Graduados

Nesta se¢do, R é um anel (F-algebra) G-graduado.
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Seja M um R-moédulo a direita G-graduado. Denotamos por End(M) o anel de todos
os endomorfismos de M. Vale ressaltar que End(M) é um anel com as operagoes usuais,

soma e composicao de funcoes.

Um endomorfismo graduado (ou homogéneo) de modulos graduados de grau a é um

endomorfismo de grupo f: M — M tal que
A4Bf g A4a+ﬁ

para qualquer 3 € G.

O conjunto de todos os endomorfismos graduados de grau « constituem um subgrupo
aditivo End(M), do anel End(M). Considere End/ (M) = ZEnd(M)a. E relativa-

aclG
mente facil verificar que End? (M) é um subanel de End(M) e que a soma Z End(M),
acG
é direta. Logo, End'" (M) = @End(M)a ¢ anel graduado. Além disso, se M é um

acG
R-modulo fiel, entdo R C End?" (M) via o monomorfismo de anéis graduados

p: R — End" (M)
r — R M-—-o>M
m — mr.

Sejam M = @Ma e N = @Ng R-moédulos a direita graduados. Denotemos por
acG BeG
Homg (M, N) o grupo abeliano aditivo de todos os homomorfismos de R-modulos gradu-

ados de M em N.

Uma aplicacdo R-linear f : M — N é chamada de homomorfismo graduado (ou

homogeéneo) de grau «, a € G, se
A4Bf - A@+ﬁ

para qualquer € G.

O conjunto de todos os homomorfismos graduados de grau « é um subgrupo aditivo
Homg (M, N), do grupo Homg (M, N). Consideramos

Hom$ (M, N) =Y Homg (M, N),.
acG
Facilmente verifica-se que a soma ¢ direta e, portanto, Hom% (M,N) =

@HomR(M, N), € um grupo abeliano graduado. Observamos que Hom$ (M, M) é

aceG
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um anel graduado com as operacoes usuais de fungoes, que denotamos por Endy (M).

Dizemos que Endj (M) ¢ o anel de endomorfismos graduados do R-modulo M.

De modo geral, Hom% (M,N) C Homg(M,N). Um exemplo de que existe f €
Homg(M,N) e f ¢ Hom% (M, N), pode ser encontrado em [ [23], Example 2.4.1]. O

seguinte resultado mostra em que condicoes vale a igualdade.

Corolario 1.4.1. [ /23], Corollaries 2.4.4-2.4.6] Se M é finitamente gerado, entao
Homf% (M, N) = Homg (M, N).

Observe que se o anel graduado R ¢é unitario, entdo Endj (Rg) = Endr(Rg) ~ R

sao isomorfos como anéis graduados (veja [23]).

Para cada homomorfismo homogéneo f : M — N, os submoédulos Ker(f) C M
e Img(f) € N sdo também graduados. Se N C M sdo mddulos graduados, entdo o
epimorfismo candnico w : M — M/N é homogéneo de grau 0. Obviamente, a aplicacao

identidade 1 : M — M ¢é homogénea de grau 0.

1.5 Anéis Graduados Primitivos

Discutiremos aqui resultados da teoria estrutural de anéis graduados primitivos, os

quais sao analogos aos da teoria de anéis apresentados em [19], [22] e [25].

Definigao 1.5.1. Seja R um anel G-graduado. Dizemos que R € um anel G-graduado

primo se para quaisquer ideais bilaterais G-graduados nao nulos I e J ocorre 1J # (0).

Mostraremos que na definicao acima podemos considerar ideais unilaterais graduados.

Lema 1.5.1. Um anel G-graduado R € G-graduado primo se, e somente se, para quaisquer

ideais & direita (& esquerda) graduados nao nulos I e J de R tem-se I.J # (0).

Demonstracao. Seja R um anel graduado primo. Sejam [ e J ideias a direita graduados
nao nulos de R. Entao, RI e RJ sao ideais bilaterais graduados de R. Pelo Lema 1.2.1,
Anny(R) é um ideal bilateral graduado de R. Além disso, (Ann%,(R))* = (0). Como
R & um anel graduado primo, temos que Annlp(R) = (0). Assim, RI e RJ sdo ideais
bilaterais graduados nao nulos de R. Novamente, como R ¢ um anel graduado primo,
RIRJ # (0). Logo, IRJ # (0) e (0) # IRJ C IJ. Portanto, I.J # (0).

A reciproca é imediata, ja que todo ideal bilateral graduado é um ideal & esquerda

graduado e um ideal a direita graduado. O
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Definicao 1.5.2. Seja R um anel G-graduado. Dizemos que R é um anel G-graduado

semiprimo se R nao contém ideais bilaterais G-graduados nilpotentes nao nulos.

Assim como para anel graduado primo, na Definicao 1.5.2, podemos considerar ideais

unilaterais graduados.

Lema 1.5.2. Um anel G-graduado R ¢ G-graduado semiprimo se, e somente se, R nao

contém ideais & direita (o esquerda) G-graduados nilpotentes nao nulos.

Demonstracao. Seja R um anel graduado semiprimo. Suponha que [ seja um ideal &
direita graduado nao nulo de R. Entao, RI é um ideal bilateral graduado de R. Pelo
Lema 1.2.1, Annly(R) ¢ um ideal bilateral graduado de R. Ademais, (Annly(R))? = (0).
Como R ¢é um anel graduado semiprimo, temos que Ann,(R) = (0). Assim, RI ¢ um
ideal bilateral graduado nao nulo de R. Logo, RI™ D (RI)" # (0) e, portanto, I™ # (0)

para todo n.

A reciproca é imediata, ja que todo ideal bilateral graduado é um ideal & esquerda

graduado e um ideal a direita graduado. O]

Definicao 1.5.3. Seja R um anel G-graduado. Dizemos que R € um anel G-graduado

primitivo a direita se existe um R-modulo a direita G-graduado irredutivel e fiel.

Analogamente, dizemos que um anel G-graduado R é primitivo & esquerda se existe

um R-moédulo & esquerda G-graduado irredutivel e fiel.

Em geral, as nocoes graduadas correspodem, frequentemente, as propriedades classicas
nao graduadas aplicadas para elementos homogéneos. Em particular, podemos ver isso

para anéis primitivos, primos e semiprimos da seguinte maneira.

Lema 1.5.3. Um anel R € graduado primo se, e somente se, a,Rbg # (0) para quaisquer

elementos nao nulos a, € Ra € bg € Rg.

Demonstracao. Seja R um anel graduado primo. Suponha que 0 # a, € R, e 0 #
bsg € Rs. Vimos que Annk(R) = {a € R | aR = 0 } é um ideal bilateral graduado
de R. Além disso, (Annk(R))? = (0). Como R ¢ um anel graduado primo, temos que
Annk (R) = (0). Assim, a,R e bgR sao ideais a direita graduados nao nulos de R. Pelo
Lema 1.5.1, a,RbsR # (0). Portanto, a,Rbs # (0).

Reciprocamente, suponha que para quaisquer elementos nao nulos a, € R, e bg € Rp
tenhamos a,Rbs # (0). Se I e J sao ideais bilaterais graduados nao nulos de R, existem

elementos homogéneos nao nulos a, € I, € R, e bg € Jg C Rp para alguns o, 3 € G.
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Por hipotese, a,Rbs # (0). Dessa forma, (0) # a,Rbg C IRJ C IJ. Portanto, I.J # (0).
Com isso, concluimos a demonstracao do lema. O
Pelo Lema 1.5.1 e Lema 1.5.3, temos:

Corolario 1.5.4. Seja R uma anel G-graduado. As sequintes condigoes sao equivalentes:

a) R € graduado primo;

b) a,Rbs # (0) para quaisquer elementos homogéneos nio nulos a, € R, € bg € Rg
para todos a, B € G,

c) quaisquer ideais & direita (& esquerda) graduados ndao nulos I e J de R tem-se

1J # (0).

Com argumento similar ao do lema anterior, segue o seguinte resultado.

Lema 1.5.5. O anel R ¢ graduado semiprimo se, e somenle se, a,Ra, # (0) para

qualquer elemento homogéneo nao nulo a, € R, e todo o € G.

Demonstracao. Seja R um anel graduado semiprimo e seja 0 # a, € R, para algum
a € G. Entao, a,R ¢ um ideal a direita nao nulo de R. Assim, a,Ra,R = (a,R)* # (0).
Logo, a,Ras # (0).

Reciprocamente, suponha que para qualquer elemento homogéneo nao nulo a, € R,
com « € G, tenhamos a,Ra, # (0). Seja I um ideal bilateral graduado nao nulo de R.
Entao, para algum a € G, existe um elemento nao nulo a, € I,. Assim, existe bg € Rg
tal que aybga, # 0. Além do mais, azbga, € I? C I. Logo, I? # (0). Novamente, por
hipotese, anbsaaRaabsas # (0). Como anbsasRanbga, C I3, temos que I? # (0). Entao,
existe ¢, € R, tal que ayzbgancraqbpa, # 0. Recursivamente, temos que para todo n € N,

I"™ # (0). Com isso, concluimos a demonstracao do lema. []

Pelo Lema 1.5.2 e Lema 1.5.5, temos:

Corolario 1.5.6. Seja R uma anel G-graduado. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

a) R € graduado semiprimo;

b) a,Ra, # (0) para qualquer elemento homogéneo nao nulo a, € R, e qualquer

a € G;

c) qualquer ideal o direita (4 esquerda) graduado I de R tal que I™ = (0), para algum
n, implica I = (0).
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Os resultados a seguir apresentam relagoes entre anel graduado primitivo, anel gradu-

ado primo e anel graduado semiprimo.

Lema 1.5.7. Seja R um anel graduado primitivo a direita, entao R é graduado primo.

Demonstracao. De fato, suponha que I e J sejam ideais bilaterias graduados nao nulos de
R. Seja K um R-moédulo & direita graduado irredutivel e fiel. Como K é fiel, K1 # (0) e
KJ # (0). Com isso, pela irredutibilidade de K, KI = KJ = K. Assim, 0 # K = KJ =
K1J. Logo, IJ # (0) e, portanto, R é graduado primo. ]

Segue do Lema 1.5.3 e do Lema 1.5.5 o seguinte corolario:

Corolario 1.5.8. Se R é um anel graduado primo, entao R é um anel graduado semi-

primo.

Consequentemente, se R é um anel graduado primitivo a direita, entao R é um anel

graduado semiprimo.

Lema 1.5.9. Seja R um anel graduado primo. Se I é um ideal a direita graduado de R
e J € um ideal 4 esquerda graduado de R, entao I.J = (0) implica I = (0) ou J = (0).

Demonstracao. Sejam [ um ideal a direita e J um ideal a esquerda graduados nao nulos
de R. Entao, RI e JR sao ideais bilaterais graduados de R. Como R é um anel graduado
primo, temos que Ann%(R) = (0) = Annk(R). Assim, RI e JR sdo ideais bilaterais
graduados nao nulos de R. Logo, RIJR # (0) e, portanto, I.J # (0). O

Os seguintes lemas sao resultados basicos na estrutura de anéis graduados.

Lema 1.5.10. Seja R um anel associativo G-graduado. Suponha que M = EBZ\/[CY seja

acG
um R-mddulo & direita graduado irredutivel. Se M, # (0), entao M, € um Ro-mddulo a

direita irredutivel e, para cada 0 # my € M,, maRg = Myip para todo 5 € G.

Demonstracao. Seja N, um Ry-submodulo a direita nao nulo de M,. Entao
N=(No+NRo)e( EH NaRp)
BeG\{0}

é um R-submoddulo a direita graduado nao nulo de M. Pela irredutibilidade de M, temos
que M = N e, portanto, N, + N,Ry = M,. Como N,Ry C N, e N, C M, segue que

N, = M,. Logo, M, é um Ry-modulo & direita irredutivel.
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Suponha que exista um elemento nao nulo m, € M, tal que
maRo = (O) (14)

Assim, N, = {n, € M, | n,Ro = (0)} é um Ry-submodulo & direita nao nulo de M,
Dali, pela irredutibilidade de M,, temos que M, = N,. Por contradicao, suponha que
para todo 8 € G, tenhamos

M,Rz = (0). (1.5)

Entdo, M,R = (0) e, assim, M, é um R-submddulo a direita graduado proprio de M,
o que contradiz a irredutibilidade de M. Logo, existe 5 € G tal que M, Rz # (0).
Com isso, temos que (0) # M’ = @ M,R, é um R-submddulo graduado préprio de M

yeG

(M!, = M, Ry = (0) e MyRg # (0)), o que, novamente, contradiz o fato de M ser um
R-modulo a direita graduado irredutivel. Todas essas contradi¢oes ocorreram de (1.4).

Logo, para todo elemento nao nulo m, € M,, temos que

maRo # (0). (1.6)

Pela irredutibilidade de M, e por (1.6), segue que m,Ro = M, para todo m, # 0.
Por outro lado, uma vez que myRg 2 mRoRpg = M,Rs, temos mRg = M,Rs para
todo B € G. Note que M, Rz é um Ry-submodulo de M, 4 e, assim, resta mostrar que
Myip = My,Rg para todo 8 € G. De fato, se M,Rp # M,1p para algum 3 € G, entdo

M' = @ M,R., é, novamente, um R-submoédulo graduado proprio de M (caso contrario,
veG

M 5= MoRg # Mays, 0 # maRo € M,,). Portanto, myRs = My,Rp = My para
todo B € G. n

Lema 1.5.11. Sejam R = @Ra um anel graduado e I = EBIQ um ideal a direita

acG aceG
graduado minimal de R. Se a, € I, é um elemento homogéneo de I tal que a,l # (0),

entao existe um elemento idempotente minimal eq € Iy tal que I = egR e aney = an =
eolea. Mais do que isso, qualquer elemento homogéneo f € Iy que satistaz anf = an € um

idempotente minimal e [ = fR.

Demonstracao. Seja a, € 1, tal que a,l # (0) para algum o € G. Entdo, a,l é um ideal
a direita graduado nao nulo de R. Além disso, a,l C I, e pela minimalidade de I, temos
que a,l = I. Como a, € I,, existe ey € Iy tal que aneq = a,. Assim, aaeg = aq,€o €
aq(€es — eg) = 0. Pelo raciocinio analogo ao Lema 1.2.1, Ann%(a,) = {r € I | a,r =0} &
um ideal a direita graduado de R contido em I, entdo, pela minimalidade de I, segue que
Ann(aq) = (0) ou Annf(a,) = I. Como a,l = I # (0), temos que Annj(a,) = (0). Por

conseguinte, €2 = ey, ou seja, ey é um elemento idempotente. Além do mais, (0) # egR C
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I, novamente, pela minimalidade de I, segue que I = ey’R. Por outro lado, como a, € I,
existe r, € R, tal que a, = egr,. Dai, ega, = €geora = €9Tq = Qq, OU S€ja, €ty = Gq.

Assim, eganeg = Ao = Ao = €olq.

Se f € Iy é tal que a,f = a,, obtemos novamente, a,f? = aof = ao. Dai, (f2— f) €
Ann’j(a,) = (0). Assim, f? = f, ou seja, f é um idempotente. Como (0) # fR C I,
pela minimalidade de I, temos que I = fR. Com isso, finalizamos a demonstracao do
resultado. De fato, f — ey € Ann’(a,) = (0), logo, f = ep. O

Lema 1.5.12. Sejam R = @Ra um anel graduado e I um ideal & direita graduado

aceG
minimal de R. Se eg € Ro € um idempotente minimal tal que I = egR, entao egReg =

@eoRaeo =D ¢ um anel graduado de divisao. Em particular, I é um D-espaco vetorial

acG
a esquerda graduado.

Demonstragao. Claramente D ¢ um anel graduado e e é a identidade de D. Seja bg € R
tal que epbgey # 0, entao (0) # egbgegR C I é um ideal a direita graduado de R. Pela
minimalidade de I, egbgegR = I = egR. A igualdade egbgegRey = egRey garante a
existéncia de um c_z € R_g tal que (egbgeg)(eoc—_gen) = egbgegc—pey = eg. Por outro lado,
existe dg € R tal que egc_gepepdpey = eg. Assim, egbgepepc—_gepeodpey = epdpey = epbgey.

Logo, egbgey = epdgey. Portanto, D é um anel graduado de divisao com identidade e.

Agora vamos mostrar que I = egR é um D-espaco vetorial a esquerda graduado, ou
seja, D-modulo a esquerda graduado. De fato, dados v = egr, v’ = egr’ € I, d = egaey, d’ =

eobey € D, d, = epaeg € Dy, v, = €T € I, temos

dv = egaepegr € 1,
dlv+v") = epaeo(eor + eor’)
= egaepeqr + epaepeyr’
= dv+dv,
(dd")v = (epaepepbeg)eor
epaeo(egbegeqr)
= d(dv),
Ov = 0,
d0 = 0,
€U =  €p€eoT
(YA
= v,
dyvg = €0y € Lyta

para quaisquer r, € Rq,a, € D,,v,a € G. Logo, I ¢ um D-espaco vetorial & esquerda
graduado. ]
Lema 1.5.13. Seja R = @Ra um anel graduado semiprimo. Se I = @[a € um ideal

aeG acG
a direita graduado minimal de R, entao existe um elemento idempotente minimal eq € I
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tal que I = egR, egRey = @ eoRaeo € um anel graduado de divisao e Reg € um ideal a

acG
esquerda graduado minimal de R. Reciprocamente, se ey € Ro € um elemento idempotente

tal que egReg € um anel graduado de divisao, entao I = egR € um ideal a direita graduado

minimal de R e Reg € um ideal & esquerda graduado minimal de R.

Demonstracao. Considere I um ideal a direita graduado minimal de R. Visto que R é

um anel graduado semiprimo, pelo Lema 1.5.2, temos que

I* #(0).

Entdo, existe a,, € I, tal que a,I # (0) para algum « € G. Pelo Lema 1.5.11, existe um
idempotente minimal ey € I tal que I = eg/R. Pelo Lema 1.5.12, egReqg = D é um anel

graduado de divisao com identidade eg.

Resta-nos mostrar que L = Rey ¢ um ideal a esquerda graduado minimal. De fato,
seja L = Rey = @Raeo = @ L,. E facil ver que L é um ideal a esquerda graduado

aclG acG
de R. Se (0) # L' = @ L!, C L ¢ um ideal a esquerda graduado de R, entao L # (0),

acG
pois R é um anel graduado semiprimo, e existe b, € L/ tal que L'b, # (0) para algum

a € G. Assim, egb, # 0, pois caso contrario 0 # L'b, C Regb, =0 (L' € L = Rey). Por
outro lado, como b, € R,eq, temos que b,eqg = b, € 0 # egby, = egbaey € D. Entao, egb,eq

possui inverso em D_,, isto é, existe c_, € R_, tal que
€0 = €0C—_aobuto = €oC_acoeobato = €oC_aeoeobs € L.
[
Logo, L' = L.

Com o argumento acima também mostramos que se para algum elemento idempotente
eo € Ro, egRep ¢ um anel graduado de divisao, entao Reg é¢ um ideal a esquerda graduado
minimal e egR ¢ um ideal & direita graduado minimal. Concluimos, portanto, a reciproca
do lema. O]

Lema 1.5.14. Seja R = @Ra um anel graduado semiprimo. Se a, R = I é um ideal

aeG
a direita graduado minimal de R, para algum a, € I, e a € G, entdo Ra, € um ideal a

esquerda graduado minimal de R.

Demonstracao. Seja a, € I, com « € G tal que a, R = I é um ideal a direita graduado
minimal de R. Pelo Lema 1.5.13, existe um idempotente minimal ey, € I, tal que
I = eyR e egRey é um anel graduado de divisao. Assim, a,R = I = eyR. Por hipétese,

aq € 1,, entao existe r, € R, tal que eyr, = a,. Dai,

€0Qn = €0CoTq = €T — Qg
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Como R é um anel graduado semiprimo, temos que Ra,, # (0). E facil ver que Ra, é um
ideal & esquerda graduado de R. Ainda pelo Lema 1.5.13, Rey é um ideal a esquerda
graduado minimal de R. Observe que a aplicacao
v: Rey — (Reg)ag
reg — (reg)aq
é um homomorfismo graduado homogéneo de grau a de R-moédulos a esquerda graduados.
Como Ker(y) ¢ um R-submodulo graduado de Reg, temos, pela minimalidade de Rey,
que Ker(p) = (0) ou Ker(p) = Reg. Como (egeg)p = a, # 0, segue que Ker(p) = (0).
Dado repa, € (Reg)aq, temos que (reg)y = rega,. Logo, ¢ é uma isomorfismo. Como
Reg ¢ um R-moédulo a esquerda graduado irredutivel, segue que Rega, = Ra, também
¢ um R-modulo & esquerda graduado irredutivel. Portanto, Ra, ¢ um ideal a esquerda

graduado minimal. O

Por simetria, segue:

Lema 1.5.15. Seja R = @Ra um anel graduado semiprimo. Se Rb, = J € um ideal a

acG
esquerda graduado minimal de R, para algum b, € J, e a € G, entao b, R € um ideal a

direita graduado minimal de R.

Como temos visto, muitos dos resultados da teoria de anéis associativos e algebras
associativas continuam validos para o caso graduado. Naturalmente, o importante Lema

de Schur também se estende para esse caso.

Lema 1.5.16. [ [11], Lemma 2.4] Seja R um anel (F-dlgebra) graduado. Suponha que
V' seja um R-mddulo & direita graduado irredutivel. Entao, D = Endg (V) € um anel

(F-dlgebra) graduado de divisdo.

Demonstragao. Primeiramente observamos que D ¢ um anel (F-algebra) graduado uni-
tario. Dado um elemento homogéneo nao nulo d, € D,, temos que Ker(d,) e Img(d,)
sao R-submodulos graduados de V. Como V é um R-moédulo graduado irredutivel e
1 € D, resulta que Ker(d,) = (0) e Img(d,) = V, ou seja, existe d~' € End(V) tal que
d~'d, = d,d= = 1. Agora vamos mostrar que d~! € D. Com efeito, a linearidade de d*
segue da linearidade de d,. Pela bijecao de d,, dado vg € Vj, existe vg_, € Vs_, tal que
v3_adq = vg. Dessa forma, para todo r, € R, temos
(vary)d™t = ((vp—ada)ry)d™
= (vg-ary)dad™

= Up-aly
= (Uﬁd_l)rv
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para quaisquer (3,7 € G. Assim, provamos que d ' € Endg (V). Ademais, (v3)dy € Vsia
para todo 8 € G. Dai, vg = ((vg)d,)d~" implica d~' € D_,. Portanto, D é um anel

(F-algebra) graduado de divisdo. Isso conclui a demonstracdo do lema. O

O proximo resultado é uma versao analoga ao obtido em [[25], Proposition 4] quando
G = Zs e ao obtido em [[19], IIL.5] quando R é um anel (F-algebra) associativo para o

caso de anel (F-algebra) associativo G-graduado.

Proposicao 1.5.17. Seja R um anel (F-dlgebra) graduado primitivo a direita com um
tdeal o direita graduado minimal. Entao, quaisquer dois R-mddulos a direita graduados

wrredutiveis e fiéis sao 1somorfos.

Demonstracao. Se I é um ideal & direita graduado minimal de R e M é um R-modulo
a direita graduado irredutivel e fiel, entao m,I # 0 para algum 0 # m, € M,. Assim,

mql = M. Como a aplicacao
o: I — myl

T > Myl
é um isomorfismo graduado de grau a de R-moédulos graduados, tem-se que qualquer

R-modulo graduado é isomorfo a I. O resultado segue-se disso. O]

Definig¢ao 1.5.4. Sejam R e C anéis G-graduados. Dizemos que M é um (R, C)-bimddulo
G-graduado se M ¢é um R-mddulo a esquerda G-graduado e um C-mddulo a direita G-

graduado tal que
(ramg)c, = ro(mgac;) (1.7)

para quaisquer ro € Ry, cr € Cromg € Mg e o, B, 7 € G.

Agora, trazemos algumas defini¢des e um resultado para anéis associativos graduados

que serao aplicados nos proximos capitulos.
Definicao 1.5.5. Seja S um anel G-graduado associativo. Um S-contexto a direita G-
graduado € um sistema (S, N, D, M,T), onde

a) N é um S-mddulo & direita G-graduado,

b) D = End? (Ng) € o anel de endomorfismos G-graduados do S-mddulo G-graduado
NS;

c) M € um D-mddulo & esquerda G-graduado,

d) T é um S-submddulo & direita G-graduado de Hom9" (oM, pN).
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Veja que N é um (D, S)-bimodulo G-graduado.

Definigao 1.5.6. Dado um S-contexto a direita G-graduado (S,N,D,M,T), dizemos

que:

a) N é fechado se dados um submddulo G-graduado nao nulo Us de Ng e um homo-
morfismo graduado de S-mddulos graduados f : Us —> Ng, existe X € D tal que
M = f(u) para todo u € U,

b) T ¢ total se qualquer 0 # m € M satisfaz mT # 0;

c) T € fracamente denso se dados quaisquer elementos homogéneos my,...,my € M
k

com my & ZDmi, existe t € T tal que mqt # 0 e mit = 0 para todo 1 # 1.
i=2

Observamos que um S-contexto a esquerda G-graduado é definido de forma anéaloga.

Teorema 1.5.18. [ /8], Theorem 2.10] Sejam S um anel associativo G-graduado e
(S,N,D,M,T) um S-contexto & direita G-graduado. Suponha que Ng seja fechado e

T seja total. Entao, T € fracamente denso.

O teorema acima também é valido se considerarmos S-contexto & esquerda G-

graduado.

Teorema 1.5.19. Sejam S um anel associativo G-graduado e (S,N,D,M,T) um S-
contexto a esquerda G-graduado. Suponha que sN seja fechado e T seja total. Entao, T

€ fracamente denso.

Definicao 1.5.7. Sejam D um anel graduado de divisao, R um anel graduado e M um
(D, R)-bimddulo. Dizemos que R age densamente em M sobre D se para qualquer inteiro
positivo n, quaisquer elementos homogéneos vk, ... v € M, linearmente independentes
sobre Dy e quaisquer wé, o, wi € Mpg, existe rg—o € Rpg—qo tal que Virg_g = w}'j para todo
ie€{l,...,n} etodos o, € G.

E importante ressaltar que quando um anel graduado R age densamente em um mo-
dulo graduado M, entao o modulo graduado M é irredutivel. Se o R-modulo M é fiel,

entao R é um anel graduado primitivo a direita.

O teorema abaixo é um dos mais importantes na teoria de anéis graduados primitivos.
Segundo [8], na década de 1990, uma série de resultados relacionados ao teorema da
densidade para anéis graduados por um grupo foram obtidos e, finalmente, o teorema
da densidade para os anéis graduados primitivos foi provado em |[21|. Neste trabalho,

enunciamos uma versao cuja demonstracdo pode ser encontrada em [[11], Theorem 2.5].
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Teorema 1.5.20. [ [11], Theorem 2.5] Seja R uwma F-dlgebra G-graduada. Suponha
que V' seja um R-mddulo a esquerda graduado irredutivel e seja D = Endy (V). Se
V1, ...,Un €V sao elementos homogéneos linearmente independentes sobre D, entao para

quaisquer wy, ..., w, €V, existe r € R tal que rv; = w; para todo i =1,...,n.

Como consequéncia do Teorema 1.5.20, temos o seguinte resultado para F-4lgebras

graduadas simples de dimensao finita sobre F'.

Teorema 1.5.21. [ [11/, Theorem 2.6] Seja R uma F'-dlgebra G-graduada. Se R é gradu-
ada simples e satisfaz a condicdo de cadeia descendente de ideais a esquerda G-graduados,
entao existem uma F-dlgebra G-graduada de divisao D, um D-espaco vetorial & direita V

de dimensao finita sobre D tais que R € isomorfa a Endy (V).

Os dois ultimos permanecem véalidos se considerarmos R-modulos & direita graduados

em vez de R-modulos a esquerda graduados.

1.6 Algebras Graduadas Simples de Dimensao Finita

Nas ultimas décadas, anéis associativos graduados e F-algebras associativas graduadas
tem sido alvos de constantes investigacoes. Nessa direcao, para o desenvolvimento da
teoria estrutural de tais objetos, é natural o estudo sobre F-algebras graduadas simples,
principalmente sua descricao. Um dos primeiros resultados nessa direcao foi a classificagao
de superélgebras associativas simples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado (veja [[13], Theorem 3.5.3]).

Nesta secao, apresentaremos a descricao de F-algebras G-graduadas simples de dimen-
sao finita sobre um corpo algebricamente fechado F' de caracteristica zero ou caracteristica
que nao divide a ordem do grupo G, exibida por Bahturin, Zaicev e Sehgal em [6|. Para

maiores informacoes sobre este interessante assunto, ver [6].

Consideramos o F-espaco vetorial da algebra de grupo F[G] e definimos um novo

produto em F[G]. Tal produto é definido por

rarg = oo, B)rass (1.8)

nos elementos homogéneos da base de F|G], onde o(a, 5) € F* ¢ um escalar ndo nulo
para quaisquer «, 3 € G. O produto (1.8) pode ser linearmente estendido em todo o
espaco vetorial da F'[G]. Para que o produto (1.8) em F[G] seja associativo, a aplicagao

0 :G x G — F* deve satisfazer a relagao

o(a, B)o(a+ B,v) =0o(B,7)o(a, B +7) (1.9)
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para todos «, 8,7 € G.

Uma aplicacao o : G x G — F* que satisfaz (1.9) é chamada de 2-cociclo em G com
valores em F'*. No Capitulo 3 apresentaremos algumas propriedades de 2-cociclo, pois

esse objeto sera de importancia fundamental para o nosso trabalho.

A F-algebra associativa F7[G] = Span{r, |a € G} com o produto definido por (1.8)
¢ chamada de F-algebra torcida do grupo G definida por 0. Quando o = 1, F7[G] é
a F-algebra F|G]. Observamos que F?[G] também ¢é graduada com graduagdo canonica
definida por degg(r,) = a para todo a € G. Além do mais, F?[G] é uma F-algebra

G-graduada de divisao.

Exemplo 1.6.1. [ [6], Example 2.3] Seja R = M,(F?[G]) a dlgebra de matrizes n x n
com entradas na F-dlgebra F°|G]. Fize uma n-upla (0y,...,0,) € G™ de elementos de G.
Entao, a n-upla (01,...,0,) define uma G-graduag¢iao em R da sequinte maneira: sejam

eij, 1 <i,7 < n, matrizes unitdrias da dlgebra R. Para cada B € G, considere o conjunto
Rp = Spanfeine | —0: + &+ 0; = B},
para todos ne € F7[Gle,§ € G el < 1,5 <n. Verifica-se que R, Rg C R,y para quaisquer

R=EPRs

¢ uma G-graduacao. Esta G-graduacao é chamada de graduacao candnica definida pela

7,08 € G e, portanto,

n-upla (01,...,0,). Em particular, quando o(«, ) = 1 para todos o, 3 € G, temos a

graduagao canonica em M, (F[G]).

Como observamos anteriormente, F'?[G] é uma F-algebra graduada de divisdo. Assim,
M, (F°|G]), com graduacdo canonica, é uma &algebra G-graduada simples. O proximo

resultado garante a reciproca com algumas hipotese para o corpo F.

Teorema 1.6.1. | /6], Theorem 3] Seja F' um corpo algebricamente fechado e de carac-
teristica zero. FEntao, qualquer dlgebra G-graduada simples de dimensao finita C sobre
F ¢ isomorfa a My(F¢[H]), a dlgebra de matrizes sobre a F-dlgebra graduada de divi-
sdo FS[H], onde H é um subgrupo do grupo G e ( : H x H — F* ¢é um 2-cociclo
em H. A G-graduacdo em My(F°[H]) € definida por uma k-upla (01,...,0;) € G* e
dega(eijne) = —0; + &+ 0, para qualquer matriz unitdria e;; e elementos da base n¢ de

FS[H], € € H.



Capitulo

Resultados Antecedentes

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados que nos motivaram a delimitar
0 1nosso objeto de estudo. Além disso, assim como no Capitulo 1, as nocoes e resultados
aqui exibidos servirao como ferramentas para os proximos capitulos. O objetivo deste

capitulo é apresentar alguns resultados demonstrados em [1|, |9], [18], |22], [25] e |27].

2.1 Anel Primitivo com Involucao

Nesta secao, apresentaremos o famoso Teorema de Kaplansky que caracteriza involu-
coes em anéis primitivos & direita com um ideal & direita minimal em termos de formas
nao degeneradas hermitianas e alternadas. Esse resultado permite a descricao de invo-
lugbes na algebra M, (F), onde F' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero, e, portanto, descreve as involucoes em algebras simples de dimensao finita sobre
corpos algebricamente fechados de caracteristica zero. Todos os conceitos e resultados

apresentados aqui podem ser encontrados em [22].

Um espaco vetorial & esquerda V' e um espago vetorial & direita W sobre uma F-
algebra (anel) de divisdo A sdao chamados um par de duais sobre A se existe uma forma

nao degenerada bilinear (—, —) em V e W, ou seja,

a) (—,—):VxW-—A;

U1 + 7127w> - <1)1,U)> + <D27w>7
v,wy +we) = (v,wy) + (v, Ws);
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(v, W) = 0 implica v =0,
(V,w) = 0 implicaw =0

para todos v, vy, v € V,w,wy,ws € W e d € A. Uma aplicagdo a € Enda (V') possui uma

adjunta a* € Enda(W) se (va,w) = (v, a*w) para quaisquer v € V e w € W.
Agora, considere os conjuntos:

Lw (V) = {a€ Enda(V)|3a* € Enda(W)}
Fw(V) = {a€ Enda(V) |3 a* € Enda(W)
e dima(Va) < oo}.

Observe que Ly (V') é um subanel de Enda (V') e o conjunto Fy (V') é um ideal bilateral
do anel Ly (V).

Doravante, trataremos de conceitos basicos sobre involugoes em anéis e, logo em se-
guida, traremos uma ligacao envolvendo os conceitos trabalhados acima e involugoes em

anéis primitivos a direita.

Definicao 2.1.1. Uma involugciao em um anel associativo R € um antiautomorfismo de
ordem 2. Uma involugdo (do primeiro tipo) em uma F-dlgebra A é um antiautomorfismo

F-linear de ordem 2.

Seja * uma involucao no anel R. Um elemento x € R é denominado um elemento
simétrico de R se * = z. Um elemento z € R é denominado um elemento anti-simétrico
de R se z* = —x. O conjunto S = S(R) = {z € R | 2" = z}, munido com a operagao
aditiva de R e o produto de Jordan z oy = xy + yx, ¢ um anel de Jordan. Ja o conjunto
K = K(R) = {x € R | ¥ = —z}, munido com a operagao aditiva herdade de R e o

produto de Lie [z,y| = 2y — yz, ¢ um anel de Lie.

A partir de agora, R denota um anel associativo com ideal a direita minimal.

Definicao 2.1.2. Uma mvolucao x em um anel primo R € do tipo transposta se existir
um elemento idempotente minimal simétrico e € dita ser do tipo simplética se ee* = 0

para todo elemento idempotente minimal e € R.

Em [22], é provado que se R é um anel primitivo & direita e * é uma involu¢do em R,

entao *x é do tipo transposta ou * é do tipo simplética.

Involucoes do tipo transposta e do tipo simplética estao naturalmente ligadas as for-
mas bilineares nao degeneradas hermitianas e alternadas. Mais precisamente, involucoes
do tipo transposta correspodem as formas hermitianas e involugoes do tipo simplética

correspondem as formas alternadas.
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Sejam A um anel (F-algebra) de divisao com involu¢ao ~, V um A-espaco vetorial a
esquerda e (—, —) : V' x V — A uma aplicacio bi-aditiva tal que
(dv, dyw) = d{v, w)d;
para quaisquer v,w € V e d,d; € A.

Diz-se que (—, —) é hermitiana associada a involugao ~ se

(v, w) = (w,v)
para todos v,w € V.
Diz-se que (—, —) é alternada se d = d para todo d € A, char(A) #2 e
(v, W) = —(w,v)
para todos v,w € V.
Enfim, estamos prontos para enunciar o Teorema de Kaplansky.

Teorema 2.1.1. [ [22], Theorem 4.6.8] Seja R um anel primitivo o direita com um ideal
a direita minimal e charR # 2. Entao, qualquer involugcao em R € do tipo transposta ou
do tipo simplética. Além disso, R tem uma involucdo * do tipo transposta (resp. do tipo
simplética) se, e somente se, exriste um espago vetorial V' sobre um anel de divisao A com
uma forma nao degenerada hermitiana (resp. alternada) (w,v) tal que Fy (V) C R C

Ly(V) e x é a adjunta associada a (w,v).

Sabe-se que algebras simples de dimensao finita sobre corpos algebricamente fecha-
dos sdo isomorfas as algebras de matrizes (veja [17]). Com isso, e aplicando o Teorema
de Kaplansky, obtemos precisamente as involugoes em M, (F'), onde F' é um corpo al-
gebricamente fechado de caracteristica diferente de 2, ja que M, (F) = Endp(V'), onde

dimpV =n < oo.

Corolario 2.1.2. [ /22], Corollary 4.6.13] Seja *x uma involu¢ao em M, (F) do primeiro
tipo, onde ' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2. FEn-
tao, existe um automorfismo interno ¢ tal que ¢ : (Mp(F),x) — (M,(F),t) ou
¢: (Mu(F), %) — (M,(F),s), onde

a) t: Zdijeij — Zdijeﬁ (transposta),
i=1 i=1
b) Z dijeij — S(Z dijeji)Sfl, n = 2m (simplética), onde S = €1 am~+. ..+ Cmmi1—
i=1 i=1

(em—l—l,m +...+ 62m,1>-

n . : oy
e {eij}ij=1 sdo matrizes unitdrias.
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2.2 Superalgebras Primitivas com Superinvolucoes

Em [12], é provada a existéncia de superinvolugoes em superilgebras primitivas. A
existéncia de superinvolucoes em algebras graduadas garante uma fonte de superélgebras
de Lie e de Jordan. Entretanto, nem todas as superalgebras primitivas admitem superin-
volugdes (Veja [14]).

Em [25]|, é demonstrada a teoria estrutural para superalgebras primitivas analoga a

teoria estrutural de dlgebras primitivas apresentada em [22].

Nosso objetivo aqui é apresentar esses resultados que sao similares aos da teoria exposta

na se¢ao anterior.

Sejam V = Vj 4+ V; um espaco vetorial & esquerda Z,-graduado e W = W, + W,
um espago vetorial a direita Zo-graduados sobre uma superéalgebra (superanel) de divisao
D. Dizemos que V e W sao um par de espagos duais graduados sobre D se existir uma

aplicacao bi-aditiva nao degenerada graduada (—, —), em V e W de grau v € Z, tal que:

a) (—,—),:VxW— D

b) (Va,ws)y € Daypivi

v+ w), = (v,w),+ (V,w),;
(v,w+w'), = (v,w), + (v,W),;

c)

d) (dsva, wg)y = ds(Va, ws)y;
<Uomwﬁd6>u = <Ua7 w,@)udJ;

e) (Va, W), = 0 implica v, = 0;

(V,wg), = 0 implica wg =0

para todos v,v" € V v, € V,,w,w' € W,wg € Ws,ds € Ds e o, 3,0 € Zy. Dizemos que
uma aplicacio a € Endp(V), possui uma adjunta (superadjunta) aa? € Endp(W)q, se
para quaisquer v, € V. e wg € Wp tem-se (v,a4,ws), = (—1)0‘5<v7,w5a222>1,.
Considere os anéis Zo-graduados
LE2(V) = {a€ Endy(V)|3a? € Ends (W)}
F2(V) = {a€ Ends(V)|3a? € Endly (W)
e dimp(Va) < oo}

Observe que F72(V) é um superideal do superanel £%2(V).

Os proximos dois teoremas constituem uma versao do Teorema de Kaplansky para

superanéis primitivos a direita. Suas demonstracoes encontram-se em [25].
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Teorema 2.2.1. [ [25], Theorem 6] Se R € um superanel primitivo & direita com um
superideal minimal a direita, entao existem um superanel de divisao D e um par de espacos

duais Zo-graduados V e W sobre D tlais que
Fp(V)CTRCLE(V). (2.1)

Reciprocamente, dados um par de espacos duais graduados V e W sobre um superanel
de divisao D, qualquer superanel que satisfaga (2.1) € primitivo a direita e contém um

superideal & direita minimal. Além disso, ]-VZVQ(V) € o unico superideal minimal de R.

Para enunciar o teorema seguinte, precisamos trazer alguns conceitos.

Uma superinvolu¢ao em uma superalgebra A4 é uma transformacgao linear graduada de

grau 0
ng: A — A
a — a'

tal que

(a)%hzz —ae (ad%)% _ (_1)045&%2201222

para todos a € A,ag € Ay, 0 € Zs.

Seja ~ uma superinvolugao na superalgebra (superanel) de divisao D. Dizemos que um

par de espacos duais (—, —), : V X W — D é um par sesquilinear de D-espacos vetoriais
a esquerda se

<dévomw,8>1/ = d5<va7w,8>l/ 3

<Ua7 d6w5>1/ = (_1)5'8<Ua7 w,3>1/d6
para quaisquer v, € V,,ws € W3, ds € Ds. Vamos nos referir a (—, —), associado ao par

sesquilinear V' x V' como superforma.

Seja € € Z(D) tal que e = 1. Uma superforma e-hermitiana é uma superforma que

satisfaz

(vas wg)y = (1) e(ws, va)s
para v, € Vy,wg € Vi, a, € Zy. Uma superforma (—, —), é dita par se v = 0 e é
dita ser impar se v = 1. Se € = 1 (resp., -1), dizemos que (—, —), é hermitiana (resp.,

anti-hermitiana).

Definicao 2.2.1. Seja M um R-mddulo & direita Zo-graduado. O super-comutador de R
em M ¢ o superanel C = Co ® Cy, onde Co = {co € End(M)y |cars = (—1)*rsca, ¥V 15 €
R, B € G}

Por fim, encerramos esta secao com os seguintes resultados.
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Teorema 2.2.2. [ [25], Theorem 7] Um superanel primitivo o direita R com um superi-
deal a direita minimal tem uma superinvolugcao +7, se, e somente se, R tem um par de
espacos duais V XV, onde V' € um R-modulo graduado, e o super-comutador de R em V
possui uma superinvolu¢ao *z,, que € a adjunta associada a superforma hermitiana ou

anti-hermitiana em V.

Como consequéncia do Teorema 2.2.2 e do Teorema 1.5.20 para superanéis, tem-se:

Corolario 2.2.3. [ [12], Corollary 23] Se A é uma F-superdlgebra simples de dimensao
finita com Ay # (0) e uma superinvolu¢io *z,, entdo apenas uma das afirmagoes abaizo

seque:

a) existem uma F-superdlgebra de divisao de dimensao finita com superinvolug¢ao
(D, 7), um D-mddulo & esquerda de dimensao finita V., com Vi # 0, dotado com
uma superforma nao degenerada hermitiana par (—, —)o : VXV — D, e End} (V)
e A sao isomorfas como superdlgebras com superinvolucoes. Além disso, a superin-

volugao em Endp (V) é a adjunta associada a superforma;

b) existem uma F-dlgebra de divisio com graduacdo trivial de dimensdo finita com
involugao (A, ~), um espago vetorial de dimensao finita Zs-graduado V dotado
com uma superforma nao degenerada hermitiana impar (—, —); : V. xV — A e

End% (V) e A sao isomorfas como superdlgebras com superinvolugoes.

Reciprocamente, qualquer tal superdlgebra é simples e é dotada com uma superinvolugao.

2.3 Zs-involugao na algebra Zs-graduada M, ., (D)

Em [18], é investigada a existéncia de Zs-involu¢oes na élgebra Zs-graduada A =
M, i4+p(D), onde D é uma algebra de divisao e p,q > 0. E bem conhecido que A ¢ uma
algebra Zs-graduada primitiva.

2
Definicao 2.3.1. Seja A = @Aa uma dlgebra Zs-graduada. Uma transformacao linear

a=0
graduada de grau 0 de ordem 2 %z, : A — A € chamada Zs-involu¢ao se
(aabp)™s = (=1)"(bs)"™s (aa)"™s

para quaisquer a, € Ay, bg € Ag e o, B € Zs, onde r = af(mod 3).

Jaber, em [18], apresenta também uma caracterizagao de Zs-involugoes em M, .., (D)

relacionada a um tipo especial de forma Zs-graduada.
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Teorema 2.3.1. [ [18], Theorem 2.10] Uma Zs-forma simétrica nao degenerada (,) :
V x V — F induz uma Zs-involugdo %z, em End} (V) via

(vatr, vg) = (=1)7%(va, vgar™)
para quaisquer v, € Vv € Vg,a, € (Endy (V)),, onde V é um espago vetorial Zs-
graduado de dimensao finita sobre o corpo F.
O teorema seguinte determina a Zs-involugdo na algebra Zs-graduada M, ,.,(D).

Teorema 2.3.2. [ [18], Theorem 4.2] Seja D uma dlgebra de divisio e seja A =
My gir(D),p,q,7 > 0, com a seguinte Zs-graduagdo:

£ 00

Ay = 0 g 0| |feM(D),ge M/(D),heM(D)Y,
0 0 h
0 0 ¢

A = a 00 | | a€Myuy(D),be Myy(D),ce My (D),
0 b O
0 2 O

Ay = 00 vy | |yeMyur(D),x € MyyyD),zE My,(D)
z 0 0
£ 00

Suponha que A = 00 0 | |feM,(D),heM(D)y. Sexy, €uma ZLs-involugao

0 0 h

em A com (A, *%s|4) simples, entdo p = r, D tem uma involucio ~ , e (A, *z,) € isomorfa

a Myigir(D) com a Zs-involugdo dada por

foooe\™ o Lo—pe
a g vy = g ai (2.2)
z b h —pz aa f

e

para p, o € F tais que pjr =1 e 5 = p, onde a = a' para qualquer matriz sobre D,t € a
wmwvolucao transposta. Se =~ € do primeiro tipo, entao i e o podem ser escolhidos iguais a
1. Reciprocamente, se D tem uma involugao ~ , entdao (2.2) define uma Zsz-involugdo na

dlgebra Zs3-graduada simples.

2.4 Involucoes Graduadas

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados de involugoes graduadas, os quais sao
encontrados em [1] e [27]. Bahturin, Bresar e Kochetov em 1] apresentam uma versao do

Teorema 2.2.1 para o caso G-graduado, onde G é um grupo abeliano finito. Em [27],
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Sviridova descreveu todas as algebras x,,.-graduadas simples de dimensao finita, em que
G = Z,, onde ¢ ¢ um nimero primo ou ¢ = 4 e F' ¢ um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero. Primeiro vamos enunciar os resultados de Bahturin, Bresar e Kochetov

e depois a descricao apresentada por Sviridova.

Considere G um grupo abeliano finito e D um anel (F-algebra) G-graduada de divisao.
Suponha que V seja um D-espaco vetorial a direita G-graduado. O dual graduado V9" ¢é
definido como Hom3 (V, D). Note que V9" é um D-espago vetorial & esquerda com agao
de D definida por (df)(v) :=d(f(v)) para f € V9" d € Dewv e V.

Seja V um D-espago vetorial a direita G-graduado e seja W C V9 um D-espaco
vetorial & esquerda G-graduado. Uma aplicagao D-bilinear nao degenerada graduada
(—, =), : W xV — D de grau v é uma aplicac¢do bi-aditiva de modo que sejam vélidas,

para quaisquer vg € Vg, ws € Ws,d, € Dy e 3,0,7 € G, as seguintes propriedades:

a) <w57v,3>l/ S DB-HS—H/;
b) <d7w57 Uﬁ>l/ = d'y<w57 Uﬁ)l/;

c) (ws,vady), = (ws,vp),dy;

(Wa, V), = {0} implica w, = 0;

d) (W,vg ), = {0} implica vz = 0.

Neste caso, o subespago graduado W de V9" é chamado de subespaco graduado total.

Dizemos que uma aplicagdo a € End} (V) possui uma adjunta a* € Endp (W) se
para quaisquer v, € V; e wg € Wj tem-se (wg, v,a), = (wga*,v,),. Observamos que se

dega(a) = a, entao degg(a*) = a.
Analogamente a Secao 2.2, temos os anéis G-graduados

Ly (V) = {a€ Endh (V)| 3a*r € Endp (W)}
Fir(V) = {a€ Endh(V) |3 a*r € Endy (W)
e dimp(Wa*r) < co}.

Alem disso, Fjj/ (V) é um ideal G-graduado do anel G-graduado L7}, (V).

O proximo teorema, demonstrado em [1|, & um andlogo ao Teorema 2.2.1. Ambos

generalizam o Teorema de Kaplansky.

Teorema 2.4.1. | /1], Theorem 3.5 Seja R uma F-dlgebra (ou anel) G-graduada. Entao,
R € graduado primitivo a esquerda com um ideal & esquerda G-graduado minimal se, e
somente se, existem uma dlgebra G-graduada de divisao D, um D-espaco vetorial a direita

V e um D-subespaco graduado total W de VI tal que R € isomorfa a uma subdlgebra
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(subanel) graduada de L,(V) contendo Fj (V). Além disso, Fiyy (V) é o unico ideal
G-graduado minimal de R.

Nesse mesmo trabalho, Bahturin e Kochetov investigaram sob quais condi¢oes uma
F-algebra (anel) graduada descrita pelo Teorema 2.4.1 admite um antiautomorfismo
graduado. Para enunciar o resultado obtido por eles, exibiremos algumas defini¢oes antes.
Assumiremos que R é um anel (F-algebra) graduado primitivo & esquerda com um ideal
a esquerda graduado minimal e Fii/(V) € R C L{(V), onde V é um espago vetorial
a direita graduado sobre um anel (F-algebra) graduado de divisao D e W é um espaco
vetorial & esquerda graduado sobre D. O subespaco W é identificado com um subespaco

total de V9", ja que (—,—), é uma forma D-bilinear ndo degenerada.

Fixemos:

1) o um antiautomorfismo no anel (F-algebra) graduado de divisao D;
2) ¢ um isomorfismo de R em R%;

3) ¢1 uma apliagdo gp-semilinear, em outros termos, ¢1(vd) = @o(d)p(v) para todos
deD,velV.

Definimos uma forma F-bilinear nao degenerada B : V x V' — D do seguinte modo:
B(u,v) := (p1(u),v),
para quaisquer u,v € V. Obtemos que B também satisfaz
B(ud,v) = ¢o(d)B(u,v) e B(u,vd) = B(u,v)d
para todos u,v € V,d € D. Por abreviacao, diremos que B é ¢(-sesquilinear.

Dizemos que uma py-sesquilinear forma nao degenerada B : V xV — D é fracamente
hermitiana se existe um ¢, ?-semilinear isomorfismo @ : V' — V de espacos vetoriais
graduados tal que seja valido

B(u,v) = B(Qu,v)

para todos v,u € V, onde B(u,v) := ¢y (B(u,v)).

Por fim, o resultado abaixo nos traz sob quais condi¢oes uma F-algebra (anel) graduada

descrito pelo Teorema 2.4.1 admite um antiautomorfismo graduado.

Teorema 2.4.2. [ [1], Theorem 3.16] Seja G um grupo abeliano. Sejam D um anel (F-
dlgebra) G-graduado de divisio, V um D-espago vetorial & direita graduado e W um D-

subespago vetorial graduado de VI". Suponha que R seja um anel (F-dlgebra) G-graduado
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tal que

FUV) S RCLEW).
Se ¢ € um antiautomorfismo no anel (F-dlgebra) graduado R, entio eriste um antiau-
tomorfismo o no anel (F-dlgebra) graduado de divisao D e uma @o-sesquilinear forma
B :V xV — D fracamente hermitiana nao degenerada homogénea tal que as sequintes

propriedades sao vdlidas:

a) a aplicacao
vV — VI
u > fu,

onde f,(v) :== B(u,v) para todo v € V, leva V em W;

b) para qualquer v € R, @(r) € a adjunta associada B, isto é, B(p(r)u,v) =
B(u, p(r)v) para todos u,v € V.

Se vy € um antiautomorfismo em D, B' é uma ¢ -sesquilinear forma de V xV — D que
define W e ¢ é como em a) eb), entio existe um elemento homogéneo nao nulo d € D tal
que B' = dB e ¢jy(x) = dpo(z)d™" para todo x € D. Como uma reciproca parcial, se g €
um antiautomorfismo de anel (F-dlgebra) graduado de divisao D e B : VXV — D é uma
po-sesquilinear forma fracamente hermitiana nao degenerada homogénea, entao a adjunta
associada a B define um antiautomorfismo ¢ no anel (F-dlgebra) graduado L (V) tal
que o(Fiy (V) = Fp(V), onde com W = {f, | ue V}.

Agora, iremos apresentar a descricao das F-algebras *4,.-graduadas simples de dimen-
sao finita, em que G = Z,, onde ¢ ¢ um naimero primo ou ¢ = 4 e F' é um corpo

algebricamente fechado de caracteristica 0. Para tanto, faremos algumas defini¢oes.

Seja A = @ Ay uma F-algebra G-graduada. Suponhamos que uma involucao 4, em

e
A seja graduada de grau nulo, ou seja, A" = A, para todo o € G. De agora em diante,

vamos chama-la de involugao graduada.

Um ideal graduado I C A da F-algebra graduada A é denominado um x*g-ideal
graduado se I é invariante pela acao da involucao 4. Uma F-algebra graduada com
involucao *,4 é chamada de F-algebra x,-graduada simples se nao contém x*-ideais

graduados nao triviais.

Definicao 2.4.1. Uma involugdo graduada na F-dlgebra G-graduada simples My, (F¢(H))

€ chamada de elementar se satisfaz a condicao
(eijne)™ = ayjperyme, 1 <i',j <k, & € H oy, € {1, -1} (2.3)

para todos 1,5 = 1,... k,n € H e malrizes unildrias e;;.
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Teorema 2.4.3. [ [27], Theorem 6.1] Seja q um nimero primo ou ¢ = 4 e seja G um
grupo ciclico de ordem q. Suponha que F' seja um corpo algebricamente fechado de carac-
teristica 0, e C seja uma dlgebra G-graduada de dimensao finita sobre F' com involugao
graduada. Entdo, C € uma dlgebra *4.-graduada simples se, e somente se, C é isomorfa,

como *g.-dlgebra graduada, a uma das dlgebras listadas abaizo:

a) ao produto direto B x B de uma dlgebra graduada simples B = My(F[H]) e sua
dlgebra oposta B com a involugdo troca *,,, onde F[H| € a dlgebra do grupo H e

H € um subgrupo de G;

b) a dlgebra de matrizes My(F) com uma graduacao elementar e uma involugao ele-

mentar;

c) a dlgebra de matrizes My(F[H]) sobre a dlgebra de grupo F[H| com graduacdo in-

duzida pela graduacao de F[H|,degaxone = 0, e involucdo (Z Xo7e) " = Z Xeno,
ocH ocH
onde t € a involugdo transposta ou simplética na dlgebra de matrizes My(F), xo €

My (F),0 € H,H é um subgrupo de G;

d) a dlgebra de matrizes My(F[H]) sobre a dlgebra de grupo F[H]| com graduagdo in-

duzida pela graduagao natural de F[H],degaxene = 0, e involu¢do (Z Xong) " =
0cH

Z (—l)exgng, onde t € a involucao transposta ou simplética na dlgebra de matrizes
0eH

My(F), xo € My(F), e H= > ou H= -

_ Z
e) a dlgebra de matrizes My (F[H]) sobre a dlgebra do grupo de H = {0,2} com 7z
graduagao, degg(eyme) = —0;+&+0;, definida por wma k-upla (04, ... ,0;) € {0, 1}*

e uma nvolucao elementar, onde {eij}szl sao matrizes unitdrias e £ € H.

2.5 Algebra de Jordan Colorida

Bergen e Grzeszczuk mostraram em [9] como algebras de Jordan simples surgem na-
turalmente de algebras associativas graduadas simples e algebras associativas graduadas
simples com involugao colorida. O trabalho de Bergen and Grzeszczuk foi motivado pelo
trabalho de Herstein [15], onde foi provado que se A é uma algebra associativa simples,
entdo A ¢ uma algebra de Jordan simples com multiplicacao de Jordan (simétrica) de-
finida por r o s = rs + sr para quaisquer r,s € A. Herstein também mostrou que se A

é uma algebra sobre um corpo F' de caracteristica diferente de 2 com involu¢ao *, entao
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o conjunto S = {s € A | s* = s}, com multiplicacdo de Jordan (simétrica), também ¢é
uma algebra de Jordan simples. Os resultados apresentados aqui podem ser encontrados
em [9]. Nesta se¢do, podemos considerar dlgebras nao necessariamente comutativas ou

associativas.

Seja F' um corpo. Um 2-cociclo 0 : G x G — F* é chamado bicaracter se

ola+8,7) =o(a,y)o(B,7) e ola,B+7) =0c(a,B)o(a,7)

para quaisquer «, 3,y € G. Dizemos que o é anti-simétrico se

para quaisquer a, 8 € G. Note que, neste caso, o(a, ) = £1 para todo a € G.
Nesta se¢ao, € denota um bicaracter anti-simétrico.

Definigao 2.5.1. Seja J uma dlgebra (nao associativa e nao comutativa) sobre um corpo

F de caracteristica diferente de 2 com uma multiplicacao bilinear o. Se J = @Ja é

acG
graduado por um grupo abeliano e € : XG — F* é um bicaracter anti-simétrico, entao

J € uma dlgebra de Jordan colorida se

a) zq0yp = €(, B) yg o Ta;
b)

(v, + 7) (w0 0ys) o (rr 0 2y) + (8,7 + 7)(2y 024) 0 (rr 0 yp)+
(o, B+T7)(ys o zy) 0 (rr0xa) = €(y,a + 7) (0 0 Yg) 0 17) © 2+

(8,7 +71)((zy 0 xa) orr) 0 ys + (e, B+ 7)((ys © 2) 0 77) © T4
para quaisquer To € Jo, 7 € Jr,yg € Jz, 2y € J,.

Seja € um bicaracter anti-simétrico. O e-centro de uma F-algebra graduada R é o su-
bespago graduado Z, = @ (Ze)a, onde (Zo)q = {aa € Ry | [aa, T3] = aars—e(a, f)rga, =
aclG
0,V rge Rs pBeGl.
Sejam R uma F-algebra associativa graduada e € um bicaracter anti-simétrico. Uma
involugao colorida (e-involu¢do) em R é uma aplicagao F-linear graduada *. : R — R

que satisfaz as relagoes

a*“* =a e (aqap)™ = e(a, B)(ayay) (2.4)
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para quaisquer elementos homogéneos a, € R,,as € Rz, a € R. Denotamos o conjunto
dos elementos simétricos por S = {s € R | s* = s}. Definimos em S o produto nos
elementos homogéneos por:

anbs + €(a, B)bgag,
para todos a, € S,,bp € Sz, a, 8 € G. Com esse produto S ¢ uma algebra de Jordan

colorida.

Seja G um grupo. Particionamos o grupo G em dois subconjuntos em relagao a um

bicaracter anti-simétrico e:
Gi={aeG|ela,a)=1}e G ={a e G |ela,a)=—1}.

Se A é um subespaco G-graduado de R, consideramos os seguintes subespagos de A :
Ar= P Aue A= P A
a€G+ aceG_

Assim, temos a decomposicao A=A, & A_.

Dados A e B F-subespacos graduados de R. Denotaremos Ao B o F-subespaco gerado

por elementos da forma a o b para quaisquer elementos homogéneos a € Ae b € B.

Seja A uma algebra de Jordan colorida. Dizemos que um subespaco graduado U C A
é um e-Jordan ideal de Ase Uo A C U.

Exemplo 2.5.1. [ /9], Example 1.2] Considere G um grupo abeliano com wm bicaracter
€ tal que G # G. Sejam A uma F-dlgebra G -graduada tal que A € igual ao seu e-centro
e 5 um elemento de G_. Entao, R = My(A) é G-graduado com a gradua¢ao

A, 0
(54 )

_ 0  Aap
Ho = ( Ao 0 )

se € G_. A aplicagdo homogénea linear *. : My(A) — My(A) definida como

a, by [ e(r,p)d, b,
Co dr N —c, e(8,v)a,

¢ uma tmvolucao colorida em R chamada tnvolugcao simplética colorida.

seae Gy e

Seja 0 : G x G — F* um 2-cociclo e seja € : G x G — F* um bicaracter. Dizemos
que o e € sao color compativeis se

o(c.f) quando a € Gou € Gy;
€ =
o0 quando «a,f € G_.

Agora, podemos enunciar o teorema.
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Teorema 2.5.1. [ /9], Theorem 5.1] Sejam € um bicaracter anti-simétrico e R uma F'-
dlgebra associativa graduada simples com e-involu¢ao. Entao S é uma dlgebra de Jordan

colorida simples, exceto nos sequinles casos especiais:

a) R ¢ a dlgebra torcida de grupo F°|G|, R_ é o unico e-Jordan ideal proprio de R,
R_oR_ =0 e o0 2-cociclo o e o bicaracter € sao color compativeis. FEste caso ocorre

apenas quando Z. ¢ Si. Além disso, neste caso, S_ é unico e-Jordan ideal de S.

b) R e My(Z,) sao isomorfas como dlgebras com e-involugées, onde My(Z.) € a dlgebra
de matrizes 2 X 2 com involucao simplética colorida. Este caso ocorre apenas quando
Ze g S+ € S_zi_ g Ze

Como dissemos, as secoes 2.1- 2.5 constituem a motivacao do nosso trabalho. O
que apresentaremos nos proximos capitulos é uma generalizacao de alguns dos resultados
dessas secoes para anéis graduados e algebras graduadas com o-involugao. Além disso,
os resultados que iremos apresentar podem também ser aplicados para obter &lgebras
de Jordan colorida simples, pois segundo Bergen and Grzeszczuk, [9], algumas classes
de algebras de Jordan simples coloridas surgem naturalmente de algebras associativas

graduadas simples com involucao colorida.
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Capitulo 3

Anéis Graduados Primitivos com
o-involucoes e Par de Espacos Duais
Graduados com Torcao

O objetivo principal deste capitulo é definir o-involugao e estender o Teorema 2.2.1
e o Teorema 2.4.1 para anéis graduados primitivos a direita com um ideal a direita
graduado. Vamos mostrar que anéis graduados primitivos a direita com ideias a direita
graduados estao naturalmente relacionados com pares bilineares nao degenerados gradua-
dos. Aqui, os anéis G-graduados e F-algebras G-graduadas sao, ambos, de caracteristica
diferente de 2.

3.1 2-cociclo

Recordaremos a definicao de 2-cociclo e apresentaremos algumas de suas propriedades.

Seja G um grupo finito abeliano e seja F' um corpo. Uma aplicagao 0 : G x G — F*

é dita um 2-cociclo se

o(a, B)o(a+ B,v) =o(B,7)o(a, B +7)

para quaisquer «, 8,y € GG. Se o satisfaz

ol f+7) = ola,Aola,) )
ola+p8,7) = ola,7)a(B,7)
para todos v, 8, a € GG, dizemos que ¢ é um bicaracter. Se
pla)p(B)

ola, B) = (3.2)

pla+ 3)
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para todos a, 8 € G e alguma funcao p : G — F*, entao o é um 2-cociclo, neste caso,

dizemos que o é um cobordo. Um 2-cociclo o que satisfaz

o(a, B) = o (B, ), (3.3)

para todos «, 8 € G, é denominado simétrico. O 2-cociclo o é chamado anti-simétrico se

o(a,B)o(B,a) =1 (3.4)
para todos «, 8 € G.

Segue da defini¢ao de 2-cociclo que o(«,0) = o(0, §) para quaisquer «, 5 € G. E, da

definicao de cobordo, todo cobordo ¢ simétrico.

Observamos ainda que se uma funcao o : G x G — F* é um bicaracter, entao ¢ ¢ um
2-cociclo. Por outro lado, veremos no exemplo abaixo que a reciproca nao é verdadeira.
Outro comentério relevante é, se um 2-cociclo o é tal que o € {1, —1}, entdo o é simétrico
se, e somente se, o é anti-simétrico. Ainda, se o é um 2-cociclo anti-simétrico, entao

o(a,a) € {1,—1} para todo o € G.

Observe que as aplicagoes o, : GXG — F* definidas por o(a, 8) = lew(a, ) = —1

para quaisquer «, 8 € G sao exemplos triviais de 2-cociclo em qualquer grupo G.

Vejamos mais alguns exemplos de 2-cociclo.
Exemplo 3.1.1. Seja G = Z,. A aplicacio definida por o(a, B) = (—1)*# é um bicaracter
se a+p<n

<
se a+fB>n 0 <

. . . . L = 1
simétrico e anti-simétrico, enquanto a aplicagio m(a, B) = { _’1

a, B < n, € um cobordo anti-simétrico, mas nao € um bicaracter.

Exemplo 3.1.2. Seja G = (Zy X Za,+). A aplicacio definida pela relacio

a\p|(0,0)](0,1)](1,0) |11
0,00 1 1 1 1
0,1 1 1 1 1
1o t | -1 | 1 | -1
OO 1 [ =1 1 | =1

€ um 2-cociclo, nao € um bicaracter, nao € simétrico e nem anti-simétrico.

O lema a ser exibido é uma importante propriedade de 2-cociclo quando o grupo G
é ciclico e finito. Ele garante que todo 2-cociclo definido sobre um grupo ciclico finito
com valores em um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero ¢ um cobordo, em

particular, é simétrico.
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Lema 3.1.1. Sejam G um grupo ciclico finito e F' um corpo algebricamente fechado.

Entao, 0 : GXG — F* é um 2-cociclo se, e somente se, existe uma fun¢ao p: G — F'

p(a)p(B)

—>—"L para todos o, B € G.
pla+f)

tal que o(a, B) =
Demonstracao. Sejam G um grupo ciclico e finito de ordem n e ¢ um 2-cociclo definido
sobre GG. Primeiro vamos mostrar, usando indugao sobre os elementos de G, que p : G —
F* dada por

p0) = 0(00) ) -
p(l) = Vo(lll_)o(ll22 -f(},n:_l)(,(()’()l’ -
p(i) = Ylo(1,1)0(1,2)0(1,3)0(1,4)---o(1,n — 1)o(0,0)]™

para qualquer 0 < m <n — 1. Afirmamos que

pla)p(B)
pla+ B)

para todos o, B € G. Com efeito, primeiro vejamos o caso a = 1. Observe que

ola,f) =

——— =o(1,m)

para todo 0 < m < n — 1. No caso o = 2, precisamos usar a seguinte propriedade de

2-cociclo
ola,B)o(a+f,7) = ola, B+7)0(B,7). (3.6)
Para qualquer 0 <m <n — 1, temos
p()pm)  o(1,1)o(1,2)---0(1,m+1)
p2+m)  o,1)--o(l,m—1)o(1,1)
_o(l,m)o(l,m+1)
B o(1,1)
(3.6) U(Ta T)U(§7 m)
B _o(1,1)
= o(2,m).

Admita que a igualdade (3.5) é valida para cada s <k (0 < s < k <n—1). Como no

caso em que o = 2, vamos usar a propriedade (3.6). Veja que

p(k+1)p(m) o(1,1)o(1,2)---o(1,m + k)

plk+m+1) o1,1)---0(1,m—-1Do(1,1)---0(T,k)

e, por hipotese de inducao,

o(k,m) =
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para todo 0 < m <n — 1. Dali,

o+ Dom) ok, me(k+m)

p(k+m+1) __o(Lk)
(3.6) U(l,]{?)U(l{?‘i‘l,m)

o(1,k)

= o(k+1,m).

p(a)p(B) :
Portanto, o(«, ) = —>——= para quaisquer «, 3 € G.
(a, B) (o4 ) PR auaisq s
Reciprocamente, é imediato verificar que o(a, 5) = % é um 2-cociclo. Com
p(a

isso, finalizamos a prova do lema. O

Para finalizar esta secdo, vamos apresentar um interessante resultado que envolve 2-

cociclo.

Lema 3.1.2. Sejam F um corpo e G um grupo abeliano finito. Suponha que 0,0’ : G X

G — F* sejam 2-cociclos e a funcao p : G — F* seja tal que o(a, ) = a’(aﬁ)%.
Entéo, M, (F°[G]) e M,(F°'[G]) sdo F-dlgebras graduadas isomorfas, onde a G-graduacio

em ambas € a candnica induzida por uma mesma n-upla (61, ...,0,).

Demonstragao. Seja {e;;},1 < i,j < n, o conjunto de matrizes unitarias da algebra
M, (F[G]). Defina
¢ My(F’[G]) — Mn(FJ/[G])
€ijlla —  €ijilap(a),

onde 7, ¢ o elemento correspondente a 1, em F?[G]. Estendendo ¢ por linearidade,
obtemos um homomorfismo de F-espacos vetoriais graduados. Como ¢ esta definida na
base de M, (F°[G]) e as algebras M, (F?[G]) e M,(F°'[G]) tem a mesma dimensdo sobre
I, ¢ ¢ uma bijecao. Resta mostrar que ¢ preserva a operacao multiplicacao. Dados

€ijlla € Mn(F7[G])=6,40,+a € erng € Mu(F7[G])—g,+6,48, temos

P(eignacrng) = ¢(nansdjrei)

o(o (e, B)Narsdjkeir)

o(a, B)farsp(a+ B)djrei
o' (a, B)p(c) p(B)Ta+sdjrei
Tatlgp(c) p(B)djxei

= ¢(eijna)(enns).

Portanto, M, (F°[G]) = M, (F°'[G]). O

Em particular, se F' é algebricamente fechado e de caracteristica zero e G é um grupo ci-
clico e finito, entao, pelos Teorema 1.6.1 e Lema 3.1.2, qualquer F-algebra G-graduada
simples de dimensao finita é isomorfa a M, (F[G]). A reciproca do Lema 3.1.2 é verda-
deira, veja [[11], Corollary 2.22].
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3.2 Par de Espacos Duais Graduados com Torcao

Nesta secao, comecaremos uma discussao acerca dos espagos duais. Os resultados

obtidos aqui sao analagos aos encontrados em [1], [22] e [25].

A partir de agora, G denota um grupo abeliano finito, D uma F-algebra (anel) G-
graduada de divisao e o um 2-cociclo sobre GG com valores nao nulos no corpo F' tal que

o satisfaz (. B )

ola,Blo(B,a) = 1

o(a, —a)? =1 (37)
para quaisquer «, 3 € G. Vale lembrar que como o(«, 5)o(8,a) = 1, temos que ¢(0,0) €
{—1,1}. Com isso, 0(0,a) € {—1,1} para todo a € G.

Definicao 3.2.1. Seja V' um D-espaco vetorial a esquerda G-graduado e seja W um D-
espaco vetorial a direita G-graduado. Um par bilinear (—, —), : V. X W — D de grau
v € uma aplicacao bi-aditiva de modo que sejam vdlidas, para quaisquer vg € Vi, ws €

Ws,d, € D, e 3,0,7 € G, as sequintes propriedades:
a) (vs, ws)v € Dprssv;

b) <d’YU»3’ wé)l/ = d7<U5,w5>,};

¢) (g, wsdy)y = (Vg ws)vdsy.

Segue da defini¢ao acima que
(v,0), = (0,w), =0 e (—v,w), = (v,—w), = —(v,w),
para quaisquer v € V e w € W.
O par bilinear de grau v é nao degenerado se

Vo, W), = {0} implica v, =0 e (V,wg ), = {0} implica wg = 0.
B B

Dizemos que V e W sao um par de espagos duais com tor¢ao se (—, —), é ndo dege-

nerado.

Definicao 3.2.2. Dados R um anel G-graduado e o um 2-cociclo definido sobre G. O
anel oposto graduado o-torcido de R € o grupo aditivo graduado R com multiplicacao
dada por

Ao Oop, bp := (a2, B)bgan (3.8)

para quaisquer bg € Rg, aq € Ro e 5, € G. Denotaremos o anel oposto o-torcido por
RPe .
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Observamos que R e R°~ coincidem como conjunto. Ademais, quando o(a, ) = 1

para quaisquer «, 5 € G, temos que R coincide com R (anel oposto graduado).

Se D é uma F-algebra (anel) graduada de divisao, entdo D também é uma F-algebra
(anel) graduada de divisao, a qual chamaremos de algebra o-torcida graduada de divisao.
Note que a identidade de D é 1pop, = 0(0,0)1p, onde 1p é a identidade de D. Se a, €
D% ¢ um elemento homogéneo nao nulo de D7, entao a,'? = o(a, —a)o(0,0)a’

para todo a € G, onde a! é o inverso de a, em D.

Lema 3.2.1. Se W € um D-espaco vetorial a direita, entao W € um DPe -espaco vetorial

a esquerda via a sequinte igualdade estendida por linearidade vetorial e escalar
dywg = o (7, Bwsd,. (3.9)

Demonstragao. Com efeito, para todos do, d;, € Dy, ws,wy € W, f € F, temos:

duws +wy) = e, B)(ws + wh)da
(0 8) (wada + 1yl
o(at, Bwsds + (0, By,
dows + daw’ﬁ;
(do +dy)ws = o(a, Blwg(da +dy,)
= o(a, B)(wpda + wsdy,)
o, Blwpda + o(a, Blwgdy,
dows + d, wga;
a(0, B)wslpors
a(0,8)a(0,0)wslp
w/glp
wg;
do(fwg) = o(a, B)(fwp)da
o(a, B) f(wsd,)
f(dowp)
= (fda)wﬁ'

Assim, s6 nos resta mostrar que d.,(d,wg) = (d, o4, d;)ws. Dados d, € D,,d, € D, e

1D0po Wp

wg € Wg, temos
(dy oop, dr)ws = o(y+ T, B)ws(dy oop, dr)

(
( v, Twg(drd,);
d(d;wg) = UE%TJrﬁ

para quaisquer 7,7, 3 € G. Pelas propriedades de 2-cociclo,

o(y+71,8)o(y,7) =0y, 7+ B)a(r, B)

para todos 3,v,7 € G. Logo, (d, oup, d.)wg = d,(d,wg) para quaisquer dy € Dy, wg €

Wpg, 0,8 € G. Por fim, por linearidade, concluimos a afirmacao. n
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Definicao 3.2.3. Sejam V e W um par de espagos duais com tor¢cao associado a um
par bilinear (—, =), sobre uma F-dlgebra (anel) G-graduada de divisao D. Um elemento
ar € Endpos (W), chama-se o-adjunta de um elemento homogéneo a, € Endp(V),

«

quando
(Vgaa, ws), = o(a, 6){vg, wsa’), (3.10)

para todos vg € Vi, ws € Ws,0,8 € G.

Para cada o € G, denotaremos por L§,(V),, o subgrupo aditivo de End% (V),, de todos

os elementos de End} (V'), que possuem uma o-adjunta. Assim, £ (V) = Z Ly (V
acG

é um subgrupo de End} (V). Agora, considere Ff,(V)o = {aa € LG, (V)a | dimp(Va,) <
oo}. Claramente, F3,(V), ¢ um subgrupo aditivo de L, (V),. Entdo, F7(V) =
Z]—"{,’V(V)a ¢ um subgrupo de L£%7 (V). Em particular, se V' (ou W) é de dimensao

a€eG

finita sobre D, entao L* (V) = Fao (V).

Dizemos que um elemento a € End}, (V') é de posto n se dimp(Va) = n. Em particular,

se a € End} (V) é de posto 1, entdo Va = Dv para algum v € V.

Conforme visto, Endy (V) ¢ um anel graduado e V ¢ um (D, End} (V))-bimodulo
graduado. Em particular, se R ¢ um subanel graduado de End} (V), entao V é um

R-moédulo a direita graduado.

Para os conjuntos Fip° (V) e L7 (V), temos os seguintes resultados.

Lema 3.2.2. O conjunto L7 (V) é um subanel graduado do anel graduado End} (V).

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que a soma g Ly, (V) é direta. De fato, se

aceG
a€e Ly (V)eN Z Ly,(V)p, entao a € Endp(V Z Endp(V)s. Como Endf (V)
a;éﬁEG (X#BEG
¢ um anel graduado, temos que Endp(V Z Endp(V)s = (0). Logo, a = 0 e,

a#peG

portanto, a soma Z L7, (V)q € direta.
acG

Desejamos mostrar que o elemento a,bg € L77(V) para quaisquer a, € L, (V), e
bs € L (V)s e para todos o, 8 € G. Afirmamos que (anbs)* = oo, B)byay é a
o-adjunta de (a,bz). Com efeito,

(vy(anbp), wr)y = ((v4aa)bs, wr),
(B, 7 (0 0B
= o(B,7)o(a, B+ 7){(vy, (wby )az),.
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Como
o(f,m)o(a,f+7) =0, f)o(B + a,T),
temos que
(vy(aabp), wr)y = o(B,7)o(a, B+ 7){vy, (Wb )ag )y
= o(a,B)o(B +a, T)(Uw(wa*” ag )
= o(B+a,7){vy, w (o, 5)65 ay )y
o(a+ B,7){vy, wr(aabp)™)y.

Logo, anbs € L7 (V) e, portanto, £7;7 (V) é um anel graduado. O

Lema 3.2.3. F° (V) é um ideal graduado de L7 (V).

Demonstragao. Sejam a, € F,(V), € bg € L3, (V)z. Como a, possui posto finito, segue
que (a,bg) possui posto finito e (bga,) possui posto finito. Dai, como no Lema 3.2.2,
(aabp)™ == o(a, B)biy aze € a o-adjunta de (anbp) e (bgaa)™ = o(B, a)ay by & a o-adjunta
de (bga,). Disso, segue que

(bﬂaa)v (aabﬁ) € f%a(v)~

Sea e Fg(V)an > Fy(V)s entio a € LG (V)a N Y L3(V)s. Como L7 (V) &

PP a#fed
um anel graduado, temos que Ly (V)an ), Liy(V)s = (0). Logo, a = 0 e, portanto,
a#PEG
Fir? (V) & um ideal graduado de L7 (V). .

Definicao 3.2.4. Sejam V e W um par de espacos duais com tor¢ao associado a um
par bilinear (—, —), sobre uma F-dlgebra (anel) G-graduada de divisio D. Um elemento
b € Endp(V), chama-se o-coadjunta de um elemento homogéneo by, € Endpops (W),

quando

(b}, ws), = o (e, 0)(vg, Wsba)w (3.11)

para todos vg € Vi e ws € W.

Salientamos que b%° é a o-coadjunta de b, se, e somente se, b, ¢ a o-adjunta de bZe.

De maneira similar, podemos considerar, para cada o € G, o subgrupo aditivo L, (W),
de End$.,, (W), de todos os elementos de End,,, (W), que possuem uma o-coadjunta.

Desse jeito, L£7/7(W) = ZE‘(/(W)Q ¢ um subgrupo de End}.,, (W). Consideramos

acG
também FJ (W), = {an € LG(W), | dimp(Wa,) < oco}. Novamente, F7 (W), ¢ um
subgrupo aditivo de LY, (W), e F7° (W) = Z]’{}(W)a é um subgrupo de £/ (W).
aclG
Como visto, temos que FEndp.,(W) é um anel graduado e W ¢é um
(Do, End.op, (W))-bimédulo graduado.
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Evidentemente, valem resultados analogos aos Lema 3.2.2 ¢ Lema 3.2.3 para os
conjuntos L77° (W) e Fi'(W).

Lema 3.2.4. L7 (W) € um subanel graduado de Endg,, (W).
Lema 3.2.5. F{/° (W) € um ideal graduado de L7 (W).

Lema 3.2.6. Sejam V e W um par de espacos duais com torcao associado a um par

Na

bilinear (—, —), sobre um anel graduado de divisio A. Se {v,... v, ... vk, ... v5"}

€ um conjunto de vetores homogéneos de V linearmente independentes sobre A, entdo

1 n 1 ng .
Capr e Wi Wi w g de W tals que

existem elementos homogéneos w
<Ug,w17,,/>l, = 0ij0ay € Ao para todos i € {1,...,n.},j € {1,...,n,},a,7 € G, onde

b — lelAy, se i=je a=ry
T 0 e Ao, caso contrdrio.

Demonstragao. Seja V57 = ZHom(AV, aA)g. Note que Ve é um A-modulo & direita
Bea
com acao dada por

(v)(¢d) = ((v)d)d,

ondev € V,¢ € Ve, d € A. Essa agdo de A em Ve satisfaz ¢podg € Hom(aV, aA)pyq para

gr
todos a, f € G, dg € Ag, po € Hom(aV,aA),. Além disso, a soma ZHom(AV, al)g é
BeG

direta. Logo, V7 = @ Hom(aV,aA)z é um A-mdédulo a direira graduado.
BeG

Fixemos um elemento qualquer w € W. Temos que

(—w),: V. — A
v o— (v,w),

é um funcional A-linear. Assim, a aplicacao

p: W — V;;f’
w o — (—,w),

¢ um homomorfismo de A-moddulos graduados. De fato, para quaisquer w, € Wy, w,w’ €
W,veV,de AeaceG, temos

o(wy) = (=, wa)y € Hom(aV,aA)o10
(v, wd), = (v,w),d
(v,w+w), = (v,w),+ (v,w'),.

Logo, ¢ é um homomorfismo graduado (de grau v) de A-modulos a direita graduados.
Como (—,—), ¢ ndo degenerado, temos que Ker(p) = (0). Logo, pelo Teorema do
Isomorfismo, W é isomorfo a W' = I'mg(y), onde W' = @ W, eW! = {p(wa—) | Wa—yp €

acG
Wo_,}, ¢ um A-subespaco graduado de Ve
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A fim de aplicar o Teorema 1.5.18, considere T'=W', M=V, S=D =N =A ~
End} (Aa). O sistema (A, A, A, V,W’) & um A-contexto a direita graduado. Afirmamos
que N = Ap é fechado e T'= W’ é total. De fato, como A é um anel graduado de divisao,
temos que A nao possui submodulos graduados proprios. Como A é um anel graduado
unitario, para todo homomorfismo graduado de A-moédulos graduados f : Ax — An,
temos que f(a) = f(la) = (f(1))a para todo a € A, ou seja, qualquer homomorfismo
graduado de A-modulos graduados f é a multiplicacdo & esquerda por f(1) = A € A.
Logo, A = N é fechado. Agora, se v € V é tal que vT = 0, segue que (v,w), = 0
para todo w € W. Como (—,—), é ndo degenerado, temos v = 0 e, portanto, T &

1 Nea ng

total. Pelo Teorema 1.5.18, T' é fracamente denso. Sejam v,,...,v]*,... ,vé,, oy Ug

nr
vetores homogéneos de V' linearmente independentes sobre A, entdo v?, & ( Z Z Avl +

a#TeG j=1
Z Av)) e existe t) € T tal que
i#j
Vit £ 0 e it =0 (3.12)

para todos os pares (j,7) # (i,a),7 € G,j € N. Considere o seguinte A-submoédulo

graduado nao nulo de W’
J0) = Lo € W' | vlw’ = 0, para todos (j,7) # (i,a),7 € G,j € N}.

Por (3.12), 0 # v% J) | E facil ver que v’ .J(®) ¢ um ideal a direita graduado de A. Como
A é um anel graduado de divisao, temos que A nao contém ideais unilaterais graduados
ndo triviais. Com isso, v,J®* = A. Como vimos, existe t(>®) € J) tal que 0 # v? ()
e 0 = v/t para todos os pares (j,7) # (i,a),7 € G,j € N. Em particular, existe
) e ) tal que

0 # Vit e vltlhe) =0 (3.13)

para todos os pares (j,7) # (i,«),7 € G,j € N e algum v € G. Sendo A um anel

graduado de divisao, existe dgffi)a € A_,_, tal que vét(f’a)dgfﬂ)a = 1. Por (3.13),

VIt g0 = 0 (3.14)

v Yey-a
para todos os pares (j,7) # (i,a),7 € G,j € N. Note que t(f’a)dgfﬂ)a e W, =
We) | Wy € W_,_,}. Disso decorre que existe w* € W_,_, tal que
{e( ) | } q amv q
W wt )y = vh g =1,

a) Y—a—v o —y—a

Além disso, por (3.13) e (3.14),

—~
<
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para todos os pares (j, 7) # (i,a),7 € G, j € N. Logo, <vg,wj Yo = 0ij0ap € Ng. Assim,

—Q—v

finalizamos a demonstracao do lema. O

Lema 3.2.7. Sejam V e W um par de espacos duais com torcao associado a um par

bilinear (—, =), sobre um anel graduado de divisio A. Se {w},...,w"} C W, € linear-
mente independente sobre A, entdo existem elementos homogéneos v', , ... 0", _, €
Vg tais que (V' wl), = §; € Ag para todos o € G,i,j € {1,...,n}, onde
5. = 1€ Ay, se 1=

Y 0e Ay, caso contrdrio.

Demonstragao. Seja Wye = ZHOTTL(WA, Aa)s. Observe Wy & um A-modulo & es-
BeG
querda com acao dada por

(do)(w) = d(p(w)),
onde w € W, ¢ € Wyr,d € A. Essa agao de A em Wjo satisfaz dgp, €

Hom(Wa, Aa)giq para todos o, € G, dg € Ag,¢o € Hom(Wa, As),. Além disso,

a soma Z Hom(Wa, Aa)g € direta. Logo, Wy = @ Hom(Wa, Aa)g ¢ um A-modulo &
pea BeG
esquerda graduado.

Fixe um elemento qualquer v € V. Entao,

(v,=),: W — A
w — (v,w),

¢ um funcional linear. Agora, a aplicacao

p: V. — Wg*;’
vo— (v, =),

é¢ um homomorfismo de A-moédulos graduados. De fato, para quaisquer v, € V,,v,v" €
ViweW,.de A ae G, temos

©(va) = (Vo —)» € Hom(Wa, Aa)ais
(dv,w), = d{v,w),
(v+v,w), = (v,w), + ¥, w),.

Logo, ¢ é um homomorfismo graduado (de grau v) de A-moédulos graduados. Como
(—, —), & nao degenerado, temos que Ker(p) = (0). Logo, pelo Teorema do Isomorfismo,
V ¢ isomorfo a V' = Img(p), onde V' = @Vé e Vi ={p(vs_) | vs_, € V3_,}, ¢ um
BeG
A-subespago graduado de Wye.
Considere T =V, M =W, S = D = N = A ~ EndX(sA). O sistema
(A, A AW, V') é um A-contexto a esquerda graduado. Com o argumento anilogo usado

no Lema 3.2.6, N = 2sA é fechado. Afirmamos que T'= V"’ é total. Se w € W ¢é tal que
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Tw = 0, entao (v,w), = 0 paratodov € V. Como (—, —), ¢ ndo degenerado, temos w = 0
e, portanto, T é total. Pelo Teorema 1.5.19, T ¢é fracamente denso. Se {w],... w!} é
um conjunto de vetores homogéneos de grau o de W linearmente independente sobre A,
n
entao w! ¢ Z w! A e existe t' € T tal que
J#i

tw!, #0 etw) =0 (3.15)
para j # i. Tome o seguinte A-submodulo graduado nao nulo de V’

J'={v' e V' | vw! =0, para todo j # i}.

Novamente, por (3.15) e 0 # Jw', Jw! é um ideal a esquerda graduado de A.
Consequentemente, Jw!, = A, ja que anéis graduados de divisao nao contém ide-
ais unilaterais graduados nao triviais. Como vimos, existe t* € J* tal que 0 # t'w),
e 0 = t'wl, para todo i # j. Em particular, existe tj € Jj tal que 0 # thuw), e
};wg = 0 para todo i # j e algum g € G. Sendo A um anel graduado de divisdo,
existe d_g_o € A_g_4 tal que d_p_othw), =1 e d_g_othw] = 0 para todo i # j. Note que
d_p-oty € V' ={p(V_a-v) | Voa—r € V_q_,}. Entdo, existe v, , € V_,_, tal que

(v* W)y = d_p_othwl, = 1.

Além disso,
<’Uj;a—l/7 wZ >V - O

para todo i # j. Logo, (v w

—Qa—U) e}

) = 0i; € Ay. Com isso, finalizamos a demonstracao do

lema. O

Lema 3.2.8. Sejam V e W um par de espacos duais com tor¢ao associado a um par

bilinear (—, —), sobre um anel G-graduado de divisao D. Entdo, o elemento homogéneo

Vo =(—, Woeqp)ply 1 V. —» V

3.16
v (V)@ = (U, Waoqy—p)lly, ( )

pertence a Fy°(V), para todos v € G,Wa—y—y € Woroy e uy, € V. Além disso, se

Wa—y—y € Uy 560 ndo nulos, entdo @, 7# 0.

Demonstragao. Para cada a € G, sejam v € G e elementos quaisquer nao nulos wq_,_, €

Wea—n—y € u, € V.. Segue facilmente das propriedades de (—, —), que

Oo: V. — V

Como (V)p, é gerado por {u,} e (—, —), é ndo degenerado, temos que ¢, é de posto 1.
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Agora, defina
¢a: DOPoW — Dopo—W
w o (Whhe = (Y w)ta =Y 0T, 0)Waqoy Uy, w,),

TEG TG

para todo w = ZwT € W. Observamos que para todo w, € W, temos
TG

(Wr)he = 0 (T, ) Wa—y—p(Uy, Wr),.

Afirmamos que ¢, é a og-adjunta associada a ¢,. Com efeito, convém observar que, pelo

Lema 3.2.1, W é um D°7-mdbdulo a esquerda graduado. Como Img(1,) é gerado por

{Wa—r—v}, Wa_r—, € u, sdo nao nulos e (—, —), é nao degenerado, segue que 1), possui
posto 1. Dados w = E wy, W= E w! € W, temos
TEG TEG

(w+w)e = O w+> W,

T€EG TEG
= (3 (w, + ul))
TeG
= Z 0 (T, ) Wary—o (U, Wy + Wy )y
TEG
= Z o (T, @) Wa—y—p Uy, wr)y, + Z o (T, )Way— (Uy, W)y
TEG TEG
= (W)Yo + (W)Pa,
ou seja, 1, ¢ aditiva. Sejam dg € Dg e w, € W, com 7,3 € GG, entao
ds((wr)ha) = o(B, 7+ a)((w:)Ya)ds
= o(B, 7+ a)o(T, @) Wa—y_p(Uy, W), dg,
(dsw-)a = o(B+T,a)War—(uy,dswr),
= U(B + 7, O‘)U(/Bv T)Wa—w—V<uW wTdﬂ>V
= o(f+T,0)0(8, T)Wa—ry—p(Uy,w;),ds.

Como
o(B,7+a)o(r,a) =o(B+T1,a)0(f,T7),
temos que dg((w,)¢) = (dgw, )Y, para todos dg € Dg,w, € W,, ,7 € G. Assim, dados

d:ng €D, w:ZwTEW, temos
BeG TEG

d(w)a) = (Q_ds)(Y_ 0T, a)Way{uy,wy),)

BeG TEG

= Z o(r, a)(z dgWa—y—y(Uy, 7))

TEG BEG
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= Y o(r ) (3 0Bt )Wy w,)ds)

TG BEG

— Z Z o+ 1)o(T, Q) Wa (W, weds),
TEG BEG

= Z Z o(B+7,a)0(B, T)Wa—r—r(uy, wrds),
TeG peCG

= Z Z o(B+T1,a)0(B,7)o(T, B)Wa—ry—r(Uy, dgw-),
T€EG BEG

= > ) 0B+ a)Waryu(uy, dgw;)
TEG BeG

= (Z Z dng)i/J

T€EG BEG
= (dw)ta.

Logo, 1o € Endpos. (W). Além disso,

<Uﬁ¢a7 w’r)u = <<Uﬁa W(X—’Y—V>Vu’ya w’T‘)V
= <Uﬁ7 Woz—’y—u>l/<u'ya wT>V7
<Uﬁ, wTQﬂa)V = <Uﬁ7 U(Ta O‘)Waf’yfu<u“/7 w‘r>u>u

= U<Tv Oé) <U57 Waf'yfu>u<u77 w7—>u-

Como o(a, 7)o (1,) = 1, temos que (Vgpa, wr), = o(a,7)(vs, W P,), para todos vg €
Viw, € Wy, 8,7 € G. Isso nos d4, finalmente, ¢, € Fi;” (V). Agora, como u, € Wq__,

sdo nao nulos e (—, —), é ndo degenerado, temos que ¢, # 0. O]

Lema 3.2.9. Todo elemento homogéneo p, € Fi.°(V)a de posto 1 € da forma

9004:<_7Wa—'y—u>uu'y: V — V

3.17
v (U)Qpa: <U>Wa—'y—u>uuw ( )

para alguns v € G,Wq_y_y € Wy en, € V.

Demonstragao. Como 0 # ¢, ¢ homogéneo, temos que Img(y,) ¢ um D-moddulo & es-
querda G-graduado, ou seja, Img(p,) é um D-espago vetorial & esquerda G-graduado.

Como dimp(Img(p.)) = 1, existe 0 # 05 € Vj tal que Img(pq) @D Up para algum

veG
p € G. Pelo Lema 3.2.6, existe w_g_, € W_g_, tal que (U5, w_s_,), = 1. Sejam v € G

e vy €V, entao
UyPa = dyra—pUs (3.18)

para algum dyyo—3 € Dy1q—p. Dai,

<U’y90aa W_g_p)y = <dv+a—ﬁ7~]ﬂ>w—ﬁ—V>v =dytra-p- (3.19)

Por outro lado,

</U'y§0a7 w767u>u = O'(Oé, _ﬂ - V) <U’ya wfﬁquOZ"%- (320)
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Assim, de (3.18) — (3.20), temos que

Vypa = Oyta—pls
= (0 W ~
= O‘(CM, —B — V)<U%w—ﬁ—ugng>vvﬁ
= (vy,0(0, =B = V)w_p_, 0y )05
para quaisquer v, € V,,v € G. Seja wo_p_, = o(o,—f — v)w_p_,pt € W,_p_,. Logo,
Pa = <_7Wo¢—5—u>1/ﬁ[3- [

Lema 3.2.10. Sejam V e W um par de espagos duais com tor¢cao associado a um par
bilinear (—, —), sobre um anel G-graduado de divisao D. Um elemento homogéneo de
grau « a, pertence a Fi° (V) se, e somente se, a, se exprime como soma de elementos
da forma ¢, dada em (3.16).

Demonstragao. Pelo Lema 3.2.8, ¢,, definido em (3.16), pertence a Fip° (V) e, como

Fi? (V) & um ideal graduado, temos que qualquer soma desses elementos também pertence
a Fipe (V).

Reciprocamente, suponha que 0 # a, € Fi;° (V). Entao, Va, tem dimensao finita

sobre D. Novamente, como a, ¢ homogéneo, temos que Img(a,) @Img a)p €
BeG
um D-espago vetorial a esquerda G-graduado. Como dimp(Img(p,)) ¢ finita, podemos
considerar uma base finita de elementos homogéneos X = U {05, ... 7f;gﬁ} para I'mg(a,)
BeG

sobre D. Se v,y1o € IMmg(ay)aty, existe v, € V,, tal que

Uyta = Uyla = 2 :z :d’era T 77

TEG k=1
onde dk+a ;s €Dypare o% € X para quaisquer 1 < k < n,,7 € G. Pelo Lema 3.2.6,
existem elementos homogéneos U {w ... w" )} de W tais que (38,0’ ), =

TeG
0;j0- para todos it € {1,...,n.},j € {l,...,w} ew, 7 € G. Com isso,

(Uyag, w* ), = (d* ok ), =d

Yt+a—T Uy W yta—T1"

Assim,

_ ~i
Uy = E E (Uyo,w" _,), 0,

TG z 1
* ~1
= § § Oé -7 <U’Y7 w! —T— l/aCMU>VUT
T€EG 1=1
nr
— = ; * ~i
- § § <U’Y7 o -7 = V)w_,,_ l/aCMU>VUT
T€G 1=1
n

.
- Z Z <T)’yv WZa—T—l/>V1~}3'

TEG i=1
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%
a—T—V

=o(a,—T —v)w'_ _,a € Wo_,_,. Por-

—T—V "«

para quaisquer v, € V,,v € G, onde w
tanto, a, ¢ uma soma de elementos ¢, definido em (3.16). Com isso, concluimos a

demonstracao do lema. O

Proposicao 3.2.11. Sejam V e W um par de espacos duais com tor¢ao associado a um

par bilinear (—, —), sobre um anel graduado de divisio D. Entao, Fy° (V) age densamente

em V.

Demonstragdo. Sejam {v! ... v"} C V, linearmente independente sobre o anel de divisao

D e elementos quaisquer up, ..., uj € Vz. Pelo Lema 3.2.6, existem w!,, ..., w", , €

W_o—, tais que (v.,w’, ), = &; para todos ¢,j € {1,...,n}. Como visto no Lema
n

3.2.8, (—,w', ,)yujy € Fiy°(V). Ponha tg_o = Z (=, w' ,_,)yuj. Pelo Lema 3.2.10,

i=1
ts—a € Firo (V). Além disso,
Vits_o = Ul (3.21)

para todo k € {1,...,n}. Segue disso que Fi;° (V') age densamente em V. O

Nas hipoteses da Proposigao 3.2.11, afirmamos que V' é um Fi;° (V')-modulo a direita
graduado irredutivel e fiel. De fato, Ann’"f%a(v)(‘/) ={ac Fr(V)|va=0,VveV}
Se a € Fi7 (V) é tal que (V)a = 0, entdo, pela definicdo de funcdo, a = 0, ja que
a € Fy7 (V) C Endh (V). Logo, Ann”f%g(v)(‘/) = (0) e, portanto, V é fiel Fip7(V)-
modulo & direita graduado. Agora, suponha que (0) # V' C V seja um Fij” (V)-modulo
a direita graduado. Dado a € G, seja v, € V,. Como V' # (0), existe um elemento
homogéneo nao nulo ug € Vj para algum 8 € G. Pelo Lema 3.2.6, existe w_ 5, € W_5_,
tal que (ug,w_g_,), = 1. Pelo Lema 3.2.8, t,_5 = (—,w_p_,),0s € Fi° (V). Assim,

Vo = (Ug,W_p_p) 04
= ugla_g €V,
para todo a € G. Logo, V = V'. Portanto, V' & um F;,° (V)-modulo a direita graduado

irredutivel e fiel.

Assim, podemos enunciar o seguinte corolario.

Corolario 3.2.12. Sejam V e W um par de espacos duais com torgcao associado a um
par bilinear (—, =), e R um anel graduado. Se F{,° (V) C R C Ly (V), entdo R é um

anel graduado primitivo a direita.

Demonstracao. Da Proposicao 3.2.11 resulta que R age densamente em V', desde que
Fi (V) C R C L7 (V). Portanto, V' é um R-modulo graduado irredutivel e fiel. O
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3.3 o-involucao

Nesta secao, apresentaremos a definicao de o-involugao em um anel associativo gradu-
ado e em uma F-algebra associativa graduada. Como dissemos, a definicao de o-involucao
generaliza as defini¢cdes de involugao colorida, superinvolucao, involugao graduada e Zs-

involucao apresentadas no Capitulo 2.

Relembramos que G é um grupo abeliano finito, F' ¢ um corpo e ¢ é um 2-cociclo
anti-simétrico em G tal que o(o, —a) € {—1,1} e 0(0,) = 0(a,0) = 0(0,0) € {—1,1}
para qualquer o € G.

Para a definigdo abaixo, pediremos que 0 : G x G — {—1,1}.

Definicao 3.3.1. Sejam R e C anéis G-graduados. Um o-anti-homomorfismo de R em

C € uma aplicacao Z-linear graduada de grau neutro ¢, : R — C que satisfaz
(rars)?” = o(a, B)rg7rée (3.22)

para quaisquer 7o € Ro, 73 € Rg e o, 5 € G.

Dois anéis G-graduados R e C sao g-anti-isomorfos se existe um g-anti-homomorfismo

de anéis graduados bijetivo.

Exemplo 3.3.1. Sejam R um anel G-graduado e 0 : G x G — {—1,1} um 2-cociclo

anti-simétrico. A aplicacao
Yy R —> R%Pe
ro—>

€ um o-anti-isomorfismo de anéis graduados.

Para a definicdo de o-anti-homomorfismo de F-algebras graduadas, consideramos o :

G x G — F* um 2-cociclo anti-simétrico em G.

Definicao 3.3.2. Sejam A e B F-dlgebras G-graduadas. Um o-anti-homomorfismo de A

em B € uma aplicagcdo F-linear graduada de grau neutro ¢, : A — B tal que
(aaas)?" = ola, Bafas” (3.23)

para quaisquer a, € Ay, ap € Ag e a, B € G.

Dizemos que A e B sdo o-anti-isomorfas se existe um c-anti-homomorfismo de F-

algebras graduadas bijetivo.
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Exemplo 3.3.2. Sejam A uma F-dlgebra G-graduada e o : G x G — F* um 2-cociclo

anti-simétrico. A aplicacao
Yo A — A%
a — a

¢ um o-anti-isomorfismo de F-dlgebras graduadas.

Assim como para homomorfismos de anéis, homomorfismos de anéis graduados, homo-
morfismos de F-algebras e homomorfismos de F-algebras graduadas, temos os seguintes

resultados.

Proposicao 3.3.1. Seja ¢, : A — B um o-anti-homomorfismo de anéis (F-dlgebras)

graduados, entao 097 = 0. Além disso, se ¢, € um o-anti-isomorfismo de anéis (F-
dlgebras) unitdrios graduados, entio 1% = 0(0,0)1g e (=14)¥ = 0(0,0)(—1g) =
—O’(0,0)lg.

Demonstracao. De fato, 097 = (0 4 0)¥° = 0¥ 4 0¥°. Logo, 0¥ = 0.

Agora, suponha que ¢, seja um g-anti-isomorfismo. Devemos mostrar que (0, O)lf{’ =

15. Temos
0(0,0)1%b, = 0(0,0)1% (ay)?”
= 0-<070)0-<770)(a71¢4>%7
(a,)%°
= b,
b,0(0,0)1% = (ay)?c(0,0)17%
= (laay)?
= (ay)*"
= hﬂ
0 = 0%

(
= (L) + 17
para todos a, € A,,by, € By,y € G, onde b, = a?>. Logo, 1z = ¢(0,0)1% e, com isso,
(—14)%" = —0(0,0)1. O

Proposicao 3.3.2. Seja ¢, : R — C um o-anti-homomorfismo de anéis (F-dlgebras)

graduados. Entao, Ker(p,) é um ideal graduado de R e Img(p,) € um subanel graduado
de C.

Demonstragao. De fato, como ¢, é Z-linear (F-linear), temos que Ker(p,) e Img(v,)
sao subgrupos (F-subespacos) de R e C, respectivamente. Sejam r = Zra € Re
acG

k= Z ks € Ker(v,) € R, entdo, pela linearidade de ¢,, 0 = k%7 = Z k57 Como C ¢é
BeG BeG
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graduado e ¢, é homogéneo de grau 0, temos que kg” = (0 para todo # € (G. Portanto,

Ker(p,) ¢ um subespaco graduado de R. Além disso,

(rk)?e = ) (raks)®

a,BEG

= > ola.Bk5res =0,

a,BeG

(kr)ee =Y (kgra)®

a,BEG

= Z o(B,a)rgekg” = 0.

a,BeG

Logo, rk,kr € Ker(p,). Portanto, Ker(y,) ¢ um ideal bilateral graduado de R.

Sejam 7,75 € Img(p,), entao existem a = Z Ao, b= Z bs € R tais que a¥” =1} e
a€eG peG
b¥s = r). Dali,
riry, = a¥7b¥e

- Xy

aceG peqG

= 2 2 o(a.f)(bsaa)™

aceG peG

= Z ZU bgaa )
aeG pBeG

= (@,

onde ¢ = Z Z B)(bgas) € R. Logo, Img(p,) ¢ um subanel de C. Por fim, como
a€G BeG
¢, ¢ homogéneo de grau 0, temos que Img(p,) é graduado, onde (R3)¥" = Img(v.)s

para todo 8 € G. Portanto, I'mg(y,) é um subanel graduado de C. ]

Os resultados abaixo sao de verificacao imediata.

Proposicao 3.3.3. Seja ¢, : R — C um o-anti-homomorfismo de anéis (F-dlgebras)

graduados. Entao, Ker(p,) = (0) se, e somente se, v, € injetivo.

Os objetos a serem definidos a seguir sao objetos centrais do nosso estudo, assim como

anéis graduados primitivos. Eles sao casos particulares de o-anti-isomorfismo.

Definicao 3.3.3. Seja R um anel G-graduado. Uma o-involucao *, em R € um o-anti-

1somorfismo de ordem 2, isto é, x, : R — R € Z-linear de grau neutro e
rrote = e (rarg)” =o(a, B)ryry (3.24)

para quaisquer 1 € R, 1o € R, 73 € Rg e o, B € G.
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Relembramos que na definicao de o-anti-isomorfismo de anéis graduados o 2-cociclo

anti-simétrico o assume valores {—1,1}.

Definicao 3.3.4. Uma o-involucao em uma F-dlgebra G-graduada A € uma aplicacao

F-linear graduada de grau neutro x, : A — A tal que
a** =a e (agap)"” =o(a,Bayay (3.25)

para quaisquer a € A,a, € Ay a3 € Ag e, 8 € G.

Ou seja, uma o-involugao em uma F-algebra G-graduada é um o-anti-isomorfismo
de F-algebra graduadas de ordem 2. Novamente, relembramos que na defini¢ao de o-
anti-isomorfismo de F-algebras graduadas o 2-cociclo o assume valores em F'* e é anti-

simétrico.

A condicao que o 2-cociclo o seja anti-simétrico, na definicdo de o-involucao, é neces-
séria para que *2 = id, isto ¢, a**** = a para todos a € R. Em particular,
aabﬁ = (aab5>*"*"
= (o(a, B)b?ai")*“
= o(a,B)o(B, a)aZ”*“bE"*"
= o(a, B)o(B, a)asbg,

ou seja, a igualdade acima ¢é valida se, e somente se, o(«, 5)o (8, a) = 1 para todo a, 8 € G.

Se o é um bicaracter anti-simétrico, entdo *, é uma involucao colorida. Se o(a, ) =1
para todos a, 3 € G, entdo *, ¢ uma involugio graduada. Se G = Z, e o(a, §) = (—1)*8
para &, 3 € Z,, entdo *, ¢ uma superinvolucdo. Por fim, se o(a,3) = (—1)*% com

a, b € Zs, entao *, € uma Zz-involucao.

Observe que, na Defini¢ao 3.3.4, no caso em que 0(0,0) = 1, *, age como a aplica¢ao

identidade em F. Além disso, em qualquer situagao, 0(0,0) € {1,—1}, %, é F-linear.

E importante ressaltar que dado um 2-cociclo o, nem toda F-algebra graduada ad-
mite uma o-involucdo. Por exemplo, se G = Zy e o(a, 3) = (—1)*?, entdo a F-algebra
M,,(F[Zs]) nao possui superinvolucdo (veja [14]). No Capitulo 4, apresentaremos uma

outra versao da demonstracao desse resultado.

Proposicao 3.3.4. Seja R um anel (F-dlgebra) G-graduado. FEntio, R admite o-
muvolucao se, e somente se, existe um isomorfismo de ordem 2 ¢ : R — R%P de

anéis (F-dlgebras) gradudos de grau neutro.

Demonstracao. Suponha que R admita uma o-involucao *,. Entao,

p: R — R%
ro— o(r)=r*
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é um isomorfismo de anéis (F-algebras) graduados de grau neutro. De fato, como x, é
Z-linear (F-linear), graduado de grau neutro e de ordem 2, temos que ¢ também é Z-
linear (F-linear), graduado de grau neutro e de ordem 2. Dados 1, € R,, 75 € Rp com

a, B € G, temos
p(rars) = (rars)™
= oo, f)ry
= 1 04, rﬁ
- QO(’/’Q) Cops gO(T’g).
Com isso e pela Z-linearidade (F-linearidade) de ¢, obtemos que ¢ (rr’) = p(r) ogp, @(1').

Logo, ¢ é um isomorfismo de ordem 2 de anéis (F-algebras) graduados de grau neutro.

Reciprocamente, seja ¢ : R — R um isomorfismo de ordem 2 de anéis (F-4lgebras)
graduados de grau neutro. Defina
¥5: R —
ro— ' =p(r).
Como ¢ é um isomorfismo de ordem 2 de anéis (F-algebras) graduados de grau neutro,
segue que *, ¢ Z-linear (F-linear) de ordem 2. Além disso, para todos r, € R4, 75 € Rp

com «, 3 € G, temos que

(rarg)™ = @(rarp)
= ¢(Ta) %p, P(75)
= o(a, By ( ) ( o)
= o(a,B)ry
Logo, *, é uma o-involugao em R. O

Observacao 3.3.5. Se D = Dy € um anel (F-dlgebra) de divisao munido de uma invo-
lugao ~, entao My(D) possui uma involugao ~, dada por a = a', onde t € a involugao

transposta em My (D).

A proposicao a seguir é um resultado analogo ao Teorema 2.3.2, cuja demonstracao
encontra-se em [|18], Theorem 4.2|. Isso também apresenta exemplos de o-involugdes no

anel de matrizes Zs-graduado My (D).

Recordemos que quando um 2-cociclo o ¢ anti-simétrico e assume valores apenas 1 ou
—1, entdo o é também simétrico, ou seja, o(a, f) = o(f,a) para quaisquer «, 5 € G.
Neste caso, o(a, 3)? = 1 para todos a, 3 € G.

Proposicao 3.3.6. Sejam D = Dy um anel de diwisao munido de uma involugao ~ e

073 x Lz — {—1,1} um 2-cociclo anti-simétrico.

a) Considere A= M,,,(D) com p > 0, Zs-graduada por

a={(5 V) levemm},
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A= {(00) leemm}.
Ay = {(8 8) |b€Mp(D)}.

Entao, =, definida por

fz\"™ _ 0(0,0)Z2 cT
(0 2) = (oo oo (320
¢ uma o-involugao em A, em que ~ € a involugao a = a' em My(D) ec € Z(D) é

tal que cc = 1.

b) Considere B = M, ,,(D), p,q >0, com a Zs-graduacao dada por

z 0 0
By = 0y 0| |z,2zeM,(D),ye M/(D),,
00 =2
0 0 ¢
B, = a 0 0 | |a€Myy(D),be Myy(D),ce MyD) s,
0 b O
0 z 0
By, = 00 vy | |y€eMyup(D),x € My, (D),z€ M,(D)
z 00

Entao, *x, € uma o-involucao em B pondo

fz c\™ c(0,00h  ay Be
a g y = Tb c(0,0)g vz |, (3.27)
z b h Wz na  o(0,0)f

onde ~ é a involugao a = a' em M,(D) e My(D), o, B, 7,n,w,y € Z(D) sao tais que

Br=o0(1,1)y, Bn=0c(1,Da, nr=o0(1,1)w,
ay=0(2,2)8,yw =0(2,2)1, wa=o0(2,2)n, 398
o(1,2)Bw — (1, 2)7a — o(2. 1)y = 0/(0.0) (3.28)

™ =ya = pp =ww = 1.

f x

Demonstragao.  a) Dado < -

fZL' *o*o B
y =z B

) € Mp4p, temos
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Observe que para quaisquer A, B € A;,C, D € A,, tem-se

(AB)*= = 0 o
- - 8(1,1)3 v A%,
= 0(2,2)D*C*.
SejamA:<2 8)6A1e0—<8 8>€A2. Entdo,
aer = {(20) (5 o))
- Eg c(z)b) )
(50,006 0
_ Nyl
Crar = (8 (f)b) 0(1,9)3(0,0)@ 8)
_ (0(1,2)080,0)«:«:1)& 8)
- 0(1,2)0(0,0)(5 8)
e = [(50) (0 0)]
- (5 1]
- (8 a(o,OO)aZS)’ )
A = (0(1,2);)(0,0)@ 8)(8 %b)
B (8 0(1,2)0—?0,0)5(;& )

o(1,2)a(0,0) (

Como o(1,2)
0(2,1)A*C*.

0(2,1), temos que (AC)*™

Agora, sejam E = ( g 0

0(1,2)C* A% e (CA)*

€ Ay, entao,

ey = (2 8)
= 0(1,2)0(0,0)c yzoa 8)
(EA)* = (yoa 8)*a

(1,2)0(0,0)z <

0 0
ag o
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[ < 0,01 g(o?o):z ) ( . 2)3(070)5& 8 )
ouae(L0)
Ak = <a<1,2>o9<0,0>c& 8)(0<050>g 0<0?0>i“)

= 0(1,2)5( &Og 8 ) .

Relembramos que ¢(0,0) = 0(0,1) = ¢(1,0) = ¢(0,2) = ¢(2,0). Com isso, temos
(AE)* =0o(1,0)E* A* e (EA)* = 0(0,1)A* E**. Analogamente,

wor = (0%

. 0 cbx
N 0 0 ’
w _ (0 by

e - (§8)

_ 0 cyb

N 0 0 ’ )
e (0 (0,0)cHb
EC _.(0 0~>,
oo e 0 0(0,0)cbz
uper - (0 700,

E, portanto, (EC)* = ¢(0,2)C* E* e (CE)* = ¢(2,0)E* C*. Finalmente, dado

z 0
D_(O p>€Ao,temos

o (xz 0N [ a(0,0py 0 _ I
(5D) _( 0 yp) _< 0 o005 ) = OOPTET

Logo, *, ¢ uma o-involucao em A.

f z c
b) Dado [ a g v | € Mpiy1p(D), temos
z b h
fxz e\ U(O,p)ﬁ af Bé "
a gy = o 0(0,0)g T
z b h wz  ma  0(0,0)f
00,02 ayi  pBpe
= ma (0,05 yay
ww? 7]_7'(3 a(0,0)%h
[ oz Bpe
= Tha g Yy

wwz ntb h
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Como
ay =rya=f=n7=7]=wo=1,
temos que
f oz e\ f z c
a gy =1 a 9 Y
z b h z b h
0 0 ¢ 0 0 =z
Sejam | a 0 0 J]e| 0 0 | duas matrizes em A;, entao
00 0 0y O
00 ¢ 00 z o 0 cy 0\ 0 aza 0
a 0 0 z 0 0 =1 0 0 az = 0 0 ~ye
0 b O 0 y O br 0 0 wzb 0 0
e
0 0 pz 0 0 pBe 0 pBnza O
ol,1){ g 0 O ™ 0 0 =o0(1,1) 0 0 TBYC
0 nx O 0 na O nrab 0 0

Como fpn = o(1l,)a, 76 = o(1,1)y e n7 = o(1,1)w, segue que (XY)* =
o(1,1)Y* X* para quaisquer X,Y € A;. Além disso,

0 a 0 0y 0 * 0 0 az\ ™" 0 0 pza
00 b 00 =2 = bz 0 0 = r5¢ 0 0
¢c 00 z 00 0 cy O 0 nzb 0
(&

0y ON“ /0 a 0\ 0 az 0 0 ab 0
00 = 0 b - 0 0 ~7 0 0 ~a
z 00 ¢ 00 wi 0 0 wé 0 0

0 0 avyza

= ywyc 0 0
0 0 waZb

Pelas igualdades ay = 0(2,2)5,vw = 0(2,2)T e wa = 0(2,2)n, temos (AB)* =
0(2,2)B* A* para quaisquer A, B € Aj.

0 0 ¢ 0y O
Sejam X = a 0 0 |eAieA=| 0 0 z | € A;. Entao,
0 b 0 x 0 0
ct 0 0\ o(0,0)zb 0 0
(XA~ = 0 ay O = 0 a(0,0)ga 0
(O 0 bz 0 0 0(0,0)z¢
atzb 0 0
= o(1,2) 0 myga O
0 0 pwic
0 az 0 0 0 ge
= o(1,2)| 0 0 A3 ™ 0 0
wz 0 0 ) ( 0 na O

= o(1,2) A% X"
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Relembramos que ¢(2,1) = o(1,2), fw

De forma similar, para quaisquer Z

temos

R I~
o e 0 e O Ot~
— S Somo _—— S o8 o
S~— N~—
oo ¢ b © © o o= e o o
Omo ~W ( o O ~m (
l§
—~ O O s oo o t— o e, ) \ S
* . o O (\* . O O b
~— (@] e o * [,
© SIS R Y e BRIS ) ’ ,MWOO
- ~o o = h oo S = )
= f oo g N £ < OO
o O < ~hn ~nOOD1 M RO o N OOMW
? > 13 S
o o 5°Sc o N S E 20 o R eoe=
o — —~ o —~ —~ g
fOO./u ~— ~ O O ~—
Teow - = Toeo % Z Zog8e=oRx”
SN—————— (=] S N——— (e} (e)
1 1 (U\ (U\_ 1 (U\ /m\((
I I Il I I I I I Il | I Il
2 £ £
N 3 ~
Ay N Ay
~— SN~— ~—
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0 0 o(0,0)8¢f
= 0(0,1) [ o(0,0)7bh 0 0
0 a(0,0)nag 0
0 0 pgé o(0,00h 0 0
= o0, 1)[ 7o 0 0 0 o(0,0)g 0
0 na O 0 0 a(0,0)f
= 0(0,1)X* P
0 0 ch\™
(XP)* = | af 0 0
( 0 bg O
0 0 phe
= (@,B 0 0
0 nfa 0
0 0 o(0,0)8hef
= 0o(1,0) | ¢(0,0)7gb 0 0
0 a(0,0)nfa 0
o(0,00h 0 0 0 0 peé
= 0(1,0) 0 (0,05 0 ™ 0 0
0 0  o(0,0)f 0 na 0
= o(1,0)P* X*
0 yg 0\
(AP)* = 0 0 zh
xf 0 O
0 ahz O
= 0 0 gy
wfx 0 0
o(0,00h 0 0 0 az 0
= 0(2,0) 0 a(0,0)g 0 0 0 ~7
0 0 a(0,0)f wi 0 0

0 fy 0\
(PA)* = 0 0 gz
hr 0 O )
0 azj 0
= 0 0 w)f)
wih 0 0
0 az 0 a(0,00h 0 0
= o(0,2) 0 0 ~y 0 a(0,0)g 0
wi 0 0 0 0 0(0,0)f

— 0(2,0)A% P

Portanto, *, é uma o-involucao em A.

O

Além dos 2-cociclos triviais, o Exemplo 3.1.1 apresenta dois exemplos de 2-cociclos
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para os quais a proposicao anterior vale.

Definigao 3.3.5. Seja *, uma o-involugdo na F-dlgebra (anel) G-graduada A. Dizemos
que A € x,-simples se A nao possui ideais bilaterais graduados invariantes pela acdao de
¥

Qualquer F-algebra graduada simples com *,-involucao é *,-simples. Em particular,

a Proposicao 3.3.6 apresenta dois exemplos de F-algebras *,-simples.

3.4 Anéis Graduados Primitivos e Pares de Espacos
Duais Graduados com Torcao

Encerramos este capitulo com o nosso primeiro teorema, que é uma versao analoga
aos Teorema 2.2.1 e Teorema 2.4.1. Esse resultado ¢ uma caracterizacao de anéis
graduados primitivos a direita. Para tanto, pedimos que ¢ seja um 2-cociclo anti-simétrico

que satisfaca o(a, —a)? = 1 para todo a € G.

Lema 3.4.1. Sejam R um anel G-graduado primitivo & direita, eg € Ry um idempotente
manimal tal que V = eqgR € um ideal & direita minimal e egReqg = D é um anel graduado

de divisao. Entao, a aplicacao

p: R — Endjh(V)
r — R,
onde
R.: V — V
v — (V)R =or,

¢ um monomorfismo de anéis graduados.

Demonstracao. Pelo Lema 1.5.13, D = ¢yReg ¢ um anel graduado de divisao e V = ¢gR

¢ um D-espago vetorial & esquerda graduado. Fixe um elemento r € R e defina

R,: V. — V
v o— (V)R =or

Dados v,v" € V,d € D, temos

(v+v)R, = (v+0)r

vr +u'r

(V)R + (V)R
(dv)r

d(vr)

= d(v)R,.

(dv)R,
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Note que para todos Z ro =r € ReveV, temos
acG

(VR, = or

= U(Z Ta)

acG

= E VT,

aeG
ou seja, R, = E R,.. Em particular, se » = r, ¢ homogéneo de grau «, temos
aclG

(UB)%TQ = UBTOZ € V6+a
(dsvs)Rr, = dsvgra € Viipta

para quaisquer ds € Ds, vg € Vg e 6,0 € G. Assim, R,, € Endp(V),. Logo, R, €
End} (V).

Considere a aplicacao

Dados r,7" € R,v € V,

I
=3
+

<

3

,\
<
N—
2
ﬁ\
|

= (V)RR
ou seja, o(r + 1) = @o(r) + o(r') e e(rr') = @(r)p(r'). Assim, ¢ é um homomorfismos

I
~ A~ N
<
=
SN—
ﬁ\

de anéis. Como vimos acima, para quaisquer r, € R, e o € V, temos ¢(r,) = R,, €

End} (V)a. Logo, ¢ ¢ um homomorfismo graduado de anéis graduados de grau 0.

Observe que Ker(p) ={r € R | Vr =0} = Annf, (V) ¢ um ideal bilateral graduado
de R. Suponha, por contradigao, que Annl, (V') # (0), entdo existe 0 # r, € Annfk(V),
para algum o € G. Dai, 0 = Vr, = egRr,. Por outro lado, como R é um anel graduado
primitivo a direita, pelo Lema 1.5.7, R ¢ um anel graduado primo, assim, pelo Lema
1.5.3, egRr, # (0), ja que e e r, s@o ndo nulos. Logo, Ker(y) = Annk (V) = (0).
Com isso, R é isomorfo a Img(¢). Assim, podemos ver R como um subanel graduado de
End3 (V). O

Teorema 3.4.2. Se R é um anel (F-dlgebra) G-graduado primitivo & direita com um
ideal a direita graduado minimal e o é um 2-cociclo anti-simétrico tal que o(a, —a)* =1

para todo o € G, entao existe um par de espacos duais com tor¢cao pV e Wp tal que

Fw” (V) € R C Ly (V),
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onde D é um anel G-graduado de divisao. Reciprocamente, dado um par de espagos duais
com tor¢ao Ve W sobre um anel G-graduado de divisao D, qualquer anel G-graduado R

satisfazendo
Fio (V) CRCLE (V)

¢ graduado primitivo a direita, R contém um ideal a direita graduado minimal. Além

disso, Fip” (V') € o tnico ideal graduado minimal de R.

Demonstracao. Seja I um ideal a direita graduado minimal de R. Pelo Lema 1.5.13,
existe um elemento idempotente minimal ey € Iy tal que D = eyRey € um anel graduado
de divisao, V = egR = I é um D-espaco vetorial a esquerda graduado e W = Rej é
um D-espaco vetorial a direita graduado. Observe ainda que V' é um R-modulo a direita
graduado e W é um R-moédulo a esquerda graduado. Se v € V e w € W, entdo existem
r,r" € R tais que v = eyr e w = r'ey. Defina
(—,=)o: VXW — D
(v,w) — (v,w)o =err'ey

Em particular, se v = v, € V, e w = wg € Wy, entdo (v,, wg)o = e€rarsey, onde
Ta € Ra 73 € Rg, o, 8 € G e vy = egry, w3 = 7g€. E relativamente facil verificar que
(—, =)o ¢ um par bilinear. Resta mostrar que (—, —)o é ndo degenerado. Com efeito, pelo
Lema 1.5.7, R ¢ um anel graduado primo, assim, pelo Lema 1.5.3, a,Rbs # (0) se

@y, bg a0 nao nulos. Com isso,
(Va, W) =0 = egraReg = 0= v4 = egrq =0,
pois ey # 0. De maneira andloga, temos
(V,wg)o =0= wsg =0.

Portanto, V' e W sdo um par de espacos duais com tor¢ao sobre D associado a (—, —)o.

Agora, vamos mostrar que .7-"5{,""(1/) CRC E%"(V). Fixe um elemento r, € R, e

defina
R.,: V — V

v — (V)R = vr,.
Afirmamos que R, € L{7(V) para todo a € G. Pelo Lema 3.4.1, R, € Endp(V),.
Seja
g, W — W

w — (w)g,, :ZU(%a)mw%
vyeG

onde w = E w.,. Vamos mostrar que £, ¢é a o-adjunta de 2, associada a (—, —)o. Re-
veG
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cordemos que a acao de D°? em W é dada no Lema 3.2.1. Para todos w = Z W, w =

veG

Z:w’7 € W e d € D%, temos

veG

(w+w)L,, = (Z w., + Z w;)ﬁra

veG yeG
= Z (wy +w)L,,
veG
= Z o (7, a)ra(w, +w)
veG
= Y o(y,a)rawy, + Y oy, @)raw,
veG veG

= (W)L, + (W)L,

()€, = D> (dsgw,)L,,

veG BeEG

= Z Z o(B+ v, a)re(dsw.,)
vEG BEG

= D ) (B +7.a)a(B,7)ra(w,dg)
veG BeEG

= D ) o(B+7a)o(B,y)rawyds,
veG BEG

d(w)g,, = Zdﬁ Z Q)T Wy)

BEG yEG

= Z Z 77 B) a+ V)Tocwﬂydﬁ
veG BEG

Como o(y,a)o(B,0 +7) = o(B + 7v,)0(B,7), temos que (dv)&,, = d(w)<,,

quaisquer dg € Dg,w, € W, 3,7 € G, temos

(dﬁw’Y)’STa = O-(B + 77 04)0'(67 /y)frozwydﬂ c Wa-{—ﬁ—i-'y-

Logo, £,, € Endpors (W ),. Dados vs = egrg € Vg, w, = ryeg € W, temos

<Uﬁm7“a7 w’y>0 = <U,Bra7 w'y>0
= 607",3?”047”760,
<U57 w7£ra>0 - <Uﬂa O-(fy’ a)raw7>0

0'(’7, a) <U,37 Tocw7>0
= o(v,)egrsrary€o

para todo 3,7, € G erg € Rg, 7y € R,. Como o ¢ anti-simétrico, temos que

<U,3£R7”a’ w7>0 =o0(a,7) <Uﬁa w’wgm)O-

. Para

Logo, R,, € L7 (V), para todo o € G. Note que para todos Zra =reRevelV,

aeG
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temos

ou seja, R, = Ziﬁm. Como L7 (V) é um anel graduado e R,, € L}°(V), para
aceG
todos 7, € R4, € G, temos que R, € LI7(V) para todo r € R. Isso mostra que

Im(p) C Ly7(V), onde ¢ é dada no Lema 3.4.1. Como ¢ ¢ injetiva, R ¢é isomorfo a
Img(p) que é um subanel graduado de L{}7 (V). Dessa forma, podemos ver R como um
subanel de £7;° (V) via o homomorfismo ¢. Portanto, R C L7 (V).

Seja bg € Fi° (V) de posto 1. Pelo Lema 3.2.9, existem u, € V, e wg_, € Wj_, tais
que bg ¢ da forma
b5 sV — Vv
Vo = (Va, Wa—y)oU,y.
Observe ainda que u, = egr, e Wg_, = cg_,€o para alguns r, € R, e cg_y € Rs_,. Dali,
para quaisquer v, = €gly € Vu, oy € Ra,a € G
vabﬂ = <va7wﬁ—7>0u’Y
= €00qCp—~€0C0T
= Va(Cg—r€oTy)
= VR

para qualquer v, € V, e todo o € G. Isso significa que bg = R

CB—€OT~

cs_earys OU S€ja, bg €
Img(p). Como Img(p) é um subanel graduado, temos que Img(y) contém todas as
somas de elementos homogéneos de posto 1. Assim, aplicando o Lema 3.2.10, Fj;° (V) C
Img(p). Logo, podemos ver Fiy” (V) como um subanel de R via ¢~ ' : Img(p) — R.

Portanto, Fi,° (V) C R.

Reciprocamente, estamos nas hipoteses do Corolario 3.2.12 e, assim, R é um anel
graduado primitivo & direita. Agora, fixe um elemento homogéneo nao nulo ug € Vj e

considere, para cada o € GG, o conjunto
My ={ra € Ra | Vara € Datptto, ¥V 5 € G} C Fii* (V)a € Ra-

Obviamente,

M =P M,

veG
é um ideal & esquerda graduado de R. Pelo Lema 3.2.8, M é nao nulo. Afirmamos que

M é minimal. De fato, para um elemento fixo 0 # yz_, € Wjs_,, tome o seguinte elemento
bg € Endp(V)s de posto 1
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Note que bg € Mg C Fii” (V) C R e, pela demonstragdo do Lema 3.2.8, sua o-adjunta
by ¢ dada por
b;;a . DOPO—W — DOPUW

w — Z o {ug, ws)y,

0eCG

onde w = Zw(; € W. Vamos mostrar que qualquer elemento homogéneo em M, é a

5eG
multiplicagao a direita por bs. Seja a, € M,. Observamos que M, C F5° (V) C R. Pelo

Lema 3.2.6, existe w_, € W_, tal que (up,w_,), = 1. Dai, para todos v € G, v, € V,

VnyQo = dfy+au0 = <d'y+au07 W—z/>1/u0
- <Uvao¢7 W—V)Vuo
= o(a,—v)(vy, W_,ak7),ug

vybs = o(B, —v)(vy, W_,b ), ug.

Novamente, como b # 0, entdao w_,by # 0. Assim, pelo Lema 3.2.7, podemos escolher

r_g € V_g tal que

o(B,—v) <J:,5,W,l,b2">l, = (x_g,0(0, —V)W,l,bg">l, =1

Defina
Ca—p =0(a, —V)(—,W_al),x_g: pV — pV
v Z V) {(Vy, W00 )y T_p.
veG

Pelo Lema 3.2.8, ¢, € Fi;7° (V). Assim, temos

UyCa-pbs = (B, —V){VyCa—p, Wb ), 00
= o8, —v)(o(a, —v){vy, W_,a;7 ), x5, W_,by" ), 0
o(a, =)o (B, =v)(vy, Wopay? )y (x5, W_,bj ), ug
= a(a, —)(vy, W_pa7 ), ug
= U0,
para todos v, € V, ey € G. Em outras palavras, qualquer a, € M, é da forma a, = c,—bg

para algum c,—g € Fip” (V)a—p € Ra—p, ou seja, M = Rbg, onde bg é de posto 1.

Suponha que (0) # M’ C M seja um ideal a esquerda graduado de R. Seja 0 # a, €
M! C M,. Entao,

Uy = o(a, —v) (v, W_,a’ ), .

Como a, # 0, temos que w_,a’’. Assim, pelo Lema 3.2.7, existe u_, € V_, tal que

ola, —v)(u_o, w_,a’), = 1. Dali,

U_0, = o, —v){u_q, W_,a>7),uy = up.
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Defina
tgfa : DV — DV
v <U7 yB—V>1/u—oz'

Pelo Lema 3.2.8, t3_, € Fj;.° (V) € tg_o # (0). Temos ainda

(vr)tp—ata = oo, =v)((vr)ts—a, W_ray ),
= o(a, =v)(vr, ¥Yp-u)v(Uoq, W_pag7 )y o
= <UT’YB V>V( (a,—y)(u_a,w_l,aZf’)l,uo)
= <UT7Y5 >V
= (vr)bg

para todos v, € V; e 7 € G. Logo, tg_qa, = bg. Como M’ é um ideal & esquerda graduado
de R, temos que bg € Mj. Assim, como M’ contém o gerador de M, temos que M’ = M.
Portanto, M é um ideal a esquerda graduado minimal de R. Logo, pelo Lema 1.5.13,

R contém um ideal & direita graduado minimal.

Seja I um ideal graduado nao nulo de R. Como R é um anel graduado primitivo
a direita e, portanto, R é um anel graduado primo, temos que Annj(I) = (0). De
fato, IAnn,(I) = (0) e I, Ann%, (I) sao ideais bilaterais graduados de R. Para qualquer
0 # bz € Fi;7(V)s de posto 1, temos Ibg # (0), caso contrario by € Annjp(I). Assim,
existe d, € I, tal que 0 # d,bg € I, 5. Além disso, d,bg é de posto 1. Pelo Lema 3.2.9,
existem elementos homogéneos nao nulos wg_,_, € Ws_._, e u, € V; tais que

bg=(—Ws_rp)u,: V. — V
v — (v)bg = (v, Wg_r_p),Ur.

Observe que para quaisquer v, € V, e u € G, temos
(Uu)d bg = <Uud’vab’ o)y =0y, =T — V)(”;nw,é’ — ud 7)lr.

Como d,bg # 0, temos que wg_,_,d>7 # 0. Pelo Lema 3.2.7, existe u_g, , € Vg1,
tal que
0(7,8 =7 = v)(U_giry, Worpd?), = 1.
Seja
Ty = <—,Wg_7—_l,>l,u_5+7—_7 vV — Vv
v (U)r—y = (U, Wa_r—p) U gyrr.
Pelo Lema 3.2.8, r_, € F{,°(V) € R. Além disso, para quaisquer v, € V, e p € G,
temos
((()r—)dy)bs = (((vu)r—y)dy, Wo—r—v)rur
= o(v,B—71—v) (o, Wg_,di7)u,
= <’UM,W5 T— 1/>1/0-(’7 B_T_V)<u B—1—vs WE—1— I/d >1/u7'

= <UM7W/3—T—V>VUT
= Uubﬁ.

Como I é um ideal bilateral graduado de R, segue que bg € I. Logo, I contém todos os
elementos de posto 1 e, portanto, Fi” (V) C 1. ]
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Teorema 3.4.3. Sejam V e W um par de espacos duais com tor¢ao associados a um par
bilinear (—, —), sobre um anel graduado de divisao D. Suponha que o seja um 2-cociclo
anti-simétrico tal que (o, —a)? = 1. Entdo, a aplicagdo
x, 1 Ly (V) — LT7(W)
a — a*

¢ um o-anti-isomorfismo.

Demonstragao. Seja a € L7 (V). Vimos que a possui o-adjunta a*> = b € End.,(W)
se, e somente se, a = b*” & g-coadjunta de a*> = b. Com isso obtemos que a*> € L7 (W)
e *, € sobrejetiva. Além disso, pela definicao de o-adjunta e o-coadjunta, *, ¢ homogénea

de grau 0.

Para quaisquer rg, 1y € L7 (V)g, 7 € LY (V )y, va € Vo, wr € Woe a, 8,7,7 € G,

temos:

! *o

o(B8,7)(va, wr (riy +1577)) = (B, T)(Va, wrry +wer™ ),
= 0(B,7)(Va, w7 )y + (B, 7)(Va, w7 ),
(VaTg, Wr)y + (VaTl, wr),
(Va(rs +15), wr)y
= (B, 7)(Va, wr(rg +175)"),.

Logo, *, é aditiva, pois (—, —), é nao degenerado.

o(B+7,7)0(B,7)(Vas wrrir )y = o(v,7)0(B, T + ) (Va, W3 T )y
o (v, 7){(vars, 'wTr:">,,

= ({(varg)ry; wr)y

= (va(rgry), wr)y

= (847, 7)(va, wr(rary)" )
Como (—, —), ¢ nao degenerado, temos (rgr,)* = o(8,y)r7ry.

Agora, vamos mostrar que Ker(x,) = (0). Pelo Lema 3.3.2, Ker(*,) é um ideal
graduado de L7 (V). Assim, podemos considerar apenas elementos homogéneos de
Ker(*,). Se a, € Ker(*,), entdo para todo w € W, temos wals = 0. Dai, para to-
dosveViwgeWge B ea,

0=o(a, B){v,wpa;’), = (vaa, ws),.

Como (—, —), é nao degenerado, temos que va, = 0 para todo v € V. Dai, a, = 0 para

qualquer que seja o € G. Logo, Ker(x,) = (0).

Para cada a € L}7(V), temos que a**¢ = a. Logo, %, é um o-anti-isomorfismo e

%, =% L. O



Capitulo

Anéis Graduados Primitivos com
o-involucoes e Formas Sesquilineares
e-hermitianas Graduadas

Neste capitulo, iremos caracterizar o-involu¢oes em anéis graduados primitivos a di-
reita com um ideal a direita graduado minimal em termos de formas sesquilineares e-
hermitianas graduadas com torcao, a saber, formas sesquilineares hermitianas graduadas
e formas sesquilineares anti-hermitianas graduadas. Apresentaremos também algumas
consequéncias do teorema principal. Em todo capitulo, os anéis G-graduados e F-algebras
G-graduadas sdo, ambos de caracteristica diferente de 2, G denota um grupo de ordem p,
onde p é um nimero primo, e relembramos que ¢ é um 2-cociclo anti-simétrico em G tal

que o(a, —a) € {—1,1}, 0(0,) = 0(r,0) = 0(0,0) € {—1, 1} para qualquer « € G.

4.1 Forma Sesquilinear Graduada com Torcao

Nesta secao, definiremos formas sesquilineares e-hermitianas e obteremos resultados
similares aos encontrados na Seg¢ao 3.2. A fim de cumprir nosso objetivo, procederemos

para definir este tipo de forma que sera relevante para o teorema principal.

Definigao 4.1.1. Sejam D uma F-dlgebra (anel) G-graduada de divisao com uma o-
wmwvolucao ~ eV um D-espaco vetorial a esquerda G-graduado. Uma aplicacao bi-aditiva
de D-espagos vetoriais a esquerda (—,—), : V X V. — D ¢é chamada forma sesquilinear

graduada de grau v se sao vdlidas as sequintes propriedades, para quaisquer vg € Vi, ws €

Vs,dy €Dy e B,0,y€G:

a) (U,C% w&)u € DB+5+1/;
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b) (dyvg, ws), = dv(vﬂ’wé)w

C) <U57 d7w5)V = O'(’)/, 6) (UB7 w5)yd'y-
Neste caso, dizemos que V X V' € um par sesquilinear & esquerda com torcao.

Uma forma sesquilinear graduada de grau v é nao degenerada se

(Va, V'), = {0} implica v, =0 ¢ (V,ws ), = {0} implica wz = 0. (4.1)

Novamente,
(v,0), = (0,w), =0 e (—v,w), = (v,—w), = —(v,w),

para quaisquer v,w € V.

Suponha que ~ seja uma o-involugdo na F-algebra (anel) graduada de divisao D.

Pela Proposigao 3.3.1, 1 = ¢(0,0)1 e (—1) = ¢(0,0)(—1). Pela Proposigao 1.1.1,
—1,1 € Dy. Assim, {—1,1,1,—1} C Z(D) N Dy, onde Z(D) & o centro de D.

Com isso, se D ¢ uma F-algebra (anel) graduada de divisdo munida com uma o-

involugdo ~, existe € € Z(D) ND, tal que
€€ = 0-(07 O)].'D - 1’Dopo- . (42)

Por exemplo, 1p e —1p satisfazem essas condicoes.

Considere € € Z(D) N Dy tal que e satisfaz (4.2), nestas condigoes, temos a seguinte

definicao.

Definigao 4.1.2. Dizemos que uma forma sesquilinear (—,—), : V. xV — D de grau v

€ uma forma sesquilinear e-hermitiana graduada se

(Va, wp), = o(a, B)e(wg, Va)y (4.3)

para todos v, € Vy,wg € Vg e a, f € G. Quando € =1 (¢ = —1), dizemos que (—,—), €

uma forma sesquilinear hermitiana (anti-hermitiana) graduada.

Observamos que (wg,va), = 0(0,0)é0 (B, a)(va,ws) € € & o inverso para € em D,

Lema 4.1.1. Seja (—,—), : VXV — D uma forma sesquilinear e-hermitiana graduada.

Entao, (v,, V), =0 se, e somente se, (V,v,), =0 para qualquer v, € V,, e a € G.
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Demonstragao. De fato, para quaisquer wg € Vze € G
0= (va,wp) < 0=0c(a, Be(wgs, va),-

Como D é um anel graduado de divisao e o(«, B)e # 0, temos que 0 = (wg, v,),. Como ~

tem ordem 2, segue que 0 = (wg, V), = (Wg, vy, para todos wg € Vs, B € G. ]

Defini¢ao 4.1.3. Sejam D uma F-dlgebra (anel) G-graduada de divisio com uma o-

involugao = e V X V um par sesquilinear & esquerda com tor¢ao associado a (—,—),

Y

sobre D. Um elemento afr € Endp(V)s chama-se o-adjunta de um elemento homogéneo

ao € Endp(V)s quando

(Vgaa, ws), = o(a, d)(vg, wsal), (4.4)
para todos vg € Vg e ws € V5.

Definigao 4.1.4. Sejam D uma F-dlgebra (anel) G-graduada de divisao com uma o-
involu¢do ~ e V X'V um par sesquilinear a esquerda com tor¢ao associado a (—, —), sobre

D. Um elemento b¥Xe € Endp(V), chama-se o-coadjunta de um elemento homogéneo
bo € Endp(V). quando

(050X ws), = o(a, 6)(vg, Wsba ) (4.5)

para todos vg € Vi e ws € W.

Mais uma vez, destacamos que b¥Xe ¢ a o-coadjunta de b, se, e somente se, b, é a

o-adjunta de bXe.

Seja (—, —), uma forma sesquilinear graduada. Para cada « € G, considere:
1) (£Y)a ={aa € Endp(V), | Falr € Endp(V),};

2) E?/TU = Z (LY )as

aeG

3) (FV)a ={aa € (LY)a | dimp(Va,) < oo};

4) T =) (FPai

aceG

5) (LE)a = {ba € Endf(V), | 3% € End3(V),}:

6) LF7 =D (LF")a;

aeG

7) (F¥X)a = {ba € (LX")o | dimp(Vby) < 00};
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8) Fr =) (FF)a-

aeG

Estes objetos sao analogos aos definidos na Seg¢ao 3.2 e, como ja era de se esperar,
possuem as mesmas propriedades. A demonstracao do resultado abaixo é similar ao
Lema 3.2.2 ¢ a0 Lema 3.2.3.

Lema 4.1.2. Sejam D uma F-dlgebra (anel) G-graduada de divisao com uma o-involug¢do

e V XV um par sesquilinear & esquerda com tor¢ao associado a (—,—), sobre D. Entao:

a) L9 e L¥ sio subanéis graduados do anel graduado EndS (V);

b) F'7 é um ideal graduado de LY/” e }"‘f" ¢ um ideal graduado de £"§".

Dizemos que um elemento a € Endy (V') é de posto n se dimp(Va) = n.

Proposicao 4.1.3. Sejam D uma F-dlgebra (anel) G-graduada de divisiao com uma o-
involu¢ao ~ eV um D-espaco vetorial a esquerda G-graduado. Seja (—,—)o: VXV — D

uma aplicacao bi-aditiva de grau 0 de D-espagos vetoriais a esquerda que satisfaz:

a) (v, ws)o € Dpys;
b) (d"{vﬁa w5>0 - d'y(vﬂa w(s)o;

c) (vg, ws)o = o(B,0)e(ws, vg)o

para quaisquer vz € Vg, ws € V5, d, € D,,5,0,7 € G, onde e € Z(D) N'Dy estd fizado e
satisfaz €€ = 0(0,0)1p. Entio, (—, —)o satisfaz (vg, d,ws)o = o(v,0)(vs, ws)od.

Demonstragao. De fato, dados vg € V3, ws € V5,d, € Dy e 3,v,0 € G, temos que

(dyws,v5)y = dy(ws,vp)o
= o(v,6+ B)(ws, vs)od, )
= o(7,0+ B)o(0,0)é0 ( B)(vg, ws)od-
= o/(0, O)ea(”y—i—é B)o(v,0)(vs, ws)od

Por outro lado,
(dyws,v3), = a(0,0)éo (v + 9, B)(vs, dyws)o.

Logo, (vs, dyws)o = (7, 8)(vs, ws)od,. Dessa maneira, concluimos a demonstragao. O
Seja D = Dy um anel (F-algebra) de divisdo com graduagéo trivial. Observamos que

D admite uma o-involu¢do ~ se ~ é uma aplicacdo aditiva (F-linear) de ordem 2 tal que
dd' = 5(0,0)d'd para todos d,d’ € D.
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Proposicao 4.1.4. Seja D = Dy uma F-dlgebra (anel) de divisao com graduagao trivial
e uma o-involugao ~. Sejam V' um D-espago vetorial & esquerda G-graduado e (—,—), :

V xV — D uma aplicacdo bi-aditiva de D-espacos vetoriais a esquerda que satisfaz:

a) (v, ws)y € Daysiw;
b) (d"/vﬁv w(;),, = dv(vﬁv w5)l/;
C) (vﬁaw§)u - U(ﬁ75)6<w5)vﬂ>u

para quaisquer vg € Vg, ws € Vs,d, € D, (,6,v € G, onde e € Z(D) NDy estd firado e
satisfaz €€ = 0(0,0)1p. Entdo, (—,—), satisfaz (vs, d,ws), = o(v,8)(vg, ws)yd.,.

Demonstragdo. Como D = Dy, temos que (vg, ws), = (0) se f+ 9 # —v. Assim, dados
vg € Vg, ws € Vs, dy € Dy e 3,0 € G, temos que
(Uﬂ7d0w6)1/ = 60(670+5)(d0w5avﬁ)1/

= ¢€o(B,6)do(ws, vs), -

= ¢€0(B,0)0(0, + B+ v)(ws, vs)udo )

= ¢€0(0,0)0(8,6)a(d,8)o(0,6 + B+ v)(vs, ws),do

= 0(0,0 + B+ v)(vs, ws),do

= 0'(0,5)(1]5,71)5)1,6[0.
Se v # 0, entdo d, = 0. Com isso, (vg, d,ws), = 0 = (v, 8)(va, ws),d,. Assim, concluimos

a afirmacao. O

Em outras palavras, nas condicoes dessas duas tultimas proposicoes, as aplicacoes

(—,—), e (—, —)o sdo formas sesquilineares e-hermitianas graduadas.

Como mencionamos anteriormente, by € Endy (V) é a o-adjunta de bg € Endg (V)s

se, e somente se, bg é a o-coadjunta de be’.

Lema 4.1.5. Seja V x V' um par sesquilinear a esquerda com tor¢cao associada a uma
forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada graduada (—, —), de grau v sobre um anel
(F-dlgebra) graduado de divisdo D. Se by € Endy, (V)p € a o-adjunta de bg € Endg (V)g,
entao bg’ possut uma o-adjunta. Além disso, bg é a o-adjunta de b*. Em particular, b*

€ a o-coadjunta de bg e by™ = bg.

Demonstracao. Dados v, € V,,,w, € V. e a, 7 € GG, temos que

(Vb5 s wr), = eo(a+ B,7)(wr, vaby ),

eo(a+ B,71)o(a, B)(w.bs, va)y

e (0,0)o(a+ B, 7)o (a, B)o(T + B, @) (va, wrbg),
ola+p,7)o(a, B)o(T + B, @) (v, wrbs),

o(a, B+ 1)o(r + B,a)0(B,7)(va; wrbg),

= 0(8,7)(Va, wrbg),-
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Logo, bz é a o-adjunta de 0*°. Com isso, temos:

1) by possui o-adjunta bs;
2) bg ¢ a o-coadjunta de by;
3) bg é a o-adjunta de b*;

4) by possui o-coadjunta bg.
Assim, x, = %, e bg = b;"*" = bi™, ou seja, x, tem ordem 2. ]

Como consequéncia do Lema 4.1.5, temos.

Corolario 4.1.6. L{/" = L}" e FJ" = F¥°.

Apresentaremos resultados analogos aos Lema 3.2.6, Lema 3.2.8, Lema 3.2.10 e
Proposicao 3.2.11. Os resultados abaixos sao versoes desses para forma sesquilinear

graduada.

Lema 4.1.7. Seja V x V um par sesquilinear & esquerda com tor¢ao nao
degenerado associado a (—,—), sobre um anel (F-dlgebra) graduado de divi-

~ n - . A
sao A. Se {vl, ... 0" ...,vé, e ,UBB} ¢ um conjunto de wetores homogéneos

Y o )
de V  linearmente independentes sobre A, entdo eristem elementos homogéneos

1 n 1 ng ; i —
Wy WGy Wy w de Vo tais que (vg,wl ), = 0ijlay €

Ay para todos @ € A{l,....n.},7 € {l,....n,},a,v € G, onde §;j0n, =
lely, sei=jea=ry
0 € Ay, caso contrdrio.

Demonstragao. Seja V57 = ZHom(AV, aA)g. Note que Ve é um A-moédulo & direita
BeG
com acao dada por

(v)(9d) = ((v)¢)d,
ondev € V,¢ € Ve, d € A. Essa agao de A em V7 satisfaz ¢pods € Hom(aV, aA)pyq para

gr
todos a, € G, dg € Ag, po € Hom(aV,sA),. Além disso, a soma ZHom(AV, aA)g é
BeqG
direta. Logo, Vjr = @ Hom(aV,aA)z ¢ um A-mddulo a direira graduado.
BeG

Fixemos um elemento qualquer w € V. Temos que

(—w),: V. — A
v — (v,w),
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¢ um funcional A-linear. Consideramos em V' uma estrutura de A-espago vetorial a direita

graduado via a seguinte igualdade estendida por linearidade vetorial e escalar
vgd, = o(B, T)d,vg, (4.6)

onde d; € A;,vg € Vg, 7,8 € G. Como V é um A-espaco vetorial & esquerda graduado e
~ é aditiva (F-linear), fica claro que V' é um A-espago vetorial & esquerda. Basta verificar

as propriedades abaixo. Dados v, € V,,,d, € A, dg € Ag,a, 3,7 € G, temos que

(Ua)(dﬁd'r) = O'(Oé,ﬁ—{—T (dﬁdT)(QOJ

Il
a8
SN
+ o
=+
2222

I
Q=9

Q

Y
®
N—

Y
3

(Ua)lA

Il
Q

Denotaremos esse A-espaco vetorial a direita graduado por Va. Assim, a aplicacao

p: Va — Vr
w — (—,w),

¢ um homomorfismo de A-modulos a direita graduados. De fato, para quaisquer w, €

Va,w,w' € Vo € Vidg € Ag e a, f € G, temos

p(wa) = (=, Wa)y E_Hom(AV, VA P
(v,wadp), = o(a,B)(v,dsgws), )
= o(a,B)o(B,a)(v,w,),ds

Il
—_
<

(v,w+uw'), =

Logo, ¢ é um homomorfismo graduado (de grau v) de A-modulos a direita graduados.
Como (—,—), ¢ ndo degenerada, temos que Ker(p) = (0). Logo, pelo Teorema do
Isomorfismo, V é isomorfo a V' = Img(p), onde V' = @ Vie V! ={o(wa) | Wa—yp €
Va—v}, € um A-subespago graduado de V. "

A fim de aplicar o Teorema 1.5.18, considere T=V', M =V, S=D =N =A~
Endy (Aa). O sistema (A, A, A, V, V') é um A-contexto a direita graduado. Afirmamos
que N = Ap é fechado e T'= V' é total. De fato, como A é um anel graduado de divisao,
temos que A nao possui submodulos graduados proprios. Como A é um anel graduado
unitario, para todo homomorfismo graduado de A-modulos graduados f : Ay — An,
temos que f(a) = f(la) = (f(1))a para todo a € A, ou seja, qualquer homomorfismo
graduado de A-moédulos graduados f é a multiplicacdo a esquerda por f(1) = A € A.
Logo, Apn = N é fechado. Agora, se v € V' é tal que vT" = 0, segue que (v,w), = 0
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para todo w € V. Como (—,—), é nao degenerada, temos v = 0 e, portanto, T é

total. Pelo Teorema 1.5.18, T' ¢ fracamente denso. Sejam vj,...,v5, ..., vg, ... ,UZB

nr
vetores homogéneos de V' linearmente independentes sobre A, entdo v’, & ( Z Z Avl +

a#TEG j=1
Z Av)) e existe t) € T tal que
i#]
Vit L0 e It =0 (4.7)

para todos os pares (j,7) # (i,a),7 € G,j € N. Considere o seguinte A-submoédulo

graduado nao nulo de V’
JE) = Lo € V' | viw' = 0, para todos (j,7) # (i,a),7 € G,j € N}

Por (4.7), 0 # v% J®) | E facil ver que v, J®% é um ideal & direita graduado de A. Como
A é um anel graduado de divisao, temos que A nao contém ideais unilaterais graduados
nio triviais. Com isso, v%,.J*) = A. Como vimos, existe " € J@) tal que 0 # v’ &)
e 0 = v/t para todos os pares (j,7) # (i,a),7 € G,j € N. Em particular, existe
8 e g5 tal que

0 # vitfj"") e vitgi’a) =0 (4.8)

para todos os pares (j,7) # (i,a),7 € G,5 € N e algum v € G. Sendo A um anel
graduado de divisdo, existe d>”, € A_,_, tal que vit{d"® =1. Por (4.8),

—y—a —y—a

pit@e) i) g (4.9)

¥y Y

para todos os pares (j,7) # (i,a),7 € G,j € N. Note que tg’a)dg’f_)a eV, =

{p(w_o_y) | W_q_ € V_q_,}. Disso decorre que existe w' , , € V_,_, tal que
(0w, ), = vét(j’o‘)d(i’a) =1.

a)r Y —a—v —y—

Além disso, por (4.8) e (4.9),

(Uéa wia—u)lf = 0
(Uzﬂ w]fozfl/)V =0
(2}71'7 wl—oa—y)'/ = 0

para todos os pares (j,7) # (i, ), 7 € G, j € N. Logo, (vg,wj )v = 0ij0ap € Ag. Assim,

—Q—v

finalizamos a demonstracao do lema. O]

Observacao 4.1.8. Para os prdzimos resultados, supomos que D € um anel (F-dlgebra)

graduado de divisao com uma o-involugao ~ tal que (—, —), é uma das duas formas abaizo:

a) E uma forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada de graw 0.
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b) Se nao for possivel escolher v = 0, entio (—,—), : V. xV — D € uma forma

sesquilinear e-hermitiana nao degenerada de grau v # 0 e D = D.

Lema 4.1.9. Seja V x V' um par sesquilinear a esquerda com tor¢cao associada a uma
forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada graduada (—, —)o de grau 0 sobre um anel
(F-dlgebra) graduado de divisao D. Entao,

Yo = (= Waploug: V. — V

v s (0)pa = (v, Wa_g)ous, (4.10)

pertence a FU'° e tem posto 1, para todo 5 € G e para quaisquer Wo_g € Vo_g,ug € Vj.

Seug e w,_g sao nao nulos, entio ¢, # 0.

Demonstragao. Para cada a € G, sejam 7 € G e elementos quaisquer nao nulos w,_g €

Va—p € ug € Vj. Pelas propriedades de (—, —)o, temos que

You: V. — V

€ Endp(V),.
v () = (v, wa_glouy © EPPV)

Evidentemente, ¢, é de posto 1, em virtude da sua defini¢cao. Defina

Vo: V. — V
w — (W), :Ze_la(a—ﬁ,ﬁ)(wT,ug)owa_ﬁ.

TEG

Afirmamos que 1, é a o-adjunta associada a p,. Com efeito, como I'mg(1),) é gerado por

{Wa—p}, Wa—_p € ug sdo nao nulos e (—, —) é nao degenerada, segue que v, possui posto
1. Dados w = ZwT, w' = Zw; € V, temos
TEG TEG
(w+w)a = > (wr +w))ta
T€EG
- Z 6_10'<Oé - 67 6)(11)7' + ’ll);_, uB)OWa—ﬁ
TeG
= Y e lola—=B,8)((wr ug)oWap + (), ug)oWep)
TEG
= Y e lo(a—B,8)(w:,up)oWa s+ Y€ 'ala— B, B)(w], ug)oWa g
TEG TEG
= (w)l/}cx + (w,)¢aa

ou seja, 1, € aditiva. Sejam d € D e w € V, entao

d(w)he) = d e 'ola— B, B)(wr, us)oWa_p)

T7€G
= 3 e o(a— B, B)d(ws, up)oWa-s
T€G
= 3 e ol — B8, 8)(dws, up)owa s
7€G

= (dw)%-



85

Além disso, (w, )1, lo(a — B, 8)(wr,ug)oWa—p € Viia para quaisquer w, € V; e
T € (. Logo, 9, € Endgr(V) Agora vamos verificar que v, é a o-adjunta associada a
. Recorde que ¢(0,0)é = e~ '. Primeiramente suponha que a G-graduagdo em D seja

nao trivial. Para quaisquer vs € Vs, w, € V. e 7,0 € G, temos

(UzssOa,wT)o = (Ué,Wa—ﬂ)o(UB, wT)o

(Ug, wr¢a)0 - (057 60(07 0)0(a - ﬁ? B) (U)T, uﬁ)ﬂwa—ﬁ)o

o(a—p5,8)0(0,0)0(r + B, — B)(vs, Wa—p)o€(wr, ug)o
eco(0,0)0(0,0)%0(a — . f)o(r + B, — B)o(r, B)(vs, Was)o(s wr)o
O-(Tv 6)U<T + ﬂ? o — 6)0'(& - 67 6)(057 Wafﬁ)()(uﬁa wT)O

= 0-(7_7 Oé) (U57 Wa—ﬁ)O(uﬂﬂ wT>0'

(4.11)
Na igualdade acima usamos que:
O-(Tv ﬁ)U(T + 57 a — 6) = U(T7 Oé)O'(ﬁ, a — ﬁ)7
o(a—B,B)o(B,a—pB) =1
Agora suponha que D = D,. Entao,
0, sed #£ [ —«
(Vs Pa, Wr)o = 0, se T # —f (4.12)
(Vg—as Wa—g)o(ug, w_g)o, caso contrario
e
(vs, wrtha)o = 0,8 7 # —3 (4.13)
Por outro lado, se 7 = —f
_ 0, se d# B —«
(b8, wra)o = { oa = B, B)o(=B, ) (0, & — B) (v, Wap)o(us, w_p)o, s¢5 = B — a
(4.14)
Como
O'(CY - ﬁ,ﬂ)a(—ﬁ,ﬁ)d((),a - B) - O'(O[ - 676)0(/8705 - B)U<—/B7O[) = 0’(—5,04),
temos que
(U5Q00, wT)O = O'(OK, 7—) (U(57 wﬂ/Ja)o-
Logo, (vspa, w;)o = o(a, T)(vs, w,1s)o para quaisquer 6,7 € G e vs € Vs, w, € V. ]

Lema 4.1.10. Seja V XV um par sesquilinear o esquerda com tor¢ao associada a uma

forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada graduada (—, —), de grau v sobre um anel
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(F-dlgebra) graduado de divisao D. Suponha que a graduacao em D seja trivial e v # 0.

Entao,
Yo = (=W )ylya: Vo — V (4.15)
v ('U)Qpa = (/an—'y—l/)uu’y—i—aa
pertence a F'° e tem posto 1, para todo v € G e para quaisquer W__, € V_,_, Wyiq €

Vita- S€ Uyiq € W_y_,, S840 nao nulos, entao o, 7 0.

Demonstragao. Claramente, ¢, € Endp(V)., ¢o tem posto 1 e (vg)p, = 0 para todo
vg € Vg com 8 # 7. Defina

Yo: V. — V

wo (Z wT)¢a = €w<w—7—a—w u”/—&-oz)zlw—w—m
TeG

ondeZwT:wEVe

TEG

w=o(—y—a—-v,a)o(y+a,—y—a—v).

Primeiro vamos mostrar que ¢, € End} (V), e depois mostraremos que 1), é a o-adjunta

associada a ¢,. De fato, dados w = ZwT, w = Zw; €V edeD=D,, temos

TEG TEG

(Wt we = (X wr+ulin
T€G
= @W(WryavtW  \ o Wga)yW gy
eW((Wry—a-v, Uypa)yWoqyy + (w,—y—a—m Wpa)yWoryy)
Ew(w,y,a,,,, u’era)qu'yfu + Ew(w’_,y_a_w u’y+o¢)uW7'yfu

= (w)ta + (W)ha
(dw)a = (O dw;)ta

TeG
= Ew(dw—'y—a—uau'y+o¢)uw—'y—u
EWd<w7'yfa7V7 u'y+a>uwf'yfu

= d(w),.

Além disso, se 7 # —y — a — v, entdo (w,; )Y, =0 € Voyr. Se 7 = —y — o — v, temos

(Wery—amp) Vo = EW(W_ry—qp, Wyta)yW_y—y € V. Logo, g € Endh (V),.
Para quaisquer v, € V, w_y_q—, € V_y_4_,, temos

(Vg Wermamva)y = (Vy, €(W_ry—a—vs Uasy )y Wy )y

€W (Vy; Wy )u (W—y—a—v; Uay )

0(0,0)ewo(—y — a — v,y + ) (Vy, W_ry—p) o (Uagny, Wery—a—v )y
o=y —a—=1,a)(vy, Wery)u(Uaty, Wery—a—v)o,

(V9Pas Worma—v)y = (V3 Weymp)o(Warty, Woy—a—s)v-
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Usamos acima que

wo(—y—a—-v,y+a) = o(—y—a—-v,a)o(y+a,—y—a—-v)o(—y—a—-v,7+ )
= o(—y—a—v,a).

LOgO, (U’Ysoomw—’y—a—u)u = O'(Ck, - - o= V)(U"Mw—'y—a—u'lvba)u' Para quaisquer B 7& e

vz € Vg, temos que

O'(Oé, - —a— V) (Uﬁv w*'yfafzxwa)zx =0= (U[%Oa, w*'yfafz/)u-

Para qualquer 7 # —y — a — v, temos

O’(Oé, T) (U’ya wfwoz)u = 0'<04, 7') (UV, gCU(O, UO)VW,W,V)V
= oo, 7)(vy,0),
= 0’
(U, wr)y = (0, W) (U, wr),
(U’Y? W—’Y—I/)VO
= 0.

Logo, (vgpa, w,), = o(a, T)(vs, w 1, ), para quaisquer vg € Vg, w, € W, 8,7 € G. O

Lema 4.1.11. Seja V x V um par sesquilinear a esquerda com tor¢ao associada a uma
forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada graduada (—, —)o de grau 0 sobre um anel
(F-dlgebra) graduado de divisio D. Entdo, todo elemento homogéneo ¢, € (Fy'7)a de
posto 1 € da forma

Yo = (= Wa_ploug: V. — V

v s (0)pa = (v, Wa_g)ous, (4.16)

para algum v € G e para alguns wo_5 € V,_p,ug € Vj.

Demonstra¢ao. Como ¢, é homogéneo, temos que Img(p,) é um D-modulo a esquerda
G-graduado, ou seja, Img(p,) ¢ um D-espago vetorial a esquerda G-graduado. Como

dimp(Img(p,)) = 1, temos que existe 0 # g € V3 tal que Img(p,) = @Dﬁ;g para
veG
algum § € G. Pelo Lema 4.1.7, existe w_g € V_g tal que (05, w_g)o = 1. Sejam v € G e

vy € V,, entao

VyPa = dyya—pUs (4.17)

para algum dyyo—3 € Dy1q—p. Dai,

(V1Pas W-p)o = (dy+a—pUs; W—_p)o = dy+a—p- (4.18)

Por outro lado,

(V10 w—g)o = (@, =) (v, w57 )o- (4.19)
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Assim, de (4.17)-(4.19), temos que

VyPa = dyta—pls

(V1Pas W—g)oTs

o (c, = B)(vy, WPy )ols
= (vy,0(a, =Bw_spr )ols

*o
«

para quaisquer v, € V,,7 € G. Seja wo_g = oo, —fB)w_pyprr € V,_p. Logo, ¢, =

(—,WQ_B)Qﬁﬂ. L]

Lema 4.1.12. Seja V x V um par sesquilinear a esquerda com torcao associada a uma
forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada graduada (—, —), de grau v sobre um anel
(F-dlgebra) graduado de divisao D. Suponha que a graduagao em D seja trivial e v # 0.
Entao, todo elemento homogéneo v, € (F{'7)a de posto 1 é da forma

Go =(—W_yy)yUyin: V. — V

4.20
v (U>90a = (UaW*’Y*V)Vu'YJrav ( )

para algum v € G e para alguns w_,_, € V_,_, 0o € Vi,

Demonstragao. Como dimp(Img(p,)) = 1, temos que existe 0 # 03 € Vj tal que
Img(¢a) = Dovg = Dig para algum [ € G. Pelo Lema 4.1.7, existe w_g_, € V_z_, tal
que (U5, w_g_,), = 1. Sejam v € G e v, € V, tais que 0,p, # 0. Entdo, f = v+« e assim
B Pa = doly1a (4.21)
para algum dy € Dy. Dai, seja w_,_n_, € V_,_o_, tal que (0y1q,w_y—n—p), = 1. Com
isso,
(?7»y<,0a; w*'yfafz)u = (d()r&'ﬁ»aa wf'yfafu)u = dO- (422)
Além disso,
(0y Py Werma—p )y = O(t, =y — a0 = V) (Vn), Wery— s P7 ) (4.23)
Assim, de (4.21)-(4.23), temos que
1_)7%00[ = d(]/ﬁw_;'_a
(17%00” w—’y—a—u)uv"/—i—a

0(04, - - a— V)('D’Yv w—’y—a—ugpy)V{}’ﬁ‘a
= (?777 0(067 -7 - — V)wfvfafu%”)uﬁwa

para quaisquer v, € V,,v € G. Seja W_,_, = o(®,—7 — @ —V)W__q_,pr7 € V__,.

Logo, 9o = (=, W_y_1)10y1a- O

Lema 4.1.13. Seja V XV um par sesquilinear o esquerda com tor¢ao associada a uma
forma sesquilinear e-hermitiana ndo degenerada graduada (—,—)o sobre um anel (F-
dlgebra) graduado de divisio D. Um elemento homogéneo a, pertence F/° se, e somente

se, a, se exprime como soma de elementos da forma p, como em (4.16).
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Demonstragao. Pelo Lema 4.1.9, ¢, definido em (4.16), pertence a Fy/° e, como Fi/ 7 &

um ideal graduado, temos que qualquer soma desses elementos também pertence a F,”.

Reciprocamente, suponha que a, € Fi'°. Entdo, Va, tem dimensao finita sobre D.

Novamente, a,, homogéneo, implica que I'mg(a,,) EB Img(aa)p ¢ um D-espaco vetorial

BeG
a esquerda G-graduado. Como dimp(Img(a,)) é finita, podemos considerar uma base

finita de elementos homogéneos X = U {6;, . ,6;5} para Img(a,) sobre D. Se vy4q €

BeG
Img(aa)at~, entdo existe v, € V, tal que

T7€G k=1
onde d¥,, € Dyyortf € Xel <k < n,7 € G Pelo Lema 4.1.7, existem
U {w!_,...,w"} elementos homogéneos de V tais que (ﬁi,wiﬁ)o = 00,5 para todos
T€G

i,7€{1,...,n.},7 € G. Com isso,

(0,00, 0t )o = (d

~ k _ gk
7+a7'fr7w )O_d

ytoa—T1"

Assim,

Uylo = E E U,Yaa,

TeG =1

para quaisquer o, € V,,v € G, onde w!,__ = o(a, —7)w' a¥ € V,_,. Portanto, a, &

o—T —T

uma soma de elementos ¢, definido em (4.16). Com isso, concluimos a demonstracio do

lema. O

Lema 4.1.14. Seja V x V um par sesquilinear & esquerda com torcao associada a uma
forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada graduada (—,—), sobre um anel (F-
dlgebra) graduado de divisio D tal que D = Dy e v # 0. Um elemento homogéneo
aq pertence FU'° se, e somente se, a, se exprime como soma de elementos da forma ¢,

como em (4.20).

Demonstragao. Pelo Lema 4.1.10, ¢, definido em (4.20), pertence a Fi7° e, como Fi/°

é um ideal graduado, temos que qualquer soma desses elementos também pertence a Fy/”.
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Reciprocamente, suponha que a, € F/°. Entao, Va, tem dimensao finita sobre Dj.

Novamente, como a, ¢ homogéneo, temos que Img(a,) = @Img(aa)g é um D-espago
BeG
vetorial a esquerda G-graduado. Como dimp,(Img(a,)) € finita, podemos considerar

uma base finita de elementos homogéneos X = U {17%, o ,172’3} para Img(a,). Assim, se

B
V. 4o € IMmg(aa)aty, entio existe v, € V, tal que

Ny+a

/ = . 7 ~1
Vitg = Uyl = E VAR
i=1

onde d* € Dy, @Eﬁa € X,1 < i < nyyq,, para algum v € G. Pelo Lema 4.1.7, existem

1 Ny +a : ~3 j o ..
{w_a_v_y,...,w,a,v,y} C Voo tais que (0., wl, ), = d; para todos i,j €
{1,...,ny40}. Com isso,

_ k _ (qknk k _ ik

(U“/GCU w*@(*f}/*l/)l/ - (d /UOH»’W W,a,,y,y)y - d .
Assim,
Ny+a
UyGo = (U, W ),
Yo T T Y —a—y—v/V a+y

i=1
Ny+a

_ — % *, ~1

- E O'(Oé, —Q—=79—= V) (U’W wfaf'yfuaag)l/voﬂrv
i=1
Ny +a

_ = [ *, ~1

— E (Oy, 0(0, —ax — 7y — V)wfaﬂfuaa")l,vvm
i=1
Ny+a

_ Z I ~

- (U77vv777V>VU7+a
i=1

: > i _ 7 *
para quaisquer v, € V,,v € G, onde W' = oo, —a —y—v)w', _ay € V_,_,.

Portanto, a, ¢ uma soma de elementos ¢, definido em (4.20). Com isso, concluimos a

demonstracao do lema. O

Proposicao 4.1.15. Seja V X V um par sesquilinear & esquerda com tor¢cao associada a
uma forma sesquilinear e-hermitiana graduada nao degenerada (—,—), sobre um anel (F-
dlgebra) graduado de divisao D. Entao, Fi'° age densamente em V. Se FJ'” CR C L{”,

entao R € um anel graduado primitivo a direita.

Demonstragdo. Sejam {v}, ... v"} C V, linearmente independente sobre o anel de divisao
D e elementos quaisquer ug, ..., u} € Vs. Pelo Lema 4.1.7, existem w!, ..., w", , €
Vg tais que (vi,w’, ), = d;; para todos 4,5 € {1,...,n}. Como visto no Lema

4.1.9 e no Lema 4.1.10 , (—,w', ,)uj € F{/° para todo i € {1,...,n}. Defina

n

th o= Z( ,w' o, )yuj. Pelo Lema 4.1.13 ¢ Lema 4.1.14, tg_, € FJ/”. Além disso,
i=1

Uhtp_o = U (4.24)
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para todo k € {1,...,n}. Segue dai que 7/ age densamente em V.

Afirmamos que V' é um F}/7-modulo a direita graduado irredutivel e fiel. De fato,
Annfgrg( )={ae€ FF" |va=0, VveV} Seac F/° étal que (V)a = 0, entdo,
pela definigao de funcio, a = 0, ja que a € F° C End} (V). Logo, Annfgn, (V) =(0) e,
portanto, V' é um fiel F{/"-modulo a direita graduado. Agora, suponha que (0) # V' CV
seja um Fi/ °-modulo & direita graduado. Seja v, € V,. Como V' # (0), existe um
elemento homogéneo nao nulo ug € Vé para algum g € G. Pelo Lema 4.1.7, existe
w_g_, € V_g_, tal que (ug,w_p_,), = 1. Pelo Lema 4.1.9 ¢ Lema 4.1.10, ¢, =
(— W_p_p)Va € F{'7. Assim,

Vo = (ug,W_g_p) 0
= ugla-g €V,
para todo @ € G. Logo, V = V'. Portanto, V & um Fy/°-médulo a direita graduado
irredutivel e fiel. Em particular, se 7/ C R C L}/, entdo R ¢ um anel graduado

primitivo a direita. O

Proposicao 4.1.16. Seja V XV um par sesquilinear a esquerda com tor¢ao associada
a uma forma sesquilinear e-hermitiana graduada nao degenerada (—,—), sobre um anel
(F-dlgebra) graduado de divisio D. Se x, € a o-adjunta associada a (—,—),, entdo x, €
uma o-involugio em L7, Se F/° C R C LY e R € invariante pela a¢ao de x,, entao

*o € uma o-involucao em R.

Demonstracao. Seja
o: LV — L7°
a — a*.
Pela definicao de o-adjunta, a aplicacdo *, é homogénea de grau 0. Dados v, € V,,,w, €

Viybg,ag € (L7)p, by € (LY7)y € o, 7, 8,7 € G, temos

(Ua(bﬂb7)7w7>l/ = B+, T )(Uava(b5b7>*o)V’

Q

((vabp)by, wr)y = (7, 7)(Vabg, wrb37),
= o(y,7)o (5,T+7)(va,wvb*"b*")
= ( 77) (ﬁ+77 )(Ua7w7’b*ab*g)

/-\q

(valbs + ag),wr)y = (Vabg, wr)y + (Vaag, wr)y
Vo, Wb )y + (B, T) (Vo wray ),

(8, 7)(
= o(p, T)(va,wT(b*"—i-a V)

Il
q

Como (va(bgby), W), = ((Vabp)by, w;)y € (Va(bg + ag), wr), = (Vabs, wr), + (Vaas, w;), €
(= =) € ndo degenerada, temos (bgb,)* = o(B3,7)bi7by e (bg + ag)* = by + ay para
todos bg, ag € (LY),b, € (LY7)y e a, 1, 8,7 € G.

Pelo Lema 4.1.5, by = b para todo bg € (L") e 8 € G. Segue disso e da Z-

linearidade de %, que a**> = a para todo a € L}/°. Portanto, %, é uma o-involugao em
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L£977. Em particular, se R ¢ invariante pela a¢do de %,, temos que x, ¢ uma o-involugao
em R. 0

4.2 Resultados Auxiliares

Os resultados obtidos aqui sao ferramentas primordiais na demonstracao do teorema

principal. O ponto de partida é o lema abaixo.

Lema 4.2.1. Seja R um anel graduado primitivo & direita com uma o-involucao *,.
Suponha que para todo ideal o direita graduado minimal I de R, tenhamos a,a’e I = (0)
para todos a, € 1, e a € G. Entio, existe um ideal a direita graduado minimal J de R

tal que bﬁbg" = 0 para quaisquer bg € Jg e € G.

Demonstracao. Seja I um ideal a direita graduado minimal de R e suponha que exista um
elemento homogéneo a, € I, tal que a,a}” # 0. Como R é um anel graduado primitivo

a direita, temos que (0) # ayaeR. Além disso, a,a”R C I. Pela minimalidade de I,
AR =a,R =1.

Mais uma vez, Raya’ # (0), pois R é um anel graduado primitivo a direita, e Ray,a’ é
um R-moédulo & esquerda graduado. Vamos mostrar que Rayal’ = ™. Seja a,a’r € 1,

onde r = ZT’B € R. Entao, rayalr = Zo(a,ﬁ—i—a)a(a,ﬁ)r;"aaa’;" = (aqar)*,

BeG BeG
onde ' = Za(a,ﬁ—i—a)a(a,ﬂ)rg(’ € R. Assim, Rayay 2O I*. Por outro lado, se
BeG

r € R, entao r = Zrﬁ erv = ng,". Seja ray,ay’ € Raqayy. Considere o elemento
BeG BeG

Z o(a+B,B8)o(B,a)ry € R. Temos que
BeG

7’7.

(agale )™ = Z o(B+ a,a)o(B,a)(anay 1y )™

BeG

= Z o(B+a,a)o(a, B+ a)o(a, B)o(B, a)ry ™ ay™ ay
BeqG
= Tra,ay’.
Logo, I** = Rasal’. Agora, suponha que ™ contenha um submoédulo graduado proprio
J, entao, como *, tem ordem 2, J** é um submodulo graduado préoprio nao nulo de I, o

que contradiz a minimalidade de /. Portanto, I** = Raya ¢ um R-mobddulo & esquerda

graduado minimal de R. Além disso,

*o *o *
I'" = Raya? = Ra)’.
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Por hipdtese, temos a,az I = (0), o que implica
I = Raqa I = (0). (4.25)

Pelo Lema 1.5.14 ¢ Lema 1.5.15, "R = J é um ideal a direita graduado minimal de R
e J** = Ra, € um ideal a esquerda graduado minimal de R, ja que a,R = I é um ideal a
direita graduado minimal de R e Ra}’ = [** é um ideal a esquerda graduado minimal de
R. Se bﬁb;;’ = 0 para todos bg € Jg, 8 € G, entao J é o ideal a direita graduado minimal
que queremos. Agora, se existir um elemento homogéneo zg € Js tal que xgxgg # (0 para
algum € G. Entao,
ayR=J =575 R.
Dai, J* = Rxgxg" = Ra,. Pela hipotese do lema, como J é um ideal a direita graduado

minimal de R, x5 € Jg e zpzy # 0, temos que
(0) = J**J = Raqay R = Rrgry J.

Logo, Ra,a’* R = (0). Como R é um anel graduado primitivo a direita, pelo Lema 1.5.7,
R é um anel graduado primo, assim, a,a’’R = (0), ja que R # (0). Novamente, como R
é um anel graduado primo,

aqa = 0. (4.26)

]

Teorema 4.2.2. Seja R um anel graduado primitivo a direita com caracteristica diferente
de 2 e com um ideal a direita graduado minimal. Seja x, uma o-involucao em R. Entao,

ocorre uma e apenas uma das sequintes siluacoes:

a) eziste um elemento idempotente minimal eg € Ry tal que e = ey;

b) existe um elemento idempotente minimal ey € Ry tal que ey’ = —ep;

c) existe um elemento idempotente minimal ey € Ro tal que egey” = 0.

Demonstracao. Primeiro, assuma que existem um ideal a direita graduado minimal [ e
um elemento homogéneo a, € I, tal que a,a’’ I # (0). Entdo, tome = = a,a° e note que
z** = o(a, a)x. Pelo Lema 1.5.11, existe um elemento idempotente minimal fy € I tal

que I = foR e xfy = for = x. Assim,
z fofo°

1
Q 9 &
=5
Q
_I_
£
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8
*
q
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I
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Q
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2
22
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Seja eg = 0(0,0)fofie. Pela igualdade acima, xey = z. Assim, pelo Lema 1.5.11,
eo ¢ um idempotente minimal. Além disso, ef” = fofy° = 0(0,0)eq = *eo, ja que

0(0,0) € {1,—1}. Com isso, provamos a) e b).

Agora, assuma que para qualquer ideal & direita graduado minimal K de R e qualquer
elemento homogéneo a, € K,, tenhamos a,a;7 K = (0). Segue do Lema 4.2.1 que existe
um ideal a direita graduado minimal J de R tal que 0,05 = 0 para todos b, € J,,a € G.

Em particular, se ey € Jy € um idempotente minimal, entdo epey” = 0. O]
Lema 4.2.3. Seja R um anel graduado primitivo & direita com uma o-involucao *,.
Suponha que I seja um ideal 4 direita graduado minimal de R. Entao, asale = (0) para
todos a, € 1, e a € G se, e somente se, egey” = 0 para todo idempotente minimal ey € Io.

Demonstracao. Se a,a’’ = (0) para todos a, € I, e @ € G, em particular, a igualdade ¢

valida para todo idempotente minimal ey € 1.

Reciprocamente, suponha que epe;” = 0 para todo idempotente minimal ey € I.

Suponha, por contradicao, que exista a, € I, tal que a,a’° # 0 para algum o € G.

*o

Dai, pelo Lema 4.2.1, a,al*l # (0). Vemos que (a,a”)* = oo, a)aaaly. Assim,

como na demonstragao do Lema 4.2.2, existe um idempotente minimal fy € Iy tal que
*o

07 = 0(0,0)fy, o que contradiz epey” = 0 para todo idempotente minimal ey € Iy. Logo,

anar’ = 0 para todos a, € I, e a € G. E isto termina a prova do resultado. O

Lema 4.2.4. Seja R um anel graduado primitivo a direita com um ideal a direita graduado
minimal e seja *, uma o-involucdo em R. Suponha que exista um elemento idempotente
minimal eg € Ry tal que ey’ = €eq, onde € = 0(0,0) € {1, —1}. Entao, existem um anel (F-

dlgebra) graduado de divisao D com wma o-involugao ~, um D-espago vetorial o esquerda

V' e uma forma sesquilinear hermitiana nao degenerada graduada (—,—)o:V XV — D
tais que FJ'° CR C LY e x, € a o-adjunta associada a (—, —)o.

Demonstragao. Consideramos as alternativas a) e b) do Teorema 4.2.2. Se ¢y € R
¢ um idempotente minimal tal que ej” = e, entdo 0(0,0) = 1. Agora, caso ey € Ry é
um idempotente minimal tal que ej” = —ep, entdao ¢(0,0) = —1. Pelo Lema 1.5.12,
D = egRep ¢ um anel graduado de divisao e V = egR é um D-espago vetorial a esquerda.
Afirmamos que a aplicagio ~ = *7|p é uma o-involugao sobre D. Com efeito, dado
d, € D,, existe r, € R, tal que d, = egroeq. Dai,

(do)™ = (eorato)™

= 0(0,a)0(c,0)eg rioey”
— ey

e%egr?oeg
= egryeyg €D,
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para qualquer o € G. Assim,

(@ = Y d.

aceG

= eo(z o) €0

a€eG
= egr*eg € D,

onde r = Zra € Red=eyreg € D. Logo, D é fechado pela acao de = = *|p e,

aceG
portanto, ~ é uma o-involucao sobre D.

Observe que (egbs)*™ = (0, 8)by eq” = by ey para todos by € Rg e f € G. Assim,
<€0b)*g = b*”eg

para todo b € R. Defina

(= =)o : VXV —D

('U,’LU) — (an)o = 6oa(60b)*” = egab*ey ’ (427)

onde v = epa € V e w = epb € V com a,b € R. Afirmamos que (—,—)g é uma forma
sesquilinear. De fato, como V' é um R-modulo a direita graduado e x, é linear, temos que
(=, =)o ¢ bi-aditiva. Além disso, (va, ws)o = €oaaby € € Dayp para quaisquer o, 8 € G e
(o € Ra,bg € Rp. Assim, (—, —)o ¢ graduada de grau 0. Agora, para cada egrseg = ds €
Ds, temos

(dsva,wg)og = dgeoaabg”eo
ds(Va, Wg)o,
eota(eorseoeobs)™
o (9, ﬁ)eoaabg"eogorg" eo
U<57 /8) (Ucw wﬂ)odéu
(wg,va)o = epbgarrey
o(B, a)eoarr* by e
— (8, ) (v, s

(Va, dswg)o

Assim, (v,, wg)o = o(a, B)(ws, va)o. Provamos entdo que (—, —)o ¢ uma forma sesquilinear

hermitiana de grau 0.

Sejam v, € Vo, wg € Vj tais que (v,,V)o = 0 e (V,wg)o = 0. Entdo, epa,Rey =
0e eORbE"eo = 0. Como R é um anel graduado primitivo a direita, segue que R é um
anel graduado primo pelo Lema 1.5.7, assim temos que ega, = 0 ou ey =0 e b/*;eo =0
ou ¢y = 0. Como ey # 0, segue que epa, = 0 e bg”eo = 0. Dai, como %, ¢ de ordem 2,

eobg = 0. Com isto, v, = 0 e wg = 0. Portanto, (—, —)¢ é ndo degenerada.

Pelo Lema 3.4.1, R C End} (V) via o monomorfismo graduado ¢. Além disso, para

cada r; € R, com 7 € (G, temos
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(VaTr,wg)o = egaarTbg"eo

(Va, WBTE )0 €0 (bprie)* ey
o(8,7)eoaary ™ by eq
o(B,T)eoaar by €

= o(B,7)(vars, wg)o.

Ou seja,

(Varr,wg)o = 0(T, B)(Va, wprr?)o. (4.28)
Assim, R C £}/ via monomorfismo dado no Lema 3.4.1. Seja bg € Fi/° de posto 1.
Pelo Lema 4.1.11, existem u, € V; e wg_, € Vg_; tais que bg é da forma

by: V. — V
Vo —> (Va, Wp—r)oUr.

Observe ainda que u, = eyr; e Wg_, = egcs_, para alguns - € R, e cs_. € Rp_,. Dali,

Uabﬁ = (Uaa Wﬁ*T)UuT
eoaacg”_ L€0€0T
— *Cf

= va(cﬁqeon)

= Uq %CECL -

, ou seja, bg € Img(p). Como Img(yp)

_r€oTr

para todo v, € V,. Isso significa que bz = ‘ﬁcga
é um subanel graduado de End} (V'), temos que Img(y) contém todos os elementos homo-

géneos de posto 1 e, portanto, F¥'* C Img(p). Assim, Fi/” C R via ¢~ : Im(p) — R

dada no Lema 3.4.1. Além do mais, por (4.28), %, ¢ a o-adjunta associada a (—, —)o.
Com isso, finalizamos a demonstracao do lema. m
No Lema 4.2.4, em ambos os casos € = 1 ou € = —1, a forma é hermitiana.

Sejam R um anel graduado com uma o-involucao x, e D = egReg um anel graduado
de divisao, onde ey € Ry é um idempotente minimal. J& sabemos que D* é um anel
graduado de divisdo com identidade 1p«» = 0(0,0)1p. Além disso, se G é ciclico de ordem
prima p e D # Dy, entao D, # (0) para todo v € G. De fato, como a graduagao em D é
nao trivial, existe 0 # 7 € G tal que D, # (0). Seja 0 # d, € D,, entdo 0 # d € D,,, para
todo 1 < n < p, ja que D é um anel graduado de divisao. Por outro lado, G ¢ ciclico de
ordem prima, entao todo elemento nao nulo de G gera GG. Assim, todas as componentes

homogéneas de D sao nao nulas.

Lema 4.2.5. Seja R um anel graduado primitivo o direita com um ideal & direita graduado
minimal e seja x, uma o-imvolugao em R. Suponha que I seja um ideal a direita graduado
minimal de R tal que I = egR, onde ey € Iy € um idempotente minimal e epey” = 0.
Entao, existem um anel (F-dlgebra) graduado de diviséo D com uma o-involu¢io ~ , um

D-espaco vetorial a esquerda V e uma forma sesquilinear e-hermitiana nao degenerada
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graduada (—,—), : VXV — D, onde ¢ = *1 tais que FJ'° C R C LT e *, € a

o-adjunta associada a (—,—),. Além disso, se D # Dy, entdo v = 0.

Demonstracao. Consideramos I = egR = V, D = @eoRaeo um anel graduado de

aeG
divisdo e V um D-espago vetorial & esquerda G-graduado. Observe que D* = ej” Rey” =

@ eq’ Raey’ também é um anel graduado de divisao com identidade ¢(0,0)ey’.
acG

Como R ¢é graduado primitivo & direita, pelo Lema 1.5.7, R é graduado primo.
Assim, pelo Lema 1.5.3, egRes” # (0). Seja v € G tal que egR,ep” # (0). Se possivel,

vamos escolher v = 0. Veremos agora quando serd possivel escolher v = 0.

1) Se v =0, entao eyRoey” # (0).

2) Suponha que v # 0 e D, # (0), ou seja, a G-graducdo em D ¢é ndo trivial. Neste
caso, como G ¢é ciclico de ordem prima, temos que D, # (0) para todo v € G, ja que
D é um anel graduado de divisao. Como a G-graducao em D é nao trivial, temos
que D* também possui graduacao nao trivial, pois x, é de grau neutro e tem ordem
2. Assim, ey R_,e5” # (0). Ou seja,

eoRyey” # (0) e ey R_,eq” # (0). (4.29)
Suponha, por contradicao, que
eoRuex ey’ R_yes = (0).

. = *, *, *, *, *, *,
Por (4.29), existem elementos nao nulos egr eq” € egRyeq” € ey’ r_ ey’ € e R_yeq”.

Como D** ¢ um anel graduado de divisao, temos que existe e;7r,ey” € eg” R, e tal
que ey’ r_yeses’ren’ = lpeo. Dali,
* * *
0 = eorveg’ey’r—vey’
eoryen’ ey’ Ty e’ en’ren’
eoryey” 1po
*,

= 60ry€007

o que contradiz egr,ey” # (0). Logo, eyRy,ey’ey’R-vey” # (0). Como

eoRuey eq’ Rovey” C egRoeg”, temos que egRoey” # (0).

Portanto, sempre que a graduacao em D for nao trivial, podemos escolher v = 0.

Seja egR,ey” # (0). Entao, existe ¢, € R, tal que egt,eq” # 0. Consideramos qualquer
elemento homogéneo t, € R, tal que egt,eq” # 0. Como R é graduado primitivo a

direita, pelo Lema 1.5.7, R ¢ graduado primo. Por consequéncia, pelo Lema 1.5.3,
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0 # ey’ Reotyeq”. Por outro lado, é facil ver que ej”Reot,eq” é um ideal & esquerda de

D*. Como D* é um anel graduado de divisao, D** nao possui ideais unilaterais proprios.

Sendo assim, ey’ Regt,e5” = D* . Dai, deve existir s_, € R_, tal que
ey’ s_peotyey’ = o0(0,0)ey” € D*.

Se existir r, € R, tal que
eo(ry, + 1.7 )ey” # 0,

obtemos, denotando t, =r, + 7,
(eotyey” )™ = o(0,v)(tuey ) er” = o(0,v)o(v,0)epts ey’ = eptyeq”.

No caso

eo(r, + 137 )ey” =0

para todo r, € R,, temos

egruey’ = —egri’ey’.
Por (4.34),
(eorvey’ ) = o(0,v)o(v,0)egries” = eor, ey’ = —eoruey’ .
Neste caso, escolhemos t, = r,. Logo, em ambos os casos,

(eot,eq” ) = €'egty ey,

onde € = £1. Aplicando x, em (4.30), obtemos

*o
—Vv

eq = o(—v,v)€ et ey’ s, €.

Por (4.37) e (4.30), segue
ey’ s_yeq = o(—v,v)e ey s et ey’ s eg = 0(0,0)0(—v, v)e ey s™,
Novamente, aplicando %, em (4.38), temos
(€5 s_ve0)™ = ey s™,e0 = 0(0,0)0(v, —v)e'eys_,eo.

Por (4.37) e (4.39), vemos que

ep = 0(0,0)ept,eq7s—,e0.

€p-

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Considere elementos homogéneos arbitrarios de V' = egR, v, = €paq € Vo € wg = egbg €
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Vs em que a, € R, € bg € Rg. Temos que
vawg" = U(O,B)eoaabg’eg”
= eoaabg"eg"s_yeotl,eaf’,
para quaisquer a, € R,,bs € Rg, o, 8 € G. Vamos definir a seguinte aplicagao
(= —=)p: VXV — D
(v,w) — (v,w)_, = o(0,0)vw* s_,ep.
Assim, 0(0,0)vw*s_,eq = 0(0,0)epaw* s_,eq € D, onde v = epa com a € R. Em

particular, para elementos homogéneos, temos
(Va, Wg)—py = eoaabg’eg"s_yeg € Doipv (4.41)

para quaisquer v, = €y € Vo, wpg = eobg € Vi,aq € R, b € Rp, o, 8 € G. Primeiro
vamos mostrar que (—, —)_, é bem definida. Se v = ega e v = epd’, onde r, 7’ € R, temos

que eg(a — a’) = 0. Assim,
a(0,0)eg(a — a")w*s_,eg = 0 = a(0,0)eqaw* s_,eq = (0, 0)epa’ w* s_,eq
para qualquer w € V. Se w = egh e w = egl/, entdo (b —V')* e = 0. Dai,
a(0,0)v(b — V) ey’ s_,eg = 0 = o(0,0)vb* ey’ s_,eg = o(0,0)vb™ e s_,eq
para qualquer v € V. Com isso, (—, —)_, é bem definida.

Da defini¢ao de (—, —)_, e do fato que V' é um (D, R)-bimo6dulo, seguem facilmente
a bi-aditividade de (—, —)_, e (dsva,ws)_, = ds(va, ws)—_, para quaisquer ds = egrsey €

Ds,vq € Vu,wg € Ws com 15 € Rs.

Se (Ua, V), = (0), entdo epasRegs—,ep = (0). Pelo Lema 1.5.3, epa, = 0, ja que
eg # 0 e exs_,eg # 0, onde v, = eyan, com a, € R, e o € G. Analogamente, se
(V,va)—r = (0), entdo egRa’ ey’ s—,ep = (0). Assim, decorre mais uma vez do Lema
1.5.3 que

ares”s—yeg = 0= a7 = ayeys_ept,ey’ = Oeptyes” = 0.

Como *, tem ordem 2, temos que a, = 0. Disso segue que v, = ega, = 0. Portanto,

(—, —)_, é nio degenerada.

Precisamos exibir uma o-involugao = em D tal que

(Uom d(swﬂ)—u = 0-(67 ﬁ)(vav wﬁ)—ud(s
para quaisquer v, € V,,wg € Ws,ds € Ds e 6,, 8 € G. Note que

(Va,dswpg)—, = epan(dseobs) ey s_yen
= 0(4,8)0(8,0)epaaby ey ds”eq”s—eq
= o(o, B)egaabg’eg"{_yeotl,egf’dg"egf’s_yeo

= 0—(& 6)(’0047 U)ﬁ),,,d(s,
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onde ds = et eq”dy ey’ s_,€9. Afirmamos que ~ é uma o-involucao em D. De fato, = é

linear, pois *, é linear. Aplicando (4.36), (4.39) e (4.40), temos que

ds = eot,ey (eotvel ds e’ s—ven)* ey’ s_ueo

= o(v,0 —v)ept, ey (7 eq” s—pe0)™ (eot,el” ) eq” s—veq

= o(v,0 —v)o(d,—v)e eot,,esa(esos_l,eo) vdseot, eg ey’ S—y€o
v,0 —v)o(8, —v)o(v, —v)o(0,0)2e?eot 657 e5” s eodseot .eq” S €0
0,0)0(v,0 —v)o(d, —v)o(v, —v)ept e’ s_pepdseoteq” S—eo
0, )U(V § —v)o(0,—v)o(—v,v)eydseq
v
J, —

= 0

I
Q 9

L0 —v)o (0 — v, v)o (8, —v)?eodseq
5 )2d6

o
= 0

(
(
(
(
(
(

Se D = Dy, temos que ds # 0 se, e somente se, § = 0. Como ¢(0, —v)? = 1, temos a?o =d

e ds = ds = 0 para todo 6 € G\ {0}. Se D # Dy, entio consideramos v = 0. Assim,
o(0,—v)? = 0(8,0)*> = 1 para qualquer § € G. Logo, em todos os casos,

dy = dy
para qualquer ¢ € G.

Para quaisquer egrseg = ds € Ds e egryeg = dy, € D,, onde 5 € Rs e r, € R,

aplicando (4.30), obtemos

dyds = eotyeq (dyds) ey s_,eq
o(7,0)et ey dy diren”s_eq

)
d)o(7,0)eot, eof’d;”eg"d;”eg"s_yeo
d)eot, eoad*"eo s_veot,ep” diT ey’ s e
d)eotyeq” s eq s_pepeot, eoad*f’eo S_1,€0
0)
)

Il
Q

I
AA/Q\/_\/_\
=

(eotver” dy eq” s—eo) (ot en” di ey’ s en)
dsd,.

Portanto,” é uma o-involucao em D e (v,, dsws)—, = 0(9, 5)(Va, ws)_,ds.

Pondo € = 0(0,0)€ey, temos € = €'ey, € € Z(D) N Dy e €€ = 0(0,0)ep. Ademais,

(wg,v0)— = epbgatrey’s_,eq

= eotyesa(eobﬁa;[’66"3_”60)*066"3_”60
= o(f+ a,—v)ept,er (e s—veo)™ (eobsaly ) e s_yeo
= o(f+a,—v)o(v,—v)o(0,0)0(5, ) (0, B)€ eot,, escs_l,eoaabg"esos_,,eo
= o(f+a,—v)o(v,—v)o(B,a)d et eq’ s _,eoaanby e s veq
= o(f+a,—v)o(v,—v)o(B,a)ea(0, O)eoaab*”eo S_y€p
= o(B+a,—v)o(v,—v)o(B, a)e(va, ws) -y

Se —v = 0, segue que o(f + a,0)0(0,0) = 1. Deste modo,

(W5 00— = 0B, @)e(va, ws)—, = 0(8,0)0 (0, 0)(v, w3,

Se v # 0, assumimos que D, = (0) para qualquer v # 0. Logo, (ve,wg)—, # 0 apenas

quando o + 8 — v = 0, ou seja, quando o + 3 = v. Portanto, como o(v, —v)* = 1, segue
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que

(wg, Vo) -y = 0 (B, a)e(va,wg)—, = o (B, )0 (0,0)€é(vy, ws) .
Além disso,

(VaTrsWp) -y = eo@ar by ey s o
(0,0)epaar by e5”eq” s e

a(7,8)a(0,0)a(0, B)eoaa(eobsrys)  eq”s 0
= o(7,0)(Va, warE")_,.

(4.42)

Logo, R C L}/ via homomorfismo ¢ dado no Lema 3.4.1.

Seja bg € F{'° de posto 1. Pelo Lema 4.1.11 e Lema 4.1.12 | existem uy € Vj e

w, € V; tais que bg é da forma

bg sV — Vv

Vg +H— (UOUWT)—Vu67

ondeTr=0—a,0=ase—v=0e7=—y+v,0=~v+se —v #0 para alguns v,a € G.
Jaqueug € Vyew, € V,, existem ry € Ry € ¢, € R, tais que uy = eyry € w, = egC;.
Dali,

Ugbﬁ = (Ug,WT)_Vllg

= €0AaC7 ey’ S_yEoeyTy
= ve(coel s_,eory)
= VeReroesos_eons

para todos ve € Vg, § € G. Logo, by = Rurocros_ e, € Img(p) para todos bg € (F{/7)s
de posto 1 e § € G. Como I'mg(y) é um subanel graduado de LY/”, segue que Img(yp)
contém todas as somas de elementos de posto 1, com isso e aplicando os Lema 4.1.13
e Lema 4.1.14, concluimos que F7° C R via o' : Img(p) — R. Além do mais, por
(4.42), *, é a o-adjunta associada a (—,—)_,. Assim, finalizamos a demonstragao do

lema. O

Proposicao 4.2.6. Seja R = @Ra um anel graduado primitivo & direita com um ideal
acG

a direita graduado minimal I = egR e seja D = @ eoRaeo um anel graduado de divisao

acG
com uma o-involugao ~ , onde ey € Iy é um idempotente minimal. FEntao, D e

End% (I) sao anéis graduados isomorfos e Endg (I) possui uma o-involugdo.

Demonstracao. Primeiramente observamos que o anel graduado de divisao D = eyReq ¢é

um subanel graduado de R e I = ¢y’R ¢ um D-espago vetorial a esquerda graduado.

Considere o anel oposto de divisao graduado Ds. Vamos mostrar que todo elemento
de Endj (I) ¢ a multiplicagdo a esquerda por elementos de D. Sejam d = epaey € D e

v=e¢r,v' =eyr’ €I, com a,r,r',b € R, temos que



102

(v)£4 = dv

= egaeqeor € 1,
(v+0)Ls = dv+)

= dv+dv

= (U)Ed + (Ul)gd,
(vb) L4 = d(vb)

= dvb

= (dv)b

== (U)Sdb

Além disso, para quaisquer d, = egrqeo € Dy € v = egrg € I3, temos
(v3) L4, = davs = €oracoeoTs € Lots.

Logo, £4 € End} (I) para todo d € D.

Por outro lado, se f € End} (I), como ey € I, temos que (ey)f € I. Entdo, existe

r € R tal que
(eo)f = eor- (4.43)

Agora, como €2 = ¢y € I C R e f é um homomorfismo de R-mddulos a direita graduados,

temos que
(€0)f = (eoeo) f = (eo) feo. (4.44)
De (4.43) e (4.44), obtemos que a := (eg)f € D. Além disso, dado v = eor’ € I, temos
que
(v)f = (eor') f = (eo) fr' = (eo) feor" = (v)La, (4.45)

isto é, f coincide com a multiplicacdo a esquerda pelo elemento a := (eg)f € D.

Com isso, fica bem definida a aplicacao

¢ : D% — End} ()
d — £4.

Como D% ¢ um anel graduado de divisdo e I = eyR # (0), temos que ¢ é nao nula

(¢(eg) = id). Além disso, claramente ¢ é aditiva e preserva a graduagao. Afirmamos que

¢ preserva a multiplicacdo. De fato, dados d,d € D e v € I, temos

(V) Laoupgar = dOgp,, d(v)
d'd(v)
d' (dv)
(dv) Ly
= ((v)€a)La)

para todo v € I. Logo,
Qb(d Copgr d,) = ¢(d>¢(d/)
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Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo de anéis graduados.

Sejad = egreg € Ker(¢). Entao, 0 = egregl = egregegR = egregR. Como R é um anel

graduado primitivo & direita, Annk(R) = (0). Assim, egreq = 0. Logo, Ker(¢) = (0).

Por (4.45) todo f € End% (I) ¢ a multiplicagao a esquerda pelo elemento (eg)f € D.
Assim, ¢((eg)f) = f e, com isso, concluimos a sobrejetividade de ¢. Logo, D% e End, (1)

sao isomorfos como anéis graduados.

Como D é munido de uma o-involugao ~ , segue que Do também é munido de uma

o-involugao
p: Do — Do
d — d*=d.

Por fim, ~ definida por
"t Endj(I) — Endj ()
fo— f=o(e7 (D).
¢ uma o-involugao em Endj (V). De fato, quaisquer f € Endj, (I) e elementos homogé-
neos f, € Endy (V),, f- € End% (V),, temos

~

f = (o(lo~'(N)]")
= o([o7 (olo " (H]D])
= oo~ (NI
= ¢(¢7(f))

P = f?

(ffr) = oo™ (f /)]
= o(lo (f)o~ ()]
= o(y, 1)o7 (f)IH o~ ()]
= o(y, 1o~ (f)olo™ (f1)]F)

o(7, ) fr 1y
Com isso, finalizamos a demonstracao da proposicao. O

Do que foi demonstrado acima resulta, em particular, que se um anel graduado R
admite uma o-involugao e esta induz uma o-involugdo em D = eyRey, entdao End} (1)

possui uma o-involu¢ao que ¢é induzida pela o-involugao em R.

4.3 Teorema Principal

Teorema 4.3.1. Sejam G um grupo ciclico de ordem prima e R um anel (F-dlgebra)
G-graduado. Entao, R é um anel graduado primitivo a direita com um ideal a direita
graduado minimal e uma o-involucao *, se, e somente se, existe um R-modulo a direita

graduado V' tal que:



104

a) VXV éum par sesquilinear & esquerda com tor¢ao;
b) End} (V) possui uma o-involugao;

c) *x, € a o-adjunta associada a uma forma sesquilinear hermitina ou anti-hermitiana

nao degenerada graduada;

d) FJ  CRCLY eR € invariante pela ag¢io de *,.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2.2, existem trés casos.

Caso 1: Existe um elemento idempotente minimal eq € Ry tal que ef” = ey. Neste

caso, pelo Lema 4.2.4, seguem os itens a), c) e d).

Caso 2: Existe um elemento idempotente minimal ey, € Ry tal que ej)” = —ep. Assim,

também pelo Lema 4.2.4, os itens a), c) e d) seguem.

Caso 3: Para todo elemento idempotente minimal ey € Ry tem-se egey” = 0. Neste

caso, o Lema 4.2.5, garante os itens a), c) e d).

Por fim, nos Lema 4.2.4 e Lema 4.2.5, a o-involu¢ao em R induz uma o-involugao
em D. Dai, pela Proposi¢ao 4.2.6, Endy (V') possui uma o-involugao induzida da o-
involugdo ~em D e, portanto, induzida de *,. Com isso, obtemos b) e concluimos as

afirmacoes de a)-d).

Reciprocamente, pela Proposicao 4.1.15 e Proposigao 4.1.16, R é graduado pri-

mitivo com uma o-involugao que é a o-adjunta associada a (—, —),. O

4.4 Algumas Consequéncias

Nesta secao, exibiremos algumas consequéncias do Teorema 4.3.1.

Corolario 4.4.1. Se v =0, entdo (—, —)o restrita a Vy € nao degenerada.

Demonstragao. Com efeito, se D = Dy, entdo (Vp,V,)o C D, = (0) para qualquer v # 0.
Assim, como (—, —)p é ndo degenerada, temos que (Vp, Vp)o # (0). Agora, se D 2 Dy e

(vo, wy)o = d,, # 0, temos

1 =o0(v,—v)(vy,d 1wl,)o € Dy,

v

onde d;' € D_, é o inverso de d,. Portanto, (Vo, Vj)o # 0. O
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Corolario 4.4.2. Seja R um anel graduado primitivo a direita com uma o-involugao *,.
Suponha que I seja um ideal a direita graduado minimal de R tal que ana)’ = 0 para

quaisquer a, € I, e « € G. Se v =0, entao Dy € um corpo.

Demonstracao. De fato, das igualdades

0 =eo(eg+1o)(eo +70)€)” = epeoeq’ ey’ + eoeorp’ ey’ + eoroeq’ ey’ + eoToro” €y’
= epeoryTey” + eoroey’ ey’
= eory7ey” +0(0,0)egroey’,
obtemos

eoroey’ = —o(0,0)egroes” (4.46)

para todo g € Ry. Se existe 1o € Ry tal que eg(rg+ 157 )ey” # 0, escrevemos 1o + 157 = to
e obtemos

(eotoes” )™ = eply ey’ = eotoer’ (4.47)

Neste caso, € = 1. Por outro lado, por (4.46),

ety ey’ = —o(0,0)eptoes”.
Assim,
eotoes” = eoty ey’ = —o(0,0)eptoes”.
Logo,
0(0,0) = —1
e
eorp’ey’ = eogroey’, (4.48)

para todo ry € Ry. Aplicando esta tltima relagdo, para quaisquer ag, by € R, segue que

€0Qp€o boeotga 66‘7 = € bo €0 Cboeotaa 66‘7

€0ap€o (bgeoto )*0 660
epapeoty’ ey’ by en”
eo(apeoty” ) eq” by eg”
eotoes” ay’ ey by e’
epeotoey” ay’ ey’ by en’

= ep(eotoesagy’ ey by ey’

= —eobo(eotoeyag e ) ey’
= eobo(ag’ e’ )™ (eotoey” )™ ey
= —€ boeo&o Goto 660 660

= € bo €0 aoeoto 66(7

= € b() €0 aoeotg" 680

o que nos da

[60@060, 60[)060] Botoeaa

[eoapen, eoboeo)] (0, 0)egtoey” s57 en
[ ]

[ ]

*o %
0= [60@060, €0b060] 602&0‘7 600

€00ap€o, eoboeo| €o
€0ao€o, oboeo| -
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Logo, epagepeoboeg = egboepeganey. Em outras palavras, Dy é um corpo. Além disso, a

forma sesquilinear é de grau 0 e anti-hermitiana, ja que ¢ =1 e e = —1.

Agora, se para todo ry € Rg ocorre eg(rg + 777 ey = 0, entao
3 0 0 )

eoroey” = —eorp’ ey’ (4.49)
e, neste caso, € = —1. Comparando esta com (4.46), obtemos que
0(0,0) =1
e, portanto, ¢ = —1. Novamente, por (4.49),
epapeoboeoty’ey’ = —epao(boeoty” ) eq’

= —epap(eotoey by es”)
—(epageotoey” )by eq’
(eoto” €57 ap” ep” )by e
—€p b[) €pQo thoesa

= € b0€0 Qo 602560 680 .

Logo, para todos ag, by € Ry, temos que
eoaoeoboeota"eg" = eoboeoaoeotg"eSC’

o que implica

0 = [eoageo, eoboeo] eoty’ey” = [eoaoneo, eoboeo] eotoey”
= — [egaoeo, eoboeo] (0, 0)eptoey” 57 €o
= [60@060, 60[)060] €o
= [60(1060, eoboeo] .

Assim, egagepegboey = epbpegepapeq, ou seja, Dy é um corpo. O

Suponha que A seja uma F-dlgebra G-graduada simples de dimensao finita com
um ideal a direita G-graduado. Pelo Teorema 1.5.21, A = Endy (V), onde C =
(End’y (V))%Psr, e V & um A-moédulo & direita G-graduado de dimensao finita sobre C.

Pela Proposigao 4.2.6, (eg.Aeg)Psm = (C)%sr, onde ey € Ay é um idempotente minimal.

Aplicando o Teorema 4.3.1, obtemos:

Corolario 4.4.3. Seja A uma F-dlgebra graduada simples de dimensao finita sobre F.

Entao A € uma F-dlgebra graduada simples com uma o-involugio *, se, e somente se,
(*Aa *U) = (End%OPQT (V)v *0)7

onde
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a) D é uma F-dlgebra graduada de divisao de dimensao finita sobre F com uma o-

mvolucao ~ ;

b) V é um D-espago vetorial o esquerda graduado dotado com uma ndo degenerada

forma e-hermitiana graduada (—,—), : V XV — D, onde e = 1 ou e = —1.

Além disso, *, € a o-adjunta associada a (—,—),.

Lema 4.4.4. Se A é uma F-dlgebra graduada com o-involu¢io *, tal que (A, *,) € sim-
ples, entao A é simples (como uma F-dlgebra graduada) ou A =B @& B*, onde B é uma

F-dlgebra graduada simples.

Demonstra¢ao. Suponha que B # (0) seja um ideal graduado nao nulo de A. Entao,
B+ B* e BN B* sao x,-ideais graduados de (A, *,). Como (A, *,) é simples, temos
B+ B =A.Se BC A, entao BNB* = (0) e Bd B* = A. Logo, A nao é simples como
algebra graduada. O]

Observamos que se F' é um corpo, entao as tinicas o-involucoes em F' sao as aplicacoes
multiplicagao por 1 e multiplicagdo por —1g. O resultado abaixo nos d4 uma descri¢ao
de o-involugoes em F-algebras Z,-graduadas de divisao de dimensao finita, maior que
2, sobre um corpo F' algebricamente fechado e de caracteristica 0, onde p é um nimero

primo.

Teorema 4.4.5. Sejam p um nudmero primo e F' um corpo algebricamente fechado e de

caracteristica 0. Suponha que a F-dlgebra Z,-graduada de divisio F|Z,] admita uma o-

w(a+ 5) .
w(a)w(B)

involu¢do .. Entdo, existe uma funcio w: G — {1, —1} tal que o(a, ) =

*o 2 F|Z,) — F[Z,) € definida por

(Z Na)™ = Z Naw (). (4.50)
a€lyp a€lyp
Reciprocamente, se D é uma F'-dlgebra Z,-graduada de divisao de dimensao finita sobre
F com uma o-involugao *,, entio (D,*,) e (F[Z,], *,) sao isomorfas como F-dlgebras

Zy-graduadas com o-involugao, onde %, € definida por (4.50).

Demonstragao. De fato, seja *, uma o-involugao em F'[Z,]. Como *, preserva a graduagao

e é de ordem 2, para todo a € Z,, temos

(@) = w(a)a,

«

A~~~
S
A~~~
e
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onde w(a) € F*. Logo, (w(a))* = 1 para qualquer o € Z,. Além do mais, para todos

a, B € Zy,
w(a+B)(aB) = (af)*
o(a, B)B*a*
= o(a, flw(a)w(B)(af)

e, portanto, o(a, ) = wio + ﬁ). Assim, pela linearidade de %, para todo Z Nat €
ola)lB)
F[Z,), temos
(D )™ =) naw(a)a,
€Ly €Ly

Reciprocamente, suponha que D seja uma [-algebra Z,-graduada de divisao e *, seja
uma o-involugio em D. Pelo Teorema 1.6.1, D = F?'[Z,], onde o’ ¢ um 2-cociclo
em G. Por outro lado, Z, é ciclico, entao, pelo Lema 3.1.1, ¢’ é um cobordo e, pelo
Lema 3.1.2, F[Z,] = F°[Z,]. Afirmamos que (D, *,) e (F[Z,],*,) sdo isomorfas como
F-algebra Z,-graduadas com o-involugdo, onde *, ¢ uma o-involugao em F[Z,]| induzida
de %, pelo isomorfismo D = F[Z,]. De fato, seja ¢ : D — F[Z,] o isomorfismo de
F-algebras Z,-graduadas garantido pelos Teorema 1.6.1 e Lema 3.1.2. Defina

*xo . F[Z,) — F[Z)]
a — a*=p(pHa)]").
Vamos mostrar que *, ¢ uma o-involucao em F[Z,]. Dados a € F[Z,] e ao € F[Z))a,ap €
F|Zy)s, o, p € G, temos

are*e = (p(lp~"(@)]))*
= ol el @) ))]*)
= p([p M (a)]**)
= ¢y (a))
(aaaﬁ)*d = gp([gp‘l(aaa ™)
= o(a,B)e(leHas) ¢~ (aa)™])
= o(a,B)e(le ag)]*)e([v (aa)]™)
= o(a, B)ay ay

Pela linearidade de ¢ e *,, segue que x, também é linear. Como ¢ e %, sdo de grau
neutro, temos que %, ¢ de grau neutro. Logo, x, ¢ uma o-involugdo em F[Z,]. Dai,
i (Dyxe) — (FlZp,%o)]
d — p(d*)
¢ um isomorfismo de F-algebras Z,-graduadas com o-involugao. Por hipotese, x, ¢ definida

por (4.50). Com isso, concluimos a demonstragdo do resultado. O]

Em [14] ¢é feita a demonstracdo do resultado abaixo. Aqui apresentamos uma outra

demonstracao aplicando o Teorema 4.4.5.
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Corolario 4.4.6. Sejam F' um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e G =

Zs. Entao, F|Zs| nao possui superinvolugoes.

Demonstracao. De fato, suponha por contradicdo que F'|[Zy] admita uma superinvolucao.
M — (_1)aﬁ
p(a)p(B)

Entdo, pelo Teorema 4.4.5, existe p : Zy — F* tal que o(a, ) =
com p(y) € {1,—1} para todo 7 € Z,. Assim,
(0,0) = 0(0,1) = o(1,0) = p(0) = 1,
. 0 1
SRS i) B

p(Wp(1) — p(1)*
o que contradiz o fato de que p(a) € {1,—1} para todo & € Z,. Logo, F[Zs] nao possui

superinvolugées. Em particular, M, (F7[Zs]) nao possui superinvolu¢oes para qualquer

2-cociclo o : Zy X Zy — F*, pois, caso contrario, F[Zs] também possuiria. ]

4.5 o-involucoes no anel de Matrizes Zs;-Graduado

Nesta secao, apresentaremos resultados analogos ao Teorema 2.3.2 demonstrado em
[18]. Em toda se¢ao, o ¢ um 2-cociclo anti-simétrico com valores em {1, —1}. Como visto,

neste caso, o é também simétrico, ou seja, o(a, §) = o(f, @) para quaisquer «, 5 € Zs.

Considere D um anel de divisao com graduacao trivial. Estudaremos as o-involugoes

nos seguintes anéis com Zs-graduacao:

1) A= M, (D) = Ay ® A © Ay, onde
| a,b € Mp(D)} ,
| x € M, (D)

| y € M,(D)

oo o8R8 ot O

Hr—’H,—/

2) A= Mp+q+p(D) = Ay ® A; & A, onde

a 0 0
Ay = 0 b O | a,c € M,(D),be M,D) ,,
0 0 ¢
0 0 =z
A = y 00 | x € My(D),y € Myxp(D),z € Mypxo(D) ¢,
0 z 0
0 f 0
Ay = 0 0 g | f € Mypxy(D), g € Myxp(D), h € My(D)
h 0 0
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Proposicao 4.5.1. Suponha que M, (D) seja um anel G-graduado munido de uma o-
mvolucao *, e D = Dy, entao D possui uma involucao ~ induzida da o-involucao *,
em M, (D).

Demonstragao. Primeiro, observe que D C M, (D), para qualquer que seja n > 0, via o

monomorfismo

¢:d—

OO O
S O QO
. .

e
QL O OO

Defina
- D — 1_)
d — d=0(0,00¢""([¢(d)]*),

onde ¢~ : Img(¢) — D. Afirmamos que ~ é uma involugao em D. Com efeito, dados

(4.51)

d,c € D, temos

d = o(0,0)(¢~ ([¢(d)]*))
= ¢ ([¢(¢7 [o(d)]™)]"™)
= ¢~ (o(d)" ™)
— ¢ Y(6(d))
= d
e
d 0 0 0 ¢c 0 0 0\)"
_ 0 d O .0 0 ¢ O 0
de = 0(0,0) _
00 d 0 00 c 0
0 0 . 0 d 00 0 ¢
c0 0 ...0\"[/do0o 0 0\
0 ¢ O .0 0 d O .0
= 0(0,0)0(0,0) ) _
00 c 0 0 0 d 0
00 . 0 c 0 0 . 0 d
= ad.
Logo, D admite uma involugao ~. O]

Vale lembrar que se D admite uma involucdo ~, entdo M,(D) admite uma involucao

“,onde a =a',a € My(D) e t é a involugao transposta em M, (D).

Proposigao 4.5.2. Seja A = M, ,(D) com a Zs-graduagio dada em 1). Se x, € uma

o-involucao em A, entdo *, € uma das aplicacéoes abaizro:

( ch ﬁ ) - ( 0(1,02()%(00),20)5@ U((ijo)f ) (4.52)

e, neste caso, Ay € x,-simples.
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b)
( f oz ) _ ( 0(0,0)f o(0,0)0(1,2) ) |

y =z cT c(0,0)2

e, neste caso, Ay nao € *,-simples.

Onde ¢ € Z(D) ¢é tal que c¢ =1, a = a* é uma involugao em M,(D), ~ € a involugio em
D definida em (4.51) et € a involugdo transposta em My(D).

Demonstragao. Considere e;;,1 < 4,7 < 2p, as matrizes unitérias de A. Sejam ~ e
" involu¢oes em D e M,(D), respectivamente. Observe que a** = ¢(0,0)a para todo
a € My(D). Se

P P P P
fu= Zem fao = Z€i+p i+ps fiz = Zei ptis fo1 = Zeeri i
i=1 i=1 i=1 i=1
entao
Ao = M,(D) fi1 & My(D) foa, A1 = My(D) fo1, e Ay = M,y(D) fi2.

Como A possui uma o-involugdo, temos duas possibilidades: fi7 = 0(0,0)fo2 ou fi7 =

O'(O, 0)f11.

a) Se fi7 = 0(0,0) fas, entio f35 = (0,0 f11 e, portanto,

(fi2)* = (funfiafa2)™
= fufis fa
= cfi

para algum ¢ € M,(D). Por outro lado, para qualquer a € M,(D), temos

(afi)* = ((afi1)fi2)™
0(0,2)fis (afi)*
0(0,2)cfia(afin)*
2)
2)

( 0’(0 O)Cflgf
0(0,2)a(0,0)a(0,0)0 (0 0)cfiz2(afa)

= caf12,

(afi2)* = (fiz(afz))*

0(2,0)(afse)™ f15
7(2,0)0(0,0)0(0,0)0(0,0) friacfiz
fuacfis

= acfi,

ou seja, ¢ € Z(My(D)). Além disso,

fiz = (fi2)*
= (cfia)™
= 0(072)C*off5
= 0(0,2)0(0,0)ccfio

= ccfia,
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ou seja,

de=1. (4.53)
Analogamente, f51 = dfs1, onde d € Z(M,(D)) e dd = 1. Temos ainda que

0(0,0)fas = fiy
= (f12f21)*"
o(2,1) a1 13
o(2,1)defor fio
= 0'(2, 1)dCf22,

o que nos mostra que dc = o(1,2)c(0,0). Como o(1,2) = (2, 1), temos

de =0(1,2)0(0,0) = 0(2,1)0(0,0). (4.54)

(5 x) N ( a<1,2>f<o,o>eg a(()c,j())f” )

Além do mais, Aj é *,-simples.

Logo,

b) Se fi7 = 0(0,0)f11, entdo f35 = 0(0,0)fs. Similar ao que foi feito em a), fi5 =
afor e f37 = dfi2, onde ¢,d € Z(M,(D)), com

cc = 1,

dd = 1,

cd = 0(1,2)0(0,0)
= 0(2,1)0(0,0)

Yy =z

Entretanto, aqui, Ay nao é *,-simples.

( foa ) _ ( a(0,0)f &(0,0)0(1,2)cj ) _

]

Vemos que da Proposicao 3.3.6, Proposicao 4.5.1 e Proposicao 4.5.2, obtemos

o resultado a seguir.

Teorema 4.5.3. Seja D = Dy um anel de divisao com Zs-graduacdo trivial. Se A =
M, +4(D) € um anel Zs-graduado com o-involugao *, tal que (Ao, *|4,) € simples, entdo
p = ¢, D possui uma involugio ~ e A € isomorfo a M,.,(D) com o-involugcdo *, dada
em (4.52). Reciprocamente, se D é um anel de divisio com involugdo ~, entdo (4.52)

define uma o-involugdo no anel Zs-graduado simples M, ,(D).
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Teorema 4.5.4. Seja D um anel de divisao com Zs-graduacao trivial. Considere A =

Myiq4+(D),p,q,7 > 0, um anel Zs-graduado com a sequinte graduagdo:
f 00
Ay = 0 g O | f € M,(D),h € M.(D),g € M,(D) p,
0 0 h
0 0 ¢
A = a 0 0 | @ € Myxp(D),b € M,y((D),c € M,(D) ,,
0 b 0
0 2 0
Ay = 00 vy | |yeMyur(D),x € MyyyD),zE My,(D)
z 0 0
f 00
Suponha que A = 000 | f € M,(D),h €€ M,(D) . Se x, € uma o-involugio
0 0 h

em A com (A, *7|4) simples, entdo p = r,D tem uma involucao ~ e (A, *,) € isomorfo

a Myiq1p(D) com a o-involugcdo dada por

fz c\™ O(O,p)ﬁ af Be
a gy = b c(0,0)g vz |, (4.55)
z b h Wz na  o(0,0)f

onde = € a involugao a = a' em My(D), My(D) e «, B, 7,n,w,v € Z(D) sao tais que

Br=o(1,1)y, Bn=o0c(l,Da, n7=0(1,1)w,
ay=0(2,2)8,yw =0(2,2)1, wa=0c(2,2)n, (4.56)
o(1,2)8w = o(1,2)ra = o(2, 1)y = o(0,0) |

™m=~vya=p00=ww=1.
Reciprocamente, se D possui uma involugdo ~, entao (4.55) define uma o-involugdo em
My+41p(D).

Demonstracao. Pela Proposicao 4.5.1, D possui uma involugao ~. Seja ~ a involugao
de M,(D) dada por a = @', onde a € My(D). Estendemos a involu¢do ~ para A =
M,(D)&{0}® M, (D). Como A é *,-simples, temos que M,(D) ¢ anti-isomorfa a M, (D).
Além disso, o isomorfismo de anéis graduados com o-involucao é dado por

H(Ax) — (A f)
(a,0,b) s (b*,0,a% )k

onde (a,0,b)* = ¢(0,0)(a,0,b). Note que o~ ! =f,%, e

@((aﬂ 07b)*d> - @((b*avoaa*g))
— (CL*U*U, 0’ b*g*g)ﬁa
= (a,0,b)*.

Suponha p < ¢ (o caso ¢ < p é analogo). Seja
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P 2p p+q+p
f11 = E €iis f22 = E €ii, f33 = E €ii,
=1 i=p+1 i=p+q+1

p p
fi2 = E € ptis fiz = E €i ptq+is
i=1 i=1

P P
fa1 = E Epti iy faz = E Cp+i ptq+is
i=1 i=1

P p

Js1 = E Cptqriir J32 = E Eptq+i pti-

=1 i=1

Entao,
Ao = My(D) f11 & My(D) for ® My(D) f33,
A1 = My(D) f13 ® (My(D) for + fa1Mp(D)) © (Mp(D) f32 + fa2My(D)),
Ay = M,(D) fs1 ® (Mp(D) fi2 + fr2My(D)) & (My(D) foz + f2sM,(D)).
e

17 =0(0,0)fs3, f35 =0(0,0)f11e fo5 =0(0,0)f.

Com os mesmos argumentos da Proposicao 4.5.2, temos que

l*f - 0(07 O)f337 ;g = 0(07 O)f117 f2>ké7 = U(Ov O)f22
15 = Bfis, 37 = Wfs1, i3 =vfe

*o *o

35 = T fo1, 95 = af1a, far = nfs2,

onde f,w,~, T, a,n € Z(M,(D)) sao tais que

pr=o(1,1)y, pn=0oc(l,D)a, nr=o0(1,1)w,
ay=0(2,2)8,yvw =0(2,2)1, wa=o0c(2,2)n,
0(1,2)fw =0(1,2)Ta = 0(2,1)ny = 0(0,0)
m=qa=p3=wo=1
Portanto,

fz c\™ o(0,00h g Be

a g vy = b c(0,0)g YT

z b h wZ na a(0,0)f

Reciprocamente, pela Proposicao 3.3.6, se D ¢ um anel de divisao com involucao

~, entdo (4.55) define uma o-involucdo no anel graduado simples M, ,.,(D). O



Capitulo

Consideracoes Finais

No decorrer do texto, apresentamos varios resultados que antecederam nossa pesquisa.
A saber:

1)

se A é uma F-4lgebra de dimensao finita com involugao do primeiro tipo sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica 0, entao, temos a descricao completa

das algebras simples com involugao (veja [22]);

se A é uma superélgebra de dimensao finita com superinvolucao sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica 0, encontramos em [3] e [25] uma descri¢ao

das superalgebras simples com superinvolugao;

no caso em que A é uma algebra Zs-graduada de dimensao finita, ha respostas

parciais para algebras Zs-graduadas com Zs-involugao (veja [18]);

se A é uma élgebra Z,-graduada de dimensao finita com involugao graduada, *,,,
sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0, em [27] encontramos
uma descri¢ao das édlgebras *,-graduadas simples quando ¢ ¢ um ntmero primo
ou ¢ = 4. Para involucoes graduadas, temos também as descricoes de Bahturin,
Shestakov e Zaicev, em [4], e Bahturin e Zaicev, em [5], na éalgebra G-graduada
M, (F) quando F' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente de

2 e G é um grupo abeliano finito.

No presente trabalho, obtivemos uma caracterizacao de anéis G-graduados primitivos a

direita com um ideal & direita G-graduado minimal relacionada com pares bilineares nao

degenerados graduados, onde G' é um grupo abeliano finito. Além disso, se G = (Z,, +),

onde p é um nimero primo, caracterizamos o-involugoes em anéis GG-graduados primitivos
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a direita com um ideal a direita GG-graduado minimal. Com essa caracterizacao, obtivemos

corolérios relacionados com uma descri¢ao de o-involugoes em algebras graduadas simples.

E evidente que o estudo de algebras simples, algebras graduadas simples, &lgebras sim-
ples com involucoes, algebras graduadas simples com involucoes graduadas é importante

e tem causado interesse em muitos pesquisadores.

Nessa linha, encerramos este trabalho apresentando algumas questoes. Estas, até o

momento, estao sem resposta.

Questao 1: Descricao das F-algebras G-graduadas #,-simples de dimensao finita,
onde %, é uma o-involucao, G é um grupo abeliano finito e F' ¢ um corpo algebricamente

fechado de caracteristica 0.

Questao 2: Sejam G um grupo abeliano finito e R um anel (F-algebra) G-graduado.
Entao, R é um anel graduado primitivo a direita com um ideal a direita graduado minimal

e uma o-involucao x, se, e somente se, existe um R-modulo a direita graduado V tal que:

a) V x V é um par sesquilinear a esquerda com torgao;
b) Endj (V) possui uma o-involugio;

c) *, é a adjunta associada a uma forma sesquilinear ndo degenerada graduada hermi-

tina ou anti-hermitiana;

d) FJ' CR C LY e R éinvariante pela agao de *,.
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