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Resumo

Nesta tese, usamos a conexao entre a distancia Mallows, d,(F, G), e a convergéncia
em distribuicao para estender resultados assintoticos envolvendo somas parciais, mesmo
quando d,(F,G) = oo. Para isso, produzimos vérios resultados matematicos envol-
vendo as distribuigdes ponderadas e a distancia Mallows ponderada, d, ., (F,G). Pro-
vamos também a convergéncia em distancia Mallows do processo empirico geral, um
tipo particular de somas parciais baseadas numa distribuicao empirica Fj,, para uma
variavel aleatéria Gaussiana e, por meio do processo quantil empirico, atestamos o
mesmo modo de convergéencia da estatistica nd%w(Fn, F) para um funcional ponderado
de Pontes Brownianas.

Palavras-chave: distribuicoes estaveis, distancia Mallows ponderada, distribuicoes
ponderadas, processos empiricos.



Abstract

The connection between Mallows distance, d,(F,G), and the convergence in dis-
tribution has been sucessfully used to establish asymptotic results for partial sums.
We further explore this connection by making use of the weighted Mallows distance,
dow(F, G), to extend the results for the extreme cases when d, (F, G) = co. Our results
are applied to heavy-tailed partial sums and to partial sums that arise in the context
of empirical processes and their related functionals.

Keywords: stable laws, weighted Mallows distance, weighted distributions, empirical
processes, quantile processes.
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Introducao

Nesta tese, propomos o uso de ponderagoes para estabelecer convergéncias, na
distancia Mallows, de somas parciais produzidas por amostras de uma distribuicao
F para uma variavel aleatoria com distribuicao de cauda pesada, a-estavel G, a > 1.
Extensoes para o caso de sequéncias que formam uma martingale também serao abor-
dadas. Nossos resultados proveem andlogos ponderados para conhecidas convergéncias
na distancia Mallows e para conhecidas equivaléncias entre tal modo de convergéncia e
a convergéncia em distribuicao. A vantagem deles reside, como veremos em detalhes, no
fato de que o uso apropriado de ponderacoes pode contornar limitacoes inerentes a essas
conhecidas conclusoes. Além disso, dedicamos atencao particular sobre a convergéncia
em distancia Mallows do processo empirico (3, (t), um tipo especial de somas parciais
advindas da distribuigdo empirica. A partir do processo quantil (processo inverso de
Bn(t)), estudamos o comportamento assintético estabilizado da distancia Mallows pon-
derada entre uma distribuicao empirica F; e a correspondente funcao de distribuicao
F, isto é, analisamos o comportamento assintético da estatistica nd3,(F,, F).

Para cumprir nosso objetivo, introduzimos as nocoes de ponderagao w, de distri-
bui¢ao ponderada F, e a distancia Mallows ponderada d, ,(F, G). A distancia Mallows
de ordem a > 0 entre duas funcgoes de distribuicao F' e G é dada pela expressao

do (F,G) = ((é{l?}f/)E|X—Y\ ) . (1)

Nesse caso, o infimo é tomado sobre todos os vetores aleatérios (X,Y’) com distri-
buigoes marginais F' e GG, ou seja, X tem distribuicao F' e Y tem distribuicao G. Essa
expressao é uma métrica no espacgo das distribuicoes com a-ésimo momento finito, isto

¢,
LY = {F; / |z|*dF (z) < oo}.

Em termos de variaveis aleatorias, € comum encontrarmos na literatura a expressao
do(X,Y), que apenas denota d,(Fy, Fy). Uma representagao util de (1) em L%, con-
forme Dall’Aglio (1956), ¢ dada por

d,(F,G) = (/01 IF=(t) — G—(t)|adt); a>1, 2)
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em que F~ e G~ sao, respectivamente, as inversas generalizadas de F' e G. Essa re-
presentacao foi reobtida por Bickel e Freedman (1981) e também por Dorea e Ferreira
(2012), onde as restricoes de F' € L™ e G € L* foram removidas.

O interesse pela métrica (1) nao é recente. Uma versao primitiva dela, proposta
por Gini, em 1914, provém de sua relagao com o classico problema de transporte de
terra, proposto por Gaspar Monge, em 1781, no qual a preocupagao reside no custo
relativo ao transporte de certo volume de terra de um local a outro. Segundo Levina
e Bickel (2001), a métrica (1) é a medida que descreve apropriadamente tal problema.
Gragas a formulacao tedrica, feita em Kantorovich (1940), a respeito do problema geral
de transporte de massa (uma generalizagao do problema classico de Monge), tanto a
métrica quanto o problema tornaram-se acessiveis a muitas areas da matematica. Uma
recente referéncia histérica detalhada sobre o assunto é a obra de Rachev e Riischendorf
(1998).

Mallows (1972) utilizou, num contexto estatistico, as propriedades métricas de (1)
para provar um Teorema do Limite Central e reobter a representacao (2). Com base
nesse trabalho, Bickel e Freedman (1981) investigaram as propriedades topoldgicas de
(1) e mostraram aplicagoes estatisticas para a métrica no método bootstrap, dentre
outros. No apéndice deste ultimo trabalho, foi demonstrada uma equivaléncia entre a
convergéncia na métrica (1) e a convergéncia de momentos que, a partir de entao, viria
a ser muito utilizada por todos os trabalhos interessados em convergéncias correlatas
ao tema, situacao que nao é diferente conosco, motivo pelo qual enfatizaremos tal
equivaléncia na Proposigao 1.2.

Aplicagoes estatisticas mais recentes da distancia Mallows podem ser encontradas
nos trabalhos de Zhou et al. (2005), Kosmelj e Billard (2012) e também em Irpino e
Verde (2014, 2014 e 2015), s6 para citar alguns exemplos.

Contribuigoes recentes sobre a convergéncia dessa métrica para somas parciais foram
obtidas por Johnson e Samworth (2005), Barbosa e Dorea (2009) e também por Dorea
e Ferreira (2012).

Em Barbosa e Dorea (2009), foi provada, sob certas condicoes, a convergéncia do
tipo Limite Central dada por

d. (Xl +"7‘1LX” c”,Y) 50, acll,2), (3)
na qual Y é uma varidvel a-estavel com distribuicdo G, e {X,,},>1 é uma sequéncia
de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao F'.
Para a > 1 é possivel considerar ¢, = 0. A principal imposigao a validade de (3) é a
condicao

do(F,G) < oc. (4)

Ja em Dorea e Ferreira (2012), foi demonstrado que

X4 4 X, . X 44X,
g, (2T An gy ng o T A Doy (5)
nl/a nl/a

Novamente, a principal imposigao a equivaléncia (5) é a condigao (4).

i
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Dado que G é a-estével, a finitude da distancia Mallows disposta em (4) é uma
restrigdo importante aos resultados descritos em (3) e (5). De fato, pode-se provar que
essa condicao falha mesmo em casos mais simples, como quando F' tem segundo mo-
mento finito ou quando F esta no dominio de atracao de GG. Ilustraremos essa afirmacao
em nosso Exemplo 3.2 e no Exemplo 2.1. Para estabelecer resultados similares a (3) e
(5) mesmo quando

da(Fv G) = 00, (6)

escolhemos trabalhar com ponderagoes w, que nada mais sao que densidades no inter-
valo [0, 1], para contornarmos (6) através da obtengao de

daw(F,G) < 0. (7)

O uso de ponderagoes em associagao com a distancia Mallows apareceu indireta-
mente no contexto dos chamados testes de bondade do ajuste (aqui chamados apenas
de testes de ajuste), que visam avaliar a proximidade da distribuicao F' relativa a uma
amostra aleatoria X7, X», ... com uma dada classe de distribuicoes F.

Originalmente, os testes de ajuste mais simples consistiam da verificagao, para dada
distribuigao Fp, da hipétese F' = Fy. As estatisticas de Kolmogorov (1933) e Smirnov
(1939, 1941), dadas por

Dy =+/n sup |Fu(z) - F(x)],

—oo<r<oo
Dt =+/n sup (F,(z)— F(x)),
—oo<r<o0

estao entre as pioneiras nesse campo de estudo. Neste caso, F, é a distribuicao empirica

associada a amostra aleatoria Xi, Xo,..., X, isto é,
n
D ixiw<o)
Fo(z,w) =
(o,w) = S

Foi também Smirnov (1936,1937) que propos uma estatistica mais interessante, com
o uso de uma ponderacao, descrita por

o0
Wi(w) = n/ w(Fo(x))(Fu(x) — Fo(x))dFo(x).
—00

Todas as estatisticas que tém sido obtidas, desde entao, pela variacao de w sao
chamadas genericamente na literatura de estatisticas do tipo Cramer-von Mises, gracas
as contribuigoes relevantes desses autores para o tema. O emprego de uma ponderagao
permite, por exemplo, ponderar os desvios de acordo com algum critério conveniente
(como seu valor esperado). Uma descri¢ao histérica da evolucao dessas estatisticas
durante todo o século XX pode ser encontrada em del Barrio et al. (2000). Uma nova
abordagem para testes de ajuste envolvendo familias de escala e locacao, geradas por
Fy, foi proposta em del Barrio et al. (1999). Tal abordagem era baseada na distancia
Mallows entre a distribuicao empirica £, e a distribuicao F. Em termos precisos, a
estatistica utilizada seria

\/EdQ(FmFO)' (8)

iii
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Novamente, a utilizacao de ponderacoes w permitiu a melhor adequacao de testes
envolvendo a distancia Mallows para classes mais abragentes de distribuigoes Fy. A
inclusao de uma ponderagao w em (8) foi proposta por de Wet (2002), fazendo com
que a nova estatistica recorrente no campo de testes de ajuste passasse a ser

nd%,w(an FO) (9)

Podemos encontrar, em trabalhos da década passada, algumas convergéncias em
distribuigao que descrevem o comportamento assintético de (9). Eo caso, por exemplo,
de Csorgo e Szab6 (2003) e del Barrio et al. (2005).

A recorréncia da convergéncia da estatistica (9) em testes de ajuste constitui uma
motivagao importante para explorarmos seu comportamento assintético, com ou sem
o fator de ajuste, em um modo de convergéncia mais forte que a modalidade em dis-
tribuicao e para outras ordens distintas da ordem 2, o que pode permitir a confeccao
de testes de ajuste mais eficientes e mais gerais.

Em Dorea e Lopes (2014), foram propostos testes de similaridade envolvendo es-
tatisticas baseadas em (9) sem restrigdes aos momentos das distribui¢oes envolvidas.
Isso foi feito por meio de distribui¢oes ponderadas, que foram relacionadas a distancia
Mallows ponderada pela igualdade

do.o(F,G) = dy(Fy, G). (10)

Em nossa tese, estendemos a igualdade (10), para a > 1, a fim de prover uma forma
eficiente de obter a condi¢ao (7) e produzir versoes ponderadas abrangentes de (3) e
(5). Outras ferramentas sdo desenvolvidas, mas essa extensao ¢ fundamental.

A proposito da distribuicao empirica, o fato de F,, ser nada mais que uma soma par-
cial de indicadoras instigou naturalmente nosso interesse em f3,,(t), o processo empirico
definido por

{ﬁn(t)}nZI = {\/E(Fn(w - F(t))}nzl, t e R.

Por isso, dedicamos parte dessa tese ao estudo da convergéncia em distancia Mallows
de 5,(t) e de seu inverso, o processo quantil empirico g,(t), descrito por

{an(®)}nz1 = {Vn(F, () = F~(t)}nz1, € (0,1).

Vale destacar que nosso Lema 4.1, que estd focado em ¢, (1), é a ferramenta essencial
na obtengao da convergéncia em distancia Mallows de (9) em nosso Teorema 5.2, tendo
em vista a relagao imediata entre esses entes que decorre da representagao (2), a saber,

Vi (P, F) = ( / 1 qiof)w(t)dt)é .

Certamente, nossos resultados pretendem ser os mais gerais possiveis. Contudo,
nos deteremos preferencialmente em garantir nossas conclusoes pelo menos para as
distribuicoes a-estaveis, pois sao estas as possiveis distribui¢oes-limite nao degenera-
das para uma soma parcial estabilizada. O interesse em tal classe de distribuigoes se

v
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justifica também porque, para além do caso Gaussiano, esse conjunto de distribuigoes
(para 0 < o < 2) tem um maior apelo intuitivo para aplicacoes, j& que elas nao pos-
suem a restritiva caracteristica do segundo momento finito e conservam a invariancia
por escala e locacao, condicao que as define. Qualquer contribuicao dessa tese que
valha para estaveis nao Gaussianas, por causa da variacao regular de suas caudas,
sera naturalmente estendida para a classe de todas as distribui¢oes com cauda de va-
riacao regular. Ressalte-se que a classe das distribuicoes com cauda de variagao regular
contém propriamente a classe das distribuigoes estaveis nao Gaussianas, como mostram
os exemplos da distribuicao de Pareto e da distribuicao maximal de Fréchet.

Uma vez que fizemos a descricao de nossos objetivos, nossas motivagoes e algumas
estratégias, passamos agora a descrever a organizacao de nosso trabalho. Maiores de-
talhes sobre os capitulos serao fornecidos na se¢ao de introdugao em cada um deles.

No Capitulo 1, apresentamos o suporte tedérico desta tese, com defini¢oes e re-
sultados que darao apoio aos nossos raciocinios no decorrer da exposicao. Tratamos
das distribuigoes a-estaveis, com particular interesse nas propriedades ligadas a va-
riacao regular de suas caudas (no caso nao Gaussiano). Abordamos, também, o pro-
cesso empirico geral (3,(t), o processo quantil empirico ¢,(t) e, finalmente, a distancia
Mallows. A convergéncia na distancia Mallows serd o conceito presente em pratica-
mente todas as contribuicoes desta tese.

No Capitulo 2, iniciamos a apresentacao de nossas contribuigoes. Discutimos os as-
pectos relevantes, para este trabalho, do teorema que estabelece a convergencia descrita
em (3). Definimos os conceitos dos entes mateméaticos que usaremos, a saber: distri-
buicoes ponderadas e distancia Mallows ponderada. Estabelecemos e demonstramos
varios resultados fundamentais a elaboracao das contribuicoes mais relevantes da tese.
As primeiras consequéncias de tais resultados, nossas contribuicoes que versam sobre
convergencias em distancia Mallows envolvendo sequéncias gerais, estao dispostas na
ultima secao. O Lema 2.6 encerra o capitulo, apresentando nosso primeiro resultado
de convergéncia na distancia Mallows entre somas parciais, para o caso particular de
martingales.

No Capitulo 3, apresentamos, usando os resultados do Capitulo 2, nossas princi-
pais contribui¢oes. No Teorema 3.2, estabelecemos uma convergéncia em distancia
Mallows ponderada que vale mesmo quando nao ocorre (4), condicdo restritiva a con-
vergéncia (3). No Teorema 3.4, dispomos a versao da equivaléncia (5) que nao depende
da condigao (4). O Teorema 3.3 prové uma equivaléncia da convergéncia em distancia
Mallows ponderada com o Teorema do Limite Central que, para além de sua relevancia
intrinseca, implica na convergéncia em distancia Mallows do processo empirico 3,(t),
primeiro resultado do Capitulo 4.

No Capitulo 4, voltamos nossa atencao para a convergéncia em distancia Mallows
do processo empirico (3,(t) e do processo quantil ¢,(t). Esse capitulo dialoga com os
capitulos anteriores, porque 3,(t) é uma soma parcial de muito interesse, como bem o
mostra o contexto dos testes de ajuste. Ele também dialoga com o Capitulo 5, porque
resultados desenvolvidos para g, (t) sao tteis para a andlise de nd3 ,,(F,, F).
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Finalmente, no Capitulo 5, tratamos do comportamento assintético de nd%w(Fm F),
estatistica para a qual ja foi provada a convergéncia em distribuicao para um funcional
de pontes Brownianas. Discutimos aspectos técnicos relevantes dessa convergéncia
antes de estendé-la para a distancia Mallows de ordem 1, no Teorema 5.2. Ainda nesse
capitulo, provamos que as distribuicoes estaveis e, adicionalmente, as distribui¢oes com
cauda de variacao regular, podem ser incluidas na conclusao do Teorema 5.2.

vi



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo, estabeleceremos os conceitos e resultados matematicos que servirao
como suporte tedrico a esta tese. As referéncias bibliograficas relativas a essas in-
formagoes serao dadas no inicio de cada secao, a menos que sejam de resultados que
somente constam de artigos ou que constituam referéncias isoladas.

Na Secao 1.2, apresentaremos as distribuigoes estaveis, com énfase nas propriedades
de seu dominio de atracao e na variagao regular de suas caudas. Convergéncias envol-
vendo elementos do dominio de atracao das estaveis serao obtidas em nosso trabalho,
quase sempre, por meio das propriedades advindas da variagao regular.

Na Secao 1.3, abordaremos o processo empirico geral e o processo quantil. Os
processos empiricos gerais surgem como um tipo particular de somas parciais, como
enfatizaremos no Capitulo 4, por isso, sao um objeto natural de interesse neste trabalho.
Além disso, certos funcionais do processo quantil podem ser vistos, como ressaltaremos
no Capitulo 5, como uma distancia Mallows ponderada, de maneira que a abordagem
deste processo também é pertinente ao nosso estudo.

Na Sec¢ao 1.4, trataremos da métrica cuja convergencia associada é o principal pi-
lar dessa tese. A convergéncia em distancia Mallows e de sua versao ponderada serao
objetivos sempre presentes em nossos resultados e compoem nosso principal foco.

A seguir, estao dispostas algumas notagoes que serao recorrentes no texto, por
ordem de aparicao. Destacamos essas abreviacoes aqui com o intuito de evitar pequenas
confusoes ou esforcos desnecessérios a leitura.
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X, Y Z Simbolos comumente empregados para representar variaveis aleatorias.
F, G, H Simbolos comumente empregados para representar fungoes de distribuicao.
D(G) Dominio de Atracao da fun¢ao de distribuicao G.
L. Convergéncia em distribuicao.
X2y . Asvaridveis aleatérias X e Y possuem a mesma distribuicao.
P Funcao de distribuicao de uma variavel aleatéria Gaussiana padrao.
ox(t) Funcao caracteristica da variavel aleatéria X.
N(p, o) Varidvel aleatéria Gaussiana com média p e variancia o.
X ~F A variavel aleatéria X possui distribuicao F.
U € RV, A fungao real nao negativa U possui variacao regular no infinito com indice «.
F Cauda a direita da distribuicao F.
F(—x) Cauda a esquerda da distribuicao F.
f(z) =~ g(x) as funcoes reais f e g sao tais querli_)rgo% =1
aAb min{a,b}.
aVb max{a,b}.
I4 ouI(A) Funcao indicadora do conjunto A.
Xin k-ésima estatistica de ordem da amostra Xi, X, ..., X,,.
BN Convergéncia quase certa.
Bernoulli(p) Variavel aleatéria Bernoulli com parametro p.
B () Processo empirico geral.
W : Movimento Browniano padrao.
B(t) : Ponte Browniana padrao.
qn(t) Processo quantil empirico.
oy Convergéncia na a-ésima distancia Mallows.
LY . Espaco das fungoes de distribuicao com a-ésimo momento finito.
L Espago das funcoes de distribuicao com a-ésimo momento ponderado finito.

F,, : Funcao de distribuicao F' ponderada por w.

A - .a
a, ~ b, As sequéncias a, e b, sdo tais que lim — = 1.
n—o0 n
M, : Funcao geradora de momentos da variavel aleatoria Z.
M é) k-ésima derivada da funcao geradora de momentos da varidavel aleatoria Z.

X,=0p(1l) : P {limsup|Xn| < oo} = 1.
n—oo
Quando nao houver perigo de confusao, especialmente a partir do Capitulo 2, a

notagao F' 4 x podera ser empregada para dizer que a variavel aleatéria X possui
distribuicao F'.
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1.2 Distribuicoes Estaveis e Variacao Regular

Nesta se¢ao, apresentaremos os conceitos de dominio de atracao, distribuicao estavel
e variagao regular, além de estabelecer entre eles as ligagoes que sao pertinentes a esta
tese.

As definigoes e resultados desta se¢gao podem ser encontrados no capitulo XVII de
Feller (1971), no primeiro capitulo de Resnick (1987) e no capitulo 9 de Breiman (1992).

Definicao 1.1. Sejam F e G funcgoes de distribuicao. Diremos que F pertence ao
Dominio de Atra¢ao de G, e escreveremos F € D(G), se existirem sequéncias de
constantes positivas {a,}n>1 € de constantes reais {b, }n>1 tais que

Xi+... 4+ X,
B e A (1.1)

Qn

em que {X,}n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identica-
mente distribuidas com funcao de distribuicao F, e Y € uma varidvel aleatoria com
distribuicao G.

Claramente, o Teorema do Limite Central implica que F' € D(®) sempre que F
possuir segundo momento finito. Uma condigao necessaria e suficiente para que uma
distribuicao possua dominio de atragao nao vazio é que ela seja a distribuicao de uma
variavel aleatéria estdvel. Apresentaremos essa classe a seguir.

Definicao 1.2. Diremos que uma varidvel aleatoria X € Estavel se, para cada natural
n > 0, existirem um numero positivo ¢, e um numero real d, tais que

X1+ o+ X, L, X +d,

em que Xy, ..., X, sao copias independentes de X. Se d,, = 0, entao diremos que X é
estritamente estdvel.

Nos dois exemplos a seguir, a colecao Xji,..., X, denota um conjunto de copias
independentes de X.

Exemplo 1.1. Seja X wuma varidvel aleatoria que se degenera em um ponto, isto €,
existe ¢ € R tal que P(X = ¢) = 1. Neste caso, sua fun¢ao caracteristica € dada por

px(t) =e

Além disso, para S, = X1+ ...+ X,,, € verdade que
Ps,0 = € = s (t) = 0, (t/n) = €.

Portanto,

éiX ou SninX,
n

e X ¢ estritamente estavel com ¢,, = n.
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Exemplo 1.2. Para X 2 N(0,1), sabe-se que px(t) = e /2. Seque dai que

so%%(t) = s, (t/v/n) = exp {_@} = e 2 = ox(1).

Portanto,
Sn £ V/nX,

e X € estritamente estdvel com ¢, = \/n.
Em geral, se X tem distribuicao N(u,0?), podemos ver que

Sn £ VX + (np — /np).

Observacgao 1.1. Se X ¢ estdvel, é possivel mostrar que existem 0 < a < 2, 0 > 0,
1Bl <1 epeR, tais que

Cp = No,

,u(n—né>, se a#1,
d, =
n
206—log(n), se a=1.
s

No caso o > 1, € possivel tomar p = E(X).

A constatacao da Observacao 1.1 motiva a representacao de uma variavel aleatoéria
estavel por

X - 5(1(0-7/87”)7

e a denominacao a-estdvel. O nimero « é chamado estabilidade, o é chamado de escala,
B é a simetria e p a locagao. Comumente, ao falarmos da distribuicao de X, associamos
as mesmas denominagoes, ou seja, a representagao F'y = S, (0, 3, 1), ou simplesmente
F = S,(0, 5, 1), também recorrente.

Exemplo 1.3.
1. Sy(0,0, 1) € a distribuicao N(p,202).
2. 51(1,0,0) € a distribui¢cao Cauchy padrao.
8. S1/2(0,0,0) € a distribuicao de Levy.

Observagao 1.2. Somente as distribuicoes a-estdaveis do Exemplo 1.3 possuem forma
fechada conhecida. Em contrapartida, sabe-se que a func¢ao caracteristica da varidvel
aleatéria X = S, (o, 8, 1) € dada por

yyes

ipt — o [t|” [1 — if3sgn(t) tan (7)] , a#1,

log px(t) = 5
iut — olt| {1 +if—sgn(t) log |t|} , a=1.

7r
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As tnicas distribuigoes a-estdveis com segundo momento finito sao a distribuicao
normal e a distribui¢ao que se degenera em uma constante. Se 0 < a < 2, entao o mo-
mento de ordem 7 de uma varidvel a-estavel, é finito quando v < « e infinito quando
v > «a (conforme Breiman, 1992, p. 213). Dessa forma, a unica distribui¢ao estével
nao degenerada com segundo momento finito é a Gaussiana. A distribuicao de Levy e
a distribuicao de Cauchy nao possuem esperanca finita nem variancia finita.

A seguir, introduzimos o conceito de variacao regular, que sera usado para a carac-

terizacao das caudas de distribuigoes estaveis nao Gaussianas.

Definicao 1.3. Uma funcao mensurdvel U : Ry — Ry € de variagao reqular no infinito
com indice «, e escreve-se U € RV, se

lim Ultz)
SN0

«

=z% x>0

Sempre que o = 0, U € RV} ¢ dita lentamente variante, ou de variagao lenta. Em
termos praticos, dizer que U € RV, é afirmar que U comporta-se assintoticamente como
z®. De fato, toda fungdo U € RV, pode ser representada na forma U(z) = z“/(x),
com ¢ sendo uma funcdo de variacdo lenta, bastando que se tome f(z) = U(z)/x“.
Define-se também a variac¢ao regular no zero, bastando que o limite acima (com ¢ — 0)
funcione para 0 < x < 1. Para a variacao regular no 1, também basta que o limite

funcione (t — 1) em 0 < z < 1, com a substituigao de U(tx) por U(1 — (1 —t)x).
Exemplo 1.4. Toda fun¢ao para a qual tlim U(t) existe, e € finito, € de variagao lenta.
—00

Assim, toda funcao de distribuicdo € de variacao lenta.

Exemplo 1.5. Considere F(t) =1 — F(t), em que F = S1(1,0,0) ¢ a distribuicio de
Cauchy padrao. Neste caso,

_ 1 arctan(t)

F(t)==-—
(t) =3 -
Pela Regra de L' Hépital,
- 1 arctan(xt) z
F P — 2
im _(tx) — lim 2 T = lim L [1+ (=)’
t—00 F(t) t—00 1 _ arctan(t) t—00 1
2 s T [1+ 7]
! +1
. x(1+t%) e .
t£m1+(t)2 —tlgglol—:x
& 2 + 22

Portanto, F € RV_;.

Exemplo 1.6. Seja F/(t) = 1—F(t), em que F = S1/2(1,0,0) € a distribuicao de Levy,
isto €,
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O uso da regra de L' Hopital e do Teorema Fundamental do Cdlculo implicam em

1/V2tx )
/ e % ds
0

i F(tx) "
Peed F(t) - A Ve
/ e % ds
0
—1 s 10w
— .e
= lim 2v2x
tooo —1 $73/2 o—1/(2t)
2v2
1 —1/(2tx)
= lim ¢ =712,

Portanto, F € RVfé.
Para a deriwada das integrais que sao funcoes dos limites de integracao, foi usado o
sequinte corolario do Teorema Fundamental do Cdlculo:

g2(t)
F(t) = / o f(s)ds = F'(t) = go(t) f (92(t)) — 91 (D) f (o (1))

Exemplo 1.7. Se F' ¢ a distribuicao de Fréchet, isto ¢, F(x) = exp{—27%}, a >0 ¢
x> 0, entdo o uso da regra de L Hopital nos permite ver que F € RV_,, pois

- F_(tx)  lim 1 — F(at) _ lim xf(xt) 2 lim exp {—(tz)~*} -
S N S TR sy e S

O Exemplo 1.5 e o Exemplo 1.6 sugerem que a cauda a direita das distribuigoes
estaveis, F = 1 — F, pode ser caracterizada pela variacdo regular, no sentido de que
a variacao regular pode ser inteiramente determinada pelo indice de estabilidade. De
fato, o préximo resultado confirma essa impressao (também para a cauda a esquerda
F(—x), x > 0) e permite-nos estabelecer as distribuigoes estaveis ndo Gaussianas (e os
elementos de seu dominio de atragao) como um subconjunto préprio das distribuicoes
com cauda de variacao regular.

Teorema 1.1. Se I' ¢ uma distribuicio que estd no Dominio de Atragio de uma
distribuicao a-estdvel (0 < a < 2), entao existem C,C > 0 e £ € RVy tais que, para
T — 00,

«

Flz)=1- Fz)~C (2 - O‘) ()

Fl—2)~C (2 - O‘) ().

Ou, alternativamente, existem constantes positivas C, e C, tais que

F(z)=1-F(r) = Coa™®

F(—x) ~ Cux™.
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Observacao 1.3. A rigor, a reciproca do Teorema 1.1 também € vdlida (conforme
Breiman, 1992, Teorema 9.34).

O proéximo resultado associa a variagao regular de uma fungao com sua derivada.

Teorema 1.2. Se
(1) U(z) = cx®l(z) para algum ¢ > 0, para o € R e £ € RV,
(i)
Ulx) = / u(t)dt, ou U(z)= / u(t)dt,
x 0

(14i) w € mondtona em (z,00), para algum z > 0,
entao

u(z) ~ cax® HY(x), - oo.

Por fim, listamos a seguir algumas propriedades operatérias envolvendo a variagao
regular.

Proposicao 1.1. Sejam U; € RV,,,, i = 1,2.

U
(1) (U1.U3) € RVia, 4o, (i) € RViay 0y € (U1 +Uz) € RV(ayvan)-
(1) Se lim Us(x) = oo, entao (Uy o Us) € RV, ay-

T—00

(1.) Se U, € ndo decrescente, lim Uy (x) = 0o, e ay > 0, entdo U; ' € RV .

T—00 1

(14) Se Uy € nao crescente e oy <0, entao

Ui (t) = inf {x; Up(t) < é} €RV_ ..

Em vista dessa proposicao, é natural questionar porque essas relagoes nao foram
usadas nos exemplos anteriores, no célculo da variacao regular de F. A relacio dada por
F =1+ (—1)F mostra que nao é possivel dispor dessas propriedades para conclusoes
sobre a variacdo regular de F, j que a funcio g = —1 ndo é de R, em R,. Os calculos
dos exemplos, se aplicados as distribuicoes Normal e Gumbel, mostram que elas nao
possuem cauda de variagao regular, isto é, suas caudas nao “imitam” poténcias de x.

A partir do Capitulo 3, as distribuicoes estaveis serao associadas a convergéncia
em distancia Mallows e aos processos de somas parciais por meio de ponderacoes. Em
particular, nos Capitulos 4 e 5 exploraremos processos gerados por amostras aleatorias

de distribuicoes, com destacado interesse no caso a-estavel.

1.3 Processos Empiricos

Nesta secao, abordaremos os conceitos e resultados que envolvem os processos
empiricos. Cabe esclarecer que, aqui e no restante do texto, a expressao amostra
aleatoria de uma distribuicao F' denota uma sequéncia de variaveis aleatorias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com F'. As defini¢oes e resultados dessa segao
podem ser encontrados no livro de Csérgo e Horvath (1993) ou no livro de Shorack e
Wellner (1986).
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Definicao 1.4. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatoria da distribuicao F. Para
cada natural n > 1, define-se a n-ésima fungao de distribuicao empirica da amostra

X1, Xs, ..., X, como
D Iixw)<e)
=1

F(z,w) = = (1.2)

n

Para x fixado, a funcao acima é uma variavel aleatoria. O numerador representa
o nimero de indices i's que satisfazem X;(w) < x. Por isso, F,(x) também pode ser
vista como a proporcao de valores da amostra que sao menores ou iguais a x, o que
justifica intuitivamente a seguinte definicao alternativa da distribuicao empirica

(0 se < Xy,

k
Fn(l’) = E s€ Xk:n§x<Xk:n+l7 k:]-avn_l (13)

L 1 se 2> X,

Nesse caso, Xi., é a k-ésima estatistica de ordem da amostra, isto é,

Xy = min{ Xy, Xo,..., X, }

KXo = min{{X1, X, ..., X} — {X1n}}

Xg;n = min{{Xl, X27 Ce ,Xn} — {Xl;n’XQ;n}}

X4:n = min{{Xl, XQ, R 7Xn} — {X1:n7 Xgm, X3:n}}

Xn:n = maX{Xl, XQ, Ce ,Xn}

Como I x,(w)<a) < Bernoulli(F'(x)), é imediato ver que, para cada =y € R,
E(F,(zo)) = F(xg) e nVar(F,(xg)) = F(x)(1 — F(x0))-
Consequentemente, a Lei Forte dos Grandes Nuimeros implica que
E, (z0) X% F (20), n — oo. (1.4)

Em outras palavras, a sequéncia de varidveis aleatérias F,(zg) é um bom estimador
para o valor F(zg). Mas F),, vista como fungao de distribuigdo, também é um bom
estimador para a distribuicao F', conforme atesta o Teorema de Glivenko-Cantelli,
reproduzido a seguir.

Teorema 1.3. (Glivenko-1917, Cantelli-1933)
Se F,, € a distribuicao empirica relativa a uma amostra aleatoria X, ..., X, da distri-
buicao F (nao necessariamente conhecida), entao

q.c
sup |F,.(z) — F(x)] — 0, n — oc. (1.5)
z€R

Tendo em vista aspectos interessantes acerca de amostras, a exemplo de intervalos

de confianga, s6 para citar uma recorrente investigacao em Estatistica, as relagoes (1.4)

e (1.5) motivam naturalmente o estudo do seguinte processo estocéstico:



Capitulo 1. Preliminares 9

Definicao 1.5. Define-se o n-ésimo Processo Empirico, ou simplesmente Processo
Empirico, baseado na amostra aleatoria X, ..., X, de F', como

{Bu(z),z € R} = {\/E(Fn(x) — F(z)),z € R} , n>1.

As consideragoes anteriores e a definicao de processo empirico induzem ao questio-
namento em torno de possiveis relagoes entre [3,(x) e a distribuigdo Gaussiana, via
Teorema do Limite Central. De fato, o processo empirico esta relacionado a uma
variavel aleatoria Gaussiana particular, que faz parte da chamada Ponte Browniana.

Defini¢ao 1.6. Um processo estocdstico {B(t),0 <t < 1} € uma Ponte Browniana se
B(t) = W(t) —tW(1),0 <t <1,
em que {W(t),0 <t < oo} é um Movimento Browniano.

Trivialmente, B(t) é um processo Gaussiano e FE(B(t)) = 0. Além disso, para
s, t €[0,1),

Cov[B(s), BW] = Cov [W(s) = sW(L),W(t) ~ W (1)

5 [W(s _ s ] [W(t ) -t (1 }}

- [ YW (E) — tW (s)W (1) — sW ()W (1) + stw(ﬂ
= min{s,t} — st = (s At)— st.

E[ ) — s (1 ] E[W (1)}
(s

Portanto, Var(B(t)) = t(1 —t), o que permite a caracterizacao da Ponte Browniana
como um processo Gaussiano com média zero e func¢do covariancia “(s A t) — st”.

Enunciamos a seguir, em forma de Lema, o Teorema do Limite Central para pro-
cessos empiricos.

Lema 1.1. Seja F' uma funcgdo de distribuicdo. Se x € R € tal que 0 < F(x) < 1,
entao

Balw) =2 Z(x) = N(0, F(a)(1 = F())) (1.6)

Essa convergéncia serd pega fundamental em nosso estudo dos processos empiricos
a ser feito no Capitulo 4.

A proxima defini¢ao inicia nossa abordagem do processo empirico quantil, um pro-
cesso estocdstico que pode ser visto como um inverso do processo empirico [3,(x).

Definicao 1.7. Se Xy,...,X,, é uma amostra aleatoria da distribuicao F, entao:

1. A inversa generalizada de F € a funcdo dada por

F~(t)=inf{z; F(z) > t}, F (0)=F (07).

2. A inversa generalizada empirica ou func¢do quantil empirica € dada por

F (t,w) = inf{z; F,(z,w) >t}
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Naturalmente, por sua definicdo, a funcao quantil empirica pode ser vista como
varigvel aleatéria ou como fungao de distribui¢ao. Para um fixado ¢t € [0, 1), a definigao
acima permite a seguinte representacao.

Xl:n ) t= 07

P i (1.7)
<t<

n n

Assim como ocorre com a funcao de distribuicao empirica F),, podemos associar a
inversa empirica £, um processo estocéstico.

Definicao 1.8. Define-se 0o n-ésimo Processo Quantil Empirico, n > 1, ou simples-
mente Processo Quantil, associado a amostra X+,...,X,, de F', como

{g.(t),t € (0,1)} ={v/n (F, (t)—F~(1)),t€(0,1)}, n>1

Ao passo que F,, funciona como bom estimador para a distribuicao F', a distribuicao
quantil empirica nao funciona como bom estimador para a inversa generalizada F~,
exceto nos pontos de continuidade desta, conforme atesta o resultado a seguir.

Lema 1.2. (Conforme Csérgo e Horvath , 1993, p. 366)
Seja F' uma funcgao de distribuicao.

1. A menos que F tenha suporte limitado, € verdade que
P{ lim sup |[F(t) — F, ()] = oo} = 1.
n—=00 <<

2. Se F'~ € continua em ty, entao

li F; (ta) = P (1)
n—oo

Este Lema ja mostra que, na melhor das hip6teses, o processo quantil ¢, (t) sé é
bem comportado nos pontos de continuidade da inversa generalizada, o que ja impoe
certas limitagdes a qualquer analogia que possa ser feita com f,(t). O préximo lema
confirma essa linha de pensamento, ao mostrar que o comportamento assintético de
dn(t) estd bem definido, mas sob condigoes mais restritivas do que as que temos para
o comportamento assintético de (,(t).

Lema 1.3. (Conforme Shorack e Wellner (1986), p. 639).
Suponha que F é uma fung¢ao de distribuicao derivdvel em F~(t), t € (0,1), que sa-

tisfaca a condigio F'(F~(t)) = m > 0. Neste caso, € verdade que
D B(t) d t(l — t)
lt) 2 72 2V (0 7)) ()

No Capitulo 4, para um fixado t € (0, 1), obteremos um modo de convergéncia mais
forte tanto da sequéncia de varidveis aleatérias 3, (t) para a ponte Browniana B(t) como
da sequéncia g, (t) para a variavel aleatéria limite de (1.8). Trata-se da convergéncia em
distancia Mallows, que estd associada a métrica homonima em certo espago de funcoes.
Na préxima segao, abordaremos a distancia Mallows e a convergéncia associada a ela.
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1.4 Distancia Mallows

Definicao 1.9. Para o > 0, define-se a Distancia Mallows de ordem «, ou a-ésima
Distancia Mallows, ou simplesmente, Distancia Mallows entre as funcoes de distri-
buicao F' e G, como

d, (F,G) = (&%f/)mx _Y] ) . (1.9)

Neste caso, o infimo é tomado sobre todos os vetores aleatérios (X,Y) com distribui¢oes
marginais F e G, ou seja, X tem distribuicao F', e Y tem distribuicao G.

Uma terminologia comumente empregada em estudos que envolvem este conceito
é a Distancia Mallows de ordem « entre as varidveis aleatorias X e Y, que nada
mais é do que d,(Fx, Fy). Portanto, ndo faremos maiores diferenciagoes entre essas
terminologias no desenvolvimento de nosso trabalho.

Segundo Bickel e Freedman (1981), a distancia (1.9) é uma métrica no espaco das
distribui¢oes com a-ésimo momento finito, descrito por

o0

—0o0

LY = {F é funcao de distribuicao ; / |z|*dF(x) < oo} . (1.10)
Para 0 < a < 1, a distancia d% é uma métrica no mesmo espaco. Segue, portanto, que

para o > 1,
do(F,G) < d,(F,H)+d,(H,G). (1.11)

Observacgao 1.4. Apesar de ser possivel que d(F,G) < oo mesmo que as distribui¢oes
ndo estejam no espago L* (basta considerar = G), a imposi¢ao da finitude dos mo-
mentos para a adogao de d, como métrica em L ndao €, necessariamente, dispensdvel.
No Capitulo 3, apresentaremos, no Exemplo 3.2, uma situacdo na qual a distancia
Mallows € infinita, apesar de uma das distribui¢oes envolvidas possuir a-€simo mo-
mento finito.

Nesta tese, as operagoes envolvendo a Distancia Mallows serao feitas por meio de
uma representagao alternativa da expressao (1.9), cujo manuseio é mais conveniente
aos nossos propositos. Tal representacao esta disposta a seguir.

Teorema 1.4. (Dorea e Ferreira, (2012)).
Se a > 1, entao

& (F.G) = E{F(U) -G (U)]"} = / Fo() -G @d (112)
— B{X" - Y} - / o —y[fdH (). (113)

Neste caso, (X*,Y*) ~ F NG, isto € H (z,y) = P(X* < z,Y*<vy)=F(z) NG(y).

E possivel mostrar que a representacao da distancia Mallows no Teorema 1.4 nao
pode ser assumida para 0 < a < 1, mesmo quando o a-ésimo momento das distribuicoes
é finito, como mostra Exemplo 1 de Dorea e Ferreira (2012). Como essa representacao
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é a chave de alguns dos nossos resultados fundamentais, as contribuicoes de nosso
trabalho sempre partirao do caso a > 1.

A metricidade da distancia Mallows motiva naturalmente alguma nocao de con-
vergéncia associada a ela. Na préxima definicao, estabeleceremos o modo de con-
vergencia que permeara todo o texto deste trabalho.

Defini¢ao 1.10. Sejam {F,,},,>1 € F func¢des de distribui¢ao. Diremos que F,, converge
para F' em distancia Mallows de ordem o, ou na a-ésima distancia Mallows, se

do(F,, F) 0.

A definicao acima prescinde da finitude do a-ésimo momento, pois tal condi¢ao nao
é, a rigor, necessaria. Para ver isso, basta considerar F,, = F' para n > k € N com
F ¢ Lo

A convergéncia em distancia Mallows se relaciona com a convergéncia em distri-
buigao por meio da equivaléncia disposta na préoxima proposicao. Esse resultado sera
util em todos os capitulos deste trabalho, por permitir a obtencao da convergéncia
em distancia Mallows de forma indireta e simples. Um dos conceitos envolvidos no
enunciado a seguir sera explicado na sequéncia do texto.

Proposicao 1.2. (Bickel e Freedman (1981)).
Se F.{F,}n>1 € L%, entdo a convergéncia do(F,, F) L5 0 € equivalente a qualquer
das relagoes a sequir.

1 Fni>Fe/

— 00

o0

|x|aan(a:)i>/ |z|*dF (z).

2. F, 25 F e {F.}n>1 € uniformemente a-integrdvel.

O uso da Proposigao 1.2 para a obtencao da convergéncia em distancia Mallows
requer ferramentas que nos permitam provar a convergéncia dos momentos, ja que
isso nao decorre naturalmente da convergéncia em distribuicao. De fato, o Lema de
Fatou e o Teorema do Mapeamento (conforme Billingsley, 1995, p. 338) mostram que
a convergencia em distribuigao de F), para F' garante apenas que

[e.9] o
/ |z|*dF (z) < liminf/ |z|*dF,(x), «o>1.
— 0 n —00

Uma situagao na qual a convergéncia em distribuicao pode levar a convergéncia dos
momentos é aquela na qual temos a integrabilidade uniforme da sequéncia envolvida.
Definimos esse conceito a seguir.

Definicao 1.11. Diremos que a sequéncia de varidveis aleatorias { X, },>1 € Uniforme-
mente Integrdavel se

lim sup/ | X, |dP = 0. (1.14)
(1Xn|2b)

b—oo

Na expressao (1.14), o simbolo dP indica que a integragao se da com relagao a
medida de probabilidade do espaco de probabilidade (€2, F, P) onde estao definidas
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todas a varidveis aleatérias da sequéncia {X,,},>1. Uma condicao suficiente para que
tenhamos a integrabilidade uniforme ¢é a limitacao

sup B| X,|'** < oo, para algum ¢ > 0. (1.15)

De maneira geral, pode-se definir a a-integrabilidade uniforme da sequéncia de
variaveis aleatérias {X,},>1 como a integrabilidade uniforme de {(X,)*},>1. Na-
turalmente podemos falar sem maiores explicagoes sobre integrabilidade uniforme de
sequéncias compostas por fungoes de distribuigoes { F}, },>1 pois, nesse caso, a Defini¢ao
1.11 refere-se a qualquer sequéncia de varidveis aleatérias {X,,},>1 tal que X, ~ F,.
Formalmente, a a-integrabilidade uniforme de uma sequéncia de distribuigdes {F}, },,>1
pode ser suficientemente representada pela expressao

sup/ |z|*dF,(z) < oo,

n —00

COImMo usaremos por vezes nesta tese.
No desenvolvimento de nosso trabalho, usaremos, na maior parte do tempo, o teo-
rema a seguir como principal meio de prova da convergéncia de momentos.

Teorema 1.5. (Conforme Billingsley, 1995, segao 25)

Se X, Loxe { X, }n>1 € uniformemente integrdvel, entdo X € integrdvel e
B(X,) = BE(X).

Por outro lado, se E|X,| — E|X| e X, L2y X, entio { X} n>1 € uniformemente
integravel.

O Teorema 1.5 encerra o conjunto de resultados e conceitos basicos que precisa-
mos para apresentar objetivamente as contribuicoes desta tese. No proximo capitulo,
apresentaremos a distancia Mallows ponderada e os conceitos associados a ela que nos
interessam. Provaremos resultados matematicos que, para além de seu valor tedrico,
serao tteis na confeccao das principais contribuicoes desta tese, no Capitulo 3.



Capitulo 2

Distancia Mallows Ponderada

2.1 Introducao

O Teorema do Limite Central classico, em sua versao mais simples, assegura que
uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d)
{ X, ns1, tal que E(X;) = p < oo e 0 < Var(X;) = 0% < oo, possui, para suas somas
parcias

Sp,=X1+Xo+ ...+ X,,

o comportamento assintético descrito por
S — 1
ov/n
Intuitivamente, esse resultado assegura um comportamento palpavel para qualquer
situacao que possa ser vista como a resultante de muitos fatores individualmente insig-
nificantes e independentes. Mesmo em casos nos quais dispensamos a independéncia
ou a identicabilidade das distribuicoes, certas imposigoes asseguram o mesmo compor-
tamento assintético de (2.1). A nocao intuitiva que acabamos de citar é a ilustragao
mais simples do alcance das somas parciais em qualquer campo de estudo, dado que
incontaveis situacoes podem ser descritas nos termos dessa interpretacao. Em um caso
mais geral do Teorema do Limite Central, quando mantemos a independéncia, mas nao
a identicabilidade, por exemplo, a convergéncia (2.1) se traduz em

Sn— E(Sy)

Sn

L5 N(0,1). (2.1)

L2, N(0,1), (2.2)

com (s,)? = Var(X;) + ... 4+ Var(X,). Neste caso, mantemos a intui¢ao inicial de
(2.1), pois (2.2) requer a imposi¢ao da chamada Condigao de Lindenberg (trivialmente
Xk — [k

satisfeita no caso i.i.d), pela qual asseguramos que as parcelas sejam uniforme-

n
mente pequenas para grandes valores de n. A Condi¢ao de Lindeberg é assim descrita:

n

1
Ve >0, lim —Z/ (2 — pg,)?dFy(z) = 0. (2.3)
|x—pg|>esn

n—o0 3% —

No limite acima, X; ~ Fj. Ao dispensarmos a limitacao imposta por meio da
condigao 0 < Var(X;) = 6% < 0o, obtemos a classe G, das distribuigoes estéveis nao

14
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Gaussianas no lugar do limite assint6tico em (2.2). De fato, as distribuigoes estaveis sao
os unicos limites em distribuicao possiveis para as somas parciais, conforme o Teorema
1.1 e a Observacao 1.3.

Trabalhos recentes tém tido sucesso na obtencao de uma convergéncia para estaveis
analoga ao Teorema do Limite Central quando o modo de convergéncia é a distancia
Mallows. Nesta esteira, podemos citar Johnson e Samworth (2005), Barbosa e Dorea
(2009) e Dorea e Ferreira (2012). A obtencao de convergéncias do tipo

Sn n
dg (W, Ga) — 0, (24)

nao prescindem de alguma hipétese andloga a condigao (2.3) em sua estruturagao. Na
versao i.i.d de (2.4), com X; ~ F', a condigao tipo-Lindeberg se descreve pela imposi¢ao

do(F,G,,) < o0, (2.5)

apesar de a finitude do segundo momento associado a F' nao ser necessario nessas for-
mulagoes. Contudo, a finitude exigida em (2.5) pode nao acontecer mesmo em casos
mais simples, o que impede convergéncias do tipo (2.4).

Neste Capitulo e no Capitulo 3, voltamos nossa atencao a producao de convergéncias
de somas parciais envolvendo a distancia Mallows nos casos em que (2.5) falha. Para
tanto, lancaremos mao, neste Capitulo, da distancia Mallows ponderada e das distri-
buicoes ponderadas, para gerar resultados que serao fundamentais para a elaboracao
de teoremas de convergéncia em distancia Mallows de somas parciais no Capitulo 3.

Na Segao 2.2, formalizaremos e discutiremos o teorema de Barbosa e Dorea (2009)
que motivou nossa abordagem a distancia Mallows ponderada. Apresentaremos um
exemplo no qual, apesar da distribuicao F' pertencer ao dominio de atracao de G, a
distancia Mallows entre F' e GG ¢ infinita, a despeito de intuitivamente esperarmos que
esse fato nao ocorra.

Na Secao 2.3, definiremos as distribuicoes ponderadas F,, e os momentos pondera-
dos. Mostraremos, em nossos primeiros resultados, as relagoes entre distribuicoes pon-
deradas, momentos ponderados e convergéncia em distribui¢ao. Por fim, definiremos
a distancia Mallows ponderada e concluiremos a secao com o nosso Lema 2.3, impor-
tante ferramenta que relaciona d, ,(F, G) € do(Fy, Gy). Esse Lema serd indispensével
no Capitulo 3, onde buscaremos resultados de convergéncia em distancia Mallows que
contornem a restri¢ao d,(F, G) = oco.

Na Secao 2.4, usamos os lemas da Segao 2.3 para produzirmos resultados de con-
vergéncia em distancia Mallows que envolvem duas sequéncias de distribuicoes. De
certa forma, os teoremas dessa secao reproduzem para a convergéncia em distancia
Mallows uma relacao classica entre sequéncias que ¢ valida para as convergéncias em
probabilidade e em distribuicao, conforme descrevemos a seguir, para duas sequéncias
quaisquer de varidveis aleatérias {X,,}n>1 € {Yn}a>1.

X, =Y, 50,7, -5Y =X, -5V (2.6)

Esta relacao é identificada, por vezes, pela denominacao Teorema de Slutsky, assim
como inimeras relagoes que envolvem operagoes entre sequéncias de varidveis aleatérias
fracamente convergentes.
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2.2 Convergéncia de somas parciais na distancia
Mallows

Nesta segao, apresentaremos um resultado de Barbosa e Dorea (2009) que prova
uma convergéncia analoga ao Limite Central para a distancia Mallows. Discutiremos
alguns de seus aspectos e destacaremos a limitacao de seu caso i.i.d, que serviu de
motivagao inicial as nossas abordagens neste Capitulo e no préximo.

O Teorema a seguir estabelece condigoes suficientes para que se aproxime, em
distancia Mallows, uma variavel aleatéria estritamente a-estavel nao Gaussiana por
uma soma de varidveis aleatérias (ndo necessariamente identicamente distribuidas).

Teorema 2.1. (Barbosa e Dorea (2009))

Fize o € (0,2). Considere {(Xn,Yn)}n>1 uma sequéncia de vetores aleatorios in-
dependentes tal que Y1,Ys, ... sejam copias independentes de uma varidvel aleatoria
estritamente a-estavel Y, satisfazendo, para cada b > 0,

lim — ZE{|X Y;[°I(|X; — Y] > bn=)/20)) = 0. (2.7)

n—oo M,

Neste caso, existe uma sequéncia de constantes {c, }n>1 tal que

do(Fp, Go) = 0, (2.8)

X Xn - Cn . .
com G, = LY e F, a1t j;a - Além disso, para 1 < o < 2, podemos tomar

Cn = ZEXj — EY.

j=1
Observacao 2.1. Hd dois aspectos relevantes de interesse no Teorema 2.1.

1. A condigao (2.7) equivale a classica Condi¢ao de Lindeberg do Teorema do Limite

X (2
Central. De fato, as identificacoes X; <> /nl/Q’ Y, & —sn/unlﬂ e b+ en'/?,
mostram que
1 n
s—zz/{ o @) = —ZE{\X i PIX; — pul > e5.)
no;i_ T|lx—p;| >esn Sh

_ 1ZE{‘X,-S—M <|X |>€Sn>}
ni 172 Sn/N2

= %ZE{|XZ-|°‘]I (1Xi| > en/*)}.
=1

A dltima igualdade apenas considerou o caso particular p; =0 e o; = 1.

2. O Teorema 2.1 dispensa a condi¢ao de finitude do sequndo momento exigida no
Teorema do Limite Central, ao mesmo tempo que prové um modo de convergéncia
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mais forte que a convergéncia em distribuicdo. Quando X1, Xs, ... sao identica-
mente distribuidas com distribuicao F, é possivel mostrar que a condigdo (2.7)
torna-se

do(F,G,,) < o0. (2.9)

Esse ponto de vista também surge diretamente como consequéncia da representa¢ao
do Teorema 1.4, como é possivel verificar no Lema 2 de Dorea e Ferreira (2012).

A versao identicamente distribuida do Teorema 2.1 pode ser assim descrita.

Teorema 2.2. (Versao i.i.d do Teorema 2.1)

Fize a € (0,2). Considere { X, },>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independen-
tes tal que X,, ~ F para cada n > 1. Se existe uma varidvel aleatoria estritamente
a-estavel Y ~ G, satisfazendo

do(F,G,) < 00, (2.10)
entao existe uma sequéncia de constantes {c, }n>1 tal que

do(F,, Go) -0, (2.11)

d X1—|—+Xn—c

com I, = 7 " Paral < a < 2, podemos tomar ¢, = EX; — EY .
n (0%

Sob as mesmas notagoes do Teorema 2.2, com 1 < a < 2, pode-se ainda estabele-
cer uma equivaléncia entre a convergencia na distancia Mallows e a convergéncia em
distribuigao, conforme descrevemos a seguir.

Teorema 2.3. (Conforme Dorea e Ferreira (2012))
Seja 1 < a < 2. A condigdo (2.10) garante a equivaléncia dada por

do (Fp,Go) =50 < F, 25 G,. (2.12)

A condicao (2.10) pode falhar mesmo em casos que, intuitivamente, esperariamos
que ela acontecesse naturalmente. Essa afirmacao estd ilustrada no préximo exemplo.

Exemplo 2.1. Considere a distribui¢ao estritamente estdvel G = S1(1,0,0) e a dis-
tribuicao F' descrita por

1 1
— (14— , 0<2<2
o ( +1—|—10g2) P USTsS

1 1
—(1+—) , z>2.
T 1+ logx

Usando o Teorema 1.1 e a Observagao 1.3, podemos ver que F' € D(G). Isso poderia
conduzir-nos a expectativa de que a distancia Mallows entre as distribuicoes seria finita,
pois o conceito de dominio de atracao estabelece alguma aproximacdao assintotica entre
somas parciais provenientes de F' e a distribuicao G.

Contudo, pode-se mostrar que d,(F,G) = oo (veja detalhes no Exemplo 2 de Dorea
e Ferreira (2012)), de forma que nao € possivel, através do Teorema 2.2, aprozimar em
distancia Mallows uma varidvel aleatoria Y ~ G por somas estabilizadas de amostras
aleatorias da varidvel X ~ F. Nao € possivel, também, estabelecer a equivaléncia do
Teorema 2.3

F(—z)=1—-F(z) =
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A fim de contornar os casos em que nao ocorre a condi¢ao (2.10), nés proporemos,
no Teorema 3.2, um resultado no qual a nova condicao de convergéncia é a finitude
da distancia Mallows ponderada entre F' e G. De fato, como sera ilustrado em um
momento posterior desta tese, o uso de uma ponderacao na distancia Mallows pode
mudar a condi¢do d,(F,G) = oo e permitir convergéncias (com os devidos ajustes)
do tipo (2.11). Essa generalizagao da hipdtese poderd implicar no estabelecimento de
uma convergencia de somas parciais com parcelas ponderadas para uma distribuicao
estavel nao Gaussiana ponderada. As proximas duas segoes desenvolverao resultados
e conceitos que, no terceiro capitulo, darao suporte a elaboracao de conclusoes sobre
convergéncia em distancia Mallows (ponderada ou nao) para somas parciais.

2.3 Distribuicoes ponderadas e distancia Mallows
ponderada

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de distribuicao ponderada e distancia
Mallows ponderada, bem como proporemos as primeiras contribuicoes desta tese, que
visam possibilitar a elaboracao de resultados que contemplem a convergéncia em distancia
Mallows (ponderada ou nao) de somas parciais.

O uso de distribuicoes ponderadas surge quando uma amostra aleatéria de uma
populagao de interesse ndao pode ser obtida ou nao é desejada (selegao de modelos),
sO para citar uma recorréncia. Alguns trabalhos recentes em matemaética aplicada e
matemadtica pura trataram dessa ferramenta, tais como Ma et al. (2005), Kim (2008)
e Li et al. (2012). Como uma ponderacao na distribuigdo pode representar uma
ponderacao em sua variavel aleatoria, esse procedimento também pode ser estabelecido,
num contexto de somas parciais, para induzir médias ponderadas ou para fazer um
tapering nos dados.

Definicao 2.1.
1. Diremos que w : [0,1] — [0,00) € uma fung¢do peso, ou ponderacdo, se ela for
uma densidade em [0,1]. Em outras palavras, se w(-) >0 e se
1
/ w(u)du = 1. (2.13)
0

2. Dada uma funcgao de distribuicao F', denotaremos sua distribuicao ponderada por

Fae) = [ " w(F(y)dF(y). (2.14)

—00
3. O espaco das distribuicoes com a-ésimo momento ponderado finito serd descrito
por

[e.o]

—00

Lo = {F ¢ fungao de distribuicdo ; / |z|%w(F(x))dF (z) < oo} :



Capitulo 2. Distancia Mallows Ponderada 19

Ressalte-se, para efeito de comparacao, que o espaco definido no ultimo item da
Definicao 2.3 é o equivalente ponderado do espaco

o
LY = {F é fungao de distribuicdo ; / |z|*dF(z) < oo} :
—0o0
Nas defini¢oes acima, observe que a fungao peso pode gerar distribuicoes pondera-
das independentemente da finitude dos momentos na distribuicao original. Esse fato
torna essa definicao particularmente atraente, pois é recorrente, nos textos que tratam
de distribui¢oes ponderadas, a exigéncia de que algum momento envolvendo a pon-
deragao seja finito, uma clara limitagdo. A defini¢ao de distribuigao ponderada (2.14)
foi proposta por Dorea e Lopes (2014).
O préximo exemplo ilustra um efeito, desejavel aos nossos propoésitos, do uso de

ponderagoes nos moldes acima sobre uma distribuicao com segundo momento infinito.

Exemplo 2.2. Considere a fungao de distribuicao F' do Fxemplo 2.1, isto €,

1 1
(14—, 0<a<2
o ( +].+mg2) CU=TES

1 1
— |1+ , z>2
T 1+ logx

F(—z)=1-F(z) =

Para X ~ F, temos que

ip (]X\ > n1/2) _ i [1 _p (]X| < nl/Q)} — i [1 _F (n1/2) + F (—n1/2)] = 00,

n=1 n=1

o que equivale a dizer que o seqgundo momento de F € infinito, F' ¢ L* (conforme
Rohatgi e Saleh, 1976, p. 76). Agora, considere a fun¢ao

1
3243 L 0<t<g

w(t) =

32(1—1¢) , =<t<1.

1
2
A fungdo w é nao negativa e satisfaz a igualdade (2.13), razdo pela qual ela é uma
fungdo peso, ou ponderagao. A partir de (2.14), podemos ver que a distribui¢ao pon-
derada F,, € dada por

S[F(x)]* , z< -2
8A* | —2< <0
1—-84* , O<x<2
1-8(1—F(z)* , z>2.

F,(x) =

1 1
em que A = o (1 + m) Se X, ~ F,, entao

iiPQXM>nwﬁziih—ﬁ;mmﬁ+ﬂx—wﬂﬂ<oq

n=1 n=1

e o sequndo momento ponderado € finito. Em outras palavras, F € L2 ou F,, € L*.
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O efeito, descrito no Exemplo 2.2, da ponderacao sobre a distribui¢ao serd muito 1til
na obtencao de alguma versao da condicao (2.10) quando ela nao ocorrer naturalmente.
Veja, por exemplo, que se a ponderacao que acabamos de usar garantir G, € £2, para
a distribuigdo G = S;(1,0,0) do Exemplo 2.1, entdo, a desigualdade de Minkowski

garante que
dQ(Fw, Gw) < 00,

apesar de termos
dg(F, G) = OQ.

Os resultados desta secao pretendem usar fenomenos como esse em proveito de nosso
objetivo neste capitulo.

Antes de apresentarmos o primeiro lema desta tese, observemos que, quando F' é a
distribuicao uniforme, a ponderacao w define uma funcao de distribuicao dada por

W(z) = /Oxw(u)du, 0<z<L1.

Lema 2.1. Considere o« > 0. Nesse caso
F,el*s Fel,. (2.15)

Além disso,

Fy(x)=W(F(x)) e F, (u)=F (W™ (u)) (2.16)

Demonstragao:
Primeiramente, provaremos a igualdade (2.16).
Claramente, a substituigdo y = F'~(u) implica em

Fo(r) = / w(F(y))dF(y) = / w(u)du = W(F(z)).

Seja 0 < u < 1. Como W é continua pela direita, é verdade que W (W~ (u)) > u. Por
outro lado, se z é tal que F(x) > W~ (u), entao

W(F(z)) 2 W(W~(u)) = u.

Por isso,

{w:F(a) > W (u)} C {2; W(F(x)) > u}

{z; F(x) > W™ (u)} C {x; Fy(x) > u}. (2.17)

Se x é tal que F,(z) = W(F(x)) > u, é imediato que F(x) > W~ (u). Portanto,
{z; Fy(z) > u} = {z; W(F(x)) > u} C {z; F(x) > W~ (u)}. (2.18)
Das inclusoes (2.17) e (2.18) segue a igualdade

F, (u) = F=(W(u)).

w
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Suponha agora que F,, € L*. Por (2.16), temos

[1arabua) = [lapaw(F@) = [lorupe)r)

donde segue que F' € L¢. A mesma sequéncia de igualdades garante a reciproca e,
consequentemente, a equivaléncia disposta em (2.15).

O

Nosso proximo lema prova que a convergéncia fraca é invariante por ponderagoes.
I[sso nos permitira usar ponderacoes para garantir convergéncias de uma forma indireta.

Observacao 2.2. Dewve-se frisar aqui que todos os resultados nos quais a positividade
da ponderacao for imposta, podem prescindir dessa hipotese num ambito mais geral.
Na verdade, o que interessa em tais resultados € o crescimento estrito da funcao que
possui a ponderacao w como densidade, de forma que a positividade estrita de w €
suficiente, mas nao necessaria.

Lema 2.2. (Invariancia da Convergéncia Fraca por Ponderagoes).
Sejam {F, }n>1 € G fungoes de distribui¢ao. Se w(-) > 0, entdo

F,-2 G & F,,-2 G, (2.19)

Demonstragao:
W é estritamente crescente, pois w(:) > 0. Primeiro mostraremos que sao iguais os
conjuntos dos pontos de continuidade C'(G) de G e de sua versao ponderada G, isto
€,
C(G) = C(Gy). (2.20)
Suponha que exista z € C(G) tal que x ¢ C(G,). Neste caso, hd pelo menos uma
sequencia x,, — x tal que

Gu(zn) = W(G(x,)) » W(G(2)) = Gu(x). (2.21)
Como z € C(G) é imperativo que G(z ) G(z), e a continuidade de W implica que
Gu(zn) = W(G(x,)) — W(G(x)) = Gyu(x), o que contradiz (2.21). Logo, vale que

C(G) C C(Gy).

Similarmente, suponha que exista x € C(G,) tal que z ¢ C(G). Neste caso,
podemos encontrar uma sequéncia z,, — x com G(Z,,) - G(x). Como W é estritamente
crescente, vale que

Gu(Ty) = W(Gy(Tn)) » W(G(2)) = Gu(z),

uma contradi¢do ao fato de que x € C(G,). Logo C(G,) C C(G), e concluimos a
igualdade (2.20).

Para provar a necessidade em (2.19), assuma que F, 25 G e tome z € C(Gy).
Como z € C(G), é verdade que F,(z) — G(x). Pela continuidade de W, chegamos a

Fow(x) = W(E.(2)) = W(G(2)) = Gu().
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Para a suficiéncia em (2.19), assuma que F), ,, L G, e tome z € C(G). Suponha

que temos F,,(z) - G(x). Nesse caso, para alguma subsequéncia vale que Fy(x) £z,
digamos Z < G(z). Como W é continua e estritamente crescente, temos que

Fru(z) = W(Fi(x)) == W(z) < W(G(2)) = Gy(2),

uma contradi¢ao ao fato de que x € C(G,,). Logo, F,,(x) — G(x) e temos a equivaléncia
desejada.

O

Uma implicacao imediata do Lema 2.1 ¢ a relagao entre a distancia Mallows e sua
versao ponderada, cuja definicao destacaremos a seguir.

A versao ponderada da distancia Mallows tem sido utilizada com sucesso na pro-
posicao de testes de similaridade envolvendo essa métrica, nos quais alguns requisitos
técnicos requerem a adogao de uma ponderacao para serem validos. Na tltima década,
alguns trabalhos se destacaram nessa drea de atuagao, tais como de Wet (2002), Csorgo
e Szab6 (2003) e del Barrio et al. (2005). Um trabalho mais recente que usa a distancia
Mallows ponderada fora do contexto estatistico que pode ser citado aqui é o artigo de
Lisini et al. (2012).

Definicao 2.2. A a-ésima distancia Mallows Ponderada entre duas funcoes de distri-
buicao F' e G € definida como

dpo(F,G) = (/ | ( ()\“w(t)dt)i. (2.22)

Anteriormente, citamos alguns trabalhos recentes que fizeram uso de distancia
Mallows ponderada ou distribuicoes ponderadas em seu desenvolvimento. Contudo,
uma abordagem unificada de ambos os entes matematicos para a resolucao de algum
problema s6 apareceu em Dorea e Lopes (2014). Nesse trabalho, as distribuigoes ponde-
radas e a distancia Mallows ponderada foram usadas em conjunto para a proposicao de
testes de similaridade que incluissem as distribuigoes estaveis. Tal abordagem inspirou
nossa metodologia de obtencao de uma condicao analoga a

do(F,Gy) < 00, (2.23)

por meio da distancia Mallows ponderada, como delinearemos a seguir.
Nosso préximo resultado estende o Lema 2.2 de Dorea e Lopes (2014), onde o caso
a = 2 foi tratado.

Lema 2.3. Seja a > 1. Assuma que w(-) > 0. Nesse caso
do(Fy, Gy) = dow(F, G). (2.24)

Demonstragao:
Como w(-) > 0, temos que W~ (W (v)) = v, 0 < v < 1. A condigdo a > 1 permite-
nos usar a representacao (1.12) do Teorema 1.4 e a rela¢do (2.16) do Lema 2.1 para
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escrever:

d%(F,, Gy) = /0|F,;(x)—G;(x)l°‘dff
= [P ) -6 @
_ /0 [F~ (W™ (W(0)) = G (W™ (W (0))|"dW (v)

- / F(v) — G~ ()| *w(v)dv

= dg.(F,G).
Naturalmente, isso implica dizer que
do(Fy, Gy) = dow(F, G).
O

Uma consequéncia imediata do Lema 2.3 é a possibilidade de definirmos, no caso o > 1,
a a-ésima distancia Mallows ponderada como um infimo, nos moldes da Defini¢ao 1.9.

Definicao 2.3. Para alguma ponderacdo w e para o > 1, define-se a a-ésima distancia
Mallows entre as fungoes de distribuicao F e G, como

1

dow (F,G) = ( inf E|X, — Yw|a> . (2.25)
(Xuw,Yu)

Nesse caso, o infimo € tomado sobre todos os vetores aleatdrios (X, Ys,) com distri-

buicoes marginais F,, e Gy, ou seja, X, tem distribuicao F,, e Y, tem distribuicdao

G-

Através do Lema 2.3, fica claro o papel fundamental das distribui¢oes ponderadas na
obten¢ao de uma condigao andloga a (2.23) quando a distancia Mallows entre as fun¢oes
originais ¢ infinita. Pelo Exemplo 2.2, se duas distribui¢goes com segundo momento
infinito podem ter segundo momento ponderado finito e, se a distancia Mallows (de
ordem menor ou igual a 2) entre as distribui¢oes originais for infinita, a ponderagao
garantird a finitude da distancia Mallows entre as versoes ponderadas (via desigualdade
de Minkowski). Isso implicard na finitude da distancia Mallows ponderada entre as
distribuicoes originais, conforme o Lema 2.3.

Na préxima Secao, usaremos os lemas demonstrados até aqui para gerarmos resulta-
dos de convergéncia em distancia Mallows entre sequéncias de fungoes de distribuigao.

2.4 Convergéncias entre sequéncias

Nesta secao, serao apresentados alguns resultados que, de certa forma, reprodu-
zem para a distancia Mallows uma conhecida relagao costumeiramente associada ao
Teorema de Slutski, a saber,

X, =Y, 50V, -5y =X, 5V (2.26)
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Lema 2.4. Suponha a > 1 ew(-) > 0 uma ponderagao limitada. Se {F,},>1 € {Gpn}n>1
sao sequéncias de funcgoes de distribuicao, entao

do(Fn, Gn) == 0= daw(Fn,Gy) — 0, 1<a<a. (2.27)

Além disso, se G, LoGe

Sup/ |z]|*dG,(z) < oo, (2.28)
entao
do(F, Gn) == 0 = do(F,, G) - 0. (2.29)
Demonstragao:
1 1
Suponha a > 1. Se @ € (1,«), entdo parap >1leqg>1ltaisqueap=ae -+ - =1,
P q

a Desigualdade de Holder assegura que

& () = LA IFy (u) — G () *w(u)du
1 1

- {/01 - (u) — G;(u)|apdu:|z_). {/olwq(U)duP

Como ap = o > 1, a representacao (1.12) do Teorema 1.4 e a limitacao de w(-) atestam
que, para alguma constante C' > 0,

43,0 (Fay Gin) < [d3(Fo, Go)]? .0 50,
e, consequentemente, resta provada a relacao (2.27), pois
daw(Fn, Gn) — 0.

Considere o > 1. Veja agora que a integrabilidade uniforme que decorre de (2.28) e a

convergencia G, a atestam, conforme a Proposicao 1.2, que
do (G, G) = 0.
Pela relagao métrica (1.11), temos que
do(Fo, G) < do(Fy, Gy) + do(Gr, G),
o que completa a prova de (2.29), j& que o primeiro termo vai a zero por hipdtese.
U

A hipétese de finitude do a-ésimo momento, disposta em (2.28), pode ser restritiva.
Para 0 < a < 2, qualquer distribuicao a-estavel é tal que G, ¢ L%, por exemplo. Além
disso, nao podemos, a partir do Lema 2.4, obter a convergéncia em distribui¢ao

F, -2 aq, (2.30)
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pois precisariamos garantir a finitude do a-ésimo momento de GG, conforme a Proposigao
1.2.

Neste caso, o uso de fungoes peso, em conjunto com a invariancia da convergéncia
fraca por ponderacoes do Lema 2.2 e com o Lema 2.3, prové uma abordagem alternativa
ao Lema 2.4, na qual ndo s6 dispensamos a condi¢ao (2.28), como ainda obtemos a
convergéncia em distribuigao (2.30) sem a exigéncia G € L.

Lema 2.5. Considere o > 1 e assuma que w(-) € uma ponderagdo limitada. Sejam
{Gpn}n>1 € G fungoes de distribuicdo tais que Gy, LoGe

sup/ |2]*dG () < 00. (2.31)

Neste caso, para qualquer sequéncia de distribui¢oes {F,}n>1, vale que

dow(Fo,Gn) =5 0= F, 25 G. (2.32)

Demonstragao:
Pelo Lema 2.3, temos que

do(Fpaos o) = dov(Fy Gr) = 0. (2.33)
Como G, L G, o Lema 2.2 implica em
D
Gn,w — Gw~ (234)

A condicao (2.31) atesta a a-integrabilidade uniforme de {G, ,}n>1 €, consequente-
mente, a integrabilidade de G,,. Por isso, a convergéncia (2.33) e a convergéncia (2.34)
sao suficientes para usarmos o Lema 2.4 na conclusao de que dy(F), 1w, Gu) 4 0. Essa
ultima convergéncia implica na a-integrabilidade uniforme de {F}, ,, }»>1, 0 que nos leva
a

Frw —5 Gy

D ,
Pelo Lema 2.2, temos F,, — G, como queriamos.

O

Nossa meta, apds a demonstracao do Lema 2.5, é estabelecer convergéncias em
distancia Mallows de somas parciais a partir dos resultados produzidos até aqui.

Antes de encerrarmos nossa secao, abordaremos um caso peculiar no qual demons-
traremos a convergéncia para zero de uma distancia Mallows entre sequéncias de somas
parciais. Esse caso mostrara uma situagao na qual ocorre a convergéncia similar aquela
que assumimos como hipdtese nos dois lemas anteriores. Trata-se da situagao em que
a sequéncia das somas parciais é uma Martingale.

Definicao 2.4. Seja {&,}n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias definidas num
mesmo espago de probabilidade (0, F,P) e F,, C F uma filtragem. Diremos que a
sequéncia {&,,F,}, <, € uma Martingale se valem as duas propriedades a sequir.
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1. E{§} < o0, V n,
2. E{& | Fu} = &, para cada M < n.

Agora, definiremos quando uma sequéncia de somas parciais de varidveis aleatorias
¢ uma Martingale e, em seguida, citaremos o teorema que serd usado na demonstracao
de nosso resultado.

Definicao 2.5. Seja {&,}n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias e o(&y,...,&,) a
sigma-dlgebra gerada pela sequéncia, isto €, uma filtragem padrao. Diremos que a
n
sequéncia Z &,0(,...,6) ¢ uma Martingale se
J=1 n>1

1. E{Z@} < o0, Vn,
j=1

n M
2. E{Zﬁj | 0(51,...,§M)} = ij, para cada M < n.
j=1

J=1

Teorema 2.4. (Conforme Hall e Heyde, 1980, Teorema 2.22)
Sel<a<2esup{E(|&|Y)} < oo, entdo
n>1

y {
Nosso préoximo lema encerra esta Secao e, consequentemente, este Capitulo.

Z £
7j=1

n

5 0.

Lema 2.6. Seja {(X,,Y,)}n>1 uma sequéncia de vetores aleatdrios com média zero.
Assuma que

{Z (Xj - }G)aa((XhYl% SRR (XmYn))}

j=1
¢ uma martingale, que F 2 X, eG < Y,. Se para algum 1 < a < 2, temos que
do(F,G) < oo, (2.35)

entdo,paanin—i—...—l—Xn eGninjt...—i—Yn,

da(Fna Gn) n
— e — 0. (2.36)

Demonstracao:
Como a > 1, podemos usar a representacao do Teorema 1.4. Tome X! 2 X, Y 2 Y,

e (X5 YY) ~ FAG. Temos, entdo, que

n

do(F,,G,) < E{

J=1
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A sequéncia { X}, Y,*},,>1 pode ser escolhida de forma que se mantenha a estrutura de
uma martingale. Por hipdtese, temos que

do(F,G) = E(|X] = Y7'|%) < oo

Por isso, é verdade que
supE (| X = Y|*) < o0,
n

o que nos permite a aplicacao do Teorema 2.4 para obtermos

dy(Fn,Gn) o (Xi+.. .+ X, I+, +Y,
nl/oz - da ( nl/a ) nl/a (237)
(2.38)
ef >0 |
< = 4 0. (2.39)
n
]

O interesse no ultimo Lema reside no fato de ele produzir uma ordem de convergéncia
na distancia Mallows entre somas parciais cujas diferencas formam uma Martingale. A
partir disso, poderemos prover, no préoximo capitulo, uma convergéncia em distribuigao
de somas parciais (no caso Martingale) para uma varidvel aleatéria a-estével (G, ¢
L%), diretamente da condicao (2.35).



Capitulo 3

Somas parciais e ponderacao

3.1 Introducao

Neste capitulo, usaremos os resultados do Capitulo 2 para produzir algumas con-
vergéncias em distancia Mallows envolvendo somas parciais. O uso de ponderacoes
estard presente em todos os teoremas, mesmo no primeiro deles, que é uma aplicacao
imediata do Lema 2.6, mas necessita do Lema 2.5 para sua demonstracao.

Conforme sera visto na Observacao 3.1, nosso principal resultado neste capitulo, o
Teorema 3.2, encerra a alternativa que encontramos para o Teorema 2.2, no caso em
que

do(F,G,) = 0. (3.1)

O Lema 2.3 é o ponto chave para a confeccao desse resultado, pois ele contorna a
situacao na qual nao podemos ter

do(F,G) < oo,
mas podemos encontrar uma ponderagao tal que F,,, G, € L*, pois assim
dow(F,G) = do(Fy, Gy) < 00. (3.2)

Na Secao 3.2, apresentaremos, como ja dito, o teorema que trata da convergéncia em
distribuicao de somas parciais para uma variavel aleatéria a-estéavel no caso Martingale
(Teorema 3.1), além do Teorema 3.2, que apresenta alternativas a convergéncia de so-
mas parciais na distancia Mallows através da condigao (3.2). Em seguida, tratamos de
duas equivaléncias entre convergéncia em distancia Mallows ponderada e convergéncia
em distribuicao ao estilo do Teorema do Limite Central, envolvendo somas parciais e
distribuigoes a-estéveis tais que 1 < a < 2 (Teoremas 3.3 e 3.4). O coroldrio imediato
do Teorema 3.3 sera usado no resultado de abertura do Capitulo 4, em que trataremos
de um tipo especial de soma parcial.

Na Secao 3.3, ilustraremos em detalhes, para G a-estavel, algumas situacoes em
que a condigao (3.1) pode ser contornada por uma ponderacdo conveniente, de forma
a obtermos a situagdo (3.2) e, consequentemente, podermos aplicar o Teorema 3.2.
Faremos ai algumas generalizagoes de ponderacoes apropriadas para as classes de dis-
tribuicoes mais recorrentes em aplicagoes. Quase todas as ponderacoes sugeridas nessa
sec@o nao serao diferentes daquelas dispostas em Dorea e Lopes (2014). Ainda na Secéo

28
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3.3, exibiremos um caso no qual a ponderacao genérica de Dorea e Lopes (2014) nao
pode funcionar para obtermos (3.2). Estabeleceremos, nesse caso, uma ponderagao que
implique diretamente na condicao

dow(F, G) < o0,

mesmo sem a finitude dos momentos ponderados. Isso mostrard que o Lema 2.3 provée
uma abordagem suficiente, mas nao necessaria, para contornarmos (3.1).

3.2 Convergéncias de somas parciais sob ponderacao

O teorema a seguir é o primeiro de alguns resultados analogos ao Teorema do Limite
Central que envolvem a distancia Mallows ou sua versao ponderada, e que sao gerados
a partir dos lemas do Capitulo 2. No enunciado adiante, a expressao cauda pesada
denota uma distribuicao com média zero e variancia infinita.

Teorema 3.1. Suponha que {X,}n,>1 seja uma sequéncia de varidveis aleatorias in-
dependentes e identicamente distribuidas com uma distribuicao de cauda pesada F' tal

que
{Z Xl,...,Xn)}

seja uma martingale. Assuma que, para algum 1 < a < 2, ewista uma distribuicdo
estritamente a-estdvel G, = S, (1,0,0) tal que

n>1

do(F,G,,) < 0. (3.3)
Neste caso,
X Lt X,
1+ : + i> G
nt/e
Demonstragao:

Tome X* ~ F e (X*)Y) ~ F AG,. Pela representacao do Teorema 1.4, temos que

d°(F,G,) = E|X* — Y|* < 0. (3.4)

Agora, tome Y}, Y, ... copias independentes de Y, X7, X5, ... tais que X} < X, e
(X5 Y) ~ FAG,. Claramente {X},>1 pode ser tomada de forma que

{335
n>1
seja uma Martingale. Para F, = o((X7,Y)"),..., (X}, Y,))), vale que

E{i(X — V)| Fe 1} nzl —Y7) + B{X}|Fuoi} — B{Y|Fuor}.

j=1 7=1
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Na igualdade acima, E{Y|F,_1} = EY,;" = 0, pois Y, é independente de F,_;. Da
mesma forma, X é independente de Y}*,...,Y," |, o que implica em

E{X|Fo1} = E{X}|o(X], X5,..., X))} =0.

Logo
E {Z (X; - Y;*)ya_l} =Y (x5 -Y)). (3.5)

As relagoes (3.4) e (3.5) mostram que a sequéncia
SRR
J=1 n>1
¢ uma Martingale que satisfaz as hipdteses do Lema 2.6. Por isso, para

in—i-...-i-Xn
- nl/a

4 Y+ Y
- nt/a

FTL Gn

Y

é verdade que

4 (Xt A X Y+ YY)
o (X0 +n1/a1+ V) g (3.6)

dg<Fn7 Gn) -

Como G, é uma distribuicao estritamente a-estéavel, segue da Definicao 1.9 e da
Observacao 1.1 que G, = G, para cada n > 1. Uma consequéncia imediata disso
é que

G 25 G, (3.7)

Podemos escolher, como veremos na Observacao 3.2, uma ponderacao limitada w(-) que
assegure a a-integrabilidade uniforme de (G,,)., €, consequentemente, a a-integrabilidade
de {G, 4 }n>1- Como tal ponderacao ¢ limitada, a convergéncia (3.6) implica em

Ao (Fy Gp) = 0. (3.8)

A a-integrabilidade uniforme de {G,,  }», & convergéncia (3.7), e a convergéncia (3.8)
sao 0 que precisamos para usarmos o Lema 2.5 e concluirmos que

E, 2 a,.
O

Vimos na Secao 2.2, Teorema 2.2, que a condigao de finitude da a-ésima distancia
Mallows entre F' e G é uma importante limitacao a convergéncia disposta naquele
resultado. Nosso Lema 2.3 mostrou que, para uma ponderacao positiva w, é verdade
que

dow(F,G) = do(Fy, Gu).

Isso contorna a situagao na qual nao podemos ter d,(F, G) < oo para algum 1 < a < 2,
mas ¢é possivel introduzir uma funcao peso que assegure

dow(F,G) = do(Fy, Gy) < 00.
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Seja (X1,Y7), (X2,Y3), ... uma sequéncia de vetores aleatérios independentes e identi-
camente distribuidos tais que F 4 X,eG 4 Y,, n > 1. Para uma dada ponderacao w,
considere (X1 4, Y1w), (Xow, Yauw), - - . tais que F,, 4 Xnw e Gy 4 Y, w, n > 1, e denote

in,w_’_--'—'—Xn,w i}/l,w‘l"--'f‘yn,w

* *
Fn,w Gn,w

nl/a nl/a
Teorema 3.2. Seja 1 < a < 2 e assuma w(-) > 0 limitada.
Suponha que E(X,,) = E(Y,w) =0 paran > 1, e que
daw(F,G) < 0. (3.9)
Neste caso,
do(F} . G ) — 0. (3.10)

Além disso, se existe uma fungao de distribuicao Gy, tal que G, ,, EEN Gy e

sup [ [o/7dG; (2) < oc,

para algum 1 < & < «a;, entao

Fr oy 2 Gy, (3.11)
Demonstragao:
Pelo Lema 2.3,
do(Fu, Gy) = dow(F,G) < o0. (3.12)
Se tomarmos X, 4 Xnws Y, 4 Youwe (X’n, 17”) ~ (Fy N Gy), a relagao (3.12) implica

que
supF {|Xn — ffn|0‘} < 00, (3.13)

pois E|X; — Y1|* = d%(F,,G,) < co. Usando os mesmos passos da relacio (2.37),

concluimos que
«
< = .

IR

ds(rFr .., G =
a( n,w’ n,w) — n

A partir de (3.13), podemos usar o Teorema 2.4 para obter a convergéncia em (3.10),

isto é,

da(F':,wv G:(z,w) L> 0.

Suponha agora que G, — G, e sup/ |z|*dG,, (7)) < 0o para algum 1 < a < a.

n,w

Nesse caso, o Lema 2.5 garante que

D
*
Fw — Gu.
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Observacao 3.1. Uma aplicagao particularmente interessante do Teorema 3.2 é dada
quando nos tomamos G como a-estavel com 1 < a < 2. Nesse caso, sob a identicabili-
dade da distribuicao, nos obtemos uma extensao do Teorema 2.2, em que a pondera¢ao
foi tomada como w(u) =1, 0 <u < 1.

Como mostra nosso resultado, nds podemos obter (3.10), mas a convergéncia em
(3.11) s6 pode ocorrer se Gy, for uma distribuicao a-estdavel, pois nenhum outro tipo de
distribuicao pode ser o limite assintotico de somas parciais estabilizadas.

Se W(x) = [ w(u)du, entao (3.11) pode ser reescrita como
0

D _

> FL(F(X;))
= =G

nl/a w

(G(Y)),

onde G 2Y. Note que para G, £ Y., temos

PG, (GY))<y) = P

Portanto G, < G, (G(Y)).

w

Os Lemas 2.3 a 2.5 permitem-nos a obtencao de equivaléncias que reproduzem o
Teorema do Limite Central Classico para distribuicoes a-estaveis. A seguir, tratamos
do caso a = 2.

Sejam Y, Y7, Y5, ... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

%,o, o) 2 N(0,02). Sejam X, X1, Xo, . . . varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao comum F. As-
suma que F(X)=0e E(X?) = E(Y?) =0% 0 < 0% < 00, e denote

com distribuicao comum G = Sy (

in—l-...—I—Xn

N

dV1t+...+Y,

F,
NG

G

Como G, = G, temos que G, Lia A integrabilidade uniforme também é satisfeita,

pois
Y+ ... +Y.\? Y,+... +Y
E{(%)}:v<%):<m

Do Lema 2.4, se dy(F),,G,) — 0, temos

Yi+...4+Y,
DA DN, 02). (3.14)
7
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Vale a pena notar que se (3.14) ocorre, é imediato que temos dy(F,,G,) — 0. De
fato, se da(F,, G) — 0 e do(G,,, G) — 0, entdo

do(Fy, G) < do(Fy, G) + da(G, Gy).

O teorema a seguir sintetiza em si o produto dessa reflexao e gera, a partir de nossos
lemas, a equivaléncia, no caso Gaussiano, entre a convergéncia em distancia Mallows
ponderada e a convergéncia em distribuicao.

Teorema 3.3. Seja {X,}n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas com distribuicao F', e w(-) > 0 uma pondera¢ao limitada.
Assuma que E(X,) = 0 e Var(X,) = 02, com 0 < 0® < co. Para ® < N(0,1) e
r d Xl + ...+ Xn

av/n

, € verdade que

o (F, ®) 50 = F, 25 @,

Demonstragao:
Suponha que dy ., (F,, ®) — 0. A limitacdo de w(-) implica que ® € £2 e {F,}, C L.
Do Lema 2.3, temos que dy(F, ., ®,) — 0. Por isso, segue da Proposicio 1.2 que
Fow D, ®,,. Pelo Lema 2.2, concluimos que F, BN Y

Assuma que F), Py & Pelo Lema 2.2, F D, ®,,. Novamente a limitagao de
w(-) garante que ® € L2 e {F,}, C £2. Para concluirmos que dy,(F,, ®) — 0,
precisamos antes mostrar, por meio da Proposicio 1.2, que do(F, ., @) — 0, a fim
de usarmos o Lema 2.3 em nosso favor. Isso exige que verifiquemos a integrabilidade
uniforme de {F, ,}n, 0 que é imediato pela limitacao de w, ja que

X+ XN\ X+ +X,\ no?\
sup F o = sup Var o = sup . =1.

A equivaléncia do Teorema 3.3 permite, por exemplo, a obtencao da convergéncia
em distribuicao de uma soma parcial via distancia Mallows ponderada. De fato, ha uma
infinidade de ponderacoes que podem ser usadas na distancia Mallows ponderada da
Definigao 2.2, o que sugere mais formas de se trabalhar o lado esquerdo da equivaléncia
do Teorema supracitado. Reciprocamente, situacoes nas quais ja temos convergencia
em distribuicao podem implicar num modo de convergéncia mais robusto, que é o
caso da distancia Mallows, conforme teremos oportunidade de ilustrar neste trabalho.
Com efeito, a producao do corolario a seguir se justifica por nosso objetivo em usar o
Teorema 3.3 para o primeiro resultado do préximo capitulo, no qual trataremos dos
processos empiricos, um tipo particular de soma parcial.

O

Corolario 3.1. Seja { X, }n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas com distribuicao F. Se E(X;) = 0 e Var(X;) = 0% com
0 <o < o0, entao as sequintes convergéncias sao equivalentes:

X1 + X2 e + Xn D

1. NG — N(0,0).
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X1+ Xo. + X, .
2. d2< L \z/ﬁ i ,N(O,a))—>0.

Demonstragao:
Basta usar w = 1 no Teorema 3.3 e fazer exatamente os mesmos passos de sua demons-
tragao, substituindo N(0,1) por N(0,0).

O

No préximo teorema, estabeleceremos a mesma convergéncia do Teorema 3.3 no caso
a-estavel com 1 < a < 2. Dispensaremos as imposigoes acerca da finitude do segundo
momento. Ao invés disso, contaremos com uma ponderacao apropriada para garantir
a-ésimo momento ponderado finito. Essa rotina garante uma alternativa, que ao mesmo
tempo é uma extensao, ao Teorema 2.3 quando falha a condicao d,(F,G,) = c©.

Teorema 3.4. Considere {X,},>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independen-
tes e identicamente distribuidas com distribuicio F e assuma E(X;) = 0. Sejam
1<a<2,G=25,1,0,0), ew(-) uma ponderagao limitada tal que F € LS e G € LY.
Neste caso,

a X1+...+X, b

n
dow(Fn,G) — 0 & F, = /a — G.
Demonstragao:
Para provar a necessidade, considere uma sequéncia de variaveis aleatérias independen-
L, Yi+...4Y -
tes {Y,}n>1, distribuidas com G e G, 40T T Como G, <a pela definicao

nl/a

de distribuicao a-estavel, temos que G, LG Além disso, por hipétese, vale que
sup [ [ol"dGyu(o) < o0,
n

e que dow(Fr, Gp) = dow(F,, G) = 0. Por fim, o Lema 2.5 atesta que F}, ENyel
Para a suficiéncia, veja que o Lema 2.2 implica em £, ,, L G- Além disso, temos
que

sup/ |z|*dF, 0 (2) < 00,

o que ¢ suficiente para que do(F), ., Gu) 5 0, pela Proposicao 1.2. Usando o Lema
2.3, concluimos que
Ao (Fry G) — 0.

O

No Capitulo 2 e nas primeiras se¢oes do Capitulo 3, temos nos debrucado, basi-
camente, sobre a producao de resultados de convergéncia nos quais a infinitude de
momentos ou da distancia Mallows sejam contornados pelo uso de alguma ponderacao
conveniente. Em termos simples, nos concentramos em situagoes nas quais

d.(F,G) = oo, (3.15)
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mas, para alguma ponderacao,
dow(F,G) < 0. (3.16)
Gragas ao nosso Lema 2.3, é possivel obter (3.16) por meio das condigdes
Felfl, GelCL;. (3.17)

Uma particular aten¢ao tem sido dada ao caso G = S,(1,0,0), por ser essa uma
classe de distribuicoes cuja relevancia pratica e tedrica sempre atrai grande interesse.
Na préxima segao, exibiremos em detalhes alguns exemplos em que (3.15) pode ser
contornada por (3.16) para G = S,(1,0,0), além de propor algumas generalizacoes
acerca de certas classes de F'. No que tange aos exemplos explicitos, escolheremos
G = 51(1,0,0) por causa da limitagdo que temos a respeito da forma fechada das
distribuicoes a-estaveis, conforme vimos na Observacao 1.2. Quanto as generalizagoes
que proporemos, sua validade serd estabelecida para G = S,(1,0,0) com 1 < o < 2.

3.3 Exemplos ilustrativos

Nesta segao, exibiremos, para G = S,(1,0,0), alguns exemplos detalhados nos quais
temos

d(F,G) = oo, (3.18)

mas, para alguma ponderacao w, temos
daw(F,G) < 0. (3.19)

Adicionalmente, proporemos a generalizagao adequada para o uso da ponderacao w
para algumas classes de distribuicoes F'. Conforme dito na Observacao 2.2, o que
interessa na ponderacao w é que ela garanta que sua primitiva W seja estritamente
crescente. Parte de nossos resultados exigiu w(-) > 0 porque essa condigao é suficiente
para que tenhamos W estritamente crescente, apesar de outras formatagoes da pon-
deragao (sendo nula num conjunto de medida nula, por exemplo) garantirem o mesmo
efeito.

Exemplo 3.1. Vimos, no Exemplo 2.1, que d,(F,G) = oo, para G = S1(1,0,0) e F

descrita por
1 1+ ! 0<xr<?2
— _ x
2 1+log2) = — ’

1 1
—(1l+—) , >2.
T 1+ logx

Agora, considere a ponderacao

F(—z)=1-F(z) =

1
3260 0<t< g,

w(t) =

32(1—1¢) , =<t<1.

N | —



Capitulo 3. Somas parciais e ponderacao 36

De acordo com o Exemplo 2.2, é verdade que F,, € L. A distribuicao ponderada G, é
dada por

_ 8[G(z)]* , =<0,
Gu(z) = { 181 —G@) , z>0.
FEssa distribuicdo possui seqgundo momento finito, pois, para Yy, ~ G, temos que
SoP (Yl > ) =Y s{[1-c(va)]'+ [¢(-vn)]'} < .
n=1 n=1

A finitude da expressao acima seque do teste da integral para séries e do comportamento
das caudas de G, dado pelo Teorema 1.1, pois

t t t t
8lim [ [G(z)]*dx + lim [G(—2)]*dz =~ lim [ Cyz~*dx + lim [ Cyz~*dr.
— 00 — 00

t—o00 1 1 t—00 1 t 1

O Lema 2.3, a representacdao da distancia Mallows dada pelo Teorema 1.4, a desigual-
dade de Jensen e a desigualdade de Minkowski asseguram que

& ,(F,G) = d}(F,,Gy) = {E|X" = Y|}’ < B|X* = Y*|? = d3(F,,G.,) < co. (3.20)
Na expressao acima, (X*,Y*) ~ F, A G,.

Observagao 3.2. De forma geral, € sempre possivel ponderar uma distribuicao -
estdvel (0 < a < 2) de forma que se tenha como resultado uma distribui¢ao pon-
derada com sequndo momento finito. De fato, conforme Dorea e Lopes (2014), se
G = S,(0,0, 1), entio G, € L* para

wit) = kt=F , 0<t<t,
Tl kQ-t)F , . <t<l
_ 1-5
B0 (L=t )8

2
em que < —— ek
o

A eficiéncia da ponderacao acima na obtencao de momentos ponderados estéa ligada
a variagao regular da cauda de distribuigdes estdveis nao Gaussianas (Teorema 1.1).
Isso é perceptivel pela expressao do segundo momento ponderado finito, dada por

HE " 2w(C(x))g(x)dr.

—00

Como ja se conhece a variagdo regular de G'(r) = g(z) (pelo Teorema 1.2) e de 22,
basta escolher w de forma que z*w(G(z))g(x) € RV_(14.) para e > 0. Isso é possivel
através das operacoes envolvendo a variacao regular, descritas na Proposicao 1.1. Pela
Observacao 3.2, percebemos que o sucesso da ponderacao w do Exemplo 3.1, na ob-
tencao de F,, € £?, é uma consequéncia de F(z) € RV_; e F(—x) € RV_,, fatos
verificaveis pela Definicao 1.3. Por isso, se F' é qualquer distribuicao com caudas de
variagao regular com indice —y, 0 < 7 < 2, e G = 5,(1,0,0), entdo podemos sem-

2
(A7)

pre garantir dy ., (F,G) = dao(Fy, Gy) < 00, usando f < — na ponderacao da
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Observagao 3.2. Além das distribuigoes estaveis nao Gaussianas, fazem parte do con-
junto das distribuicoes F' com cauda de variagao regular exemplos como a distribuigao
maximal de Frechét de parametro 0 < v < 2, a distribuicao de Pareto e a distribuigao
loggama.

A finitude da distancia Mallows de ordem « > 0 nao exige, a rigor, que as dis-
tribuigdes envolvidas tenham a-ésimo momento finito (basta tomar as distribuigoes
iguais). Em contrapartida, é possivel que a mesma distancia seja infinita ainda que
uma das distribuigoes tenha a-ésimo momento finito. Ilustraremos esse fato no préximo
Exemplo.

Exemplo 3.2. Considere a distribuicao G = S1(1,0,0) e a distribuicio F' dada por

0, z<1,
F(z) = 1—% z > 1.

T 7
Podemos verificar aqui que di(F,G) = oo. De fato, se for assumida a representa¢do
do Teorema 1.4 e a identificacdo

O<t<xl1
1—1¢ ’ ’

H@):’F@)—(;(ﬂ‘:‘(_l_)3_tmloﬂ——g)

¢ verdade que,
1
d(F,G) = /H(t)dt
0

_ /OaH(t)dt+/abH(t)dtJr/blH(t)dt
1

1

Na sequnda igualdade, em que 0 < a < b < 1, temos que H(t) < t72 set € (0,a), e
H(t) > (1 —t°)"' set > b, de forma que as duas primeiras integrais sio positivas e
finitas. Vale notar que o sequndo momento de F € finito, de forma que a pondera¢ao
do Exemplo 3.1, por ser limitada, garante também que F,, € L%, poist € (0,1) implica
em 0 <t PV (11—t <1, jd que —3 > 1. Consequentemente:

i)~ " Pw(F())dF(x)

—00

_ /0 (P (8)]2w(t)dt
_ /é kt0 [F~ ()] dt + f (1 — )% [F~(t)]* dt

0

< /f/é [F(t)]thJrk[ [F(t)]th:k/l [F~ ()% dt < o

0

Dessa forma, os mesmos passos de (3.20) garantem que

de(F, G) < Q.
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Pelo Exemplo 3.2, podemos garantir a condi¢ao d, ., (F,G) < oo sempre que F
possuir segundo momento finito com a mesma ponderacao da Observacao 3.2, pois tal
escolha nao interfere na finitude dos momentos de F. As distribuicbes maximais de
Weibull e Gumbel, a distribuicao Burr XII, lognormal e Gaussiana sao casos relevantes
que atendem a essa observacao.

As generalizacoes desta secao cobrem a maior parte das distribui¢oes F' mais recor-
rentes na estatistica e na teoria de probabilidade. Dificilmente uma aplicacao envol-
vendo distribuicoes de probabilidade toma elementos fora do conjunto das distribuicoes
subexponenciais.

As distribuigoes subexponenciais dividem-se entre o Dominio de Atragao Maximal
da distribui¢ao de Fréchet e o Dominio de Atracao Maximal da distribuicao Gumbel
(conforme Embrechts et al., 1997, p. 451). Na primeira situacdo, F' terd cauda de Va-
riagao Regular (Embrechts et al., 1997, Teorema 3.3.7), caso tratado apds a Observacao
3.2. Na segunda situacao, apesar de nao termos encontrado uma generalizagao interes-
sante para a ponderacao w, vimos que alguns casos, como as distribuicoes Burr XII e
lognormal, foram alcancados pelo Exemplo 3.2.

A seguir, apresentamos um exemplo no qual obtemos d, ., (F,G) < oo através de
uma ponderacao que nao garante, simultaneamente, G € L e F' € LS. Por isso, a
convergéncia (3.10) no Teorema 3.2 é mais forte do que nossos outros resultados, uma
vez que nao requer a finitude de momentos ponderados. A demonstragao de (3.10), de
fato, usa o Lema 2.3 (que nao precisa de momentos ponderados finitos) e o Teorema
2.4, que ¢ atendido pela hipotese

do(Fy, Gy) < 00.

Exemplo 3.3. Uma distribuicao de Variacao Lenta.
Sejam G = S1(1,0,0) e F' a distribui¢ao cuja densidade é

1

a1 /1.1 o ) > b
Melfoglal? © 717 °

fx) =

0 , cc

Através do ja citado critério da pdgina 76 de Rohatgi e Saleh (1976), podemos ver que
distribuicao F' nao possui momentos de ordem alguma. De fato, para X ~ F, a >0 e
x > e, temos

l.a

PP(X] > 2) = 2% = Fle) + F=e)] = 570 s

—> 00, T — Q.

Com relagao a distancia Mallows de ordem 1, usando as expressoes das inversas gene-
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ralizadas de F' e G, vemos que:

d(F.C) = /l [P () — G~ (8)]dt

1/2
-
1

- /1/2 {e"* +tan(m (t — 1/2)]}dt + [ {e/*"9 — tan[r (t — 1/2)]}dt

1

—eaﬂ—tan[w(t—l/z)]‘dw/

1/2

200 _ tan [r ( — 1 /2)]] dt

1/2
1/2 1—¢
= lim e? 4 tan |1 (t — 1/2)]}d 2D _tan (7 (t — 1/2)]Md
ﬁ(/ (@ tanfr (e =12+ [ tan (¢ /)]}t)
1/2 1-¢
= lim an |7 (t —1/2)|d an|m(1/2 —t)|d
ﬁ(/ (=12t + [ a1/ mt)

1/2 1—e
+ lim / e /2tdt + / e /20=0q |
e—0 c 1/2

A terceira igualdade se justifica porque o primeiro integrando é ndao positivo em (0, 1/2]
e o sequndo integrando € estritamente positivo em (1/2,1). Como integrais de fungoes
continuas sao fungoes continuas de seus limites de integracao, vale a quarta igualdade.
Agora, a substituicio u =1 —t na sequnda e na quarta integral nos levam a

1/2 1/2
di(F,G) = lim 2/ tan [(u — 1/2)]du + lim 2/ eV 2ugy,
e— c e—> -
1/2
= lin[1)2 {e!/? 4 tan [r(u — 1/2)]}du
E—r c
1/2 1
> lim 2/ —du = 0.
e—0 c u

A altima desigualdade decorre das informacoes que podemos apurar, usando técnicas
de otimizagdo, sobre o comportamento no intervalo (0,1) da fung¢do

pa) =2 b van [r (- 5)| - 2.

2 T

Tentaremos agora uma ponderacao que implique na finitude da expressao
1/2
diw(F,G) = lii%Z {eY?  tan [x(t — 1/2)]}w(t)dt.
€
Um cdlculo direto mostra que a cauda de F' possui variacao lenta, o que nos afasta de
uma tentativa nos moldes da Observacdo 3.2, jd que o indice de variacdo reqular aqui
¢ nulo. Considere a ponderacdo

karctan(t) , 0<t<eg,

c<t<l1.
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Na funcdo acima, k e k sio constantes convenientemente escolhidas (l;: > k),
ece (23) € adnica raiz de h(t) = ke Y2=D _ Larctan(t) no intervalo (0,1). A

relagdo entre k e k é natural, pois o decrescimento brusco da parte exponencial de w(t)
impoe essa necessidade. Uma escolha possivel para tais constantes pode ser

(kk) _ 1 1

c 9 1
2/ arctan(t)dt 2/ o~ 1/200-0) gy
0 [

Passemos agora ao cdlculo da distancia Mallows entre F' e G, ponderada por w(t).

1/2
di(F,G) = lir% Qk/ arctan(t). tan [r(u — 1/2)|dt

N J/
-~

()

/2
+ 2]{:/ {e7 120D tan [ (t — 1/2)]}dt

-

(1

1—
+ lim 2k ) el/2(=1) o=1/2(0-1) gp

Através de métodos numeéricos e de otimizacdo, prova-se que @ < (I) <0 ou, no

caso limite, a primeira parcela da expressao € negativa, mas limitada inferiormente

por —%. Da mesma forma, a sequnda parcela € negativa, mas limitada inferiormente

por —23—(%. Assim, as duas primeiras parcelas resultam em um valor negativo, mas
limitado inferiormente por —%. Como a terceira integral € igual a g, a relagao entre

as constantes k e k garante que 0 < diw(F,G) < 0.

Diferentemente do que fizemos antes, nao usamos no Exemplo 3.3 a sequéncia de
resultados que garantiu a relagao (3.20). Tal procedimento é impossivel agora, pois a
ponderagao usada nao garante a finitude do segundo momento ponderado de F. De
fato,

1

c _ 12 -
pa(w) = k:/ arctan(t).e'/tdt + k/ et e V=gt 4 k‘/ el/20-0) =172t gy
0 c 1/2

> k/ arctan(t).e/!dt
0

d d
1
> k/ arctan(t).e’!dt > k/ ;dt = 0.
0 0

A peniltima desigualdade se apoia em métodos computacionais e de otimizacao, que

1/d

1
atestam a existéncia de d € (0,¢) tal que arctan(d).e’” = 7 A dltima desigualdade

é vélida, porque arctan(t).e!’* > 1 se t € (0,d). Dessa forma, a obtencdo de uma
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condigao alternativa ao fato d,(F,G) = oo na construgao de teoremas de convergéncia
para somas parciais tem no Lema 2.3 uma ferramenta suficiente, mas nao necessdria.

No Exemplo 3.3, podemos conseguir a finitude dos segundos momentos ponderados
de F' e G (por consequéncia, restam finitos os momentos ponderados de primeira ordem)
com a seguinte escolha:

)

C
Y 0<t<

N | —

C 1 <
EE §<t_1,

em que C é convenientemente escolhida para garantir que w seja uma densidade em
[0,1]. A rigor, a constante C' pode ser encontrada a partir da expressao

1 _or1/2 !
1= / w(t)dt = C / e Vdt +C / e V0Dt
0 0 1/2

1 1
O uso da substituicao u = n na primeira integral e da substituicao u = na

segunda integral implicam que




Capitulo 4

Convergéncia em distancia Mallows
de processos empiricos

4.1 Introducao

Neste capitulo, trataremos da convergéncia em distancia Mallows dos processos
empiricos. Como vimos no Capitulo 1, o processo empirico (3,(t), que é baseado na
distribuicao empirica F),, nada mais é que uma soma parcial, na qual as parcelas
dependem de funcoes indicadoras. Por isso, face ao desenvolvimento que dedicamos a
convergencia na distancia Mallows até o Capitulo 3, o interesse nesse processo surge
naturalmente. Estabeleceremos as condig¢oes sob as quais é possivel melhorar o modo
de convergéncia do Lema 1.1, dado por

Ba(t) = Z(£) £ N(0, F(t)(1 — F(t))). (4.1)

O processo de renovacgao é o inverso do processo de somas parciais e, de maneira
similar, a fungao quantil empirica F,” é o inverso da distribui¢cao empirica F,,. Por
isso, somas parciais e processos de renovacao podem ser utilizados na obtencao de
representacoes eficientes para F,, e F,;, conforme podemos ver em detalhes no Capitulo
3 de Csorgo e Horvédth (1993). Além disso, muitos resultados assintéticos estabelecem
relagoes entre os processos de renovacao e somas parciais por meio de distribuicoes
Gaussianas. Por isso, se estabelecemos qualquer avango em relacao a convergéncia
(4.1), é imediato o questionamento em torno de uma melhora similar em torno de seu
processo inverso, g,(t), que é baseado na func¢ao quantil empirica F,, . Assim, o mesmo
expediente a respeito de 3,(t) serd adotado com rela¢do ao modo de convergéncia do

Lema 1.3, dado por "
D B(t
O]

Nosso interesse na convergéncia em distancia Mallows de g, (t) ndo se origina ape-
nas em sua relagdo com 3, (t) (o que seria suficiente), mas também no papel que ¢, ()
fard em nossa retomada da convergéncia em distancia Mallows ponderada, no Capitulo
5. De fato, naquela parte de nosso trabalho, versaremos sobre o comportamento as-
sintotico da estatistica

(4.2)

nd; ., (Fn, F), (4.3)

42
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gerando certa unificacao dos temas abordados em nosso trabalho, especialmente porque
a estatistica (4.3) relaciona-se com o processo quantil por

Vndsw(F,, F) = ( /0 1 [qn(t)]Qw(t)dt)é :

conforme justificaremos na introducao de nosso tltimo capitulo.

O estabelecimento da convergéncia na distancia Mallows em (4.1) serd mais sim-
ples e direto. Em verdade, para a convergéncia em ordem 2, nao exigiremos nenhuma
hipétese adicional aquelas necessarias ao Lema 1.1, além de dispor apenas de um de
nossos resultados do Capitulo 3. Para o caso da convergéncia na distancia Mallows
em (4.2), precisaremos ser um pouco mais exigentes, além de nao podermos contar
diretamente com os resultados do Capitulo 3.

A proposito da convergéncia do processo quantil, é relevante citar aqui uma ferra-
menta estatistica que pareceria ser o meio natural de investigagao assintética em torno
de ¢, (t) e seus momentos, mas nao foi usada em nossa pesquisa por limitagoes técnicas
que nos pareceram inconvenientes. Trata-se do Método Delta, cujo formato citamos na
proxima proposi¢ao, em uma de suas mais conhecidas versoes.

Proposicao 4.1. (Conforme Rohatgi e Saleh, 1976, se¢ao 7.5)

Suponha que g seja uma fungao real diferencidvel, e que {Y, },>1 seja uma sequéncia de
varidveis aleatorias para qual existem um niumero real p e uma sequéncia de numeros
reats positivos o, tais que

Y, -
£ Dy N0, 1).

On

Se g, — 0 e g ¢ diferencidvel em p, com g (u) # 0, entdo
Y, —
90%) = 9(1) D, g 1y, (4.4)
g (n)on
Além disso,

E9(Y,) = 9(u)]” = [g (WPEY, — p*. (4.5)

O método delta foi originalmente proposto por Dorfman (1938) sob o pretexto de se
conseguir uma variancia aproximada para fungoes nao lineares de varidaveis aleatérias.
Desde entao, tem aparecido na literatura estatistica também como ferramenta para
aproximar os varios momentos de uma varidvel aleatéria, a exemplo de Oehlert (1992);
como um meio de corre¢ao do viés para a esperanca de uma funcao de variavel aleatoria,
como em Hoef (2012); e como um teorema que estabelece o limite em distribui¢ao para
uma funcao de um estimador assintoticamente normal, conforme se¢ao 5.5 d livro de
Casella e Berger (2002).

Suponha que uma funcao de distribuicao F' possua derivada positiva. Neste caso,
para cada ty € (0, 1), existe um tnico = € R tal que F(z) = tg. O Lema 1.1 garante,
entao, que

Fa@) ZF@) b, gy,
W(mm —F)

n
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ot By (F-(to)) —to b
— 2y N(0,1). (4.6)

n

to(l —1t
As identificacoes Y,, = F,(F~ (o)), 1 = to € 0, = u

posicao 4.1, em

implicam, pela Pro-

g(Fu(F~ (o)) = g(to)
o =5 N (0,1), (4.7)

E [g(Fu(F~ (t0))) = g(t0)]” = [g (to) PE[Fu(F~ (t0)) — to]’. (48)
A escolha dada por
g: (0,1) - R
z = F(z),

poderia diretamente produzir a convergéncia (4.2) a partir de (4.7) e a respectiva
convergéncia dos momentos a partir de (4.8), bastando, para isso, que seja possivel a
troca assintotica

Fo(F.() = F, (F())- (4.9)

n

A despeito do apelo intuitivo da igualdade (4.9), j& que ambas as sequéncias conver-
gem quase certamente para F'~[F'(x)], ndo nos parece razodvel usa-la arbitrariamente,
pois tal procedimento teria como base apenas a coincidente convergéncia quase certa
das sequéncias, o que nao é o mesmo que dizer que elas se equivalem. De fato, po-
demos ver com detalhes, em Doss e Gill (1992), que equivaléncias assintdticas nesse
sentido possuem restri¢oes nao elementares. Em todo caso, a convergéncia (4.2) pode
ser estabelecida por outras vias, como o mostra a referéncia do Lema 1.3. Por isso, a
discussao sobre (4.9) pode ser evitada numa possivel reobtengao da convergéncia em
distribuicao de g, ().

No caso de (4.8), que nos daria a convergéncia dos momentos em (4.2), entende-
mos que o problema ja se encontra no estabelecimento de (4.5). Vejamos a intui¢ao
que conduz a conclusao (4.5) e suas versdes nao sequenciais: a partir da hipétese da
Proposicao 4.1, temos que Y, — p —= 0. O desenvolvimento de Taylor para g(Y,) em
torno de p é dado por

9(Yn) — g(p) = (1) (Yo — ) + o(|Yn — pif?).

Isso implica, pela elevacao ao quadrado, em

[9(Ya) — g()]? = [g' (1) (Ve — )]* + 29 (1) (Ve = p)o(|Y — pf?) + [o(|Ys — )]

l9(Yo) —gw)> 2 o o([Ya—pl?) 1 oY = ulY)
e -nP T Oy o T M Ty
l9(Ya) —g(w)]> . 2(Y, — w, (Y, — u)QO
POl A A TP IR PI P ER
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Portanto,

ou
[9(Ya) = 9()]* = [g ()] (Yo — 1)*.
Tomando a esperanca dos dois lados, teriamos

’

Elg(Ya) — g(w)* = g (WP E[Y, — p*. (4.10)

Imediatamente antes de (4.10), o que se obtém é uma aproximagao no sentido da
convergencia quase certa. Contudo, o que o ultimo passo faz, matematicamente, é
concluir a convergéncia dos momentos a partir disso, o que é equivocado de maneira
geral, como mostra o exemplo a seguir.

1
Exemplo 4.1. Considere Q = {1,2,3,...}, F =P(Q), e P({n}) = ————. Defina
n(n+1)
2", w=n
X"(w)_{ 0, w#n
Como X,(w) =0 para n suficientemente grande, seque que X, 50 g.c.
np
Mas E(|X,, — 0]P) = ——— - 00, e ndo vale a convergéncia dos momentos.

n(n+1)

Em geral, artigos e livros que apresentam ou usam a aproximacao (4.5), ou sua
versao nao sequencial, evitam estabelecer precisamente as hipdteses matematicas que
asseguram tais aproximacoes dos momentos. Em geral, afirmam que a aproximagao
torna-se melhor a medida que a funcao g for mais suave, ou apenas afirmam vagamente
que estao sendo assumidas “condigbes convenientes”, sem especificé-las (veja Casella
e Berger, 2002, p. 240; Rohatgi e Saleh, 1976, p. 337; Hoef, 2012). Nesses casos,
simulagoes é que detém o poder de decisao sobre a eficacia do método.

As melhores exposicoes encontradas no sentido de estabelecer hipéteses claras sobre
g em técnicas de aproximacao dos momentos via desenvolvimento de Taylor sao aquelas
feitas em Oehlert (1992) ou no livro de Cramer (1946). Contudo, essas obras, como os
préprios autores esclarecem, nao abordam o comportamento assintético dos momentos
em casos como a Proposicao 4.1, mas apenas a computagao dos momentos de uma
funcao de variavel aleatoria.

Ainda que impuséssemos alguma hipétese razodvel para a ocorréncia de (4.10),
como, por exemplo, a integrabilidade uniforme das sequéncias, ainda dependeriamos
da troca (4.9) para chegarmos & convergéncia de momentos em (4.2). Portanto, nao
usaremos o método delta em nossa investigacao sobre a convergéncia em distancia
Mallows do processo quantil.

Na Secao 4.2, usaremos o Corolario 3.1, que estabelece a convergéncia de segunda
ordem dy em caso Gaussiano (Teorema do Limite Central), para concluir a convergéncia
em distancia Mallows de ordem 2 no lugar da convergéncia em distribuicao de (4.1).
Em seguida, abordaremos o mesmo modo de convergéncia em ordens superiores.
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Na Segao 4.3, estabeleceremos a convergéncia em distancia Mallows de ordem 1 no
lugar da convergéncia em distribuicao de (4.2) de uma forma mais simples e direta.
Contudo, tal metodologia gerara um resultado menos robusto do que seu equivalente
da Secao 4.2, por exigir a finitude do primeiro momento de F'.

Por fim, na Secdo 4.4, trataremos da convergéncia em distancia Mallows de g, (%)
para ordens superiores e sem a restricao sobre os momentos de F'. Um dos resultados
obtidos nessa secao sera de muita valia no préximo capitulo, onde retomaremos a con-
vergéncia em distancia Mallows ponderada em associacao com os processos empiricos.

4.2 Processo empirico geral

Nesta secao, provaremos a convergencia em distancia Mallows de ordem 2 do pro-
cesso empirico (3,(t) para a variavel aleatéria Z(t) < N(0, F(t)(1 — F(t))), usando o
Corolério 3.1. Em seguida, mostraremos que essa convergéncia ocorre para qualquer
ordem 1 < r < 5. Finalmente, estabeleceremos uma hipotese suficiente para que a
convergéncia em distancia Mallows aconteca em qualquer ordem maior que 5.

No teorema a seguir, usamos o Coroléario 3.1 para melhorarmos a convergéncia do
Lema 1.1 para convergeéncia em distancia Mallows sem nenhuma hipdtese adicional.

Teorema 4.1. Seja F' uma funcgdo de distribuicao e Z(t) L N(O,F(t)(1 — F(t))). Se
t €R € tal que 0 < F(t) <1, entdo

da(Ba(t), Z(t)) — 0. (4.11)

Demonstragao:
Considere {Y},},>1 uma amostra aleatéria de F'. Para um fixado t € R, sabemos que

Bult) = \/E<H(Y1St)+]I(Y2§t)...+]I(Yn§t) _F(t)>

Na tltima igualdade, foi usada a identificagao X; = I(Y; < t)—F(t), parai = 1,2,...,n.
A sequéncia { X, },,>1 é constituida, naturalmente, de varidveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas. Além disso, temos que

E(Xy) = E(I(Y: <t) - F(t)) =0,
ol =Var(X,) =Var (I(Y; <t) — F(t)) = Var(I(Y; <t)) = F(t)[1 — F(t)].
O Teorema do Limite Central assegura, nesse caso, que

X+ Xe...+X
ki T s NN S (4.12)
n
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Portanto, temos satisfeitas as hipoteses do Corolario 3.1, razao pela qual podemos
concluir que

d2(Ba(t), Z(t)) — 0.
U

Sob as mesmas hipéteses do Teorema 4.1, podemos provar a convergéncia descrita
em (4.11) para distancia Mallows de ordens superiores. Contudo, tal prova nao utiliza
o Corolério 3.1 (nem outros resultados do Capitulo 3), j& que ele limita-se a ordem
2. Ainda assim, nossa abordagem mimetiza as estratégias que permearam as demons-
tragoes dos capitulos anteriores, que usaram fortemente a integrabilidade uniforme e
a Proposigao 1.2. Estabeleceremos a convergéncia em distancia Mallows de f3,,(t) em
ordens superiores a partir de uma condicao suficiente para certa integrabilidade uni-
forme. Antes disso, exibiremos um teorema que garante a convergéncia (4.11) para
ordem 5 de forma direta.

Teorema 4.2. Seja F' uma fun¢ao de distribuicio. Se t € R € tal que 0 < F(t) < 1,
entao

ds (Ba(t), Z(t)) - 0. (4.13)

Demonstragao:
A condigao 0 < F(t) < 1 assegura, pelo Lema 1.1, que

Bu(t) 25 Z(1),

com Z(t) < N(0,F(t)(1 = F(t))). Esse fato, aliado a Proposi¢ao 1.2, indica que (4.13)
sera verdadeira se pudermos provar a convergencia

E[B.(1)]> = E[Z(1)]°. (4.14)

Vamos provar (4.14) através da fungao geradora de momentos. Se considerarmos
¢ = F(t), entao a fungao geradora de momentos de Z(t) serd dada por

M, (z) = exp (C(l_TC)xQ), r €R.

Essa funcgao é infinitamente derivavel e bem definida em qualquer vizinhanga da origem,
de maneira que os primeiros cinco momentos de Z(t) podem ser computados como

E(Z(t))k — Mz(k)(()) = { (k — 1)e(1 - C)]k/g : Zz;:i’5

Para um ntiimero real ¢ fixo, o processo empirico f3,,(t) é uma soma de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas, isto é,

T T,
Ba(t) = vn {—1 T c} , T2 Bernoulli(c).
n n

Por isso, a func¢ao geradora de momentos de (5, (t) é descrita por

Mg, () = P(x).Q(z),
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em que

P(z) = exp (—v/ncx)

Q) = (1 —c+coxp (a/v/n)"

Aqui, omitimos ¢t por simplicidade de notagao. Algumas derivagoes mostram que as
derivadas de () sao dadas por

P®(0) = (=1)knk2ck k=0,1,2...
Sucessivas derivagoes pela Regra da Cadeia e pela Regra do produto mostram que
QU(0) = ey,
QP (0) =c+ (n—1)c

3 3 3¢ 2c
B 0) = L2322 -2 L. _2¢ €
Q" (0) \/ﬁ—i—cn [n St n+n2]’
1 2 1
Q(4)(O)—£+762{1——]+6c‘9’[n—3—|——}+c4(n—2)(n—3)[1——},
n n n n

1 1 3 2
6) _c i 3 2 L2
QY(0) = s T 15¢ (\/ﬁ n3/2)+25c <\/ﬁ \/ﬁ+n3/2>

6
4
+ 10¢ ( 6\/_+\/_ n3/2)

50 24
5 (152 _ 103/2 e Rl
+ ¢ (n 10n*? 4+ 35y/n \/ﬁ+n3/2>'

A regra da derivagao para um produto de funcées implica que

- Zk kN pr gy ok
de maneira que

M (0) = PO)Q () +5PY(0)QW(0) +10PP(0)Q¥(0)
+ 10P9(0)QP(0) +5PY(0)Q (0) + PP(0)Q(0).

A substituicao dos valores acima, a computacao dos produtos e a realizacao de todas
as simplificacOes possiveis conduzem a seguinte expressao.

(5) B 1 1 3 2 3

5 (1 ) (11 6 (12 25
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Assim, vale a convergéncia (4.14), pois
E[5u(1)]* = My (0) = 0= MP(0) = E(Z(1))".
Agora, a aplicagao da Proposicao 1.2 é suficiente para a conclusao do Teorema.
O

Um coroldrio imediato do Teorema 4.2 é a convergéncia de (3, (t), na distancia
Mallows de ordem r € [1,5], para uma distribui¢do normal, como enunciaremos a
seguir.

Corolario 4.1. Sob as mesmas condigcoes do Teorema 4.2, € verdade que, para cada
1 <r <5,
dy (Bu(t), Z(8)) 5 0. (4.15)

Demonstragao:
A desigualdade de Minkowski e a representagao (1.12) sao ferramentas suficientes para
assegurarmos que

0 < dp (Balt), Z(t)) < ds (Ba(t), Z(t)) — 0,
0 que atesta nosso corolario.
O

Os aspectos computacionais indigestos das derivadas da funcao geradora de mo-
mentos do processo f3,(t) impedem, por ora, o estabelecimento do Corolario 4.1 para
r > 5 apenas sob a hipdtese 0 < F(t) < 1. Ainda que essa ideia seja intuitivamente
vélida, ndao podemos garantir a convergéncia de momentos em (4.14) para r > 5 apenas
com base na existéncia dos momentos de f3,(t), conforme ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.2. Seja X < N(0,1) e {Yp}n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias
independentes de X tais que

0 , z#n

Se considerarmos X, = X +Y,,, entao X, Ly X. Note que, assim como seu limite
em distribuicao, X, possui todos os momentos. Pela independéncia, podemos concluir
que E(X?2) = 2 para cada n > 1. Contudo, E(X?) =1, o que mostra claramente que
nao temos a convergéncia do sequndo momento.

O Exemplo 4.2 também é uma evidéncia contra uma suposta estratégia de se conse-
guir a convergéncia (4.14) via processo de inducdo para os nimeros inteiros positivos,
. n ~ A~ . ;. . .
pois, apesar de F(X,,) — E(X), ndo vale a convergéncia do pr6ximo momento inteiro.

Em nosso proximo resultado, estabeleceremos uma condigao suficiente para que a
convergéncia (4.15) ocorra para qualquer ordem r > 5. Tal condigdo permitird, assim
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como fizemos nos dois capitulos anteriores, o uso da integrabilidade uniforme como
ferramenta de obtencao da convergéncia em distancia Mallows.

A seguir, a exemplo do que fizemos na demonstracao do Teorema 4.2 para t fixo,
representaremos a j-ésima derivada da fungao geradora de momentos de 3, (t) por

@)
Mﬁi(t)(x)a

em que z € R, e j € N. Para r € R, o simbolo [r] denotard o menor inteiro maior ou
igual a r.

Teorema 4.3. Suponha que r,t € R sdo tais que r > 5 e 0 < F(t) < 1. Se vale a
condicao
sup MV (0) < oo, (4.16)

entao

dy (Bu(t), Z(t)) — 0.

Demonstragao:
Por simplicidade, omitiremos a letra ¢ durante a demonstracao. Nesse caso, devemos
provar que d, (8n,Z) — 0. Suponha que r € N. Sob as hipdteses do Teorema, ja

sabemos que [, L. 7 Isso implica, pelo Teorema do Mapeamento, que
gr 2 77, (4.17)

Além disso, a condigao (4.16) implica na integrabilidade uniforme de !, ja que
r 1 r+11 1 (r+1)
{IBnl"2a} « a
e, por isso,
lim sup/ |Bn|"dP = 0.
{|Bnl">a}

a—0o0 n

Segundo o Teorema 1.5, a integrabilidade uniforme de 3 e a convergéncia (4.17) bastam
para que valha a convergéncia

E(B) = BE(Z"). (4.18)

Pela Proposicao 1.2, as convergéncias (4.17) e (4.18) garantem nosso Teorema.
Para o caso em que r ¢ N, a condi¢ao (4.16) e os mesmos passos de antes, asseguram
que

dpy (Ba(t), Z(t)) — 0.

Pela Desigualdade de Minkowski e pela representacao (1.12), teremos diretamente que

d; (Bu(t), Z(t)) — 0.
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Observagao 4.1. Para garantirmos a integrabilidade uniforme na demonstracao do
Teorema 4.3, € suficiente que a condigao (4.16) seja substituida por

sup B {[Ba (t)"°} < 00

para algum ¢ > 0. Optamos pela condicdo descrita no Teorema com um expoente
inteiro, porque a andlise da condi¢do via geradora de momentos da varidvel 3,(t) parece
mais factivel, de maneira geral.

Na préxima secao, voltaremos nossa atencao para a convergéncia em distancia
Mallows do processo quantil. Veremos que a obtencao de uma convergéncia mais forte
que a do Lema 1.3, por vias diretas, requer uma hipdétese mais exigente e, adicional-
mente, gera um resultado um pouco restritivo.

4.3 Processo quantil - Convergéncia de ordem 1

Nesta se¢ao, mostraremos que o processo quantil converge, em algum ponto de (0, 1),
na distancia Mallows de ordem 1 para uma variavel aleatoria Gaussiana. Vimos, no
primeiro Capitulo, que o processo quantil é definido com base na inversa generalizada
da distribuicao F', a saber,

{g.(t),t € (0,1)} = {V/n (F, (t) = F (1)) ,t €(0,1)}, n>1.

Além disso, se for valida a diferenciabilidade da distribuicao F' com densidade posi-
tiva, o Lema 1.3 garante a convergéncia em distribui¢ao de ¢, (t) para uma varidvel
Gaussiana, isto ¢,

(4.19)

em que B(t) < N (0,¢(1 —1¢)). A fim de provarmos por métodos diretos que a con-
vergéncia acima vale também em distancia Mallows, passamos pela necessidade de
trabalhar com uma expressao mais simples para F, (t), do que aquela apresentada na
Definigao 1.7. Usaremos aqui a representacao dada na igualdade (1.7), ou seja,

k—1 k
<t<

n n

Na expressao acima, Xj., é a k-ésima estatistica de ordem de uma amostra de F' com
n elementos. Através da distribuigdo associada a k-ésima estatistica de ordem (veja
Galambos, 1987, Secao 2.8, ou Rohatgi e Saleh, 1976, Secao 4.7), podemos computar
o primeiro momento de Xj., como

E(Xpp) = /Oo T . [F ()11 = F(2)]" " f(x)dz, 1<k<mn. (4.20)
el )T (k= Dl — k) ==

Essa representacao se vale do fato de que as estatisticas de ordem se referem a uma
amostra de F', isto é, Xy, Xo,...,X,, sao independentes e identicamente distribuidas
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com F. A igualdade acima pressupoe a finitude do primeiro momento associado a
distribuigao F. De maneira geral, se X ~ F o primeiro momento de g(Xj.,) pode
ser computado no formato acima, bastando que g seja mensuravel e que g(X) seja
finito. Sob as hipdteses do Lema 1.3 e a finitude do primeiro momento associado a
distribuigao F', mostraremos agora que a convergéncia em (4.19) pode ser melhorada
para a convergéncia em distancia Mallows de ordem 1, pelo menos em algum ponto do
intervalo (0,1). No enunciado a seguir, considere a identifica¢ao

_ B 4 {1 —1)
Be=5F0) N(O’f2<F<t>>)' (4.21)

Teorema 4.4. Se F' é uma funcgao de distribuicao com primeiro momento finito e
densidade positiva, entao existe y € (0,1) tal que

di(¢u(y), By) = 0. (4.22)

Demonstragao:
Como a distribuigao F' possui densidade positiva em todo seu dominio e a funcao
g(x) = — F~(t) é mensuravel para cada 0 < t < 1, podemos usar a igualdade (4.20)
para escrever

B = F7(0) = [ 1F7(2) = POl e s

o que nos leva a

D) = [ (F() = P 0l 711)"{5 T L

Para estudar o comportamento da expressao acima (quando k < n), vamos verificar a
convergencia da série de poténcias dada por

i %(1 — )k (4.23)

n>k

Usando o Teste da Razao para séries de poténcias, vemos que

(n+1Dvn+1

(1 . Z)n—k—l—l

’an+1’ (n—k+1>‘ 1
= 1—zy/14+ =
|| nly/n (1— 2y n—k 1 L=zl 1+
———(1—-=z
(n—k)! n+1l n+l
Como |1 — z|] < 1, segue que
liy 1971 =0<1,
n—oo |y

e a série em (4.23) é convergente. Por isso, seu termo geral tende a zero quando n
cresce, o que significa dizer que

E(galt)) = / M [F~(2) - F~(8)]dz,



Capitulo 4. Convergeéncia em distancia Mallows de processos empiricos 53

em que M, — 0, ja que 0 < zF~! < 1. De fato, a convergéncia de M, nao depende
de z, pois as hipdteses e a mudanca de variavel que fizemos impoem a localizacao de z
no intervalo aberto (0, 1).

No caso em que k = n, a igualdade (4.20) e o uso da fun¢do mensuravel dada por
g(x) =z — F~(t) garantem diretamente que

E(ga(t) = / n N AlF(2) - F~(8)]dz = / M,[F~(2) — F~(1)]d=.

Esta relagao vale para qualquer ¢t € (0, 1). Naturalmente a sequéncia M,, ndo é a mesma
nas duas esperancas acima, mas usamos a mesma notagao por simplicidade, ja que a
unica informacao importante sobre M,,, nos dois casos, é sua convergéncia.

Cabe ressaltar agora que é sempre possivel escolher € > 0 tal que ¢ <t < 1 — ¢,

com € < 2 seja qual for o numero ¢t € (0,1). Como F é continua com densidade

positiva, sua inversa também é continua. Pelo Teorema do Valor Médio para integrais,
aplicado a F'~ no intervalo fechado [e, 1 — €], podemos garantir que existe pelo menos
um numero y € (¢,1 — ¢) tal que

/0 F (2)dz=F (y)(1—ec—¢)=(1-2¢).F (y).

Portanto,
E(galy)) = / M,[F~(2) — F~(y)ldz = —2¢.F(y).M,
Tim B(lg,(9)]) = 2.7 (9) lim |M,] =0,

Tim E(|ga(y)]) = E(By).

A relagdo acima e a convergéncia em distribuigao de (4.19) asseguram, pela Proposigao
1.2, a convergéncia em distancia Mallows disposta em (4.22).

O

Observagao 4.2. Ao contrdrio do que aconteceu com os Teoremas 4.1 e 4.2 na ob-
tencao de um modo de convergéncia mais forte em torno do processo empirico geral
Bn(t), o Teorema 4.4 nao se traduz num aperfeicoamento completo do Lema 1.3 para o
processo quantil, no sentido de que nao garante a convergéncia proposta para qualquer
ponto do intervalo (0,1). Qualquer abordagem das possiveis convergéncias em distancia
Mallows de ordens superiores que fizer uso de representagoes como aquela que se vé em
(4.20) nao poderd prescindir da finitude dos momentos nem gerard uwma convergéncia
que valha para todo o intervalo (0,1), jd que a conclusio estard restrita as garantias
do Teorema do Valor Médio para integrais.

Tal quadro constitue-se numa boa motivacao para fazermos nossa abordagem por
outra metodologia, a fim de que possamos garantir a convergéncia em distancia Mallows
para todo o intervalo (0,1).
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Na préxima segao, exploraremos a relagdo entre o processo quantil g,(t) e seu
caso particular F' uniforme, a fim de poder transportar para o processo quantil geral
vantagens distribucionais de seu caso uniforme. Essa abordagem tem sido a chave no
desenvolvimento de teorias asssintéticas em torno dos processos empiricos, conforme
podemos observar claramente na obra de Csérgo e Horvéath (1993), s6 para citar um
canone desse campo de estudo.

4.4 Processo quantil - Convergeéncia de ordens su-
periores

Nesta secao, provaremos a convergencia em distancia Mallows de ordem 2 do pro-
cesso quantil ¢, (t) para a variavel aleatéria Gaussiana

B B(t) d t(1—1t)
b= DI (O’ fQ(F‘(t))) ’

para cada t € (0,1). Isso representard um avango em relagdo ao Teorema 4.4, pois
aquele resultado garante essa convergéncia apenas para algum ponto y € (0, 1), somente
para a ordem 1 e sob a hipétese de finitude do primeiro momento, que dispensaremos
aqui.
A seguir, exploraremos a relagdo entre o processo quantil e o caso uniforme do
processo empirico, pois ela serd fundamental na obtencao de nosso resultado.
Considere o caso uniforme do processo empirico geral, isto é,

{on(t),t € [0,1]} = {V/n(U,(t) —t),z € R}, n>1. (4.24)

Neste caso, U, representa a distribuicao empirica uniforme. O processo empirico
a,(t) possui uma teoria assintética bem desenvolvida na literatura em geral (veja,
por exemplo, Shorack e Wellner, 1986, ou Csorgo e Horvath, 1993). Na pratica,
sua simplicidade foi a chave para o desenvolvimento satisfatério do estudo voltado
ao processo [(3,(t), quando a distribuigao F' é continua. Isso foi possivel, porque
F(X) possui distribui¢do uniforme sempre que X é uma varidvel aleatéria com dis-
tribuicao continua F' e, consequentemente, as estatisticas Xi.,,..., X,., da amostra
Xi,..., X, induzem as estatisticas Uy, = F(X1.4),...,Upn = F(X,.n) da amostra
Uy =F(Xy),...,U, = F(X,).

As representacoes alternativas para a funcao de distribuicao empirica e para a
fungao quantil empirica que foram apresentadas em (1.3) e (1.7) geram as relagoes

Pu() = an(F(2)),
Ou(E7 (1)) = an(t).

A funcao quantil empirica uniforme pode ser representada, segundo a linha de
raciocinio acima, por

U-(t) = F(F-(t), 0<t<1. (4.25)

n n
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Contudo, a relagdo com o processo quantil geral ¢,(t) e o consequente aproveita-
mento de resultados tedricos nao é tao imediata. De fato, se usarmos a representacao
(4.25) e o Teorema do Valor Médio, veremos que, para cada t € (0, 1),

w(t) = Vn(E, (t)—F (1)
() = Vn(F~(U; (1) — F(t))

!

0(t) = Vn (U, (t)—t). [F(&)]

gn(t) = V1 (U — 1) 1 (4.26)

FE= (&)

_ _ (k—1) k . .
em que t AU, (t) <& <tVvU, (t)e <t<—,1<k<n. Arelacao acima
exige que a distribuicao F' seja absolutamente Contfm?a com densidade estritamente
positiva. Essa imposicao ja é necessiria a convergéncia em distribuicao de g, (t) para
B, e, naturalmente, para a convergéncia em distancia Mallows de ordem 1 que provamos
no Teorema 4.4.

Note que a positividade estrita da densidade ainda permite que (4.26) seja escrita
da seguinte forma:

__ 1 o SE(@)
Gn(t) = FE0) VL (Ugip — 1) E (4.27)
Dentro da teoria dos processos empiricos, a limitagao uniforme da taxa
(P~ (1) Lo
FF (&) 429

¢ uma forma conveniente de se prover resultados para ¢, (t) que ja valham para o caso F'
uniforme, como bem ilustra a exposi¢ao do capitulo 6 de Csoérgo e Horvéath (1993). No
proximo capitulo, abordaremos as condig¢oes naturais nas quais tal limitagao uniforme
pode ocorrer. Para estabelecer uma convergéncia em distancia Mallows de ordem 2
de ¢,(t) que dispense a finitude de momentos de F', acrescentaremos uma hipétese de
limitacao uniforme sobre o denominador de (4.26) ou sobre a taxa (4.28). No enunciado
a seguir, a medida de probabilidade P é aquela do espaco de probabilidade onde estao
definidas as varidveis aleatorias da amostra geradora dos processos quantis envolvidos.

Lema 4.1. Seja F' uma distribui¢cdo continua com derivada positiva. Suponha que

Jnf f(F(1) >0, (4.29)
sup SUE) = 0,(1), (4.30)

para t AU, (1) <&, <tV U, (t).
Neste caso, para cada t € (0,1), temos que

Elg.()]* = E[B,)%. (4.31)
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Demonstragao:
Ja sabemos do Lema 1.3 e do Teorema do Mapeamento que

lgn()]* = (B.)*. (432)
Para 1 < k < n, a distribuicao associada a estatistica de ordem Uy., possui terceiro
momento finito, o que nos permite reescrever a igualdade (4.20) como
nin?/?
(k—1Dl(n—k)!

A = 2)"Rdz,

B[V (U — ) = / (2~ t)?

pela mensurabilidade da fungao cibica. Uma andlise exatamente igual aquela feita na
demonstracao do Teorema 4.4 mostra que

EVn(Ugy — )P = /0 1 (2 — t)* M, dz, (4.33)

com M, convergindo a zero independentemente de z. A limitagao obvia da integral
acima implica dizer que

E[Vn(Up — )] < o0, (4.34)
para cada n > 1. A hipdtese descrita em (4.29) garante que existe § > 0 tal que
1
fF (&) > 5 para cada &, € (t AU, (t),t VU, (1)), isto ¢
1
— <
fP(E= (&)

A desigualdade acima, combinada com (4.34) e com a relac¢ao (4.26), nos assegura que

Slylsz {la.(t)’} < o, (4.35)

de forma que

E{lan(®)F} _ b, B {Jan()’}

a—o0 a

= 0.
(4.36)

lim sup/ |gn(t)|?dP < lim sup
a0 Slgn(#)22a} e

Em outras palavras, temos assegurada a integrabilidade uniforme de [q, (¢)]?.

Por outro lado, a limita¢ao uniforme indicada em (4.30) e a expressao (4.27) também
garantem a relacao (4.35). Consequentemente, fica vilida, também por essa via, a
convergéncia (4.36).

A integrabilidade uniforme indicada em (4.36) e a convergéncia (4.32) garantem,
segundo o Teorema 1.5, que

Elga(t))? = E[B/.

U

Teorema 4.5. Seja F' uma distribuicao continua com derivada positiva. Se vale uma
das condicoes do Lema 4.1, entao

da(gn(t), B) = 0, (4.37)

para cada t € (0,1).
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Demonstragao:
Para cada t € (0,1), vale que

[an(B) = (B.)?, (4.38)
pelo Lema 1.3 e pelo Teorema do Mapeamento. Pelo Lema 4.1, sabemos que
Blg.(t)* — E[B/J. (4.39)
Portanto, a Proposicao 1.2 garante o resultado.
O

Observagao 4.3. A Desigualdade de Minkowski mostra que o Teorema 4.5 repre-
senta uma evolugao ao Teorema 4.4, ao implicar também na convergéncia em distancia
Mallows de ordem 1. Mais que isso, o presente Teorema nao so garante a mesma con-
vergéncia na ordem 2 para qualquer ponto de (0,1), como também ndo impée a finitude
do sequndo momento de F', jd que a limitacao nesse sentido se transfere para a distri-
buicao uniforme, que a satisfaz sem nenhuma hipotese adicional sobre F'.

O Teste da Razao para séries de poténcias mostra que, a exemplo do que vimos na
demonstracao do Teorema 4.4, para cada r € R, vale a convergéncia de

r/2

> %(1 — )"k (4.40)

n>k

para qualquer z € (0, 1). Portanto, a sequéncia

15,7/2
Ry= — (1= )k

" (n—k)

converge para zero independentemente de z € (0,1). Por isso, analogamente a igual-
dade (4.33), podemos escrever

1
E[a(Upy — 1)+ = / (2 — )"\ Rydz. (4.41)
0
Estas observacoes permitem-nos estabelecer uma consequéncia imediata ao Teorema
4.5.

Corolario 4.2. Seja F' uma distribui¢cao continua com derivada positiva. Se é vdlida
uma das hipoteses do Lema 4.1, entao

d(qn(t), By) == 0, (4.42)
para cada t € (0,1) e para cada r > 2.

Demonstragao:
Do Lema 1.3 e do Teorema do Mapeamento, temos que

q,(t) = By,

A integrabilidade uniforme da sequéncia {¢/(¢)}, segue imediatamente da relagao
(4.41). Por isso, o Teorema 1.5 garante a convergéncia dos momentos e a convergéncia
(4.42) fica estabelecida como consequéncia da Proposi¢ao 1.2.
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O

A auséncia de uma imposicao sobre os momentos da distribuicao F' no Lema 4.1
permitira, no proximo capitulo, o uso desse resultado na produgao da convergéncia
em distancia Mallows de um funcional ponderado do processo quantil quando ¢, (t) é
gerado a partir de classes de distribui¢oes mais restritivas quanto aos momentos, como
a classe das distribuicoes estaveis.



Capitulo 5

Distancia Mallows ponderada
estabilizada

5.1 Introducao

O processo quantil

Qn(t) = \/E(Fg(t) - Fﬁ(t)) , L€ (07 1)7 (5'1)

¢ o componente basico de muitas estatisticas interessantes, algumas das quais foram
abordadas na introducao desta tese. Uma quantidade substancial de obras se dedica
a essa abordagem. Referéncias fundamentais nesse sentido sao os textos de Shorack
e Wellner (1986) e de Csorgo e Horvath (1993). Uma estatistica derivada de (5.1) é
o segundo momento de ¢,(t) com respeito a medida de Lesbegue, e, em geral, com
respeito a qualquer medida com densidade w(t) em (0, 1), dado por

1/2

= ([ lnttPwion) (52)

O funcional (5.2) é o principal componente de estatisticas usadas, por exemplo, em
testes de ajuste baseados no coeficiente de correlacao, como em Lockhart e Stephens
(1998), e testes de ajuste baseados na distancia Mallows, como em Barrio et al. (1999).
Tais classes de testes contém importantes membros, como os testes de normalidade de
Shapiro-Wilk.

A expressao da distancia Mallows ponderada de ordem 2 entre a funcao de distri-
buicao F' e sua empirica associada F), é dada, conforme a Defini¢ao 2.2, por

1/2
dow(Fp, F) = (/ |F( (t)Pw(t)czt) : (5.3)
Claramente, (5.2) e (5.3) estao relacionadas por

\/ﬁdlw(FmF) = ||Qn||2,wa

ou, alternativamente,

3 (Fos F) = ||qull3 0 (5.4)

59
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A convergéncia em distribuicao da estatistica nd3 ,(F,, F') tem sido objeto de inte-
resse em muitos trabalhos recentes, especialmente, porque sua convergéncia permite a
proposicao de testes de ajuste para familias de escala e locacao geradas por uma distri-
buicao especificada. Uma descricao tedrica completa da convergéncia em distribuicao
de ||¢a I3, € algumas de suas variagdes pode ser encontrada em del Barrio et al. (2005),
sob a imposicao do segundo momento finito de F'. Por outro lado, podemos encontrar,
em Dorea e Lopes (2014), a proposigao de testes de ajuste baseados em (5.4) quando
F é uma distribuigao estével, sob a conveniente escolha de w(t) que, neste caso, nao
depende intrisecamente da distribuicao desconhecida F'.

Sob certas condigoes de regularidade, provou-se em del Barrio et al. (2005) que, se
B(t) ¢ uma Ponte Browniana, entao

D
g ()12, — [1Boll3w; (5.5)

, Ou seja,

0 (Fo, F) 2 / f232 w(t)dt. (5.6)

Neste capitulo, provaremos que a convergéncia em distribuicao disposta em (5.6)
pode ser melhorada para convergéncia em distancia Mallows, isto é,

nds.,(Fn, F) / f232 w(t)dt. (5.7)

Além disso, mostraremos que a escolha da ponderacao w(t), feita em Dorea e Lopes
(2014), satisfaz tal convergéncia sempre que F' possuir cauda de variagdo regular, in-
dependentemente dos momentos da distribuigao, o que terminard por incluir, em (5.7),
classes de distribuicoes mais restritivas quanto aos momentos, como as estaveis nao
Gaussianas.

A obtencgao de (5.7) dispord da correspondente convergéncia em distribuicao. Por
isso, faremos, na préxima secao, uma breve discussao sobre dois aspectos técnicos
importantes na produgao de (5.6).

5.2 Discussao de hipd6teses

A convergéncia em distribuigao listada em (5.6) se baseia no processo quantil ¢, ().
Por isso, sua producao passa pelo Lema 1.3 e pela relagao entre g,(t) e seu caso par-
ticular F' uniforme. Nesta secao, discutiremos algumas ressalvas a esses dois aspectos,
que permitirao uma melhor compreensao das hipéteses que serao impostas a obtencao
da convergéncia (5.7).

Segundo o Teorema de Donsker, a distribui¢ao de um funcional continuo de um pro-
cesso de somas parciais converge para o correspondente funcional de um movimento
Browniano B(t). Basta que o processo de somas parciais em questao seja obtido de
variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com segundo momento
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finito. Esse é o caso, por exemplo, do processo empirico uniforme «,,(t), uma soma de
variaveis aleatorias indicadoras com segundo momento finito. Por isso, se considerar-
mos «,(t) e B(t) como elementos aleatdrios tomando valores no espago DI0, 1] sob a

topologia de Skorohod!, é verdade que a convergéncia a,(t) 2. B (t) implica em

D
lan]loo = sup a,(t) — sup B(t) = || Bl s,
0<t<1 0<t<1

pois o funcional x — ||z]|o ¢ continuo na topologia de Skorohod a menos de um
conjunto com medida de Wiener nula. Em outras palavras, o funcional é B-continuo.
No caso do processo quantil g, (), a convergéncia do Lema 1.3, dada por

b B(t)

@(t) — s (5.8)
fF=())
e a B-continuidade, na topologia de Skorohod, do funcional
1
T / x(t)*dt,
0
poderiam facilmente nos induzir a conclusao de que
1 1 B2 (t)
nd(F,, F) = / an(D)]2dt 2 / gt 5.9
2( ) 0 [ ()] 0 f2 (F_(t)) ( )

sem maiores exigéncias. Contudo, a convergeéncia (5.9) ndo pode seguir automatica-
mente da convergéncia (5.8). A razao disso estd na finitude do processo limite, condic¢ao
que estd intimamente ligada a finitude de sua funcao covariancia, isto é,

1
t(1—1t)
—————dt < 0. (5.10)
/0 f2(F=(1))
O proximo Lema deixa clara essa relacgao.

Lema 5.1. (Csorgo e Horvath, 1993, Lema 5.2.3).
Suponha que 0 < p < 0o, que h € positiva em (0,1), e que B(t) é uma Ponte Browniana.
As condicoes a sequir sao equivalentes:

-
1. /0 Tdt<oo.

LB()P
2. /0 0 dt < oo

A situagao da convergéncia (5.9) é o caso p =2 e h(t) = f*(F~(t)). Os exemplos
a seguir ilustram as limitagdes que o Lema 5.1 impde a convergéncia (5.9).

1Um estudo apropriado da convergéncia em distribuicdo do processo empirico exige que o mesmo
seja considerado no Espago D0, 1], chamado Cadlag (do francés “continue & droit avec limits & gau-
che”). A topologia de Skorohod torna esse espago separdvel e completo, além de garantir a mensura-
bilidade do processo empirico.
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Exemplo 5.1. Seja F' uma distribuicao a-estdvel nao Gaussiana. Pelo comportamento
assintotico das caudas e da densidade de F, descrito pelos Teoremas 1.1 e 1.2, € verdade

que
Loy [PE@E@) Y @R,
/of2<F-<t>>dt‘/oo 2@ dF”‘/oo f@) =

pois

@) " e

Assim, mesmo que uma distribuicao a-estdvel nao Gaussiana satisfaca o Lema 1.3, a
consequéncia natural do Lema 5.1 € que nao vale a convergéncia (5.9).

F(x) x~
f

Exemplo 5.2. Seja F a distribuicao mazimal de Fréchet, com parametro o > 0.
Como essa distribuicao possui cauda a direita de variacao reqular com indice —a, 0s
cdlculos que demonstram a infinitude do limite em (5.9) sdo similares ao Ezemplo
5.1, de forma que temos novamente a mesma conclusao. Vale observar aqui que, para
a > 2, F possui sequndo momento finito, pois para z — 00,

/ $2f(x)dx%/ ax?~ @y,

Exemplo 5.3. Suponha que F' seja a distribui¢cao normal padrao. Neste caso, conforme
pdgina 963 de Bickel e Zwet (1978), é verdade que

Sy
/l/n mdt = log(log(n)) 4+ log(2) + v + o(1),

em que vy € a constante de Euller, isto ¢,

"1
vy = lim [;; - log(/f)] :
Mesmo em casos supostamente mais simples, como ¢ o caso das distribui¢coes com
segundo momento finito, o Lema 5.1 aponta a impossibilidade da convergéncia (5.9).
De fato, nao sé o Exemplo 5.3 ilustra essa afirmacao, mas o Exemplo 5.2 também
confirma esse ponto de vista, pois para a > 2 temos segundo momento finito.
Portanto, a adogao de uma ponderagao conveniente para assegurar a condigao

1
t(1—1)
————w(t)dt < oo,
/0 f2(E=(t))
é indispensével na obtengao da convergéncia (5.7), pois nos valeremos da convergéncia
em distribuicao.

A igualdade
\/ﬁdZw(anF) = ||Qn||2,w7 (511)

mostra que uma andlise de convergéncia acerca de ndz , (F,, F) ¢, fundamentalmente,
uma investigacdo sobre a convergéncia do processo quantil ¢,(t). A exemplo do que
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buscamos fazer para a convergéncia em distancia Mallows de g, (t), no capitulo anterior,
exigiremos aqui alguma condicao que nos permita aproveitar as boas propriedades do
processo quantil no caso F' uniforme, em virtude da relacao (4.26), que pode ser escrita

e 1 L FE®)
ﬂf?ﬁJmm“ t) S (5.12)

fFF= (&)
o o =y (E—1)
Na relagao acima, como ja vimos, Uy, = F~ (U, (t)), -
Além disso, t AU, (t) < &, <tV U, (t), em que U, (t) é a inversa empirica uniforme
proveniente da amostra Uy, = F(X.,), na qual X, é a k-ésima estatistica de ordem
da amostra de F'.

Contanto que possamos impor algum controle uniforme sobre a taxa

[ (1)
f(F= (&)

é possivel transferir a teoria que envolve o caso uniforme de g,(t) para o caso geral, a
exemplo do que fizemos em nosso Lema 4.1. Essa transferéncia é interessante, pois o
caso F' uniforme nao apresenta os problemas listados nos exemplos anteriores. Con-
forme o Capitulo 6 de Csorgo e Horvath (1993), a condicao a seguir é uma imposigao
natural na obtencao do controle da taxa (5.13).

an (t) =

k
<t< =, 1<k<n.
n

(5.13)

Definicao 5.1. Condicao Fundamental.
Considere

ap = sup{z; F(x) = 0}, bp = inf{z; F(x) = 1}.
A funcao de distribuicao F' satisfaz a Condicao Fundamental se:
1. F € duas vezes diferencidvel em (ap,br).
2. F'(x) = f(xr) >0,V z € (ap, br).

3. Para algum v > 0, € verdade que

su x)|l = F(z Ul(x)‘
aF<beF F( )[1 F( )] fQ(I) = "
ou equivalentemente, { |
I (F (1)
N O

No contexto de proposicao dos mais variados testes de ajuste que sejam baseados
na distancia Mallows ponderada e no processo quantil, a Condi¢ao Fundamental nao
pode ser dispensada. Por isso, ao projetarmos uma extensao da convergéncia em (5.6),
é imperativa a adogao dessa hipdtese. Apresentamos a seguir um lema que sintetiza o
poder da Condi¢ao Fundamental.

Lema 5.2. (Conforme Csdrgo e Horvdth, 1993, pp. 369 e 378)
Se F satisfaz a Condicao Fundamental, entao

f(F@0)<:{t1Vt21—(h/xh)}77

f(F_(t2)>_ tl/\tg 1—t1\/t2
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para cada par ti,ty € (0,1). Além disso, para &, como em (5.12),

wp LE0)
Lp<]— 1f( (fn))

n—

= 0,(1).

Na proxima segao, exibiremos o resultado de del Barrio et al. (2005) que garante,
sob certas condigoes, a convergéncia em distribuicao dada por

D
1y (Fo; F) = || Boll3 -

Em seguida, estenderemos tal convergéncia para a distancia Mallows.

5.3 Convergéncia em distancia Mallows de nd; ,(F,, F)

A seguir, transcrevemos o resultado de del Barrio et al. (2005), cujo modo de
convergeéncia estenderemos. Usaremos no enunciado a terminologia da igualdade (5.4).

Teorema 5.1. (del Barrio et al. (2005))
Sejam F uma distribuicao continua derivdvel e w uma ponderacao que satisfacam as
sequintes hipoteses:

a) F satisfaz a Condigio Fundamental;

b) ap > —00 ou
(P () |
R )

> 0;

¢) bp < 00 ou
S E( =) fa
it 1 = 2))

T 1
x/ w(t)dt x/ w(t)dt
lim 22— =0, lim Lz =0;

w0t f2(F~(x)) w0t f2(F~(1 - 1))

Lol —1t)
/0 mw(t)dt<oo.

D/ w(t) 2 By(t)/wl(t). (5.14)

Neste caso, temos que

Além disso,
nd2 ., (Fu, F) 25 || Bol2.,. (5.15)

Observe que, conforme discutido na secao anterior, o quinto item das hipdteses as-
segura a finitude do limite em (5.15). A seguir, estendemos a convergéncia do Teorema
5.1 apenas com a adi¢ao de uma hipdtese do Lema 4.1.
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Teorema 5.2. Seja F' uma distribuicao continua com densidade positiva. Se F' satisfaz
as hipoteses do Teorema 5.1 e do Lema 4.1, entao

nd2,(Fo, F) 25 || Bl (5.16)

Demonstragao:
As hipéteses do Teorema 5.1 asseguram que

nd2 , (Fo, F) -2 || Bol2.. (5.17)
As hipéteses do Lema 4.1 implicam em
Elg.(t)* — E[B,J.
Disso, para cada t € (0, 1), vale que
E((ga(t))*w(t)] = E[(B,)*w(t)].
Pelo Teorema de Tonelli, podemos escrever

E{llgnll2} = E{ll Boll2a}.

ou
E{nd;,,(Fu, F)} = E{||Boll3..} - (5.18)

As relagoes (5.17) e (5.18) garantem nosso resultado, conforme a Proposicao 1.2.

O

[lustraremos o Teorema 5.2 no préoximo exemplo, através de uma distribuicao cujas
propriedades de variacao regular motivarao um caso particular do resultado.

Exemplo 5.4. Considere F' ~ S1(1,0,0), a distribui¢cao de Cauchy padrao.
A densidade da distribuicao €

1

= R
Como ap = —0c0 € bp = o0, € verdade que F € duas vezes diferencidvel em (ap,br),
com densidade estritamente positiva no mesmo intervalo. Além disso
t(1—=t)|f (F(t Fx)1-F ’
wp O @) F@( = F)If (2)]
0<t<1 f2(F=(1)) z€R f? ()
= sup 27|x|F(2)F(x)
zeR
F(x)F
= 2msup —(93)1 (z)
T€R _
||
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Na dltima igualdade foi usada a regra de L' Hépital para o cdlculo das indeter-
minagoes lim |x|F(x) e lim |z|F(x). FEssas verificagoes atestam que F satisfaz a

Condi¢ao Fundamental. Para verificar o item b) das hipdteses do Teorema 5.1, 0b-
serve que a troca x = F(t) implica em

imgur LDl 010
w0t fR(F(2) o 2 (D)
Mas, usando novamente a regra de L' Hopital,

") |F(t 2| — t|F(t 2
hmM:hmM:hm -1
t——o0 f? (t) t—o0 T t—oo 1 + 2

Como o limite acima é 1, vale o mesmo para o limite inferior. Quanto ao item c), veja
que

(F- (F(1) (1 - ‘WIL-F
O )1 i o ) [ N Y R )
a0t f2(F(1—2)) 1" A1) y—oo f* ()
Do mesmo modo que antes,
! _ _ 2
i LWL -FQ)] _ 2y -F) _ . -y
Y=o I (y) y=roo m y=oo —(1 + 12)
Agora, considere a mesma ponderacao do Exemplo 3.1, isto ¢,
1
323, 0<t< 3
w(t) =
1
32(1—1t) g St< 1.
Trocas como as anteriores resultam na igualdade
v 1 tan(—t)]°
o [t : 5+
hmo—:limL:Slim 2 T =0
e=0t f2(F(2))  amot f2(F(z)) twee L ’
(1+1¢2)
e na igqualdade
1 15
x/ w(t)dt 5 F _ arctan( t)}
lim — L=z = lim 5 — 8lim L2 d =0
a0t f2(F=(L=a))  amo+ f2(F=(1—a)) o0 1 ’
m2(1+ t2)2

0 que significa que estd satisfeito o item d) do Teorema 5.1.Podemos assequrar também
o item e), pois

1 —t(l — t) W = : —t4(1 _ t) w : _t<1 _ t)4_w 00
|, Py =2 | eyt gy <o
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A finitude dessas duas integrais seque de fatos similares, de maneira que justificare-
mos apenas a finitude da sequnda delas. Jd provamos, na Secao 1.3, que F € RV_q, de
forma que F(z)* ~ cx™* para alguma constante c. Logo, para z suficientemente grande

Como a distribuicao satisfaz a Condi¢ao Fundamental, o Lema 5.2 implica na limitagao
(4.30), uma das hipdteses do Lema 4.1, como queriamos.Portanto, para a distribui¢ao
de Cauchy F' e para a ponderagao escolhida, resta garantido que

dy
nd ,(Fo, F) = || Bol3 -

Exemplo 5.5. Considere F' ~ S;5(1,0,0), a distribuicao de Levy. Neste caso,

2 oo
F(z) = —/ et
™ J1/Vox

Aqui, todos os itens do Teorema 5.2 sao satisfeitos por causa da variagao reqular
de F, provada na Se¢do 1.3, e da variagdo reqular de F(—zx), diretamente verificada
por cdlculos imediatos. A escolha conveniente da ponderagcdao w pode ser

1
19265 0<t<g,

w(t) =

192(1—¢t)° , =<t<1.

N | —

O Exemplo 5.4 e o Exemplo 5.5 sugerem uma caracterizacao mais geral de classes
de distribuicoes F' e ponderacoes w para as quais se aplica o Teorema 5.2. De fato, as
hipéteses do resultado funcionaram com base em caracteristicas de F' que sao comuns
a muitas outras distribuicoes e com ponderacoes que nao dependem essencialmente de
F.

Na proxima secao, provaremos que o Teorema 5.2 vale para todas as distribuigoes
com caudas de variagao regular, contanto que a ponderagao apropriada seja utilizada.

5.4 Generalizacao do caso de variagao regular

A fim de propor testes de similaridade que incluissem as distribuigoes a-estaveis
(0 < a < 2), foi apresentada, em Dorea e Lopes (2014), uma classe de ponderagdes w
construida com base no comportamento das caudas da funcao de distribuicao. Tal
classe de ponderacoes, quando aplicada de forma conveniente nas distribuicoes a-
estaveis, transformava-as em distribui¢oes com segundo momento finito, conforme ilus-
tramos no Exemplo 3.1. Reescrevemos a seguir a estrutura dessa classe de ponderacoes.

Defini¢ao 5.2. (Conforme Dorea e Lopes (2014), p. 8)

2
Suponha que F é uma distribui¢ao a-estdavel (0 < a < 2) e B < ——. Neste caso,
o
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Ct? |, 0<t<C,
w(t) = i
Cl-t)=% , C<t<l1,
1-p
Gt (1= O
Em nosso préximo resultado, provaremos que a classe de ponderacoes da Definicao

5.2 é suficiente para aplicarmos o Teorema 5.2, quando F' pertence ao dominio de
atracao de uma distribuicao a-estavel nao Gaussiana.

emque0<C <1leC =

Teorema 5.3. Seja G uma distribuicao a-estdvel (0 < o <2). Se F € D(G) ew € a
ponderagao da Definicao 5.2, entao

dy
nds ,(Fo, F) = || Bol3,,-

Demonstragao:
Provaremos que estao satisfeitas, neste caso, as hipéteses do Teorema 5.2. A validade
da Condi¢ao Fundamental e da relacao

1
t(1—1t)
————w(t)dt < oo,
/0 JAE=(1))
estao detalhadas pelo Lema 3.1 de Dorea e Lopes (2014) quando F' possui caudas de
variacao regular com indice 0 < a < 2, que é justamente o nosso caso, conforme o

Teorema 1.1. Por isso, nao repetiremos essas verificacoes aqui. Vamos verificar as
outras hipoteses do Teorema 5.1.

Para provar o item c), observe que as trocas x = F(t) e t = —y, combinadas com
os Teoremas 1.1 e 1.2, implicam em
P E e 0P
a0t f2(F(2)) to—oo f2(2)
/ o F _
IS 2y)l (—y)
Y=o f2(=y)
—1-2 -1
e i
Yy—00 y*
= C">0.

Os mesmos teoremas e as trocas t = 1 —x e F(y) = t garantem o item d), pois

i inf (1 —a) e _ i i If (P @) (1 =1)
e—0t  f2(F~(1—ux)) P F2(F-(1))
W F)
Y=o f* ()
~ C'lim y 'y
y—oo  y 4

= O >0.
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Agora, considere a escolha da Defini¢ao 5.2. As trocas x = F'(—t) e x = 1 — F(t)
resultam, respectivamente, na igualdade

x/ﬂ w(t)dt . 85 (F(—t)]

lim = lim —leim—]z lim ¢t =0,

z—0* f2 (Fﬁ ($)) z—0* f2 (Ff (:L’)) t—00 f2 (—t) t—00

e na igualdade

x/l w(t)dt ‘ 85 - P

lim — = lim = 8lim ~ limt ' =0,

oo PPE-(L=a)  amor PE(L—2)  eom J2() e

0 que significa que estd satisfeito o item d) do Teorema 5.1. Essa verificagdo e o
Teorema 5.2 encerram nossa demonstragao, pois uma das hipéteses do Lema 4.1 ja fica
garantida pela Condicao Fundamental, conforme o Lema 5.2.

O

A demonstracao do Teorema 5.3 foi baseada em propriedades decorrentes da va-
riagao regular de F', por isso, um questionamento automatico diante do resultado ¢é
sobre sua validade para qualquer caso em que F' possua caudas de variacao regular.
Para os casos em que temos somente F' € RV, ou F(—z) € RV_, com a > 2, te-
mos a finitude do segundo momento (conforme ilustra o Exemplo 5.2), a validade da
Condigao Fundamental e a falha da condigao (5.10). Para contornar esse problema,
duas variagoes da Definicao 5.2 sao validas, a saber:

Definicao 5.3. Considere, a sequir, C' e C' convenientemente escolhidos para que w
seja uma densidade em (0,1).

1. Para distribuicoes com cauda de variacao reqular apenas a esquerda:

ce2 , 0<t<C,
w(t) =
1, C<t<l,

2. Para distribuicoes com cauda de variacao reqular apenas a direita:

1, 0<t<C,
w(t) = )
c1—-t? , C<t<l,

Observe que, se F' possui cauda de variacao regular apenas de um lado com indice
—a (0 < a < 2), a verificagao das hipdteses do Teorema 5.1 torna-se mais simples, pela
troca —f3 = 2 na estrutura da ponderacao. As escolhas de ponderacoes da Defini¢ao 5.3
sao suficientes para que possamos incluir no Teorema 5.1 as distribui¢oes com caudas
de variacao regular com qualquer indice nao nulo —«, pois as verificagoes dos itens
b), ¢) e d) daquele Teorema seguem inteiramente validas, nesse caso, bastando que se
use, conforme necessario, a Definicao 5.2 ou 5.3. Resumimos esses fatos no Corolario
a seguir.
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Corolario 5.1. (do Teorema 5.1) B
Seja F uma distribui¢ao continua tal que F € RV_, e/ou F(—z) € RV_,, a > 0.
Neste caso,

D
nd%,w(Fn7F) — ||B0H§,w7

em que w € uma ponderacao da Defini¢ao 5.2 ou da Defini¢do 5.3.

Quanto aos Teoremas 5.2 e 5.3, a inclusao dos casos acima depende do atendimento
da distribuicao F' a uma das hipdteses do Lema 4.1.

O Corolario 5.1 encerra as contribuicoes de nosso trabalho. Na proxima secao,
disporemos as consideragoes finais desta tese.



Consideracoes Finais

Cumprimos os objetivos aos quais nos propusemos desde o inicio deste texto.

Derivamos extensoes para conhecidas convergéncias na distancia Mallows envol-
vendo somas parciais, usando resultados de nossa autoria que se apoiaram em pon-
deragoes.

Expandimos nossa abordagem para os processos empiricos, um tipo particular de so-
mas parciais, mimetizando as técnicas de demonstragao usadas nos primeiros capitulos.
Continuamos nosso estudo em direcao aos processos quantis gerais, obtendo a con-
vergéncia em distancia Mallows através do processo quantil uniforme.

Chegamos, por fim, a unificagao dos elementos norteadores da exposi¢ao por meio do
Teorema 5.2, um resultado que estabeleceu o comportamento assintético em distancia
Mallows da estatistica nd3 ,, (F,, F'), uma medida de dissimilaridade entre a distribuigao
F' e sua correspondente distribuicao empirica. Indicamos, ainda, a aplicabilidade desse
Teorema para a classe das distribuicoes com cauda de variacao regular, conjunto que
contém propriamente as distribuig¢oes estaveis nao Gaussianas.

Os lemas que propomos na Secao 2.3 foram os ingredientes fundamentais na producao
de nossos principais resultados. Os entes mateméaticos ponderados que foram trabalha-
dos naqueles lemas, permitiram-nos usar, com mais desenvoltura, as ferramentas que
auxiliam a relacao entre a convergéncia em distribuicao e a convergéncia em distancia
Mallows, tais como a Proposicao 1.2 e o Teorema 1.5. Apenas para ilustrar um exem-
plo, pudemos usar a invariancia da convergéncia fraca por ponderagoes, disposta no
Lema 2.2, como um conveniente atalho em demonstracoes dos Capitulos 2 e 3, pois a
relacao

F,5G & Fo,,—G,,

garante a adogao e a dispensa de uma ponderacao sem maiores exigéncias.

O sucesso dos lemas da Secao 2.3 na obtencao de nossos mais importantes resul-
tados, instiga, naturalmente, o interesse em testar sua eficiéncia na abordagem de
assuntos presentes nos artigos que citamos para ilustrar a relevancia das distribuicoes
ponderadas e da distancia Mallows ponderada. Essa verificagao, possivelmente longa,
serda objeto de trabalhos futuros.

Os processos empiricos, 5, (t) e ¢,(t), surgiram em nosso trabalho por constituirem,

a0 mesmo tempo, uma ilustragao de somas parciais e uma ligagao clara com o Capitulo
5. Para t fixado, a convergéncia na r-ésima distancia Mallows de 3, (t) para uma ponte

71
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Browniana precisou de uma imposicao sobre a fungao geradora de momentos dada por

sup MV (0) < oo, (5.19)

Sob nosso ponto de vista, a imposi¢ao (5.19) pareceu verdadeira desde o inicio da
pesquisa no tema. Contudo, nao encontramos uma forma eficiente e direta de verifica-
la, exceto para r = 5. Essa verificagao é parte de novos projetos.

Em se tratando de processos empiricos, ha um relevante aspecto do estudo que pode
ser tratado em trabalhos vindouros: trata-se do caso em que f,(t) e ¢,(t) surgem de
uma sequéncia de variaveis aleatérias nao necessariamente independentes. A hipdtese
de independéncia pode ser razoavelmente admitida em aplicagoes praticas, mas prescin-
dir dela torna qualquer modelagem mais realista. Nessa situagao, todos os resultados
classicos em torno da distribuicao empirica, e dos entes matematicos derivados dela,
precisam de alguma revisao a respeito de sua validade.

A convergeéncia em distancia Mallows da estatistica nd;w(Fn, F') reuniu os tépicos
de interesse de nossa apresentacao, mas um questionamento sobre sua validade para
ordens superiores (tanto na estatistica quanto no modo de convergéncia) é automatico
e justificavel, visto nossa preocupacao com esse aspecto no Capitulo 4. A discussao que
fizemos na Secao 5.2 ilustra bem o quao delicada pode ser uma extensao nesse sentido.
De fato, ha limitacoes técnicas acerca do funcional integral envolvido na expressao de
d;}w(Fn, F') que escolhemos nao abordar aqui, especialmente porque muitos novos con-
ceitos e suposigoes seriam necessarios, o que justifica uma ramificagao futura de nossa
pesquisa, mas nao a producao de mais um capitulo nesta tese.

Essas consideracgoes encerram a exposicao de nosso trabalho.
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