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Resumo

Redemonstramos o resultado de representacao para preferéncias sobre menus
com contingéncias imprecisas de Epstein et al. (2007) e espaco finito de esta-
dos subjetivos. Nossa técnica, que envolve o resultado para preferéncias in-
completas de Kochov (2007) e o axioma Negative Certainty Independence de
Dillenberger (2010), permite aplica¢oes do modelo para o caso de preferéncias
variacionais sobre menus, racionalidade subjetiva, e atualizacao bayesiana de

crencas.

Palavras-chave: teoria da decisao, preferéncias sobre menus, incerteza,

ambiguidade, atualizacao bayesiana.
Classificagcao JEL: D81



Abstract

We provide an alternative demonstration to the representation of preferences
over menus with coarse contigencies from Epstein et al. (2007) imposing
finitiness to the subjective state space. Our technic - which involves the result
for incomplete preferences from Kochov (2007) and the Negative Certainty
Independence axiom from Dillenberger (2010) - allows for applications in the
case of variational preferences, subjective rationality and bayesian update of

priors.

Key words: decision theory, preferences over menus, uncertainty,
ambiguity, bayesian update.
JEL codes: D81
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1 Introducao

Como modelar a decisao de um agente cujas alternativas tém resultados que
dependem de uma realizacao futura de estados da natureza e, ao ter que
escolher um conjunto dessas alternativas, esse agente o faz sem possuir uma
descricao completa desses estados? Para abordar o problema, utilizaremos
o framework de preferéncia sobre menus e alguns dos principais resultados
de representacao funcional das preferéncias encontrados na literatura até o
momento.

Para compreender a motivacao do nosso trabalho, considere o caso de um
gerente de investimentos de uma instituicao financeira que deve decidir como
alocar os recursos de seus clientes. Cada portfolio escolhido, trara retornos
condicionados a contingéncias (politicas, econdmicas, institucionais etc) que
caracterizarao a economia em um futuro préoximo. Contudo, apesar de con-
seguir conjecturar acerca dos estados da natureza que se realizarao, o gerente
nao possui uma descricao completa de cada um deles. Ha aspectos sutis de
cada uma dessas contingéncias, suficientemente importantes para influenciar
o retorno dos portfolios, mas que o agente os desconhece e tem consciéncia
disso. Isto significa que, para cada estado da natureza, nao ha uma tnica
crenca a respeito da probabilidade de sua ocorréncia e, consequentemente,
dos retornos associados.

Uma primeira abordagem a decisao sobre menus com incerteza foi pro-
posta em Kreps (1979) e Kreps (1992). A sugestao do autor foi axiomatizar
a preferéncia sobre menus de alternativas levando em conta a preferéncia
por flexibilidade, uma hipotese natural a respeito do comportamento de um
agente que nao tem certeza a respeito dos seus gostos futuros. Na presenca
de incerteza, os menus, vistos como conjuntos de oportunidades, sao tao pre-
feriveis quanto maiores as possibilidades oferecidas por eles. A representacao
de Kreps (1979), todavia, nao capta integralmente nossa motivagao, pois,
nela, o tomador de decisao age como se houvesse um espaco subjetivo de
estados da natureza completamente conhecidos pelo agente, no sentido de
nao haver ambiguidade dos payoffs associados a eles. Uma abordagem do

tipo Savage também seria inadequada pela mesma razao. Ademais, interessa



ao pesquisador obter um espaco de estados da natureza subjetivo, obser-
vavel pelo proprio comportamento do agente ex post, quando realizadas as
contingéncias.

De fato, a imprecisao que caracteriza as contingéncias antecipadas pelo to-
mador de decisao esta associada a ambiguidade presente em modelos de pre-
feréncia com multiplas priors, como é o caso de Gilboa e Schmeidler (1989).
Veremos que a representacao da preferéncia sobre menus com contingén-
cias imprecisas tem um formato semelhante aquele encontrado na modela-
gem de decisao sobre atos com ambiguidade. Modelaremos nosso problema
baseando-nos no trabalho de Epstein et al. (2007) - EMS, daqui por diante
- que, por sua vez, generalizaram o arcabou¢o DLR, de Dekel et al. (2001),
no qual os agentes possuem uma preferéncia sobre menus de loterias deri-
vadas de um espacgo de alternativas finito. EMS estendem esse modelo ao
incorporar a imprecisao das contingéncias que se realizarao apos a escolha
dos menus.

Observe que a utilidade dos menus encontrada em DLR, dada por,

WP () = | maxu(B)du(u)
Bex
toma uma tinica crenca i a respeito do conjunto de estados da natureza como
suficiente para a tomada de decisao do agente. Isso nao é por acaso, pois
eles modelam um tomador de decisao que possui uma descricao completa a
respeito dos estados, de modo que o retorno de cada loteria para um certo
estado é tnico. EMS incorporam a imprecisao das contingéncias ao modelar
um agente com miultiplas crencas a respeito do retorno das loterias em cada
estado e, como em Gilboa e Schmeidler (1989), o agente toma sua decisao
com “cautela”, visto que a representacao de suas preferéncias sobre menus é

do tipo min-max:

EMS _ :
W= (z) = min | maxu(f)dr(u)

onde IT é o conjunto de medidas de probabilidade sobre o espaco subjetivo

de estados.



Um caracteristica comum aos modelos apresentados acima é a de que a
preferéncia sobre menus é completa e, portanto, mesmo no caso de nao pos-
suir uma descricao exaustiva das contingéncias futuras, o agente é capaz de
comparar quaisquer dois menus que lhe sao oferecidos. No6s construiremos
uma demonstragao alternativa ao modelo EMS que leva em conta a represen-
tacao obtida em Kochov (2007) para preferéncias incompletas sobre menus.
A semelhanca da decisdo sobre atos com multiplas priors modelada por Gil-
boa et al. (2010), o trabalho de Kochov (2007) nos fornece uma regra de
decisao unanime para os menus. Na sua representacao, um menu z ¢ prefe-
rivel a outro menu y se, e somente se, a utilidade em x ¢ maior ou igual a de
y para todas as crencas formadas a respeito do espaco subjetivo de estados.
Adicionalmente, faremos a hipoétese de que, ao observar um menu de lote-
rias, nosso agente necessita de apenas um nimero finito delas para avaliar o
menu. O axioma de Finitiness nos permitira concluir que o espaco subjetivo
de estados é finito, como veremos adiante.

O restante do trabalho dispoe-se da seguinte forma: na secao 2 descreve-
mos as primitivas do nosso modelo e, na 3, derivamos o principal resultado
a partir da representacao de Kochov (2007). Na secdo 4, apresentamos trés
aplicacoes da técnica envolvida na demonstracao e, na se¢ao 5, sugerimos um

problema que, se resolvido, poderéa estender nosso trabalho.



2 Axiomatizacao da preferéncia sobre menus

Modelamos um agente que toma sua decisao em dois estagios: no primeiro, os
menus sao comparados tendo em vista que, em um segundo momento, apos
a realizacao do estado da natureza, uma loteria sera escolhida de acordo com
a preferéncia ex post do agente. Seja B um conjunto finito de alternativas
e A(B) o conjunto das medidas de probabilidade sobre B. X é a colegdo de
subconjuntos fechados de A(B), os menus, e 7 denotard a preferéncia sobre

X. Os axiomas a seguir caracterizam essa relagao.
Order 7 é completa e transitiva.

Continuity Para todo z, {y €e X1y Z x} e {y € X: x 27 y} sdo fechados

em relacao a topologia induzida pela métrica de Hausdorff.
Monotonicity Para quaisquer x, ' € X com z D 2/, temos = =~ .
Indifference to Randomization (IR) x ~ co(x), o fecho convexo de z.
Nondegeneracy Existem menus z,z’ € X tais que x = 2.

Considere que, para A € [0, 1] e menus z,y quaisquer, o menu A\x + (1 — \)y
refere-se ao conjunto de loterias {\G+ (1 = \)5' : €z e [ €y}.

Preference Convexity = -2’ = Mz + (1 — )2’ 7 o

Finiteness Para todo z, existe um menu finito 27 C « tal que, para todo
A € (0,1] e qualquer menu 2/, Az + (1 — \)a’ ~ Az + (1 — \)z'.

Prevenimos indiferenca total ao supor Nondegeneracy. Para um tomador de
decisao que nao esti certo a respeito das probabilidades dos estados futuros,
é natural assumir preferéncia por flexibilidade, como em Kreps (1979). Por
conta disso, assumimos monotonicidade da preferéncia. O axioma de Prefe-
rence Converity tem a mesma motivacao e traduz a idéia de que o agente
tem ganhos de hedging ao misturar dois menus quaisquer, dada a incerteza ex
ante que caracteriza o estagio de comparacao dos menus. A motivacao para

Continuity tem carater técnico. Assumir que a preferéncia nao experimenta



"saltos"em qualquer par de menus nos permitira invocar a representacao de
preferéncias incompletas de Kochov (2007), como ficara claro adiante.

Ao assumirmos Indifference to Randomization, estamos, implicitamente,
fazendo uma hipotese a respeito do timing da incerteza enfrentada pelo
agente. Mais especificamente, estamos supondo que quando um estado da
natureza se realiza, toda a ambiguidade que marcava a decisao ex ante de-
saparece, pois, nesse momento, uma descricao completa daquele estado esta
disponivel ao tomador de decisao. A ambiguidade nao persiste e, desse modo,
o agente antecipa a escolha entre as loterias do menu previamente optado com
intuito de maximizar uma utilidade vNM e, portanto, os menus x e co(x) lhe
sao indiferentes. Se, contudo, a ambiguidade persiste ez post, IR deixa de ser
razoavel pois o agente pode experimentar ganhos estritos de randomizacao
no segundo estéagio.

Quanto a hipotese de Finitiness, a intuicao é a de que, mesmo sem possuir
uma descricao completa dos estados subjetivos, nosso agente necessita de
apenas um subconjunto finito de loterias dentro de cada menu para avalié-
lo. Veremos na demonstragao do Lema 1 que essa hipotese esta diretamente
relacionada a estrutura aditiva finita da representacao do Teorema 1, visto
que ela é condicao suficiente para garantir a finitude do espaco de estados
subjetivos. Outras formas de Finitiness foram utilizadas na literatura, e.g.
Dekel et al. (2009) e Kopylov (2009), onde ha uma discussao da relagao entre
Finiteness e formas aditivas finitas de utilidade.

Adicionalmente, suponha que o tomador de decisao tenha certeza ex ante
de que ha uma alternativa b, que é o pior resultado ex post - o mesmo vale
para a loteria degenerada J,,. Assumiremos também que o agente saiba ex
ante que o menu A(B) lhe trard o melhor resultado ez post, ainda que nao
conheca qual loteria maximizara sua utilidade apods a realizacao do estado.
Consideraremos daqui em diante que {b,} é o menu cujo tinico elemento é a

loteria degenerada 9, .

Worst Ha pelo menos uma alternativa b, € B tal que A (z U {b.}) + (1 —
ANy ~ Ax 4+ (1 — \)y para quaisquer menus z,y € X e A € (0,1).



Nossa versao de Worst é distinta daquela utilizada por EMS. Aqui, pres-
cindimos da definicao de uma relacao de dominancia sobre as loterias e de
posteriormente estendé-la a todo o conjunto de menus, como é feito em Kreps
(1979) e em EMS. Além disso, ficara claro na se¢ao seguinte que nossa opgao
gera uma forma de Worst mais proxima daquela tradicionalmente encon-
trada na literatura de utilidade esperada, quando comecaremos a explorar
uma restricao especifica de 7. Quanto a motivacdo, Worst formaliza a idéia
de que o agente nao experimenta ganhos de flexibilidade ao incluir em qual-
quer menu z a loteria degenerada da pior alternativa b,. Um raciocinio rapido
nos garante que

A(B) mx 7 {b.} e A(B) >~ {b.}

Y

para todo x. Por Monotonicity, A(B) 7Z z. Além disso, dado que o agente
esta certo de que b, é o pior resultado, = - {b.} vale para todo z. Por fim,
Monotonicity garante que A(B) 2z {b.}. Caso A(B) ~ {b.}, contrariamos
Nondegeneracy.

Tendo conhecido o comportamento do agente face aos menus A(B) e
{b.}, podemos definir 0 menu certo x, como z, := pA(B) + (1 — p){b.}, i.e.
a composi¢ao do melhor e pior menu com peso p € [0,1]. Como misturéa-los
a um menu qualquer nao traz ganhos de hedging, assumiremos o seguinte

axioma.

Certainty Independence Para A € (0,1) e z, = pA(B) + (1 — p){b.},
temos
v e e+ (1= Nz, 2\’ + (1 — Nz,

O principal resultado do nosso trabalho é a construcao da representacao fun-
cional da preferéncia sobre menus satisfazendo os axiomas acima, baseada

em Epstein et al. (2007), conforme o teorema abaixo.

Teorema 1 A preferéncia =~ sobre o espago de menus X satisfaz Order,
Continuity, Monotonicity, Indifference to Randomization, Nondegeneracy,
Preference Convexity, Finiteness, Worst e Certainty Independence se, e so-

mente se, existe um conjunto finito de utilidades N C {u € R¥ : u(b,) =

7



0 e maxgu(b) = 1} e um conjunto fechado e convero I1 de medidas de pro-

babilidade sobre N tais que

vZy & min ) m(u)maxEs(u) > min p 7 (u) maxEs(u)
ueN ueEN

para quaisquer x,y € X e Eg(u) a utilidade esperada vNM da loteria f.

Um resultado importante para a demonstracao do Teorema 1 é o de que todo
menu x possui um menu certo xz, indiferente a ele, o que traduz a idéia de
que existe um peso p na mistura entre o pior e melhor resultados suficiente
para que o tomador de decisao conjecture receber o mesmo payoff de um

menu com menor nivel de certeza.

Afirmacado 1 Para todo menu x, existe p € [0,1] tal que x ~ x, = pA(B)+

(1 —p){b}-

Dem.: Para um menu qualquer x, defina S := {p € [0,1] : x, = a}, I :=

Y

{p € 0,1 : x 7 x,} e note que 1 € S e0 € I. Como - € continua e
completa, podemos afirmar que S e I sao fechados e SUI = [0,1]. Dada a
conezidade de [0,1], sabemos que SNI # (). Portanto, parap € SNI, temos

que T ~ Tp. 0

Na proxima secao, construiremos a representagao funcional de >~ sobre
o espaco de menus X a partir da maior restricao dessa relacao invariante
com respeito a misturas entre menus, isto é, a maior restricao que satisfaz o

axioma da Independéncia, tradicional na literatura de decisao sob incerteza.



3 Representacao funcional de

Suponha que = satisfaz Order, Nondegeneracy, Indifference to randomiza-
tion, Preference Convexity, Certainty Independence, Continuity, Monotoni-
city, Worst e Finiteness. Considere agora seu maior subconjunto que sa-
tisfaca também o axioma tradicional de independéncia. Para isso, defina a

relagao ~—* sobre X por
v e X+ (1 -Nyzo '+ (11— Ny

para todo y € X e X € (0,1].

Naturalmente, algumas das propriedades de =~ serao herdadas por sua
restrigao =*. Finitiness e Worst, em especial, assumirao formatos mais in-
tuitivos, como veremos em seguida. Contudo, observe que, como a relacao
primitiva satisfaz independéncia apenas com relacao aos menus certos x,, a
relacao induzida 7Z* ndo é completa sobre o espaco de menus. Exploramos

essas constatacoes na sequéncia de afirmacoes abaixo.
Afirmagao 2 =" € uma pré-ordem.

Dem.: Pela reflexividade de -, é claro que x =" x para todo x € X. Suponha

~o?

x,y e z tais que x =* y ey = z. FEntao, para um menu =’ qualquer e
A€ (0,1], temos Ae + (1 — N2’ Z Ay + (1 — Nz’ 2 Az + (1 — N\)2’. Para

concluir, basta usar a transitividade de 7. 0
Afirmacao 3 =" satisfaz Monotonicity.
Dem.: Isto é consequéncia imediata da monotonicidade de 7. 0

Afirmagao 4 Sejam {x™}nen € {Y" }men sequéncias em X convergentes

para x ey, respectivamente, tais que x™ Z=* y™ VYm € N. Entdao © 72* y.

Dem.: Pela definicao de 72*, temos que para todo X € (0,1] e qualquer menu

z, temos
A"+ (1 =Nz zZ ™+ (1= N)z

Como 7, satisfaz Order e Continuity, concluimos que \x + (1 — N)z 77 Ay +



(1 = X)z e, portanto, x 7=* y. 0
Afirmacao 5 ~=* satisfaz Nondegeneracy

Dem.: Pela Afirmacao 3, sabemos que A(B) 7=* {b.}. Como 7 satisfaz

~Y

Nondegeneracy, temos que A(B) = {b.} e, consequentemente, nao é verdade

que {b.} Z* A(B). 0

Afirmacao 6 (Finitiness™) Para todo menu x, existe um subconjunto fi-

nito ' tal que x ~* 2.

Dem.: Basta utilizar Finitiness de 7 e a defini¢ao de 77*. 0
Afirmacao 7 (Worst™) Para a pior alternativa by, temos x U {b.} ~* x.
Dem.: Implicaciao de Worst em = e da defini¢ao de 72", 0

Repare que a Afirmacao 3 nos ensina que, se dois menus sao C-comparaveis,
entao também serao =—*-comparaveis. Além disso, a Afirmacao 4 nos mostra
que a continuidade de 7~ é preservada em ~*. Novamente, um raciocinio

analogo ao feito para a relagdo 7Z nos mostra que
AB) Z"z 2" {b} e A(B) =" {b.}.

Vamos, por fim, demonstrar que =~* satisfaz o axioma da Independéncia.

Afirmacgao 8 (Independence) z 5" 2’ se, e somente se, Ax+(1—\)y =*

~Y

Az’ + (1 — Ny, para quaisquer menus z,x',y € X e para todo A € [0, 1].

Dem.: Considere menus x e x' tais que x 72* x'. Entao, para quaisquer \,0
€(0,1) ey, z € X, temos

1—ox /T 120x°

6(1— A 1—40
~ 9)\x'—|—(1—6’/\)( 1(_0)\>y—|—1_9/\z)

= 0A'+(1—=Ny)+ (1—0)z.

60+ (1— \)y) + (1—0)z = OAe + (1 —6A) (9(1”) L1 )

10



Pela defini¢ao de 7Z*, concluimos que Az + (1 — Ny 22" A\’ + (1 — N)y. Agora,
suponha que A\x+(1—=N)y 2" Aa’+(1—=N)y para A € (0,1) e um menu y qual-
quer. Pela Afirmagao 5, o conjunto {\ € [0,1] : Az + (1 — Ny =" A2/ + (1 — Ny}

é um conjunto fechado e, portanto,
Ai=max{A e [0,1]: Az + (1= Ny =" A’ + (1= Ny}

estd bem definido. Defina ainda 6 := . Entao,

~ ~ ~

O Az +(1—=Ny)+(1—0)x ( "+(1=-Ny)+ (1 -0z
<& F (1= Ay + (1 - o)
00’ + (1= A)y) + (1 - 0)/

pela primeira parte desta demonstragao. Usando a transitividade de 7 e

reescrevendo os coeficientes da expressao acima, temos

—T + z —x' +

2\ 1=\ ., 2X 11—\
D I S I S

Como \ é mdzimo, A > % e, consequentemente, 5\(;\) > 0. Isto implica

que A\ =1 e, por (%), © " 2. 0

3.1 Representacao de preferéncias incompletas sobre me-

nus

Uma vez exploradas as propriedades de 7Z*, podemos enunciar o resultado

de Kochov (2007) para representagio de preferéncias incompletas.

Teorema 2 (Kochov (2007)) Uma preordem =C X x X satisfaz Conti-
nuity, Nondegeneracy, Independence e Monotonicity se, e somente se, existe
um conjunto S, uma fun¢ao utilidade dependente de estado U : A(B) x S —
R e um conjunto fechado e convero M de medidas de probabilidade sobre S

tais que

11



(i) x =1y se, e somente se,

max U (S, s)du > /maxU(ﬁ, s)dp Ve M,
g B€x s Bey

(11) cada U(-,s) € uma funcao utilidade esperada, i.e.

U(B,s) =Y BOUD,s).

beB

Perceba que, do Teorema 2, é possivel concluir que o relaxamento da
hipétese de completude da preferéncia tem o mesmo efeito de ambiguidade
anteriormente gerado pela imprecisao de contingéncias, que motiva a repre-
sentacao no Teorema 1. Contudo, apesar de a ambiguidade nos dois casos
estar relacionada ao conceito de incerteza Knightiana tratado em Bewley
(1986), as representagoes enunciadas até o momento derivam um espaco de
estados subjetivo, observavel pelas preferéncias a posteriori do agente, nao
sendo necessario toméa-lo como uma primitiva do modelo. Assim como no
caso da preferéncia DLR, o estado subjetivo em Kochov (2007) ¢ unico - se
duas representacoes da mesma preferéncia tém espacos S e S’ distintos, entao
eles coincidem no seus fechos, i.e. cl(S) = cl(S’). Mais ainda, esse espaco é
minimo no sentido de nao haver dois estados s e s’ que geram uma mesma
preferéncia ex post. No lema abaixo, adaptamos o resultado de Kochov (2007)

para a relagao =*.

Lema 1 FEziste um conjunto finito de fun¢oes N C {u € RY : u(b,) =
0 e maxgu(b) = 1} e um conjunto fechado e convero I1 de medidas de pro-

babilidade sobre N tais que, para todo x,y € X:

Yy & u) maxEg(u) > uw)maxEg(u) Vmell
<y Lonlo) maxBalu) > 3onl) maxBa(w) Vo

Dem.: Prossequiremos a demonstracao do lema em trés passos.
Passo 1 Vamos mostrar que Finitiness é condicao suficiente para que o con-
Junto S de estados da natureza no Teorema 2 seja finito. Seja (U, M, S)

uma representacdo de =% nos termos do Teorema 2. De Kochov (2007), sa-

12



bemos que tal representacao pode ser construida sem estados redundantes e
apenas com estados relevantes. Isto é, para todo par distinto s,s’ € S, U(-, s)
e U(-,s") representam preferéncias distintas e, para todo par de menus x,y
com © C y e maxge, U(B, s) > maxge, U(B, ) para algum s € S, nds temos
y =" x. Considere ainda um menu x* que € uma esfera em A(B), i.e. seja
x* tal que exista f* € A(B) e d >0 com

v = {BeA(B): |8 - 5| < 3}  AB).

Vamos agora argumentar que o conjunto S necessariamente € finito. Para
tanto, note primeiro que, como x* é uma esfera, para cada s € S, U(-,s) €
mazximizada por uma unica loteria § € x*. Similarmente, cada loteria § € x*
mazimiza, no mdximo, uma fun¢ao em {U(-,s) : s € S}. Mas entdo, x C z*

€ tal que x ~* ¥ somente se

{*ez"{p"} = arﬁgmax U(B,s) para algum s € S} C x.
ca*

Como, por Finitiness™, existe um menu finito que satisfaz essa condicao,
concluimos que S € finito. O conjunto S € apenas um conjunto de indice e
nao tem maior significado, s nos importam as funcoes utilidade associadas
a cada s € S. Portanto, consideraremos no Passo 2 abaizo, que S € simples-
mente o conjunto de utilidades sobre loterias geradas a posteriori.
Passo 2 Mas agora note que podemos normalizar os estados da natureza de
modo a obter o conjunto N wulilizado na representacao do Teorema 1. Para

1880, eSCreva:

uit) — VO = U0
~ max, U(b) — U(by)

e veja que, de fato, u(b,) = 0 e maxgu(b) = 1. Todavia, isso nao necessa-

riamente preserva o ordenamento dos menus e, para corrigir esse problema,
teremos de normalizar as medidas de probabilidade em M da sequinte ma-

newra:

7(u) = w(U) [maxgU(b) — U(b.)]

Finalmente, para que as medidas normalizadas somem a unidade, precisamos
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reescrevé-las como abaizo:

Passo 3 Dos Passos 1 e 2, podemos reescrever o resultado do Teorema 2 da

sequinte maneira

x ="y se, e somente se )max Eg(u) > ) max Eg(
2y se, C Y p(w) nax Eg(u > p(u) nax g (u)
ueN ueN

mantendo o formato de utilidade esperada para uw € N. O

3.2 Obtendo a forma funcional de

Seja w : X x II — R a funcao definida por

w(z,m) = Z 7(u) max Eg(u).

Bex
ueN

Vamos examinar o valor que ela assume nos menus certos x,, para cada

e II:

w(xy,, m™) = Z 7(u) max Eg(u)

ueN pewp
= m(u) anEaXEpﬁ’ (1-p)dp, (u), B €A(B)
ueN

=3 n(w) rﬁn {pz Fepu) + (1-p) Y 5b*<b>u<b>}

ueN beB
= B/rélAax Zﬁ ), pois u(by) =0e &, (b) =0Vb #b,
ueN
= ) m(u)p max ]Eﬁ’( )
ueN pen(B)
=p Z m(u) -1
ueN
=D
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donde a peniltima igualdade é consequéncia do fato de que o elemento
que maximiza u(/3') é a loteria degenerada d; na qual b € argmaxu(b), ou
seja, u(b) = 1. E importante notar ainda que w(z,,7) = p para qualquer
prior m € II. Portanto, podemos afirmar que para dois menus certos z, e
x,, temos que x, =" x, se, e somente se, p > p'.

Tendo estudado o valor que w assume sobre os menus certos x,, precisa-
mos ainda de uma propriedade da relacao primitiva 77 referente a misturas
convexas entre menus. Mais precisamente, mostramos abaixo que o Lema 1,
Preference Convexity e Certainty Independence sao suficientes para afirmar
que se um menu é ~-preferido a um menu certo, mistura-los a um terceiro
menu com pesos iguais mantém a relagao invariante. Mais precisamente,
mostramos que as primitivas de nosso modelo implicam no axioma Negative
Certainty Independence de Dillenberger (2010).

Lema 2 A relagao 7 satisfaz Negative Certainty Independence (NCI), i.e.
se x 7 xp, entdo Ax+ (1 —N)y = Az, + (1 —N)y para todo A € (0,1) ey € X.

Dem.: Tome x e x, em X, com um p qualquer no intervalo [0, 1], tais que
x 77 x,. Pela Afirmagio 1, sabemos que existe p € [0,1] tal que x ~ z;.
Logo, x ~ x5 7 x,. Como 7 satisfaz Certainty Independence, isto implica
que p > p. Da observacao que fizemos antes do lema, sabemos que, por sua
vez, isto implica que xz 75F x,. Se y ~ x ~ x5, entio v; = A\x; + (1 —
Nz ~ Azy + (1 — Ny, por Certainty Independence. Preference Convexity
nos permite afirmar que \x + (1 — XNy 25 ~ x5 ~ Axz + (1 — N)y. Usando
transitividade e a discussdo no pardgrafo anterior, chegamos em Az + (1 —
Ny = Az, + (1 = N)y. Contudo, se nao vale que y ~ x, entdo considere o
i

ato simples x, = (ﬂ) Tp+ (%) x5, com 0 € (O, %) e xp 0 menu simples
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tal que y ~ x;. Observe que

Ox; 4+ (1 — 0)xy = Ox;+ (1 —0) [(10%0) xp + <%) xp}

= 0x; + 0z, + (1 —20)x;
=0x;+ (1 —0)x;
~ Oy + (1 — )z, por Certainty Independence.
Aplicando Certainty Independence mais uma vez, temos
O+ (1 —0)xy ~ 05+ (1 — )y ~ Oy + (1 —0)z;

Ao aplicarmos Preference Convexity na expressao acima, obtemos

AOx+(1—0)xy)+ (1= N0y + (1 —0)xs) Z 0z + (1 —0)zy
=ANOzxs+ (1 —O)xy) + (1 = N)(0z5+ (1 —0)zy)
~XNOx;+ (1 —0)xy)+ (1 — N0y + (1 —0)zp)

cuja dltima linha é consequéncia de Certainty Independence. Podemos rees-

crever a expressao acima da sequinte forma
O Ax+(1=N)y)+(1—-0)(Azy+(1=N)zp) = 0 Axp+(1=N)y)+(1—0) Ay +(1—N)xp)

donde Certainty Independence nos permite afirmar que A\x + (1 — Ny =
Axp + (1 — N)y. Rocorde-se que Az;+ (1 — Ny 25 Az, + (1 — Ny, do inicio
da demonstragao. Como 7, € transitiva, concluimos que Az + (1 — Ny =
Az, + (1 — N)y para todo X € (0,1) ey € X. 0

Munidos dos Lemas 1 e 2, podemos, por fim, estabelecer a forma funcio-

nal descrita no Teorema 1 para a representacao de 7.

Demonstracao do Teorema 1: Vamos agora estabelecer a representagao
da relacao 7~ original a partir dos resultados do Lema 1 e do Lema 2. Recorde

que, de NCI, aprendemos que as relagbes 77 e 2~* coincidem para os menus
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certos, ou seja

Tp LTS P 2P
& w(xy,m) > w(ry, ) Vr eIl

S x, N
Agora, fixe z € X e p € [0, 1] tal que x ~ x,. Sabemos que x Z* z,. Logo,
w(x,m) > w(z,7)=p Vrell
e, consequentemente, min,cy w(zx, ) > p. Mas, agora, suponha que

min w(x,m) >p

Entao, para qualquer p’ € (p, minenw(z,n)), temos que =, =* z, ~* z,

uma contradicao. Portanto,

min >  m(u)maxu() = p
ueN

Argumentos usuais da literatura de menus garantem que a forma funcional

acima implica na axiomatizagdo de 7.
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4 Pesquisas futuras e resultados adicionais

4.1 Preferéncias variacionais

A técnica de demonstracao que utilizamos na presente dissertacao indica um
caminho pelo qual é possivel obter uma versao do modelo de preferéncias
variacionais de MMR - Maccheroni et al. (2006) - no espaco de preferéncias
sobre menus. Os passos seriam os seguintes: utilizar a axiomatizacao das
preferéncias variacionais Bewley de Faro (2015) no mundo de menus para,
em seguida, adaptar a demonstracdo de Brotherhood (2014) e obter uma

versao das preferéncias variacionais de MMR.

4.2 Racionalidade Objetiva e Subjetiva e Preferéncias

sobre Menus

Outro exercicio que podemos fazer utilizando as técnicas dessa dissertacao
consiste em obter uma versao do principal resultado de Gilboa et al. (2010) no
mundo de menus. Para tanto, considere um par de preferéncias 77, 77*C XxX.
nos vamos assumir que -* satisfaz os axiomas da sec¢do 3 (afirmacoes 2 a 8) e
que = satisfaz Order e Continuity. Adicionalmente, assumiremos as seguintes

propriedades que relacionam as duas preferéncias:
Consistency Para todo par de menus x,y € X, x 22" y implica que x 77 y.

Default to Certainty Para todo menu x e menu certo z,, se nao ¢ verdade

que x ¥ x,, entao x, > .

No6s, agora, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) As relagées satisfazem os postulados acima e, juntas, satisfazem Con-

sistency e Default to Certainty;

(i) Eziste um conjunto finito de fung¢oes N C {u € RE : u(b,) = 0 e maxpu(b) =

1} e um congunto fechado e convexo I1 de medidas de probabilidade sobre
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N tais que, para todo x,y € X:

< E > E IT.
r Ty & ;VW(u) max g(u) > ;Vﬁ(u) maxEg(u) Vrme

Ty < min m(u) max Eg(u) > min m(u) max Eg(u

2y e min S wlu)maxEa(u) > min 3 w(w) maxEa(u)
ueN ueN

A demonstragao do teorema acima segue exatamente os passos em Gilboa

et al. (2010) e, por isso, sera omitida aqui.

4.3 Bayesian Updating

H4 ainda uma terceira aplicacao da nossa técnica que consiste em obter o
resultado de atualizacdo bayesiana de priors - Riella (2013) - para o caso
de contingéncias imprecisas. Com esse intuito, defina uma preferéncia > que
admite representagao finita de utilidade esperada aditiva (PAEU) da seguinte

maneira:

Definicao Uma relacio =C X x X é PAEU se existe um conjunto N C
{u € RY : u(b,) =0 e maxpu(b) = 1} e um conjunto fechado e convezo 11

de medidas de probabilidade sobre N tais que:

1. x>y &

. > mi
min >  m(u) maxEs(u) 2 min > | m(u) maxEg(u)
ueN ueN
2. Upen supp(m) = N e, para w e u' distintas, u ndo é uma transformagao

positiva afim de u'.

Uma preferéncia PAEU sobre menus com contingéncias imprecisas é, por-
tanto, uma preferéncia que satisfaz os axiomas do nosso modelo e, para cada
estado no espaco subjetivo, existe pelo menos uma prior que o tenha em seu
suporte. Para ver que, de fato, a condi¢ao 2 acima é atendida pela preferén-

cia do Teorema 1, suponha que exista um estado @ € N tal que 7(u) = 0
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para toda 7 € II. Agora redefina as priors em II da seguinte maneira:
7(u) =7m(u) Yu e N\ {u}.

Mas entdo repare que basta-nos o espaco de estados N \ {@} e o conjunto
de medidas de probabilidade 7, digamos ﬂ, para satisfazer a representacao
do Teorema 1. Entretanto, isto contradiz a unicidade de N decorrente de
Kochov (2007).

Sejam, entao, duas relacoes PAEU = e »=*, com a tultima sendo a prefe-
réncia sobre menus apos o agente receber um sinal objetivo a respeito das
contingéncias futuras. Como na demonstragao do Teorema 1, vamos identifi-
car em cada uma delas suas maiores restricoes que satisfazem independéncia,
denotadas por =, e =, respectivamente. Como nossa definicao de PAEU
admite invariancia da relagao para misturas com menus certos apenas, as

restricoes =, e =) sao incompletas. O axioma abaixo as relaciona.

Flezibility Consistency (Moura e Riella, 2013) Para quaisquer menus
r,y € X, x =lyenao r =, youy =. T enao y =, v implicam que

existe um menu z tal que rUyUz ~ z Uz, maszUyUz >, zU 2.

Flexibility Consistency impoe que para quaisquer discordancias entre as
preferéncias =, e =7, elas decorrem do fato de que a restricao posterior
ao recebimento do sinal enxerga ganhos menores de flexibilidade, valoriza

“menos” a flexibilidade. Finalmente, podemos utilizar o seguinte resultado.

Teorema 4 (Moura e Riella (2013)) As afirmacgoes abaizo sio equiva-

lentes:

1. Sejam N e N* os espacos de estados subjetivos de =, e =), respectiva-

mente. Para quaisquer menus x ey com
maxEg(u) = maxEg(u) Vu € N\ N*,

Bex Bey

T=rY Sy AT
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2. Para toda representagao (N,11) de %=, existe M C N tal que (M,11y)
representa =5, onde Iy € o conjunto de priors m € II com w(M) > 0

atualizadas pela regra de Bayes.

Concluimos que, portanto, na presenca de contingéncias imprecisas, o
sinal objetivo gera uma preferéncia cujo espaco de estados subjetivo é um
subconjunto daquele anteriormente gerado na auséncia do sinal. Mais ainda,
o conjunto de priors definidas sobre o novo espaco de estados é simplesmente

a atualizacao bayesiana das priors definidas sobre o antigo espaco.
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5 Observacoes finais

A representagdo obtida no Teorema 1 acrescenta a literatura de utilidades
aditivas finitas o tratamento de preferéncias sobre menus com contingéncias
imprecisas. Apesar de semelhante aquela encontrada em EMS, nossa repre-
sentacao exige mais estrutura da relacao de preferéncia, visto que assumimos
o axoma de Finitiness. Todavia, apesar de utilizarmos uma versao mais
forte de continuidade - EMS assumem que os contornos superior e inferior
sao fechados pelo menos para os menus certos, e nao para qualquer menu,
como € 0 nosso caso - é um engano acreditar que isso acarreta em mais es-
trutura para a preferéncia. De fato, a versao fraca de continuidade em EMS
em conjunto com o axioma de Certainty Independence sao suficientes para
fazer valer a forma mais forte que assumimos'. A opcdo de axiomatizacio
que fizemos, contudo, nos permitiu aproveitar o resultado da representacao
para preferéncias incompletas de Kochov (2007), & semelhanca do que é feito
no caso de preferéncias sobre atos, onde a representacdo em Bewley (1986)
pode ser usada como degrau para se chegar ao resultado classico de Gilboa
e Schmeidler (1989)2.

Recorde-se que, ao assumir /R na preferéncia, estamos supondo que a
ambiguidade nao persiste apos a realizagao de um estado no espago subje-
tivo do agente. Se, entretanto, a imprecisao das contingéncias remanesce no
estagio de escolha das loterias, EMS mostram que é possivel obter a seguinte

representacao
W(z) = [ minmaxu(f)dn(u)

nell Bex
abrindo-se mao de IR. Um exame de como Finitiness e o resultado de Kochov
(2007) podem ser utilizados no caso de imprecisao persistente das contingén-

cias ainda estd por ser feito.

!Para ver isto, basta refazer os passos iniciais da demonstraciao do Teorema da Utilidade
Esperado, utilizando os menus A(B) e {b.} como melhor e pior menus, respectivamente.
Adicionalmente, repare que podemos demonstrar a unicidade do menu indiferente x, na
Afirmacao 1.

2Para uma versdo completa dessa demonstracio, ver Riella (2014).
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