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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo da implementacao de operadores ma-
triciais para solu¢ao numérica de sistemas lineares em FPGAs (Field Pro-
grammable Gate Arrays). As arquiteturas foram baseadas nos métodos
diretos QR, de Schur, assim como na Eliminacao Gaussiana. Os méto-
dos foram desenvolvidos usando topologias orientadas a controle e fluxo
de dados com representacao aritmética de ponto flutuante, permitindo
explorar o paralelismo intrinseco dos diferentes algoritmos para solucao
de sistemas lineares. Desta forma, mantendo o controle da propagacao
do erro e ganhos de desempenho em termos do tempo de execucao, vi-
sando a sua aplicabilidade em problemas inversos. As arquiteturas foram
desenvolvidas para obter a inversa de uma matriz assim como a solucao
de um sistema de equacgoes lineares, baseados no método de eliminacao
Gaussiana (ou sua variante Gauss-Jordan). Além disso, neste trabalho
foi proposta e implementada uma nova arquitetura baseada no método
de Schur formada pelos seguintes circuitos: QRD-MGS (QR Decomposi-
tion via Modified Gram-Schmidt), MMM (Multiplicacao Matriz-Matriz) e
MDTM (Multiplica¢ao-Diagonal-Transposta-Matriz). Adicionalmente, es-
tudos de consumo de recursos para diferentes tamanhos de matrizes assim
como uma analise da propagacao do erro foram realizados no intuito de
verificar a aplicabilidade dos algoritmos em arquiteturas reconfiguraveis.
Neste trabalho, o modulo de Eliminagao Gaussiana desenvolvido foi usado
para apoiar os cédlculos de uma rede neuronal do tipo GMDH na predi-
cao da estrutura 3D de uma proteina. Finalmente, foram implementadas
duas metodologias, Fusao de Datapath para manter o controle da propa-
gacao de erro usando apenas uma representacao com precisao simples e a
Verificagao/Validagao para realizar uma padronizagao na validacao dessas
implementacoes.

Palavras-chave: FPGAs, Decomposicao QR, Método de Schur, Eli-

minacao Gaussiana, Sistema Linear.
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ABSTRACT

This work presents a study on the implementation of matrix operators for
the numerical solution of linear systems on FPGAs (Field Programmable
Gate Arrays). The architectures were based on direct methods such as QR,
Schur as well as the Gaussian elimination. The methods were developed
using topologies oriented to both control and to data-flow with a floating
point arithmetic representation, exploring the intrinsic parallelism of diffe-
rent algorithms for solving linear systems. Thus, the developed architectu-
res have been achieved maintaining both the control of the error propaga-
tion and performance gains in terms of runtime, seeking their applicability
in inverse problems. The architectures have been developed to deal with
the inverse of a matrix as well as for solving a system of linear equations
based on the Gaussian elimination method (or its Gauss-Jordan variant).
Additionally, this work has proposed and implemented a novel architecture
based on the Schur method composed of the following circuits: QRD-MGS
(QR Decomposition via Modified Gram-Schmidt), MMM (Matrix-Matrix
Multiplication) and MDTM (Matrix-Diagonal-Transpose-Multiplication).
Furthermore, this work presents studies of the resource use for different
sizes of matrices as well as the error propagation analysis in order to verify
the applicability of the algorithms on reconfigurable hardware. Additio-
nally, the Gaussian elimination module developed in this work was used
to support the calculations of a GMDH neural network on an application
to predict the 3D structure of a protein. Finally, two methodologies were
implemented, the Datapath Fusion to maintain the control of the error
propagation using only one representation with single precision and the
Verification /Validation to create a benchmark to validate the results of
the hardware implementations.

Keywords: FPGAs, QR Decomposition, Schur Method, Gaussian Eli-

mination, Linear System.
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Capitulo 1 INTRODUCAO

1.1 Aspectos Gerais

As matrizes sairam da sombra dos determinantes apenas ha um pouco
mais de 150 anos para ser parte importante de muitas demonstracoes e
modelos matematicos, que atualmente se encontram nas diferentes dreas
da ciéncia. Cauchy, segundo a historia foi o primeiro a lhes dar um nome
“table” por volta de 1826 [1]. J4 o nome de matriz veio 86 com o James
Joseph Sylvester em 1850, mas foi o Cayley, quem em 1858 divulgou esse
nome e veio a demonstrar sua utilidade na sua obra “Memoir on the Theory

of Matrices” [2].

A historia das matrizes remonta-se aos tempos 200 AC e 300 BC, onde os
chineses ja mostravam na sua literatura estudos de sistemas com equagoes
lineares simultaneas. O primeiro exemplo do uso das matrizes para resolver
equacoes simultaneas encontra-se na obra “Nowe capitulos sobre o arte
matemdatica” |3]. Nesse livro sao apresentados 246 problemas baseados em
uma reuniao de textos matematicos sobre impostos, calculos, engenharia,
solucoes de equagoes, agricultura e propriedades dos triangulos retangulos,
entre outros. Esse livro mostra também o conceito do determinante pela
primeira vez, 2000 anos antes da sua publicagao pelo matemaético japonés

Seki Kowa em 1683 ou pelo matematico alemao Gottfried Leibniz em 1693.

Depois do desenvolvimento da teoria dos determinantes por Sek: Kowa e
Leibniz, o matematico Gabriel Cramer apresentou em 1750 o que agora

¢ denominado regra de Cramer na sua obra “Introduction a ['analyse des



lignes courbes algébriques”, facilitando a solucao das equagoes lineares [4].
Contudo, foi o Cayley quem introduziu a notacao de matrizes, como forma
abreviada de escrever um sistema de m equagcoes lineares com n incégnitas
|2]. A partir desse momento os trabalhos sobre matrizes aumentaram

consideravelmente.

Assim, ao longo dos anos vem sendo necessério representar, manipular e
calcular a solucao numérica de sistemas matriciais em uma grande varie-
dade de aplicacgoes tais como o projeto de sistemas de controle, no estudo
sobre mecanica de fluidos, processamento de sinais, simulacoes de cién-
cia dos materiais, entre outras. Algumas dessas aplicacoes precisam um
elevado tempo de processamento dos calculos, devido ao envolvimento de
matrizes de grande porte, cujo tamanho pode ir & ordem de centenas e
mesmo milhares de linhas e colunas [5]. Fato que acontece em problemas
que envolvem o estudo de campos elétricos, magnéticos, de tensoes elas-
ticas, térmicos ou ainda em problemas associados as redes estaduais de
distribuicao de energia elétrica, grandes redes de comunicacao, etc. Em
outras aplicagoes sao necessarios muitos célculos por unidade de tempo
(especialmente multiplicagoes matriciais), como no caso da geragao dos
movimentos e deformacoes, os quais podem ser observados nos efeitos es-

peciais do cinema, da TV e dos jogos de computadores.

Mediante um processo de discretizacao esses problemas fisicos sao reduzi-
dos a sistemas matriciais como por exemplo sistemas de equacoes lineares,
cujas matrizes podem ter dimensoes grandes |6, 7|. Desta maneira, pode-
se obter uma sequéncia de passos que permite resolver numericamente um
problema fisico, tomando o seu modelo matematico definido através de

equagoes diferenciais parciais (ver figura 1.1).

Historicamente, a necessidade de acelerar a solucao numérica de sistemas

matriciais usando computadores é facilmente demostrada nas aplicacoes
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Figura 1.1. Sequéncia de passos para encontrar a solugao numérica

de um problema fisico.

cientificas da fisica, como o caso da previsao numérica de tempo. Na
década dos 50, a primeira previsao numeérica de tempo bem sucedida foi
no primeiro computador digital eletronico de grande escala, o ENIAC [8].
Ja que 30 anos antes, a primeira previsao de tempo de seis horas levou seis
semanas para ser terminada por Lewis Fry Richardson quem fez todos os

calculos sem ajuda computacional.

E tdo alto o grau de complexidade computacional nos algoritmos para
encontrar a solucao numérica de sistemas lineares que foram propostos e
definidos benchmarks para avaliar o desempenho de supercomputadores,
tal como o LINPACK benchmarks. O LINPACK ¢é um software com uma
biblioteca para desenvolver operacoes numéricas da algebra linear sobre
computadores digitais. Desenvolvido em Fortran por Jack Dongarra, Jim
Bunch, Cleve Moler, e Gilbert Stewart, foi concebido para utilizacao nos
modernos supercomputadores vectoriais de memoria compartilhada entre
1970 e comeco dos anos 80. Atualmente, mudou seu nome para LAPACK
sendo sua versao atual mais eficiente para as arquiteturas atuais, devido a

que o mesmo foi projetado para explorar eficazmente os modernos sistemas



de memoria cache. Assim, o LAPACK, alcanca indices de desempenho de

algumas ordens de magnitudes maiores com respeito a seu antecessor, o

LINPACK 9.

Na atualidade, as simulacoes computacionais fazem uso de diferentes bi-
bliotecas para calcular e obter uma solucao numérica de problemas envol-
vendo sistemas matriciais. Assim, faz-se necessario o desenvolvimento de
hardwares eficientes que permitam acelerar cada vez mais o desempenho
em meios onde clusters de computadores (ou supercomputadores) nao sao

uma, op¢ao, devido aos altos custos operacionais envolvidos.

1.2 O Papel da Algebra Linear Numérica

Ao contrario dos métodos analiticos que conduzem a solugoes exatas para
os problemas, um método numérico produz, em geral, apenas solugoes
aproximadas. Devido ao fato de os computadores nao terem uma memoria
infinita, as representacoes numeéricas devem estar limitadas a um ntmero
de digitos finitos, onde esse niimero de digitos é chamado de precisao na
representacao numérica. Por isso, antes da utilizacao de qualquer mé-
todo numérico é necessario decidir qual a precisao dos cédlculos com que
se pretende obter a solucao numeérica desejada. A precisao dos calculos
numéricos ¢ um importante critério para a selecao de um algoritmo parti-
cular na resolucao de um dado problema, sendo que a mesma, fica atrelada
a precisao numeérica, assim como a outros fatores bem estudados no célculo

numérico|10].

Métodos algébricos para encontrar uma solu¢ao numérica a problemas da
engenharia, onde ha uma necessidade de modelar matematicamente me-
diante o uso de sistemas matriciais, vém ganhando resultados no aspecto

teorico, embora a sua implementacao em hardware e sua posterior apli-
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cacao encontra-se limitada pelos avancos tecnologicos atuais, dada a sua
complexidade computacional ctibica (O(n?)) [11]. Devido as limitacoes
tecnologicas geralmente presentes em sistemas embarcados, se obter um
balanco entre os principais pardmetros (tais como desempenho, precisao,
memdria, consumo de poténcia e consumo de recursos ldgicos) se faz neces-
sario, chegando a ser um fator chave a fim de se obter a solucao numeérica

adequada.

Na Algebra Linear Numérica, drea que trata os métodos e algoritmos nu-
méricos computacionais onde existem calculos matriciais, estudam-se e
desenvolvem-se modelos que visam minimizar os passos necessarios para
resolver um problema da algebra linear, assim como procurar os algorit-
mos com melhor precisao, cumprindo assim com o objetivo de se man-
ter o balanco entre os parametros anteriormente mencionados. No en-
tanto, encontrar esse balanco nao é uma tarefa facil, embora esteja sendo

realizada por varios grupos de pesquisadores ao longo dos tltimos anos
[12, 13, 14, 15, 16].

Entre os objetivos da &dlgebra linear numeérica estao a solucao de sistemas
lineares, resolver problemas com autovalores, encontrar a solucao numérica
de funcoes matriciais, entre outros. Neste contexto, tém-se métodos classi-
ficados de: (a) diretos e (b) iterativos, assim como técnicas desenvolvidas
para lidar com matrizes tipo esparsas e/ou densas (ver figura 1.2). Cada
um destes métodos pode apresentar vantagens e desvantagens dependendo
do tipo de comparacao a ser feita, mas nunca serd uma solucao geral para

qualquer tipo de problema existente.

Uma matriz esparsa (ou dita esparsa) é uma matriz que possui uma grande
quantidade de elementos zero ou sem valor/necessidade para o sistema.
Essas matrizes estao em varios contextos fisicos, por exemplo: (1) enge-

nharia estrutural, (2) simulagao de reservatorios, (3) redes elétricas e (4)
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Solu¢cdo Numérica de
Sistemas Lineares/Fung¢des Matriciais
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Figura 1.2. Classificacdo dos diferentes métodos para encontrar uma

solugdo numérica em sistemas lineares e/ou fungbes matriciais. Esta
classificacdo nao é absoluta e apenas considera, no caso de métodos

iterativos esparsos, os de projecao

problemas de optimizacao. O objetivo principal das técnicas com matri-
zes esparsas é desenvolver cdlculos matriciais econémicos; por exemplo,
sem envolver o armazenamento das entradas nulas. Ja uma matriz dita
densa tem todos os seus elementos diferentes de zero, matrizes normal-

mente achadas em sistemas fisicos fortemente ligados.

Existem varios métodos diretos que podemos encontrar na literatura para
resolver sistemas lineares com matrizes esparsas, sendo os principais a fa-
toracao de Cholesky, LU, e QR [17]. Entre os citados um dos mais impor-
tantes ¢ a fatoracao ()R, devido a permissibilidade que oferece o mesmo
em relagdo ao tipo de matriz (definida positiva, singularidade, etc.). O

processo de fatoracao é simples teoricamente, basta transformar a matriz



A dada em duas matrizes: () ortogonal e R triangular superior, tal que
A=QR.

O método encontra-se como parte de outras técnicas para resolver sis-
temas lineares, como o SVD (Singular Value Decomposition), o método
de Schur ou métodos iterativos como o BICGSTAB (Biconjugate gradient
stabilized method), ver figura 1.2, em diferentes aplicagoes cientificas tais
como problemas inversos. Esses problemas inversos sao uns dos problemas
matematicos mais importantes e bem estudados. Os problemas inversos
surgem em diferentes ramos da ciéncia e da matematica, incluindo visao
computacional [18], estatistica [19], geofisica [20], fisica [21] e muitas outras

areas.

A popularidade da teoria das matrizes estd continuamente crescendo gra-
cas a sua grande aplicabilidade na modelagem e solucoes de sistemas e
problemas na engenharia. Operagoes matriciais tais como raiz quadrada,
inversao entre outras, vém ganhando uma especial atencao nos tltimos
anos devido aos avancos computacionais tecnologicos e a possibilidade de
se desenvolverem algoritmos mais rapidos e estaveis sobre as plataformas
computacionais modernas [22]. O interesse esta focado nas vantagens da
teoria, levando em conta que tais algoritmos prestam atencao a varias pro-
priedades das matrizes e suas operacoes, gerando ganhos pela exploragao
de suas potenciais caracteristicas e seus beneficios. Assim, algoritmos com-
putacionalmente mais eficientes sao alguns dos resultados obtidos, uma vez
que os mesmos obtém vantagens quando executados em sistemas compu-

tacionais de grande porte [5].

A funcao raiz quadrada de uma matriz é uma operacao computacional-
mente custosa e complexa, a qual requer o uso de processadores de alto
desempenho para tratar com a decomposicao e transformacoes de matri-

zes junto com operacoes em ponto flutuante. Neste sentido, o teorema de
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fatoracao de Schur é uma das técnicas matematicas que podem ser usadas
para resolver uma parte da raiz quadrada de uma matriz [23], devido a
sua alta eficiéncia provida pela exploracao de certos tipos de caracteris-
ticas matriciais, para as quais varios métodos numeéricos conhecidos sao
aplicados (a grande maioria em software). Ainda sabendo que a teoria da
raiz quadrada de matrizes é complexa, algumas simplificacoes podem ser
feitas para certos tipos de matrizes. Por exemplo, quando uma matriz é
simétrica semi-definida positiva (ver defini¢oes no apéndice B), tal matriz

tem uma tnica raiz quadrada simétrica semi-definida positiva [24].

Cabe mencionar que os algoritmos QR e o Método de Schur possuem uma
capacidade de paralelizacao inerente que pode ser utilizada em implemen-
tagoes hardware, incrementando assim o seu desempenho. Uma revisao
bibliografica do estado da arte mostra que sao poucos os estudos que tém
sido realizados visando paralelizar estas técnicas em conjunto (especial-
mente o método de Schur em uma unica arquitetura), principalmente,
quando aplicadas ao projeto de solucoes embarcadas envolvendo sistemas
matriciais. Fato devido a complexidade algoritmica, assim como a limi-
tacoes tecnologicas impossibilitando implementacoes eficientes através de

modelos computacionais tradicionais.

1.3 A Propagacao do Erro nos Calculos Numéricos

No trabalho com matrizes deve-se considerar que as mesmas sao objetos
matematicamente “mal condicionados”, particularidade que as torna muito
susceptivels a pequenas variagoes nos elementos de entrada da matriz, po-
dendo modificar por completo os resultados finais [25]. Como no exemplo
1.1, onde uma variacao na centésima casa em apenas um dos elementos

da matriz, transforma completamente os valores obtidos dos autovalores



(ver definigoes no apéndice B), produzindo dois sistemas lineares comple-

tamente diferentes.

Exemplo 1.1
—149 —-50 —-154
Ay =] 537 180 546
=27 =9 =25
com autovalores {1, 2, 3}
e

—149 -50 —154
Ajj = 537 180.01 546
=27 =9 =25

com autovalores {0.2073, 2.3008, 3.5019} .

Assim, a manipulacao correta dos dados é fundamental no trabalho com
matrizes, uma vez que a escolha certa da representacao dos dados, bem
como o comprimento da palavra, pode ajudar a reduzir a diferenca entre
o valor obtido (aproximado) e o valor exato durante o célculo que envolve

o uso de matrizes. Essa diferenca é chamada de erro.

Essa manipulacao dos dados deve comecar desde as minimas unidades arit-
méticas que formam as operacoes matriciais, como no caso da fatoracao
()R, onde a mesma pode ser dividida em véarias operacoes aritméticas fun-
damentais tais como: soma, multiplicacao, raiz quadrada, e uma quinta
operagao chamada de soma-acumulador, segundo a referéncia [26]. Essa
operacao de soma-acumulador é importante nas operacoes de reducao ve-
torial, como o médulo e/ou norma vetorial, onde de forma consecutiva uma

simples soma S dos n elementos individuais x ¢é feita [27], ver equagao 1.1.
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Em &reas da computacao cientifica tais como fisica, quimica e biologia,
entre outros, a representacao numeérica de dados é um aspecto importante e
um problema bem conhecido e nada facil de ser tratado. O maior problema
estd em derivar o balanco entre a precisao, desempenho, custo em drea
l6gica, laténcia e consumo de poténcia [28], especialmente quando usados

diferentes formatos de representacao numeérica.

Duas representacoes podem ser utilizadas para efetuar as operagoes ma-
triciais: (a) representacao em ponto fizo ou (b) representagcio em ponto
flutuante. A representacao em ponto fixo nao é a escolha mais adequada,
pois os valores (faixa de valores) sao desconhecidos na maioria das aplica-
coes cientificas e praticas, e nao ha forma de se dar um valor fixo para uma
representacao geral dos mesmos. Neste caso, a representacao em ponto flu-
tuante pode ser a escolha certa, pois apresenta uma ampla faixa dindmica
para representar qualquer valor real restrito apenas a precisao escolhida
[29, 30]. Desta maneira, uma representacao em ponto flutuante se apre-
senta mais apropriada para o tratamento e controle de possiveis erros de
propagacao associados aos calculos matriciais; permitindo assim obter re-
sultados com melhores precisoes sem afetar a estabilidade das matrizes,

parametro importante dada a condi¢ao de um sistema“mal condicionado”.

Assim, usando um formato de alta precisao (por exemplo, em ponto flu-
tuante) geram-se menores erros de quantizagao na implementagao final,
enquanto que um formato com baixa precisao pode gerar implementagoes
de com melhor desempenho e com reducoes em area e consumo de potén-

cia [31]. No final, um balanco entre area, desempenho e, em especial, com
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respeito & propagacao do erro associado aos calculos matriciais deve ser

realizado para decidir a melhor precisao a ser usada.

Em computacao cientifica, varias aplicacoes usam os formatos padroes para
representagao numérica IEEE Std. 754 — 1985 ou 754 — 2008 (IEFEE Stan-
dard for Binary Floating-Point Arithmetic), com precisao simples, dupla
ou customizada [32]. Mas quando muitos formatos sao suportados no
mesmo ambiente computacional, se torna dificil saber em qual formato
algumas operagoes serao desenvolvidas [33]. No entanto, alguns usudrios
devem enfrentar esse problema, onde em alguns casos uma representagao
com menor precisao pode ser suficiente e, ocasionalmente, uma represen-

tacao com malor precisao seria necessaria.

Desde o comego do uso dos computadores os problemas de precisao tém
existido na representacao computacional, uma vez que nao todo numero
pode ser representado em um formato com representacao fixa (ou capaci-
dade de representagao finita). Quando isto acontece, o uso de uma técnica
de arredondamento adequada pode ser introduzida para representar os ni-
meros de uma melhor forma, & custa de uma perda de precisao [34]. Esse
tipo de perda é comumente chamado de erro de arredondamento, ver figura
1.3. O erro de arredondamento assim como os de truncamento e ineren-
tes ao modelo sao introduzidos quando um problema fisico é modelado
matematicamente, seguido de uma modelagem numeérica para finalmente,

realizar calculos e obter a solucao (ver figura 1.3).

Um desses erros é o duplo arredondamento. Acontece quando o resultado
de uma operacao, primeiramente arredondado para caber em algum destino
intermediario ¢ e depois enviado de volta para o seu destino final p, nao
tem o mesmo resultado ao realizar o arredondamento diretamente para a
posicao p, tal como mostrado no exemplo 1.2. Em computacao, o resultado

da operacao é tipicamente arredondado para caber em um registrador, o
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Figura 1.3. Erros nos Calculos Numéricos.

qual pode ser de precisao dupla ou maior, antes de ser armazenado em
algum lugar da memoria em um formato menor do que o tamanho dos

registradores |35, 36].

No exemplo 1.2 o ntimero foi primeiro arredondado para o mais proximo
(RN) 16 digitos e depois para 9 digitos, assim o nimero resultante nao
igual ao nimero arredondado diretamente para 9 digitos.

Exemplo 1.2

Treqr = 7.61940238499999960000 x 100,

Lerrado = RN9 (RN16 (xreal» 7£ RNQ (mreal) = Tcorreto

7.61940239 x 1071*0 £ 7.61940238 x 10~ '™

Lerrado Lcorreto

Se bem o IEEE-754 é o formato comum para o desenvolvimento de siste-
mas computacionais, temos de enfrentar o erro de duplo arredondamento,
quando o mesmo for usado. Isto é um problema sério devido ao fato de as

matrizes serem “elementos mateméticos mal condicionados”, sendo que o
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uso tradicional (na pratica) esta restrito a sistemas onde erros relaciona-
dos ao duplo arredondamento nao afetam muito a qualidade dos resultados;
um problema inerente as operacoes matriciais de grande porte. Por este
motivo, se faz necessario propor diferentes arquiteturas que consigam lidar
com estes erros, mantendo baixos os parametros de propagacao de erro,

obtendo assim uma melhor precisao nos resultados.

1.4 Motivagao do Trabalho

Atualmente, a maioria das solugoes propostas para lidar com a comple-
xidade computacional para se obter a solucao numeérica de sistemas ma-
triciais encontra-se apenas em implementagoes em software, no entanto,
h& uma caréncia de processadores com hardwares dedicados capazes de
aproveitarem eficientemente o paralelismo intrinseco das solugoes algorit-
micas, e assim acabam executando-se em processadores de proposito geral
(GPPs). Uma alternativa adotada na implementacao em sistemas embar-
cados é o uso cada vez mais frequente de solucoes em hardware reconfi-
gurdvel. Essa busca pelo hardware reconfiguravel (como aquele suportado
pelas FPGAs) é preferida nos casos em que a quantidade de usuarios nao
justifica uma producao em larga escala devido aos custos de desenvolvi-
mento, especificados por NREs (Non-Recurring Engineering) altos, como

no caso dos ASICs (Application-Specific Integrated Circuit).

Por um lado, uma revisao bibliografica mostra que sao poucos os trabalhos
desenvolvidos utilizando os métodos diretos onde sao abordadas arquitetu-
ras paralelas usando hardware reconfigurével. Se bem, o desenvolvimento
de arquiteturas paralelas aproveitando técnicas de acessos a memdria, pi-
peline e arranjos sistolicos, representam um desafio na implementacao em
hardware, as mesmas podem vir a permitir obter o balanco entre os princi-

pais parametros de desenho, citados anteriormente: precisao, desempenho,
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consumo de recursos logicos e poténcia.

Por outro lado, existe a possibilidade tecnologica atual de se propor arqui-
teturas baseados em fluxo de dados, onde pode ser explorado o paralelismo
intrinseco das técnicas de solucoes numéricas de sistemas lineares, podendo
ser implementadas diretamente em hardware reconfiguravel, e direcionadas

ao projeto de solugoes embarcadas.

O alto grau de paralelismo que permitem os FPGAs é uma carateristica
que torna interessante o seu uso em diferentes campos, onde ha uma neces-
sidade pela computacao de alto desempenho. Esse paralelismo intrinseco
das FPGAs vem ganhando interesse na comunidade de computacao para-
lela, a qual trata de sistemas com alta demanda de tarefas computacionais,
como por exemplo a de obter a solucao numérica de sistemas matriciais.
Assim, os métodos numéricos (ver figura 1.2) vém sendo atraentes na solu-
cao de problemas envolvendo sistemas matriciais de grande porte, e apare-
cem como candidatos ideais para se desenvolverem arquiteturas paralelas;

como por exemplo aquelas baseados em fluxo de dados [37, 38].

Essa falta de ferramentas computacionais de baixo custo, alto desempenho
e precisao, que permitam lidar e, sobretudo, acelerar a solu¢ao numérica
de sistemas matriciais baseados na paralelizacao dos algoritmos, sao os
fatores que motivam a realizacao do presente trabalho. Neste trabalho
foram estudados os algoritmos QR e Método de Schur para adapté-los e
implementa-los em um hardware dedicado, a fim de enfrentar essa com-
plexidade computacional. Neste caso, trés parametros de design serao

considerados:

1. Propagacao do erro: fatores que incrementem a acuracia dos resulta-

dos,
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2. Limitacoes em hardware: quantidade de recursos l6gicos necessarios
para implementar a solucao de sistemas lineares, considerando que,
grande porte em hardware (cujo tamanho pode ir & ordem de centenas
e mesmo milhares de linhas e colunas) ¢ diferente em termos de grande
porte em software (cujo tamanho pode ir & ordem de milhées de linhas

e colunas).

3. Desempenho: medido em termos de laténcia, frequéncia assim como
a taxa de transferéncia entre os diferentes blocos do sistema imple-

mentado em hardware.

Finalmente, este trabalho pode resumir a sua hipotese fundamental na
viabilidade de se propor solugoes em hardware eficientes para acelerar o
desempenho e, por sua vez, obter a solucao numérica de sistemas lineares
baseados nos métodos de eliminacao Gaussiana, decomposicao QR e de
Schur. Para este fim, foram propostas arquiteturas baseadas em fluxo de

dados, no formato de arranjos sistolicos [37, 38, 39, 40].

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo Geral

Este trabalho propoe desenvolver arquiteturas paralelas em hardware re-
configuravel para se obter e acelerar a solucao numérica em problemas que
envolvem sistemas matriciais. As arquiteturas foram baseadas no método
direto QR e no Método de Schur, utilizando topologias baseadas em fluxo
de dados e arranjos sistolicos. Também, foram utilizadas arquiteturas ba-
seadas no algoritmo de Eliminacao Gaussiana para encontrar a solugao

numérica de sistemas lineares. Para representar numericamente os dados,
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foi usada uma representacao em ponto flutuante. As implementacoes fo-

ram em arquiteturas reconfiguraveis baseadas em FPGAs, visando a sua

aplicabilidade em problemas inversos de pequeno ou grande porte.

1.5.2 Objetivos Especificos

1.6

. Projetar arquiteturas paralelas em hardware reconfigurével que per-

mitam acelerar a solu¢ao numérica implementado os métodos @R,
M¢étodo de Schur e Eliminacio Gaussiana, visando o minimo con-

sumo de recursos logicos, maximizando as caracteristicas de acuracia.

. Implementar uma verificacao do bloco de solucao de sistemas de equa-

coes lineares em FPGA mediante o uso do hardware in the loop.

. Avaliar in situ a arquitetura projetada para solucao de sistemas de

equacoes lineares em uma FPGA.

Implementar uma metodologia de fusao de datapath que permita a

reducao da propagacao do erro de duplo arredondamento.

. Definir uma metodologia que permita a verificacao tanto funcional

(via simulacao) quanto em hardware (na FPGA) dos resultados obti-

dos.

. Desenvolver uma ferramenta de geracao automatica de codigo VHDL

em MatLab como apoio & metodologia de verificagao/validacao.

Metodologia do Trabalho

No desenvolvimento do presente trabalho foi seguida uma metodologia

descrita a continuacao:

16



e Rewvisao Bibliogrdfica: Foi realizada uma revisao bibliografica do es-
tado da arte dos métodos de solucao numeérica de sistemas matriciais,

considerando as implicagoes da sua implementacao em hardware.

e Andlise da Propagacao do Erro: Usando MatLab como estimador
estatistico foi feita uma implementacao em software dos métodos para
encontrar uma solucao numeérica de sistemas matriciais passando por
uma analise da propagacao do erro. Cada um dos métodos foi avaliado

utilizando valores aleatorios como entradas.

e Implementacoes em Hardware : Implementacao das arquiteturas para
solucao numeérica de sistemas matriciais usando os métodos estudados
para criar as diferentes bibliotecas para tal fim, todas usando uma

representacao em ponto flutuante.

o Verificacao Comportamental e Verificacao em Hardware as Arquite-
turas: Para cada uma das arquiteturas foi feita uma verificagao com-
portamental assim como uma verificacao em hardware. Para tal fim
foram utilizados o ModelSim e o SystemGenerator executando uma
série de valores aleatorios como entrada do bloco solu¢ao numeérica de

sistemas matriciais.

Adicionalmente, neste trabalho definiu-se como pequeno porte sistemas
lineares a partir de 4 x 4 até 25 x 25, como médio porte sistemas lineares
a partir de 26 x 26 até 75 X 75 e como grande porte sistemas lineares
a partir de 76 x 76. Embora estas definicoes possam ser arbitrarias, as
mesmas foram dadas tendo em conta tamanhos de FPGAs disponiveis
no mercado, assim como dimensoes de matrizes reportadas na literatura

referente a implementacao em hardware de solugoes de sistemas lineares.
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1.7 Resultados Alcancados

Durante o desenvolvimento deste trabalho vem se gerando um conjunto
de publicacoes listadas no Apéndice A, as quais sao descritas neste do-
cumento, além de alguns resultados por serem publicados. A seguir, sao

descritos os principais resultados alcancados:

1. Implementacao em hardware da arquitetura para solucao da funcao
inversao de matriz: Neste documento sao apresentados os resultados
obtidos na implementacao em hardware reconfiguravel FPGA da ar-
quitetura para calcular a inversa de uma matriz usando representacao
em ponto flutuante com trés diferentes precisoes: 32, 64 e 40 bits. A
descricao em hardware da arquitetura é baseada no algoritmo de Eli-
minacao Gaussiana (e sua variacao Gauss-Jordan), criando como sua
principal unidade o circuito Gauss-Jordan elimination. Esse compo-
nente contem outros processadores especializados para lidar com as
diferentes tarefas ou partes do algoritmo, sendo estes cinco, quatro
modulos e uma unidade: Change Row Module, Pivo Module, Ma-
trix Elimination Module, Normalization Module e por fim the Gauss-
Jordan Control-Circuit Unit. Essa divisao permitiu trabalhar com
outras pequenas unidades aritméticas, organizadas para manter a pre-
cisao dos resultados sem a necessidade de internamente normalizar
ou desnormalizar os dados em ponto flutuante. A implementacao de
toda a arquitetura toma vantagem dos recursos hardware disponi-
veis na FPGA Virtex-5. Os resultados de desempenho e consumo de
recursos da implementacao sao melhorados quando comparados com
outras arquiteturas onde a sua implementacao torna-se mais complexa
especialmente para implementacao de baixo custo. Alguns pontos de
referéncia foram feitos com as solucoes implementadas previamente

no FPGA e no software, tais como MatLab. A propagacao do erro
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assim como o consumo de recursos na implementagao, especialmente
os blocos de memérias RAM internas que sao usados, constituem me-

lhoras quando comparadas com trabalhos prévios.

2. Implementacao em hardware de uma arquitetura para encontrar a
solucao numérica de um sistema de equacoes lineares: Também, é
mostrado o resultado da implementagao de uma arquitetura de baixo
custo para resolver sistemas lineares de equagoes baseado no método
de eliminacao Gaussiana usando um sistema reconfigurével baseado
em FPGA. A arquitetura pode lidar com uma precisao simples usando
o padrao em ponto flutuante IEEE 754. A implementacao toma van-
tagem das memorias internas assim como dos DSPs disponiveis na
Virtex—5. A arquitetura proposta é composta de quatro moédulos e
uma unidade : Change Row Module, Pivo Module, Matrixz Elimina-
tion Module, Normalization Module e por fim the Gaussian-Control-
Circuit Unit. Tgualmente, uma unidade especial de acesso a memo-
ria foi desenvolvida para lidar como as operacoes de escrita/leitura

desde/para a memoria interna RAM.

3. Implementacao de uma verificacao do bloco de solugao de sistemas
de equagoes lineares em FPGA chamada de HIL (hardware in the
loop): Este trabalho introduz o fluxo de simulac¢ao baseado no uso da
ferramenta XSG (Xilinz System Generator), de uma arquitetura para
resolver sistemas lineares com matrizes densas presentes em sistemas
fortemente ligados. Um processo de verificacao funcional foi alcancado
tomando vantagem do XSG, permitindo ambas as simulacoes software
e hardware in the loop (HIL) usando os resultados respectivos do
modelo de referencia em MatLab. O bloco SSL no XSG pode lidar
com precisoes simples, duplas e customizadas seguindo o padrao em

ponto flutuante IEEE 754.

4. Aplicacao da arquitetura solugao de sistemas de equagoes lineares: Os
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resultados obtidos de uma aplicacao do bloco de solucao de sistema
de equagoes lineares (SSL) apoiando os célculos de uma rede neural
tipo GMDH e seu uso para predizer de forma aproximada a estrutura
tridimensional das proteinas sao apresentados neste documento. O
bloco SSL foi usado especificamente para acelerar o método dos mini-
mos quadrados. Ambos o hardware GMDH e o hardware SSL foram
escritos em VHDL e provados no dispositivo FPGA.

. Implementacao de operadores aritméticos em hardware: entre outros
resultados encontra-se o desenvolvimento de arquiteturas de hardware
parametrizaveis para as operadores de soma/subtracao e multiplica-
¢ao usando uma representacao aritmética de ponto flutuante com 32
e 64 bits de precisao. Estas arquiteturas foram criadas como arquite-
turas de fluxo de dados. Além disso, foi desenvolvida uma arquitetura
capaz de realizar em um tnico bloco a operacao conjunta de multi-

plicacao soma acumulacao em ponto flutuante.

Todas as arquiteturas aritméticas foram simuladas, implementadas e
validadas usando o MatLab como estimador, seguindo uma metodolo-
gia de verificagao funcional, de verificacao em hardware e de validacao
da arquitetura. Uma metodologia de fusao de datapath foi seguida e
explorada para desenvolver e implementar a arquitetura de fusao de
multiplicagao soma acumulacao. Os resultados mostraram reducoes

em uso de recursos DSPs e do erro associado aos calculos.

. Implementacao em hardware reconfiguravel FPGA da funcao raiz
quadrada de uma matriz: Como um dos resultados principais deste
trabalho se encontra uma nova implementacao em hardware reconfi-
guravel FPGA do método de Schur para calcular a funcao raiz qua-
drada de uma matriz simétrica e definida positiva. Esta arquitetura
usa uma representacao em ponto flutuante de 32 bits de precisao

baseada no padrao IEEE-754. Para lidar com todos os processos
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de célculo internos foram usadas estruturas em forma de arranjos
sistolicos baseadas em trés blocos matriciais principais: QRD-MGS,
MMM e MDTM. A implementacao desta arquitetura alcancou resul-
tados de desempenho de 10.41 GFLOPs e de propagacao do erro de
23.0494/7.5706 para cada caso numérico de estudo, quando embar-
cada na plataforma Kintex7-XC7K325T, utilizando paralelizacao e

pipeline das tarefas.

Adicionalmente, cabe salientar trés aspectos metodoldgicos usados no de-

senvolvimento deste trabalho:

1. O primeiro foi a implementacao da metodologia de fusao de data-
path para conseguir descrever uma operacao de multiplicacao soma e
acumulacao em um tnico bloco hardware , evitando erros de duplo ar-
redondamento. Esta metodologia pode ser usada no desenvolvimento
de processos com grandes cadeias aninhadas de operacoes aritméti-
cas em ponto flutuante, o que significa uma reducao significativa nao
apenas do erro associado nos cédlculos mas também, uma reducao dos
recursos logicos utilizados uma vez que sao em menor nimero as eta-

pas de denormalizagao/normalizacao de dados realizada.

2. No segundo foi implementada uma metodologia de verificacao vali-
dacao de arquiteturas. Esta metodologia ajudou no processo de ve-
rificacao padronizando cada um dos experimentos e permitindo uma
comparacao dos resultados de forma normalizada. A metodologia
permitiu realizar uma verificacao funcional e verificacao em hardware
assim como também realizar a validacao das arquiteturas referentes

a parametros de desenho previamente estabelecidos.

3. Por fim, pode-se citar o seguinte resultado paralelo ao desenvolvi-

mento das arquiteturas. Onde, como parte e apoio & metodologia de
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verificacao validacao foi desenvolvida uma ferramenta de geracao au-
tomatica de codigo VHDL no Matlab, facilitando a implementacao em
hardware das diferentes arquiteturas propostas para operacoes matri-
cials assim como para a geracao das operacoes aritméticas. Alguns
parametros de desenho podem ser configurados usando este gerador
de codigo, tais como o tamanho do sistema (ou da matriz) e a precisao
numérica do formato em ponto flutuante utilizado. Isto facilita a sua
implementacao em FPGAs e acelera o tempo de desenvolvimento em

hardware.

1.8 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho esté organizado da seguinte forma:

No capitulo 2 é feita uma breve introducao ao hardware reconfiguravel, ex-
plicando a arquitetura von Neumann, os FPGAs e alguns aspectos relevan-
tes da tecnologia usada. Também ¢é apresentada a representacao numérica
utilizada neste trabalho assim como uma secao é usada para descrever al-
guns métodos para solucao numérica de sistemas matriciais. Onde alguns
fundamentos e conceitos bésicos da algebra linear, definindo os conceitos
de métodos de decomposigao e/ou fatoracao e de eliminac¢ao assim como

a funcao raiz quadrada de uma matriz.

O capitulo 3 descreve as implementacoes realizadas para calcular a solugao
de um sistema de equacoes lineares assim como para calcular a inversa de
uma matriz. Sao apresentados neste capitulo, os resultados obtidos assim
como sua andlise. O capitulo 4 apresenta os resultados obtidos da im-
plementacao das arquiteturas em fluxo de dados, mostrando as estruturas
propostas, as metodologias implementadas assim com os diferentes circui-

tos desenvolvidos para, no fim, obter uma arquitetura capaz de encontrar

22



a solucao numérica da funcao raiz quadrada de uma matriz. O caitulo 5
apresenta a discussao dos resultados e as contribuicoes deste trabalho. Fi-
nalmente, o capitulo 6 apresenta as conclusoes e perspectivas de trabalhos

futuros na area de desenvolvimento deste trabalho.

23



Capitulo 2 ASPECTOS TEORICOS

Neste capitulo serao descritos alguns temas vinculados ao tema de hard-
ware reconfiguravel, o qual foi utilizado como plataforma de desenvolvi-
mento e prototipacao das arquiteturas propostas, assim como alguns topi-
cos sobre a representagao e/ou formato numérico utilizado. A seguir, uma
secao é dedicada aos métodos utilizados para obter solugoes numéricas de
alguns sistemas tomados como estudo de caso, envolvendo métodos matri-
ciais, tais como decomposigoes e processos de eliminacao. Nesta direcao é
mostrado o uso da decomposicao visando a obtencao da raiz quadrada de
uma matriz simétrica (um dos temas a serem abordados neste trabalho).
Adicionalmente, alguns conceitos e defini¢oes basicas da dlgebra linear se-
rao citados, a fim de fornecer os principais fundamentos necessérios para a
compreensao das propostas deste trabalho. No apéndice B sao fornecidos
maiores detalhes relacionados com técnicas e conceitos de algebra linear,

importantes para a compreensao dos algoritmos alvo deste trabalho.

2.1 Hardware Reconfiguravel

2.1.1 Arquitetura von Neumann

John von Neumann foi um matematico hingaro naturalizado estaduni-
dense quem formalizou uma arquitetura para calculo computacional de
proposito geral junto com o Arthur Walter Burks e o Herman Heine Golds-
tine, ambos também mateméticos. Os mesmos definiram que a maquina

devia conter certos dispositivos principais, tais como: (a) ULA (Unidade
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Logica e Aritmética), (b) memoria de armazenamento, (c¢) unidade de con-
trole e (d) conexdes com o exterior (sistemas de entrada/saida) assim como
também a forma de como os programas e dados compartilhariam o espaco
da memoria de armazenamento. Com isso, von Neumann sedimentou os

conceitos de um modelo computacional [41, 42].

Esta arquitetura, conhecida atualmente como Modelo de von Neuwmann,
representa um paradigma de computacao, baseado no principio de "pro-
grama armazenado em memoria", o qual permite armazenar no mesmo
espaco de memoria tanto as instrucoes quanto dados. As instrucoes sao
numericamente codificadas de tal forma que a méquina pode distinguir
entre os dados e as instrugoes. O modelo de von Neumann propoe um
circuito capaz de executar as instrugoes armazenadas na memoria, deno-
minado unidade de controle. Desta maneira, o modelo de von Neumann é
orientado a execucao de instrucoes (fluxo de instrugoes), contendo para isto
um registro especifico objetivando o armazenamento da proxima instrugao

a ser executada (o contador de programa - PC).

Adicionalmente, o modelo define um dispositivo capaz de realizar opera-
coes aritméticas, tais como: soma, subtracao, multiplicacao e divisao, o
qual pode ser estendido para operagoes mais complexas (ver figura 2.1), a
ULA (Unidade Léogica-Aritmética). De maneira geral, o modelo apresenta,
uma via de dados (data-path) e uma via de controle, especificadas na figura
(2.1), conectadas através de barramentos de comunicagao. O mesmo sis-
tema de comunicacao baseado em barramentos é usado para interconectar
toda a CPU e a memoria do sistema [41|. Desta forma, o barramento de
dados se comporta como um canal de comunicacao com vazao de dados

(througput) limitada pelas proprias caracteristicas fisicas do canal.

Na maioria dos computadores modernos as CPUs conseguem atingir tem-

pos de processamento altos quando comparadas com o fluxo de informacao
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Figura 2.1. Arquitetura von Neumann

desde/para a memoria RAM, obrigando ao mesmo fazer paradas para tare-
fas de sincronizacao de transferéncia de dados. Esta diferenca em desempe-
nho entre os processadores e as memorias, conhecida como “memory wall”
[43], ¢ um dos maiores problemas na computacao de alto desempenho.
As limitagoes supracitadas referentes as limitagoes fisicas da comunicacao
entre memoria/processador e “memory wall” sumarizam o denominado
“gargalo de von Neumann”, sendo este um dos maiores inconvenientes das

arquiteturas convencionais [44].

Neste contexto, a industria de processadores, vem sendo sustentada du-
rante muitos anos pelas previsoes feitas pela lei de Moore. No trans-
curso dos anos a lei de Moore permitiu melhorar o desempenho das ar-
quiteturas “won Neumann”, pelo incremento da frequéncia do clock do
sistema, a cada certo periodo de tempo, gerando como efeito colateral
um aumento no consumo de poténcia do chip (o qual é proporcional &
Car aeapacitiva X Voltagem? X freqeuoer, ver [42]), o qual chegou a ser no
comego do milénio um problema critico no projeto de processadores (the
power wall, vide capitulo 1 de [42]). Desta forma, ao em vez de se con-
tinuar aumentando o desempenho do software executado em um tnico

processador pelo incremento da frequéncia do relégio, a solucao adotada
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pela industria tem sido a implementacao de plataformas multintcleo, como

o Intel Xeon 4 cores ou o Intel Core 17 4 cores.

2.1.2 Field Programmable Gate Arrays

Os FPGAs foram desenvolvidas pela Xilinx em 1984 representando estru-
turas regulares em formas de arranjos de portas/memorias (ou elementos
l6gicos). Uma arquitetura de um FPGA consiste em um conjunto de ar-
ranjos de CLBs( blocos logicos configuraveis), blocos I/O configuraveis,
assim como interconexoes programaveis. Entre os recursos logicos podem
incluir ULAs, elementos/blocos de memoria e decodificadores, dispositi-
vos de processamento digital DSP, entre outros. Existem trés diferentes
tipos de elementos de programacao para uma FPGA: a RAM estdtica, o
anti-fusivel, e a flash EPROM, onde podem ser interconectados de forma
arbitraria por chaves programéaveis para formar as redes de conexoes entre

as células.

Uma arquitetura genérica FPGA é mostrada na figura 2.2, onde, pode-se
observar como é constituida internamente. Na figura 2.2 sao mostrados os
slices junto com a matriz de chaveamento, ambas sendo parte das colunas

internas de recursos digitais disponiveis no FPGA.

FPGAs permitem implementar, em principio, qualquer tipo de circuito di-
gital, o qual permite que empresas especializadas no projeto de circuitos
integrados utilizem FPGAs no seu fluxo de desenvolvimento, incluindo a
prototipagao e verificagao [46]. Embora estes dispositivos apresentam uma,
versatilidade, os mesmos apresentam desvantagens em termos de desem-
penho, area, consumo de poténcia e tempo de configuracao [47]. FPGAs
podem ser usados em qualquer fluxo de projeto digital, proporcionando be-

neficios em termos de possibilidade de paralelizar algoritmos com tempos
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Figura 2.2. Arquitetura do FPGA (modificado de [45]).

baixos de projeto NRE (Non-recurring engineering), sem os altos custos do
desenvolvimento personalizado dos ASICs (Application Specific Integrated
Circuit). No caso dos FPGAs, muitos dos recursos sao usados para tarefas
de configuracao, fazendo os mesmos deficientes em termos de velocidade e

consumo de poténcia, se comparados com ASICs (ver Tabela 2.1).

Com a reducao continua das caracteristicas em tamanho dos processos de
tecnologia em semicondutores, o custo de um conjunto completo de mas-
caras de litografia passou de mais de US1,5 milhoes (para tecnologia de
90nm) para US2 milhoes (para tecnologia de 65nm) [48]. Essa complexi-
dade (em termos de nimero de transistores por chip) dos grandes projetos
também aumenta o nimero re-spins necessarios antes da producao, de-
vido aos erros produzidos em etapas de projeto, por exemplo, problemas
na verificagao. Esses quesitos elevam consideravelmente os custos de NRE
nos projetos baseados em ASICs, para aplicagoes com baixos (ou médios)
volumes de producao [48]. Como alternativa FPGAs podem ser utilizados,

mas oS mesmos consumem mais poténcia e apresentam menor desempenho

do que os ASICs (ver Tabela 2.1).
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Neste sentido, em um ponto intermediario entre os FPGAs e os ASICs
situam-se os chamados Structured ASIC. Esses dispositivos sao geralmente
usados para volumes de aplicacoes médias e apresentam uma combinacao
do melhor das duas tecnologias. Um Structured ASIC consiste de um
padrao regular e repetitivo de estruturas combinacionais e sequenciais, com
uma, variedade de elementos bem estruturados e otimizados através do chip
inteiro. Desta forma, com algumas alteragoes em umas poucas mascaras, é
possivel modificar as conexoes entre os elementos estruturados, projetando
assim as funcoes desejadas para gerar o circuito. Adicionalmente, um
projeto prototipado em um FPGA pode ser facilmente direcionado para
structure-ASICs, tendo ganhos automaticos em desempenho. Esta é uma
vantagem devido a que permite que varios projetos compartilhem a maioria
das méscaras, reduzindo assim os custos de NRE e time-to-market [49].
Contudo, os FPGAs continuam sendo a tecnologia usada para aplicacoes
com baixa demanda devido a sua reusabilidade e flexibilidade sem gerar
grandes custos de NRE, permitindo um répido time-to-market. A Tabela
2.1 apresenta a comparacao entre FPGAs, ASICs e os Structured ASIC.

Tabela 2.1. Comparacao entre as tecnologias: FPGA vs Structured
ASIC vs ASIC

| FPGA Structured ASIC ASIC
Processo de desenho Simples Simples Longo e complexo
NRE (Non-recurring engineering) | Nao apresenta Baixos custos Altos custos
time-to-market Rapido Curto Longo
Reusével e flexivel Sim Nao Nao
Desperdicio de hardware Sim Nao Nao
Ideal para aplicagoes com demanda Pouca Média Alta
Tamanho Grande Pequeno Pequeno
Consumo de Poténcia Alto Baixo Baixo
Desempenho MHz Entre MHz e GHz GHz

A arquitetura do FPGA ¢ organizada por CLBs, os quais possuem uma
estrutura especifica dada por cada fabricante e para cada familia de dispo-

sitivos. Neste caso a familia 7 da Xilinx apresenta uma arquitetura tipica
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tal como mostrado na figura 2.3. Cada CLB contem dois slices e sua matriz
de chaveamento o que permite, mediante interconexoes, construir arranjos

maiores (ver figura 2.3).

Clocks

Data Data

Figura 2.3. Arquitetura do CLB e seus recursos: slices, matriz de

chaveamento e interconexoes (modificado de [45]).

Os slices sao elementos presentes no CLB, contendo dentro da sua arqui-
tetura LUTSs (Look up Table). Estas LUTs permitem implementar fungoes
Booleanas, dependendo do niimero de entradas necessarias onde, a imple-
mentacao é feita mediante o uso de multiplexadores e flip-flops presentes
na propria arquitetura (ver figura 2.4). Quando o ntmero de entradas
disponiveis da, LUT é menor do que o nimero necessario, unioes de LUT
sao feitas incrementando assim a complexidade do arranjo tal como mos-
trado na figura 2.5. Adicionalmente, algumas LUT podem ser configuradas

também como registradores de deslocamento (SRL).

A metodologia de projeto para implementar uma arquitetura em um FPGA
¢ mostrada na figura 2.6. A mesma figura inclui as etapas necessérias para
esta tarefa: (a) especificagoes do desenho, (b) a sintese do desenho/projeto,

(¢) implementacao e (d) programacao do dispositivo.

O processo de sintese do projeto verifica o cddigo e analisa a hierarquia do
circuito na etapa inicial, fornecendo o esquematico RTL (do inglés Register
Transfer Level) e o mapeamento tecnologico. Esta etapa garante que o pro-

jeto citado seréd otimizado para a arquitetura projetada. As conexdes sao
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Figura 2.4. Arquitetura do slice e seus recursos: LUT/RAM/SRL,

multiplexadores, Flip-Flops e interconexoes (modificado de [45])

criadas como uma netlist, sendo armazenadas como um arquivo NGC (no
caso da Xilinx Synthesis Technology (XST)) ou como um arquivo EDIF (no
caso de LeonardoSpectrum, Precision, ou Symplify /Symplify Pro).

O fluxo do projeto em FPGA segue os seguintes passos apos a sintese 16-
gica: (a) mapeamento tecnoldgico, (b) posicionamento e roteamento e (c)
geracao do arquivo de programacao. A fase de mapeamento tecnoldgico as-
socia elementos do netlist aos recursos disponiveis no dispositivo definido
pelo usuario. A fase posicionamento e roteamento consiste na definicao da
localizacao fisica dos blocos 16gicos no FPGA e na realizacao das interco-

nexoes entre eles e a geracao do arquivo de programacao bitstream para
configuracao do FPGA.

Como parte importante e relevante no desenvolvimento do projeto, este
deve passar por varias etapas de verificacao. A verificacao comeca com

as simulagoes comportamentais do projeto onde é analisada a logica do

31



A6

A5 A5

A4 A4

A3 I 5-LUT

A2

A1 A1
06
05

Figura 2.5. Arquitetura de uma LUT de 6 entradas formada apartir
de duas LUT de 5 entradas (modificado de [45])

mesmo baseado na proposta inicial do projetista. Ja a verificacao funcio-
nal certifica a funcionalidade do projeto em diferentes pontos no fluxo do
desenho com simulagoes comportamentais (antes da sintese), simulagoes
funcionais (depois da sintese) e/ou verificagoes no circuito (depois da pro-
gramacao do dispositivo). Essas verificagoes no circuito, no momento da
implementacao, também contemplam a anélise temporal estéatica do cir-
cuito, assim como as simulacoes temporais onde sao inseridos os valores

ou bibliotecas com as informacgoes dos atrasos dos circuitos projetados.

A verificacao no circuito faz uma anélise da sincronizacao do projeto em
diferentes pontos no fluxo do mesmo com sincronizacao estatica (depois
das etapas de posicionamento e roteamento) e simulacao de sincronizagao
(depois das etapas de posicionamento e roteamento). Essa verificagao per-
mite encontrar erros nao contemplados durante o projeto, tais como os

gerados pelo proprio ambiente de projeto.

No contexto do projeto de sistemas digitais, FPGAs permitem implemen-
tar solugoes baseadas em fluxo de dados, desenvolvendo hardware especi-

ficos para cada algoritmo, pelo mapeamento diretamente em hardware do
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Figura 2.6. Etapas de um projeto com FPGAs da Xilinx

algoritmo. Neste caso, o fluxo de instrugoes tipico do modelo de von Neu-
mann pode vir a se converter em fluxo de dados, evitando o uso de etapas
de leitura/escrita de dados desde/para a memoria. Desta maneira, pro-
postas de arquiteturas baseadas em fluxo de dados podem ser facilmente
prototipadas neste tipo de dispositivo floware e configware, tal como pro-
postas em [50]. FPGAs de granularidade fina fornecem uma grade de grao
fino de unidades funcionais de bit-wise, que podem ser compostas para
criar qualquer circuito desejado ou mesmo um processador. A maioria da
area nas FPGAs ¢é realmente dedicada a infra-estrutura de roteamento o
qual permite que as unidades funcionais sejam interligadas em tempo de

configuracao.

FPGAs de granularidade grossa fornecem um nimero de unidades funcio-
nais dedicadas, como blocos de DSP contendo multiplicadores, e blocos de
RAM, diminuindo a configuracao na memoria e os tempos de configuracao
assim como a complexidade no problema de posicionamento e roteamento

[51].  Atualmente, as FPGAs contém centenas de DSPs e blocos RAM
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compartilhando a infra-estrutura de roteamento permitindo aumentar a

complexidade dos projetos.

O mercado dos DSP inclui aplicacoes que abrangem um amplo espectro
de desempenho e de requisitos de custos, tais como: 3G, voz sobre proto-
colo de internet (VoIP), sistemas multimidia, radar e sistemas satelitais,
sistemas médicos, aplicacoes em processamento de imagens e eletronica de

consuIno.

Processadores especializados do tipo DSP podem implementar muitas des-
sas aplicacoes. Embora, esses processadores sejam programaéaveis mediante
software, a sua arquitetura em hardware nao é flexivel. Neste sentido, os
DSPs sao arquiteturas de von Neumann com via de dados (datapaths)
sofisticados, envolvendo conjunto de ULAs, acumuladores, etc,. Portanto,
uma arquitetura de hardware fixo, tal como um DSP, apresenta gargalos
relacionados ao namero de blocos multiplicadores-acumuladores (MAC),
ao tipo e tamanho de memoria fixa e ao tamanho da largura de dados, a
qual limita o desempenho deste tipo de arquiteturas. Desta maneira, os
processadores do tipo DSP nao sao adequados para algumas implemen-

tagoes que requerem implementagoes de fungoes DSP customizadas (ver
Tabela 2.2)[52].

Por outro lado, os FPGAs fornecem solugoes para implementar aplicacoes
para processamento digital de sinais, devido a possibilidade de mapear
diretamente as equacoes dos filtros em estruturas customizadas de hard-
ware. Neste contexto, os fabricantes fornecem ferramentas de projeto a
fim de acelerar o projeto do tipo DSPs em FPGAs por exemplo: System
Generator da Xilinx o qual usa MatLab SimuLink como interface. A cada
nova geracao tecnologica os FPGAs proporcionam mais recursos logicos e
de memoria, sendo este aumento da capacidade o quem vem permitindo,

recentemente, o mapeamento de aplicagoes HPC (high-performance com-

34



puting) para FPGAs.

No contexto de possibilidades de acelerar o desempenho de aplicacoes
HPC, os GPUs ( Graphics Processing Unit) tém crescido consideravelmente
em programacao, assim como em desempenho (de operagoes em ponto flu-
tuante) e vem sendo usados na aceleragao de software. As GPUs oferecem
um grande poder de processamento baseados em milhares de ntucleos para
processar cargas de trabalho paralelas de forma eficiente, acelerando as-
sim as aplicagoes de HPC enquanto sao utilizadas junto com uma CPU.
Isto é feito mediante a transferéncia de partes do processamento intensivo
dos aplicativos executados na CPU para a GPU, a fim de acelerar calcu-
los computacionais intensivos, enquanto o resto do cédigo continua sendo
executado pela CPU [53]. Além disso, as GPUs permitem um desenvolvi-
mento de processo simples devido a seu hardware de proposito geral e de

facil programacao quando comparado ao dos FPGAs 2.2.

Embora, as GPUs modernas oferecem picos muito altos de desempenho
em ponto flutuante, a verdadeira forca dos FPGAs estd no mapeamento
em hardware de algoritmos especificos onde podem ser extraidos picos de

desempenho altos (ver Tabela 2.2).

Tabela 2.2. Comparacao entre as tecnologias: FPGA vs GPU vs DSP

| FPGA GPU DSP

Processo de desenho Simples Simples Simples

NRE (Non-recurring engineering) Nao apresenta Nao apresenta | Nao apresenta

time-to-market O maior entre os trés Réapido Réapido
Reuséavel Sim Sim Sim
Hardware flexivel Sim Nao Nao
Desperdicio de hardware Sim Sim Sim
Consumo de poténcia Meédio Alto Baixo
Desempenho MHz GHz MHz

35



2.1.3 Arquiteturas Baseadas em Fluxo de Dados Inspiradas em Arranjos

Sisto6licos

O termo, arranjo sistolico, designa uma classe especial de arquiteturas
computacionais paralelas, capazes de usar um ntmero muito grande de
processadores (de forma simultinea) para célculos em aplica¢oes como
computacao cientifica e processamento de sinais. Este termo foi introdu-
zido em 1978 pelo Kung e Leirserson, formalizando o conhecimento em
torno dessa classe de computadores onde algumas técnicas de arquiteturas

sistolicas ja eram usadas pelos projetistas de arquiteturas [54].

Um sistema sistolico € uma rede de processadores que ritmicamente cal-
culam e passam dados através do sistema. Desta forma, como analogia
com o sistema vascular humano, em um sistema computacional sistélico a
funcao do processador ¢ anéloga a do coracao, bombeando regularmente
dados enquanto desenvolve pequenos célculos computacionais. Assim, um
fluxo de dados é mantido constante dentro do sistema onde todos os PE
(elemento de processamento) tém uma tarefa especifica, recebendo e en-

tregando dados de forma sincrona (ver figura 2.7) [55].

= = B =2 2 5 = =

Figura 2.7. Arquitetura de fluxo (arranjos sistolicos)

Muitos calculos matriciais basicos podem ser acelerados em um pipeline,
de forma eficiente e elegante, utilizando redes com estruturas de arranjos
sistolicos [56, 57, 58, 59]. O poder por tras dos arranjos sistolicos vem do
modo como os dados fluem entre os elementos de processamento e, dado
o aumento recente da capacidade dos FPGAs, é possivel o mapeamento
de aplicacoes HPC mediante o uso desta classe de arquiteturas, capazes
de realizar operagoes matriciais tais como multiplicacao de matrizes ou

inversao. Desta maneira, sao desenvolvidos circuitos para uso principal-
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mente em maquinas com finalidade dedicada e nao em computadores do

tipo GPP (ver figura 2.8).

Desta forma, a figura 2.8 mostra como os elementos de duas matrizes
atravessam os PE, de forma ordenada e sincrona, obtendo como resultado
final a matriz C' produto da multiplicacao de duas matrizes A e B tal como

descrito pela equacao 2.1.

Cuy = Ay X Byy (2.1)

Bj4

C1j

Czj

Elemento de

prOCeSSamentO 7
(PE) 3 As)

C4j

B8BB8-
5668 -
5888 -
BSB8.

Figura 2.8. Exemplo de uma arquitetura de fluxo (arranjos sistolicos)

para processar uma multiplicacdo matricial

Em 1995, Rainer Kress generalizou o modelo de arranjos sistélicos, per-
mitindo o desenvolvimento de uma metodologia que suporta toda classe
de esquemas irregulares destes modelos [60]. Desta forma, um grande ni-
mero de modelos de arranjos sistolicos foram desenvolvidos e vem sendo
utilizados para executar calculos em diferentes aplicacoes. Entre essas
aplicacoes podem se citar algumas em processamento de sinais e imagens
como: filtros digitais, convolucao e correlacao, transformadas discretas de
Fourier ou transformada répida de Fourier (FFT), decodificacao ou codi-
ficagao para compressao, etc, [61, 62, 63, 64]. Também, algumas aplica-
¢Oes nao numéricas como pattern matching [65] ou reconhecimento regular
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de linguagem [66], etc. Isto demostra a disseminagao destes modelos de
computagao (especialmente em hardware reconfigurdvel) como solugoes a

problemas computacionalmente exigentes.

Por um lado, o maior problema relacionado ao desenvolvimento de calculos
matriciais em sistemas computacionais, além do erro associado ao método
numeérico, estd na natureza da tarefa computacional ser classificada de
compute-bound (ou simplesmente CPU bound). As operagoes matriciais,
em sua maioria, exigem um processamento maior do processador do que o
processamento do ntmero de entradas e saidas, fazendo assim com que o

tempo total de processamento seja muito maior [67, 68].

Por outro lado, a HPC é conhecida como a area de computacao onde o
desempenho da maquina nunca é suficiente. Devido a isto, com o uso deste
hardware reconfigurdvel e o crescente interesse pelo mapeamento da com-
putacao de alto desempenho em essa tecnologia, foi acunhado outro novo
termo HPRC (High Performance Reconfigurable Computing), sendo esta
uma, area relativamente nova. Mas, um problema ainda a ser resolvido aqui
¢ a produtividade desses programadores e o desafio tecnologico assim como
educacional que envolve o seu uso em HPC [69]. Contudo, faz-se necessério
uma revolucao no pensamento e na educacao para obter estas ferramentas
assim como programadores qualificados que desenvolvam eficazmente as

arquiteturas propostas pelos algoritmos [60].

Neste sentido, as arquiteturas em arranjos sistolicos visam solucionar pro-
blemas computacionais tipo CPU bound, visto que os dados sao aprovei-
tados ao maximo pelo arranjo sistolico antes de voltar para a memoria
principal do sistema. Assim, utilizando hardware reconfigurdvel para im-
plementar arquiteturas baseados em modelos em arranjos sistolicos pode se
reduzir o consumo de energia elétrica e acelerar o processamento em varias

ordens de grandeza ( quando comparado com o modelo de von Neumann)
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[69]. Adicionalmente, com o avango das ferramentas computacionais (soft-
ware e hardware), projetos ou programas com arranjos sistolicos eficientes
podem ser automaticamente gerados, permitindo implementacgoes de gran-
des sistemas usando estas arquiteturas de forma barata, e disseminando
estes modelos em hardware reconfigurdvel como solucoes a problemas com-

putacionalmente exigentes, como no caso de HPC.

2.2 Representacao Numérica em Ponto Flutuante

Nesta representacao, o ponto decimal é posicionado dinamicamente até ser
colocado em uma posicao desejada, sendo usado para tal fim o expoente o
qual indica a posicao original do ponto decimal. Como exemplo, tem-se o
namero 893.000.000.000.000.000 o qual pode ser transformado usando a
notacao cientifica em 8,93 x 10'7. Essa notacao permite abranger um inter-
valo ou conjunto maior de valores usando poucos digitos para representar
diferentes ordens de grandeza/magnitude, chamado comumente de faixa
dindmica. A notacao faz uso da representacao representada pela equacao

2.2

N = M x BF, (2.2)

onde M representa a mantissa, B a base e E o expoente.

Essa notacao ¢ também estendida aos ntimeros binérios, sendo conhecida

como representacao bindria em ponto flutuante.

No intuito de padronizar a representacao numérica em ponto flutuante, a

IEEE propos o padrao IEEE-754 em 1958, estabelecendo a representacao
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e a forma de operacao dos nimeros baseados nessa representacao. Desta
forma, acabando com as incompatibilidades entre sistemas, causadas pelos
diferentes formatos utilizados por cada fabricante. Este fato normalmente
gerava resultados diferentes quando os mesmos algoritmos eram executados

em maquinas diferentes [32].

O padrao supracitado permite a portabilidade de aplicacoes dos programas
existentes para os novos computadores que adota-lo. Este padrao permite
assim desenvolver programas numéricos sofisticados sem necessidade de se
ter experiéncia em métodos numeéricos, sendo mais eficientes, robustos e
portaveis. Desta maneira, o mesmo padrao permite realizar a andlise e
diagnoéstico de anomalias, facilitando assim a manipulacao das excegoes de
forma apropriada a fim de desenvolver funcoes elementares tais como expo-
entes, cossenos e aritmeética de alta precisao. Por fim, pode-se dizer que o
padrao é de certa forma flexivel (desde que sejam respeitadas as restri¢oes
impostas), permitindo realizar diferentes aperfeicoamentos e ampliagoes

na sua propria proposta dependendo dos requerimentos da aplicacao.

Esse padrao especifica os formatos basicos e estendidos para ntmeros em
ponto flutuante, as operagoes de soma, subtracao, multiplicacao, divisao,
raiz quadrada, resto, assim como fung¢oes de comparacao. O mesmo padrao
especifica as conversoes entre inteiros e formatos em ponto flutuante, assim
como as conversoes entre diferentes formatos em ponto flutuantes, ou entre
os formatos bésicos de niimeros em ponto flutuante e cadeias de caracteres
decimais (strings). Adicionalmente, o mesmo especifica as excegoes e sua,
manipulacao, incluindo NaN (Not a Number), os formatos de cadeias de
bits decimais e inteiros, a interpretacao do sinal e campo de bit implicito
da representacao de NaN e, por fim, a conversoes de binario para decimal

e vice-versa.

Desta maneira, o formato IEEE Std. 754 é uma representacao em ponto
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flutuante de um numero em formato binério [32], sendo este representado
por uma cadeia de bits caracterizado por trés componentes principais: um
bit de sinal S, um exponente E com Ew bits e uma mantissa M com Mw
bits, como mostrado na figura 2.9 A mantissa representa a magnitude do
nimero e uma constante bias é adicionada ao exponente no intuito de

poder representar e trabalhar com exponentes negativos.

1 | Ew | | Mw |
S E M
+ E+bias Mantissa = 1.M

Figura 2.9. O padrao IEEE-754

O sinal S pode ter entao dois valores, sendo um 0 usado para representar
um nimero positivo e um 1 para representar um ntmero negativo. O
expoente E tem seu proprio sinal e seu valor é armazenado em excesso,

seguindo a seguinte expressao matemaéatica
qg—1
2175 — 1,

onde q é o nimero de bits. Por exemplo, tendo um expoente com 8 bits,
onde a representacao em excesso seria 127 e o valor armazenado subtraindo
0 excesso serd o verdadeiro representado no expoente. Assim, no caso de
um excesso de 127 e expoente com valor igual a 9, o valor verdadeiro

representado seria entao dado pelo valor: —118 = (9 — 127).

Por fim, a mantissa M representa um numero fracionario normalizado,
assim o bit mais a esquerda da mantissa é sempre 1. Devido a que o valor
do bit nunca varia o seu armazenamento em memoria nao é requerido;
embora, implicitamente este sempre faz parte da representacao (sendo o

bit implicito). Neste caso, a mantissa M se calcula segundo a equagao 2.3
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M = moy X 21 + Mo X 272 + ...+ my X 222 + myg X 2_23, (23)

e seu numero real representado pela cadeia binaria é obtido a partir da

equagao 2.4

N = (=1)* x (1 + M) x 2E-Bias, (2.4)

Este padrao permite ao projetista trabalhar tanto com precisao simples
(32 bits) e duplo (64 bits), sendo que para precisao dupla (o diferentes de
simples) os valores de mantissa, exponente e bias devem ser modificados.
Por outro lado o mesmo padrao pode ser adaptado a medida dos requisitos
de precisao de uma aplicacao especifica. Um formato de alta precisao indica
assim pouco erros de quantizacao na implementacao final, enquanto que
um formato com precisao baixa indica implementacoes de alta velocidade

e redugoes em area e consumo de poténcia [31].

2.3 Solucao Numérica de Sistemas Matriciais
2.3.1 A Decomposicao

Nesta se¢ao serao comentados trés métodos de fatoracao (também deno-
minados de decomposi¢ao ou eliminagao): (a) Eliminacao Gauss-Jordan,
(b) Método de Decomposicao QR e (¢) Método de Decomposigao de Schur.
Observa-se que a eliminacao de Gauss-Jordan é geralmente usada com ma-
trizes quadradas nao singulares (ver defini¢oes no apéndice B). Por outro
lado, a decomposicao QR ¢é mais geral, podendo ser aplicado para qual-

quer matriz quadrada ou retagular onde m > n, sendo m as linhas e n as
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colunas. Para matrizes quadradas n denota o tamanho da matriz assim

como n = 4 denota uma matriz de 4 x 4.
A Eliminacao de Gauss-Jordan

A eliminacao de Gauss-Jordan é uma versao da eliminacao de Gauss que
zera os elementos por cima e por baixo do elemento pivd, conforme ele
percorre a matriz [70, 71]. Este método (chamado assim devido a Carl
Friedrich Gauss e Wilhelm Jordan) é um algoritmo da algebra linear para
determinar as solugoes de um sistema de equagoes lineares, assim como
para obter matrizes inversas. Um sistema de equacgoes se resolve pelo
método de Gauss quando se obtém suas solugoes mediante a reducao do
sistema, transformando-o em outro equivalente, em que cada equacao tem
uma incoégnita a menos do que a anterior. Quando se aplica este processo, a
matriz resultante se conhece como forma escalonada da matriz. Em outras
palavras, a eliminacao de Gauss-Jordan transforma a matriz em uma forma
escalonada reduzida, enquanto a eliminacao de Gauss transforma na forma

escalonada.

O procedimento de eliminagao de Gauss-Jordan para resolucao do sistema

linear Az = b é descrito a seguir:

1. Formar a matriz aumentada [A|B].

2. Obter a forma escalonada reduzida por linhas [C'| D] da matriz aumen-

tada [A|B] utilizando as operagoes elementares nas linhas (apéndice
B).

3. Para calcular cada linha nao-nula da matriz [C|D] resolver a equagao
correspondente para a incognita associada ao primeiro elemento nao-

nulo naquela linha. As linhas com todos os elementos iguais a zero
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podem ser ignoradas, pois a equacao correspondente serd satisfeita

por quaisquer valores das incégnitas.

A Decomposicao QR

A decomposicao QR é uma operacao elementar que decompoe uma matriz
A no produto de uma matriz ortogonal por uma matriz triangular superior.
A decomposicao QR da matriz A é assim definida como A = () X R, em
que @) é uma matriz ortogonal, ou seja, QT xQ =QxQT =1, Q' = QT
e R ¢ uma matriz triangular superior, assim como ilustrado na equagao

2.5.

Qu Q12 Qi3 Qua Ri1 Rip Ri3 Ry
0 Ro Ros R
Q= Q21 Q22 Q23 (o ‘R- 22 Fa3 Rou | (2.5)
Q31 @32 Q33 @34 0 0 Rs3 R
Qu Qa2 Quz Qu 0 0 0 Ry

Os algoritmos mais comuns para tratar a decomposi¢ao QR sao: (1) Gi-
vens rotation, (2) MGS orthogonalization e (3) Householder transforma-
tion. Neste trabalho foi considerado para implementacao em hardware,
o algoritmo MGS orthogonalization, devido a complexidade computacio-
nal da implementacao em hardware do Householder transformation assim

como a precisao do Givens rotation |24].
O Gram-Schmidt Modificado:

A decomposicao QR para quaisquer matriz pode ser realizada mediante o
algoritmo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt modificado. Este procedi-
mento tem uma grande vantagem com relacao ao algoritmo de rotacoes de

Given, devido a que reduz o consumo de recursos de memoria [24].
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Neste algoritmo o termo a;; denota a linha ¢ e a coluna j da matriz A e
a; denota a coluna vetor da matriz A. A decomposicao QR da matriz A,
A = @R, pode ser obtida da forma apresentada no exemplo a seguir. Para
simplificar, a matriz utilizada tem tamanho 3 x 3. Primeiro, a primeira

coluna vetor a; é normalizada para obter

ri1 = lailly = V/(a1)? + (a21)? + (a31)?,

a qual representa os elementos na linha 1 e coluna 1 de R. Os valores de

¢1 (que é a primeira coluna vetor de @), pode ser calculada de ry;.

ai asy asi
qi1 = —,Q21 = —, Q31 = —. (2.6)
11 11 11

Segundo, os valores de r15 e r13 podem ser calculados usando o coluna

vetor 1 da matriz () e a segunda e terceira coluna vetor da matriz A

T
12 = @1 A2 = Q11412 + ¢21022 + §31032

r13 = g a3 = q11a13 + 21023 + ¢31033. (2.7)

Depois de obter os valores de gy, 712 € 713 das equacoes 2.6 e 2.7, a matriz

A pode ser transformada na matriz AP!

pl _ pl _ pl

ay; = 0, ay1; = a2 — ri2qi1, Aj3 = @13 — 13411
0 _ pl __

a21 = azz = 92 — T'12421, Q93 = Q23 — T'13q21

pl __
as; =0 CL32 = az2 — 712431, @33 = a33 — T13¢31- (2.8)
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Assim, os valores de q;, 711, 712 € 713 € a matriz AP! (ver equagao 2.8) sao
derivados dos passos anteriores. Para obter os valores restantes os passos
anteriores sao repetidos com AP! para calcular ga, 722, 793 € a matriz AP?.
A segunda coluna vetor da matriz AP! é normalizada para obter o valor de

roo. Exemplo

1 1 1
= () () + ()

Desta forma, g9 e 793 podem ser calculados tal como mostrado nas equacoes

2.9e2.10

pl pl pl
a a a
_ Y19 _ Ugo ag3g
dgi2 = —, 42 = —, (432 = (2-9)
29 29 T22
T Pl . Pl Pl Pl
T93 = Q3 Gy = Q12073 + q22093 + (32035. (2.10)

A matriz AP? é obtida da seguinte equacio 2.11.

P2 _ p2 _ pl

aj; =0 a12 O, a1 = ay3 — T23q12
P2 _ _ _ bl
p2 Rt

Similarmente, repetindo os passos na matriz A2, r33 pode ser calculado
normalizando a terceira coluna vetor da matriz A”? e obter os valores de
¢13, @23 € q33. Finalmente, A = QR ¢é obtida na qual () e R estao dados
pela equacao 2.12.
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q11 4912 413 i1 Ti2 T3
Q=1qi1 g2 3|  B=] 0 ryp ry (2.12)
g31 432 433 0 0 73

Resumindo, os principais métodos de decomposicao e de eliminacao sao o
QR e a eliminacao Gaussiana para se obter solucoes de sistemas lineares.
A Tabela 2.3 mostra algumas das vantagens e desvantagens do método QR
para tratar matrizes nao quadradas, assim como nao singulares para obter
a decomposicao. Entre outras vantagens do método QR pode se citar o
fato de permitir tratar de sistemas esparsos e, adicionalmente, seu nimero

de FLOPs é menor que o da eliminacao Gaussiana.

Tabela 2.3. Comparacao entre os diferentes métodos de decomposicao

e/ou elimina¢ao de matrizes

‘ FLOP (Operagoes em ponto flutuante) ‘ Esparsa ‘ Quadrada Restrigoes
Eliminagao Gaussiana % — "72 — % Nao Sim Nao Singular
Decomposicao QR 2mn? Sim Nao necessario m>n

2.3.2 O Calculo da Raiz Quadrada de uma Matriz

A Decomposicao de Schur

Se existe uma matriz unitaria U € C™ ™ tal que B = U? AU, entao B
¢ equivalente unitariamente a A € C"*". Caso U seja real, entao B

goza da propriedade de equivaléncia ortogonal real em relacao a A.

Teorema 2.1 (Teorema de Schur). Seja A € C™ ™ com m autovalores
AL, A9y ooy A, distintos ou nao, e em qualquer ordem dada, entao existe
uma matriz unitaria U € C™*™ como apresentado na equacao 2.13, sendo
triangular superior (ver defini¢oes no apéndice B), com entradas diagonais
T (z,z) = N, 1 =1:m. Ou seja, toda matriz quadrada € equivalente
unitariamente a uma matriz triangular superior (ou triangular inferior).
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UTAU =T (2.13)

A Demonstracao do Teorema de Schur pode ser observada no apéndice B.
A Raiz Quadrada de uma Matriz

A raiz quadrada de uma matriz A de n X n é uma matriz X de forma tal

que satisfaz a seguinte equacao (2.14).

X% = A, (2.14)

Tal matriz X é chamada de raiz quadrada de A, sendo que a mesma
equacio pode ser escrita como X = AY2. Diferente da raiz quadrada
de um escalar, a raiz quadrada de uma matriz pode nao existir ou ser
tnica. Se A tem ao menos n — 1 autovalores nao zero, entao A tem uma
raiz quadrada. J& que o numero de possiveis raizes quadradas de uma
matriz dada A varia dependendo da singularidade da matriz de dois até
infinito (considerando a matriz identidade), uma matriz A real tem uma
raiz quadrada real se a matriz dada A nao tem autovalores reais negativos.
No caso de matrizes reais simétricas de n x n, onde 27 Az > 0 é positivo
para qualquer vetor coluna nao zero z de m numeros reais (isso é uma
matriz semi-definida positiva), existird uma unica raiz quadrada simétrica
semi-definida positiva. Isto significa que para se obter uma tunica raiz
quadrada AY2, para a qual cada autovalor tem uma parte real positiva, a

matriz dada A nao deve ter autovalores reais negativos [72] [73].
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A maioria de propostas numéricas para calcular a raiz quadrada de uma
matriz sao baseadas no método de Newton, sendo que varios métodos
computacionais sao baseados na igualdade f(XAX 1) = Xf(A)X 1. Se
X pode ser encontrada de tal forma que B = X AX ! tem a propriedade
que f(B) é facilmente avaliada, entdo um método obvio resulta. Quando
A é diagonizavel, B pode ser tomada como diagonal e a avaliacao de f(B)
é trivial. Para uma matriz A geral, se X é restringida para ser unitéria
entao A pode ser reduzida a uma fatoracao de Schur da forma A = QT'Q !,
onde @ é unitaria e T é triangular superior. Dado que Q é unitaria, Q! ¢
igual & transposta conjugada de (). Esta decomposicao é computada pelo

algoritmo de decomposicao QR |74][75] apresentado em 2.3.1.

Uma forma recursiva baseada no teorema de fatoracao de Schur foi pro-
posta por Bjorck e Hammarling em [23], conhecida como método de Schur,
que presenta uma alta estabilidade e precisao. O método de Schur vem da
decomposigao de Schur (ver 2.3.2) a qual transforma a matriz dada A de
nxnem A=QTQ ! Desta maneira, o problema é reduzido ao cilculo

da raiz quadrada da matriz triangular superior 7.

Embora essa forma recursiva permite manter uma estabilidade e precisao
altas, a sua implementacao em hardware foi por muito tempo desconsi-
derada devido a sua complexidade e inviabilidade da sua implementacao,
deixando apenas as aplicacoes do algoritmo para implementacoes em soft-
ware. Com o avango na complexidade das novas tecnologias, especialmente
os FPGAs, algoritmos para processamento de sinais digitais vem ganhando
uma grande forca na sua implementacao em hardware dedicado para ace-

lerar os diferentes meios onde sao requeridos.
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2.4 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo foi introduzida a tecnologia de hardware reconfiguravel, es-
pecialmente os FPGAs. Os dispositivos FPGAs permitem um alto grau de
paralelismo tornando-os bons candidatos para aplicacoes embarcadas onde
solucoes baseadas em software nao alcancam os requisitos estabelecidos.
A grande maioria destas implementacoes sao voltadas para solugoes onde
h& uma demanda pela computacao de alto desempenho e baixo consumo

de poténcia, como no caso onde existem operacoes matriciais.

Com essa versatilidade do hardware reconfiguravel e o alto grau de para-
lelismo espera-se que as implementagoes em FPGAs permitam ganhos em
desempenho, custo e precisao, logrando estimular o uso desta tecnologia
em diferentes ambientes de pesquisa. Adicionalmente, arquiteturas basea-
das em arranjos sistolicos sao candidatas interessantes quando necessario
grande poder de processamento em paralelo, como no caso de sistemas
matriciais, o que torna as FPGAs plataformas ideais de desenvolvimento.
Esses arranjos sistolicos tem como vantagem seu simples e regular desenho

que pode acelerar o fluxo computacional dos algoritmos implementados.

A representacao numérica utilizada no desenvolvimento deste trabalho
também faz parte importante, pois aportam parametros como precisao
além de outros fatores que afetam diretamente a implementacao em hard-
ware como o consumo de recursos associado ao comprimento da palavra,
etc. Este capitulo fez uma descricao do formato IEEE—754 para repre-
sentacao em ponto flutuante e mostrou como é usado para representar
a notacao cientifica e poder aproveitar uma representacao numeérica com
intervalos maiores e de forma dindmica. Nos capitulos seguintes sera mos-
trado como alguns erros associados aos calculos afetam esta representacao

e consequentemente a acuracia dos resultados obtidos.
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Também, foram descritas as diferentes decomposi¢oes matriciais usadas
tanto para resolver sistemas lineares quanto para encontrar a solucao de
funcoes matriciais como no caso da raiz quadrada da matriz. O estudo
mostrou que cada método tem suas vantagens e desvantagens, em que,
parametros tais como a acuricia do método, a complexidade das operacoes
matriciais, o nimero de operacoes diferentes a implementar (e.g., soma,
divisao, multiplicagao, raiz quadrada), assim como a quantidade de acessos

a memoria, entre outras, permitem escolher o tipo de método a ser usado.

Conjuntos de equacoes lineares da forma Ax = b ou o céalculo da raiz
quadrada de uma matriz X = A2 aparecem em muitas aplicacoes, onde,
independente da aplicacao, seja envolvendo problemas de predicao com
o filtro de Kalman ou estimacao dos canais de comunicacao MIMO, o
problema é sempre encontrar a solucao numérica do sistema matricial.
A eliminacao de Gaussiana, fazendo uso de algumas restri¢oes, permite
tratar sistemas matriciais onde a sua matriz de entrada deve ser simétrica
e nao singular, além de definida positiva, como os casos das matrizes de
covariancia. Este também é um critério para realizar uma implementacao
mediante a decomposicao de Cholesky que apresenta maior desempenho

computacional.

A decomposicao QR, diferente dos outro métodos mostrados permite tratar
sistemas matriciais quadrados n X n ou retangulares m x n sendo m > n,
com m igual as linhas e n as colunas. Decomposicoes como QR, Cholesky
apresentam grande aplicabilidade no desenvolvimento de sistemas para
processamento de sinais digitais embora também apresentem um alto grau
de complexidade, vem ganhando grande interesse na comunidade devido

aos avancos tecnologicos que permitem implementacoes mais complexas.

As implementacoes em arquiteturas reconfiguraveis dos algoritmos estuda-

dos permitiram ganhar em desempenho assim como na acuréacia deixando
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um suporte para que futuras propostas possam usé-las como base no desen-
volvimento de sistemas embarcados. Finalmente, os conceitos apresentados
neste capitulo sao importantes para o entendimento das implementacoes
de hardware realizadas no contexto deste trabalho. Estas implementacoes

sao descritas nos capitulos seguintes.
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Capitulo 3 IMPLEMENTACAO DAS ARQUITETURAS
PARA SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES E INVERSAO DE MATRIZES

Este capitulo apresenta as implementacoes realizadas envolvendo a solu-
cao de sistemas lineares incluindo os resultados de sintese, desempenho e
propagacao do erro. O capitulo esta organizado da seguinte forma: (1)
comentarios prévios relacionados a importancia das operacoes matriciais
sao expostos nesta primeira se¢ao, (2) seguindo, uma segao seréd utilizada
para descrever o algoritmo de eliminagao Gaussiana usado nas implemen-
tagoes propostas neste trabalho, (3) uma se¢ao ¢ dedicada para a revisao
bibliografica sobre o estado da arte das implementacoes em hardware do
algoritmo e por fim, (4) em uma tltima se¢ao, é realizada uma descrigao
das implementacoes para inversao de matrizes, assim como para a solu-
c¢ao de sistemas lineares, realizando uma discussao sobre os pontos mais

relevantes associados aos resultados obtidos.

3.1 Comentarios iniciais

Frequentemente, a maioria dessas aplicagoes em ciéncia e engenharia en-
volve algoritmos que devem lidar com estruturas de dados matriciais e suas
respectivas operacoes. Uma das operacoes mais importantes e computaci-
onalmente custosas é a inversao de matrizes para a qual muitas abordagens
numéricas bem conhecidas sao aplicadas, principalmente em plataformas
de software. Todavia, a complexidade computacional da inversao de ma-

trizes é uma pergunta aberta, solugoes em software sub-ctbicas tais como
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O(n?87) Strassen e O(n*37%) Coppersmith-Winograd aplicadas para in-
verter matrizes n X n sao de grande interesse teérico mas nao sao usadas
na pratica devido a que sua aceleracao é apenas visivel para matrizes de
grande porte em software, o que torna inadequado para implementagoes

em hardware (e.g. Capitulo 12 de [11]).

Algoritmicamente, métodos simples tal como a Eliminacao de GJ Gauss-
Jordan, sao importantes para o desenvolvimento de implementacoes com
arquiteturas, embora conhecida sua alta complexidade computacional (O(n?)).
A implementacao em hardware destes algoritmos é interessante, em ter-
mos de se poderem evitar os problemas relacionados ao gargalo de wvon
Neumann, principalmente os relacionados com ler instrugoes desde a me-
moria RAM. No caso de operagoes matriciais, que sao implementadas em
hardware, apenas operagoes de escrever/ler dados devem ser executadas,
sem a complexidade dos passos de decodifi¢ao/execucio relacionadas as
instrugoes de execucao, as quais estao fortemente ligadas ao modelo de
von Neumann. Neste caso, deve-se prover um escalonamento adequado
dos dados, mediante contadores, sincronizados adequadamente, como pro-

posto em [44].

Muitos algoritmos de inversao de matrizes tém uma complexidade ctbica
mas apresentam uma simplicidade algoritmica onde um hardware reconfi-
gurével especifico pode prover uma solugao muito atraente [76, 77]. O uso
de métodos de decomposicao e eliminacao devém ser introduzidos para a
inversao de matrizes de grande porte, uma vez que as abordagens anali-
ticas resultam em arquiteturas nao escalaveis pelo uso de determinantes.
Alguns métodos de decomposicao/eliminagao tais como Eliminagao GJ e
decomposicao QR (QRD) sao tradicionalmente usados por causa da sua
simplicidade ou estabilidade (ou precisao do algoritmo), além das decom-

posicoes LU e Cholesky. A eliminacao GJ apresenta uma maior simplici-
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dade dada as operacoes basicas necessarias para sua implementacao. Por
outro lado, o método de Cholesky estéa limitado para matrizes positivas e
nao singulares, enquanto que o QRD pode ser usado em quase qualquer

classe de matrizes |78].

Devido a que em algumas representacoes matemaéticas existem modelos
envolvendo a solugao de sistemas de equagoes lineares (modelos matrici-
ais), hé uma dificuldade relacionada a qual seria o algoritmo mais ade-
quado para operar com esse tipo de representacoes, sem demandar alto
custo computacional, e mantendo precisao nas solucoes. Por causa disso,
o maior desafio em andlise numeérica esta relacionado ao desenvolvimento

de algoritmos eficientes para a realizacao de cédlculos matriciais.

A eliminacao Gaussiana é uma das mais antigas técnicas propostas na
algebra linear, e ainda hoje ¢ um dos métodos numéricos mais populares
para a solucao de sistemas de equacoes lineares. A eliminacao Gaussiana,
é também uma técnica usada para calcular a inversa da matriz quando a

matriz, dada A, é densa e linearmente independente.

3.2 Algoritmo de Eliminagao GJ

O algoritmo de eliminacao GJ é um método baseado na Eliminacao Gaus-
siana que coloca zeros acima e abaixo de cada pivd dando deste modo a
matriz inversa. Seja A uma matriz n X n, I a matriz identidade n x n e
X a matriz de incognitas n X n. A solucao do sistema linear A x X =1
serd o resultado X = A~!. Este método, chamado assim devido a Carl
Friedrich Gauss e Wilhelm Jordan, é um algoritmo da algebra linear para
determinar as solugoes de um sistema de equagoes lineares, assim como

para obter matrizes inversas.
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O método aplica primeiramente a eliminacao Gaussiana na matriz aumen-
tada n x 2n, A = [A I], dando como resultado uma matriz da forma
[U H] na qual U é triangular superior. Segundo, [U H] é transformado
por meio de operacoes elementares de linhas em uma matriz aumentada
da forma [I K]. Por fim, extraindo o componente direito da matriz au-
mentada obtém-se K que é a matriz inversa: A x K = [ |70, 71]. A seguir
sao descritos os quatro principais passos do algoritmo 1 de Gauss-Jordan

com pivd parcial que comecam na linha 2 = 1 e com a matriz aumentada

[A ]

1. Pivo Parcial: localizar o pivd, que é o maior elemento na coluna 1.
Considere os elementos em linhas ¢ até n, entao é trocada a linha i

com a linha que contem o pivo.

2. Triangularizacao do sistema: Eliminar todos os elementos abaixo da
diagonal na coluna ¢, subtraindo cada linha abaixo da linha pivo pelo
miltiplo da linha pivo. Entao, incrementa-se ¢ e repete-se o passo
1 (se i < m), até se obter na matriz esquerda uma forma triangular

superior.

3. Diagonalizacao: Eliminar todos os elementos acima da diagonal na
coluna 7, subtraindo cada linha acima da linha pivd por um multiplo
da linha pivd. Entao, diminuir ¢ e repetir o passo até que todos os
elementos acima da diagonal sejam zero e o componente esquerdo da

matriz aumentada se torne uma matriz diagonal.

4. Normalizacao: Dividir cada linha ¢ pelo reciproco do pivo assim os ele-
mentos da diagonal tomam valor de 1. Entao o componente esquerdo
da matriz aumentada serd a matriz identidade e a parte direita sera

a inversa da matriz.
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Algoritmo 1: Pseudocodigo para a eliminagao de Gauss-Jordan com pivo parcial

Input: A
1 Saidas A1,
2 [n] = size(A) ;
3 [ =identity(n) ;
4 Colocar a matriz na forma de matriz aumentada B = [A[];
5 Pivo parcial: for j = 1...n do

6 for 2 =2...n do

7 Se B(j,7) < B(i,j) trocar as linhas B(j) <> B(i) ;
8 | end
9 end

10 Triangularizacao do sistema: for j = 1...n do

11 | fori=2..n—1do

12 Encontro o elemento pivdo = 1/B(7, 7);

13 Multiplico o elemento pivo com a linha 1/B(j, j) * B(i);
14 Soma de linas B(j) 4+ B(i) e o resultado ¢ = B(1)

15 | end

16 end

17 Normalizacao: for : = 1..n do
18 | Multiplico toda a linha 1/B(i,17) * B(1);
19 end

20 Diagonalizacao: for j = n...1 do

21 | fori=n—-1..2do

22 Encontro o elemento pivdo = 1/B(j, 7);

23 Multiplico o elemento pivo com a linha 1/B(j, j) * B(i);
24 Soma de linas B(j) + B(i) e o resultado ¢ = B(7)

25 | end

26 end
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3.3 O estado da arte: Implementacoes em hardware reconfiguravel do al-

goritmo de eliminagao Gaussiana

Vérios trabalhos reportam implementacoes de inversoes de matrizes usando
métodos diferentes tais como Cholesky [79], LU |80] e Gauss-Jordan |81,
82]. Existem também algumas arquiteturas VLSI para inversoes de matri-
zes usando o método de fatoracao Q)R que nao é especialmente desenhado
para FPGAs. Em [83] é apresentado um algoritmo para realizar uma inver-
sao de matrizes usando o método de QRD-GR com uma arquitetura VLSI

em arranjo sistolico. Adicionalmente, em [84] é apresentado um algoritmo
usando QRD-MGS.

Trabalhos mais recentes para matrizes de pequeno porte, usando FPGAs,
nao sao facilmente estendidos a matrizes de grande porte como apresentado
em [85], onde é discutida uma soluc¢ao pratica para matrizes maiores do
que 4 x 4. Em [86], o trabalho foi feito para matrizes de 16 x 16 junto com
a sua respectiva analise, porém, a implementacao em FPGA é mostrada
apenas para matrizes de 4 x 4. Em [87] é apresentada uma arquitetura
para inverter matrizes usando a fatoragao QR baseada no algoritmo (RLS).
Essa proposta usa o algoritmo Square Givens Rotations e seu desenho
em arranjo sistolico foi implementado com uma representacao em ponto

flutuante de 20 bits de comprimento.

Contudo, a maioria de trabalhos reportam apenas representagoes em ponto
fixo e arquiteturas que nao podem ser estendidas a matrizes de grande
porte. Uma excegao é a proposta apresentada em [82] na qual uma arqui-
tetura é proposta usando uma representacao em ponto flutuante com dupla
precisao e usando memorias externas para alcancar os requisitos propostos.
Entretanto, nesse trabalho nao foi apresentado um estudo em termos da

precisao tendo em conta o aumento nas dimensoes da matriz, ocultando
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a importancia de levar em consideracao a propagacao do erro quando se

trabalha com matrizes.

No contexto dos sistemas lineares, existem poucos trabalhos que podem
resolver sistemas de equacoes lineares, e ainda menos propostas capazes
de lidar com sistemas de grande porte. Em [88] e |89], os autores apre-
sentam uma proposta para resolver um sistema linear de equagoes sem
o uso da operacao de divisao, chamada de division-free parallel architec-
ture (DFPA), a qual é capaz de lidar com sistemas grandes (cerca de 96
equagoes). Entretanto, os resultados sobre andlises da propagagao do erro,
tendo em conta a variacao na dimensionalidade dos sistemas envolvidos,

nao foram apresentados.

Resumindo, pode-se ver na tabela 3.1 as diferentes implementacoes feitas
em FPGAs com diferentes métodos propostos na literatura para resol-
ver sistemas de equacoes lineares. Isto mostra uma caréncia de hardware
dedicado que permita encontrar uma solucao numérica aos problemas en-

volvendo sistemas lineares.
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3.4 Arquiteturas propostas para inversao de matrizes

3.4.1 Uma adequada implementacao em FPGA de uma inversao de matri-

zes em ponto flutuante baseada na Eliminagao de GJ

A arquitetura apresentada nesta subsecao tem como referéncia o trabalho
[99], onde os elementos da matriz foram representados usando o sistema
padrao de ponto flutuante I EEE — 754, com uma configuragao para preci-
sao simples. Para realizar os célculos foram usadas as bibliotecas de ponto
flutuante desenvolvidas no laboratorio LEIA da UnB [100]. Os blocos
disponiveis de memoria RAM interna, no dispositivo utilizado (Virtex-5),
foram usados para armazenar os valores dos componentes da matriz na

forma de vetores, os quais sao acessados em uma ordem especifica.

Na figura 3.1 é apresentada a estrutura geral da arquitetura proposta para
resolver inversoes de matrizes, a qual representa uma proposta que usa
adequadamente as capacidades da FPGA, seguindo o algoritmo descrito
na se¢ao 1. A arquitetura geral ¢ descrita em (3.2a), a qual é composta
de um circuito chamando de circuito de controle, uma unidade de me-
moria RAM e trés unidades aritméticas de ponto flutuante chamadas de
Mult, Add/Sub e Div incluidas na unidade geral de eliminagao de matri-
zes. As unidades de Mult e Add/Sub sdo compostas de 10 multiplicadores
e 10 somadores, respectivamente, usando os circuitos de ponto flutuante
de [100], sendo o ntimero de multiplicadores e somadores limitado apenas
pelos recursos hardware disponiveis no FPGA selecionado. O circuito de
controle geral ¢ mostrado na figura (3.2b), onde pode ser observada a sua
estrutura composta de um conjunto de FSMs (maquinas de estados finitos)
chamadas de modulos: encontrar pivé, troca de linhas e uma unidade cha-
mada de eliminacao de matriz que contém os blocos de triangularizacao,

diagonalizacao e normalizagao.
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Figura 3.1. Grifico sequencial da arquitetura proposta

O circuito de controle tem a tarefa de controlar os acessos as memorias
RAM internas, assim como controlar os acessos aos dados das diferentes
unidades aritméticas, tais como (Div, Mult e Add/Sub). Adicionalmente,
o mesmo sistema de controle visa distribuir esses dados segundo sejam
requisitados por cada unidade. O algoritmo mapeado nesta arquitetura
comega por um processo de inicializagao (ver figura. 3.1) onde os parame-

tros basicos sao atribuidos a cada unidade.

Os modulos encontrar pivé e troca de linhas (ver figura. 3.2b), trocam as
linhas respectivas sempre deixando o pivo na linha ¢ e coluna j, sendo en-
contrado o valor do pivo correspondente X tal como mostrado na equacao

3.1.
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Clock, |

rst

Start,

onde A(p,p) ¢ o elemento pivo e A(i, p) sao todos os elementos abaixo do

pivo.

Depois do processo inicial, o sistema passa para o seguinte passo, envol-

address

Circuito de Controle

p | p
o s
Add/Sub ’

Div

a.

Unidade de Eliminagdo
de Matriz (FSM)

Modulo
TriangularizagGo
(FsM)

Modulo
Normalizagdo (FSM)

Modulo
Diagonalizagdo (FSM)

Figura 3.2. Estrutura geral do sistema: a). O sistema GJ total b). A

arquitetura do circuito controlador

(3.1)

vendo o modulo de elimina¢ao de matriz e o incrementar pivé (vide figura.

3.1). Neste caso, o modulo eliminac¢ao de matriz é responsavel por rea-

lizar os calculos seguindo a equacao 3.2.
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onde o novo valor de A(7,j) corresponde a subtracao do elemento em-
baixo do pivd com o elemento pivd multiplicado pelo lider encontrado,
alcancando desta forma um pivd parcial. E importante observar que os
calculos realizados sao feitos em toda a matriz aumentada (ver a descri¢ao

do algoritmo na segao 3.2).

O processo descrito anteriormente encontra-se em um laco de repeticao
(vide figura. 3.1) o qual envolve ambas as partes do algoritmo: trian-
gularizacao, normalizacao e diagonalizacao. Para se conseguir isto sao
usadas as diferentes unidades aritméticas de ponto flutuante: div, mult e
add/sub (ver figura. 3.2a). Assim pode ser observado que o namero de
multiplicacoes necessarias utilizadas no modulo de eliminacao de matriz
se incrementa com o tamanho da matriz, o que esté relacionando com sua

complexidade computacional (O(n?)) segundo a equagao 3.3,

n—1

Zz+1z—|—Zz+2XnXZz—|—n (3.3)

=1
onde n representa o tamanho do matriz.

O processo de normalizacao é executado no intuito de transformar a matriz
diagonal atual em uma matriz identidade. Este procedimento garante que
no lado direito da matriz aumentada estara a matriz inversa. A tarefa de
normalizacao é desenvolvida pelo modulo normalizacao, o qual se encontra
dentro da elimina¢ao de matriz (ver figura. 3.2b). Neste caso, a equagao

3.4 é executada para calcular o reciproco de cada elemento da diagonal,
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sendo que a equacao 3.5 é aplicada para obter uma matriz identidade, na

parte esquerda da matriz aumentada.

_ Alp,9)
= A 84
A(p,j) = Alp.j) x R (3.5)

3.4.1.1 Caracteristicas importantes da arquitetura

Véarios aspectos de optimizacao foram introduzidos nesta proposta tendo
em conta: (a) os acessos & memoria RAM, (b) a operacao de troca de linha
e (¢) o paralelismo das operagoes aritméticas de ponto flutuante. Neste

caso, os principais aspectos de optimizacao sao os seguintes:

e O acesso a memoria RAM: As memorias internas do FPGA sele-
cionado permitem ao sistema alcangar operacoes de escrita/leitura
sobre palavras de 1152 bits de comprimento. A implementacao em
hardware proposta toma vantagem da capacidade de paralelismo do
FPGA. A figura. (3.2a) apresenta os barramento de dados Data_ out
e Data_in com este comprimento para operacoes de escrita/leitura

desde/para as memorias RAM.

e A operacao de troca de linha: A operagao de intercambio de linhas
foi otimizada evitando as operacoes de escrita fisica, que sao com-
putacionalmente custosas. Neste caso, um registrador chamado de
pos_memdria foi usado (vide figura. 3.3, representando uma confi-

guragao usando como exemplo uma matriz de 4 x 4). Assim, cada
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conjunto de 6 bits representa e armazena a posicao real dos primeiros
elementos da linha da matriz na memoria, uma vez que 36 posicoes
representam o nimero de linhas da maior matriz invertida, sendo que
para trocar duas linhas da matriz é somente necessario a troca dos

valores dos registradores.

Por exemplo, se o niimero atribuido na posicao 1 corresponde ao valor
de zero, indicado pelos 6 bits, significa que o valor da primeira linha
da matriz estd armazenado na posigao zero da memoria RAM (como
apresentado na figura 3.3). Fato este que atribui os valores de cada
posicao das linhas da matriz no registro pos memoria, sem ter que
passar por um armazenamento fisico, ou ordenamento na memoria

RAM, evitando assim uma operacao de escrita na mesma.

Pos 3 Pos 1

pos_memoria = (000011000010000001000000)

! I
Pos 4 Pos 2

Figura 3.3. Registrador pos_memoria

O paralelismo das operacoes aritméticas de ponto flutuante: Dez mul-
tiplicadores e dez somadores em ponto flutuante foram usados, desen-
volvendo as operacoes requeridas no moédulo de eliminacao de matriz,
sendo o niimero de multiplicadores e somadores limitado apenas pelos
recursos hardware disponiveis no FPGA selecionado. Isto representa
o nivel de paralelismo, permitindo desenvolver operacoes sobre dados
de memoria de 1152 bits (que representam até 36 dados em ponto flu-
tuante de precisao simples). No caso de ter 36 nameros (por exemplo,
uma matriz de 36 x 36 elementos) sete processos em paralelo devem
ser realizados, e na ultima operacao apenas é necessario utilizar 2 dos
10 multiplicadores e somadores disponiveis (ver figura. 3.4). De fato,
existem dois conjuntos de cinco multiplicadores e somadores, um para

cada parte da matriz aumentada.
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Figura 3.4. Estrutura paralela para t; ciclos usando um conjunto de

cinco multiplicadores e cinco somadores

3.4.1.2 Resultados da implementacao

O software de descricao de hardware usado neste projeto foi o Xulinz In-
tegrated Software Environment (ISE) 10.1. O FPGA usado foi a Virtex-5
XCHVLX110T. A escolha do dispositivo neste caso, o Virtex-5, foi devido

a disponibilidade do kit no nosso grupo de pesquisa.

A figura. 3.5 descreve o comportamento do erro médio (ME) para dife-
rentes tamanhos de matrizes quadradas na faixa de n = 4 até n = 36
usando 100 amostras para cada tamanho n, usando MatLab como base
para a estimacao estatistica do erro, tendo em conta os resultados obtidos.
Os dados para cada tamanho de matriz foram gerados usando o comando

A = double(rand(x, z)); que define a matriz com nimeros reais em preci-
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sao dupla no intervalo de [0, 1], tal como proposto em [82].

As variacoes do erro podem ser explicadas pelo erro de truncamento do
multiplicador. Por exemplo, em [100] o erro do multiplicador para uma
precisdo simples é de 1077. Assim, quando sdo representados nimeros
com uma precisao finita, nao todo nimero no intervalo disponivel pode
ser representado exatamente. Se um numero nao pode ser representado
exatamente pelo tipo especifico de dado e escala, um método de arredon-
damento é usado para normalizar o nimero em questao, em uma forma
representavel. Embora, a precisao diminuia sempre em uma operacao de
arredondamento, o custo da operacao e a quantidade de bias que é intro-

duzido depende do método de arredondamento em si.

A figura. 3.5 também mostra um método de regressao polinomial de ordem
cinco aplicado aos resultados de erro, ilustrando a tendéncia do erro para
aumentar enquanto o tamanho da matriz cresce. As oscilacoes do erro
sobre a curva podem ser devidas ao nimero de multiplicacoes necessarias
para a inversao da matriz e, por sua vez, como uma forte responsavel pela
tendéncia do erro para aumentar, enquanto o tamanho da matriz aumenta.
Contudo, é importante ver que para matrizes de 20 x 20 (ou menores) a

precisdo é menor que 1074,

A figura. 3.6 mostra o tempo usado pela FPGA para calcular a inversa
da matriz usando um clock de 50MHz, comparado contra o codigo em C
usando o Eclipse CDT em um PC com processador AMD Turion-X2 Dual
Core Mobile RM—72 2.10 GHz, 4GB de memoéria RAM e um sistema
operativo de 32 bits (Vista). Embora os dispositivos FPGAs suportem
altas frequéncias (ver tabela 3.2 ), o clock de 50MHz foi escolhido por ser
o clock disponivel na placa de desenvolvimento. Neste caso, apenas uma
aplicacao foi executada durante cada prova a fim de evitar uma sobrecarga

da CPU. Na figura 3.6 pode ser observado que o desempenho é muito
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Figura 3.5. Curva para o Erro médio

melhor para matrizes maiores que 20 x 20 quando comparado com o PC,
embora o FPGA esteja usando um clock de 50Mhz. Isto mostra claramente
o efeito positivo de se mapear este tipo de algoritmos em arquiteturas de
hardware apropriadas, as quais nao tém as restricoes do modelo de von

Neumann

A tabela 3.2 resume os recursos ocupados pelas principais unidades proje-
tadas na implementacao, apés o roteamento e posicionamento, para ma-
trizes de 4 x 4 e 36 x 36. A frequéncia méaxima que a arquitetura proposta
suporta para uma matriz de 4 x 4 é de 301.416MHz e para uma matriz
de 36 x 36 é de 166.984MHz. A mesma tabela também mostra que este
dispositivo pode suportar matrizes com tamanhos maiores devido ao baixo
consumo de recursos LUTs de aproximandamente 16.96% quando configu-

rado para tratar sistemas de 36 x 36.

69



Parallel architecture vs Eclipse

—M— Eclipse C
—— Paralelo

T T T T T T T T T T T T
1000 + - 250
800 *
200 -
)
w 2
S 600 * . ©
[ 150 o
a ] 3
O " =
2 00+ _— - g
= o - 100 £
U -~
w / il
200 - " 5
NN L
/ L 50
0 "R T LRl
— —— 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Matrix Range

Figura 3.6. Tempo consumido pela implementacao em software vs

arquitetura proposta

Tabela 3.2. Resultados de sintese para as principais unidades com

matrizes de n—4 e n—36

Unidade LUTs (n=4/n=36) DSP48(E) | Freq. [MHz](n=4/n=36)
Somador 845 (1.22%) 504.286
Multiplicador 146(0.21%) 16(25%) 616.797
Divisor 426(0.61%) 6(9.375%) 598.223
GJ 7131(10.31%) /10306(14.91%) 301.416,/166.984
Total 8549(12.36%) /11723(16.96%) | 22(34.375%) 301.416,/166.984

presentacao em ponto flutuante com precisao simples, dupla e cus-

tomizada
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3.4.2 Implementacao em FPGA de inversao de matrizes usando uma re-

Neste trabalho, a arquitetura proposta e apresentanda na subsecao 3.4.1
foi melhorada em varios aspectos, dando origem a uma nova arquitetura
apresentada em [101]. As bibliotecas de ponto flutuante usadas sao as dis-
poniveis pela Xilinz as quais foram configuradas para diferentes precisoes:

simples, dupla e 40-bits. Uma consideracao importante a salientar é que



todas as matrizes usadas nos experimentos sao inversiveis.

Para propositos gerais, esta arquitetura ¢ completamente escalavel devido
a que tanto o tamanho quanto a precisao podem ser modificados mudando
apenas alguns parametros de configuracao, permitindo a inversao de matri-
zes de diferentes tamanhos, e alcancando a precisao desejada pelo usuério.
Devido a falta de desenvolvimento de uma interface para enviar/receber os
dados da matriz, os mesmos sao armazenados nas memorias RAM internas

do FPGA permitindo o inicio do processo de inversao.

A estrutura geral da arquitetura proposta é descrita na figura 3.2. A
implementacao em hardware foi dividida em trés modulos e uma unidade:
modulo encontrar pivd, modulo troca de linhas, modulo de eliminacao de
matriz e a unidade circuito de controle Gauss-Jordan. O fluxograma do
modulo de eliminacao de matriz ¢ mostrado na figura. 3.7 onde pode
ser observado que tanto para o processo triangulariza¢cdo como para o
processo diagonalizacao o fluxograma é igual, com apenas uma diferenca
relacionada aos contadores, os quais controlam o caminho dos dados para
os diferentes componentes matriciais. Nesta implementacao, o processo
de triangularizacao comeca na primeira posicao e termina na posicao n —
1. Por outro lado, o processo diagonalizacao comeca logo na segunda
posicao e termina na posicao n. Esses dois processos sao desenvolvidos

separadamente e de forma sequencial (um comega apos o outro terminar).

Os blocos de multiplicagao e soma (vide figura. 3.7) sdo representados
pela unidade de multiplica¢ao e pela unidade de soma/subtracao, respec-
tivamente. Essas duas unidades contém dez operadores de multiplicacao
em ponto flutuante e dez operadores de soma em ponto flutuante, como

apresentado na figura.3.9.

A figura.3.8 apresenta a unidade circuito de controle onde pode ser ob-
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Figura 3.7. Fluxograma do Médulo de Eliminagao de Matriz

servada a presenca da matriz armazenada na memoria interna RAM, do
dispositivo FPGA selecionado (Virtez-5). Em [99], a arquitetura usa duas
matrizes de n X n, armazenadas na memoria interna RAM, correspondente
& matriz aumentada [AI| do algoritmo de GJ. Assim, uma redugao de n?

elementos de memoria foi alcangada com esta configuragao.

Adicionalmente foram realizadas mudancas nas unidades de multiplicacao
e de soma/subtragcao em relagao ao (descrito na referéncia [99]), como pode
ser observado na figura.3.9. O paralelismo intrinseco dos FPGAs é nova-
mente explorado pelas duas unidades devido ao incremento do ntmero
de operadores aritméticos disponiveis para executar o algoritmo GJ (pas-
sando de cinco multiplicadores em ponto flutuante e cinco somadores em
ponto flutuante para dez por cada). O desempenho e area foram importan-
tes otimizacoes obtidas para esta nova arquitetura, no intuito de alcancar
implementacoes de inversoes de matrizes grandes, apenas limitadas pelos

recursos hardware e a propagacao do erro associado.
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Figura 3.9. Organizacgao estrutural das unidades de multiplicagao e

de soma/subtragao

A abordagem atual usa a proposta apresentada em [77| que reduz pela
metade os recursos de memoria usados em trabalhos anteriores e também
reduz o numero de unidades de ponto flutuante necessarias. Para conseguir
isto, a matriz identidade usada na parte direita da matriz aumentada nao
¢ armazenada na memoria pela razao de que a informacao necesséria esta
contida na parte esquerda da matriz aumentada. O comportamento da
informacao (fluxo de dados) nos processos Forward Elimination e Back

Substitution sao bem conhecidos assim como os seus respectivos valores
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relacionados com a matriz identidade (o lado direito da matriz aumentada).
Devido ao fato de que estes processos levam a matrizes triangulares, todos
os valores de zero, do lado esquerdo da matriz aumentada, sao substituidos
pelos valores que seriam armazenados na parte direita. Para realizar todo
o processo de inversao, o processo de normalizacao foi executado junto
com Forward Elimination, apenas no final de cada laco. Por exemplo, a
figura 3.10 apresenta o processo Forward Elimination e a organizacao da

memoria RAM, tal como acima explicado, apenas para uma coluna da

matriz.
Organizacao na

Triangularizacao Memoria RAM
(A, &, a1 0 0} (A &, ag
! ay Ay a230 10 i* i dy Qd,, Qay
o \ay a, 8,0 0 1) | - lay a, ay
3 1 0 0) |
! a, a, a3 3 | aaﬂ et s
i 0 a,, au a%ﬂ 10 » z a, Ao A,
331 Az Ay 0 0 1 a,, a, a
? 1 0 o0l
|a 2 2 | § aaﬂ B G
i 8 a22a a‘23a %11 10 % » i %11 a22a a23a
i a32a a’33a ! i 331
i ae%ﬂ 0 1 a11 a32a a33a

_______________________________________________________________________________

Figura 3.10. Processo de triangularizacdo e organiza¢do da memdria

RAM para uma coluna da matriz

3.4.2.1 Resultados da implementacao

A ferramenta de sintese usada foi o Xilinx Integrated Software Environment

(ISE) 10.1 e o dispositivo FPGA usado foi Virtex—5 XC5V LX3307. Na
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figura 3.11 é mostrado o erro médio para cada umas das precisoes usadas:
simples, dupla e 40-bits(neste caso, 9-bits para o expoente e 30-bits para
a mantissa), com matrizes quadradas de tamanhos n = 5 até n = 120
usando 1000 amostras para cada n e os resultados foram comparados es-
tatisticamente contra o MatLab. Os dados para cada tamanho de matriz
foram gerados usando o comando de MatLab A = double(rand(z, x)); que

define a matriz com ntmeros reais, em dupla precisao com valores entre

[0,1].

Pode-se ver a importancia de se ter em conta a precisao necesséaria a ser
atingida pela arquitetura segundo os parametros da especificagao. Assim,
a figura.3.11 permite ver a precisao necessaria para poder alcancar os requi-
sitos ou restricoes dados pelas especificacoes e também conseguir realizar
a inversao da matriz com tamanhos desde 5 até 120. Esses resultados mos-
tram a necessidade de se escolher a precisao conforme o tamanho da matriz
a ser invertida, o que pode ser selecionado nesta arquitetura. A selecao
da precisao é feita pelo tamanho da palavra e, neste caso, é analisada sua

influencia mediante as tabelas de erro associado apresentadas (ver 3.11).

Neste contexto, é importante mostrar que a escolha de um FPGA adequado
para uma aplicagao deve depender de uma andlise em termos dos recursos
internos RAM, assim como em termos do nimero de DSP disponiveis,
como consequéncia da flexibilidade dada ao usuério de mudar a precisao

segundo o tamanho da matriz.

As tabelas 3.3, 3.4 e 3.5 resumem os recursos ocupados na implementacao
por cada modulo e unidade projetada, depois das etapas de posicionamento

e roteamento.

Dado que este dispositivo FPGA tem 192 DSP48FE e 324 blocos distri-

buidos de memoria RAM de 36Kb e tendo em conta os recursos ocupados
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Figura 3.11. Erro médio da operagao de inversdo de matriz com

diferentes precisdes e com diferentes tamanhos de matrizes.

Tabela 3.3. Resultados de sintese para os médulos principais

Unidade LUTs Freq. [MHz]

Troca de Linhas 687(0.32%) 302.414
Encontrar Pivo 893(0.43%) 323.625
Normalizac¢ao 1042(0.5%) 315.856
Eliminagao de Matriz  1233(0.59%) 304.257

da arquitetura, segundo as tabelas 3.3, 3.4 e 3.5), o FPGA usado pode

suportar arquiteturas para calcular inversas de matrizes com dimensoes

malores.

O ntmero total de memoéria RAM usado pela implementacao em hardware

da arquitetura depende da precisao. Desta maneira, para uma precisao
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Tabela 3.4. Resultados de sintese para a unidade de multiplicacao

relacionados as diferentes precisoes

Precisao LUTs Freq. [MHz] DSP48E

Simples  656(0.31%)  260.484  30(15.62%)
Dupla  1178(0.56%)  211.433  130(67.7%)
40-bits  823(0.39%)  227.894  50(26.04%)

Tabela 3.5. Resultados de sintese para a unidade de soma/subtracao

relacionados as diferentes precisoes

Precisao LUTs Freq. [MHz] DSP48E
Simples 2379(1.14%)  254.647  20(10.41%)
Dupla  4752(2.29%) 2004  30(15.62%)
40-bits  3058(1.47%)  210.765  20(10.41%)

simples, dupla e 40-bits, os respectivos valores dos blocos de memoria
RAM usados para armazenar uma matriz de 120 x 120 sao: 60, 120 e 120,

respectivamente.

3.5 Arquitetura proposta para solugao de sistemas lineares: Uma arqui-
tetura rapida e de baixo custo desenvolvida em FPGAs para resolver

sistemas de equacoes lineares

Nesta secao sera descrita a implementacao de uma arquitetura para solu-
¢ao de sistemas lineares baseada nos trabalhos [99, 101| dando origem ao

trabalho apresentado em [90].

Um sistema linear de equacoes representado em uma forma matricial pode
ser escrito como Ax = b. Onde os coeficientes da matriz A assim como
o vetor b sao conhecidos e os componentes do vetor x sao as incognitas.
O método de eliminacao de Gaussiana pode ser aplicado apenas quando
os componentes da matriz a;;, i = 1,2, ...,n (usados como divisores) sao

diferentes de zero. Assim, como requisito da aplicabilidade do método, o
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sistema, de equacoes lineares deve ser linearmente independente.

Em muitas aplicacoes tipicas a condi¢ao dada em que todos os elementos
da matriz a;;, 1 = 1,2, ...,n devem ser diferentes de zero ¢ satisfeita pela
propria estrutura dos coeficientes da matriz envolvida. Particularmente,
esta condicao é satisfeita quando a matriz A é simétrica e definida positiva.
Ainda se as condig¢oes nao sao satisfeitas o sistema Ax = b pode sempre
ser transformado em um sistema equivalente Bx = ¢ com uma matriz
simétrica e definida positiva B [102]. Isto pode ser feito por uma simples
transformacao onde ambos os lados do sistema Ax = b sao multiplicados

pela transposta da matriz AT (vide equacao 3.6).

AT Az = ATh (3.6)

Assim, um sistema Bz = ¢ ¢ obtido onde B = ATA e g = ATb. Esse
novo sistema é equivalente ao original Az = b, o que significa que ambos
tém as mesmas solugoes. Pode ser facilmente demostrado que a matriz
B = AT A do novo sistema é sempre simétrica e definida positiva, e assim
o método de eliminagao pode ser aplicado sem problemas [102]. Por fim,
o processo de forward elimination e back substitution sao respectivamente

executados.

3.5.1 Arquitetura de solucao de sistemas lineares

A estrutura completa da arquitetura é apresentada na figura. 3.12 onde
pode ser observada uma tnica diferenca, em relacao a estrutura mostrada
na figura.3.2, chamada de MAU (unidade de acesso & memoria) sendo

esta apenas uma unidade de acesso a memoéria. Os modulos restantes
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assim como as diferentes unidades seguem as descricoes apresentadas em

3.4.1e34.2.

Clock.

rst

Start, |

Circuito de Controle

Data_in
~Unidade de Eliminagdo
de Matriz (FSM)

Modulo
Triangularizagdo
(FSM)

|
L Modulo J

Normalizagdo (FSM)

Modulo

\ Diagonalizagdo (FSM) /

Blocos de

memoria | address

interna

RAM

| D i
[ | i

i i
Mult " | Add/Sub : Div

a.

Figura 3.12. Estrutura geral da arquitetura proposta

Para implementar esta arquitetura (delineando o problema de acesso a

memoria, passos de leitura/escrita desde/para a memoria RAM), uma,

unidade de acesso a memoria especifica foi desenvolvida (MAU) (vide

figura.3.13). Esta MAU inclui trés modulos: (1) divisor de sinal, (2) se-

letor de sinal e (3) ordenar os endere¢os. Estes modulos servem também

como um wrapper dos blocos de memoria internos e incluem n memorias

que representam o namero total de colunas da matriz B. O mddulo divisor

do sinal e o mddulo seletor de sinal tém como tarefa receber/enviar os da-

dos desde/para os blocos de memoria internos em uma ordem especifica e,

ordenar a tarefa de enviar a cada memoria o seu correspondente endereco.
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v

Figura 3.13. A MAU (unidade de acesso & memoria) para solugao de

sistemas lineares

3.5.2 Resultados da implementacao

Neste caso, o dispositivo FPGA usado é a Virtex—5 X C5V LX 3307 junto
com o seu Xilinxz Integrated Software Environment (ISE) versao 10.1. A
escolha do dispositivo neste caso, o Virtexd, foi devido a disponibilidade
do kit no nosso grupo. Os dados foram gerados da mesma forma como
explicados na secao 3.4.1.2. A figura. 3.14 apresenta o tempo em micro
segundos (us) usado pela FPGA para obter as solugoes do sistema linear

de equacoes (e a inversa da matriz) usando um clock de 100Mhz.

Os recursos totais usados pela arquitetura, configurada para um sistema

de 10 equacoes, sao apresentados na tabela. 3.6.

Tabela 3.6. Resultados de sintese para a arquitetura solucao de sis-

temas lineares configurado para n = 10

Unidade LUTs DSP48Es  Freq. [MHz]
Solugao de Sistemas Lineares 9441(4.55%) 40(20.83%) 200
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Figura 3.14. Tempo execucdo da arquitetura solucdo de sistemas

lineares em (us) para diferentes ntumeros de equacoes

3.6 Simulacdo baseada em um laco em hardware (Hardware in the loop
- HIL) de um moédulo em FPGA para Solugao de Sistemas Lineares

utilizado em aplicacoes com sistemas fortemente ligados

As simulagoes e resultados aqui apresentados foram tomados do trabalho
[103]. Atualmente os fornecedores de CPUs estao fazendo um grande es-
forco para integrar multiplos processadores em um tnico chip para lidar
com as dificuldades dadas pela lei de Moore, sem a indevida dissipacao
de energia. Neste contexto, esses processadores sao conhecidos como MP-
SoCs (multiprocessor system-on-chip). Alguns desses miltiplos processa-
dores envolvem unidades de processamento grafico (GPUs) e/ou FPGAs,
trabalhando em um processador de proposito geral (GPP). Portanto, um
enfoque de co-design em software/hardware baseado em FPGA é um meio
cada vez mais popular para ajudar o desempenho dos processadores de
proposito geral (GPPs), executando tarefas intensas e complexas, traba-
lhando como um acelerador de hardware anexado. As FPGAs junto com
outros aceleradores (por exemplo, DSP - processadores digitais de sinais)

podem processar tarefas dadas pelos GPPs, enviando os resultados de volta
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quando a tarefa seja completada [104].

Por um lado, a programacao das FPGAs usando uma linguagem de des-
cricao de hardware (HDL) é muito demorada e necessita pelo menos um
conhecimento em design de circuitos, o que torna a aplicacao desta tec-
nologia dificil. Ao longo da ultima década, os pesquisadores vem fazendo
grandes esfor¢os para gerar uma nova classe de ferramentas (Programas de
alto nivel) e linguagens para o design de FPGAs que permitam ao usudrio
final trabalhar sem lidar com a complexidade dos HDLs. Uma dessas fer-
ramentas ¢ o Xilinz System Generator Tool (XSG), o qual é um software
de alto nivel que permite o uso do ambiente MatLab/Simulink para criar

e verificar os designs de hardware para as FPGAs da Xilinx [105].

3.6.1 Processo de Verificagao funcional e HIL com XSG

No intuito de desenvolver uma metodologia de verificacao funcional, foram
obtidos os resultados da solucao de um sistema linear de 6 equacoes. Nesta
prova, o modelo de referéncia foi o conjunto dos resultados obtidos no
MatLab. Para alcancar ambos os resultados de simulagao assim como
os resultados de hardware (executando na placa com dispositivo FPGA
Virtex—5 XCH5V LX110T') uma arquitetura desenvolvida em VHDL (em
ISE 13.3 da Xilinx) foi provada. Para realizar isto foi desenvolvido um

bloco de hardware co-simula¢ao usando Simulink e XSG.

Hardware co-simulation (é o nome usado pela Xilinx para se referir a simu-
lagao HIL) é uma placa de desenvolvimento de fiagao virtual executando
em um PC, permitindo ao usuario colocar a sua arquitetura na ferramenta
para realizar as simulacoes. Depois de terminar as configuracoes e lograr
a interface JTAG, o modelo gera uns arquivos especificos do tipo HDL e

netlists.
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A figura. 3.15 apresenta a arquitetura do bloco solu¢ao de sistemas lineares
em XSG junto com os seus blocos FIFO de compartilhamento, permitindo
assim a interface com o MatLab usando c6digo M. Neste lugar, o MatLab
endereca as informagoes correspondentes as linhas da matriz. Por exemplo,
a primeira operacao de escrita corresponde a escrever a;; (para i — 1 até
6) dados, seis operagoes de escrita sao executadas para toda a operagao de
escrita da matriz (vide figura 3.15). Adicionalmente, pode ser observado
que seis linhas de controle foram introduzidas pela ferramenta XSG (ver
as linhas de retroalimentacao com os blocos assert, as quais registram a

informacao tais como a taxa de amostragem).
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[Aszert |4 - :
E==any |
N e ——
[Aesert |
dout [o]
e re
i Gl P — Read/Write shared
INO1 EIFOs
< FEINDI" 3
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ot
INOZ >| In }—l _in0_reH
<< 'FFINGZ 33 o r=t_n )
= i [En _ # TD_empty fi_in1_re{—
dout o1 p-|fi_in0_dsts f in2
- |[E2: = ff_in1_empty L2l
bl - = D2] e f_in1_data =
empty [E3] [Ea = fin2_empty _in2_
D3] e ff_in2_data =
INO2 |[E4Z f_in2_empty _in4_
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=2 FRINDS == |[EE-: =, Find_empty ff_in5_
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()
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> P e
&my [EE] Syste
e QuestaSim S:;a:;r
INDE
<< FFINDGE »> Output shared FIFOs

Figura 3.15. Simulagdo em software do bloco SSL com MATLAB
usando XSG

O sinal In representa o sinal resete do SSL (bloco solugdo de sistemas
lineares) (vide figura 3.17), enquanto que o sinal out representa o sinal
ready de toda a arquitetura (ver figura 3.17). O FIFO compartilhado de

saida é usado pelo bloco SSL para as operacoes de escrita dos resultados
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além de permitir a Matlab ler os resultados. Pode ser observado que o
bloco SSL controla a saida do FIFO compartilhado, usando uma linha

enable para a operagao de escrita (usando também um bloco assert).

A figura 3.16 descreve toda a arquitetura com a interface para o Simulink,
na qual seis FIFOs de compartilhamento foram introduzidos permitindo ao
Simulink as operacoes de escrita para todo o bloco SSL. Adicionalmente,
um FIFO de compartilhamento é usado para executar as operacoes de
leitura dos resultados dados pelo bloco SSL. A arquitetura toda assim

como o fluxo de design permite avaliar o sistema em tempo real.

" — Shared FIFOs for read-interface
(for Simulink)

Shared FIFOs for write-interface
(for Simulink)

Figura 3.16. Simulacao em Software do bloco SSL com Simulink
usando XSG

O XSG permite também baixar o bitstream e a comunicagao com o design
executando por meio de um conjunto de fungoes que podem ser diretamente
chamadas desde o codigo M em Matlab. Por fim, uma nova biblioteca foi

criada e um bloco hardware co-simulagao foi adicionado, ver figura. 3.17.

Quando um bloco hardware co-simula¢ao é adicionado o chip de confi-
guracao e a transmissao de dados é completada. No nosso processo de
co-simulagao as entradas (que sao representadas como matrizes) sao gera-

das desde o espaco de trabalho do Matlab. A inversa da matriz assim como
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Figura 3.17.
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a solucao do sistema linear denso sao enviadas de volta e apresentadas no
mesmo espaco de trabalho. Esses dados da matriz sao transmitidos para

o FPGA (desde o espago de trabalho de MATLAB) através da conexao

JTAG, e os resultados sao alimentados de volta para o espago de trabalho

Hardware co-simulation do bloco SSL com MA-

de MATLAB usando a mesma, interface.

O bloco SSL foi verificado comparando seus resultados para uma precisao
simples em ponto flutuante do sistema de 6 equagoes lineares, ver [103], e
o total de recursos usados pela arquitetura toda para esse sistema linear
¢ apresentado na figura.3.18. O bloco Resources Estimator do XSG foi

usado para ler os valores dos recursos reportados pelo zflow no Xilinz ISE

13.3.

Resource
Estimator

2 Rezource Estimator (Xilinx Resource Esti... E@Iﬂ_ﬁj

Slices
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Figura 3.18. Resultados de sintese para a arquitetura SSL com n = 6

Os blocos RAM ocupados pela implementacao de toda a arquitetura de-

pendem da precisao e o numero de equacoes. Assim, para uma precisao
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simples os blocos RAM usados foram treze (esse dispositivo especifico tem

148 blocos RAM organizados como blocos de 36kb).

3.7 Aplicagoes do bloco SSL

Em colaboracao com uma equipe do laboratorio de eletronica do GRACO
na UnB, foi elaborado em conjunto um trabalho para acelerar as predigoes
da estrutura tridimensional das proteinas, dando como resultado o traba-
lho [106]. Neste trabalho foi proposta uma implementagao em hardware
de uma rede neural tipo GMDH e seu uso para predizer de forma apro-
ximada a estrutura tridimensional das proteinas. O bloco SSL foi usado
especificamente para acelerar o método dos minimos quadrados. Ambos, o
hardware GMDH e o hardware SSL, foram escritos em VHDL e provados
no dispositivo FPGA. Nesta secao é descrita a parte relacionada com o
bloco SSL deixando ao leitor uma revisao da implementacao do GMDH na

referencia [106].

3.7.1 Co-verification software-hardware

Os projetos desenvolvidos neste trabalho foram testados usando o fluxo
de projeto empregando o socket de comunicagao TCP /IP entre o PC e o
FPGA onde o GMDH e o SSL foram programados. Enquanto o neurénio
GMDH foi realmente programando no FPGA, o SSL executa na ferramenta
de simulacao ModelSim na qual a comunicacao foi captada através de um
modelo de nivel de transacao. Esta captacao foi alcancada usando uma
biblioteca de codigo M que lida com os detalhes da comunicacao do desenho
assim, isolando o treinamento do GMDH e os algoritmos de execucao da

complexidade envolvida nessas operacoes [107].
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Para desenvolver essa comunicagao TCP /IP foi usado um soft-processor, o
MicroBlaze. O neurénio GMDH e o SSL foram usados como periféricos do
processador, ligados ao barramento PLB, como descrito na figura 3.19. Isto
foi possivel devido ao uso de wrappers em VHDL que encapsulam a logica
do usuario como um periférico no MicroBlaze. O processo de criar tais

periféricos é assistido pelo Xulinx Platform Studio integrated environment

(XPS) [107].

MicroBlaze >
| ™ |
| LN LSSM |
= = v Peripheral
DDR2 |
;{ gy Controlle — |
% E | - Neuron
- " Peripheral | |
N B .
r g | Timer(
a = w - Interrupt |
© E | @ J™Controller
S E Hard Q |
- || Ethernet{ —|& |

EDGA_Des@

Figura 3.19. Design do neurénio GMDH e do bloco SSL como peri-

féricos do MicroBlaze soft-processor anexo ao barramento PLB. [106]

Quando o método de treinamento precisa dos calculos dos pesos dos neuro-
nios, a biblioteca de codigo M chama de maneira transparente o processo de

minimos quadrados desenvolvido pelo bloco SSL simulado na ferramenta
ModelSim [107].
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3.7.2 O bloco de solugao de sistemas lineares (SSL)

Para se ajustar aos requerimentos deste projeto, o bloco SSL foi adaptado
para calcular os coeficientes de neuronio GMDH, resolvendo um sistema de
6 equagoes e 6 incognitas. A figura 3.20 apresenta o bloco SSL contendo:
(a) o bloco RAM onde os elementos da matriz sao armazenados; (b) a
unidade de eliminacao Gaussiana (GEU) que iterativamente escreve e 1&
desde/para o bloco RAM até que todas as incognitas sao encontradas; (c)
o conjunto de controladores FIFO, responsaveis pelas conexoes com 0s 6
FIFOs linha e com o FIFO de saida e; (d) uma maquina de estados finita
(FSM) responsével pela coordenagao da transferéncia de dados entre os

blocos [107].

Os coeficientes do neurdnio sao calculados usando a equacao 3.7. O SSL
desenvolve esse célculo tomando como entradas a matriz formada pela

equagao 3.8. [M, p] sendo uma matriz 6 x 7 enviada ao bloco [107].

a=(X"X)"'X'b (3.7)

M, p] = [(X'X), X"b] (3.8)

3.8 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo foram apresentadas as implementagoes em hardware recon-
figurdvel baseadas no algoritmo de Eliminacao de Gaussiana. As arquite-

turas conseguem tratar com a funcao de inversao de matriz assim como

88



Gaussian
Elimination |
Unit - GEU

RAM -

FIFO > Output
I___, Controller FIFO

= = — — _— |

Linear Systems Solving Module — LSSM

Figura 3.20. Bloco SSL- usado para acelerar o método dos minimos
quadrados. [106]

também a solugao de um sistema linear de equagoes, permitindo a para-
metrizacao do sistema com rela¢gdo ao tamanho da matriz e/ou sistema

linear de equacoes.

Na implementacao da arquitetura para inversao de matrizes foram utiliza-
das representacoes em ponto flutuante de precisao simples, dupla e custo-
mizada de 40-bits. Ao passo que para implementar a solucao de um sistema,
linear de equacoes foi usada apenas uma representacao em ponto flutuante
com precisao simples. O sistema pode tratar sistemas lineares como ma-
trizes densas, relacionadas a sistemas fortemente acoplados. A arquitetura
foi divida em trés fases principais de acordo com o método de eliminacao
Gauss-Jordan: (a) Eliminagao Gaussiana (pivo parcial e forward elimina-
tion), (b) diagonalizagao (back substitution) e (c) normalizacao. As trés
fases sdo executadas por quatro circuitos internos: (1) Troca de linhas, (2)
Encontrar o Pivo, (3) Eliminagao da Matriz e (4) Circuito de Controle de

Eliminagao Gaussiana.

As comparagoes do desempenho hardware/software foram realizadas con-
siderando tanto a arquitetura desenvolvida quanto a execucao em software

do algoritmo de eliminacao Gauss-Jordan enquanto o tamanho do sistema
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matricial aumentava. A verificacao da arquitetura para solucao de um
sistema linear de equagoes foi realizada implementando uma arquitetura
que suporta um sistema linear de equacoes de 6 x 6. Adicionalmente, um
analise experimental do erro foi desenvolvido usando como comparador

estatistico com precisao dobrada o MatLab.

Os resultados mostram uma tendéncia do erro a crescer enquanto o tama-
nho do sistema matricial tratado aumenta em sua dimensionalidade, o que
é explicado pelo nimero de multiplicagoes necessérias para realizar o pro-
cesso de inversao e/ou encontrar a solugao do sistema linear de matrizes.
Implementacoes do processo de normalizacao no final assim como no meio
dos processos de eliminacao de matriz demostraram variagoes da propa-
gacao do erro assim como um aumento na quantidade de multiplicagoes

necessarias na implementacao.

Os recursos utilizados (sejam LUT, DSP e RAM), mostram que o disposi-
tivo sobre o qual foi realizada a implementacao, neste caso Virtexd, pode
suportar matrizes com tamanhos maiores devido ao minimo consumo de
recursos usados pela arquitetura. Esse aumento do tamanho do sistema
estd condicionado ao numero de blocos DSP assim como ao nimero de

blocos de memoria interna disponiveis no dispositivo FPGA selecionado.

Para acelerar a verificacao funcional e por sua vez, evitar esforcos de confi-
guragao de interfaces, etc., desenvolvendo uma simulacao HIL (Hardware-
in-the-loop), foi utilizado também o Xilinz System Generator anexo ao
Matlab/Simulink. A arquitetura foi transformada em um bloco o que
permitiu ser usada como qualquer bloco em Matlab/Simulink com a fer-
ramenta XSG em duas formas: como simulacao em software ou como
simulacao HIL. Também foi demostrada a aplicacao da arquitetura apoi-
ando o co-processamento e a aceleracao em hardware da implementacao

de uma rede neuronal tipo GMDH.
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Capitulo 4 IMPLEMENTACOES EM HARDWARE DAS
ARQUITETURAS BASEADAS EM FLUXO DE DADOS

Neste capitulo sao apresentadas as principais arquiteturas ou blocos ope-
racionais construidos para lidar com a solucao da funcao raiz quadrada
de uma matriz simétrica. Trés principais blocos operacionais sao des-
critos: (a)arquitetura de decomposicio QR baseada no método de orto-
normaliza¢ao modificado de Gram-Schmidt, (b) arquitetura de multiplica-
¢ao matriz-matriz e (c)arquitetura multiplicagao diagonal transposta ma-
triz. Adicionalmente, para lidar com processos de reducao, uma arquitetura
de uniao multiplicacao-soma-acumulacao em ponto flutuante foi desenvol-
vida (e apresentada também neste capitulo) junto com as arquiteturas
soma/subtragio e multiplicagio em ponto flutuante. No intuito de facili-
tar a explicacao das diferentes arquiteturas matriciais propostas, as figuras

respectivas foram desenhadas implementando apenas matrizes de 4 x 4.

O capitulo comeca com uma descricao da metodologia de verificacao vali-
dacao abordada no desenvolvimento desta arquitetura, seguido da apresen-
tacao do fluxo dos dados em ponto flutuante, mostrando os problemas de
denormalizac¢ao/normalizagao dos dados. Sao apresentadas também as di-
ferentes arquiteturas de ponto flutuante projetadas (soma, multiplica¢ao),
tomando como base a proposta apresentada em [108]. Adicionalmente,
uma segao ¢ dedicada a arquitetura FP-FMAC (unidgo multiplica¢iao soma
acumulagao em ponto flutuante). Por fim, sao descritos os principais cir-
cuitos desenvolvidos para realizar as operagoes internas da arquitetura para

a raiz quadrada.
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4.1 Metodologia usada para Verificacao e Validacao

O projeto de sistemas embarcados geralmente comeca com um conjunto
de requisitos aos quais o projeto deve atender, terminando com o produto
final, uma vez alcancados todos esses requisitos de funcionamento. A figura
4.1 descreve os passos necessarios de verificacao no processo de projeto em
FPGAs. E importante salientar como a verificacdo é aplicada em cada

etapa, a fim de garantir o correto funcionamento do circuito.

/ Projeto de Hardware

Desenho RTL

Verificagdo do
Desenho a Nivel
de Portas

PAR (Posicionamento Teste do

K e roteamento) Dispositivo

Figura 4.1. Fluxo de projeto e verificagdo no processo de desenho em
FPGAs

A verificacao em sistemas embarcados faz referéncia a ferramentas e técni-
cas usadas para se certificar de que um sistema nao contem problemas de
hardware ou de software. A verificacao do software destina-se a executar
o software e observar o seu comportamento; enquanto que a verificacao de
hardware envolve, certificando-se, que o hardware se desempenha correta-

mente, na presenca dos estimulos externos ou do software sendo executado.

A forma mais antiga de verificacao de sistemas embarcados consiste em

projetar/implementar o sistema, executando o software e torcer pelo me-
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lhor resultado. Se por acaso nao funcionava, a ideia era tentar modificar o
possivel tanto em software quanto em hardware para se ter o sistema funci-
onando. Desafortunadamente, descobrir o que nao esta correto, enquanto
o sistema estd em execucao, nem sempre ¢ uma tarefa facil. Controlar e
observar o sistema enquanto ele estd sendo executado nao pode mesmo
ser possivel. Ao longo dos anos o fluxo de projeto de sistemas embarcados
vem sendo modificado, devido ao incremento na complexidade dos mesmos
(ver figura 4.2), isto no intuito de reduzir o gap entre os engenheiros de

software e hardware [109].

Especificar,
Capturar e Descrever Explorar e
Simular e Sintetizar Refinar

Especificagoes
executaveis

ESPEGITICACOEs:

‘ ESPECITiCacoes

‘ Algoritmos ‘ ‘ Algeritmos: ‘ Algoritmos

Arquitetura

Gap do Sistema Sw? SW?
E— ) Network

Desenho Desenho SW/HW.

Descrigdo

Logica Logica

Simulagcdo Simulagdo LOglca

Fisico Fisico

Fisico

1960s 1980s 2000s

Figura 4.2. Evolucdo no fluxo de projeto em sistemas embarcados

durante os altimos 50 anos. Tomado de [109].

Para lidar com as dificuldades de depuracao de um sistema embarcado mui-
tas ferramentas e técnicas foram introduzidas para ajudar os engenheiros a
obter sistemas integrados de trabalho mais cedo e de forma mais sistemé-
tica. O ideal é que toda essa verificacao seja feita antes que o hardware seja
construido. Quanto mais cedo os problemas de processo sao descobertos
mais faceis e mais barato seré corrigi-los. Neste caso a verificacao responde

a pergunta: "Serd que o dispositivo que nos construimos vai funcionar"?
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Enquanto a verificacao em sistemas embarcados objetiva detectar os bugs
de hardware ou de software a validacao em sistemas embarcados faz uma
andlise de se o sistema atende ou excede os requisitos. Isto é feito medi-
ante diferentes ferramentas e técnicas, confirmando parametros tais como
funcionalidade, desempenho, poténcia. Assim, a valida¢ao confirma se (a)
a arquitetura proposta é correta e (b) o sistema embarcado apresenta o

desempenho ideal.

Algumas projetos se beneficiam da implementacao de estruturas de hard-
ware complexas com varias caracteristicas, tais como topologias paralelas
ou de pipeline. Isto faz dificil uma verificacao e, consequentemente, uma va-
lidacao real dos circuitos. E bem conhecido que uma verificacao exaustiva
do correto funcionamento da implementacao, especialmente de operado-
res matematicos, analisando todas as combinagoes possiveis que permitam
avaliar por completo o comportamento do circuito ante quaisquer tipos de
entradas, nao é aceitavel devido ao alto custo computacional que afeta o
chamado time to market. Por esse motivo, uma verificacao funcional dos
circuitos é uma parte importante no desenvolvimento do hardware, e deve

ser realizada de forma consciente e questionando o que deve ser verificado.

No desenvolvimento deste trabalho e, em especial, neste capitulo é mos-
trada a metodologia usada para verificar funcionalmente (ou verificagao do
projeto no nivel RTL) os circuitos implementados, assim como também é
abordada uma verificacao ou avaliacao no dispositivo mediante ajuda da
ferramenta System Generator (XSG) da Xilinx, associada ao Simulink de

MatLab.
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4.1.1 Verificacao Funcional

A verificagao funcional tenta identificar todas as funcionalidades do sistema
descrito em HDL (Linguagem de Descri¢ao de Hardware), tal como defi-
nidas nos requisitos. Esta forma de avaliacao é um exemplo do chamado
black-box testing, no qual sao abstraidos os detalhes da implementacao do

sistema/modulo implementado [110] (ver figura 4.3).

8 ‘
o & process(clk)
3 9 ) begin
0 - if rising_edge(clk) then
~ |:> pr_state <= INICIA; :>
ﬁ elce pr_state <= nx_state;
L end if;
o end process;
uT
= HDL
©
o
Verificac&o
Funcional

Figura 4.3. Esquema de verificagdo funcional ou black-box testing

Desta forma, é criado um testbench analisando o comportamento dos cir-
cuitos para diferentes cenérios de valores ou intervalos de operacao. Estes
valores, estarao delimitados pelo conjunto de dados entre (0, 1), onde ape-
nas serao tomados os valores sem uma representacao finita, obtendo infor-
macao do pior cendrio possivel para avaliar as arquiteturas, em termos da

precisao.

No ambiente de simulacao construido no Matlab foi possivel gerar os veto-
res de teste aleatorios e decodificar os resultados. Desta forma, o vetor de
dados do testbench é gerado com ajuda do MatLab assim como o resultado
também sera entregue ao MatLab. Isto é feito, com a ideia de realizar uma
comparacao estatistica do resultado obtido pela implementacao do circuito
com o script realizado em MatLab. Assim, a metodologia de verificagao
funcional abordada no desenvolvimento das arquiteturas de fluxo é como

mostrada na figura 4.4.
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Figura 4.4. Metodologia de verificacao funcional abordada no desen-

volvimento das arquiteturas de fluxo de dados

A figura 4.4 mostra como é utilizado o testbench para capturar os valo-
res, tanto do resultado das operacoes mateméticas como dos valores de
controle internos do circuito. Por outro lado, é realizada uma verificacao
do seu funcionamento, usando para este fim simulagoes com a ferramenta
para trabalhar no nivel RTL Questa Advanced Sitmulator 10,2 da Men-
tor Graphics. As analises de sintese, desempenho e resultados de precisao

foram registrados para cada caso.

Em termos da precisao das arquiteturas, foram divididas em dois cenarios,

ambos utilizando apenas uma precisao de 32 bits:

e O primeiro cenéario é utilizado para operagoes aritméticas, sejam estas:
soma/subtragao, multiplicacao, etc. Neste cenario sao introduzidos
valores aleatorios delimitados pelo conjunto de valores entre (0, 1),
com a condicao que apenas sao introduzidos nimeros irracionais tal
como comentado anteriormente. Com isto, uma anélise quantitativa
do erro associado foi realizada a partir das medidas do MSE (erro
quadratico médio) e do MAE (erro absoluto médio), usando 1000
amostras para cada tamanho de palavra, sempre utilizando o MatLab

como estimador estatistico configurado em 64 bits.
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e O segundo cenério é utilizado para avaliar a precisao nas arquiteturas
de operagoes matriciais, onde os dados de cada matriz (para vérias
dimensoes partindo de 4 x 4 até 100 x 100) foram gerados usando
o comando Matlab A — double (hilb (n)), que define as matrizes
de Hilbert com ntmeros reais (em precisao dupla, ou seja, a;; =
1/(i4j—1)) e direcionados para as arquiteturas a fim de avaliar sua
precisao, no pior caso. Desta maneira, uma analise quantitativa destas
arquiteturas também é realizada utilizando, neste caso, a norma de

Frobenius, tal como mostrado na equacao 4.1,

m n

1Bl = | > D lewl”, (4.1)

i=1 j=1

onde F representa o erro normalizado dado pela equacao de Frobenius, m e
n sao as dimensoes da matriz dada de m xn, e e representa o erro associado
ao resultado do residuo entre os valores calculados pela arquitetura e os

valores dados pelo MatLab.

4.1.2 Verificacao em Hardware com Xilinx System Generator

O Xilinx System Generator é uma ferramenta de alto nivel, que esta asso-
ciada ao Simulink do MatLab permitindo criar um ambiente de simulagao
multi-dominio e um projeto, baseado em modelos, o qual é direcionado
para sistemas dinamicos e embarcados de processamento digital de sinais
de alto desempenho em FPGAs. A ideia é facilitar o uso de FPGAs evi-
tando assim a descricao de circuitos, mediante o uso de HDLs, colocando
blocos com simulink. A ferramenta XSG contém vérios blocos com funcoes

predefinidas e também possibilita o uso de func¢oes préoprias como caixas
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pretas. O mesmo é simples de usar e permite a simulacao e o uso de test-
benches, assim como pode gerar o bitstream, a descricao em HDL e um

hardware co-simulation.

Esta ferramenta é muito apropriada quando é desejado realizar rapidas
verificacoes em hardware, evitando assim lidar com o problema das inter-
faces de comunicacao, pois evita essas configuracoes pela implementacao de
uma comunicacao JTAG associada com cada placa padrao fornecida pela
Xilinx. A figura 4.5 apresenta como sao realizadas as simulacoes usando
esta ferramenta. Ambas as simulacoes sao possiveis, tanto a simulagao

funcional quanto o hardware co-simulation.

Ambiente de Simulagao em MatLab com SysGen

/ Modelo em Simulink

Fungdo em

\EIE])
de Saida
Entrada Arquitetura

proposta

—— - ————

o e = e = e e = e e = e e e

/ Hardware Co-Simulation

Fungdo em

Matlab
e
de Saida
Entrada Arquitetura

proposta

—_————————

Figura 4.5. Metodologia de verificacdo em Hardware com XSG abor-

dada no desenvolvimento das arquiteturas de fluxo de dados

Mediante o uso desta simulacao, pode-se observar o real funcionamento
das arquiteturas executado no FPGA e explorar as possibilidades de com-

paracao que ha com a ferramenta.
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4.1.3 Validacao das Arquiteturas

Em todos os casos de validacao das arquiteturas aritméticas é analisado o
impacto do formato utilizado pelo padrao IEEE-754 (tamanho de palavra)
no erro associado, assim como a influéncia no consumo de recursos l6gicos
e os diferentes parametros de desenho, tais como consumo de LUT, Flip-
Flops, DSP, Frequéncia, etc. No caso das arquiteturas matriciais, apenas
foram consideradas arquiteturas com uma representacao em ponto flutu-
ante de 32 bits, sendo que o principal fator em analise é sua propagacao de
erro durante a execucao dos céalculos. Adicionalmente, sao apresentados
valores quantitativos de consumo de recursos logicos assim como valores

alcancados dos parametros de projeto associados.

4.2 Fluxo dos Dados em Ponto Flutuante

Obter a solucao de sistemas lineares (ou de fungdes matriciais) envolve
nao apenas inversoes de matrizes, mas também algumas classes de decom-
posicoes. Adicional ao alto custo computacional requerido, essas técnicas
podem apresentar problemas de estabilidade numérica, se nao for usado
um intervalo dinamico de operacao adequado. Por tanto, uma implemen-
tacao eficiente (e com precisao de tais algoritmos) é apenas valida usando
dispositivos com representacao em ponto flutuante, permitindo assim obter

os resultados com a precisao necessaria.

Algumas operagoes sobre matrizes, como o caso das decomposicoes de ma-
trizes supracitadas, sao usadas em diferentes aplicacoes de radares milita-
res avangados tal como o STAP (Space-Time Adaptive Processing) e em
vérios problemas de estimacao em comunicagoes digitais, etc. A decompo-

sicao QR é comumente usada em casos de matrizes A de tamanho m X n,
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onde essa decomposicao usa algoritmos computacionais custosos, os quais
requerem uma alta precisao, fazendo da matematica de ponto flutuante

uma necessidade real.

Tradicionalmente, os FPGAs nao tém sido as plataformas escolhidas para
tratar aplicagoes que demandam operagoes em ponto flutuante [111]. Em-
bora, os fornecedores de FPGAs oferecem bibliotecas de operacoes em
ponto flutuante, as mesmas apresentam um desempenho bem limitado
quando utilizadas. A ineficiéncia dos projetos tradicionais em ponto flu-
tuante no FPGA é parcialmente devida & profunda natureza do pipeline
e as amplas estruturas aritméticas dos operadores em ponto flutuante, os
quais criam datapaths com longas laténcias e congestionamento de rotea-
mento. Para estes casos, o resultado final sao projetos com uma frequéncia

de operacao baixa.

O fluxo de dados tipico das operacoes em ponto flutuante é mostrado na
figura 4.6, onde se tem que os dados passam por um processo de denor-
malizacao, antes mesmo de ser realizada a operacao em questao. Apos
a operacao ser feita, os dados sao novamente normalizados. Observe que
em uma operacao normal o dado é antes arredondado e post-normalizado
para, finalmente, ser enviado como resultado final. No intuito de atacar
esse problema, a operacao de reducao foi tratada utilizando unides entre
as operacoes de multiplicacao, soma e acumulacao, em vez de realizar o
processo por separado, reduzindo assim o caminho e a profundidade dos

pipelines.

Isto é feito mediante uma analise do incremento em bits dos dados no da-
tapath, escolhendo a melhor forma de normalizacao a fim de se introduzir
uma, precisao suficiente, eliminando ao méaximo os passos de normaliza-
cao e denormalizacao, tal como mostrado na figura 4.7. O formato IEEE

754 é apenas usado como limite no datapath, onde mantissas de tamanho
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Figura 4.6. Fluxo de dados tipico das operagoes em ponto flutuante

diferente sao usadas para incrementar o intervalo dindmico, e reduzir as-
sim a necessidade dos passos de denormalizacao e normalizacao entre as

operacoes sucessivas.

As funcoes de normalizacao e de denormalizacao usam deslocadores de bits
(barrel shifters) de até 48 bits de comprimento para nimeros em ponto flu-
tuante de precisao simples. Quando o nimero em ponto flutuante tem o
bit mais significativo da mantissa diferente de zero a representacao é dita
normalizada. Para evitar miltiplas representacoes para o mesmo valor,
o namero devera ser denormalizado/normalizado mediante deslocagoes da
mantissa. E comum, neste caso, analisar o consumo de multiplicadores,
os quais estao disponiveis na FPGA, como neste caso. Por exemplo, em
dispositivos Xilinx da familia 7 tém-se multiplicadores de 25 x 18. Isto
consome uma quantidade significativa de recursos logicos e de roteamento,
sendo a principal causa da ineficiéncia das implementagoes em ponto flu-

tuante sobre FPGAs. Abordando uma metodologia de uniao de datapath,
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Figura 4.7. Unido de duas operagoes em ponto flutuante (neste caso
a multiplicacdo e a soma); lado esquerdo: datapath tipico, lado di-
reito: datapath modificado evitando multiplos processos de denormali-

zagoes/normalizagoes

pode-se eliminar de forma significativa a quantidade de barrel shifters e,
assim, evitar o consumo de recursos logicos e de roteamento utilizados na

implementacao dessas operacoes.

No lado direito da figura 4.7 pode ser observada a uniao do datapath para a
operacao conjunta de multiplicacao soma acumulacao, em um tnico bloco
comparada com uma metodologia tradicional mostrada no lado esquerdo.
A uniao do datapath do lado direito da figura 4.7 elimina a redundancia
do processo intermediario, removendo a normalizacao na saida do multi-
plicador e a denormalizacao na entrada do somador. Da mesma maneira, a
estratégia elimina a necessidade de normalizar/denormalizar para realizar
a acumulacao. A eliminacao de légica e do roteamento extra, assim como
do uso de multiplicadores em silicio, faz que o tempo e a laténcia entre os

datapath seja previsivel.
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Essa uniao do datapath é realizado modificando internamente o formato
utilizado, seja baseado em uma nova representacao ou, como no caso aqui
utilizado, aumentando o tamanho da representacao da mantissa para obter

malor precisao.

4.3 Arquiteturas de Soma/Subtragao e Multiplicagao em Ponto Flutuante

Atualmente, ferramentas de desenvolvimento tais como Xilinx Vivado (ou
ISE), Altera Quartus, Synopsys Synplify, etc., disponibilizam uma grande
biblioteca de blocos de propriedade intelectual (ou IPcores), encontrando-
se tanto unidades de calculo matricial quanto unidades de célculo aritmé-
tico em ponto flutuante. As ferramentas permitem uma grande flexibi-
lidade enquanto & forma de uso desses IPcores, possibilitando alteragoes
em precisao, consumo de DSP ou até laténcia, entre outras caracteristi-
cas. Porém, as librarias sao geralmente fechadas sem permitir o acesso a
descricao de hardware, o que torna impossivel efetuar modificacoes na sua

logica para adequé-las nas especificagoes impostas.

Dada a necessidade pelo controle interno das diferentes etapas ou fases
dentro das operacoes aritméticas e no intuito de melhorar a propagacao
do erro, assim como a laténcia dessas operacoes, foram propostas diferen-
tes modificagoes nas bibliotecas desenvolvidas em [108, 112]. Neste caso,
as bibliotecas foram modificadas para lidar com fluxos de dados em vez de
tratar com um fluxo controlado por FSM. Varias especificacoes foram man-
tidas constantes em relagao as bibliotecas propostas (ver [108, 112]), tais
como (a) descri¢ao de hardware genérica que possibilite a portabilidade de
plataformas; e (b) arquiteturas parametrizaveis que permitam a mudanga

no tamanho de palavra viabilizando uma analise de erro associado.

Assim, baseado nas bibliotecas de ponto flutuante apresentadas em [108,

103



112], as estruturas principais foram projetadas e configuradas como arqui-
teturas de fluxo de dados, aceitando e operando dados em pipeline. Cada
arquitetura foi estudada para permitir o seu posterior uso e fusao como um
unico bloco operacional em ponto flutuante. Assim, duas ou trés operagoes
em ponto flutuante sequenciais podem ser fusionadas em um tnico bloco,
evitando assim normalizagoes/denormalizagoes extras e, intrinsecamente,

a propagacao do erro por duplo arredondamento.

Os resultados apresentados das arquiteturas desenvolvidas foram valida-
dos apenas para dois diferentes tamanhos de palavra 32 e 64 bits, obtendo
dados de consumo de recursos, desempenho, frequéncia de operacao e, erro
associado. Sendo este tltimo o parametro mais relevante no desenvolvi-
mento deste trabalho, por causa da condicao atribuida para as matrizes;

de serem sistemas mal condicionados.

4.3.1 Arquitetura de Soma/Subtragao

Entre os principais circuitos de operacoes em ponto flutuante se encontra
a soma/subtracao, sendo este muito dificil de implementar de forma 6tima
devido & sua complexidade arquitetural [113]. As etapas intrinsecas que
envolvem o processo de soma em ponto flutuante apresentam uma grande
complexidade onde nem sempre quebrar os passos em processos menores é

simples, e por sua vez obter uma arquitetura baseada em fluxo de dados.

As etapas do processo de soma comecam com a separacao dos operandos
de entrada em seus diferentes partes, (a) o sinal, (b) o expoente e (c¢) a
mantissa. Seguido, sao conferidas se as entradas dos valores sao zero, infi-
nito ou algum ntmero com representacao diferente e nao vélida do padrao
IEEE—754. Caso os valores sejam validos, um bit implicito ‘1’ é inserido

as mantissas. Desta forma, sao comparados os dois operandos e deslocado
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a direita o menor dos numeros. Seguidamente, é subtraido o numero de
bits deslocado do exponente, gerando um resultado preliminar do mesmo.
Adicionalmente, as mantissas sao somadas ou subtraidas dependendo da

operagao desejada [112].

Por fim, a normalizacao é feita caso seja necesséario, analisando se o bit mais
significativo do resultado da mantissa for ‘1’; caso contrério, o resultado
da mantissa é deslocada a esquerda até encontrar o valor de ‘1’ no bit
mais significativo. Além disso, para cada bit deslocado é subtraido ‘1’ do
valor do expoente, e finalmente, sao concatenados os resultados do sinal,

expoente e mantissa, obtendo assim o valor desejado [112].

Na figura 4.8 é apresentado o diagrama de blocos da arquitetura do FP-
Add. Duas partes compoem a arquitetura: (a) o bloco comparar e alinhar
a mantissa (CAM) e (b) o bloco de normalizagao da mantissa (NM). Esses
dois blocos estao projetados para trabalhar como uma arquitetura de fluxo
de dados, permitindo a saida de um novo resultado a cada ciclo de clock
ap6s uma laténcia de dois ciclos necessarios para preencher os processos

da arquitetura.

Arquitetura de Soma/Subtracdo

~ _emPontoFlutuante

Comparar e
Alinhara _|_
Mantissa [ "
(CAM)

Ciclos de clock

Normalizagdo
> da Mantissa
(NMm)

Figura 4.8. Diagrama de blocos da arquitetura FP-Add

O bloco CAM, permite comparar varios aspectos na entrada dos dados,

tais como o dado com maior valor, maior expoente, o sinal dos dados e
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a operacao a ser realizada pela arquitetura (soma ou subtragao). Além
disso, este bloco realiza um alinhamento das mantissas, indispensavel para
realizar a operacao. Na figura 4.9 pode ser observada uma descricao da
arquitetura proposta para o bloco CAM envolvendo varias LUTs, a fim
de evitar cédlculos basicos de comparacao e consumo de recursos l6gicos
importantes. Também sao mostrados dois multiplexadores, os quais tém
circuitos com logicas especificas para lidar com somas binarias, desloca-
mentos binarios para a direita ou esquerda e de concatenacao (sempre que
a logica de selecao ou de controle precise). Neste caso, as saidas deste

bloco sao todas registradas para o seu posterior uso no bloco NM.
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Figura 4.9. Arquitetura proposta para o bloco comparar e alinhar
mantissa (CAM)

O bloco NM tem como tarefa devolver ao formato o valor da soma efetu-
ada no bloco CAM, o que é chamado de normalizacao. Para fazer isso, um
processo mostrado na figura 4.10 usa um multiplexador e um registrador.
Neste processo sao introduzidos varios sinais usados como condigoes para

executar alguma operacao, que no caso sao deslocamentos binarios e algu-
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mas concatenacoes. No final, a saida é registrada e assim o valor obtido
junto com a sua normalizacao é mantido em até pelo menos um ciclo de
clock, ou até o sinal do reset ser ativado, apagando os valores acumulados

assim como o valor final da saida.

\ .
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I e— >> —e |
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Zero B | I o] i
oper | MUX e X
res_man Norma : !
- *— Mant |_,._. ........ 3 _..._‘
comp_eg | Logica do ciruito

MUX Norma Mant
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aux_s_sigy_| Logica do | aux_addsub_out
res_man_ | ciruito —e aux_addsub_o.Li _ac.idsub_out

Register

clock

Figura 4.10. Arquitetura proposta para o bloco normalizar mantissa
(NM)

4.3.2 Arquitetura de Multiplicacao

As operagoes de multiplicacao, assim com a de soma, fazem parte dos
processos de reducao envolvidos nas operacoes matriciais, sendo muito
utilizadas e colocadas juntas, a fim de se obterem novas arquiteturas com-
partilhando suas caracteristicas. Para realizar uma multiplicagao em ponto
flutuante uma sequéncia de passos deve ser seguida, a qual inicia com eta-

pas de separacao das diferentes partes do valor inserido, seguindo o formato
IEEE—T754.

Nessas separacoes sao conferidas se as entradas dos valores sao zero, infi-
nito ou algum nimero com representacao diferente e nao vélida do padrao
IEEE—754. Caso os valores sejam validos, um bit implicito ‘1’ é inserido
as mantissas. Seguidamente, as mantissas sao multiplicadas, os expoentes
sao somados e é subtraido o valor de bias ao resultado, (E4 4+ Ep — bias).

Adicionalmente, o sinal ¢ determinado na multiplicacao (SazorSg) [112].
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Por fim, uma normalizacao é feita caso seja necessario. Isto é feito se o
bit mais significativo do resultado da mantissa for ‘1’; caso contrério, o
resultado da mantissa é deslocada a esquerda até encontrar o valor de ‘1’
no bit mais significativo. Além disso, para cada bit deslocado é subtraido
‘1’ do valor do expoente, e finalmente, sao concatenados os resultados do

sinal, expoente e mantissa, obtendo assim o valor desejado [112].

A arquitetura do circuito de multiplicagao (FP-Mul) é descrita na figura
4.11. Esta arquitetura esta divida em duas etapas, sendo necessario um
ciclo de clock para cada uma. A primeira etapa realiza todas as compa-
ragoes (valor zero, infinito, etc), assim como calcula o valor do sinal do
resultado, o resultado preliminar do expoente e a multiplicacao das man-
tissas. Mediante uma operacao logica xor os sinais dos valores de entrada
sao comparados e o sinal do produto é determinando. Um bit extra ¢é adi-
cionado aos expoentes indicando overflow, o que leva necessariamente a
subtracao do resultado da soma dos expoentes com o bias devido ao duplo
valor de bias obtido. Por outro lado, as mantissas de M, bits junto com o
bit implicito sdo multiplicadas resultando em uma palavra de 2(M,, + 1)

bits que é truncada nos primeiros M, + 2 bits [112].

Na etapa seguinte, é avaliado se no resultado da multiplicagao das man-
tissas o bit MSB ¢ ‘1’. Este bit permite controlar os M, bits mais signi-
ficativos do valor atual da mantissa, ou o valor da mantissa deslocado a
esquerda em uma posicao mediante um multiplexador. Caso o MSB do
resultado da multiplicacao das mantissas seja igual a ‘1’, o resultado pre-
liminar do expoente deve ser incrementado em ‘1’. Por fim, a existéncia
de um overflow é avaliada no resultado do expoente, assim como é avali-
ado se os operandos de entrada sao infinitos na representacao IEEE—T54.
Caso afirmativo, o resultado final do produto é infinito, caso contrario

concatenam-se os valores do sinal, expoente e mantissa [112].
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Figura 4.11. Arquitetura do Multiplicador em Ponto Flutuante (mo-
dificado de [112])

4.3.3 Resultados de Sintese e Analise da Precisao

Focando no desempenho dos operadores aritméticos e na reducao do erro
associado nas operagoes, os circuitos para soma/subtracio e multiplicagdo
em ponto flutuante foram desenvolvidos. Esses operadores foram confi-
gurados para lidar com palavras de 32 e 64 bits, baseados no formato
IEEE—754, permitindo assim verificar a relacao entre parametros de pro-
jeto tais como: custo em area logica, tempo de execucao e propagagao
do erro. Sendo este tltimo parametro (a propagagao do erro) um dos re-
quisitos importantes no desenho de arquiteturas complexas, tal como as

utilizadas no calculo de operagoes matriciais.

Neste projeto foi usado como linguagem de descri¢ao de hardware o VHDL
mediante o uso da ferramenta desenvolvimento Vivado 2012.4 da Xilinx e
configurado, para usar como dispositivo FPGA a familia Kintex7. Assim,
neste capitulo, sao apresentados os resultados de sintese obtidos na imple-

mentacao desses circuitos aritméticos na plataforma de desenvolvimento

K(C705, contendo um FPGA tipo XC7K325T — 2F FG900.
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A Tabela 4.1 apresenta os valores do custo em &rea légica relacionados as
arquiteturas despois da sintese em termos flip-flops (FF), LookUp Tables
(LUTs) e blocos dedicados de processamento digital (DSP48Es). O va-
lor da frequéncia de operacao do circuito também é incluida nesta tabela,
expressada em Mega-Hertz (MHz). E possivel observar, nesta tabela 4.1,
como os operadores aritméticos quando configurados com uma representa-
¢ao de 64 bits consomem uma area logica maior e, porém, um desempenho
menor quando comparados com uma configuragao com representacao de

32 bits.

Tabela 4.1. Resultados de sintese para as arquiteturas FP-Add e
FP-Mul em ponto flutuante

Modulo | Precisao (bits) LUTs DSP48(E) | Freq. [MHg]
32 559(0.27%) 0 364.904
FP-Add
64 1310(0.64%) 0 338.415
32 75(0.03%) | 2(0.23%) | 267.423
FP-Mul
64 459(0.22%) | 9(1.07%) | 233.875

Pode-se concluir que o circuito FP-Add possui um consumo alto de logica
combinacional se comparado com o consumo do circuito FP-Mul, onde este
ultimo requer menos recursos, porém faz uso de blocos DSPs embarcados.
Embora, o circuito FP-Add nao utiliza multiplicadores (recursos DSPs), o
mesmo apresenta uma frequéncia de operagao maior quando configurado

tanto para uma representacao de 32 bits quanto para uma representacao
de 64 bits .

Pode ser observado que os resultados de sintese destes operadores aritmé-
ticos mostram um consumo de recursos de 1% de LUTs e de menos do
que 1% de DSPs disponiveis no dispositivo selecionado. Adicionalmente
¢ importante ressaltar que o dispositivo FPGA utilizado (XC7K325T —
2FFG900) ¢ de capacidade media se comparado com os dispositivos de

maior capacidade da familia Kintex?7.
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Na tabela 4.2 sao apresentados os resultados obtidos pela analise quantita-
tiva da precisao das arquiteturas descritas da soma/subtracao e multiplica-
cio. E importante salientar que estas arquiteturas diferem das arquiteturas
apresentadas [108, 112], no sentido de que a descri¢cao hardware dos cir-
cuitos foi aprimorada visando uma economia de recursos, especificamente
de blocos DSPs. As modificagoes citadas trouxeram, como efeito colateral,
um aumento da frequéncia de operacao. Finalmente, as arquiteturas des-
critas também foram modificadas para tratar dados em forma sequencial
(na forma de um pipeline).

Tabela 4.2. Resultados da anélise de precisdo das arquiteturas FP-

Add e FP-Mul em ponto flutuante

Erro | 32(8,23) | 64(11,52)
MSE | 7.63E-5 | 8.75E-8
MAE | 6.45E-3 | 9.27E-4
MSE | 2.12E-5 | 8.82E-11
MAE | 3.24E-2 | 2.16E-5

FP-Add

FP-Mul

Como foi descrito na metodologia de verificacao, os valores de avaliagao
introduzidos permitem obter os resultados do pior cenéario de operacao do
circuito e, como esperado, o melhor comportamento é encontrado para um
formato de 64 bits. O circuito FPmul apresenta o maior valor de MSE
comparado a FP-Add. Isto é devido a erros incorporados no processo de
truncamento, que facilmente podem ser resolvidos acrescentando etapas

extras de arredondamento.

4.4 Arquitetura de FP-FMAC (unido multiplicagao soma acumula¢cdo em

ponto flutuante)

Em 1990, a primeira instrucao unida de FMA (multiplicagao soma) foi

proposta em [114], comecando uma série de trabalhos visando melhorar
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a primeira arquitetura FMA, a qual foi inicialmente implementada em
ASICs, e em unidades integradas em pipelines de CPUs. Operacoes arit-
méticas em cadeias sao comuns em diferentes operacoes matriciais, como
as encontradas nas operagoes (ou circuitos) de redugao, representando uma
boa porcentagem do total dos desafios a resolver quando implementadas em
hardware. Para desenvolver a arquitetura proposta, de instrucao unida de
multiplicacao soma acumulacao em ponto flutuante, foram analisadas al-
gumas propostas interessantes implementadas em hardware , entre as quais
podem-se citar : [115, 116, 117, 118, 119, 27|, sendo assim, a principal pro-
posta tomada do trabalho de bibliotecas de ponto flutuante apresentado
em [108] e a implementacao em FPGA da FMA apresentada em [120] para
uma representagao de 64 bits e do [113]. O uso das bibliotecas em ponto
flutuante (ver [108, 112]) esta justificado pela necessidade de se ter um
controle sobre técnicas de arredondamento, assim como o controle total
das diferentes etapas na cadeia de operacgoes aritméticas. Essas técnicas
serao aplicadas aos valores finais obtidos, reduzindo assim a propagac¢ao
do erro associado em cada operacao conjunta de multiplicacao, soma e

acumulacao.

A fim de reduzir a propagacao do erro de duplo arredondamento uma me-
todologia de fusao de datapath foi utilizada, tal como comentado em 4.2.
Com esta metodologia foi possivel melhorar tanto o desempenho, como
reduzir a propagacao do erro associado no processo de multiplicacao, soma
e acumulacao. A figura 4.12, descreve o datapath da nova arquitetura de-
senvolvida, chamada de FP-FMAC (uniao multiplicagao soma acumulacao

em ponto flutuante).

Os circuitos chamados de circuitos de reducao sao muito dificeis de im-
plementar devido a alta complexidade das arquiteturas dos somadores em

ponto flutuante. Essa complexidade é devida as etapas que envolvem o
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Figura 4.12. Datapath da arquitetura de FP-FMAC

processo de soma em ponto flutuante, sendo dificil realizar uma quebra
que permita conseguir uma arquitetura em fluxo de dados. A FP-FMAC
(uniao multiplica¢ao soma acumulag¢do em ponto flutuante) é uma arquite-
tura capaz de realizar a multiplicagdo em ponto flutuante (a x b), seguida
da soma em ponto flutuante (que é (a X ), cuado + Cacumulacio) €M UIL
unico bloco de hardware, realizando apenas uma operacao de arredonda-
mento depois de ambas as operagdes (multiplicagao e soma) desenvolvidas

[121, 32], tal como mostrado na figura 4.12.

A seguir sao descritas as etapas da arquitetura FP-FMAC desenvolvidas

neste trabalho:

1. Comparar e separar o sinal, expoente e mantissa dos operandos de
entrada. Conferir se as entradas sao zero, infinito ou uma represen-
tacao invalida. Se o operando é valido adicionar o bit implicito ‘1’ da

mantissa.

2. Alinhar valores e multiplicar as mantissas, somar os exponentes e
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determinar o sinal.

3. Separar o sinal, expoente e mantissa dos operandos de entrada. Con-

ferir se as entradas sao zero, infinito ou uma representacao invalida.

4. Comparar os dois operandos. Deslocar a direita o menor dos ntimeros.
O numero de bits a deslocar correspondente ao resultado da subtracao
dos exponentes, sendo dita diferencia o resultado preliminar do expo-

nente. Somar ou subtrair as mantissas segundo a operacao desejada.

5. Deslocar a esquerda o resultado atual da mantissa até encontrar o
valor de ‘1" no bit mais significativo (MSB). Para cada bit deslocado,
subtrair ‘1’ no valor atual do exponente. Finalmente, concatenar os

resultados do sinal, exponente e mantissa.

Os passos 1 a 2 sao executados em um tnico ciclo de clock assim como os
passos 3 a 4. Por fim, o passo 5, de normalizacao, é desenvolvido tomando
também um tnico ciclo de clock. Assim, depois de uma laténcia trés ciclos

de clock a arquitetura FP-FMAC gera um dado a cada ciclo de clock.

Na figura 4.13 ¢é apresentado o diagrama de blocos da arquitetura do FP-
FMAC. Trés partes compoem a arquitetura: (a) um primeiro bloco que
compara e alinha a mantissa para realizar a multiplicacao, (b) um segundo
bloco compara e alinha a mantissa para realizar a soma onde por sua
vez ¢ realizada a acumulagao, e, por fim, (¢) o bloco de normalizacao da
mantissa (NM). Esses trés blocos estao projetados para trabalhar como
uma, arquitetura baseada em fluxo de dados, permitindo assim a saida de
um novo resultado a cada ciclo de clock, ap6s uma laténcia de trés ciclos

necessarios a fim de preencher os diferentes processos da arquitetura.

E importante ver que na saida do segundo bloco tem-se uma retroalimen-

tagao para a entrada desse bloco. Essa saida permite realizar a acumulacgao
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dos dados introduzidos, empregando um sinal com um comprimento de pa-
lavra maior, chamado de HRCS (high radiz carry-save). O valor somado
é enviado de volta para o bloco sem passar por uma normalizacao, o que
permite a realizacao desta operacao em um tnico ciclo de clock. Apenas
no final da operacao, quando os valores totais introduzidos na operacao
sao somados e acumulados, é quando realmente o valor final deve ser nor-

malizado para o seu posterior uso.
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Figura 4.13. Diagrama de blocos da arquitetura FP-FMAC

O segundo bloco, permite comparar vérios aspectos na entrada dos dados
tais como o dado com maior valor, maior expoente, o sinal dos dados e a
operagao a ser realizada pela arquitetura (soma ou subtrac¢ao). Além disso,
este bloco realiza um alinhamento das mantissas, tarefa indispenséavel para
realizar a operacao. O bloco de normalizacao tem como tarefa devolver ao

formato o valor da operacao efetuada.
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4.4.1 Resultados da implementacao

A linguagem de descri¢ao hardware usada foi o VHDL assistido por o Xilinz
Vivado 2012.4, sendo que as arquiteturas foram implementadas na plata-
forma de desenvolvimento K C'705, contendo um FPGA tipo XC7K 3257 —
2F FG900. Como se pode observar os resultados da sintese do FP-FMAC,
apresentados na tabela 4.3, mostram uma frequéncia acima de 100MHz.
Este resultado obtido mostra, de forma clara, o ganho em desempenho
alcancado quando a solucao é implementada em uma arquitetura em fluxo
de dados. Os valores de LUTs sao considerados aceitaveis, dado que este

FPGA tem recursos suficientes (203800 LUTS disponiveis).

Tabela 4.3. Resultados de sintese para a arquitetura de FP-FMAC

Precisao (bits) LUTs DSP48(E) | Freq. [MHz]

32 305(0.14%) | 2(0.23%) | 204.145
64 806(0.39%) | 9(1.07%) 178.13

FP-FMAC

Os resultados do erro, sendo o parametro mais importante no desenvol-
vimento deste trabalho, pode ser analisado mediante a tabela 4.4. Estes
resultados mostram como a propagacao do erro aumenta enquanto o ni-
mero de valores inseridos aumenta. Isto faz com que um bom controle da
propagacao do erro nas operacoes seja relevante, a fim de resolver sistemas
que envolvem matrizes de grande porte (lembrar o fato de que as matrizes

sao considerados sistemas “mal condicionados”).

Tabela 4.4. Resultados da andlise de precisdo da arquitetura de FP-
FMAC

Erro | 32(8,23) | 64(11,52)
MSE | 5.68E-6 | 9.37E-9
MAE | 4.25E-3 | 8.16E-5

FP-FMAC

E importante ressaltar que o erro associado da arquitetura FP-FMAC,

mostrado na tabela 4.4 é menor do que a soma do erro apresentado pelas
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arquiteturas FP-Add e FP-Mul mostrado na tabela 4.2.

4.5 Arquitetura de decomposicao QR baseada no método de ortonormali-

zacao modificado de Gram-Schmidt

Com o intuito de implementar arquiteturas para solucao de sistemas matri-
ciais, foram desenvolvidas diferentes arquiteturas para atingir o objetivo.
Uma dessas arquiteturas é a decomposicao e/ou fatoragao QR, apresentada

no capitulo 2.

Este método decompoe a matriz dada A em uma matriz ortogonal () e uma
matriz triangular superior R [122]. O algoritmo para a realizacao de tal
decomposicao é apresentado no algoritmo (2). Nesta parte do algoritmo é
possivel obter uma solucao paralela devido as independéncias das opera-
¢oes. A solucao aqui desenvolvida para a arquitetura QRDA (utilizando
arranjos sistolicos completamente paralelizaveis e em pipeline) ¢ baseada
na proposta desenvolvida em [123] e modificada para tratar sistemas maio-
res que 4 x 4 assim como para usar uma representacao em ponto flutuante.
O algoritmo QR apresentado aqui esté baseado no método Gram-Schmidt.

O objetivo bésico do método é produzir uma base orto-normal para um

determinado espago dado R" (vide [124]).

Uma arquitetura dedicada a providenciar estes calculos reduziria significa-
tivamente a laténcia do circuito, prestando atencao especial ao consumo de
recursos, os quais seriam fortemente dimensionados em termos de multipli-
cadores e somadores. Para realizar essa arquitetura, os passos mostrados
no algoritmo (2) foram seguidos, dividindo estes em dois processos princi-
pais. O primeiro, composto por duas unidades, chamadas de processo de
normalizagao (NP) e o processo de ortogonalizagao (OP). O segundo, ¢ a

unidade de controle QR como mostrada na figura 4.14. Este controlador
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permite o fluxo dos dados através dos processos NP e OP, ativando os dife-
rentes multiplexadores associados a cada processo. A unidade QR é outra
modificacao apresentada neste trabalho referente a proposta desenvolvida

em [123).

Algoritmo 2: Pseudo-codigo para a decomposicao QR usando Gram-Schmidt

Modificado
Input: A

1 Saidas @), R;
2 [m,n] = size(A) ;
30 =A;

4 R = zeros(n) ;

5 for j = 1..n do
6 | fort=1...7—1do

7 atribuir a R(4, j) o valor de Q(:,4)T * Q(:,J) ;
8 atribuir a Q(:,j) o valor de Q(:,7) — Q(:,7) * R(i,J) ;
9 | end

10 | atribuir a R(j,j) o valor da norma de (Q(:, 7)) ;

11 | atribuir a Q(:, 7) o valor da ortogonalizagao Q(:,7)/R(7,7) ;

12 end

A unidade NP foi desenvolvida implementando os passos 11 e 12 do algo-
ritmo (2), e a unidade OP por sua vez, foi desenvolvida implementando os
passos 8 e 9. Pode-se observar que ambas as unidades NP e OP desenvol-
vem operacoes internas de redugao matricial, o que leva necessariamente

ao uso do bloco FP-FMAC previamente desenvolvido.

A tarefa de produzir o vetor de valores da matriz ortogonal (), assim como
os valores diagonais da matriz triangular R, esta a cargo da unidade NP.
Jé a unidade OP é responsavel por produzir os valores acima da diagonal

da matriz R.
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QR Architecture

| 1
1 |
| A A(2) A(3) A(4) |
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1 1
1 1
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I Qi i Fij rij+1 rij+2 I
1 1

Figura 4.14. Estrutura em arranjos sistdlicos da arquitetura de de-

composi¢ao QR usando ortonormalizacao modificada de Gram-Schmidt

4.5.1 Estado da arte: Implementacoes em hardware reconfiguravel do al-

goritmo de decomposicao QR

Este trabalho apresenta uma comparacao das diferentes implementacoes

em hardware da decomposigao QR (ver tabela 4.5).

Algumas propostas diferentes da decomposicao QR podem ser encontradas
tais como em [123], [125], [126], [127], [128], [129] e [130], mas devido a
que sao propostas e implementadas para lidar com uma representacao em

ponto fixo uma comparacao entre elas foi evitada.

Observa-se que algumas implementacoes podem processar grandes tama-
nhos de matrizes, embora, isso dependa do dispositivo usado e se é ou nao
utilizada memoria RAM externa. Também, solucao de matrizes esparsas,

as quais sao capazes de tratar com matrizes de grandes tamanhos, nao sao

119



Tabela 4.5. Comparagdo das implementagdes da Decomposicao QR

em ponto flutuante

‘ Referéncia ‘ Ano ‘ Tamanho da Matriz ‘ Esparsa ‘ Dispositivo | Requisitos da Matriz ‘
[131] 2007 1280 x 640 Densa | Virtex IT linhas > Colunas
[132] 2008 12 x 12 Densa Virtex 5 Nao-Singular
[133] 2009 4k x 4k Densa | Stratix II Nao-Singular
[111] 2012 400 x 400 Dense | Stratix V linhas > Colunas
EstaArquitetura | 2014 100 x 100 Densa Kintex 7 linhas > Colunas

consideradas neste trabalho ja que por definicao carecem de generalidade.

Além disso, a referéncia [111] mostra que eles podem processar sistemas
lineares com matrizes de tamanho 400 x 400 onde internamente lidam
com o processo de decomposicao QR alcancando um desempenho de até
162 GFLOPS. Mas as mesmas nao apresentam informacoes referentes ao
desempenho da arquitetura de decomposicao QR assim como também nao
¢ apresentada informacao referente ao desenho. Adicionalmente, neste
trabalho, o dispositivo usado Kintex7 implementa multiplicadores DSP de
25 x 18 em vez dos multiplicadores DSP de 27 x 27 da Stratrix V usada
em [111].

Também, é importante salientar que a proposta aqui desenvolvida, au-
menta o seu desempenho enquanto o sistema incrementa seu tamanho,
sendo limitado apenas pelo dispositivo hardware utilizado. Por ultimo, o
uso de multiplicadores DSP de tamanhos superiores aos usados pela kin-
tex (25 x 18), permitiria reduzir as laténcias geradas pelas operagoes de

multiplicacao dentro da arquitetura.

4.5.2 Resultados da Implementacao

A linguagem de descrigao hardware usada foi o VHDL assistido por o Xilinz

Vivado 2012.4 e as arquiteturas foram implementadas em uma plataforma
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de desenvolvimento KC705, contendo um FPGA tipo XCT7TK325T —
2FFG900. Os resultados da sintese dos diferentes modulos: NP e OP,
assim como os resultados do modulo de normalizagao vetorial (VN) sao

apresentados nas tabelas 4.6, 4.7 e 4.8, respectivamente.

Tabela 4.6. Resultados de sintese para o modulo NP

Modulo LUTs DSP48(E) | Freq. [MHz]
NP | 1535(0.75%) | 2(0.23%) 193.45

As implementagoes realizadas usam, além das arquiteturas aritméticas pro-
prias previamente descritas, as bibliotecas de ponto flutuante disponiveis
na Xilinx de divisao e raiz quadrada, as quais podem ser configuradas para
trabalhar com diferentes tamanhos de palavra, tendo a precisao definida
pelo usuario mediante o gerador de cédigo fornecido pela Xilinx. Neste

caso, as bibliotecas foram configuradas para manter uma precisao simples:

32 bits.

Devido ao fato de ser uma implementacgao usando uma arquitetura de fluxo
(pipeline), as bibliotecas da Xilinx assim como todo o desenvolvimento dos
diferentes modulos foram pensados para manter o fluxo dos dados enquanto
novos valores sao inseridos constantemente, produzindo ao final um valor

a cada ciclo de clock logo apos do tempo de laténcia ser alcancado.

Tabela 4.7. Resultados de sintese para o modulo OP

LUTs | DSP48(E) | Freq. [MHg]
Modulo OP | 1052(0.51%) | 2(0.23%) 201.6

Com essa exigéncia, as bibliotecas de ponto flutuante foram configuradas
permitindo projetar os diferentes modulos: NP, OP, VN. Porém, nesta
proposta nem todas as operagoes tém um bom desempenho. Uma dessas
arquiteturas é o acumulador somador multiplicador em ponto flutuante,

razao pela qual fol necessaria sua construcao, permitindo assim alcancar
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resultados satisfatorios de desempenho, tal como mostrado na tabela 4.8

(referente & implementagao da norma vetorial).

Tabela 4.8. Resultados de sintese para o modulo norma vetorial (VN)

LUTs | DSP48(E) | Freq. [MHg]
Modulo VN | 694(0.34%) | 2(0.23%) 198.7

A tabela 4.6 mostra uma frequéncia de operacao no modulo NP de apro-
ximandamente 193M H z, o NP contem o modulo VN que tem a tarefa de
realizar a norma vetorial. Esse processo é computacionalmente custoso e
implica o uso da unidade de FP-FMAC. A arquitetura QRD-MGS pode
operar aproximadamente a uma frequéncia de 170MHz com um desempe-
nho continuo de 64.6 GFLOPS. Os resultados finais de toda a arquitetura,
configurada para diferentes tamanhos de matrizes, sao apresentados na
tabela 4.9. Note-se que o consumo de recursos utilizado pela arquitetura
indica que o dispositivo pode suportar tamanhos de matrizes maiores.

Tabela 4.9. Consumo de recursos hardware depois da sintese da ar-

quitetura QRD-MGS para diferentes tamanhos de matrizes

Tamanho da Matriz 4 10 30 50 70 100

Modulo

LUTs
DSP

1659(0.81%) 7237(3.55%) 26261(12.88%) 35241(17.29%) 53179(26.09%) 87852(43.10%)

QRD-MGS o . .
8(0.95%)  20(2.38%) 60(7.14%)  100(11.90%)  140(16.66%) 200(23.8%)

Como parte da validacao da arquitetura QRD-MGS uma anélise de pro-
pagacao do erro é apresentada na tabela 4.10. Nessa tabela pode ser
observado os valores obtidos a aplicar a norma de Frobenius aos resulta-
dos produzidos na comparacao entre os valores entregues pela arquitetura
e os valores entregues pelo MatLab. Vale a pena salientar que ainda os
valores apresentados de erro, no caso de um sistema de 100 x 100, sejam de
14.28 e 4.53 para as matrizes (Q e R, respectivamente, pode-se afirmar que
o erro alcancado pela arquitetura é satisfatério devido a que os célculos

sao baseados nas amostras com matrizes de Hilbert. Isto demostra que a
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arquitetura desenvolvida pode tratar sistemas com valores aleatérios man-
tendo os valores de propagacao do erro associados aos calculos tolerédveis,

Sem precisar usar uma precisao maior.

Esta anélise também mostra como é dificil de controlar a propagacao do
erro enquanto o tamanho do sistema matricial aumenta. Um aumento no
tamanho da palavra poderia ajudar significativamente a reduzir este erro
associado, mas isto leva a laténcias maiores (devido a numero de DSPs
aninhados), assim como a um aumento considerdvel dos recursos logicos
necessarios para implementar a arquitetura.

Tabela 4.10. Propagacao do erro do circuito RTL sintetizado compa-

rado com a referéncia em MatLab em representacao em ponto flutuante

dupla
Matrix Size | Norma de Frobenius (Matriz Q/Matriz R)

4x4 3.46/3.01

% | 10x10 3.90/3.56
= 30x30 8.12/4.10
21 50x50 10.14/4.30
< 70x70 11.93/4.42
100x100 14.28/4.53

4.6 Arquitetura de Multiplicagcao Matriz Matriz e Arquitetura Multipli-

cacao Diagonal Transposta Matriz

Como mostrado na figura 4.15, a arquitetura MMM (multiplicagao matriz
matriz) usa o circuito/arquitetura de redugao desenvolvida, e comentada
acima, chamada de FP-FMAC, como principal bloco dentro de sua arqui-
tetura. A MMM é uma arquitetura totalmente pipeline e para sincronizar

os dados sao usados varios multiplexadores e uma série de buffers.

A arquitetura MDTM (multiplicacao diagonal transposta matriz) toma a
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Figura 4.15. Estrutura de arranjo sistdlico da arquitetura MMM

forma de Schur e encontra o resultado dado pela equacao 4.2. Como des-
crito na figura (4.16), os valores dos elementos da matriz U e sua transposta
UT combinados com os valores diagonais da matriz S, sdo computados para
obter o resultado desejado. Pode-se observar que novamente é utilizada a
arquitetura FP-FMAC presente na arquitetura MMM para ajudar com os

processos de reducao.

Msqr=U x S x U” (4.2)

O principal gargalo da arquitetura MDTM é o calculo da matriz trans-
posta, causando um pipeline hazard. A transposta da matriz é uma arqui-
tetura que recebe a matriz U e armazena os dados da mesma forma que os
recebe sem utilizar mais recursos de memoria (i.e., realizando a transposta
da matriz no lugar). Assim, o circuito leva os valores correspondentes da
transposta da matriz para a saida, decompondo assim as posicoes absolu-
tas da transposta de uma matriz n X n em um registro predefinido, que é

usado para tratar os valores correspondentes da transposicao.
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Figura 4.16. Desenho da estrutura da arquitetura MDTM

Uma memoria interna para armazenar os valores da matriz U ¢é utilizada na
arquitetura MDTM devido a necessidade de se ter a transposta da matriz
fora de estruturas for loop. O uso desta memoria nao interfere no fluxo de

dados dentro da arquitetura.

4.6.1 Resultados da Implementacao

O consumo de recursos da arquitetura MDTM é mostrado na Tabela 4.11,
onde o namero de DSPs utilizados na implementacao da arquitetura esta
a apenas dois DSPs por cima do consumo de DSPs tanto do QRD-MGS
quanto da arquitetura MMM. Este fato é devido a utilizacao do operador
multiplicacao de ponto flutuante, de modo a obter o resultado de U x S.
E importanta salientar que BRAMs sdo apenas utilizados na arquitetura
MDTM, a qual foi configurada para receber os dados em cada ciclo de
clock, para armazenar e realizar a transposta da matriz dada.

Tabela 4.11. Consumo de recursos hardware depois da sintese das

arquiteturas MMM e MDTM para diferentes tamanhos de matrizes

Tamanho da Matriz 4 10 30 50 70 100

Modulos

MMM LUTs | 1439 (0.7%) 3289(1.61%) 9352(4.58%) 15476(7.59%) 22039(10.81%) 31953(15.67%)
DSP 8 20 60 100 140 200

MDTM LUTs | 1829 (0.89%) 3574(1.75%) 9685(4.75%) 15947(7.82%) 22562(11.07%)  32821(16.1%)
DSP 10 22 62 102 142 202

Vale a pena observar que o consumo de recursos da arquitetura MMM (ver
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tabelas 4.11 e 4.9) ¢é igual & apresentada pela arquitetura QRD-MGS em

termos de DSPs, para as matrizes do mesmo tamanho.

Na tabela 4.12 sao apresentados os resultados da validacao da precisao
mostrada pelas duas arquiteturas: (1) MMM e (2) MDTM. Nesta tabela
pode-se observar como o aumento do sistema envolve um maior nimero
de propagacao do erro tal como mostrado pela norma de Frobenius. Os
resultados apresentados na tabela 4.12 mostram como o sistema lida com
dados dificeis de se representar em maquina, tal como os utilizados na
matriz de Hilbert, comprovando que o erro alcancado pela arquitetura é
satisfatorio.

Tabela 4.12. Propagacao do erro dos circuitos RTL sintetizados com-
parado com a referéncia em MatLab, em representacdo em ponto flu-

tuante dupla

Matrix Size | Norma de Frobenius
4x4 0.21
10x10 1.87
2| 30x30 2.45
= 50x50 3.71
70x70 5.96
100x100 7.37
4x4 0.19
10x10 3.62
E 30x30 4.51
% 50x50 5.84
70x70 6.95
100x100 8.48

4.7 Arquitetura da Raiz Quadrada de Uma Matriz

O algoritmo (3) mostra o método de Schur para obter uma solu¢ao numé-

rica da funcao da raiz quadrada de uma matriz onde por transformacoes
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de similaridade uma reducao sistematica de matrizes em formas simples é
alcangada (ver o a se¢ao 2.3.2). Observe que o algoritmo usa a decomposi-
cao QR assim como algumas operacoes matriciais tais como multiplicagao
matriz-matriz e a transposta da matriz (usualmente denotada pelo sobres-

crito T').

Algoritmo 3: Pseudo-codigo da raiz quadrada de uma matrix

Input: A

1 chamada da decomposicao QR para decompor A e assinar o
resultado a [@Q, R];

2 U =0Q;

3 B=RxQ;

4 for v =1...Max_1iter do

5 | chamada da decomposicao ()R para decompor B e assinar o

resultado a [@Q, R];

6 | B=RxQ;
v | U=UxQ;
8 end

9 S = sqrt(R);

10 Msqrt=U * S xU";

Para se obter uma simplicidade e eficiéncia maior na implementacao, par-
tes do algoritmo foram mapeadas em diferentes circuitos especializados
para lidar com cada operagao matricial particular (como comentado pre-
viamente). Adicionalmente as estratégias adotadas aqui permitem a reuti-
lizagao do projeto; minimizando assim a fiacao e o uso de multiplexadores

entre os componentes de ponto flutuante.

A figura (4.17) mostra o fluxo de dados de toda a arquitetura, onde os
principais componentes em ponto flutuante sao apresentados. No fluxo de

dados, o bloco com a letra maitiscula I corresponde a uma matriz identi-

127



dade, e os elementos diagonais da matriz R passam através de uma opera-
¢ao aritmética em ponto flutuante do tipo raiz quadrada. Esta arquitetura
foi tomada das bibliotecas fornecidas pela Xilinz IPCores, e configurada

para se encaixar apropriadamente aos requisitos deste trabalho.

MMM J

B
L QRD-MGs | 2R »(\/diag(R)

Y

B

1/2

MDTM ——» A

v
c

A4

MMM

DTy

Figura 4.17. Fluxo dos dados na arquitetura.

4.7.1 Resultados da Implementacao

A arquitetura da funcao de raiz quadrada de uma matriz proposta pode ser
implementada para lidar com matrizes de tamanho até 100 x 100. Isto, de-
vido & quantidade de recursos hardware , especialmente DSPs, disponiveis
no dispositivo FPGA selecionado. A utilizacao de recursos do FPGA do
projeto sob avaliacao é coerente com as expectativas e € mostrado na tabela
4.13. Nessa tabela pode ser observado que para uma matriz de tamanho
100 x 100 o consumo de recursos de hardware LUTs é de 198794, corres-
pondendo a aproximadamente o 97.54% do total de recursos disponiveis
na FPGA selecionada. Adicionalmente, o nimero de DSPs consumidos é

de aproximadamente 71.66% do total disponivel.

Para comparar a precisao da arquitetura MatrixSqRt foram analisados

quantitativamente dois exemplos numéricos: (1) A — SS e (2) A2 - S.
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Tabela 4.13. Consumo de recursos hardware depois da sintese da

arquitetura MatrixSqRt para diferentes tamanhos de matrizes

Tamanho da Matriz 4 10 30 50 70 100
Modulo

ECET LUTs | 6827 17956 55163 84023 121603 198794
,Ué DSP 26 62 182 302 422 602
é Freq (MHz) 120

O desempenho desta analise para a arquitetura implementada executando
sobre a plataforma de desenvolvimento selecionada usando uma represen-
tacao em ponto flutuante de precisao simples é mostrada na Tabela 4.14.
O erro é calculado comparando a saida da arquitetura MatrixSqRt simu-
lada contra a referéncia previamente estabelecida em MatLab da matriz
de Hilbert com representacao em ponto flutuante de precisao dupla. As
matrizes de Hilbert, onde as suas entradas sao especificados como ntimeros
de precisao de maquina, sao dificeis de inverter usando técnicas numeéri-
cas e por causa disso sao excelentes para avaliar a precisao da arquitetura
implementada em hardware [134]. Para apresentar os dados em forma
normalizada, a norma de Frobenius (como dado pela equacao 4.1) é usada
para obter uma medida da magnitude de erro geral na matriz resultante.
Os valores gerados pela implementacao de hardware chamada matriz S,

sao levados para o MatLab para calcular os dois exemplos numéricos.

E importante salientar que embora os valores apresentados de erro sejam
de até 23 e 7 (ver tabela 4.14), para os diferentes casos numeéricos sobre
analise, é valido afirmar que o erro alcancado pela arquitetura é satisfato-
rio devido a que os célculos sao baseados nas amostras com matrizes de
Hilbert. Portanto, é mostrado que a arquitetura desenvolvida pode ser
utilizada com uma precisao simples, a fim de tratar sistemas com valores
aleatorios devido a que mantem os valores de propagacao do erro associa-

dos toleraveis durante os calculos.
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Tabela 4.14. Propagacao do erro dos circuitos RTL sintetizados com-

parado com a referéncia em MatLab em representacdo em ponto flutu-

ante dupla
Matrix Size | Norma de Frobenius (Caso 1/Caso 2)

4x4 0.0213/ 0.0172

Eg 10x10 15.3891/2.8281

Xa 30x30 3.8523/ 1.7869

£ 50x50 5.6879/ 4.6738

= | 70x70 9.5213/ 4.4556
100x100 23.0494/ 7.5706

4.7.2 Algumas Consideracoes Adicionais da Arquitetura

Conforme apresentado na seccao 4.5, de modo a maximizar a eficiéncia da
arquitetura, os componentes de pipeline devem permanecer completamente
preenchidos quanto possivel. Isto é conseguido nesta abordagem mediante

multiplexacao dos valores relacionados aos diferentes blocos do sistema.

Usando a arquitetura FP-FMAC descrita na secao 4.4, a profundidade do
pipeline é dada pelo nimero de ciclos mostrado na figura 4.13 com uma
laténcia de trés. Adicionalmente, o circuito de MDTM é a parte critica do
projeto total, dado que internamente ele precisa realizar a transposta de
uma, matriz. Isto reduz o desempenho da arquitetura uma vez que o ni-
mero de FLOPS diminui devido a laténcia no processo de armazenamento,
de todos os elementos da matriz de dados. A arquitetura de funcao raiz
quadrada da matriz é controlada por uma FSM (Finite State Machine),
que tem a tarefa de enderecar (em uma ordem estrita), o fluxo de dados

para os diferentes componentes de ponto flutuante.
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4.8 Consideracoes Finais do Capitulo

As vantagens dos algoritmos propostos na algebra linear numérica tendem
a se limitar devido a problemas na propagacao do erro induzidos pelas
operacoes e nao pelo método em se. Esses erros, conhecidos como erros
de truncamento e em especial o erro de arredondamento duplo, devem
ser tratados de tal forma que permitam resultados 6timos e com maior

precisao.

Este trabalho demonstrou como o Método de Schur para lidar com a raiz
quadrada de uma matriz, pode ser adequadamente implementado em hard-
ware reconfiguravel. A descricao detalhada dos circuitos desenhados foi
apresentada mostrando as estruturas em arranjos sistolicos paralelos e de
pipeline de cada um dos componentes em ponto flutuante. Os circuitos
principais: QRD-MGS, MMM e MDTM, foram descritos, lidando efici-
entemente com a divisao interna dos processos da arquitetura proposta

MatrixSqRft.

O circuito QRD-MGS pode processar até 64.6 GPFLOPs assim como pode
ser configurado para lidar com diferentes tamanhos de matrizes, usando

também, o FPGA da familia Kintex7 deste projeto executado a 170MHz.

Usando como base o conhecimento adquirido no desenvolvimento das ar-
quiteturas baseadas no método de Gauss-Jordan, foram estabelecidos para-
metros de precisao como requisitos do sistema. Contudo, uma metodologia
de fusao de datapath das diferentes operacoes aritméticas foi implemen-
tada, permitindo reduzir a propagacao do erro associado nos processos
com multipla demanda de cadeias de operacoes em ponto flutuante. Desta
metodologia surgiu a arquitetura FP-MAC. Uma arquitetura especial em

ponto flutuante de multiplicacao, soma e acumulagao em um tnico bloco,
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chamada de FP-FMAC, a qual foi descrita e lida com todos os processos de
reducao dentro dos circuitos principais. A arquitetura pode ser executada

com um clock aproximado de 200 MHz.

Os resultados de precisao da arquitetura MatrixSqRt mostram que, ainda
operando com matrizes de Hilbert, o sistema alcanca erros nao maiores
que 23.0494 e 7.5706 para os diferentes casos numéricos de estudo quando
implementado um sistema de 100 x 100 com representacao em ponto flu-
tuante de precisao simples. Finalmente, o circuito implementado exibe
um desempenho de 10.41 GFLOPs e é capaz de computar solugoes nu-
méricas para a raiz quadrada de matrizes positivas definidas simétricas de

diferentes tamanhos até 100 x 100 elementos no Kintex-7 FPGA KC 705 .

Para lidar com o processo de verificacao e validagao das arquiteturas pro-
postas foi estabelecida uma metodologia de verificagao funcional e de hard-
ware que permitiu realizar diferentes andlises. Entre os quais estao as
analises quantitativas do erro associado das diferentes operacoes em ponto
flutuante utilizadas e desenhadas neste trabalho. Esta metodologia facili-

tou padronizar o projeto de sistemas embarcados.
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Capitulo 5 DISCUSSAO DE RESULTADOS

Neste capitulo sao discutidos os resultados das diferentes arquiteturas pro-
postas para serem implementadas em hardware reconfigurdvel FPGA, ba-
seadas no algoritmo de Elimina¢ao de Gaussiana (e na variante do mesmo,
a Eliminacao Gauss-Jordan), tratando com a fun¢ao de inversao de matriz
assim como também a solucao de um sistema linear de equacoes. Adici-
onalmente, sao discutidos os resultados das arquiteturas realizadas para

lidar com a raiz quadrada de uma matriz baseada no método de Schur.

5.1 Implementacao das Arquiteturas para Solucao de Sistemas de Equa-

coes Lineares e Inversao de Matrizes

Baseado no algoritmo de Eliminacao Gaussiana, ou a sua variacao Gauss-
Jordan, foram introduzidas e apresentadas no capitulo 3 diferentes pro-
postas em hardware reconfiguravel FPGA para lidar com as solucoes de
sistemas de equacoes lineares e com a solucao da inversao de matrizes. A
arquitetura proposta permite a parametrizacao do sistema com relacao ao

tamanho da matriz e/ou sistema linear de equagoes.

Representacoes em ponto flutuante de 32, 40 e 64 bits foram utilizadas para
implementar a arquitetura de inversao de matrizes. Por outro lado, para
implementar a solucao do sistema de equacoes lineares apenas foi feita uma,
implementacao com representacao em ponto flutuante de precisao simples
(32 bits). O sistema descrito e implementado serve para tratar sistemas
lineares com matrizes densas, as quais estao relacionadas a sistemas forte-

mente acoplados. Tanto a arquitetura de inversao quanto a arquitetura de
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solucao de sistema de equacoes lineares podem ser configuradas para lidar
com sistemas com tamanhos a partir de 4 x 4 até 120 x 120. O circuito
desenvolvido serve para entregar ambos os resultados simultaneamente (in-
versao e a solugao de um sistema linear de equagoes) e a configuragao é

feita mediante um gerador de c6digo VHDL desenvolvido em MatLab.

Um conjunto de circuitos com tarefas especificas, baseados em arquitetu-
ras de controle, foram desenvolvidos para dividir a complexidade da imple-
mentacao e permitir a execucao do método de eliminacao Gauss-Jordan.
A complexidade para resolver o problema foi dividida em trés fases prin-
cipais: (a) Eliminagao Gaussiana (pivo parcial e forward elimination), (b)
diagonalizagao (back substitution) e (¢) normalizacao, onde sao executadas
pelos quatro processadores internos: (1) Troca de linhas, (2) Encontrar o
Pivo, (3) Eliminagao da Matriz e (4) Circuito de Controle de Eliminacao

Gaussiana.

As comparagoes do desempenho hardware/software foram realizadas con-
siderando tanto a arquitetura desenvolvida quanto a execucao em software
do algoritmo de eliminacao Gauss-Jordan tendo em conta o aumento da
dimensionalidade da matriz. A verificacao da arquitetura para solucao de
sistemas de equacoes lineares foi realizada implementando uma arquite-
tura que suporta um sistema linear de equacoes de 6 X 6. Adicionalmente,
um anélise experimental do erro foi desenvolvido usando o MatLab como

comparador estatistico com precisao dupla.

Os resultados de sintese mostrados nas diferentes tabelas descrevem uma
tendéncia do crescimento dos recursos hardware enquanto o sistema au-
menta de tamanho. A frequéncia méxima que a arquitetura proposta su-
porta depende do tamanho do sistema configurado, para um sistema de
matricial de 4 x4 é de 301.416MHz e para um de 36 x 36 é de 166.984MHz,
executado em uma plataforma com um FPGA Virtex-5XC5V LX1107T.
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Os recursos utilizados (sejam LUT, DSP e RAM), mostram que o disposi-
tivo sobre o qual foi realizada a implementacao (neste caso Virtexb) pode
suportar matrizes com tamanhos maiores, devido ao minimo consumo de
recursos usados pela arquitetura. Esse aumento do tamanho do sistema
esta condicionado ao nimero de blocos DSP, assim como ao niimero de blo-
cos de memoria interna disponiveis no dispositivo FPGA selecionado. O
numero total de memoria RAM usado pela implementacao em hardware da
arquitetura depende da precisao. Assim para uma precisao simples, dupla
e 40-bits, os respectivos valores dos blocos de memoria RAM usados para

armagzenar uma matriz de 120 x 120 sao: 60, 120 e 120, respectivamente.

A anélise de validagao do erro na arquitetura mostrou como este cresce
enquanto o valor do sistema matricial tratado aumenta e assim, o controle
da precisao é afetado. Sao poucos os trabalhos na literatura que mostra-
ram preocupacao com a propagacao do erro, sendo este uma parametro
de projeto critico atribuido a condicao das matrizes de “elementos mate-
méaticos mal condicionados”. Valores do erro associado para sistemas de
tamanhos 120 x 120 estao por volta de 1 — 3 quando utilizada uma preci-
sao dupla, sendo este o melhor dos resultados. Uma validagao do tempo de
execucao da arquitetura foi feita, apresentando o tempo usado pela FPGA
(em micro segundos (us)) para se obterem as solugoes do sistema linear de
equagoes (e a inversa da matriz), usando um relogio de 100Mhz. Pode-se
observar que para um sistema de equacoes lineares de 90 x 90 a arquite-
tura apresentou um tempo de execucao de aproximadamente 1.4ms, muito

superior aos apresentados na literatura (ver [99, 101, 90])

Para acelerar a verificacao funcional e por sua vez, evitar esforcos de confi-
guragao de interfaces, etc., desenvolvendo uma simulacao HIL (Hardware-
in-the-loop), foi utilizado também o Xilinz System Generator anexo ao

Matlab/Simulink. A arquitetura foi transformada em um bloco o que
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permitiu ser usada como qualquer bloco em Matlab/Simulink com a fer-
ramenta XSG em duas formas: como simulacao em software ou como
simulagao HIL. Também foi demostrada a aplicacao da arquitetura apoi-
ando o co-processamento e a aceleracao em hardware da implementacao

de uma rede neuronal tipo GMDH.

5.2 Implementacoes em Hardware das Arquiteturas Baseadas em Fluxo
de Dados

No capitulo 4 foram apresentadas as arquiteturas em fluxo de dados em
ponto flutuante propostas para lidar com a solucao numérica em hardware
reconfiguravel da funcao raiz quadrada de uma matriz simétrica definida
positiva. A descricao detalhada dos circuitos projetados foi apresentada
mostrando as estruturas em arranjos sistolicos paralelos e de pipeline de

cada um dos componentes em ponto flutuante.

Unidades aritméticas de soma/subtragao, multiplica¢ao foram implemen-
tadas na FPGA selecionada. As implementacoes foram realizadas para
diferentes tamanhos de palavra, incluindo a representacao de precisao sim-
ples (32 bits) e precisao dupla (64 bits). Uma metodologia de fusao de
datapath das diferentes operacoes aritméticas foi implementada, permi-
tindo reduzir a propagacao do erro associado nos processos com miltipla
demanda de cadeias de operacoes em ponto flutuante e assim construir
a arquitetura FP-MAC. Uma arquitetura especial em ponto flutuante de
multiplicacao, soma e acumulacao em um tnico bloco, chamada de FP-
FMAC, a qual foi descrita e lida com todos os processos de reducao dentro

dos circuitos principais.

Também, no capitulo 4 foram implementadas em hardware o conjunto de

circuitos que conformam a arquitetura principal MatrixSqRt de calculo
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da raiz quadrada de uma matriz, sendo estas QRD-MGS, MMM, MDTM.
Adicionalmente, foram realizadas implementacoes com matrizes de diferen-
tes tamanhos partindo de 4 x 4 até 100 x 100 e usando uma representacao
em ponto flutuante de precisao simples. Neste sentido, observa-se que al-
gumas implementacoes, referentes a decomposicao QR, podem processar
grandes tamanhos de matrizes, embora, isso depende do dispositivo usado
e se ¢ ou nao utilizada memoria RAM externa (ver [131, 132, 133, 111]).
O circuito QRD-MGS aumenta o seu desempenho enquanto o sistema in-
crementa seu tamanho, sendo limitado apenas pelo dispositivo hardware

utilizado.

Uma metodologia de verificagao/validagao das arquiteturas propostas foi
seguida facilitando a padronizacao dos mecanismos teste assim como agili-
zar esta etapa no processo de desenho de sistemas embarcados. Esta meto-
dologia foi dividida segundo o seu foco de analise em verificacao funcional,
verificacao em hardware ou teste no dispositivo e validacao das arquitetu-
ras, permitindo uma verificacao funcional junto com uma simulacao HIL

sendo uma novidade na verificagao de sistemas matriciais.

Os resultados de sintese l6gica mostraram que os operadores aritméticos
permitem uma implementacao em hardware especificamente no disposi-
tivo FPGA selecionado devido a que o seu consumo de recursos é baixo
comparado com o hardware disponivel no dispositivo. Estes resultados
também mostraram que a unidade de multiplicacao, FP-Mul, faz uso de
blocos DSPs embarcados e requer menos recursos quando comparada com
a unidade de soma/subtracao, FP-Add. Embora, a unidade FP-Add uti-
liza mais recursos combinacionais é bom ressaltar que nao faz uso de DSPs
embarcados. Estes resultados demostraram uma reducgao significativa dos
recursos hardware comparada com suas versoes antecessoras apresentadas

em [108, 112
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Referente aos resultados de sintese, do conjunto de circuitos principais que
subdividem as tarefas no processo de calculo da raiz quadrada da ma-
triz, pode-se observar que o circuito QRD-MGS pode processar até 64.6
GPFLOPs. Adicionalmente, o mesmo podee ser configurardo para lidar
com diferentes tamanhos de matrizes, usando também, o FPGA da familia
Kintex7 deste projeto execuntado a 170MHz. Os resultados, ainda, mos-
traram que os recursos disponiveis no FPGA sao suficientes para realizar

implementacoes da arquitetura com sistemas matriciais de maior tamanho.

Finalmente, o circuito implementado exibe um desempenho de 10.41 GFLOPs,
sendo capaz de computar solucoes numéricas para a raiz quadrada de ma-
trizes positivas definidas simétricas de diferentes tamanhos até 100 x 100
elementos no Kintex-7 FPGA KC 705, limitados apenas pelos recursos

hardware do dispositivo.

Os resultados de validagao por sua vez mostraram que os operadores arit-
méticos de FP-Add e FP-Mul possuem um erro quadratico médio (MSE)
de 7.63F — 5 e de 2.12F — 5, respectivamente, para uma representacao de
32 bits. Enquanto que a arquitetura FP-FMAC implementando as ope-
racoes aritméticas em um tnico bloco apresentou um erro associado de
5.68 E — 6 para a mesma precisao. Contudo, no marco das aplicagoes em
sistemas embarcados, representacoes com precisoes menores sao apreciadas
pelo baixo consumo de recursos hardware . Assim, implementagoes com
palavras de 64 bits (embora, apresentam uma maior precisao) sao evitadas
e substituidas por representacoes menores, desde que sejam atingidos os

requerimentos de precisao desejados.

Os resultados de precisao da arquitetura MatrixSqRt mostram que, ainda
operando com matrizes de Hilbert, o sistema atinge erros inferiores que
23.0494 e 7.5706 para os diferentes casos numéricos de estudo quando im-

plementado um sistema de 100 x 100 com representacao em ponto flutuante
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de precisao simples e avaliado segundo a norma de Frobenius. Isto mostra
que se faz necessario realizar adequacoes nas estruturas internas das opera-
coes que envolvem calculos com representacoes em ponto flutuante e assim
se manter baixos os erros associados nas diferentes aplicacoes. Nenhum
outro trabalho na literatura disponivel reporta este tipo de analise estatis-
tico e ainda menos para uma arquitetura de solucao da raiz quadrada de

uma matriz simétrica.

Os resultados também mostram que é possivel reduzir a propagacao do erro
associado nas operagoes matriciais sem aumentar internamente a precisao
usada nas operacoes em ponto flutuante. Embora, quando maior seja
o sistema o erro de propagacao aumenta, o que torna dificil seu controle
apenas com representacoes simples devido as propagacoes do erro de duplo

arredondamento.

5.3 Contribuicoes Gerais do Trabalho

A maioria das solucoes propostas, lidando com a complexidade computa-
cional da solucao numérica de sistemas matriciais na area da algebra linear
numeérica, encontram-se apenas em software. Assim, hd uma caréncia de
processadores com hardware dedicado capaz de aproveitar eficientemente
0 software, e as mesmas acabem rodando em processadores de proposito
geral (GPPs). Se bem, o desenvolvimento de processadores especializados
com arquiteturas paralelas aproveitando técnicas de acessos a memdria,
pipeline e arranjos sistolicos, representam um desafio na implementacao
em hardware, as mesmas técnicas implementadas em circuitos dedicados
podem permitir encontrar o balanco entre os principais parametros de de-

senho: precisao, desempenho, consumo de recursos logicos e poténcia.

Essa busca pelos processadores especializados implementados em hardware
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reconfiguravel, como aquele suportado pelas FPGAs, permitiu fornecer, de
forma inédita, uma série de contribuicoes ao estado da arte na area de so-
lugoes em hardware para problemas de algebra linear numérica para siste-
mas embarcados e computacao de alto desempenho. Entre as contribuicoes

deste trabalho podem-se citar as seguintes:

e O desenvolvimento em hardware reconfiguravel de uma arquitetura
que permite obter a solucao numeérica tanto da funcao de inversao
de matrizes (densas neste caso), quanto a solu¢do de um sistema de
equacoes lineares. Essas arquiteturas foram baseadas no método de
eliminacao Gaussiana ou Gauss-Jordan, dependendo do caso, sendo
que as mesmas permitem modos de configuragoes (descrigao de codigo
parametrizavel), para tratar sistemas de diferentes tamanhos assim
como com diferentes precisoes baseados em uma representacao em

ponto flutuante padrao IEEE—754.

A portabilidade de estas arquiteturas esté, principalmente, condicio-
nada ao nimero de recursos DSPs e de memoria interna RAM dispo-
niveis no dispositivo selecionado, sem desconsiderar outros aspectos
referentes aos recursos logicos. Adicionalmente, foram estudadas e
propostas modificacoes em hardware referentes as posicoes dos passos
internos do algoritmo visando diminuir o erro associado para peque-

nos argumentos de entrada.

e A aplicacao do bloco de solucao de sistema de equacgoes lineares apoi-
ando os célculos de uma rede neural tipo GMDH e seu uso para pre-
dizer de forma aproximada a estrutura tridimensional das proteinas.
O bloco SSL foi usado especificamente para acelerar o método dos

minimos quadrados.

e Uma simulacao da arquitetura de solucao de sistemas de equacoes li-

neares baseado no uso da ferramenta XSG (Xilinz System Generator).
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Um processo de verificacao funcional foi desenvolvido tomando van-
tagem do XSG, permitindo ambas as simulacoes software e hardware-
in-the-loop (HIL) usando os resultados respectivos do modelo de re-

ferencia em MatLab.

O projeto de hardware parametrizaveis para os operadores de soma
subtracao e multiplicacao usando uma representacao aritmética de
ponto flutuante com 32 e 64 bits de precisao. Estas arquiteturas fo-
ram desenvolvidas como arquiteturas de fluxo de dados. Além disso,
foi desenvolvida uma arquitetura capaz de realizar em um tnico bloco
a operacao conjunta de multiplicacao soma acumulacao em ponto flu-
tuante. Os resultados mostraram reducoes em uso de recursos DSPs

e do erro associado aos célculos.

A proposta de uma metodologia de fusao de datapath para conse-
guir descrever uma operacao de multiplicagao soma e acumulacao em
um tnico bloco hardware , evitando erros de duplo arredondamento
e reduzindo sobre custos de roteamentos e shift register, dadas pelas
etapas de denormalizagio/normalizacao. Esta metodologia pode ser
usada no desenvolvimento de processos com grandes cadeias aninha-
das de operacgoes aritméticas em ponto flutuante, o que significa uma

reducao significativa nao do erro associado nos célculos.

A verificagao/validagao das arquiteturas de solucao de sistemas matri-
ciais, sendo que esta tarefa foi desenvolvida mediante a implementacao
de uma metodologia de verifica¢ao/validagao que permitiu padronizar
cada um dos experimentos e realizar uma comparacao dos resultados
de forma normalizada. Foram planteadas dois diferentes caminhos
de verificagao: (1) verificagao funcional e (2) verificagdo em hardware
, assim como também foi estabelecida a validacao das arquiteturas
referentes a parametros de desenho previamente estabelecidos. A me-

todologia tratou a precisao como principal parametro de desenho de
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projeto e foi possivel realizar uma analise do erro associado, o custo

em area légica, frequéncia de operacao e tempo de execucao.

Como um dos resultados principais deste trabalho, a nova (segundo
o conhecimento, e tnica) implementacao em hardware reconfigura-
vel FPGA do método de Schur para calcular a funcao raiz quadrada
de uma matriz simétrica e definida positiva. Para lidar com todos
os processos de célculo internos foram usadas estruturas em forma
de arranjos sistolicos baseadas em trés blocos matriciais principais:
QRD-MGS, MMM e MDTM. Esta arquitetura usa uma representacao
em ponto flutuante de 32 bits de precisao baseada no padrao IEEE-
754. Devido a paralelizacao e pipeline das tarefas, esta arquitetura
alcanco resultados de desempenho e propagacao do erro satisfatérios

no dispositivo embarcado.

Como resultado ao desenvolvimento das arquiteturas foi desenvolvida
uma ferramenta de geracao automatica de codigo VHDL no Matlab,
como parte e apoio & metodologia de verificagao/validacgao, facilitando
desta forma a implementacao em FPGAs das diferentes arquiteturas
propostas e aceleracao do tempo de desenvolvimento em hardware
das operacoes matriciais assim como das operacoes aritméticas. O
gerador de codigo VHDL permite algumas parametrizacoes, tais como
o tamanho do sistema (ou da matriz) e a precisao numérica do formato

em ponto flutuante utilizado.

Finalmente, neste trabalho foi provada a viabilidade do uso de ar-
quiteturas baseadas em fluxo de dados, com topologias em formato
de arranjos sistolicos e pipelines, para acelerar o desempenho e, por
sua vez, obter a solugao numérica de sistemas lineares baseados nos

métodos de eliminacao Gaussiana, decomposicao QR e de Schur.
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Capitulo 6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE
TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foi apresentado um estudo da implementacao em hardware
reconfiguravel de operadores matriciais para solu¢ao numeérica de sistemas

lineares e/ou fungdes matriciais em aplicagoes de pequeno e grande porte.

Durante o trabalho foram abordadas técnicas baseadas na algebra linear
numérica, a fim de obter a solucao numeérica de sistemas lineares de equa-
¢oes e calcular duas fungoes matriciais: (1) Inversao e (2) Raiz Quadrada.
As conclusoes deste trabalho estao divididas por secoes referentes a cada
capitulo tratando as implementacoes em hardware reconfiguravel realiza-

das. Por fim, sao apresentadas as perspectivas de trabalhos futuros.

6.1 Conclusoes

e Foram implementadas em FPGA solugoes de sistemas de equacoes
lineares, assim como a solucao da inversao de matrizes, onde as arqui-
teturas propostas permitem a parametrizacao do sistema com relagao

ao tamanho da matriz e/ou sistema lineares de equagoes.

e Foram projetadas e implementadas diferentes arquiteturas em fluxo
de dados (QRD-MGS, MMM, MDTM) que permitiram lidar com a
solugao numeérica em hardware (MatrixSqRt) da fungao raiz quadrada

de uma matriz simétrica e definida positiva.

e Mediante o uso da metodologia de fusao de datapath foi possivel re-

duzir a propagacao do erro associado aos célculos, sem a necessidade
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de aumentar internamente a precisao usada nas operagoes em ponto

flutuante dentro das arquiteturas propostas.

e Uma metodologia de verificacao/validagao das arquiteturas desenvol-
vidas foi proposta, visando facilitar a padronizacao dos mecanismos
de teste assim como agilizar esta etapa no processo de desenho de

sistemas embarcados.

e Foi desenvolvida uma ferramenta automatizada de geracao de co-
digo VHDL parametrizavel para apoiar nos processos de verifica-
¢ao/validagao, permitindo variagoes de parametros de escalabilidade,

tal como o tamanho do sistema linear.

e O desenvolvimento e implementacao da arquitetura MatrixSqRt mos-
trou a viabilidade de implementar em hardware reconfiguravel FPGA
o método de Schur, para lidar com a raiz quadrada de uma matriz

simétrica e definida positiva.

6.2 Trabalhos Futuros

O paralelismo intrinseco que permitem os FPGAs é uma carateristica que
torna especiais o uso em diferentes campos onde hé uma necessidade pela
computacao de alto desempenho. Essa caracteristica é muito atraente na
computacao paralela onde sao abordados sistemas com alta demanda de
tarefas computacionais, como encontrar a solucao numérica de sistemas
matriciais. Embora, o desenvolvimento desde trabalho permitiu introdu-
zir novas solugoes numéricas de sistemas matriciais embarcadas, existe
uma grande lacuna por ferramentas computacionais de baixo custo, alto
desempenho e precisao, que permitam lidar e sobre tudo acelerar a solucao

numérica de sistemas matriciais baseados na paralelizacao dos algoritmos.
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Assim, as perspectivas sobre os diversos estudos e implementacoes possi-
veis, que podem ser realizados visando complementar e melhorar os resul-

tados ( apresentados neste trabalho) sao listados a continuacao:

1. Neste trabalho foram usadas tanto arquiteturas proprias assim como
algumas de propriedade da Xilinx. O projeto e desenvolvimento de
todas as demais arquiteturas proprias faltantes (tais como divisao e
raiz quadrada) permitira a completa portabilidade das arquiteturas as
diferentes plataformas de desenvolvimento, sejam elas da Altera, Mi-
crosemi, etc., assim como, serd possivel a modificagao e manipulacao

interna da sua estrutura.

2. Para reduzir os custos dos processos de denormalizagao /normalizacao
e os problemas associados a estas etapas nas operacoes aritméticas,
sejam em precisao assim como em area, ¢ necessario uma implemen-
tacao da metodologia de fusao de datapath das grandes cadeias ani-
nhadas de operagoes aritméticas em ponto flutuante dentro da ar-
quitetura. Contudo, uma analise, em profundidade, das diferentes
cadeias de operacoes aritméticas em ponto flutuante presentes dentro
dos circuitos, permitiria um grande avanco na reducao dos problemas

associados aos erros de duplo arredondamento.

Uma anélise completa das cadeias aninhadas de operagoes em ponto
flutuante, das diferentes arquiteturas para obter a solu¢ao numérica
de sistemas matriciais, sera de carater inedito porque nao hé trabalhos

reportados na literatura.

3. Durante qualquer tipo de céalculo utilizado em computacao é sempre
necessario fazer alguns processos de arredondamento intermediarios
antes de se poderem utilizar os resultados nos processos subsequen-
tes. A maioria destes calculos apresenta um problema bem conhecido,

denominado de duplo arredondamento. Quando muitos formatos em
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ponto flutuante sao suportados em um processo, torna-se dificil re-
conhecer o formato no qual as operacoes serao feitas. Isto faz que o
resultado de uma sequéncia de operacoes aritméticas seja um proce-

dimento dificil de predizer.

Uma classe de representacao de ntmeros chamada de codificacao ‘RN”
(Round to Nearest) foi introduzida em [135], permitindo que o arre-
dondamento seja feito pelo simples truncamento, com uma propri-
edade adicional, que permite que os problemas de duplo arredonda-
mento sejam evitados. Em célculos matriciais, este tipo de erro (o du-
plo arredondamento) gera instabilidade nos resultados finais, tornado
o sistema computacional mais lento onde sao executados métodos com

critérios de parada baseados no erro.

Neste contexto, uma implementacao de novas bibliotecas aritméticas,
baseadas na representacao RN, seria um passo chave no projeto em
hardware de novas arquiteturas para solucao numeérica de sistemas
matriciais. Visando uma reduc¢ao na propagacao do erro associado
ao duplo arredondamento assim como, melhorar o desempenho dos

algoritmos onde serd usada esta representacao numeérica.

Por fim, pode-se ressaltar que a propagacao do erro tem um papel na
limitagao do tamanho do sistema com matrizes uma vez que o mesmo
cresce enquanto o sistema aumenta de tamanho. Na revisao bibliogra-
fica nao foi encontrado nenhum resultado considerando a propagacao
do erro; isso devido a generalizacao e dificuldade de usar um formato
de representacao numeérico diferente do IEEE Std. 754, impedindo

assim uma comparacao com outra representacao numeérica.

. O circuito de MDTM ¢é a parte critica do projeto total, dado que
internamente ele precisa realizar a transposta de uma matriz. Isto re-
duz o desempenho da arquitetura uma vez que o nimero de FLOPS

decresse devido a laténcia no processo de armazenamento, de todos os
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elementos da matriz de dados. Uma melhoria imediata do desempe-
nho do circuito estaria baseada na implementacao de uma arquitetura
MDTM capaz de lidar de forma 6tima ou de uma melhor forma com

a operacao da transposta da matriz.

. Com o incremento das caracteristicas tecnologicas das FPGAs, é fa-
cil encontrar varias vantagens arquitetonicas dentro de cada empresa
fornecedora de hardware . Entre essas vantagens podem-se citar os
multiplicadores DSP internos assim como o tamanho méximo de pala-
vra que pode chegar a operar na arquitetura, como no caso da Xilinx
que usa multiplicadores de 25 x 18 vs. Altera (algumas familias)
27 x 27. Essas vantagens podem representar grande diferenca em
desempenho e uma comparacgao das arquiteturas aqui implementadas

com a Xilinx vs Altera poderia demonstra-lo.
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Apéndice A PUBLICACOES REALIZADAS

A.1 TRABALHOS PUBLICADOS

A.1.1 Arquiteturas para inversao de matrizes

e Arias-Garcia, J. and Jacobi, R.P. and Llanos, C.H. and Ayala-Rincon,
M., A suitable FPGA implementation of floating-point matrix inver-
sion based on Gauss-Jordan elimination. In: Proc. International

Southern Conference on Programmable Logic (SPL), Cordoba, Ar-
gentina, 2011, pp.263-268.

Abstract:This work presents an architecture to compute matrix in-
versions in a hardware reconfigurable FPGA with single-precision
floating-point representation, whose main unit is the processing com-
ponent for Gauss-Jordan elimination. This component consists of
other smaller arithmetic units, organized to maintain the accuracy of
the results without the need to internally normalize and de-normalize
the floating-point data. The implementation of the operations and the
whole unit take advantage of the resources available in the Virtex-5
FPGA. The performance and resource consumption of the implemen-
tation are improvements in comparison with different more elaborated
architectures whose implementations are more complex for low cost
applications. Benchmarks are done with solutions implemented pre-
viously in FPGA and software, such as Matlab

e Arias-Garcia, J.; Llanos, C.H.; Ayala-Rincon, M.; Jacobi, R.P., FPGA
implementation of large-scale matrix inversion using single, double
and custom floating-point precision. In: Proc. International Southern

Conference on Programmable Logic (SPL), Bento Gongalves, Brazil,
2012, pp.1,6.

Abstract: This work presents an architecture to compute matrix in-
versions in a hardware reconfigurable FPGA using different floating-
point representation precision: single, double and 40-bits. The archi-
tectural approach is divided into five principal parts, four modules
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and one unit, namely Change Row Module, Pivo Module, Matrix
Elimination Module, Normalization Module and finally the Gauss-
Jordan Control-Circuit Unit. This division allows the work with other
smaller arithmetic units that are organized in order to maintain the
accuracy of the results without the need to internally normalize and
de-normalize the floatingpoint data. The implementation of the ope-
rations and the whole units take advantage of the resources availa-
ble in the Virtex-b FPGA. The error propagation and resource con-
sumption of the implementation, specially the internal RAM memory
blocks that are used, constitute improvements when compared with
previous work of the authors and other more elaborated architectu-
res whose implementations are significantly more complex than the
current one and thus unsuitable for its application. The approach is
validated by implementing benchmarks based on solutions in FPGA
and software (e.g. Matlab) implemented previously.

A.1.2 Arquiteturas para solugao de sistemas de equacoes lineares

e Arias-Garcia, J.; Llanos, C.H.; Ayala-Rincon, M.; Jacobi, R.P., A fast
and low cost architecture developed in FPGAs for solving systems of
linear equations. In: Proc. International IEEE Third Latin American

Symposium on Circuits and Systems (LASCAS), Playa del Carmen,
Mexico, 2012, pp.1,4.

Abstract: This paper presents a low cost architecture for the solu-
tion of linear equations based on the Gaussian Elimination Method
using a reconfigurable system based on FPGA. This architecture can
handle single data precision that follows the IEEE 754 floating point
standard. The implementation takes advantage of both the internal
memory and the DSP blocks (available in the Virtex-5 FPGA). The
architectural approach is composed of four modules and one specific
unit (namely, Change Row Module, Pivo Module, FB Module, Nor-
malization Module and finally the Gaussian Elimination Controller
Unit). This structure can be combined with other smaller arithmetic
units in order to maintain the accuracy of the results without the
need to internally normalize and de-normalize the floatingpoint data.
Also, a special Memory Access Unit was implemented in order to deal
with the writing/reading operations to/from the internal RAM. The
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resource consumption of the implementation (specially the internal
RAM memory blocks that are used) points out several improvements
when compared to previous work of the authors and other more ela-
borated architectures whose implementations are significantly more
complex and, thus, unsuitable for low cost applications.

A.1.3 Simulacao baseda em Hardware in the loop

e Arias-Garcia, J.; Braga, A; Llanos, C.H.; Ayala-Rincon, M.; Pezzuol
Jacobi, R.; Foltran, A, FPGA HIL simulation of a linear system block
for strongly coupled system application. In: Proc. IEEE Internatio-
nal Conference on Industrial Technology (ICIT), Cape Town, South
Africa, 2013, pp.1017,1022.

Abstract: This paper introduces a hardware simulation flow that is
based on the Xilinx System Generator Tool (XSG), of an architecture
for solving dense linear systems, presented as a strongly coupled sys-
tem, which is in turn based on Gaussian Elimination using an FPGA.
A functional verification process is achieved by taking advantage of
the XSG, allowing both software and hardware-in-the-loop (HIL) si-
mulations and using the respective results achieved in Matlab as a
reference model. The linear system block embedded in the XSG can
handle single, double and custom data precision, following the IEEE
754 floating point standard. The current architecture improves the
use of internal RAM of the selected FPGA device (Virtex-5) through
a special Memory Access Unit, reducing the data access among this
RAM and the different modules in the architecture. Examples of
systems of six equations, which are suitable for some robotics appli-
cations, have been used for comparing the performance of the Linear
System block and Matlab, the latter used as a statistical estimator,
in order to validate the data results.

A.1.4 Aplicagoes da arquitetura de solugao de um sistema de equacgoes

lineares

e Braga, AL.S.; Arias-Garcia, J.; Llanos, C.; Dorn, M.; Foltran, A; Co-
elho, L.S., Hardware implementation of GMDH-type artificial neu-
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ral networks and its use to predict approximate three-dimensional
structures of proteins. In: Proc International Workshop on Recon-
figurable Communication-centric Systems-on-Chip (ReCoSoC),York,
United Kingdom, 2012, pp.1,8.

Abstract: Implementation of artificial neural networks in software
on general purpose computer platforms are brought to an advanced
level both in terms of performance and accuracy. Nonetheless, neural
networks are not so easily applied in embedded systems, specially
when the fully retraining of the network is required. This paper shows
the results of the implementation of artificial neural networks based
on the Group Method of Data Handling (GMDH) in reconfigurable
hardware, both in the steps of training and running. A hardware
architecture has been developed to be applied as a co-processing unit
and an example application has been used to test its functionality.
The application has been developed for the prediction of approximate
3-D structures of proteins. A set of experiments have been performed
on a PC using the FPGA as a co-processor accessed through sockets
over the TCP/IP protocol. The design flow employed demonstrated
that it is possible to implement the network in hardware to be easily
applied as an accelerator in embedded systems. The experiments
show that the proposed implementation is effective in finding good
quality solutions for the example problem. This work represents the
early results of the novel technique of applying the GMDH algorithms
in hardware for solving the problem of protein structures prediction.
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Apéndice B FUNDAMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

Neste apéndice sao introduzidos os conceitos, definicoes e alguns teore-
mas gerais considerados relevantes para uma boa compreensao do traba-
lho desenvolvido. Os conceitos e definicoes apresentadas nesta secao foram
tomadas das seguintes referencias bibliograficas [70, 71].

B.1 Matrizes e Vetores

Neste trabalho serao adotadas convencoes para manter uma organizagao
simples e clara das defini¢coes discutidas nesta secao. Serao usadas letras
maitsculas em italico para matrizes, A, letras maitsculas cursivas em ne-
grito para espacos vetoriais, V, e letras mintsculas em itélico para vetores,
z. Algumas definicoes importantes serao apresentadas a seguir,

Defini¢cao B.1 Uma matriz A™*™ é um arranjo retangular de m X n
nimeros reais (ou complexos) distribuidos em m linhas horizontais e n

colunas verticais (ver equagao B.1),

(all a12 e e e e e a’lj o« o aln\
a21 a22 e e e e e a2j .« .. a2n
\aml am2 e e e e amj “ .. amn)

em que a i-ésima linha de A e a j-ésima coluna de A sao representadas

sequndo as expressoes B.2 e B.3 respectivamente.

(ail Qg ain) (1 <1< m) (B-Q)
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(1<j<n) (B.3)

Assim, A é dita uma matriz m por n (representado por m x n). No caso
de m = n, A é denominada de matriz quadrada de ordem n, onde os ni-
meros a1, a9, ..., Ay, formam a diagonal principal de A. Adicionalmente,
o nimero a;;, que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna de A, é de-
nominado de 4,j-ésimo de A ou o elemento (7,j) de A. Frequentemente a

equacao B.1 é representada como A = (aij).

Definicao B.2 Uma matriz quadrada A = (aij) em que todo elemento
fora da diagonal principal € zero, isto €, a;; = 0 para i # j, é denominada

de matriz diagonal.

Definicao B.3 Uma matriz diagonal A = (%‘j) em que todos os termos
da diagonal principal sao iguais, a;j = c para t = j e a;; = 0 para i # j,

é denominada de matriz escalar.

Definicao B.4 Se A = (aij> e B= (b ) sao matrizes m X n, a soma

ij
de A e B ¢ uma matriz C = Cz’j): m X n, definida pela equacao B.4,
em que (1 <1 <m,1 < j <mn). Portanto, C ¢ obtida pela adi¢cio dos

elementos correspondentes de A e B.

Cij = CLl'j + bij (B4)

Definicao B.5 Se A = (aij) ¢ uma matrizm X n er € um numero real,
a multiplicagao por um escalar de A por r, rA, € a matriz B = (bij),
m xn, em que by; = ra;; para (1 <i<m,1<j<n). Assim, B é obtida
pela multiplicacao de cada elemento de A por r.
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Definicao B.6 Se A = (aij) ¢ uma matriz mxXn, entao a matriz n X m,

ij J
transposta de A. Dessa maneira, os elementos em cada linha de AT sdo

AT = (aT), em que al; = aj; para (1 <i < n,1 < j < m) é chamada

0s elementos na coluna correspondente de A.

Definicao B.7 O produto escalar ou produto interno dos vetores de di-

mensao n a e b é a soma dos produtos dos elementos correspondentes.

ai b1
a2 bo ~

Dessa forma, se a = eb= entao o produto escalar a x b
Qn bn

esta definido sequndo a equacao B.).

a-b= CL1b1 + CLQbQ + -+ anbn — Z CLibi <B5)
1=1

Defini¢cao B.8 Se A = (%‘j) ¢ uma matriz m X p e B = <bij) ¢ uma
matriz p X n, o produto de A e B representado por AB, é a matriz C' =

(cz-j), m X n, definida pela equacao B.6.

P

Cz'j = ailblj + CLinQj + e 4 aipbpj = Zaikbk]‘ (1 <1<m,1< 7 < n)
k=1

(B.6)

Definicao B.9 A matriz escalar nxn, cujos elementos da diagonal prin-

cipal sao todos iguais a 1 (ver expressio B.7), é denominada de matriz

rdentidade de ordem n.
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(B.7)

Definicao B.10 Uma matriz A m Xn estd na forma escalonada reduzida

por linhas se a mesma satisfaz as sequintes propriedades:

1. Todas as linhas nulas, se existirem, ocorrem abaixo de todas as linhas

nao-nulas.

2. O primeiro elemento diferente de zero a partir da esquerda de uma
linha nao nula é um 1. Este elemento é chamado de um inicial desta

linha.

3. Para cada linha diferente de zero, o um inicial aparece a direita e

abaizo dos uns iniciais das linhas precedentes.

4. Se uma coluna contém o um inicial, entao todos os outros elementos

naquela coluna sao iguais a zero.

Em uma matriz na forma escalonada reduzida por linhas, os primeiros
coeficientes das linhas nao nulas formam uma escada. Uma matriz m X n
que satisfaz as propriedades (1), (2) e (3) esta na forma escalonada por
linhas.

Definicao B.11 Uma operacao elementar nas linhas de uma matriz A =

(aij) m X n € uma das sequintes operacoes

1. Permuta das linhas v e s de A. Ou seja, substituir a1, ayo,...,am,
por
g1y A2y -+ oy Asn € Agl, As2y - - - 5 Agn POT Ayl Ap2y - o oy Ay
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2. Multiplicacao da r-ésima linha de A por c # 0. Ou seja, ap1, o, . . . Gy

POT Cly1y CApo,y -« .y Clypy,

3. Adicao de d vezes a r-ésima linha de A a s de Ar # s. Ou seja,

substituir agy, g, . .., gy POT Qg1 + day, ago + days, . . ., gy + da,

Definicao B.12 Uma matriz An X n é chamada triangular superior se
todos os elementos por baizo da diagonal principal sao zero. Assim, a

matriz ilustrada na equacao B.8 € uma matriz triangular superior.

a1; aiz as
0 ax a; (B.8)
0 0 ass

Definicao B.13 Uma matriz A € estritamente triangular superior se
1>]=A <z',j) =0, ou seja, a matriz é necessariamente nula abaixo da

primeira sobrediagonal.

Definicao B.14 Uma matriz An x n é chamada triangular inferior se
todos os elementos acima da diagonal principal sao zero. Assim, a matriz

mostrada na equacao B.9 € uma matriz triangular inferior.

a;; 0 O
ag ag 0 (B.9)
azyr az2 ass

Defini¢cao B.15 Uma matriz A € estritamente triangular inferior se

1 <j=A (z',j) =0, ou seja, a matriz é necessariamente nula acima da

primeira subdiagonal.

Defini¢cao B.16 Uma matriz Anxn é chamada invertivel (ou nao-singular
ou reqular) se ezistir uma matriz Bn X n tal que AB = BA=1,. A ma-
triz B € chamada imversa de A. Se essa matriz B nao existe, entio A €

chamada de singular (ou nao-invertivel).
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Definicao B.17 Seja A = (%‘j) uma matriz n X n. Definimos o deter-
minante de A (escreve-se det(A) ou |Al) pela expressao B.10,

n

d@t(A) = |A’ = Z(i)al’jldl,jg ce an,jn (BIO)
1

onde o somatorio varia por todas as permutacoes 51,72, ---jn do conjunto
S ={1,2,---,n}. O sinal ¢ positivo (+) ou negativo (—) conforme a

permutacao 71,72, -+ Jn seja par ou impar.

Defini¢cao B.18 Seja A = (%’j) uma matriznxmn. Seja M;; a submatriz
(n—1)x(n—1) de A obtida pela eliminacao da i-ésima linha e da j-ésima
coluna de A. O determinante det(M;;) é chamado determinante menor de

aij. O co-fator A;; de a;; € definido tal como mostrado na equacao B.11.

Defini¢cao B.19 Seja A = <aij) uma matriz n X n. A matriz adjunta
de An X n, representada por adj A, € a matriz cujo 1,j-ésimo elemento ¢é
o co-fator de A;j de a;j. Assim, a matriz ilustrada na equacao B.12, ¢ a

matriz adjunta de A.

All A12 Anl

A21 A22 An2

adj A= (B.12)

A Az - App
Definicao B.20 Seja A € O™ P, q transposta de A denotada por AT tal
que AT € OP*™ eAT<z',j) :A(j7z'> para 1 <i<pel<j<m, ou
seja, trocamos as linhas pelas colunas de A.
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Definicao B.21 Seja A € C™*P, a Hermitiana de A denotada por A
tdmwAHGCWmeAHGJ):A($0pmalgi§p61§j§n%
ou seja, trocamos as linhas pelas colunas de A e substituimos cada entrada

complexa de A pelo seu conjugado. Usa-se também a notacao A*. Se A ¢

real entao AT = A (ver equagdo B.13).

3 2440 —i
A=|2-i 5 5—i (B.13)
i 544 —1

Definicao B.22 Se A" = A, entio A ¢ Hermitiana.
Definicao B.23 Se AT = A, entio A é simétrica.
Defini¢cao B.24 Se v # 0 = 2% Ax > 0, entdo A € positiva e definida.

Definicao B.25 Se " Az > 0 para todo x € C™, entio A € positiva e

semidefinida.

Definicao B.26 Se ATA = AAT = ] onde I ¢ a matriz identidade de

ordem m, entao A € unitdria.
Definicao B.2T Se ATA = AAT = I, entio A ¢ ortogonall.
Definicao B.28 Se AT A = AA" | entao A € normal.

Definicao B.29 A matriz A é Hessenberg superior se i > j + 1 =
A (i,j) = 0, ou seja, todas as entradas abaizo da primeira subdiagonal

sao nulas (ver equagao B.14).

(A(1,1) A(1,2) A(1,m) )

A2,1) A(2,2) A(2,m)
0 A(3,2) : (B.14)
0 0

\ 0 0 0 A(m,m—1) A(m,m))



Definicao B.30 A matriz A é Hessenberg inferior se i < j 4+ 1 =

A <7j,j) = 0, ou seja, todas as entradas acima da primeira sobrediago-

nal sao nulas (ver equagao B.15).

(A1) A(1,2)

\A(m, 1) A(m,2)

0

A(2,1) A(2,2) A(2,3)

0

A(m —1,m)
A(m,m) )

0

(B.15)

Definicao B.31 A matriz A € tridiagonal se A é Hessenberg superior e

A ¢ Hessenberg inferior, concomitantemente (ver equagio B.16).

0

A(m,m —1)

(B.16)

Definicao B.32 Um escalar N\ € autovalor de um operador linear A :

V = V se existir um vector x diferente de zero tal que Ax = Ax. O

vector x € chamado autovetor.

B.2 Definicoes de Espacos Relevantes

Seja A € C"*P, entao:
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Definicao B.33 O niicleo, ou espaco nulo de A, serd denotado como

nuc (A) para todo {x € CP; Ax = 0}.

Definicao B.34 A imagem de A serd denotada como im <A> para todo
{y € C"; existe x € CP; Az = y}. Ou seja, € o espago que contém todos
os vetores gerados pela aplicacao de A nos vetores do dominio. Como esse
espaco € formado por combinacoes lineares de colunas de A, utilizaremos,

também, o nome espag¢o coluna.

Definicao B.35 A imagem de AT serd denominada espaco linha de A,
pois € formada por combinacoes lineares das linhas de A. A imagem de
A serd denominada espaco conjugado linha de A, pois é formada por

combinacoes lineares dos conjugados das linhas de A.
Definicao B.36 O posto coluna ¢ a dimensao do espago coluna.

Definicao B.37 O posto linha ¢ a dimensao do espaco linha ou do es-

paco conjugado linha.

Definicao B.38 O complemento ortogonal de W, subespaco de C", é

formado por todos os vetores ortogonais a W, e é denotado por W+.

B.3 O conceito de Base

Uma base, de um espaco vetorial C", é um conjunto linearmente inde-
pendente de n vetores {vy,vs,...,v,} que geram esse espago C". Seja
V e C™" uma matriz cujas colunas sao os vetores v;, i = 1 : n, entao
essa base serd ortonormal se e somente se VZV = [,. A representacio de
um vetor v € C" dessa base sera dada pela equacao B.17.

v = Z v v (B.17)



Caso o conjunto {wvy,vs, ..., v,} seja uma base para C™, mas nao seja um
conjunto de vetores ortonormais, entao um vetor qualquer v € C™ pode
ter a forma mostrada pela equacao B.18 com «; tomando valores dado pela
equacao B.19.

v = Z Q;v; (B.18)
i=1

o =vu;, i=1:n, (B.19)

Assim, {uy,us, ..., u, } é uma outra base para O™ tal que UV = I, cujas
colunas de U sao os vetores u;, i = 1 : n. A base {uy, us, ..., u,}, definida
acima, ¢ denominada de base adjunta de {vy,vs,...,v,}. Os 2n vetores
u; e v;, 1 = 1 : n, formam uma colecao biortogonal de elementos de C".

B.4 Demostracao do Teorema de Schur

Demostra¢ao B.1 (Teorema de Schur). Por indu¢ao assuma-se que o
resultado € verdadeiro para matrizes de ordem n— 1 sendo A de ordem n.
Seja v um autovetor com valores \. Normalizar v, ou seja, substituir v por
v/ ||v|| se necessario. Estender v em uma base ortonormal v, wy, ..., Wy_1

usando Gram-Schmidt. Seja () a matriz de transicao dessa base. Assim

Q ¢ unitaria e Q71AQ ¢ da forma
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Por inducdo existe um V unitario com V1CV sendo triangular superior.

Considere

a qual ¢ unitaria também. Entio QU ¢ unitaria e (QU) " A(QU) =
U (01 AQ) U =

(10 - 0\ (A% - %\ [10 -0 A % e %
Sy v . C S Vo s vlov
\0 0 0 0

a qual € triangular superior.
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